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Anotace: Eliminace kvantifikatok v oboru realnyciisel je jednou z mladSich oblasti
na pomezi matematiky, logiky a vymini techniky. Pomoci metody nazyvané
cylindrick&a algebraicka dekompozice dovoluje zjedingit matematické kvantifikované
formule do jednodusSiho tvaru neobsahujiciho kfikatory. Jelikoz se jedna o vcelku
slozity postup, jsou velmi uziteé programy p&tacové algebry (nafbklad program
Mathematica od firmy Wolfram Research). Mnoho mattockych Gloh (jako ieba
feSeni rovnic a nerovnic)ike byt fevedeno prayna matematické formule obsahujici
kvantifikatory, u nichz pak eliminace dovoluje #jisteSeni nebo uit, zda jsou
ieSitelné. Z toho wvodu miZze byt tato metoda fimosem nejen pro matematiky
samotné, ale téz pra@itele matematiky a talentované Z4ky.

Kli ¢ova slova: eliminace kvantifikatar, CAD, cylindricka algebraickd dekompozice,
Alfred Tarski, George E. Collins, pitacova algebra, Mathematica, trojuhelnikova

dekompozice, regulériétzce

Annotation: Quantifier elimination over real fields is a digane connected with
mathematics, logic and computer science. Using albect cylindrical algebraic
decomposition it allows to simplify mathematicalrrfauulas with quantifiers into
quantifier-free formulas. Since this is quite coexplproblem programs of computer
algebra (such as Mathematica by Wolfram Researck) \eery helpful. Many
mathematical problems (for example equations aeguations) can be transformed into
quantified formulas and the elimination is a waystdve them or find out if they are
solvable. Therefore this method may be useful nbt for mathematicians but for math
teachers and talented pupils too.

Key words: quantifier elimination, CAD, cylindrical algebradecomposition, Alfred
Tarski, George E. Collins, computer algebra, Mathigra, triangular decomposition,

regular chains



1 Uvod

Eliminace kvantifikatolt je pongrné mladou problematikou na pomezi matematiky,
logiky a v neposledniad i vypocetni techniky a jeji ptatky nalezneme v prvni
poloving 20. stoleti. Tehdy se ji zabyval vyznamny polskstematik Alfred Tarski,
ktery vSak i pes nemalé Usphy nepgital s tim, Ze by se — zvl&skvili své nadnsrné
slozitosti — dala vhodnym a realnymtgpbem vyuzivat, a sam nakonec prohlasil, Ze
zkoumani tohoto problému bude nutné ulihnjelikoZz neginese zZadné cenné
vyuzitelné vysledky.

Zlom pak nastal az ve druhé polo¥irdvacatého stoleti giphodem vykongsi
vypccetni techniky a objevenim metody cylindrické algetké dekompozice (CAD,
Cylindrical Algebraic Decomposition), jiz fedstavil s¢étu matematik George E.
Collins. Tato metoda dovoluje unosnou algoritmizadého postupu.

Porovname-li ob zmirtné metody s ohledem n&asovou sloZitost, jeifgmé, ze
metoda CAD je saldngjSi. V roce 1974 ukazali gdacovi odbornici Michael O. Rabin

a Michael J. Fischer, Ze slozitost Tarskéhdstppu neni omezena Zadnouézi

z exponent* 22 |, zatimco Collinsova metoda umoZnila sni&sovou sloZitost na

2?", tento algoritmus je tedy v nejhorSiniigads ,dvojnasob® exponencialni“. | to
muze byt mnoho, pokud bychom uvazovali ulohy, kdy getet n proménnych
obsazenych ve formuli velky. V Ulohach Skolské nratky vSak byva jejich pmt
omezeny. [BEEO3]

Pozdji pribyl jeS€ dalSi gistup stagjici na regularnichrettzcich a trojuhelnikové
dekompozici, by v pripact tohoto gistupu je cely dany probléntgveden naeSeni
polynomialnich soustav rovnic a nerovnic s parayepiicemz vysledek se da
interpretovat jako matematicka formule bez kvakdifori ekvivalentni s formuli
via Triangular Decompositioautofi Changbo Chena a Marca Moreno Maza. [CHE11]
PrestoZze se na prvni pohledibe zdat, Ze se jedna a:Zkou“ védeckou matematiku,
setkavaji se s ni v jejim jednodusSim pojeti jidenti na sedni Skole, aniz by se tento
fakt od svych kantdrdowdéli. Od studeni je nagiklad pri vykladu a cvéeni Wiva o
kvadratickych rovnicich &n¢ vyZadovana odp@d’ na otazku, kdy m& normovana
kvadraticka rovnice + px+q =0 realny keen. Gsekavaji, 7e odpaxd’ bude: praw
tehdy, kdyZ diskriminanb je nezapornyili p> - 4q = 0.



ZapiSme vSe pomoci kvantifikator

(0X): X +px+q=0< p?>-4q=0.
Na levé strat je zapsana formule s exist@im kvantifikatorem[] obsahujici jim
vdzanou prormnou X. Vpravo je ekvivalentni formule, kterd jiz neobspgh
kvantifikator ani vazanou prainnou, tak byla provedena eliminace kvantifikatoru.
Na zéastupce gkterych dalSich neflis sloZitych tloh dostupnych jiz na SS naraziree v
3. kapitole této prace.iFjejich feSeni si vSak vests vysta&ime s ,lidskymi* gistupy,
které pro vyeSeni &chto typ prikladi vétSinou dostéuji.
nerovnic, vyssSiho mnozstvi prénmych v zadané matematické formudi, vysokych
mocnin prondnnych) tyto metody selhavajifipadré se stavaji posiné tézkopadnymi
a naradu musi fjit matematické programy.
Jako motivani piiklad pro tuto situaci pouzijme ulohu vychazejigénku Cylindrical
Algebraic Decomposition |: The Basic Algoritrantofi Dennise S. Arnona, George E.
Collinse a Scotta McCalluma vydaného v roce 19&2AM Journal on Computing
M¢jme kvantifikovanou formuli

@):y' -2 +y -3y + =0
a vyuzijme vypdetni prodstedi Wolfram Mathematica jako zastupce progiam
pocitatové algebry, které eliminaci kvantifikatorzvladaji, k jejimu zjednodusSeni.
Zadanim pikazuResolve [EXists [y, y"— 2y"3 + y"2 = 3x"2y + 2x"4 == 0]] pctitaci
uloZzime tuto formuli zjednoduSit do tvaru bez kviidtora. Ve velmi kratké dob
obdrzime vysledeKrue , ktery interpretujeme tak, Ze ské&me existuje gjaka (alespd
jedna) realnd hodnota prémqméy, pro niz je splina zadana rovnost. Pouzijeme-li
navic gikaz Timing [vyraz], jehoZ vystupem je kro&nsamotného vysledku das
pottebny k provedeni celého vyia (piikaz tedy bude ve tvar@iiming [Resolve
[Exists [y, yM-2y"3+y"2-3x"2y +2x*M ==0]]]), dostaneme odp&éd
{0.,True} , podle které trvalo zji8hi pravdivosti zadané formule skt kratky
okamzik (v tomto fipack tak kratky, Ze jej program ve svém vypisu ohodmnidbou
trvani 0 sekund).
Zkusime-li naproti tomu potaci k feSeni zadat trochu poZnénou matematickou

formuli

Oy):y'-2y° +y* - 3y + " = 0,



bude trvat zjidini jeji pravdivosti o &co déle. Na fikaz Timing [Resolve [ForAll [y,
yN = 2y"3 + yh2 = 3x"2y + 2x"4 == Q]]] obdrZzime odpasd’ {0.16,False} .Jak je
vidét, tentokrat jiz vypoet, kterym peitac zjistil, Ze zadané tvrzeni je nepravdivé,
zabralcasu vice, nicménstale se jedna o relati#kratkou dobu.

Budeme-li tyto pokusy opakovat, je velmi prépddobné, Ze se dalSi vysledeasy
budou navzajem IiSit. ifozeré zéleZi na p&tu spusnych operaci, na velikosti a
zaplréni operani panéti a dalSich faktorech, které rychlost v¢po ovliviuji. | pies to
si vSak lze utviit predstavu o tom, jak rychle cela operace phole.

Nejen zvidavé Zaky a studenty, ikte problematikou potacového dokazovaniigdou
do kontaktu, pakifrozers mize napadnout otazka, jak ga¢, potazmo matematicky
program, k vysledku vlastndoSel a jak eliminaci kvantifikatbrv zadaném tvrzeni
provedl. Odpowdi na tuto zdhadu jsou pravdo programi pcCitacové algebry
implementované metody eliminace kvantifikdtora predevSim moZznost jejich
algoritmizace.

V této souvislosti je nutné poznamenat, Ze Wasné dob je téma aktualni a stale
v této oblasti matematiky probiha dalSi studiumptinoalizace proces nicmér preci
jen jde o porarn¢ uzké zamteni, které vSak fZe poskytnout podporu a rozsii
znalosti nejen studeith na stednich a vysokych Skolach, kitse ¥nuji matematice a
vypocetni technice, ale téZitelim, jiz tyto studenty vzélavaji a vedou.

Zarover je také pirozené se ptat, zda lze eliminaci kvantifikétoprovadt jen
v urgitych jednoduchych formulich podobnych vySe z&njym nebo zda je
realizovatelna obeénTo je zaleZitost matematické logiky a dany prabléiesSil praw
Alfred Tarski. Naprosto korektni vyklad vSech n#ledti je proveden ve
specializovanych textech, ndidad véestirg v publikaci Vigzslava Svejdardogika:
Neuplnost, slozitost a nutnd$traha: Academia, 2002).

Cilem této disertmi prace je pokusit sétend&i srozumitel predlozit hlavni ideu
metody cylindrické algebraické dekompozice, kterdZen byt v procesu eliminace
kvantifikatori pouZivana, a téZ jeji automatizovani pomoci matiekého aparatu,
tento vyklad pak doplnit vhodnymi ukazkovymiildady jednodussSich i sloZjSich
ilustratnich Uloh a fipravit tak soubor Gloh na eliminaci kvantifikdlopouZzitelnou
jako metodicky zaklad procitele. Jak uvidime dale v textu, je zde i mnohovsslasti
s historii matematiky a vy@etni techniky.

Z tohoto divodu pgenechame korektni vyklad zalezitosti v matematidkgiky

odbornym texim a budeme prost hovait o tom, Ze eliminaci kvantifikatdr
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provadime vdlese realnych¢isel, i kdyz by bylo korektnitici, Ze je prova¢ha

v elementarni teorii forma#hrealre uzavenych tles. Ri tom je ale dlezité si alespd
uvédomit, Ze kvantifikovany mohou byt jen prvk§ldsaR, tj. samotna realnéisla,
nikoliv jejich mnoziny, jako kufikladu intervaly, mnozina celyatisel atd. Nerdzeme
také konstruovat funkce a pracovat s nimi. Na drstin@® pri konstrukci formuli Ize
pracovat nejen s rovnostmi, ale i se vSemi druhypuresti. Mizeme tedy vytviet
formule v prondnnych x, y, z, ... pomoci operacicgani (oditani) a nasobeni, jsou
.povoleny” cel@iselné koeficienty (vzniknout z konstant O a 1) mirme pouZivat
symboly < a =, a tedy i >g, =. Prakticky to znamena, Ze ideme zapisovat
polynomialni rovnice a nerovnice a znich vyt logické kombinace pomoci
logickych spojek. Progmné obsazené ¥dhto formulich pak Ize kvantifikovat.

Prace je rozélena do pti hlavnich kapitol. Prvni z nich jeémovéana historickému
exkurzu a historickym souvislostem, jakoz i vyvsfudované problematiky. Kratce je
zmirgno zavadni automail a pozdji pocitaci do vyuky a vzdlavani (nejen
matematiky), na coZ je navazano shrnutim Zivotakghlo matematika a logika Alfreda
Tarského a zmimim pinosu jeho i jeho studenta koledi k aplikovatelnosti a
feSitelnosti problematiky eliminace kvantifikafor

V dalsi kapitole jsoucten&i pripomenuty ®které jednodusSSi ifklady a ulohy
stredoSkolské matematiky, jejichieSeni je s tématem eliminace kvantifikatgevre
svazano, by toto je prozatim ponechéano v ro¥ireSeni logickou Gvahou a metodou
nulovych bod.

Nasleduje kapitola, ve které f@endi predloZzena hlavni idea cylindrické algebraické
dekompozice, metody rozpracované Georgem E. Cellina vylepSované jeho
studenty, ktera je vhodnpouZzitelnd i pro sloZ{Si ulohy, nez jaké byly zmémy

v kapitole gedchozi. Teorie je zde vy&lena na konkrétni Uloze a dopira grafickymi
znazorrnimi dané situace pro jeji l&hpochopeni.

V dalSi casti prace jsou tyto teoretické mySlenky aplikovamy s vyuzitim
matematického aparatu algoritmizovaditendi se tak dozwdi, co vie stoji v pozadi
cylindrické algebraické dekompozice a &am jsou zaloZzeny moznosti a schopnosti
matematickych prograinpii feSeni zmi#énych aloh. Pro pi@dek je kapitola rozdena
do rekolika ¢asti, v nichZ jsou postuprprobrany vSechny jednotlivé faze algoritmu
cylindrické algebraické dekompozice dopié gisluSnymi ilustrénimi priklady.

V piilohach prace se pak nachazi vyvojovym diagrameadigny algoritmus jak



samotné cylindrické algebraické dekompozice, tdkvjgenéni do celé algoritmizované
eliminace kvantifikatat.

Zarove jsou Vv této kapitole zmémy i moznosti vylepSeni celého algoritmu, Halad
zavedenim tzv. Hongova a McCallumova operatorutimzicasteéné cylindrické
algebraické dekompozicé, riznymi metodami konstrukce vystupnich formuli.
Nezanedbatelnowdasti prace je pak posledni, ve své podsgiakticka kapitola
vénovana praci v programechdacove algebry d@eSeni pikladi tamtéz. Jmenovitse
jedna o programy Wolfram Mathematica, Maple a auikQEPCAD, jenZ je pro
eliminaci kvantifikatoi piimo ukena.Ctend je kratce seznamen s kazdym programem,
je receno rékolik slov k jejich vyvoji a dostupnosti, coz jesi@dré doplreno ukazkami
prace s fislusSnymi gikazy, s nimiz uzivatelijde do styku. VSe je nakonec zavrseno
souborem fikladi reSenych vdchto konkrétnich programech, takzecésend miuze
utvorit predstavu o jejich moznostech, oispbu pistupu k jejichfeSeni a téz je mezi
sebou porovnat.

PrestoZe je fedloZzena prace obhajovana v oblasti wgini techniky, jsou v jejim
zawru zdirazreny rekteré vyznamnéipspevky pro matematiku a jeji (vysokoskolskou)
vyuku (vicerozndrna integrace, pitacové dikazy t) a je zde uveden i jeden strojovy

dtkaz obtizné nerovnosti.
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2 Systém elementarni algebry

Moderni matematicka logika hotioo elementarni teorii formanredlrt uzawenych
téles. V této praci zavedeme peliné pojmy ve stylu gwodnich Tarského praci a
vyhneme se takifiSnému zansreni na oblast matematické logiky.
V dalSim textu se budemeénovat nejen eliminaci kvantifikatow télese realnycktisel,
ale obecn praci s matematickymi formulemi, rovnicemi a nariwemi. Z tohoto
duvodu je tedy vhodné formalnim &gobem popsat, resgtendi pripomenout, systém
elementarni algebry. Proto nejprve v této kapitotgakujeme a ujasnime znalosti
tykajici se pra¥ této oblasti matematiky.
Pojmem prominna budeme v dalSim textu rozétmeéktery nebo tkteré z nasledujicich
symbohi:
X, X1, X2, co0s ¥y Y1, Y2u eorZy 21, 22y nn)
piicemz €chto pronénnych je nekons¢ mnoho a intuitive je chdpeme jako #igob
symbolické reprezentace objékt dané mnoziny. Tu nazyvame obor ptomé nebo
také definkni obor, v naSem ifpadt promenné mohou zastupovat libovolné prvky
z mnoziny reélnycktisel.
Dale zaveme pojem algebraické konstanty a znaménka algédyaicoperaci. Pod
pojmem algebraicka konstanta rozumime jeden ze glymb
.=2,-1,0,1,2, ...,
znameénka algebraickych operaci aapame
+, [

piicemz znaménko + zaastitani a znaménkbhasobeni.

2.1 Algebraické ¢leny a atomické formule

Nyni mame k dispozici vS8echny pojmy nutné k zavégemymu algebraickéhdglenu.
Algebraicky ¢len (nebo také vyraz) chapeme jako libovolné snpjei vyjadeni
sestavené z prainnych a algebraickych konstant spojenych do jednaletku
prostednictvim algebraickych znamének. Ké&fad zapisy

X, X+y+4, K +x]2Ds
jsou algebraickyméleny, zatimco kupkladu zapisy

x+,x[{/§

11



nikoliv, neba’ v prvnim gipad se nejedna o smysluplné vyiédi, ve druhémifpact
zapis obsahuje konstant{B , ktera podle f@dchoziho nep#itmezi prondnné ani mezi
konstanty.
Pro jednodusSsi vyjadvani a zapisy vyrdzzave’me symboliku pro korimé souty a
souiny, kde pro libovolnou posloupnost algebraickybdni ai, a», ... plati rekurentni
piredpis

K+l

1 K
Zai = o, Zai :Zai T
=] =] =

pro gitani a

k+1

Ijai:al' Dai zljai (&g

pro nasobeni. Potom plati
n n
dYa=atmt ..+, |‘J a, = an[enll .,
i=1 1=]

Pokud navic mame specidlo = a» = ... =a, = a, mizeme psat

izzl:ai =nla, Dai:a“.

Pro vyjadeni tzv. atomickych formuli pouZijeme réta symboly
<, =, >,

pificemz atomické formule zdane A a rozumime jimi vyjateni za pouziti retaich
symboti ve tvaru

a<p a=pBa>p
kde a, Bjsou libovolné algebraické vyrazy.
Prvni a feti zapis jsou nerovnostmi, druhy zapis je nazys@mosti. U atomickych
formuli jde v zavislosti na hodnbtdosazené do pramné z islusného oboru
proménné rozhodnout o jeji pravdivosiinepravdivosti.
Atomické formule niZzeme dale roz&vat a spojovat do sloZjSich celki
matematickych formuli prosdnictvim logickych spojek

-, 00 =, <.
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Prvni symbok reprezentuje unarni logicka operace nefyaenbolyl, O reprezentuii

n-arni logickou operaci konjunkce a disjunkce a Koneznaky =, = reprezentuji

binarni logickou operaci implikace a ekvivalence.

Podle zakot platicich pro zmigné logické operace postupiekneme:

a) Je-li @ matematicka formule, pak formute® je pravdiva pra¥ tehdy, kdyz@® je

nepravdiva.

b) Jsou-li@ a © matematické formule, pak formul@( @) je pravdiva pra¥ tehdy,

kdyZ jsou pravdivé abformule @ a © zarova, a formule @0 ©) je pravdiva pra¥

tehdy, kdyZ je pravdiva alespgedna z formuli@ nebo®.

c) Jsou-li@ a @ matematické formule, pak formutt= ©je pravdiva pra¥ tehdy,

kdyZ @ neni pravdiva neb® je pravdiva.

d) Jsou-li@ a @ matematické formule, pak formui2 = @je pravdiva pra¥tehdy,

kdyz oke formule® a @jsou bul’ pravdivé anebo nepravdivé.

Poznamka:Pro nasi dalSi praci bude také vhodné uvést iamperditani, ktera je
znaena znaménkem, a pro libovolné dva algebraickéeny a, £ plati rovnost

a-pfF=a+ (-15).¢

DalSi podrobgjSi informace Ize nalézt nejen v [TAR57].

2.2 Kvantifikatory a matematické formule

V praci se dale budeme setkavat se symboly — Kikattry dvou zakladnich drdih
0,

prvni z nich je nazyvan existém (nebo také maly) kvantifikator, druhy je oZoaan
jako obecnydi univerzalni, velky).
Oba kvantifikatory jsou ve formulich zapisovany lsps takzvanymi kvantifikovanymi
proménnymi, @ipadré s jejich uspgadanymin-ticemi, a to nafiklad v nasledujicich
tvarech

X, Ox, ((¥)(Oy), Ox, Y, z,...
Tento zapis je pak zpravidla doprovazejakou vlastnostV, ktera pro kvantifikované

a pripadre i volné prvky plati.

1 v teské odborné literate se také kroenznaeni -p, kde p je atomicka formule, fizeme setkat s

oznaenimp' nebo P. V angloamerickych literarnich i elektronickychrafich se naopak uziva zapisu

~p, s kterymzto séten& setka v kapitole 7.2 o programu QEPCAD.
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Kvantifikator s kvantifikovanou prosmnou x a vlastnostiV(x), piSeme [(X): V(X),
Steme jako ,existujex takové, pro které plati vlastnogfx)“ a iika, Ze v dané mnoif
je alespa jeden prvek takovy, proéjt plati zapsana vlastnoat(x). Kuptikladu
kvantifikovanou formuli

(X):%*=0
¢teme: ,Existujex (realné) takové, zZe jeho druha mocnina je rovha 0.
Naproti tomu obecny kvantifikator s prémmoux a vlastnostV(x), piSeme [(Ix): V(X),
budemecist jako ,pro vSechnx plati vlastnostV(x)* a chapeme jej tak, Ze dana
vlastnostV(x) plati pro vSechny prvky mnoziny bez vyjimky. Niéglad formuli

(Ox):x<5
piecteme: ,Pro vSechna(realnd) plati, Ze jejich hodnota je mensi &isio 5.“
Kvantifikatory mohou byt mezi sebou iznym zmgisobem kombinovany, jako ukazku
muzeme vzititeba zapis

(LK, K> 0)[Ex): F(I <K,

ktery precteme: ,Existuje kladné (realn&) takové, Ze pro vSechnaplati, Ze absolutni
hodnota funkni hodnotyf(x) je mensi nezislo K.“ Pro Uplnost dodejme, Ze takto
pomoci kvantifikované formule Ize zavést omezehaskcef(x).
Kromé toho se jestzminme o dalSich dvou verzich existaifho kvantifikatoru, a sice
O a O, Prvni z nich spolu s pramnou x a vlastnostiV(x) ((I1x): V(X) ¢teme jako
“existuje pra¥ jednox, pro které plati viastnod4(x)” a pro takovy zapis pak plati, Zze v
dané mnozié existuje takovy prvekx s vlastnostiV(x) praw jeden (jinymi slovy
muzeme situaci vnimat tak, Ze takovy prveks vlastnostiV(x) je alespé jeden a
zaroves maximal jeden). Druha verze exist@iho kvantifikatoru [(0x): V(xX) pak
piecteme jako ,existuje pr&n prvka x, pro réZ plati vlastnos¥(x)“. Za specialni typ
posled® jmenované verze existémho kvantifikatoru by se dal ozt kvantifikator

C. Zapis CX): V(X) pak gecteme ,existuje nekod@eé mnohox, pro réz plati V(x)“ a
zn&i, ze takovych prvk x, pro které vliastnost(x) plati, je nekonéné mnoho, avSak

nemusi se jednat o vSechny prvky dané mnoziny. jp#ilkétad mizeme uvéstieba

(CX): 2k, cili ,existuje nekonéné mnoho sudycltisel“ (ovSem ne vSechnisla jsou

suda).

2 Neni-li uvedeno jinak, jde&®inou o mnoZzinu reélnyctisel, avSak z&pis e byt upesrEn v tom

smyslu, Ze dana pramna je prvkem jiné mnoziny.
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Poznamka: Zajimavy je také vztah mezi @&ma kvantifikatory, vhodnou Upravou
v zapisu formule spolu s pouzitim symbolu negateje totiz mozné jeden
kvantifikator vyjadit pomoci druhého, ffixemz ok tyto formule budou navzajem
ekvivalentni. Formuli tvarul{x): V(x) takto Ize pepsat do tvaruh [x: =V(X), cili
misto ,pro vSechna plati vlastnosW¥/(x)“ zapiSeme ,neexistujpe takové, ze prodj
neplati vlastnos¥(x)“. Naopak formuli (X): V(X) prepiSeme za pouziti obecného
kvantifikatoru do tvaru-Ox: =V(X) a mizemecist ,neni pravda, Ze pro vSechra
neplati vlastnost(x)“. ¢

Zatim jsme se zabyvali kvantifikdtory a spolu s inkmantifikovanymi pron¢nnymi.

V matematickych formulich se ale mohou vyskytnoyiroménné nekvantifikovane,

tedy tzv. volné, které je nejen pro naSi dalSi pvodné odlisit préa¥ od prongnnych

kvantifikovanych.

Neformalré jde frici, Zze volnd pronna x je takova ve formuli se vyskytujici

proménna, kterd neni v matematické formuli svazana @) s zadnym

kvantifikatorem. Formalni definici je mozné zaveasledujicim zfisobem.

Definice 2.2.1:Necht’ A je atomicka formule, potom pramnax je volna praw tehdy,
kdyz se vyskytuje v této atomické formili Dale:

a) Promtnnax je volna ve formuli(y): @, resp. ve formulil(ly): @ praw tehdy,
kdyZ x je volna ve formuli® a zarové x Z y.

b) Prongénnax je volna ve formuli- @ praw tehdy, kdyzx je volna ve formuli
®.

c) Pronénnax je volna ve formuli ¢ 0 @) a ve formuli @0 @) praw tehdy,
kdyz je voln& ve formuli@ a zarové i ve formuli ©.¢

Z toho divoduiekneme, Ze proémnax je volna ve formulich

x=1,
(y):y=x-1,
(Oy)(Th): (y =aX) O (x# 0).>

Naproti tomu v nasledujicichipadech prognnax neni volnou prognnou.

y=1,
(0x): x¢= 04

%V prvnim gipadt jde o samotnou atomickou formuli, ve které se yysje prongnnax, ve druhém i

tietim pripadt se sice vyskytuji vazané prémméy aa, avSak platy # x # a.

15



Na za¢r jeSt dodejme d¥ nasledujici poznamky.
Poznamka: Formule obsahuijici logické spojky a = lze vcelku jednoduSergpsat
pomoci vyjadeni obsahujiciho zbyléitogické spojky-, Oall

Proto jsou-li@¢ a @formule, pak implikaci

= O
muzeme vyjadit téz jako formuli tvaru

0o
a ekvivalenci

@ - O

zapiSeme vyja@nim
(09 0C-@0-0,.
Z toho divodu neni nutné aboperace zahrnovatimo do definice 2.2.3.
Poznamka: S logickymi operacemi konjunkce a disjunkce jsmes sextu zatim setkali
jen v gipadech, kdy spojovaly dvformule, obecdi I1ze ale olg logické operace
zapsat téz ve tvarech s libovolnymepam formuli.

Tudiz zapis ve tvaru

budeme chipat jako konjunkciformuli @, 1<i<n, pticemz jinym zgsobem ji
lze psat také jako
o0 0. 0¢0..0¢,

a zapis

chapeme jako disjunkaiformuli @, 1<i < n, s ekvivalentnim tvarem
o0 U. 0 0. UD.e

Presné zani Wt jakoZ i jejich dikazy a blizSi informace k problematice nalezten&
nagiklad v [TAR57].

4 Vprvnim pikladk nemiZe byt prominna x nazvana volnou profmnou, protoZe se v zAapisu
nevyskytuje, ve druhéntipact je pak svazana s obecnym kvantifikatorem.
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3 Historicky ramec a vyuziti vypo €etni techniky

Mluvime-li o tématu eliminace kvantifikatbra obect o jakékoliv odboryjsi
matematické problematice a o vyuzivani wgtai techniky k jejimudeSeni, a to nejen
ve Skolnim progedi, je nutné si wdomit dileZitost vztahu mezi @ma obory —
matematikou a vypmtni technikou. Oba obory majicitym zpisobem symbioticky
vztah a to ve &Si mie, nez se vyskytuje u jinychédnich oblasti. Tento vztah je
charakteristicky nejen vzajemnym vyuZivanim poziatknoznosti a schopnosti
jednoho oboru v oboru druhém, ale také vzajemndiepoosti.

Vypocetni technika od svého vzniku a &ereéni z ostatnich obdr stavi na
matematickych znalostech, které umigi algoritmizaci a vypéty, spoluvytvéi
samotny zaklad, na&mz a diky gmuz vypa@etni stroje dokazi pracovat.

Na druhé strahv matematice nalezneme mnohé problémy a Ulohye ligeu lidskym
piistupem ¢&Zko anebo zdlouha&v reSitelné (pat mezi & praw eliminace
kvantifikatora, nebo nafiklad sumacead, feSeni diferencialnich rovnic a prace s nimi,
atd.), a v tomto bagpiichazi naradu matematické vygetni programy, které takovouto
praci uleki a urychli. V zasatlje tedy vhodné, a nelze se tomu ani ubranit, seamat
Z&ky a studenty nejen s matematickymi pedity vypa@etni techniky jiz od p&atka
studia. Ty lze, jak uvidime v kapitole 3.1, v padStrozcElit na dw vétSi skupiny.
Jednucast tvdi tzv. vyukova,ci ucici prostedi, kdy je Zzak p&Htatiovym programem
vzaklavan, program mu poskytuje &pou vazbu, zkouSi jej a kontroluje Zakovy
dosazené vysledky, druh&st pak sestava z@taéovych program, které tvdi
doplrek tradicniho vzdlavaciho procesu, umtidji zjednodusit praci geSeni zadanych
ukoli v daném oboru. V dalSich kapitolach se budendaovat pra¢ této casti
softwaru, konkrét&i progranuim pcaitacové algebry, mezi které gatjiz zmininé
programy Wolfram Mathematica, Maple a QEPCAD.

Podivejme se ve sttnosti, jak zavaghi a vyuzivani progedki vypaetni techniky do

Skol probihalo v minulosti.

3.1 Vypo €etni technika ve vzd élavani

Prvni vywovaci stroj se objevil jiz ve dvacatych letech niémo stoleti, v roce 1924 jej
sestrojil americky psycholog Sidney L. Pressey jdRé statni univerzity. Slo
v podstat o jednoduchy testovaci stroj nabizejici k zadarnjomam vylkEr z nikolika
moznych odpo&di. Zajimava je pohnutka, ktera jej k sestavertjstvedla — fivodns
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si chgl ulehtit praci s opakovanym zkouSenim velkého mnoZstutlestfi, teprve
pozdji zjistil, Ze studenti se pouzivanim stroje také& Tento pgin dal tedy vzniknout
Presseyho linearnimu programu (s &ywyou odpo¥di), jak je dnes tento systém
nazyvan. Podstatnou nevyhodou vSak bylo, Ze stoojayal testovanému subjektu
pouze jednoduchou #mou vazbu ve smyslu ,spra&h— ,Spatrg”, o kvalité¢ chyby se
uz student nedozdél nic.

Nasledovalo zdokonalovani takovychto jednoduchytbjis piicemz reékteré byly
uréeny i pro testovani komple¥sich problén, pricemz stroje dokazaly hodnotit
spravnost jednotlivych krdkcelkovéhareSeni.

V padesatych letech pak dochazelo, spolu s rozvojdsiicovych pgitact a
automatizace, k vytweni tzv. programového ¢ani. Jeho otcem je dalSi americky
psycholog Burrhus F. Skinner, ktery prosazuje nbabieralistickou teorii teni. Podle
ni se ¢lovék (ale obec& jakykoliv organismus) &i Iépe, pokud je jeho chovani
formovano sledem diich webnich aktivit a postugntak giblizovano k cili. Tyto di¢i
aktivity pfitom musi byt vzdy bezprasdre ,zpevreény® (jinymi slovy musi byt
potvrzena spravnost praprobkehnutého aktu)gimz se zvySuje pravgpodobnost, Zze
pozckji se bude ve stejn&i podobné situaci opakovat toto chovani vedouci
k pozadovanému cili.

V této dolg byly stanoveny i hlavni pilé programoveéhodaeni, kterymi jsou:

o krétké kroky — veSkerécivo je rozdtleno na kratké Useky, které jsou #ak
piedkladany vicemeénizolovareé (ziejmou nevyhodou je ztrata souvislosti a
nahledu na cely problém),

e aktivni odpo¥di — po zakovi je vzdy vyzadovana odgdvna gedloZzeny
problém,

* bezprogtedni ,zpevini“ — Zakova odpadd’ je okamzZi¢ vyhodnocena a on je
informovan o jeji spravnosti,

» vlastni tempo — kazdy Zak sitire zvolit vlastni tempo studia,

* uceni podle pesr¢ vymezeného programu — vSechnéeni probiha podle
piedem pesré stanoveného sledu krbKnevyhodou je, Ze systém rggousti
originalni gistup k gedlozenym problédm),

e optimalizace programu — na zakdagouzivani vygovaciho programu je

neustale osfovana a zlepSovana jehdininost a kvalita.
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Kromé linearnich vydovacich progratin (Presseyho s vypovou odpo¥di a Skinneiv
s tvaenou odpowdi), které sestavaly z pevrdané posloupnosti dith kroki, které
musel student projit vSechny (Obrazek 6a), se obgy i Wtvené programy (ndfklad
Crowdeiv, Obrazek 6b), které jiz dokazaly relativtiolie reagovat na kvalitu chyby a
podle toho odkéazat studenta dékieré z vedlejSich&tvi programu, kde se nachéazely
jednodussi Ukoly. Ty sy za Ukol studenta d@it, odstranit chybu, které se dopustil, a

jeji priciny a vratit jej zgt do hlavni ¥tve programu.

~O—0O—0O—0-

Obrazek 1a: Linearni program

Obrazek 1b: ¥tveny program

Vznik programového deni podnitil snahu vyuzZivat v§avaci stroje imo ve vyuce.
Nejdale v tomto siru byly Spojené staty, kde se v Sedesatych letatdlyzve Skolach
pouzivat vydovaci stroje v kombinaci néjglad se zvukovymi zaznamy, projekci
diapozitivi ap., ficemz odpowdi testovanych 24k byly zaznamenavany
prostednictvim klavesnic. V sedmdesatych letech pak rjgstoupila (skupinova)
zpstnovazebni zigzeni, ktera byla sestrojena préeni a testovani i celychid.

Na konci sedmdesatych let doslo k velkému propatiérg v tuto cestu vyéovani,
jelikoZz vywovaci stroje nedokazaly splnitghnana &ekavéani, navic jejich vyvoj a
sestrojovani byly pogné nékladné. Stafetu vyovacich straj prevzala moderni
vypocetni technika spolu srozvojem dké inteligence a kybernetiky. [MAS04,

WHI06]

3.1.1 Pogéitaéove programy jako vyukové a u €ici prost redi
Vyuzivani vypa@etni techniky jako ¢ebniho prosedi Ize rozdlit do tii etap, picemz

etapa prvni, v niz se vyuzivaly velké salovéifae se siti individualnich termirniglse
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objevuje jiz v Sedesatych letech 20. stoleti. iNd@d od roku 1962 byl wthto
systémech rozvijen projekt PLATO (Programmed Lofpc Automated Teaching
Operations) pouZzivajici kcanitizeny dialog mezi studentem agtacem, jakoz i tzné
formy her. Na jeho vyvoji spolupracovalo i mnohsteli ze Spojenych stata Kanady,
kteri pro rgj vytvorili vyukové lekce pro asi 4 tisice hodin studiaojekt byl pongrné
aspesSny, navazaly nagpprojekty PLATO 11, lll a IV,

V sedmdesatych letecltiphazi velky rozvoj minip&itaci a mikrop@itacu, které nabizi
noveé moznosti. Zavé&di nové techniky, ktera je finan¢ dostupwjSi nez drahé salové
pocitate, umo#uje skupinové nebo individualdtizeni vyukovécinnosti odalerne od
centrdlniho poitate, navic se objevuje moZnost zapojeni novych dickakth
prostedki fizenych peitacem jako nafiklad videosystétinnebo fiznych simulatat.

S koncem osmdesatych lettighazi teti etapa vyzraujici se uzZivanim nejprve
lokalnich a posléze globalnich gi@mcovych siti. Tato propojenost ma za nésledek
sjednocovani do té doby velmiznorodych systéfy zainaji se objevovat prvni
multimedialni encyklopedie i online kurzy, utekicich individualni studium a
distartni formu vzalavani. Stimto rozvojem pak Gzce souvisi masovazwani
audiovizualni komunikace, uplatm nejitizrejSich socialnich siti (Facebook, Twitter) a
rozvoj systén virtualni reality (Second Life), jejichz rox8hi do Skol Ize fedpokladat
v nasledujicich letech. [MAS04, WHI06]

Pouzivani péitacu a softwarového vybaveni jak@éabniho prosedi vSak neni jedinym
zpisobem jejich zakomponovani do ¥/aciho procesu. ViceitkZité je &eni praci
s jednotlivymi programy a vyuZzivani jich k zjedn@énireSenych Ukdl a probléni.
V naSem pipad nas budou zajimat programy matematické, konkréufistikované

programy poitacové algebry.

3.1.2 Pogéitaéové programy jako prost Fedek

Nemér dalezity zpisob vyuzivani vypeetni techniky jsou ifpady prace
S paitatovym programem jako silnym pomocnikem wejicim slozité vypéty, reSeni
matematickych problétn ¢i vySetovani parametrickych systéimn konkrétré tedy
programy poitacové algebry a vyptetni prostedi.

Mezi nejznanyjSi aplikace ztéto skupiny gatbezesporu jiz zmima Wolfram
Mathematica, dale pak program Maple od sfrmbdsti Maplesoftci Matlab od firmy
MathWorks.
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Mluvime-li o &€chto slozitych programech, které diky svym v§gmim moznostem a
schopnostem usnadji praci lidem nafi¢ nejiiznéjSimi zangstnanimi, poinaje
matematiky, statistiky, pokéajic pres inZenyry a kate napiklad prag uciteli
matematiky a jejich studenty, je nutné sideomit, na jakém zakladtyto programy
pracuji. Jde o zajimavé #@iposné spojeni matematiky a vyetni techniky, bez &noz
by tato (a i mnoha podobnd) problematika bylgegielna.

V zasad jde o to, Ze matematikdipasi swjj matematicky aparat, nabizi své vypmi
postupy a umailje provadt casto velice slozité vygty, které jsou vSak dostiasto
bez &inné pomoci taka nepouzitelné.

Tuto &innou pomoc Vv tomto fijpad poskytuje pra¥ vypacetni technika v podab
vykonnych pgitact a algoritmizovanymi matematickymi postupy.

Z tohoto symbiotického vztahu matematiky a v§gtoi techniky pak vyplyva zajimavy
a uzitény fesitelsky pistup, kterého by kazdy z obou obb@r samat nebyl schopen.

3.2 Alfred Tarski

Jak jiz bylo napsano v Uvodu, patrnejvyznamgijSi osobnosti v oblasti eliminace
kvantifikatori v matematickych formulich a jejiho vyuziti&Seni probléiin byl Alfred
Tarski, vynikajici matematik a logik, ktery dok&zad eliminace kvantifikatarv reélré

uzawenych €lesech je mozna.

Obrazek 2a: Alfred Tarski (1902 — 1983)
Alfred Tarski (pivodnim jménem Alfred Tajtelbaumg¢kdy téz Taitelbaum) se narodil
14. ledna 1902 do rodiny Zidovského obchodnikadgrniajtelbauma a jeho Zeny Rosy.
Oblast Mazovského vojvodstvi s hlavningstem VarSavou, kde rodina Zila, filat od
roku 1772 (Troji dleni Polska) pod vliv imperialniho Ruska, jehozddéauplatiovala

proti polskym olBamim vSemozné represe. Z tohotdvddu byla zruSena VarSavska
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univerzita a jeji misto zaujala univerzita ruskgjar. V polovirg roku 1915 se vSak
ruska armada musela z Polska stahnokdd ppostupujicimi vojsky &mecka a
Rakouska-Uherska a polska univerzita mohla byt araievena. S fispénim polskych
matematickych kapacit Jana tukasiewfcz8tefana MazurkiewicZea dalsich se brzy
stala hlasnou instituci na poli matematiky. V té dolAlfred dokortil sva
stredoSkolska studia a po kratkémispbeni v polské armadastoupil v roce 1918 ke
studiu biologie. Na jednaskach z logiky si jej ale vSiml dalSi &telu Stanistaw
Lesniewski a poddilo se mu ho peswdcit, aby prestoupil z biologie na studium
matematiky, kde se #al zabyvat otdzkami tykajicimi se teorie mnoZiner&fto
problematice se pak kranjiného &noval po zbytek Zivota.

Nasled® nastoupil do doktorského studia, v jehozilgghu mu byl Skolitelem prav
Lesniewski. V roce 1924 Tarski promoval a ve svych lgiech se stal nejmladSim
absolventem tohoto stuprvysokoSkolského vzdani VarSavské univerzity. Jizigu
ukonienim doktorského studia Alfredcgmyslel o své budouci akademické ki@
bylo mu zejm¢ jasné, Ze v tehdejSi Evrope silicimi tendencemi k antisemitismu jako
Zid nebude v lehkém postaverii piskavani dobrého mista na univefzito byl take,
spolu se silnym patriotistickym éftim, divod, pr@& si se svym bratrem Waclawem
nechal zminit prijmeni z givodniho Tajtelbaum na vice polskyéfioi a téz lekieji
vyslovitelné Tarski. Zarowve s touto zminou téZz konvertoval kmskokatolickému
kieg'anstvi.

Z tohoto obdobi pochazi Tarského prvitsv dila a vysledky. Zabyval se régad
rozvojem vysledi Cantora, Zermela a Dedekinda v oblasti teorie imaZXe Stefanem
Banachem publikovali spalay ¢lanek o dikazu tzv. Banach-Tarského paradoxu, ktery

iika, Ze koule mize byt rozdlena na konény paiet ¢asti a pak znovu sestavena do

® Jan tukasiewicz (1878-1956) byl vyznamny polskgikoa filozof, profesor univerzit ve Lvéva ve
VarSag. Mezi swtovymi valkami zastaval post polského ministra Skdla téZ gkana a pozgi rektora
VarSavské univerzity, po druhé&uové valce se odétoval do Dublinu, kde se stélenem Kralovské
irské akademie.

® Stefan Mazurkiewicz (1888-1945) byl polskym matékean zabyvajicim se oblastmi matematické
analyzy, topologie a pragdodobnosti, psobil jako profesor na univeréive VarSa¥, byl clenem Polské
akademie ¥d. Zajimava kapitola jeho Zivota spadé do obdolskmesowtské valky (1919-1921), kdy se
Mazurkiewicz podilel na rozluiti ruského vojenského Sifrovani.

" Stanistaw Léniewski (1886-1939) byl polsky logik, filozof a nemmatik vywujici na VarSavské

univerzig, pozdjsi vedouci doktorskych studii Alfreda Tarského.
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koule o ¥tSi velikosti (fipadré do dvou kouli, jejichZ velikost je shodnd s veitio
koule pivodni). Jde o paradoxniisledek axiomu vyru.

Mezi lety 1922 a 1925 vyoval Tarski logiku na Polském pedagogickém ingtitue
VarSa¥, byl jmenovan docentem na VarSavské univérzit pozdji se stal
tukasiewiczovym asistentem. fgs gisobeni nagchto vyznamnych postech se mu ale
nedostavalo dostateého mnoZstvi pea a tak musel fjmout jako druhé zagstnani
misto witele matematiky na Zeromského lyceu, kde se seitngensvou budouci
manzelkou Marii Witkowskou, s nizandve déti — Jana a Inu.

V nasledujicich letech se nadalénoval své préaci v oblasti matematiky a logiky,
navstivil pracova Viden a PdiZ a spolupracoval s matematiky sdruzenymi okold&a
Mengera. Je8tpied vypuknutim druhé sgtové valky se v roce 1939 pokouSel ziskat
posty na univerzitach ve Lvéwa v Poznani, ale ani v jednormiact neusgl. Prestoze
byl v té dol Tarski ve s¥té¢ velmi uznavany, svou Ulohu zde pragddobré sehral i
jeho Zidovsky pvod, jelikoZz antisemitské nélady v polské spalesti té doby byly
velmi vyrazné.

| pres tuto nefizen osudu mdl Tarski nakonec 8sti. V srpnu 1939 odjel do Spojenych
stati na konferenci p@danou na Harvardské univeézitoZ mu nepochylzachrénilo
Zivot, a preckal zde celou valku. Bohuzel podcenil nebe&ipmee strany nacistického
Némecka a zanechal v Polsku celou svou rodinueatpZze se s pomoci mnoha svych
piatel snazil zorganizovatie@voz své manzelky i&ti z okupované vilasti do USA,
neusgl a setkal se s nimi az po skemi valky v roce 1946. NicménvétSina jeho
rodiny, &etrg otce, matky, bratra Waclawa a Svagrové, za vatkyreli.

| kdyz si Tarski odjezdem z Evropy zachranil Zivognel ve Spojenych statech
shadnou pozici, jelikoz spolu s nintigho i mnoho dalSich akademickych pracovnik
ktefi utekli pred nacismem a valkou. Musel se tak spokofdou déasnych pos,
které zastaval: v letech 1939 az 1941 pracoval waidu, v roce 1940ipal misto na
City College v New Yorku a od roku 1941 do roku 29disobil v Princetonu na
Institute for Advanced Study. Teprve az roku 194@stdl nabidku pracovat na
University of California v Berkeley, kde dosahl pogrofesora matematiky a stravil
zde zbytek své kariéry. V roce 1972lmdejit do dichodu, avSakifjal Zadost, aby na
Skole Zistal. BEhem &chto let strAdvenych ve Spojenych statech na univerBerkeley
pokraioval Tarski ve své pracictal Skolitele 24 studeitn doktorského studia, mezi
nimiz bylo na svou dobu pafmé vysoké procento Zen, a vyuZzil mnoh#lgzitosti

k zahraninim cestam, ficemz FednéSel najklad na University College v Londyn
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Institutu Henriho Poincaré v Hai nebo Pontificia Universidad Catolica v Chilea gvé
zésluhy na poli &dy byl vyznamenan mnohé&estnymi doktoraty a stal séenem
Narodni akademiedd Spojenych stétamerickychii British Academy (statni akademie
Spojeného kralovstvi pro humanitni a sgeleské ¥dy).

Alfred Tarski zentel v Berkeley 26iijna 1983. [FEF06, OCR03, WTC09, WTEQ9]

3.3 Tarského préace

V dokg, kdy se Tarski problematice eliminace kvantifikdtzatal vénovat, vSak
nemohl ke svému zkoumani vyuzit prestky vypa@etni techniky a to ze dvou hlavnich
davodi. Za prvé dosud neexistovaly ditace, jak je zname dnes, jejich vyvoj a
piedevsSim zapojovani doé¢iného Zivota zap@al az pozdji a probihal z p&atku
relativné pomalu, picemz prvni objevivSi se stroje néiy dostatény vykon pro
provadni potebnych slozitych matematickych operaci. Druhyvatl pak spéival

v neexistenci fislusného vyuzitelného algoritmu.

PresrEji receno jisté algebraické algoritmy v tomto &m jiz byly dostupné, sam Tarski
ten swij zaloZil na zobeamé roz&iené Sturmo¥ véte, pomoci niz je mozné zjistit pet
koreni daného polynomu v deném intervalu. AvSak tentdiptup byl vcelku slozity a
jeho nargnost nesnizila ani vylepSeni aplikovana Abrahameidehbergem a pojil
Paulem Cohenem.

Tarski tak vtéto dob ani nepedpokladal, Ze by cely proces eliminace mohl byt
algoritmizovatelny do té miry, aby byl praktickyusitelny.

Eliminace kvantifikatol tak byla za d&chto podminek¢asto néeSitelnym nebo
piinejmenSim nadmiru komplikovanym problémem, coz sKiar vnimal jako
neprekonatelnou fekazku pro efektivni praktické vyuziti celéh&éigbupu a proto své
shahy a vyzkumy v této oblasti zim& omezil.

| pfesto svou praci na procesu eliminace kvantifikdtggovaZzoval za jeden
z nejdilezit¢jSich podnik svého Zivota. Na druhou stranu a&ékvapivw dlouho néinil
Zadné pipravy k vydani svych objév Teprve az v roce 1939¢& s ipravami vydani
¢lanku The completeness of elementary algebra and geometpaizském
vydavatelstvi, avSak nakonectitimnémecké invazi do Francie nagaa v 1é6¢ roku 1940

k publikovani vibec nedoSlo. Tarskému v té @dob celéhoclanku Zistalo jen gkolik
malo stranek sikazy.

S dalSi praci naffpravach vydani zagal Tarski az v roce 1948. Jehtitpl a kolega J.
C. C. McKinsey, tehdy pracujici ve sp&esti RAND v Santa Monice,igs\wdcil své
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nadizené o potencialu a moznérinosu aplikovani Tarského poznatk patitacovych
vypoétech (hlavni draz byl kladen na vyuZitelnost v optimalizaci st v rekterych
hrach, picemz teorie her byla v té délpomerné popularni).

To vSak znamenalo rozpracovat detaMesSkerou pdebnou teorii, a tak McKinsey pod
Tarského vedenim zrevidoval veSkeré zbyvajici padiklz roku 1939 a v roce 1948 se
prace objevila pod novym nazvefn decision procedure for elementary algebra and
geometry O i roky pozdiji pak byla vydana vejn¢ nakladatelstvim UC Press pod
stejnym nazvem.

Zajimavou skuténosti z pohledu dnesnihtten&e je fakt, Ze Tarski v této své praci
zvazuje vyuziti jakéhosi automatického stroje, kiey na zakla# prislusného pedpisu
(tedy algoritmu, i kdyZ toto pojmenovani v textinhaikde pouzito) dokazal eliminaci
kvantifikatora provadt bez zasahu uzivatele.

Dodejme je&t, Ze zména v ndzvu obou praci v letech 1939 a 1948/195Visiose
zmeénou cili, které si Tarski a jeho spolupracovnici kladliEFD6]

3.4 Tarského elimina ¢éni postup

Projme strdné zmininy postup tak, jak je popsan v Tarského knizeDecision
Method for Elementary Algebra and Geometrgsié z Projektu RAND.
Cely postup eliminace kvantifikatibisestava ze dvou samostatnydsti, v prvnicasti
je mozné se mechanickym tgmbem dopracovat od kvantifikované formu@
k ekvivalentni formuli bez kvantifikatér pricemz tato nova formule neobsahuje jiné
volné prongnné nez ty, které se vyskytovaly ve formd@ druhacast postupu pak
dovoluje rozhodnout, zda dana formule bez kvaréibki je pravdivagi ne.
V textu se neobejdeme bezkolika definic, jejichz prosednictvim jsou zavedeny
potrebné operatory.
Definice 3.4.1:Necht’ polynom
P =Pl + ... +palX + po
je polynom v prominné x stuprg n. Potom prvnim reduktem budeme roziim
polynom ziskany z polynompivynechaninglenup,X" a zapisujeme jej
RA(p) = pnad™* + ... +pilX + po.
Je-lin = 0, plati rovnost
Rd(p) = 0.
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Obecr pak redukta libovolnéhtddu definujeme rekurentn
Rd’(p) =p,
RA“!(p) = RA[Rd(p)].+
Definice 3.4.2:Dale definujmeP4(p), pro ktery bude platit:
a) Je-lip = x, pak jePx(p) = 1,
b) je-li p konstanta z mnoziny{l; 0; 1} nebo promnna fizna odx, pak je
P«p) =P,
c) jsou-lip a g dva libovolné algebraickéeny, pak jePy(p +q) = Px(p) + Px(Q) a
P«(p) = Px(p)[Px(q).¢

Takto definovany fedpis Px pro libovolné algebraickéleny je polynomem. Je téz

vhodné jej definovat i pro vSechny matematické falerbez kvantifikatat.

Definice 3.4.3:Je-li © matematicka formule bez kvantifikafoa x proménna, potom
P«(©) je ekvivalentni s@, piicemz Py(©) je matematicka formule tvena
atomickymi formulemi ve tvarech >0 ap =0, kde p je polynom v profnné x,
pomoci logickych spojeklall(nikoliv vSak—).¢

Definice 3.4.4:Pro vSechny algebraickéeny p ag a vSechny matematické formutea
@ plati:

a) Py(p = ) je ekvivalentni $x(p—q) =0,

b) Py(p > q) je ekvivalentni $4x(p —q) > 0,

¢) Pd=(p = q)] je ekvivalentni sP(p > q) UPx(p <q)],
d) P~ (p > q)] je ekvivalentni sP«(p = q) O Px(p <q)],
e) Px\(@0 @) je ekvivalentni sRx(G) 0Py @),

f) Px(©U @) je ekvivalentni sR«(©) U P«(®)],

g) P~ (@0 ?)] je ekvivalentni $x(= @) O Px(— @),

h) P (@0 @)] je ekvivalentni (- @) O Px(- @),

1) Py(=— O je ekvivalentni #,(O).¢

UzZitim vySe uvedeného dostaneme pro kazdou form@libez kvantifikatol

ekvivalentni formuli /= P,(©), ktera je také bez kvantifikatba zarové neobsahuje

negace.

Definujme téZ operato®, pomoci &jz transformujeme libovolnou formul$ tohoto

typu do tzv. disjunktniho normalniho tvaru.
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Definice 3.4.5:Je-li @ atomicka formule, potom

QAP = .
Jsou-li
Q(oy) = |: |: H
ism jsm
a

Q@)= [ [ i

m<ism+n  j<m
kde #;,i <m+naj<m, je atomicka formule, pak

Qenlldy)= [ [ ¥,

ismtn  jsm

Qenld)= [ (‘/li,lD"'Dl//im D‘//j,lm-"mwj,mj)"

ism
m<j<m+n

Plati, Ze pokud formul@ neobsahuje kvantifikatory ani negace, potorQ({€&) zapsana

ve tvaru disjunkce konjunkci atomickych formulieasj formuli@ ekvivalentni.

Spolu s pedchozim budeme pebovat téZ derivaci polynomu, kterotdigpmeneme

v definici. V tomto pipac se nejedn& o derivaci definovanou predky matematické

analyzy, ale o tzv. formalni derivaci polynomu w@tiou v algeie.

Definice 3.4.6:Mg&me polynomp = p,X" + ... +p1X + po Stupr& n v proneénnéx, potom
piedpisDy(p) = NP,X"* + ... + Zp,X + p; nazyvame derivace polynonpuPokud je
polynomp v proménnéx stupré 0, pak derivac®y(p) = O.

Derivace libovolnych vysSictadi mohou byt zavedeny rekuregtn
D,(p) = p,
D{“!(p) = DD ()] ¢

Predstavme operatoM, pro ktery existuje formuleM,'(p), kde p je libovolnym

polynomem stuphin v proménnéx a kterou budeme chdpat jako vyj@di ve smyslu,

Ze x je karenem polynomuwp. V pripac, Ze n=0, tato formule znamenda, Zeneni

korenemp. Bez ohledu na to, zda platE 0 nebon > 0, formuliM,"(p) ¢teme gislo x

je koren nasobnosti v polynomup®.

Definice 3.4.7:Neclt p je polynom v prorsnné x. Pokud jen>0, pak M'(p) je

ekvivalentni se zapisem

{{ C O(p) =0)]10-[D<(P) = )]}

I<i<n

a dale
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M.(p) == (p = 0)#
VyuZzijeme také typ existéniho kvantifikatoru},, ktery jsme pedstavili v kapitole 2.2.
Pfipomaime jen, Ze zapis{x): @ znamend, Ze existuje ptan hodnot prominnéx, pro
néz je formule® pravdiva.
Pokud je n kladné celécislo a n promennych 7, ..., 7, z posloupnosti vSech

proménnych je fiznych odx a nevyskytuje se ve formuf, plati ekvivalentni zapis

(C): @={(0p)...0m): ( [ ~(n=m) DO (@< [ (m=xD}

1<i<j<n 1sizn
Takto zavedeny kvantifikator vyuzijemé predstaveni operatoifet Je-lin celécislo, x
proménna ap a libovolné polynomy, palkE,"(p, g) je formule chapana ve smyslu, Ze
existuje pra¥ n hodnotx, které spiuji podminky:

a) x je karenem vysSiho stugrpolynomup nez polynomug, piicemz rozdil mezi

témito stupni je liché celéislo,

b) existuje otekeny interval, jehoZz pravou mezni hodnotox g polynomyp aq

vV ném maji stejna znameénka.
Definice 3.4.8:M¢me polynomp v promgénné x stupré r a polynomq v prongnneé x

stupré s. Pokud jsousn; a r, dw prvni prongnné s posloupnosti pramnych

raznych odx, které se nevyskytuji v polynomeplag, pak plati
FAP o=@ { [ IM™(p) OM(@)] O

O<kss
0<2msr -k-1

(L)(O72): [(r72 = %) O (x> 172) T (OxX): {[(X > 172) T (172 >X)] = (plqG > 0)}]}. ¢
S pré¢ definovanym operéatorefa Uzce souvisi operat@, ktery pro dva polynomp
aq Vv promEnnéx pisemeG,'(p, q).
Definice 3.4.9:Neclt n je libovolné cel&islo (kladné, zaporné nebo nulovgrq jsou

polynomy v prom$nnéx ak je maximum stuphipolynomi p aq, pak
G'(p.a)= [ [F"™(p,q) OF<(p, —q)].¢

0sm=<k
0sm+n<k

Jinymi slovyn je takové cel&islo, pro které plath =n; — n,, kde n; celéislo, pro
které platiF,"™ (p,q), an; je také cel&islo, pro &z plati F,"™ (p,—q) .

Budeme také péebovat zavedeni zbytku paleni polynomu polynomem, resp. pro

nase pdteby bude vhod$si pracovat s polynomem ofreym ke zbytku.
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Definice 3.4.10:M¢&me polynomp stupré m a s vedoucim koeficientepy, a polynom
g stupr® n s vedoucim koeficientem,, oba v proninné x. Polynom opény ke
zbytku po jejich dleni potom oznéme Zy(p, q) a plati pro &j:

a) Zy(p, q) = —p, pokudm < n,
b) Z(p, 0) = RAPy(Pmldn(d ~ plGn"), pokudm=n,
€) Z(p, q) = ZJRAP(P@:” — pmG®™ "), 0], pokudm > n.¢

Je Zejmé, Ze vysledny polynoid(p, g) dvou polynoni p aq bude také polynomem,

piicemz se v &m budou vyskytovat pouze prémné, které se vyskytuji i paq. Dale

pro pdadek gipomaime, Ze kdyz je polynom stupré n > 0 v prongnnéx, pak stup#
vysledného polynomiZ,(p, g) je menSi nen, a je-li stupé polynomuq rovenn=20

V promennéx, potomzZy(p, q) = 0.

Poznamka: Tradiéné je v algelbe zbytek po &eni polynomu polynomem definovan
trochu odlis®, a sice pomoci deni polynomup polynomemgq, kdy dostaneme
rovnost

p=ag+z
kde polynoma predstavuje podib/q a polynomz je pra¥ hledany zbytek. Oba tyto
polynomy, a a z, je mozné spatat pomoci operaci¢gani, oditani, nasobeni a
déleni. VySe uvedena definice se od tohoto postuplli kmoznym komplikacim
s operaci deni lisi. Z tohoto dvodu nelze jednoduseditrpolynoma.+

V dalSim textu, ktery jeskiStm prezentované myslenkyigustavimeit operatoryS T,

U, které uvadi do vztahu formu @), T(®) aU(®) bez kvantifikatoit pro formuli @.

Pro tyto nové formule plati, Ze jsou ekvivalentpiisodni formuli @.

Operator Sje definovan pro specialni formule ve tva@X(p, q), operator T,

konstruovany pomoci operatois je definovan pro SirSitidu slozigjSich formuli,

nagiklad ve tvarech [xX): (P=0), OX):[(p>0)0(q=0)], a operator U

zkonstruovany podle operéatofiye definovany pro vSechny formule.

PrestoZze vSechnyitoperatoryS T aU spolu souvisil je konstruovan pomodi a tedy

ne@imo pomociS) a formuleS @), T(®) aU(®) jsou ekvivalentni, nejsou tyto formule

totozné.

Definice 3.4.11:Nech’ kje celécislo, p a g polynomy v prominné x stugitc m a n
s vedoucimi koeficientpm ag, a @ = G(p, q). Potom plati

S®=(0=0)prok=0
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S®) =(0=1)prokz0,
je-li néktery z polynoni p, g roven nule,
S(@) = {[(pm = 0) I SG(RA(p), )] D [(th = 0) ISG((p, Re(@))]
[= (PG = 0) 0 SG(a, Rip, a1},
neni-li ani jeden z polynotinp, g roven nule an + n je sudé, a kori¢
S(@) = {[(pm = 0) I SG(RA(p), )] D [(th = 0) ISG((p, Re(@))]
[(Pmi8n > 0) D SG (@, R(p. )] [
[(Pmi8n < 0) DSG(a, R(p. )T}
neni-li ani jeden z polyno@np, g roven nule an + n je lichés
Definice 3.4.12:Pro libovolné polynomy ve tvarech
P =pmX"+ ... +p1lX + o,
q=0nlX" + ... +CuX + C,

Vo =Vi XM+ R+ Y,

W=V X"+ g+ Ko
v promeénnéx definujeme operatof nasledova:
a) pro formuli@ ve tvaru
(Lx): (p=0)

je

T(®) = [~ (Pn=0)0... 0= (po = 0)] I SG(p, Dx(P)),
b) pro formuli @ ve tvaru

[=(Pm=0)0...0-=(po = 0)] O (Cx): [(p=0) I (q > 0)]
je

(@) ={[-(Pm=0)0...0-(p=0)]0 [ [SG™"(p,D«p) O

2k=ry=r,+r3
0<r;,r,<m
-msrzsm

SG, ™ (PP’ + &), DyP(p’ + ¢)) O

SG ™ (p, D(P @)},

c) pro formuli @ ve tvaru

[=(Pm=0)0...0=(po = 0)] U (Lx): [(P=0)T ()1 > 0)T...O (¥ > O)],
kder = 2, je
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(9= [ [Te)U0T(e)OT(P)],

2k=ry+r,-T4
0<ry,rp,13<m

piicemz
@ ={[~(pm=0)U...0=(po = 0)] O
(O0.x):(p=00(W>0)0...0(¢-2>0)0
P #-10%°) > 01},
@ ={[~(pm=0)U...0~(po = 0)] I
(O.x): [(p=0)0(1>0)0...0(¢-2>0)0
Px(#-1"F) > O]} a
@3={[~(pm=0)U...0~(po=0)] I
(O.x): [(p=0)0(1>0)0...0(¢-2>0)0
Px(=y-1l) > O},
specialg pro giipadr = 2 vynechame ve formulioi®, @, @; ¢ast konjunkce
(i>0)0...0(y—2>0),
d) pro formuli@ ve tvaru
2 (Pm=0)0([Cx): [(p=0)T(4>0)0...0() > 0)]
je
T(®) = (< (Pn= 0) OT{[~ (P = 0) 0.... 0~ (po = 0)] [
Ox): [(P=0)0(1>0)0...0(x > 0)I}),
e) pro formuli® ve tvaru
[~(V1, =0)0...0=(y,, =00 ([0x): [(4>0)T... T (K > 0)]
je
T(@)=(0=1)
prok >0,

T(D)={[-(Jo=0)0..0-(fo=0)]0O[0 > )0 O...0(0 >y o)}
prok=0an; +... +n, =0,

(D) ={~(y,,=0)0..0-(y,, =00
[(O >y1,nl) D D (O >yr,nr )]} D
{0>(-2)" 04, 10...0[0>(-2)" O, } O

T{-(0=0) 0 (CbX): ([DxPx(pll.0¥) = 0] 0
(1> 0)0...0(% > 0)}
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prok=0an; + ... +n; > 0, kdedje vedouci koeficienD«Px( 4L1.0k),
f) pro formuli @ ve tvaru
(Lx): [ > 0)T... O () > 0)]
je
T(@)=(0=1)
prok # 0,
T(D) ={[(}o=0)0..0(y, =0 0...0[(Ko=0)0...0(y,,, =0)} O

[ {(lll,sllz| |:|¢/r,sr DT([_'(yj_,sl: 0) a... |:|ﬂ(yr’5r = O)] [l

(-80S
(@): [(RA,™™ (1) > 0)0...O(RA,™ ™ (1) > O)])}
pro k=0, kdeSje mnozina vSech uspadanychr-tic (s, ...,S), 0< s <ny, ...,
Oss<n, ag=[(h+1=0)0...0(), =0)] pro 0l <nc a ¢, =(0=0)
prol =ny,
g) pro formuli@ ve tvaru
(Lx): [(p=0)0(x>0)0...0 (K > 0)]
je
T(@)={[-(pm=0)0...0-(po=0)0@} O
([(Pm=0)0...0(po = 0)] O
H(H): [ >0)0T... O (x> O)]}),
h) pro formuli @ ve tvaru
(Lx): [ =0)T...0(K = 0)]
je
T(@) = T{(OX: [Px(4” + ... + ) = O},
1) pro formuli @ ve tvaru
OX: [(h=00...0),=00((k1>0)0...0(K > 0)]
je
T(®) = T{(Ox): [Px()p” + ... +)£) =00 ()61 > 0)0... 0 (4 > O)]},
j) pro formuli @, ktera nepat do Zadné vySe uvedeniédly, ale je obechve
tvaru
o= (0xX: (& O... 0@),
kde @& je rovnosty = 0 nebo nerovnogt > 0, je
T(D)=T(OX: (@, O... 0@, )¢

32



Nakonec definujme operata.
Definice 3.4.13:M¢é&me ti libovolné formule®, ¥a ©v promennéx. Potom pokud je:
a) formule @ atomicka formule, plati
U(®) =,
b) formule®@= (¥ O), plati
U(®) =[U(¥) DU(9)],
c) formule@= (Y0 O), plati
U(®) =[U(¥) DU(9)],
d) formule @ = - ¥, plati
U(®) =-U(¥),
e) formule®@= (0x): YaQPU(¥Y) = ¥, 0...0 ¥, kde ¥ jsou atomické formule,
plati
U(®) = -T[(DX): 4] O...0-T[(bX): .+
Tim jsme dosgi k dusledku, Ze je-li@ libovolna formule, potonJ(®) je formule s ni
ekvivalentni a navic bez kvantifikaforPomoci vySe popsaného postupu je mozné
kazdou matematickou formuli fgformulovat ve formuli ekvivalentni a bez
kvantifikator.
Prvni ¢ast Tarského postupu je tak hotova, nyni¢jed strinosti nazn&ime cast
druhou, v niz je u kazdé formule bez kvantifikétarozné rozhodnout, je-li pravdivé,
nikoliv.
Tento postup v podstaspaiva v prokazani, Zze dana formule je ekvivalentivirzenim
0=0anebo 0=1.
Toho je docileno tak, ze kazdému vyrgza formule je pitazena hodnota(p) podle
nasledujicich zakan
a) plati
n(-1) =-1,n(0) =0 an(1) = 1,
b) pokudp =q +r, pak plati
n(p) =n(g) +n(r),
pokudp = qlr, pak plati
n(p) = n(a)m(r).
Zavedeme operatéW a definujme jej takto.
Definice 3.4.14:Nech’ p, q jsou vyrazy a@, ¥ a @ formule bez kvantifikatdgr. Potom
plati:
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a) je-li @= (p =q), pak pron(p) =n(q) plati

W(®) = (0 =0),
jinak

W(®) = (0 =1),
b) je-li @= (p>q), pak pron(p) > n(q) plati

W(®) = (0 =0),
jinak

W(®) = (0 =1),

c) je-li @=(¥OO), pak v gipak, ze W(¥) = (0 =0) neboW(@) = (0 =0),
plati

W(®) = (0 =0),
jinak

W(®) = (0= 1),
d jelli @=(¥00O), pak vpgipak, ze WWH=(0=0) a zaroue
W(O®) = (0 = 0), plati

W(®) = (0 =0),
jinak

W(®)=(0=1),
e) je-li @=- ¥, pak pro¥= (0 = 0) plati

W(®) = (0 =1),
jinak

W(®) =(0=0)+

Z vySe uvedeného vyplyva, Ze mame-li zadanu libosol matematickou formuli@

s kvantifikatory, pak formule ve tvaMVU(®) je bud’ ve tvaru 0 = 0 nebo 0 = 1 &tom

je ekvivalentni s fvodni formuli @.

Pro kazdou formuli@ je mozné naijit jeji ekvivalenWU(®) v kon&ném pd@tu kroki.

Ten je dan tvarem, vvmZ je formule @ zadana, fedevSim jeji délkou, mnozstvim

kvantifikatori a proménnych, které se v ni vyskytuji, atd.

Z vySe popsaného je jasné, jak komplikovany celyského postup eliminace

kvantifikatora byl, a nelze se tedy divit, Ze v dobvého vzniku a publikovani nenasel
praktické uplatani. [TAR57]
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3.5 Nalezeni algoritmu CAD

Jest za Tarského Zivota ale doslo k zasadnimu zlomoassupem p&taca a s jejich
rostoucim vykonem se objevilailezitost, kterou v sedmdesatych letech 20. stoleti
vyuzil americky matematik George E. Collins, jenZzkslegy navrhl algoritmus
cylindrické algebraické dekompozice umajici efektivni provedeni eliminace
kvantifikatori. Dosazené vysledky pak jeho tym publikoval v rdc®74 vélanku
Quantifier elimination for real closed fields byliogrical algebraic decomposition —
preliminary reportv publikaci SICSAM Bulletina o rok poz#i v ¢lanku Quantifier
elimination for real closed fields by cylindricalgebraic decomposition Proceedings

Second GI Conference on Automata Theory and Formaguage$

L i w
Obrazek 2b: George E. Collins viz&2009
Prvni implementaci algoritmu CAD pak v letech 1972980 proved! Collings student

a spolupracovnik Dennis A. Arnon, vroce 1991 nia twavazal dalSi Collidy Zak

Hoon Hong podstatnym vylepSenim zavedendasténé cylindrické algebraické
dekompozice. Na ni byl nasledzaloZzen i program QEPCAD, kterému jénavana

kapitola 6.3. [ACM84a, DAV09]

® Pro ¢tende je jejich prace v s@asné dob asi nejlépe dostupna &lanku Cylindrical algebraic
decomposition I: the basic algorithuydaném VSIAM Journal on Computing roce 1982 a poz{l jesSt
vroce 1984, nadg pak navazali dalSim textem s nazv@ylindrical algebraic decomposition Il; an

adjacency algorithm for the plarmmojednavajicim o vylepSeni metody CAD pro roziladving.
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4 JednodusSi p Fiklady st redoSkolské matematiky

Podivejme se nyni na¢kolik piikladd, se kterymi se studenti mohou setkat jiz na
strednich Skolach (ve vSech ulohach se pohybujemeruatealnycheisel R, pripadre
v prostorech vy3sich dimenf):
Piiklad 4.1: Nalezréte viechna realnétakova, Ze plati nerovnost= 0.
V zadani se nachazi zndm4& matematicka nerovnast iikka, Ze druhd mocnina
libovolného realnéhdaisla je ¥tSi nez nula, pajpac je rovna nule (tentoffpad
nastane pra = 0).ReSenim jsou pak viechna reétigla, coz mizeme zapsat jako
XUORe
Priklad 4.2: Nalezrete takové realn&islo x, ze pro libovolné realnéislo y plati
rovnostx +y = 0.
Jinymi slovy mame podle zadani najit takové redliséo, které bude ip seteni
s libovolnym realnym prvkem davat vysledek rovnyr@kovécislo vSak neexistuje
a tato rovnost plati pouze tehdy, kdyz
X=-Y.
Cislax ay jsou tedy pewvé svazana a takovou dvojig ay, jak je pozadovano
v zadani, nedokazeme nalézt. ZapiSme vysledek
x4} ¢
Priklad 4.3: UkaZte, Ze existuje redlnéslo x, pro které plati rovnosxiy=0, y je
libovolné reéln&islo.
Na rozdil od pedchoziho fkladu, pro operaci nasobeni existujslo x, které
v souinu s libovolnym realnyngislem da vysledek roven 0, a timgelo 0, které
je agresivnim prvkem operace nasobeni. Vysledeknfedleme zapsat
X=0¢
Piiklad 4.4: Ursete realnéislox, které spiuje rovnosty— 1| + k + 1| = 2°
Podle zadani mame nal&islo x takove, Ze saiet absolutnich hodnot jeho sibiu

sc¢isly 1 a -1 je roven 2. Pro jednodusSségstavu feformulujme zadani do této

° V tomto motiv&nim pikladu upozoréme na skuténost, Ze jehde$eni prosednictvim cylindrické
algebraické dekompozice nenitkvabsolutnim hodnotdm tak Ugnednoduché, ndfklad program
QEPCAD by s jeho zadanimémproblémy. Celkem vSak jde tato rf§pmnost obejit odstr&nim
absolutnich hodnot metodou r&iehi zakladni mnoziny,itemz je pak jiz mozné na jejich jednotlivych

intervalech Glohu d@sit.
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podoby: Existuje takovéislo x, jehoZ sotiet vzdalenosti naiselné ose odisel 1 a
-1 je roven celkové vzdalenosti 2. Vzhledem k tormusama vzdalenost meisly
1 a-1jerovna 2, plati tato rovnost pro libovalisdo z intervalu
(=1, D.s
Poznamka:Z hlediska stdoSkolské matematiky jefiRlad 4.4 pomirné zajimavy,
vysledkem rovnice je totiz v tomtaipact interval redlnycRisel, nikoliv mnozina
izolovanych bod, jak tomu zpravidla byva uiikladi, se kterymi se studenti
setkavajie
Tyto priklady nejsou nikterak obtizné, studenti je vésrbez ¥tSich obtiZzi dok&zou
vyiesSit, ale aniz by si to sami ¢gdomovali, pohybuji se na okraji oblasti eliminace
kvantifikatori. VSechny vySe jmenované ulohy a jim typgvodobné fiklady jdou
velmi jednoduSe ietransformovat do kvantifikovanych formuli obsabigh
polynomidlni rovnice a nerovnice.
Hledame-li kupikladu v Rikladu 3.1 realnacisla x, jejichz druha mocnina je
nezapornyntislem, Ize problém popsat kvantifikovanou formuli
(IX): ¥* = 0 nebo [Ix): X* = 0.
V prvnim pipadt tvrdime, Ze existuje alespgedno realnécislo x, pro které plati
zadana nerovnice, ve druhérfipact iikame, Ze tato vlastnost plati pro vSechna realna
¢islax. Ekvivalentnimi formulemi, tentokrat jiz bez kvdikatora, pak jsou zapisy
0=0,
pocitatovy program nas téz iwme potSit vysledkem True Takovy vysledek
interpretujeme jako souhlasnou odpdyvV piipadt formule
(IX): X*=0
se dozvidame, Ze alespjedno takové realnéislo existuje (nic blizsiho vSak uz nova
formule bez kvantifikatar neiika), naproti tomu vippack formule
(0X): %= 0
se potvrdi spravnost tvrzeni, Ze skute vSechna realn&isla x maji poZzadovanou
vlastnost.

Obdobr v ostatnich fipadech je mozné zadarfepsat do kvantifikovanych formuli
(X):x+y=0, (X: xy=0a (X): x-1| +k+ 1] =2.
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4.1 Re3eni jednoduchych p Fklad g rozkladem podle nulovych
bod d

Reseni pedeslych dloh byla po#mé jednoduchd, k vysledku $lo désgednoduchou
logickou uUvahou, #&Sinou se ale setkdme se zadanintedptavujicimi ufity
matematicky problém (nailad hledani k#eni polynomialnich rovnic a nerovnic),
kdy uz s pouhou Uvahou nevystae.
Priklad 4.1.1: Urcete cisla xOR, pro ktera plati nerovnice
X'+ ¢ - 21¢ - 22x + 40 < 0.
Tento fiklad je jiz obtizgjsi, potreSiteli poZzaduje nejprve rozklad polynomu na
levé stral nerovnice a nasledrs pomoci takto ziskanych realnychidam zjiSteni
intervali, v nichz je funkni hodnota polynomu zaporna. Cely problém jde zdrov
zapsat jako kvantifikovanou formuli ve tvaru
(I0): X'+ 2¢ = 2¢ - 22x + 40 < 0
a reSit jej metodou cylindrické algebraické dekompeziktera se vSak v podstat
shoduje s postupereseni nerovnice
X'+ 2C - 21¢ - 22+ 40 < 0
pomoci metody nulovych bédse kterou jsou studentistinich Skol jizZ seznameni.
Prvnim krokem je tedy nalezeniiieoi polynomu
p(x) =x* + 2¢ - 21X - 22x + 40.
Témi jsou postupé body —5; —2; 1 a 4, jelikoz polynopfx) Ize zapsat jako sdin
fakton
p(x) = (x + 5) + 2)x — 1)(x — 4).
Tatoctverice kaen rozctlila ¢iselnou osu nagpici interval
(- =5), £5:-2), € 2, 1), (1; 4) a (4p),
v nichZ si polynom zachovava stejné znaménko (Wé&av z interval je hodnota
polynomup(x) bud’ kladna anebo zaporna)item pro vSechny hodnoty z intervalu
(—; —5) plati, Ze jednotlivi¢initele sowdinu (x+5)x+ 2)x—1)(x—4) jsou
zaporni, zaroue je jich sudy poet, takze vysledna hodnota je pro cely interval
kladna. Pro interval—(5; - 2) jsou vSichnicinitele z&porni az na zavorku € 5),
ktera je kladna. ProtoZe se jedna ocsotii zapornychiisel a jednoho kladného, je

vysledna hodnota séimu zaporna. Obdobnym é&pobem dostaneme vysledky i pro
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zbyvajici intervaly, ficemz zaporné vysledky nalezneme v intervalech; ¢ 2) a

(1; 4), ve zbyvajicichieéch intervalech jsou hodnoty polynomu kladné.

Obréazek 3Ciselna osa rozdena nacasti,
v nichZ funkni hodnota nabyva kladnych a zapornych hodnot

Podailo se nalézt takové hodnoty prémmé x, které vyhovuji zadané formuli, je
jimi sjednoceni otaenych interval
(=5:-2)0(1; 4)
(pripadre mazeme k vyjadeni oboru pravdivosti pouzit zapis soustavy nemvni
[x>-50x<-2]0[x>10x<4]).¢
Piiklad 4.1.2: Owite pravdivost formuley): y°* — 3y* + 2y — 6= 0.
Nyni je zadani zapsanaimo kvantifikovanou formuli, fic¢emz vysledek ulohy
odpovida tomu, zda ma nerovnice
y' -3 +2y-620
feSeni ve vSech prvcighmnoziny realnyckisel, ¢i nikoliv.
Provedeme aft rozklad polynomu, ficemz diky lichému stupni polynomu je
ziejmeé, Ze bude mit alespgeden realny kien,
pY) =y’ -3 +2y -6
a dostaneme
P(Y) = (/= 3¢ + 2).
Polynom ma nyni pouze jeden realnyi&o s hodnotow, = 3, ktery je zarove
hledanym nulovym bodem, zbyvajici dva komplexnieky ++/2i nas nezajimaji,
neba’ pracujeme nactlesem realnyckisel. Tento nulovy bod roZt ¢iselnou osy
na dva intervaly { «; 3) a (3;0). Pro libovolnou hodnotu z intervalu- ¢o; 3)
nabyva polynom zaporné fuéiki hodnoty, pro libovoln&islo z intervalu (3¢o)
dostavame vysledek kladny a pro samotny nulovy led 3 mame rovnost
p(y) = 0.
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Obrézek 4Ciselna osa rozdena nacasti,
kde funkni hodnota nabyva kladné a zaporné hodnoty

Podle zadani ma nerovnost platit pro vSeclyridaR. Jak ale vidime z vySe
uvedeného, nerovnost plati pouze pro hodnoty
y=3,
proy < 3 tomu tak jiz neni. Formule
(Oy):y’ -3+ -620
je tedy nesplnitelnéa formule a jeji ekvivalentnpizdbez kvantifikatar je False+

Poznamka: Metodou nulovych bailze girozere fesit i Riklady 4.1. a 4.4. Vippact
nerovnice

X2 0
je to velice jednoduché, existuje pouze jeden nuloed, kterym jexo = 0 a ktery
roz&luje mnozinu vSech realnyatisel do dvou intervél (— «; 0) a (0;). V obou
téchto intervalech jsou vdak hodnoty mnélenu x® kladné a spiluji zadani. Pak jiz
zbyvéa owiit jeSt nulovy bodxy = 0, ktery téZ vyhovuje, a oborem pravdivosti je
celd mnozina vSech realnyétsel.
Pti feSeni rovnosti s absolutnimi hodnotami
X-1]+k+1|=2
jde jiz o trochu sloz#Si problém. Nejprve je nutné ditr nulové body pro ob
absolutni hodnoty¢i jsou xp =+1, které opt rozcli ¢iselnou osu na disjunktni
intervaly Co;—-1), (-1;1) a (1). Ve vSech d&hto intervalech odstranime
absolutni hodnoty a dostaneme:
a) prox [ (= co; — 1):
-x-1)-(x+1)=2

X+1-x-1=2
-2X=2
x=-1
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Hodnotax=-1 je ovSem nulovy bod a nepiatio intervalu € «; — 1), takze
pravdivostni oboP je zatim prazdna mnozina.
b) prox O (- 1; 1):
“x-1D)+k+1)=2
-X+1+x+1=2
0=0
Rovnost 0 = 0 plati pro vSechra intervalu € 1; 1), a protd® = (- 1; 1).
C) prox [ (1; o):
x-1)+&+1)=2
2X=2
x=1
Hodnotax = 1 je druhy nulovy bod a nepato intervalu (1), to znamena, ze
jsme nenalezli Zadn& nov#slax vyhovujici rovnici.
Nakonec zbyva aitit jeS€ nulové bodyx, = £1, které nizeme do rovnice rovnou
dosadit, picemz pro oba vyjde rovnost 0 = 0, tudiZ oba nulovéylpati do oboru
pravdivosti
P=(-1;1.

Vidime, Ze jsme se dobrali stejného vysledku jakibedchozim postups.
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5 Zakladni mysSlenka cylindrické algebraické
dekompozice

Zakladni idea CAD se nejlépe demonstruje na jedcmglth formulich, které mohou
vychazet napklad ze soustav rovnic a nerovnic. Ty lze totizmpoé jednodusSe
prevést na formule obsahujici kvantifikatory a s nitéie pracovat.
Priklad 5.1: Provelte eliminaci kvantifikatoak metodou cylindrické algebraické
dekompozice ve formuli): x* +y* - 4<00x-y*+ 1< 0.
Soustavu dvou nerovnic o0 dvou nezndmych
X +y-4<0
X-y+1<0,
ktera odpovida zadané kvantifikované formuli, jdemezejm¢ teSit i jinymi
piistupy, to nam vSak nebrani ji pouZzit k popiegeni prosednictvim CAD, jenz
povede k nalezeni kvantifikatory neobsahujici wyetu formule ekvivalentni
s formuli zadanou. Celyiklad doprovodime ilusttaimi obrazky.
Jak miZzeme vi@dt na nasledujicim obrazku, omezujicinfivkami jsou v tomto
piipads ki: 3¢ +y* — 4 = 0 (kruZnice zadanétstlovou rovnick® +y? = 4 se sedem

vbod S=[0;0] a polonirem r =2) ak:xx-y*+1=0 (parabola s vrcholem

V=[=1;0], ohniskemF = [—% ;O} afidici pimkou d : x = —g).
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Obrazek 5: Grafické znazammi zadané situace
Zakladni myslenkou je rozteni r-rozmsrného prostoru (v tomtoifpads R?) na
koneny paiet disjunktnich oblasti, tzv. bk (cells), ve kterych pomoci vhodn
zvolenych bod — vzorki (samples) jednodusSe tvrzeniééime. Ritom je ovSem
nutné zajistit, aby pro kazdou jednotlivourku rozkladu platilo, Ze ve vSech jejich
bodech je zachovano stejné znameénko danhkodnoty u vSech polynamObecr
neni tato podminka nikterak samema, ale u relativh jednoduchych
polynomialnich vyra (relativré jednoduchych v porovnani s ngngjSimi
logaritmickymi, exponencialnimii goniometrickymi vyrazy), kterymi se budeme
zabyvat, je tato podminka napira.
V takovém pipact mluvime o tom, Ze dany rozkld&l soustavy rovnic a nerovnic
je A-invariantni, tedy Ze na jednotlivych intervale@chkovavaji vyrazy své kladné,
zaporné anebo nulové hodnoty.
Nejprve provedeme dekompoziBi prostoruR? podle jedné progmné; v tomto
piipadt za&néme napiklad prongénnoux, obecr ale mize byt pdadi prong¢nnych i
jiné. Do rozkladaného prostoru zavedemi@émpBy kolmé k osex prochéazejici
nulovymi body a body obratzadanych polynoina jejich spolénymi priseiky.
Tak dostaneme rozklad

D = (D1; Dy; ...; Dg),
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pricemz Dy = (-o0;-2); Do={-2}; D3=(-2;-1); Da={-1}; Ds=(-1;0),

1 13

De={a}; D7=(a; 2);Dg ={2}; Dg=(2;), a = —§+T- OblastiD;, D3, Ds, D7

a Dy jsou tzv. sektory (sectors) i€ a oblastiD,, D4, Dg a Dg se nazyvaji sekce
(sections) n&?, dohromady je nazveme cylindry natistu§nou oblasti a budeme
je zn&it C(D,), C(Dy), atd.

0, o, D. |b

~

S
s

Obrézek 6: Rozklad D prostorf R
(sektory jsou ozni@ny oranzo¥, sekce zelef

V kazdé z oblastD; az Dy nasleds provedeme dalSi rozklad podle zobrazenych
kiivek ki, ko @ jejich vyznamnych bdd Potom nafiklad v oblastiD; bude rozklad
velmi jednoduchy, nellose zde nenaléza Zadnaiw&k a miZzeme tedy psat
D; =R Naproti tomu v oblastechD, nebo Ds bude rozklad patkud
komplikovargjsi, jelikoz se zde nachazi ®bkiivky ki a k.. V sekci Dy se
~,pohybujeme” po jednorozénné gimce, jejiz rozklad provedeme pgapomoci
kiivek k; aky, a dostanemB, = (D4 1; Da 3 ...; D4 7), piicemz oblastDg 1, Da 3 Das
aD,4 7 hazveme sektory ray a oblastiD, », D4 4aD46jsou sekcemi nB,4. Obdobr
postupujeme ip rozkladu Ds, tentokrat jde aiast roviny, kterou ofi rozcklime
podle Kivek k; a kp. Dostaneme rozkla®s = (Ds 1; Ds 2; ...; Ds,g), kde analogicky
budou oblastDs 1, Ds 3 Ds s Ds7 aDs g nazyvany sektory nBs, oblastiDs ,, Ds 4,
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Dss a Ds g jsou sekce n®s. Stejnym zfisobem provedeme i zbyvajici rozklady a
obdrzime mnozinu disjunktnich btk které tvai rozklad
D = (D1; D2,4; D22 D23 D3 g; -..; Dog; Dgg) prostorure.
Nyni v kazdé ztakto vzniklych bgk urdime testovaci bod a sestavime z nich
cylindricky algebraicky vzorek (cas; cylindric algaic sample). Vyberme vzorek
rozkladuD nagiklad takto:

s=(-30]
[-2-3,[-20.[- 23]

S-Sl T

Fr-9 fx-val - g ro - x vl -ag)

0-4[0-4| 0-3] o~ Hod[od 03] [03 03]

[a;- 3] [a;- Bl.]a;0[a: B [o;3],

[17:- 4 [17:- 27} {JJ; —ﬂ J7 -y [17.4 [a7; yard] [17; g} J17.v27]

[17:3]

2-4[2-v3][2- 1] 20[21.[2v3][23]
[3-4.[3- Pl30[37[33)

-1+13 1+4/13

ap= .
2 o 2

kde a =
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Obrazek 7: Vybrané vzorky jednotlivych Bkin
(vyhovujici vzorky jsou modré, nevyhovuijici Sedé)

Vyuzijeme toho, Ze pro cely soubor testovacichtbpldti, Ze jes-invariantni, pak

jiz stati jen u kazdého Zthto testovacich badovérit, zda sphuje nerovnosti

X +y*-4<0

ze zadané formule. flBom vime,

polynomialnim nerovnicim, potom jim vyhovuje i cefbdrka,

nalezi.

Konetnym vysledkem, ktery jefeSenim zadanych rovnic

kvantifikované formule, je sjednoceni vSech vyhdsigh oblasti.
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Obrazek 8: Sjednoceni békavyhovujicich zadané formuli
(vcetre casti kivky k)
Nami hledané realnéislo x tedy skuténé existuje a mize nabyvat hodnot &enych
praw ziskanym vysledkem, jde o polouzemy interval
<— 2, -i++13 \/E] .
2
K zapisu nové formule, tentokréte jiz bez kvanéfikt, ekvivalentni s fivodni
kvantifikovanou formuli vyuzijeme pro&nnouy, pomoci jejichZz hodnot &ime ty
piipady, kdy zadana formule plati. PiSeme
(): X +y"-4<00x-yY+1<0- —2<y0<24
Priklad 5.2: Provelte eliminaci kvantifikadtak metodou cylindrické algebraické
dekompozice ve formuliify): 9 + 4/ - 1& < 00X - y* — 4x = 0.
Tento iklad je o kco slozZigjSi, nebd v zadané formuli se kra¥merovnice
0 + 4" — 18 <0
vyskytuje i rovnost
C—y*—4x=0
obsahujici vy38i mocniny praémnych. To vSak neniipkazkou pi provedeni
cylindrické algebraické dekompozice.
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Podivejme se pro Gaplnost nejprve na zadan@ivkk Zapis Kivky
ke 9 + 4y — 18 = 0 predstavuje elipsu (fikeme jej pevést do pehledrjsiho
(x-2*  y* _ o . ) 3
tvaru ~——+-=-—=1) se stedemS=[1; 0] a délkami hlavni poloosgp=— a
1 9/4 2
vedlejsi poloosyb = 1. Naproti tomu kvka vyssihoraduky: X* = y? — 4x = 0 je jiz
hure predstavitelna, aleist¢ pro predstavu ji nizeme bez problému nahradit

kiivkami dvojice funkci
f, =+VXx° —4x.

Nastalou situaci reprezentuje nasledujici obrazek.

Obrézek 9: Kivky k a k v prostoru R
Zapanéme s rozkladend prostoruR®. Opst sestrojime t&ny k zadanym #vkam a
piimky prochazejici misetiky kiivek, pricemz takto vzniklé pmky jsou kolmé
k osex. Tim dostaneme rozklad

D = (Dgq; Dy; ...; D7)

a platiD; = (—0; - 2), D, ={- 2}, D3=(-2;0), D4={0}, Ds=(0; 2), D¢ = {2},
D7 = (2;). Oblasti rozkladuD miaZzeme jako v fedchozim gkladu rozdélit na
sektoryD,, D3, Ds, D7 a sekcé,, Da, Dg naRe.
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! v
Obrézek 10: Rozklad D prostord R
(sektory jsou ozn#ny oranzo¥, sekce zelei

Nyni provedeme rozklad jednotlivych oblaB az D; podle zadanychikek k; a
ko, ¢imz obdrZzime konmy patet burgk rozkladu
D = (D1; D2,1; D23, ...; D7,4; D75)
pottebnych ke zvoleni bddtestovaciho vzorku a ékeni kvantifikatory obsahuijici
formule
(Oy): 9C + 4% - 1& < 00X - y? - 4x = 0.

Zvolme testovaci body rozkladd nagiklad takto:
s=(-30],

[-2-3,[-20d.[- 23|

[-1-3[1-v3| [ xd [F1va)[- 13,

[0,- 3[0d[03]

3 3

1, —3],[1,- —5} ,[J;o],{xﬂ 13

[2- B[24d[23]

[3; —%} 3-v15][3d.[3 18] {3; gD

Po dosazeni je pak jiz jasné, Ze nerovnostem
O+ 4 - 18 <0, -y -4x=0
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vyhovuji pouze vzorky [0; 0] a [2; O] odpovidajhminkamD,» aDsg ».
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Obrazek 11: Vybrané vzorky jednotlivych 8kin
(vyhovujici vzorky jsou modré)

Vzhledem k tomu, Ze jde o izolované body, budeSenim soustavy dvojice biod
[0; 0] a [2; Q]. Ripady, kdy zadana kvantifikovana formule
(O): € + 4% - 1&< 00X -y - 4x=0
plati, zapiSeme pomoci prémé x a ziskdme tak ekvivalentni formuli bez
kvantifikator
x=00x=2+

Vnimavy ¢tené si jistt povSimne toho, Ze podle rozkladu nad danym presidt’ Ize
v cylindrické algebraické dekompozici zkonstruovstromovou strukturu, jejimz
kotenem je cely rozklaD. Ten je rodiem pro jednotlivé sekce a sekt®y, Do, ...,Dn,
které jsou rodii dalSim uzhm. V Grovni listi této datovée struktury pak figuruji
jednotlivé butky CAD. Tohoto poznatku se vyuziva ve druhé faziodatgizované
CAD, jak uvidime v dalSi kapitole.
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6 Algoritmizace cylindrické algebraické dekompozice

Jako u naprosté ¢t8siny matematickych (nebo alespaast&né matematickych)
problémi je vhodné, kdyZ se darkSeni pouZzit&aky algoritmicky gistup. Pokud totiz
Zzadny algoritmicky postup neexistujeiibe se cely problém ukazat jako velice sloZity,
¢i dokonce ngesitelny.

To je i pipad eliminace kvantifikatar ktera, jak jiz bylofeceno v Gvodu, byla
v patatcich svého vyvoje pokladana zdlip komplikovanou a i sdm Alfred Tarski
piedpokladal, Ze pravkvili jeji slozitosti nebude efektignvyuzitelnad a navrhoval
dokonce badani na tomto matematicko-logickém pali\zanechat.

Teprve az s nastupem rychlejSich v§gimich prosedki ve druhé polovia 20. stoleti,
vhodného softwarového vybaveni #egevsim cylindrické algebraické dekompozice se
véci uspsre pohnuly kupedu.

Cely vySe popsany postup se zda byt povhlehkym, avSak to plati v podstgbouze

Vv piipact, Ze jej pojimame intuitivél. Ve skut&nosti je i nadale eliminace
kvantifikatori dosti naréna (hlavé panttové, provadime-li ji ve vicerozémném
prostoru R") a od prvniho publikovani ideje CAD bylo provedengkolik kroki

k optimalizovani jejiho gibehu.

Podivejme se, jak algoritmus pro eliminaci kvakéfori prostednictvim CAD vypada.
Sklada se zeitsamostatnych fazi, kterymi jsou prajek faze (projection phase; v této
fazi je ze vstupnich dat konstruovana tzv. prépéknnozina, kterd popisuje mnozinu
polynomi vstupni formule), konstrukce hald (base phasezakdad projekeni faze je
vytvoiena mnozina vzorkjednotlivych bugk vzniklych v CAD) a konstrukce vystupni
formule (extension phase; podle pravdivostnich bbdadnotlivych butk CAD je
konstruovana vystupni formule). [ACM84a, DAV09, 6l

6.1 Projek éni faze

V prvni fazi — projekni — se vytvéi popis cylindrické algebraické dekompozice
v prostoru vSech proénnych vyskytujicich se ve vstupni formuli. K tomotigbujeme
definovat rkolik predpigi a prongnnych:
Definice 6.1.1:M¢&me polynom
P O RX1, X2, +ves Xk-1][ Xd]
dany gedpisem

51



p:z P (X X0 X ) D(:( .
i=1

Pak stup#g polynomup zna&ime degf) =n, vedouci koeficient Ig() = p; a vedouci

¢len polynomu Itp) = pnX(".¢
Definice 6.1.2:Reduktum polynomp je dano vztahem

red@) =p - It(p),
k-té reduktum definujeme jako
red(p) = red(red*(p)) prok = 1,
piicemz nulté reduktum
red(p) = p.+

Dale definujme Sylvestrovu matici, kterou budenietpotebovat:

Definice 6.1.3:Necht’ jsou dany dva polynomy v pramnéx

n m

pP=>p O, q=> q; X , kdep,# 0,0n# 0.

i=1 j=1

Potomdtvercova maticéadum + n

pn pn—l s pl pO
pn pn—l e pl pO
Sp ; — pn pn—l s pl pO
’ qm qm—l e ql qO
qm qm—l s ql qO
qm qm—l s ql qO

se nazyva Sylvestrovou matici (na prazdnych versehé nevypsanych mistech se
vyskytuji nuly). Determinant Sylvestrovy maticersszyva Sylvestiv rezultant a je

dan vztahem

resp, q) = det&, o).

Dale definujme zakladni subrezultant
psa(p, @) = det(S, ),
kde matice S'pyq vznikne z maticeS, q ostragnim poslednich 12sloupdi a radki

n-1+1,n-1+2,..n-1,nan+m-1+1n+m-1+2,..n+m-1,n+m.e

Definice 6.1.4:Diskriminant polynomp je vyjaden gedpisem
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disc() __redp,p)

(D" p,
Samotnou projekci mnozZiny polyndm
AOR[X, X2, ..., %], kder = 2,
pak provedeme nasledavruréime mnoziny L, S, S, piicemz plati:
M = {red‘(p); p 0 A Ok = 0 O deg(reé(p)) = 1},
L ={lc(p); p O M},
S = {psa(p, p); p UM Ldegp’) >k= 0},
S = {psa(p, ); p, q U M D min(degp), deg))) >k = 0}.
Projekeni mnozinuP mnoziny polynon A pak Fedstavuje sjednoceni
P=LOSUS.
UkazZme si zji&tni projekni mnoziny na konkrétnimiéfkladu s Kivkami z Rikladu 5.1.
Piiklad 6.1.1: Urdete projekni mnoZinu mnoZiny polynotn A= {x +y* - 4;
X —y* + 1} eliminovanim prominnéy.
Podle gedchozich definic piSme
P Y) =Y+ —4,q(x y) = -y’ +x+ 1.
Prvnim krokem je w@eni mnozinyM, kter4 obsahuje polynomy a q a vSechna
jejich redukta az do prvniho stupn
Plati:
redp) =p-lt(p) =x* - 4
red@ =q-It(g) =x+1
Vzhledem ktomu, Zze stupn polynomi deg(redgp)) <1 a deg(redy)) <1,
nezd&azujeme je do mnoziny, proto plati
M=A={y*+x*-4;-y" +x+ 1}.
Pfi znalosti mnozinyM muaZzeme rovnou zkonstruovat mnozirly sestavajici
z vedoucich koeficieditpolynomi mnozinyM. Témi jsou Icp) =1 alcf) =-1, a
tak mnozina
L={1,-1}
Pro ugeni mnozinS, a S, obsahujicich zakladni subrezultanty jiz musime/é@so
rozsahlejsi fpravu, gedevSim utit Sylvestrovy matice pro ifslusné polynomy
vychéazejici z mnoziniyl a poté vypaist jejich determinanty.
Pro polynomp =y* + X* - 4 a jeho derivag)’ = 2y pak existuje Sylvestrova matice

ve tvaru

53



a zakladni subrezultant
pse(p, p) = dety ) = 4¢ - 16.
Dale pro mnohden g=-y*+x+1 a jeho derivaciq =-2y dostaneme

Sylvestrovu matici

-1 0 x+1
S =|=2 O 0 |,
0 -2 O

jejiz determinant je roven
Ps®(q, ') = detGyq) = 4x + 4.
Tyto dva vysledky jsou prvky mnoziny
S, = {4x* - 16; & + 4}.
Nakonec jest uved’me situaci pro polynomp aqg, pro rtZ ma Sylvestrova matice
tvar
1 0 x*-4 0
_|0 1 0 x°-4
PPl-1 0 x+#1 0
0 -1 0 x+1
a zakladni subrezultant
psa(p, q) = detGyq) =X + 23 - 5° - 6x + 9.
Oproti predchozim d¥ma gipadim, musime nyni sgitat i subrezultant ps(, q),
ktery ugime jako determinant matice

. (10
>a=|-1 o)

ktera vznikla z matice, 4 Skrtnutim dvou jejich poslednich sloupa druhého a
poslednihdadku. Potom tedy plati
psa(p, ) = det(S;,) = 0.
Celkow tak nizeme psat, Ze mnoZzina
S ={0; x* + 2¢ - 5 - 6x + 9}
a konén¢ projekéni mnozina
P=LOSOS={0;-1;1; &+ 4; 4¢ - 16;x* + 2¢ - 5 - 6x + 9}.¢
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Tento postup ziskani projgki mnoziny je ozn#movan jako Collinsova projekce,
piipadré jeho vystup jako Collinss operator. JednodusSeji Ize situaci popsat takto:

Proj= |J ({lc(g) OPSCH ), Proj= |J [J PSCts),

pOA p,gJA rORED(p)
qURED( p) p<g SORED(q)

kde  PSQ q) = {psa(p,q);  min(degp), deg())) >k=0,  psg(p,q)#0} a
RED() = {red(p); degp) = k= 0, redp) # 0}. Cela hledana projéki mnozina je pak
sjednocenim
ProjC = ProjG I ProjG.
Vzhledem k nadirné velikosti takto vzniklé proje&ki mnoZziny, ktera obsahujadu
nadbyténych prvii, se¢asgji uzivaji upravené postupy.
Hongova projekce (Horiy operator) je dana rovnosti
ProjH = ProjG O ProjH,
piicemz mnozina
ProjH; = U( )PSC(, Q).
p.aJA TORED(p
p<q
Existuje téZz McCallumova projekce (McCallimn operator), kterd je zapsana
nasledovs:

ProjMC = | J {p}.

pOA
kdep; jsou koeficienty jednotlivych polynoiirp z mnozinyA,
ProjMC, = [ J {res(p, )},

p.qHA

kde resp, q) je determinant Sylvestrovy matice sestavené ynoohi p ag,

ProjMCs = ( J {disc(p)},

pOA
kde discp) je podle vySe popsané definoce diskriminant payap, a koneéné

ProjMC = ProjMG [ ProjMGC, O ProjMG;.
Pro vySe uvedené projekce je pak mozné \jagocty jejich prvki, které prokazou
vySSi efektivnost upravenych postugPokud oznéime pdet polynonit mnoziny A
jako m a n je maximum stuph polynomi z A, pak Collinsova projekce produkuje
projekéni mnoZinu o maximath nmn® prvcich, zatimco Hongova projgk mnoZina

obsahuje maximéatmn? prvki a McCallumova dokonce mé&nezn¥ + mn prvka.
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Navic u McCallumova operatoru Ize provést dalSpami, kdyZ mnozinu ProjMC

nahradime mnoZzinou

ProjMCy’ = | {lc(p)}-

pIA
V takovém pipadt je pak velikost projelni mnoziny men$i ned’ + m prvka.
Podivejme se, jak McCallumova projekce funguje axprpouzijeme k tomu jiz itve
pouzité polynomy
p=y+xX-4aq=-y +x+1.
Piiklad 6.1.2: Nalezréte projekni mnoZinu mnozinyA={ y* +x* - 4; -y +x+ 1}
pomoci McCallumova operatoru.
Jednotlivé slozky projeii mnoziny postuphbudou:
ProjMC,’ = {},
ProjMG, = {x* + 2¢ - 5x* — 6x + 9},
ProjMG; = {- 4x + 16; & + 4}.
Sjednocenim dostaneme celou préjgkmnozinu
ProjMC = {- 4x + 16; & + 4;X* + 2¢ - 5% — 6x + 9}.¢
Jak Ize vidt, oproti Collinso¥ metod je vysledna projalni mnozina mensi o prvky 0,
-1 a 1, které byly bdi nadbyténé anebo duplicitni s¢kterym z dalSich prik Pro

uplnost je&t uvedme grafické znazowmi situace.

-+

Obrazek 12: Zn4zoemi rozkladu podle projeki mnoziny
Pro lepsSi pehlednost jsou jednotlivé faktory Cillinsova a MdGmova operatoru
barevié odliSeny. Zele& jsou znazorény ty slozky projeknich mnozin, které se

nakonec skutaé pouZiji pro rozklad, modry je duplicitni fakted, cervené slozky 0 a
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1 byly McCallumovou projekci eliminovany a Zufe ozn&en faktor vychazejici
z¢lenu

X' +2¢-5¢-6x+9
mnoziny ProjMC, ktery je nadbyimy, ale nepod#do se jej odstranit. [ACM84a,
DAV09, WIN96]

6.2 Konstrukce hald

Jak jiz bylofeceno dive, v této fazi cylindrické algebraické dekompezje vyuZzito
konstrukce a prochazeni stromovych struktur vzeikigiad prostorerR.
UkaZme si, jak takovy strom vypada, rnavke s fedpisem

axt-2¢y+y* =0,

jiz odpovida znazowma Kivka.

0.5

Obrézek 13: Grafické znazami kiivky X —2xXy +y* =0
Provadime-li rozdleni prostoru R, vémZ s kivkou a pracujeme, cylindrickou
algebraickou dekompozici, obdrzime rozkiagestavajici z buk
D11, D21, D23, ...,Dez aD71.
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Obrézek 14: Rozklad D prostord R
Zakreslenim fislusné stromové struktury ttheme tento rozklad popsat jinym
zpisobem. Keenem takto vzniklého stromu je cely rozklBd(miZeme také ps&®’
nebo obechiR", coZ oznauje prostor, ve kterém rozklad provadime), kteryodicem
pro dalSi uzly stromu oznajici jednotlivé buiky rozkladu. Listy stromu jsou nakonec
jednotlivé buiky kompletr# provedené cylindrické algebraické dekompozice.a8em
piipads vypada struktura stromu takto.

Obrazek 15: Stromova struktura rozkladu D prostBfu
Jakmile je strom pro CAD vyt¥en, pd&itac jej projde a na jeho zakladvytvori
mnoZzinu testovacich bédednotlivych bugk (testovaci vzorek).
VSechny prvky této mnozZiny jsou na gadku prochazeni prazdnymi vektory,
s ptichodem pes kazdou hranu stromu &mm od kdene k listm je do ®&j v kazdém

uzlu pidana jedna sdadnice. Po skafeni prochazeni tak mame kompletni popis
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celého prostoriR" pomoci testovacich bagdjejichz prostednictvim se da rozhodnout o
pravdivostni hodneétvstupni formule v dané Kaoe rozkladu.
Priklad 6.2.1: Provel'te konstrukci hald pro mnozinu polyndm
A={-xC+22+3/-3xy X’ +y* + 1« + 12 + 22}.
Zadanou mnoZzinu polynaim
(-3 + 22+ 3% - 3xy, X +y* + 1k + 12 + 22}
|ze popsat sloZzkami projéki mnoziny
ProjMC,’ = {},
ProjMG, = {31x% - 30 + 24¢* + 8144¢C + 27978 + 3616& + 20812},
ProjMG; = {— 108¢ + 324¢* + 324¢ + 81¢; 12¢ + 96x + 120},
které produkuji fislusné sekce rozkladd
ProjMC: x, O {},
ProjMCy: x, [ {- 4,46041:- 1,8762},
ProjMGs: X3 0 {— 4—+/6 ; — 4 +1/6 ; — 0,405204: 0; 2,13726},

jak je vidét na obrazku.

21 /

gz{g

Obrazek 16: Zvyrazmé sekce rozkladu D
Takto ziskané hodnoty vyuZijemei konstrukci stromu, ten bude zatim sestavat

pouze z kéene a jehoidmych potomk, vySka stromu je tedy 1.
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Obrazek 17: Konstrukce 2. aravatromu
Nyni mizeme zapéit s ,naphovanim“ mnoziny testovacich bidNa prvni Grovni
korene stromu existuje pouze prazdny vektor
v=1[1]
S prechodem do druhé Uro¥wznikne 15 novych vekt@rmajicich jednu saadnici
(nachazime se v jednoroZmém prostoru). #tom plati, Ze hodnota stadnice

téch vektofi, které gislusi sekcim rozkladu, je rovna hodhdané sekce:

V,=[-4-/61, V,= [~ 4,46041],V,= [- 1,8762], ...V,,= [2,13726];
u vektoi nalezejicich sektém je za sokadnici vybrana vhodna hodnota z vkit
intervalu odpovidajiciho sektoru, rfédgad:

V,=[-10], V,=[- 5], Vs = [- 3], ..., Vi3 = [1], V,5=[3].

Dale je strom rozgén o dalsi urove Vzhledem k tomu, Ze jsme ve dvojrozmem
prostoruR?, budou uzly z této Urownlisty celého stromu. Takto vzniknou nové
vektory, které z vektdr v, ..., V;; zd&di prvni sowadnici, druha bude odpovidat

oblasti, kterou na dané sekciv daném sektoru vyty jednotlivé Kivky. Prove’me

zmirény krok na sektoriD11, jenz je Kivkou p rozctlen na 7 disjunktnich oblasti.
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Obrazek 18: Sektor fp
Treti Urover stromu pro tuto oblast bude vypadat nasledovn

D

D®
11,3 1.4

Konstruujme vektory se dwa sotiadnicemi pislusné bikdm Diiy, ..., D112

Vektor V,,, zastupuje oblasDi11 jeho prvni sotadnice odpovida soadnici

vektoruv,, (veznméme v ,= [—%]), druh& sotadnice musi byt volena tak, abychom

zastali uvnit oblastiD11 3, kupiikladu
1

Vi = [_5; - 2].
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V oblastiDj; » se pohybujeme pé&asti Kivky polynomup omezené zleva a zprava

sekcemiD1o a D1o. Vektor V,,, opet dédi prvni sowadnici vektoruv,,, jeho druha

souadnice jiz musi byt dog@tdna z pedpisu Kivky p. Proto plati

Vi,= [—%; - 0,309411].

Obdobnym zfisobem dopé&tame i zbyvajici biky, ¢imz dostaneme kompletni
mnoZzinu vektoit — testovacich bddpro sektoiD;1.¢
Dosazenim sdadnic takto ziskanych testovacich Bodio polynomialnich rovnic a
nerovnic vstupni formule pak jiz dokaZzeme rozhodnou pravdivosti tvrzeni v
jednotlivych butkach rozkladD.
NeZ postoupime k posledni fazi CAD — konstrukcituggai formule, poznamenejme
jesg, Ze ve své podstaexistuji dva odliSnéistupy k vyuziti cylindrické algebraické
dekompozice, jenz se odliSuji vipehu faze konstrukce hald.
KlasickdA CAD nejprve provede kompletni rozklad beléprostoru R, ve fazi
konstrukce hald sestavi testovaci vzorek a naslpdmoci ®j v kazdé biice stanovi
jeji pravdivostni hodnotu. Poté ve fazi konstrukgstupni formule vygeneruje vystupni
formuli.
Castena cylindricka algebraicka dekompozice takénearozkladem prostor®’, ale
oproti klasické CAD jiz imo pi konstrukci hald odtuje pravdivostni hodnotu kazdé
now vzniklé buiky. Tim se da zkratitas nutny k vyhodnoceni vysleilla mize se
pristoupit rovnou k dalSi fazi konstrukce vystupninfiolle. Jde o vylepSeni algoritmu,
které mize urychlit ziskani vysledku, avSak tattegnost této metody se nemusi
projevit vzdy, funguje totiz jen uékterych tid kvantifikovanych formuli.
Demonstrujme vySe zminy rozdil na konkrétnimifkladu.
Priklad 6.2.2: Ukazte rozdil mezi klasickou &ast€nou CAD na kvantifikované
formuli (Ox)(0y): 3¢ + (y— 2= 10x+y= 1.
Pfi pouziti klasickeé CAD program provede rozklad,ciubody testovaciho
cylindrického algebraického vzorku a teprveti pnasledném hromadném
vyhodnocovani pravdivostnich hodnot jednotlivycimduzjisti, Ze v biice D33 jsou
ob¢ nerovnosti nepravdive. Tim padem tedy neni pravdivi celd zadana formule,
tudiz ekvivalentni formuli bez kvantifikatobude nafiklad rovnost
0=1

(pccitacovy program by takovy vysledek vypsal jako vystaptvaruFalse).
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PouZijeme-li vSakast&énou CAD, provadi se zji&ni pravdivosti dané hiky ihned

po jeji konstrukci a ziskani stadnic odpovidajiciho testovaciho bodu. Ve chuvili,
kdy program zjisti, Zze v liige D33 jsou ol nerovnosti nepravdivé, je zastaveno
dalSi konstruovani hald i vyhodnocovani pravdivosieba je jiz zZejmé, ze
konjunkce zadanych nerovnosti nera byt pravdiva pro vSechxaa nasleduje jiz
rovnhou posledni faze celého algoritmu — konstrukgstupni formule, jejimz
vystupem je naifiklad ogét rovnost

0=1

(vystup p@itacového programiralse.

k<
[u]
-2 - [u] r\\ é '

Obrézek 20: Grafické znazammi kiivek X + (y —2F =l ax+y = 1¢
UkaZzme je&t ulohu reprezentujici skupinu kvantifikovanych fadim jejichz feSeni

nebude pouzitiméast&éné cylindrické algebraické dekompozice nikterak catgno
anebo pouze v zanedbatelné&eaniPro takovou ukdzku nemusime chodit dalekd sta
dokonce jen vhodnym #sobem pozrnit predchozi formuli.
Priklad 6.2.3: Ukazte rozdil mezi klasickou &ast€nou CAD na kvantifikované
formuli (Ox) X + (y— 2 = 10x+y= - 1.
V piipact klasické CAD probhne cely proces tak, jak jsme jiz popsali. Program
provede rozklad celého prostoRa na jednotlivé biiky, poté je ve fazi konstrukce
hald vytvaen testovaci vzorek a nasléde owirena pravdivost tvrzeni postupnym
dosazenim jednotlivych testovacich bodPaitacovy program odpovi vystupni
nekvantifikovanou formuli ve tvaru
y [/Reals
Tento vysledek riweme interpretovat tak, Ze sk&m& pro vSechnax plati

konjunkce uvedenych nerovnidigemz druha progmndy nabyva reélnych hodnot.
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Na druhé strahc¢asténd CAD zapone rozkladem prostor®, ve fazi konstrukce
hald vZzdy po zkonstruovani testovaciho bodislpSné biiky rozkladu okamZzi
nasleduje jeho dosazeni do formule a vyhodnocemidprosti. AvSak vzhledem
k tomu, Ze pronnax je kvantifikovana obecnym kvantifikatorem, je néitraby
program vyhodnotil pravdivostipdosazeni vSech testovacich Bory/lindrického
algebraického vzorku. Vystup bude taktéz ve tvaru
y [JReals

ale Uspora ¢asu nutného pro provedeni operace bude v tomiipags
zanedbatelna.

[ACM84a, DAV09, WIN96]

6.3 Konstrukce vystupni formule

Posledni fazi eliminace kvantifikafoje konstrukce vystupni formulefipemz se jedna
o fazi vypaetré nejnar@ngjsi. Fistoupit k ni nizeme vice zjsoby, z nichz kazdy ma
své klady i zapory. Podivejme se blize na prostatody Hongovu metodu a
Collinsovu metodu.
Prostd metoda vyuZziva ke konstruovani vystupni fiberslozky projekni mnoziny, pro
kazdou z nich definujme tzv. atomickou formuli.
Definice 6.3.1:Atomickou formuli rozumime vyj&eni ve tvaru
p<0
Alc,p)=1p=0
p>0
pro danou slozkp projekéni mnoziny
P=P.OP,0...0 Px
v prislusné bicec rozkladuD.+
Pomoci atomickych formuli dokaZze prosta metoda g@ogazdou bikku rozkladuD
pravdivou vzhledem ke vstupni formii Zarove plati, Ze disjunkce konjunkatahto
atomickych formuli pro vSechny slozky projek mnoziny a pro vSechny tiky
rozkladuD poskytuje proje&ni formuli, plati tedy
Vo ip A, P) -
Ta byva, bohuZel tomu tak ale neni vzdy, ekvivadestformuli vstupni. Pokud tomu

tak je, nazyva seifslusnéa cylindrick& algebraicka dekompozice prapkuréenou.
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Piiklad 6.3.1: Nalezréte projekni formuli, jestlize vite, Ze projéki mnoZina

P={pi=-X+2+y, p,=y}, piicemz vstupni formule je pravdivd ve
zvyrazrénych buikich na obrazku.

'-.IIIL 21.. ;,
\ /
\ /
p.’"\ il f
\ /
\ /
\ /
1] f
g 1 ’,-'"2 Py
\\ /
L 'f’{
.‘|— S

Obrazek 21: Projedni mnoZzina se zvyrazmymi
oblastmi, v nichZ je vstupni formule pravdiva

Jednotlivé biiky, v nichz je formule pravdiva, popiSeme disjunkci
[Pr>00p,<0]0[p1>00p,=0]0[p1>00pz> 0],
kter& je projekni formuli s
VylepSenim prosté metody je metoda Hongova. Z tplyoe i jeji nevyhoda, ktera
spaiva v tom, Ze dana cylindricka algebraicka dekong@musi byt projeéné uréena.
Je-li tomu tak, poskytuje Hongova metoda vystuninuli v jednodussSim tvaru neZzli

metoda Collinsova. Pro jeji pouZiti je nutné zavést literdly a funkce fechodu.
Definice 6.3.2:M&me mnozinu

M={-0; +}
a jeji podmnozins. Pravdivostni funkdi®, pro kterou plati
15(x) = true
prox [ Sa
15(x) = false

prox 0 S se nazyva litera.

Definice 6.3.3:Definujme bijektivni zobrazeriiz mnoziny formuli do mnoziny liter&|
kterd vzotim

0£0,p<0,pc0,p=0,p20,p>0,p£0,0=0
piifazuje paradé obrazy
|{}’ |{—}, |{—, 0}’ |{0}, |{0, +}, |{+}’ |{—, +}’ |{—, 0, +}_

Takovéto zobrazeni se nazyva funkéeghodue
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Pro funkci gechodu plati nasledujici pravidla, kterych se wéiii aplikaci Hongovy
metody konstrukce vystupni formule.

ssitani literah: 15 +17 =157
sowin literal: 1507 =177
Navic plati rovnosti

1120 =trueal’ =false

a zarové operace nasobeni je distributivniicv operaci sitani. Vystupni formule
ziskanad Hongovou metodou je v minimalizovaném tvaru
lze pak na zakladvySe zmignych pravidel pracovat, v mnohdipadech cely zapis
zjednodusit a diky bijekci funkck opst prevést na tentokrat jiz jednodussSi vystupni
formuli.
Demonstrujme postup na nasledujicim uloze:
Priklad 6.3.2: Nalezréte Hongovou metodou vystupni formuli pro situaci

z predchoziho fikladu.

Aplikujme prechodovou funkci na projekni formuli

[Pr>00p,<0]0[p1>00p,=0]0[p1>00pz> 0],
dostaneme zapis
L =| 1{+} [Dz{ pa 1{+} [[b{o} +| 1{+} [I]z{+} _
Tento sodet sowinu literalh se pokusme minimalizovat. eme vytknout literal
1, a mame
L = |1{+} mz{-} + |2{0} + |2{+}) — |1{+} [Dz{_’ 0,+} — |1{+} .
Inverzni funkcif* pievedeme zapis na minimalizovanou vystupni formuli
p1>0¢

Collinsova metoda oproti prosté a Hongawnetod poskytuje vzdy vystupni formuli,
kterd je ekvivalentni s formuli vstupni. Toho jectleno tim, Ze v projeii fazi je
uréena tzv. rozgena projekni mnozina, ktera obsahuje i derivace polydammnoziny
A. Timto zgisobem stanoveny rozkldd je pak jiz vzdy proje&né urcen. Nevyhodou
této metody je vSak vySSi vygetni nargnost, jelikoZz nakstd mnozZstvi polynotn se
kterymi je teba pracovat, i get provadnych operaci. [DAV09, WIN96]
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6.4 Formule s vice prom énnymi

Zatim jsme se zabyvali pouze matematickymi formulesnednou ¢i dvéma
proménnymi. Jejich dokazovanéi obecré feSeni matematickych problémkteré Ize
praw na eliminaci kvantifikatar prevést, je porrné snadné. Zarovejednorozmrné a
dvojrozmérné Kivky vystupujici v &chto formulich jsou dosti snadno graficky
znazornitelné, coz poslouzilotipilustraci jednotlivych doprovodnych fixlada a
ukazalo, jakym zfisobem je cela CAD provéda a jak je ziskan vzorek testovacich
bodi.

Pomoci cylindrické algebraické dekompozice vSakpas/adt eliminaci kvantifikatod

i pro formule s vice progmnymi, jinymi slovy eliminaci mizeme aplikovat téz ve
vicerozngrnych prostorech, které jiz neni mozné graficky raali, pipadré je
zobrazime jen s obtizemi. Podivejme se na zapisnébe algoritmu CAD, ktery
provedeni dekompozice ¥dhto prostorech umdhje. Vstupnimi daty algoritmu je
mnozina zadanych polynan{resp. nenulové strany rovnic zadané homogenrstaoy
rovnic) A O R[xy, X2, ..., %] acislor zn&ici paet prongénnych v polynomech, vystupem
je cylindricky algebraicky vzoreks obsahujici jednotlivé testovaci body a soubor
atomickych formuliF. [WIN96]

6.5 Obecny algoritmus CAD

Obecny algoritmus cylindrické algebraické dekompezse sklada ze dvou hlavnich
¢asti, v nichZ jsou pouzity matematické postupy doohe popsané v kapitolach 5.1 az
5.3. Kter& zd&chto ¢asti algoritmu bude provedena, j€aemo na zakladpodtu rozmera
daného prostor®, v imz je dekompozice provéda. Pokud je& = 1, provede s&ast
(1) algoritmu, je-lir > 1, zaponecast (2), v nizZ je pak algoritmus volan rekurzivn
Algoritmus CAD (vstupni data algoritmu: mnozina polyndm O R[X, X2, ..., X],
dimenze daného prostoruvystupni data algoritmu: cylindricky algebraickgoreks,
soubor atomickych formuk):
begin
sje prazdna mnozina;
Q) ifr=1:
vypocti realné kdeny polynoni z mnozinyA,;
ur¢i cylindricky algebraicky vzoreks pro A-invariantni cylindrickou

algebraickou dekompozib;
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zkonstruuj soubor atomickych formudj
returns, F;
(2)ifr>1:
urci projekeni mnozinu Proj) vstupni mnoziny;
dekrementury;
zavolej rekurziva algoritmus CAD se vstupnimi daty Prj((vystupnimi daty
tohoto rekurzivniho volani bude cylindricky algeioky vzoreks);
neclt s’ = (s'y, S, ...,S%), pricemzs’; = (S'j.1, S'j1, ---»Sjr-1), kde 1< j <t;
ur¢i  cylindricky algebraicky vzoreks pro A-invariantni cylindrickou
algebraickou dekompozi® urcenim realnych kieni vSech polynoré p(s’; 1,
S 1 - Sjr-1, X) O Av promeEnnéx;;
rozsk stavajici soubor atomickych formuj
returns, F;
end.
Takto uvedeny algoritmus CADfippzert nedokaze provést eliminaci kvantifikaior
jako takovou. Je ptgba jej zakomponovat do kompl&giho algoritmu, ktery ze
zadané kvantifikované formulg vycleni jeji nekvantifikovanodast g*, ktera je ve své
podstag jiz soustavou rovnic a nerovnis, se kterou pracuje algoritmus CAD. VySe
uvedené vztahy fizeme schématicky zapsat takto
@ = (Que1Xrn) - Q%) " (Xa, X2 -5 %),
kdeQ, k+ 1<i <r, je jeden z kvantifikatdgr(J aneba’] aA = ¢*.
Vystupy algoritmu CAD po jeho provedeni jsou cyliclly algebraicky vzorels a
soubor atomickych formullr, jez v zaérecné fazi algoritmu eliminace kvantifikator
poslouZi ke zkonstruovani vystupni nekvantifikovéodnule ¢. Ta je jiz ekvivalentni
se zadanou formulp.
Algoritmus  eliminace  kvantifikatora  (vstupni data algoritmu: formule
s kvantifikatoryg; vystupni data algoritmu: ekvivalentni formule hezantifikator ¢):
begin
(1) ze vstupni kvantifikované formulg extrahuj nekvantifikovanou formu@*, pro
kterou platiA = ¢*;
(2) zavolejalgoritmus CAD se vstupnimi datp, nech’ jeho vystup jes aF;
(3) zkonstruuj nekvantifikovanou formudl za pouzitis aF;

(4) returny,
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end.
Pro Uplnost jegt uved’me vyvojové diagramy algoritmu CAD i celé eliminace
kvantifikatori za pouziti cylindrické algebraické dekompozicesr&tjsou znazowmy
v prilohach prace (#oha 1, 2). [WIN96]

6.6 VylepSeny algoritmus korektni cylindrické algeb raické

dekompozice

Zajimavé vylepSeni algoritmu cylindrické algebr&iclekompozice sgéva v ugeni
prilehlych burgk rozkladu. Neformale mizeme pilehlé buiky definovat tak, Ze se
dotykaiji, neboli lezi vedle sebe, formélnjsou takové biky definovany
prostednictvim svého sjednoceni, které musfitjednu nerozélenou oblast.

Praw vyuziti prilehlosti bugk v CAD se ¥novali George E. Collins s kolegy

Dennisem Arnonem a Scottem McCallumem¢lanku Cylindrical Algebraic

Decomposition 1l: An Adjacency Algorithm for thea®évydaném v roce 1984 SIAM

Journal on Computatian

Z hlediska cylindrické algebraické dekompozice pdoimace o flehlosti burgk

ponerné dalezity Udaj, protoZze iive byt pouzita k eliminovani ékterych kroki

puvodniho algoritmu rozkladu a sniZzit tak jetessovou narénost.

Poznamenejme také, Ze tento vylepSeny algoritmysosikud odliSuje od fivodniho

prezentovaného edchozintlanku Collinse a jeho kolég

Pro pdadek definujme pojemiipehlosti.

Definice 6.6.1:Jsou-li oblastD; a D, rozkladuD prilehlé (tedy jejich sjednoceni tkio
jednu nerozéenou oblast), nazyvame mnozinD+£ D,} jako prilehlost. Jsou-li ob
zmirgné oblasti sekce rozkladu, pak jdeidghlost sekce-sekce.

Zarove lze takto definovanéipehlosti rozélit do dvou tid podle haldy, ve které se

nachazeji (resp. podle toho, zda se nachazi veestefice ,nadazené“ nebo ve dvou

.nadrazenych* biikach sousednich). Pokud se:diunky nalézaji ve stejné haidpak

se jedna o vnitrohaldovouifehlost (intrastack adjacency), jsou-li kazdangjihaldy,

mluvime o mezihaldovéipehlosti (interstack adjacency).

Urceni gilehlosti prvniho typu je vcelku jednoduché. &tavazit, Ze kazda halda je

roz&klena do koné&ného mnozstvi butk — sektoé a sekci, ficemz kazdy ze sektr

piiléha k pra¥ jedné sekci ,nad” nim a préak jedné sekci ,pod” nim. Z toho plyne, se
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prilehlosti uvnit urcité haldy mohou byt pouze jednohoéezhto dvou druh a na toto
uréeni stéi libovolny algoritmus cylindrické algebraické dekpozice.
Zjistovani mezihladovéipehlosti je jiz podstath slozijSi, proto se ji budeme blize
vénovat.
Nejprve definujme tzv. korektni cylindrickou algalmkou dekompozici.
Definice 6.6.2:Cylindricka algebraickd dekompozi€e prostoruR’ je korektni, pokud
plati:
1) existuje takovy polynonp O R[Xy, ...,X], jehoZ mnoZina nulovych béde
ekvivalentni s mnozinou sekci rozklabua
2) indukovany rozklad’ prostoruR " je také korektni, pro> 1.4
Pokud takovy mnohiben p existuje, nazyvame jej definujici polynom.
Obecr pak plati, Ze pokud je korektni CAD prostoriR, r > 2, tak i rozkladD’ je
korektni, zarovee jakykoliv definujici polynom p O R[Xy, ...,%] rozkladu D je
diskretizovateln}’ na kazdé hicec O D’ a koneng pro definujici polynonp rozkladu

DjeD= US(p,c), kdeS(p, ¢) je halda nad hikou c, ktera je podmnozinou rozkladu
cD’

D. Navic téz plati i tvrzeni obracené, Ze j®li korektni rozklad, existuje definujici

polynom pOR[X, ...,%], ktery je diskretizovatelny na kazdé ime cOD’, a
D = [JS(p.c), pak je iD korektni.

coD’
Dale je vhodné provést ro¥8hi prostoruR jeho sjednocenim s dvouprvkovou
mnozinou fo; o}, pricemz piSemeR =R O {-o; ©}. Rozsieni provedeme i pro
vSechny cylindry, které se v rozkladu objevibpdou tedy d¥ sekce, nazime je—oo-
sekce a ¢-sekce. Cylindr nad titou oblastiD; tentokrat budeme ztia C'(D;). Jako
S ozna@me roz&eni @islusné haldys
Pro oznaeni novych sekci pouzijme nasledujici indexovaeHi halda Sozna&ena
indexemi a obsahuj¢ sekci, pak bitky odpovidajici—co-sekci a +o-sekci indexujeme
jako (,0)af(, 3 + 2).
Za jadro korektni cylindrické algebraické dekompezize povazovat algoritmus, ktery

nazveme algoritmus ADJ, kteryiireme rozepsat nasleda@vn

1% polynomp je diskretizovatelny na obladh; prostoruR™, jestlizecast mnoziny jeho nulovych bad

lezicich v cylindruC(D;) predstavujek disjunktnich sekci cylindr@(D;), k= 0.

70



algoritmus ADJ (vstupni data algoritmu: polynopid R[X, Y], realnécislo a takové, ze
p(a,y) # 0, racionalntislab; ab, takova, zdx < a < by, piicemzp je diskretizovatelny
v oblastiD; =(b;, @) a zarové p je diskretizovatelny v oblas, = (a, by), vystupni
data algoritmu: seznar; vSech mezihaldovychiiehlosti typu sekce-sekce mezi
haldamiS (p, c®) a S(p, D1), seznamS, véech mezihaldovychfitehlosti typu sekce-
sekce mezi haldand (p, c®) aS (p, D)):
begin
S je prazdna mnozina;
S je prazdna mnozina;
urci realné kaeny ki, ..., kn (m=0) polynomup(a,y) a racionalni hodnoty
ho, ..., hn tak, Ze hp<ky<h;<...<kn<h, (pro m=0 poloz k rovno
libovolnému racionalnimdislu);
do pronénnéu uloZ hodnotub;;
do pronénnév uloz hodnotiby;
dokud existujeh;, 0<j<m, takove, zep(x, h) ma v intervalu(u,v) realny
koren, uloZ dob racionalni (pibliznou) hodnotu $edu intervalu , v) riiznou
od g,
pritad’ dou, v hodnotyb,, b anebdy’, b, tak, aby v intervaluy, v) leZeloa,
(8) don uloz paet realnych keeni p(u, y) v intervalu €o; hg);
uloZ do seznam8,, Ze sekce 0 hald§ (p, c°) je pilehla sekcim 0, 1, ..n haldy
S(p, Dy);
proj od 1 dom udklej:
donj uloz paet realnych kieni p(u, y) v intervalu bj-1; hy);
ulo? do seznam@,, Ze sekcg haldy S (p, ¢°) je pilehla sekcimn + 1, ...,
n + n; haldyS (p, D);
donulozn +n;;
do nm1 uloZ paet realnych keeni p(u, y) v intervalu b, ©);
uloz do seznam@, Ze sekcen + 1 haldyS (p, ¢°) je pilehla sekcimn + 1, ...,
N+ Nme1, N+ Nt + 1 haldyS (p, Dy);
vrat' se na (8) a zopakuj uvedené kroky pro olsinistoD; a pro seznarn;
mistoS;;

end.
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Uvedme nyni cely vylepSeny algoritmus pro korektni mghickou algebraickou
dekompozici v rovit R2.
Algoritmus korektni CAD (vstupni data algoritmu: mnoZina polynbm O R[X, y],
dimenze daného prostoruvystupni data algoritmu: sezndnmdexi burgk korektniho
A-invariantniho rozkladuD, seznam vSech fitehlosti P rozkladu D, cylindricky
algebraicky vzorek):
begin
urci projekeni mnozinu Proj) vstupni mnoziny;
vypcocti reélné kaeny ireducibilnich faktar nenulovych prvie Proj(A) a uki O-
rozmerné buiky indukovaného rozkladD’;
urci testovaci bod pro kazdou itku rozkladuD’;
piitad’ doA" primitivni ¢ast sotinu nenulovych prvic A;
neclt s;<s;<...<Sn, N2 0, jsou testovaci body rozkladD' (Sy+1 jsou
racionalni testovaci body pro 1-roZmé buiky, $;i jsou testovaci body pro O-
rozmerneé buiky);
| je prdzdna mnozina;
P je prdzdna mnozina;
proi od 1 do & + 1 ucklej:
urdi reélné kdenyA (s, y), tim budou znamy sekce hal@iy R
urci indexy burgk v halcE T a gidej je do seznamly
pridej vnitrohaldové filehlosti haldyT do seznamu;
proi od 1 don ucklej:
zavolejalgoritmus ADJ se vstupnimi dat}’, Sy, Si-1 aSis1;
jeho vystupS, a $; uloz doP (zde je pravdpodobné, Ze bude nutné vystup
transformovat tak, aby indexy odpovidalystusnym biakam;
z obsahu seznanRiodvad’ zbyvajici mezihaldovéipehlosti rozkladuD a uloz
je doP;
sje prazdna mnozina;
pouzij testovaci body rozkladD’ k ur¢eni bod cylindrického algebraického
vzorku a uloz je dg;

end.
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Poznamka: Primitivni ¢asti polynomup v promenné x rozumime polynompp(f)

vychéazejici ze vztahpp(f) = 2( 3 kde contf) je nejwtSi spoleény cklitel vSech
cont(p

koeficienti polynomup.+
Obdobné vylepSeni algoritmu cylindrické algebraicdekompozice lze provést i pro
vicerozngrné prostory, zde se vsak jiz jedna o velmi konmpléknou zalezitost. BlizSi

informace k vySe zmimému vylepSeni v rovinize nalézt v [ACM84b].
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7 Matematické programy pracujici s CAD

PrestoZze vyptetni technika a matematické programy praci s elbwamim
kvantifikatori znané ulehtuji, mohou se objevit problémy vychéazejici z velkéh
mnozZstvi vypoéta pottebnych pro jeji aplikaci, zvl&Stpak obsahuje-li kvantifikovana
formule vice promdnnych, gipadreé jsou-li tyto proménné ve formuli obsazeny ve
vysSich mocninach.

Neocenitelnym pomocnikem se v takovéipact jevi programy péitacové algebry,
které jsou schopny eliminaci kvantifikatoprovadt a to i v pomdrné sloZitych
piipadech. V sotasné dob mezi tyto programy p#&t Wolfram Mathematica
spole&nosti Wolfram Research, Maple od spwlesti Waterloo Maple a aplikace
QEPCAD.

Zatimco Mathematica a Maple jsou komplexni materkati vyp@etni prostedi,
v nichz eliminace kvantifikatdr tvoii jen jednu z mnoha jejich funkci, program
QEPCAD je uten pedevSim pro praci s matematickymi formulemi a fejic
zjednoduSovani pragtdnictvim odstr@ovani kvantifikatod. DalSi rozdil 1ze u vySe
jmenovanych progratn nalézt i v jejich dostupnosti, Mathematica i Mag&ou
programy komemi a jsou dostupné pro velkou Skalu opafeh systém (jmenovig
MS Windows, Linux, Mac OS a Solaris), naproti toaplikace QEPCAD je program
volné Sititelny, ovSem spustitelny pouze v systémech Liradaris a Mac OS, coz do
jisté miry z€Zuje jeho dostupnost uZivateh privyklym praci v operaénich systémech
Windows.

V neposledni fadt je také nutné zminit i ifstup k provedeni celé eliminace
kvantifikatori, vtomto smiru je mezi programy vyznamny rozdil. Programy
Mathematica a QEPCAD spoléhaji na jiz starSi, av&#ile vylepSované a
optimalizované verze algoritmu cylindrické algebka#i dekompozice, naproti tomu
program Maple pracuje s trojuhelnikovou dekompozigemérk ma i gikazy pro
cylindrickou algebraickou dekompozici.

Mluvime-li o eliminaci kvantifikatoir, nemusi jit pouze o dokazovani samotnych
kvantifikovanych formuli¢i matematickych &, tato problematika zahrnuje i dalSi
oblasti matematiky (kujikladuieSeni rovnic a nerovnic, jejich soustav, pracengdimi
funkci, vySetovani pfibeha funkci, analytickou geometrii a podaf)n Dilezitou
podminkou pi této praci je vSakigsnost a jasnostigazi zadavanych matematickému

programu.
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Ukazme si na ¢kolika prikladech v jednotlivych programech, jak eliminace
kvantifikatori vypada v praxi a jak ji dZeme vyuzit. [BRO02, BRO03, MAP12,
WOL12]

7.1 Wolfram Mathematica

7.1.1 Program Wolfram Mathematica

Zaénéme praci v programu Wolfram Mathematica.

Wolfram Mathematica je vygetni software fivodné navrzeny britskym &dcem
Stephenem Wolframem a néslédryvijeny spolénosti Wolfram Research se sidlem
v Champaign v lllinois. Prvni verze programu byta pZivatele pistupna od roku 1988
a od té doby dosta jiz do své osmé verzefipemz v kazdé nové verziipesla nove
nastroje a funkce. Pro nas zajimava eliminace Kugtora v matematickych &éch se
objevila ve verzi Mathematica’s (WOL12)

7.1.2 Prikazy programu Wolfram Mathematica

Mezi nejdilezitejSi piikazy programu Wolfram Mathematica pro praci s kifdatory
pati piikaz ForAll [x, tvrzeni] (ptipadré ForAll [x, podminka, tvrzeni], pokud mé
pro zadanou prodmnoux platit jista dalSi podminkaj ForAll [{x1, x2, ...}, tvrzeni],
kdyZ pracujeme s uspidanoun-tici proménnychxy, X, ...), jenz je uzivan jako obecny
kvantifikator [ (velky kvantifikator, ,pro vSechny prvky plati“fa pikaz Exists [x,
tvrzeni] (pfipadré Exists [x, podminka, tvrzeni] neboExists [{x1, x2, ...}, tvrzeni)
reprezentujici existéni kvantifikatord (maly kvantifikator, ,existuje takovy prvek, pro
ktery plati“). Chceme-li najklad zadat matematickou formuli odpovidajici zépis
(0X) (Oy): ¥ - y* +xy- 520, vyuZijeme kombinaci prévtschto pikazi ve tvaru
ForAll [x, Exists [y, x"2 —y"2 + x*y =5 >=0]] Program na potvrzenifi@atého
prikazu vypiSe na obrazovku zapigl}—5+x"2+xy -y"2 =0.

Chceme-li do zadavané formule zapsat soustavua@vnierovnic, je pak nutné pouzit
logické spojky AND pro logickou operaci konjunkci @R pro disjunkci, ficemz
spojka AND je v programu Mathematica reprezentovaapisem&& a spojku OR

zastupuje zapig.

» Samotné jméno ,Mathematica“ nepochazi od Stepkéniframa ani 4dného z jeho kotegile navrhl

jej Steve Jobs, ktery s Wolframem udrZovitplstvi.
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Nejprve se zagfme na samotny algoritmus cylindrické algebraickéodepozice, jehoz
prostednictvim Ize ziskat cylindricky algebraicky vzoneto zadané formule. #eme
pouzit gikaz CylindricalDecomposition [nerovnice, {x1, x2,..}] ktery vypiSe
rozklad celého prostoru do jednotlivych disjunkinfaurek. Tato jednoducha operace
vSak niZze mit vystup, jenZ bude relatisloZité interpretovat, navic vysledek zahrnuje
jen buiky, které spiuji nerovnici. Ukazme to v navaznosti n#egchozi ulohu na
polynomu x* - y*+xy—5. Samotny rozklad je nutné provést nejlépe wecht
odcklenych krocich, protoze argumenterfikpzu CylindricalDecomposition smi byt
pouze nerovnice, ffpadré rovnice, nikoliv samotny polynom. Proto piSeme &dd

nejprve ve tvaru CylindricalDecomposition [x*2 -y"2 +x*y =5>0, {X, y}}

dostaneme vystup(x <- 2&&5—1x/_«/—4+x <y<—+—\/_\/—4+X N(x>2
&&5_1\/‘«/ 4+ X7 <y<§+1\/_\/ 4+x?), dale pak

CylindricalDecomposition [x"2 —=y"2 + x*y =5 ==0, {X, y}} obdrzime rozklad ve
tvaru (x <—2&&(y—— - —\/_\/—4+X lly== 5+—\/_\/—4+x Ml
(== -288y==-D)[[(==28&y==D)[[(C28&0== 5= VE-4+x* [ly==

§+_ V5N -4+x? )) a aby byl vyet vSech bukk kompletni, je doiktice nutné

zadat je&t piikaz CylindricalDecomposition [x"2 —=y"2 + x*y =5<0, {X, y}] na

néjz program odpovi rettzcem (x <—2&&
< -2 V5= anx > 225 V-aext)| -2ex<2lix  -288(y< 2

%\/5\/—4+x2 [ 2 J5V-a+x7)) .

Interpretace vysledkse niize zdat komplikovana, nicmé&meni tomu tak. Prvni vystup

uréuje dw buiky, z nichZz pro jednu platk<-2 ay je shora a zdola omezeno

hodnotamigt%\/gﬁv—4+ x* (ozn&me ji D13) a pro druhow > 2, gicemZ proy
opét plati omezeni shora i zdola hodnot&?.’t%\/g Q/-4+ x* (zna&imeDs3). Druhy

vystup popisuje vice béhk, prox <-2 je hodnotay pfimo rovna \/_B/—4+ x?
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(popisujeme tedy dvoddlené ¢asti jedné ¥tve zadané hyperboly; oztrae jeD;; a
D14), dale dva samostatné body o igalnicichx =-2, =-1 (zn&me jejD2y) ax =2,

y =1 (buika D4y) a konéné pro x > 2 ogt dwv¢ oddlené ¢asti druhé wtve hyperboly,
kdyy = gi %\/E 3/-4+x*> (ozna&ime Dsy a Dsy). Posledni,ieti vystup pak popisuje

zbyvajici buiky, které jsou pro hodnoty< -2 ax > 2 dokonce slotené, nebt porad
sdruzuji pipadyx <-2,x=-2 ax> 2,x=2. Tyto buiky reprezentuji ty oblasti, které

pro y spkiuji bud’y>§+%x/§B/—4+x2 aneboy<§—%x/55\/—4+x2 (zna&me je

pop(fadé D11, D15, D21, Daos, Dag, Dss, Ds; a D55). Mimoto dostavame vyjédnim

fetzce nerovnosti2 <x < 2 posledni biku D3. Situace pak vypada nasledévn

D, 84

D, 6 0.

Obrézek 22: Dekompozicé Rodle Kivky
uréené rovnici K —y* + xy =5 =0

Po takto provedeném rozkladu by v algoritmu cylickis algebraické dekompozice
nasledovalo napémi seznamu testovaciho hipd ¢ili faze konstrukce hald
prostednictvim konstruovani a prochazeni stromu vzniklélad rozkladenD. Pro
vygenerovani seznamu testovaciho vzorku existuje ftikap
SemialgebraicComponentinstances [nerovnice, {x1, x2.}], ktery provede rozklad a

vrati alespa jeden testovaci bod pro kazdou oblast zadané niesv

77



Nevyhodou je ale jako vipdchozim postupu épfakt, Ze navracené testovaci body
odpovidaji pouze oblastem, v nichZz je zadana négevpravdiva. Je tedy nutné
postupovat po castech a uplatnit ifkaz postup®, nejlépe po fack pro

X -y +xy-5>0,x -y +xy—5=0anakonec pré -y’ +xy—5< 0.

Pii praci s nerovnict® —y*+xy-5> 0 piSemeSemialgebraicComponentinstances
[x"2 = y"2 + x*ty =5 >0, {X, y}] a program odpovi vypisem mnoZziny testovacichibod
{{x --3)y =-0},{x -3,y -0}} . Mame tedy dva body testovaciho vzorku
s=([-3; 0], [3; 0]).

Dame-li no¢ ziskané informace dohromady ivé ziskanym rozkladenD podle
polynomux® — y? + xy — 5, zjistime, Ze testovaci bod3; 0] zastupuje celou tiku D13,
zatimco bod [3; 0] reprezentujeitku Ds3.

Pro Uplnost mZzeme celou situaci zobrazit v grafu i se zvysagimi testovacimi body
pomoci pikazu  Show [RegionPlot [x"2—y"2 + x*y =5 > 0, {x,-10, 10},

{y, =10, 10}], ListPlot [{x, y}/.%]], kde RegionPlot [nerovnice, {X, ¥in, Xmax}, {Y,
Ymin,» Ymax}] VYKresli samotny graf nerovnice &ikazemListPlot [{x1, x2, ...}] jsou do
n¢j zaneseny zjighé testovaci body.

Jak jiz bylo fe¢eno, vySe popsana situace ale odpovida zadané niarotedy

x> —y*+xy-5>0, a pro tut@ast roviny jsou vypgitany i testovaci body. Chceme-li
ziskat i zbyvajici body pr@ast roviny, ktera nerovnici neodpovida, feba pouzit
pozmenény pitkaz SemialgebraicComponentinstances [x"2 y"2 + x*y =5 == 0,

{X, y}] a dale pak je&tSemialgebraicComponentinstances [x"2 y"2 + x*y =5 <0,

{X, y}l, ¢cimZ pokryjeme i zbyvajictast roviny a nalezneme testovaci body i pro ostatni
bunky rozkladuD.

Pro prvni z pikazi SemialgebraicComponentinstances [x"2 y"2 + x*y =5 == 0,

{X, y}] dostavame {{x e—\/g,y -0},{x e\/g,y -0}} a testovaci vzorekstak
doplnime o body -{\/3;0] a [\/5;0]. Pro posledni ifkaz ve tvaru

SemialgebraicComponentinstances [x"2y"2 + x*y =5<0, {X,y}] je odpo¥di
programu  vypis {{x --3)y ->-7}{x --3)y =3}L{x -0y -0}{x -3y —-
3}{x -3,y =>7}} . Tim ziskdvame kompletni soubor testovacichib®d ([-3; -7],
[-3; 0], [-3; 3], [-+/5; 0], [0; 0] [v/5:; 0], [3;-3], [3; O], [3; 7]), ktery niZeme pouzit

jako cylindricky algebraicky vzorek.
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Za povSimnuti téZz stoji, Zze zatimco BkrrozkladuD je dohromady 16, testovacich
bodi mame jen dest. Ktomu doSlo proto, Ze ¢hteré sousedni iy, na nichz
nedochazi ke z#smé znaménka hodnoty polynomu, jsou slemy a reprezentuje je
pouze jeden testovaci bod. Kiktadu buiky D1y, D2y a D14, jenZ tvdi jednu z ¥tvi
paraboly a pro v8echny plati rovnogt—y? +xy—5 =0, znaménko polynomu tedy
zustava ve vSechéthto buikadch stejné, jsou reprezentovany pouze jednim bodem
[-+/5;0].

Toho Ize vhoda vyuzit a snizit tak pay testovacich bad Pokud misto dvou
oddslenych pikazi SemialgebraicComponentinstancespro x> —y*+xy-5=0 a
X% —y* +xy - 5 < 0 zadame jedinyifkaz ve tvaruSemialgebraicComponentinstances
[X"2 =y"2 + x*y =5 <=0, {X,y}] obdrzime od programu na vystupu pouZe t
testovaci body{{x -0,y -0}{x —>-+/5,y 50L,{x —>+/5,y 50}} . MiZeme takto
sestrojit nejmensi mozny cylindricky algebraickyokek s’ = ([-3; 0], [—\/E; 0], [0; O]
[\/5; 0], [3; 0]), pro ktery plati, Ze testovaci bohB; 0] a [3; 0] odpovidaji hikam
D13 aDss, bod E\/E; 0] reprezentuje jednuetev hyperboly sestavajici z btknD;2, D14

a Doy, zatimco bod {/3 ; 0] odpovida sjednoceni htknD4,, Ds; a Dsys a posledni
testovaci bod [0; 0] odpovida sjednoceni vSech ajigich burk rozkladuDj;, Dis,
D21, D23, D3, D41, Das, Ds1 a kon€né Dss.

Grafické znazoréni vSech bod testovaciho vzorkd pak vypada nasledon
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Obrazek 23: Cylindricky algebraicky vzorek s’
se znazorénou nerovnici X—y* + xy =5 >0

Ne vzdy ale vyjde soubor testovacich tadkto relativié jednoduse. Jako ukazku, jak
komplikované niZze byt jejich ziskani, pouzijmefiglad z online napasdy Wolfram
Mathematica 8 Documentation, kde jeiikaz @gedveden na nerovnici
16y% + 4¢C - 4x < 1. Hi zadani SemialgebraicComponentinstances

[16y"2 + 4x"3-4x <=1, {x,y}] vyprodukuje program odpeéd ve tvaru

1 1
{{x -1y e—z},{x --1y -0}{x --1y az},{x --1,

MHx -»-1y -——}{x -0y e——}{x -0,y -0}{x -0y e——}{

7 M

Xx-0y —>—

4\/_

{x -0y >—=1}{x -—Roof][ —-1-4#1+4#3&,1],y -0}{x -R

1 1
w2 w2
oot —1-4#1+4#3&,2]y -0}L{x —Root] -1-4#1+4#3&,2]y -0} .
PtikazemShow [RegionPlot [16y"2 + 4x"3- 4x <=1, {x,—-0.5, 0.5}, {y,~1.25, 1.25}],
ListPlot[{x, y}/.%]] opit miZzeme vykreslit oblasti odpovidajici zadané nerdvinge

zjistetnym testovacim vzorkem.
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Obrézek 24: Testovaci body pro nerovniciZd6yx’ —4x <1

V interpretaci vystupu se musime vyadat s kolika komplikacemi. Za prvé se ve
vypisu nachazi #které body, jejichz sdadnice jsou vyjagbny pomoci odkazu na
koreny polynomu # - 4x — 1 misto konkrétni hodnotou (v tomtéigads jsou kdeny
nasledujicix; = = 0,84, x, = — 0,27, x3 = 1,11), za druhé, jak je z obrazku &tidje
testovacich baidponmerné velky paiet, kcemuz dochaztasténé diky komplikovanosti
zadané nerovnice, ale hlavkvili tomu, Ze v gkterych oblastech roviny, ktetdovek
na prvni pohled vnima jako jedinoutthu, se jich nachazi¢kolik. V tomto pipad
pocitat nedokazal provést jejich sleeni tak, aby je bylo mozné reprezentovat pouze
jedinym bodem.

Vezmeme-li ktomu v Gvahu, Ze se jednd pouze mvast body spiujici nerovnici
16y* + 4¢ - 4x < 1, a chceme-li soubor testovacich baodzstit na cely prostoR[x, Y]
pouZitim fslusného fikazu i pro nerovnici 18 + 4 - 4x > 1, je Zejmé, Ze ziskavat
testovaci body pro cylindrickou algebraickou dekoamipi timto zgisobem a nésledn
pomoci &chto bod provadt eliminaci kvantifikatod je dosti neefektivni. Mathematica
algoritmu eliminace kvantifikatér

Pro provedeni kompletni eliminace kvantifikdtotak ntiZzeme pouZzit ikaz
Resolve [vyraz] (pripadré Resolve [vyraz, obor] kde oborem mohou byt realna a

komplexni ¢isla nebo hodnoty Booleovy algebry)¢eny @gimo ke zjednoduSovani
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kvantifikovanych matematickych formuli. Lze takélatpit piikaz Reduce [vyraz, X]
(ptipadre Reduce [vyraz, promgénné, obor], kde oborem jsou cela, realna nebo
komplexnicisla), obec#& uzivany proieSenic¢i zjednoduSeni zadanych uloh, jenz Ize
uzit i k odstrasni kvantifikatofi. Kombinovanim nebo vifovanim &chto vyse
uvedenych fikazi v kombinaci s fikazy ForAll[] a Exists [] sestavime instrukci
odpovidajici zadané formuli a pozadavku, co s nprogram udlat. [WOL12]

7.1.3 Priklady v programu Wolfram Mathematica

Piiklad 7.1.3.1:Pomoci programu Mathematica rozh&@n o pravdivosti tvrzeni
(Ox): X = 0.
Jak vime z fedchoziho textu, toto tvrzeni je pravdivé, k tomptznani jsme ale
dosli logickou rozvahou a nasledpocetns, nyni je Ukolem provést rozhodnuti
pomoci matematického programu. ZapiSertigaz ve tvaruResolve [ForAll [X,
x"2 >= 0]], ktery p@itat v podstat instruuje, aby zjednodusil nerovnié= 0, jeZ
ma& platit pro vSechna realnd a dostaneme odp&’ True . To znamena, Ze
formule (Ox): X* = 0 je pravdivée

Jak jiz bylo poznamenandide, je teba i zapisu pikazi davat pozor na spravnost a

presnost instrukci. Problémy mohou nastat zvlg#t uspdadani kvantifikadtar a

kvantifikovanych prorannych ve formuli. Ukazme si to ndikladu.

Priklad 7.1.3.2:V programu Mathematica sestrojtéikaz pro zjednodusSeni formule
(IX)(Oy): x +y = 0 a rozhodéte o jeji pravdivosti.
Zadana formule [x)(Ody): x +y = 0 iika, Ze existuje takové redlrgslo x, Ze pro
vSechna realn&isla y pak plati rovnostx +y =0. Takové situaci samigjmeé
odpovida pikaz ve tvaruResolve [Exists [x, ForAll [y, x + y == 0]]] Zvidavého
¢ten&e jisk napadne, Ze dosti podobnou instrukdRgsolve [ForAll [y, Exists [X,
x +y == Q]]], kterd by snad mohlargdchozi pikaz nahradit. Tak tomu ale neni,
kazda zdchto formulaci vyjatbje jinou skuténost. Prvni skutaé popisuje
v zadani danou situaci, kdezto druhd se da matekoati formuli zapsat jako
(Oy)(CX): x +y = 0, neboli pro vSechna realtslay existuje ®jaké realnésislo x
takové, Ze satetx +y je roven nule.
Rozdil je pak nasle@ni ve vyhodnoceni pravdivosti. Zatimcdikaz Resolve
[ForAll [y, Exists [x, x + y == 0]]] patici k formuli (Jy)(CX): x +y = 0 da uZivateli

odpovd True (a tedy formule je vzdy pravdiva), nebpro libovolné reélnéislo
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existuje ¢islo op&né a jejich sotet je roven nule, naffkaz Resolve [Exists [X,
ForAll [y, x +y == 0]]], ktery odpovida zadanému tvrzeni, odpowi{a False .
Tuto odpo¥d budeme interpretovat tak, Zze zadana formise([Jy): x +y = 0 neni
pravdiva, jelikoz zZadné takové realdéslo x, jehoz sotet s jinym libovolnym
realnym¢islem by byl nulovy, neexistue.

Pifklad 7.1.3.3:Ur&ete obor pravdivosti nerovniod + 2¢ — 21 - 22x + 40 < 0.
Pro za&atek zapiSme zadanou nerovnici o0 jedné neznamé gorazeni
(I): X' + 2¢ — 2@ - 22x + 40 < 0, taifkd, Ze existuje takové redlrigslo x, Ze
vysledna hodnotaipjeho dosazeni do tohoto polynomu bude menSi n& bziti
piikazu ve steném tvaru jako ygghozich fikladech, a sicdResolve [Exists [X,
XN+ 2xXN3 = 21x"2 = 22x + 40 < 0]) mnoho nepoiive, dostaneme totiz odpal
True , kterd nas pouze informuje, Ze tak@islo x existuje.
Muzeme ale zkusit trochu experimentovat se zapisékazu, zapiSme jej ve tvaru
Resolve [ForAll [x, X0 <x <x1, XM + 2x "3 21x"2 - 22x + 40 < 0], {x0, x1}]
tedy Ze nas zajimaji vSechéialax patici do jistého intervaluxg; x;). Odpowdi je
rettzec
(X0< —5&&X1<X0)||(  —-5Xx0<-2&&X1<-2)||( —2<x0<1&&x1 <x0)||(1 <
X0 <48&x1<4)||(x0>4&&%x1  <x0) . Na prvni pohled je interpretace&chto
vysledki obtizna, p blizSim pohledu ale zjistime, Zetwreme ,vyskrtnout” prvni,
tieti a patou zavorku, které obsahuji nerovndstx0, jenz odporuje vikazu
zadané nerovnosti  x0<x<x1 . Tak Zistane pouze zapis
(-5<x0<-2&&X1<-2)||(1 <x0<4&&x1<4), z rthoZ jiz dostaneme sjednoceni
intervali (- 5;-2)0 (1;4), vnichZz nerovnostx®+ 2¢ - 21¢ - 22+ 40 < 0
skute&ngé plati s

Piiklad 7.1.3.4:Rozhodite o pravdivosti formule [y):y*-3y*+2y-620.
V piipac, Ze se jedn& o nesplnitelnou formuli, pokusteaéat vSechny hodnoty
kdy plati nerovnosy® — 3y* + 2y — 6= 0.
Zadame pikaz ve tvaru Resolve [ForAll [y, y*"3-3y"2+2y-6>=0]] a
dostaneme odped’ False . Jedna se totiz o polynorretiho stups a je tedy jisté,
Ze pro rkteré hodnoty, kterych @ie nabyvat realna pramnay, je vysledek

zaporny, zatimco pro jiné naopak kladny. Zadandfbe tedy neplati.
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ZapiSme pikaz takto: Resolve [ForAll [y, y>y0, y*"3—3y"2 + 2y—6 >= Q]
tentokrat dostaneme odpal/y0=>3. Z toho vidime, Ze zadana nerovnost je &mn
pro libovolnou hodnotiislay = 3. NapiSeme-li naopakiikaz Resolve [EXists [y,
y <3, y*\3-3y"2 + 2y—-6 >=0]], vysledek budeFalse , coZz znamena, Ze pro
Zadnéy < 3 uvedena nerovnost neplati.

Krom¢ toho, Ze se nam poda eliminovat kvantifikatory ve formuli
(Oy): ¥ -3y + y - 62 0, zjistili jsme i kolik informaci o samotném polynomu
y> -3y’ + 2y — 6: polynom mé pouze jeden redlnyiéoy =3, proy > 3 nabyva

kladnych hodnot, zatimco pyo< 3 dostdvame hodnoty zapomné.

VySe vtextu jsme se jiz zminili o tom, Ze elimindwantifikatori Ize uplatnit i

v takovych oblastech, jakymi jsou régad analytickdA geometrie, vy$evani

parametrickych systéim¢i prace s limitami nebo omezenosti funkci. UkazZint sha
konkrétnich pikladech:
Pifklad 7.1.3.5:Nalezréte feSeni rovnice® - 2¢ + 3 =—xC + 2x + 3.

Podle zadani hledame takové hodnoty pnomé x, pro réz by platila rovnost
X = 2¢ +3 ==X+ 2+ 3. Jinymi slovy nas fite gedrt zajimat, je-li pravdiva
matematicka formule ve tvari)): x> - 2¢ + 3 =— x> + 2 + 3,
Zadejme pislusny pikaz Resolve [EXists [X, X"5- 2x"2 + 3 ===x"3 + 2x + 3]].
Odpowd je True , alespd jeden kden rovnice tedy existuje. Podle zadani ale
mameieseni pimo nalézt, nejen pouze &it, zda existuje.
Vzhledem ktomu, Ze rovnice obsahuje pouze jednzndmaou, ktera je vSak
v zapisu pislusné matematické formule kvantifikovana, dojd& pliminaci
kvantifikatori k jejimu odstraéni. Hodnotu kéeni tak nejde zjistit.
Prove’me ale drobnou Upravu. Zaime druhou neznamoy pricemz ji polozime
rovnou napiklad pravé strah naSi rovnosti. Dostdvame talettzec rovnosti
y=x—2¢ +3=—x+ X+ 3, ktery niizeme téZ fepsat do tvaru soustavy dvou
rovnic o dvou neznamych
y=x-2¢+3

X -2 +3=-x+2+3,
Kvantifikujme existefinim kvantifikAtorem pouze jednu z neznamyi@dkreme, zZe
ji bude neznama vy, a formule pak bude ve tvaru
(Oy):y=xX-2¢+30x - 2¢+3=-xX+ 2+ 3. Do programu pak tento zapis

muzeme zadat spolu sikazem pro jeji vieSeni jakoResolve [Exists [y,
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y == X"5 = 2x"2 + 3 && X5 — 2x"2 + 3 ==—x"3 + 2x + 3]|'>.  Vystupem je
ekvivalentni formulex==0|| —-2-2x+x ?+x*==0.
Jednim kéenem je pak = 0, ostatnifeSeni odpovidaji realnym k@nim rovnice
x* +x% — 2x— 2 = 0, které jsou dva, na jejich hodnoty vSak ¢ipifstupem uZivatel
nedosahné’®
Nalezeni zbyvajicich keni je pak tedy zalezitosti uZziti jinychigazi programu,
nagiklad FindRoot [vyraz, {x, X0}], které vsak jiz s eliminaci kvantifikatoptimo
nesouvisi

Piiklad 7.1.3.6:Zjistéte, zda maji kuZelosky dané rovnicemi® +y* =4 ay? =x + 1
n¢jaky prasetik ¢i nikoliv.
Mame d& kuZeloseéky, kruZnici zadanou rovnick’ +y? =4 (sted ma v bod
S=[0; 0] a polondr r =2) a parabolu? =x+ 1 (vrchol V=[-1; 0], ohnisko

F =[—:31;o} a Fidici pimka d: x = —g). Pokud existuje #aky jejich spolény

bod, pak musi byt také sghma formule (X, y):x*+y* -4 =00x-y*+1=0.
ZapiSme pikaz Resolve [Exists [{X, y}, X"2 + y"2-4 == 0 && x = y"2 + 1 == 0]]
a nechme program provést eliminaci. Odfabye True , takZe takova dvojice (je
minimalné jedna) ¢isel x ay, ktera spiuje zadanou formuli, existuje. Tim jsme
dokazali, 7e dana kruznic€ +y* =4 a parabola? =x+ 1 maji alespd jeden
prasesik.

Zkusme s fikladem trochu experimentovat a upravmeifasovy piikaz do tvaru
Resolve [EXists [x, X2 + y"2- 4 == 0 && x —y"2 + 1 == 0]] Vzhledem k tomu,
Ze tentokrat mame kvantifikovanu pouze péanmoux, nikoliv vSak prontnnouy,
bude se odpad liSit: -3-y"2+y*4==0 . Opst jsme dostali formuli bez
kvantifikatori, pricemZ vime, Ze realn&eSeni rovnicey’-y*-3=0 budou
odpovidaty-ovym soutadnicim dokazovanych fseiika. Nyni musime zjistit, jestli
tyto realné keeny skuténé existuji. Na pikaz Resolve [Exists [y, YO Reals,
yrM —y"2 =3 ==0]] nam da program odpd&¥ True, tim jsme dosgi ke

12 Mazeme také vyuZit tranzitivnosti relace ,rovna se‘ely pikaz zapsat ve tvarResolve [Exists [y,
y == x"\5 = 2x"2 + 3 === x"3 + 2x + 3], vysledek eliminace bude v obofigmdech totozny.
'3 Bohuzel zde nepoiite ani uZiti pikazu SemialgebraicComponentinstancesjak by se mohlo na

prvni pohled zdat, program se i v tomidpads odkaze na kieny polynomu* +x% — 2x — 2.
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stejnému vysledku jako uigdchoziho postupu a dokazali jsme, Ze kruZnice
X% +y* = 4 a parabol§? = x + 1 skuténé maji alespn jeden pisesik.¢

Piiklad 7.1.3.7:VySetete existenci feSeni kvadratické rovnice B +bX+3 <0
v zavislosti na zadaném paramdiru
Prvnim a zaroue nejjednodussim ukolem v tomtdijpact bude zjistit, zda &aké
reSeni wbec existuje. PouzZijme fixaz Resolve [Exists  [{X, b},
2x"2 + b*x + 3 < 0]], na &)z dostaneme od paace odpoed True . Existuje tedy
takova dvojicex, b, pro niz je splana dana nerovnost.
Zajimaji-li uzivatele dalSi podrobnosti, jelba zadany zapis poupravit. Pouzijeme
piikaz Resolve [Exists [x, 2x"2 + b*x + 3 <0]] ktery odpovida formuli

(IX): 2¢ +bx + 3 <0, vystupni formule bez kvantifikdlopotom bude obsahovat
pouze paramets a bude ve tvarb<-2/6[|b>2 /6.
Vysledek si zaslouzi trochu blizi prozkoumani, isyp<-2+/6|[0>2 /6

uzivatele informuje o tom, Ze skdt€& existuje hodnota proénné x, pro kterou

nerovnost plati, ovSem tato existence je zavisi&gpma hodnat parametrib, ktera
musi spadat do sjednoceni intefvéteo; —2+/6 ) 0 (24/6 ; ®). Jinymi slovy, je-li
parametrb hodnota z vySe zméného sjednoceni interndgal pak ma nerovnice
2¢ +bx + 3 < 0 redlnéeSenie

Priklad 7.1.3.8:Urcete limitu funkcef (X) = % pro hodnoty — co.
X —

Zjisteni limity racional lomené funkcef (x) = % pro x — o je pongrné
x_

jednoduché I@m35X2:§), i presto nam tento fiklad miZze poslouzit
X—0 3¥ —
k netradénimu pohledu na problém. PopiSme jej pomoci ekeivaliho zapisu

oX <§+£. Zadame-li
3x-2 3

pocitaci ptikaz Resolve [ForAll [e, € > 0, Exists [x0, x0O Reals, ForAll [x, x > X0,

definice limity: Q&> 0)(x O R)(OX > xo): g—g <

5/3 - & < 5x/(3x— 2) < 5/3 +¢]]]] , vypiSe vysledek eliminacErue . Vime tedy, ze

nas kvantifikovany zapis limity funkcd (X) je spravny a pravdivy. Limita

lim

X~ 3X =2

je skutén¢ rovnag.
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Nemusime se ale omezovat pouze na potvrzovani pgstinych fakfi, patita
nam nize limitu i sdm spdtat: po zadanResolve [ForAll [e, € > 0, Exists [xO0,
ForAll [x, x>x0 && a OReals, a—€<5x/(3x-2) <a +g]]], {a}] dostavame

vysledek (hledanou limitu funkceF=5/3 .+

2

Piiklad 7.1.3.9:Ur¢ete, zda je funkcéd (x) = 35X > omezena ve svem deftnim
X

oboru.

Nejprve o¥fme omezenost shora. | vtomtéikladu musime nejive problém

pievést na kvantifikovanou formuli, kterou tentokrattuzeme zapsat
5x°
3x-2

K> 0, Exists [X, 5x"2/(3x—2) > K]]] a odpo¥di budeTrue . To znamena, Ze

> K. Paitati ji zaddme jako fikaz Resolve [ForAll [K,

(OK > 0)([(X):

2

funkcef (x) = neni shora omezena. &me jeS¢ omezenost zdola pomoci

5x2
3x-2

5x"2/(3x = 2) < K]]]. | tentokrat dostaneme odpk/ True , funkcef (x) tedy neni

formule (OK < 0)(XX): <K a pikazuResolve [ForAll [K, K < 0, EXxists [x,

omezena ani zdola.
[HONO8, HORO09, HOP, WOL12]
Pozndmka: Ekvivalentr® jde pislusnd formule zapsat i jinak. Prvni pro omezenost

5x2

<K, druhou pro

shora nizeme nahradit formuli ve tvarulCK)(Cx):

5x2
3x-2

Zarover nam eliminace kvantifikatér miZze pomoci p feSeni jednoduchych

>K.¢

omezenost zdola pak zapisenkKj([Ix):

optimaliza&nich dloh, v takovém ifpadt je pak zvlag nutné zapsat danou formuli

piesré, pricemz se prawpodobr nevyhneme ani dodateym podminkdm z dané

tlohy vyplyvajici. Ukazme si to na nasledujici @oz

Priklad 7.1.3.10:Uhli z uhelnych dail Karvinska a Mostecka se vozi do Olomouce,
Ceskych Budjovic a Brna. Den# se niize z Karvinska vyvézt 300 tun uhli a z
Mostecka 250 tun. Degirje poteba dodat 140 tun uhli do Olomouce, @&skych
Budgjovic 200 tun a do Brna 210 tun. Nalétn zpisob rozvozu, $ kterém budou

naklady nejnizsi, jestlize vite, Ze nejvysSi mo#eani dodavka z Karvinska do
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Brna je kvili vyluce sniZzena na maximari20 tun uhli. Naklady na dopravu jedné
tuny uhli z dolu do mista sgeby jsou v tabulce.

cenav€zatunt Olomouc C. Budgjovice Brno
Karvinsko 12 12 6
Mostecko 8 7 9

(Uloha je zaloZzena na optimalirdch ulohach z [DUP82], kde Ize nalézt i téai
zpusobieSeni dané problematiky.)
Nez z&neme provagt samotnou eliminaci, je nutné nejprve sestavislpSnou
matematickou formuli. Tomu v tomtatipadt predchazi jest zavedeni neznamych
a jisté upravy.
Podle zadani sestavime seznam vypovidajici o cgtkounoznych dennich

vyvozech z &Zebnich oblasti a celkovych dodavkach do cilovyébtm

z Karvinska ........ccccceeenn. 300 tun
z Mostecka ...........ouveeeeee. 250 tun
do Olomouce.................. 140 tun
do Ceskych Budjovic ... 200 tun

doBrna.....ccccoeeeeeeeeeeennnn. 210 tun

Dale ozname paet tun uhli pepravenych z Karvinska do Olomouce neznamau
pocet tun dovezenych téZ z Karvinska tentokrat@skych Budjovic neznamoty.
Pak je jasné, Ze pet tun dovezenych z Karvinska do Brna odpovida itozd
300- (x +y).

Ziskavame tak prvrifadek tabulky s daty a‘epraveném uhli.

prepravené tuny  Olomouc C. Budgjovice Brno

Karvinsko X y 300- (x+vy)

Obdobnym zpisobem jme schopni doplnit Udaje i do druhéadku tykajiciho se
piepravy uhli z Mostecka. Do Olomouce je nutné dapreslkem 140 tun uhli,
z Mostecka je jich tedy piba ivézt jest 140- x, doCeskych Budjovic jiz bylo
dovezenoy tun z Karvinska, z Mostecka tak zbyva dopravit 200a konéné

Z Mostecka do Brna bude dovezeno 21B00—- (x +y)] = x+y— 90

prepravené tuny  Olomouc C. Budgjovice Brno
Karvinsko X y 300- (x +vy)
Mostecko 140-x 200-y x+y-90
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Vzhledem k tomu, Ze pracujeme s mnozstvim (tunalnti),umusi byt jednotlivé
vySe vypsané vyrazy nezaporné. Pro pradiek tabulky tedy plati podminky
x=0,y=0,x+y< 300,

pro druhy pak

x< 140,y < 200 ax +y = 90.
Zarover jeS€ musime zohlednit posledni podminku obsaZenidon@ v zadani a
fikajici, Zze kwli vyluce Ize kazdy den dopravit z Karvinska do 8maximalg 120
tun, proto 30G- (x +y) < 120 a po Uprayx +y = 180.
Nakonec sestavime fuétki pedpis pro celkové zisky zatrgpravené uhli
f(x,y) =1+ 12y + 6]B00 - (x +y)] + 8[(140- x) + 7{R00-y) + A(X +y — 90).
Tento edpis jedt upravime do tvarfi(x, y) = 7x + 8y + 3510.
Uloha nyni spéiva v hledani extrému, jmeno¥itminima, pro funkcif (x,y)
s predpisem odpovidajicim polynomialnimu vyrazu ve dpoomennych, gicemz
ob¢ promeénné jsou omezeny stanovenymi podminkami.
Zda rejaké ieSeni wbec existuje, rizeme owfit eliminovanim kvantifikatak
z formule (OXo, Yo, X0 =0, Yo= 0, X + Yo < 300, X < 140, yp < 200, Xo + Yo = 90,
Xo+Yo=180)0 %y, x=0, y=20, x+y=<300, x<140, y<200, x+y=90,
X+y=>180): &+ 8y+ 3510 7%y + 8yp + 3510 Tato formule tika, Ze
v podminkami vymezené&asti prostoru existuje¢jaky bod o sokadnicich o; yo
takovy, Ze jeho funini hodnota je menSi nez pro jakykoliv jiny bod totéblasti.
Zadejme do programu Mathematica odpovidajftkgz Resolve [Exists [{x0, y0},
X020 &&y0 20 && x0 + y0 < 300 && x0 < 140 && y0 <200 && x0 + y0= 90
&& x0 +y0 =180, ForAll [{x,y}, x=20 & & y =20 && x+y <300 && x <140
&& y <200 && x+y=290 && x+y=180, 7x + 8y + 3516
7x0 + 8y0 + 3510]]] Odpovd programu je True , to lze interpretovat jako
existencifeSeni. Skuta¢ tedy existuje alesmojedna takova uspadana dvojice
[Xo; Vo], ktera produkuje hodnotd (x,y) mensSi ¢i nejvySe rovnou funénim
hodnotam vSech ostatnich dvojic Y].
V této chvili by bylo pijemné moci zjistit imo hodnoty &chto dvou neznamycky

a Yo. Zkusme proto sestavit p&kud obnEénénou matematickou formulil{x,y,

14 7 formule mizeme bez problému vypustit podminky+y, > 90 ax +y= 90, protoZe jestsilngjsi

podminkou jsou podminkxs +y, = 180 ax +y = 180.
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x>0, y=20, x+y<300, x<140, y=<200, x+y=>90, x+y=180):
7x + 8y + 3510= 7xo + 8yp + 3510. V ni se vyskytuji @vkvantifikované prordnné
X, y a d& volné promdnnéxo, Yo. Disledkem eliminace kvantifikatbw této formuli
tak bude vyjateni formule ekvivalentni pomoci préatéchto volnych prorsnnych.
Na pikaz Resolve [ForAll [{x,y}, x=20 &% y 20 && x+y <300 && x < 140
&& Yy <200 && x+y 290 && x +y =180, 7x + 8y + 351& 7x0 + 8y0 + 3510]]
program  odpovi  ekvivalentni  formuli  tvaru (x0ly0) [OReals&&
-1300+7x0+8y0 <O.

Reseni %o; yo] podle vysledku leZi v polorovénp: 7x + 8y — 1300< 0, neni v3ak
takto jednoznén¢ dano, protoze ve vstupni formuli nebyly zohl&ayn podminky
tykajici se hodnoky a yo. DalSim moznym postupem by v takovéitippds bylo
hledani piéiniku polorovinyp a oblasti omezené zngmymi podminkami, to je vSak
zbytein¢ slozité. JednodusSsSi cestu zvolime, pokusime-liz ssystupni formule
odstranit jednu z proémnych. Toho lze po#smné lehce dosahnout i tim, Ze
pozmenime vstupni formuli do podoby, v niZ se bude vygkat pouze jedna volna
proménna,reknimeyy.

Takova vstupni formule bude vypadat takfox{, xo=0, yo= 0, Xo + Yo < 300,
X0 < 140, yp< 200, X +Yo=90, X +Yo=180)( %y, x=0, y=0, x+y< 300,
X< 140,y < 200,x +y=90,x +y= 180): & + 8y + 3510= 7xp + 8y, + 3510. FPikaz
programu zapiSeme do formRResolve [Exists [x0, x&@0 && y0 =0 &&
X0 + y0< 300 && x0 <140 && y0 <200 && x0+y0=90 && x0 +y0 =180,
ForAll [{x,y}, x 20 & & y 20 && x+y <300 && x <140 && y <200 &&
X+y=290 && x+y=180, 7x+ 8y +351& 7x0 + 8y0 + 3510]]] a vysledna
formule bez kvantifikatar jiz je ve tvaru jednoduché rovnogti==40 .

Nasledné zji&ni hodnoty X, = 140 miZeme provest dogdanim z hodnotyyo,
piipadré je mozné upravit vstupni formuli tak, aby volnooménnou bylaxy a
kvantifikovanouyy.

Pro uplnost jest vyjadieme vysledek celéhoftigladu, ktery je nejfehledrgjSi

v tabulce, picemz celkové naklady nagpravu uhli v této situaci jsou 4810 euro:

prepravené tuny  Olomouc C. Budgjovice Brno
Karvinsko 140 40 120
Mostecko 0 160 90
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Na zawr ulohy jeS¢ dodejmectyii poznamky, prvni z nich neni nikterak zasadniSidal

tii uZz maji podsta)si dopad.

Poznamka 1:PrestoZze jsme dosp k celociselnym vysledkm, nebyla by v tomto
piipadt problematicka ani interpretace vysledku v paddesetinnychtisel, a to
vzhledem k tomu, Ze se jedna o jednotky hmotnkttié I1ze dale &it. Obecrg to
vSak v optimalizénich ulohach vzdy neplasi.

Poznamka 2:Jak jsme si mohli vSimnout, je Uloha postavena zak,uhelnd nabidka“
odpovida ,uhelné poptavce“ (celkem je z mistby vyvezeno 550 tun a stejné
mnozZstvi je také spidbovano), pokud by tomu tak nebylo a tiklad nabidka by
pievySovala poptavku, bylo byeSeni komplikova¥si (nagiklad hodnoty
v poslednim sloup&u tabulky by timto zfsobem nebylo moZzné vyjad
konkrétnim vyrazem, ten by zde fungoval pouze jakasi horni mez$.

Poznamka 3:V pribéhu zji¥ovani vysledku jsme s velkou vyhodou vyuZili tolie,
program Mathematica umiidje zadat fikazy reprezentujici oba kvantifikatory ve
tvarechExistgForAll [prom énn&, podminka, vyraz]} Tim padem je mozné zadat
kvantifikované prordnné spolu s podminkami, které se jich tykaji, a yakikla
matematicka formule, tak i jeji zapis jsou relatiyadnoduché oprotifpadu, kdy
bychom se museli obejit bez této moznosti a pracpuaze s fedpisy ve tvaru
Exists/ForAll [prom énna, vyraz]. Na zpisob feSeni takové situace se podivame
v kapitole 6.2.3 RFiklady v programu QEPCAD,Bktery nema takovéto moznosti
zapisu podminek jako Wolfram Mathematia.

Poznamka 4:K reSeni Ize fistupovat i tak, Ze nebudeme na jehagiku provadt
Gpravy spoivajici ve vyjadeni vSech dotazovanych hodnot pouzeénaw
neznamymi. Je totiz mozné kazdou neznamou hodniady (hmotnost uhli
piepravenou z mistazby do mista spéeby) oznéit jinou neznamou, iemz

tabulka gepravenych tun by vypadala nasledévn

prepravené tuny  Olomouc C. Budgjovice Brno
Karvinsko u % w
Mostecko X y z

Podle toho by se sami@m¢ zmenila i soustava podminek aiglusnd delova
funkce:
u=0,v=20,w>0,x=20,y>0,z=>0,

u+v+ws<300,x+y+z<250,u+x=140,v+y=200,w+z=210

91



f=lau+ 1 +6w+ 8+ 7+ 9z
Toto svym zfisobem pirozergjSi vyjadeni je sice na prvni pohledghledrjsi,
avSak je nutné si wdomit, Ze tentokrat odpada moznost jakéhokoliv igkého
znazorini, jelikoz se nyni nachazime v Sestirézném prostoru. #tom zapis
prislusné kvantifikované formule bude téZ komplikogjah
| presto by hledani ekvivalentni formule bez kvantifith neznamenalo Zadny
velky problém, jelikoz vyuziti cylindrické algebcikié dekompozice jeipvysSim
poctu roznera limitovano pouze&asow. ¢
Pfi pohledu na fedchozi piklad je jasné, Ze vzhledem k tomu, Ze femikvyjadeni
f(x,y) i kiivky vymezujici danoucast prostoru podle zavedenych podminek, jsou
v obou promsnnych lineérni, lze hledané minimum (resp. extré¥ekavat pra¥y na
nékteré z hraninich gimek™. V nejlepsim pipads extrém leZi v piseiku omezujicich
piimek (jde o situaci, kdy je pravjedno feSeni ulohy), v ostatnichtipadech cela
omezujici pimka splyne s mnozZinou bbdds minimalni funkni hodnotou, (tehdy je
feSeni dokonce nekofr@ mnoho, jakaeSeni celé slovni Ulohy viakieme pijmout
jen ta, kterd maji rozumnou interpretaci do reangkita).
Zobecnime-li zadani, nemusime se setkat pouze&riim funknim predpisem, ktery
zkouméame, a s linearnimi omezujicimivkami. Ty ve vysledku nemusi existovat
vibec.
Pifklad 7.2.3.11:Nalezrite globalni extrém funkde(x, y) = 2¢ +y* — 2y + 5.
Zadana funkcé (x, y) popisuje paraboloid, nalezeni jeho extrému —oighse jevi
jako netrivialni zalezitost,ipniz se obech uplatiuje diferencialni péet. Zkusme
v8ak vyjit z matematické formule podobné té, ktejgme jiz pouzili v pikladu
7.1.3.9. Rozdil je pouze v tom, Ze tentokrat pramg se déma prongnnymi misto
jedné.
Zkusme nejprve zjistit, zda je zadana funkce shwhbo zdola omezena. Pokud
tomu tak bude, pokusime se nalé&itr extrém.
Pro owfeni omezenosti shora pouZijeme formaK}(0x, y): 2¢ +y* - 2y + 5 <K,

Vv prepisu pro program Mathematica budékpz vypadat taktdResolve [Exists K,

1> Specialnim fipadem by byla Gloha, kde by vznikla funkiog, y) byla na celé vymezenéi(padrs i
neomezené) oblasti konstantnfegsenim by byla jakakoliv uspidana dvojiceX, y] z této (ne)omezené

oblasti.
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[ForAll [{x,y}, 2x"2 + y"2 =2y + 5 < K]]]. Odpowdi je vystupFalse , funkce
tedy neni shora omezen& a nema cenu hledat maxiiapmoti tomu eliminovani
kvantifikatoti z formule (K)(Ox,y): 2¢+y* -2y + 5 >K pifkazem Resolve
[Exists K, [ForAll [{x,y}, 2x"2 +y"2 =2y +5>K]]] pfinese vystupni formuli
True . To znamena, Ze existuj€jaké realn&sislo K, jenz je mensSi nez jakakoliv
funkeni hodnotd (x, y), @ ma smysl hledat minimum.

Praw pouzité formule obsahujfitpromenné, ficemz vSechny jsou kvantifikované.
Jelikoz vSechny kvantifikované prémmé @i provedeni eliminace kvantifikatbor
z formule zmizi, dostali jsme odp&é pouzeTrue neboFalse . Snizime-li ale
pocet kvantifikatofi a rektera z prominnych bude v roli volné pro&gnné, Zistane
v také ve vystupni formuli bez kvantifikator

ZapiSme pikaz Resolve [ForAll [{x,y}, 2x"2 +y"2 -2y +5 > K]]. Prongnna
K nyni neni kvantifikovdna, takZze ve vystupni form#lJReals&& —4+K<0
zustane a ndm se dostava informace o tom, jakych dtoohiZze nabyvat, aby
zadana matematicka formule platila. Upravou nerstine4 +K <0 dostaneme
nerovnostK < 4 a vime, ze jakékoliv redlnfslo K sphujici tuto podminku pak
sphuje i zadanou formuli. Neboli hodnota 4 je fdnk hodnota minima funkce
f(xy).

Urceni samotné furthi hodnoty ale nemusi byt do&tgici, uzZivatele navic
pravdépodobré budou zajimat u hodnoty a vy, v nichz funkce svého minima
nabyva.

Muzeme tedy stefh jako v gedchozi optimalizéni Uloze vyuZit zavedeni
nekvantifikovanych progmnych x, a yo, které po eliminaci kvantifikatér ve
vysledné  formuli  #stanou. Eliminume  tedy zformule [ Y):
2% +Yor — Yo+ 5> 2% +y* - 2y + 5 pronénné x ay pifkazemResolve [ForAll
[{x, y}, 2x0"2 + yO"2 = 2y0 + 5 <= 2x"2 + y"2- 2y + 5]]. Vysledkem je formule
bez kvantifikatol x0 OReals&&y0>0&&2x0 *-2y0+y0 %<-1.

Vime tedy, Zg¢eSenim je usgadana dvojice realnéhg a realného kladnéhg, pro
néZ plati nerovnice @2 + yo® — 2yp < —1.

Jeji reSeni neni komplikované, &taprovést dopléni na ¢tverec a dostaneme
nerovnici ve tvaru % + (yo — 1)°< 0, jejimZieSenim je bod o seadnicich [0; 1].

Ke stejnémuieSeni ale dojdeme i bez takovéto Gvalily gouZziti eliminace na
matematickou  formuli o) (0X, y): 2> +Yo° = 2yo+ 5> 2¢ +y* - 2y + 5.
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V takovém pipact je vysledkem zadanéhdaikazu Resolve [Exists [x0, ForAll
[{x,y}, 2x0"2 +y0"2-2y0 +5<=2x"2 +y"2-2y +5]]] formule y0==1.
Analogicky Ize nahrazenim kvantifikované pr&mé x, promennou y, obdrzet
vystupx0==0.
Souadnice bodu, vémz ma funkcef (x, y) minimum, jsou [0; 1]. To Ize @it i
pouzitim gikazu FindMinimum [2x"2 + y"2 =2y + 5, {X, y}} ktery produkuje
vystup ve tvaru{4.{x -0.y -1.}} . PozZivanim tohoto ffkazu bychom se
ovSem jiz dostali daleko od samotné eliminace kfikatoru.+
Zajimavym aspektem zminym jiZ v Gvodu je zji&ni strojovéhatasu patebného pro
poZzadovany vypéet. V programu Mathematica je kjeho zjidt pouzivan fikaz
Timing [vyraz], piicemz jeho argument odpovidékazu, jehoZasova narénost ma

byt vyhodnocena.

7.2 QEPCAD

7.2.1 Program QEPCAD a QEPCAD B

Samotné ozreeni QEPCAD je zkratkou anglického Quantifier Eliation by Partial
Cylindrical Algebraic Decomposition, coz poskytufgormaci o tom, jakou metodou
program eliminaci kvantifikatér provadi. Vyuziva p tom ¢asténou cylindrickou
algebraickou dekompozici.

Pavodnim autorem aplikace je Hoon Hong, profesor erolsymbolickych vypéti na
Statni univerzit Severni Karoliny (North Carolina State University)prabéhu ¢asu do
vyvoje programu vstupovali dalSfippevatelé, ¢etre nagiklad George E. Collinse, a
v sowtasné dob je nejdostupgSi (z hlediska dostupnosti instatach soubal a
uzivatelské dokumentace; oboji lze nalézt na  webovadrese
http://www.usna.edu/cs/~gepcad/B/QEPCAD.html) vemegramu QEPCAD B, na
jejimz dalSim vyvoji v sotasné dob pracuje Christopher W. Brown z katedry
informatiky Namdni akademie Spojenych siaiUnited States Naval Academy).
[BROO02, BROO03]

7.2.2 Prikazy programu QEPCAD B
Spuséni i obsluha programu QEPCAD probiha piedhictvim okna fikazového
fadku, do ®jZ jsou programem vypisovany téz vysledky. Po sfisSinusi uZivatel

nejprve zadat nazev provack operace vepsany do hranatych zavorek (jde jen o
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neformalni ozn&eni, neni tedyfeba vymyslet nic sloZitého), nasleduje vloZeni agan
pouzitych prominnych v kulatych zavorkach usgaany tak, Ze volné pramné jsou
na prvnich pozicich seznamu, kvantifikované pfong& na jeho konci, dale je peba
zadat poet volnych prominnych a nakonec kvantifikovanou vstupni formuli.
Tu je nutné vypsat ve tvarfQi x 1)...(Q nX n)[T 1..T 4. , kde Q jsou
kvantifikatory, x; jsou @islusné kvantifikované proimné aT; jsou jednotliva tvrzeni
spojena logickymi spojkami,iffemz 1<i<n a 1<j<m. Cela takto zadana formule
musi byt ukotiena tékou.
Kvantifikatory se zde zapisuji pomoci ,&ivych* pismenek:

* (EX) ... existetini kvantifikator (,existuje takov&, pro ktery plati...”),

* (A X) ... obecny kvantifikator (,pro vSechmxalati...”).
Navic krong vySe jmenovanych kvantifikatbrll a 00 maze uzivatel zadat ié&kolik
dalSich, dalo by séci rozStujicich:

* (FXx) ... ,pro nekonéné¢ mnohox plati...",

e (GX)...,pro vSechna, kterych je kon&n¢ mnoho, plati...",

e (CX) ... ,pro souvislou podmnozinu plati...“,

e (XkX) ... ,pro pra¥ k hodnotx plati...".
Logické spojky jsou pak reprezentovany specialrzinaky:

a nebo | negace implikacemplikace| ekvivalence

N \/ 1 =-=> <= <=r>

Relani operatory se uvdfl tak, jak je uzivatel obejné zvykly, za zminku stoji pouze
operator= odpovidajici znamémwu

Pokud program #kterému ze zadavanych vstuperozumi, nepasgji kvuli vyskytu
chyby ¢i n¢jaké nejednozrimosti, opakuje Zadost o jeho zadani. Jsou-li v§eubtupy
zadany v ptadku, miZze nakonec uZivatel nechat p&ébhout cely proces eliminace
kvantifikatoti pomoci pikazu finish , popipac postup® projit vSechny faze
eliminace pikazemgo. V takovém pipact se uzivateli naskyta moznost pouzit v kazdé
fazi dalSi z dostupnychrixazi programu, které iimasi dodaténé informace o prav
zpracovavané matematické formuli.

Predve’me postup prace s programerfeba na jednoduché matematické formuli
(0X): X2 = 0. Spustime program a postéodle jeho pokyh piseme zadani:

Enter an informal description between ‘[ and ’:

[nezapornost mocniny]
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Enter a variable list:

(x)

Enter the number of free variables:

0

Enter a prenex formula:

(A X)[x*2 >=Q].

Prikazemfinish  je programu dana instrukce, aby provetih celou eliminaci a
vypsal vysledek.

An equivalent quantifier-free formula:

TRUE

Vypis odpowdi je nasleda doplrén informacemi o pravprobshnuvsi operaci, setrg
¢asu nutného k provedeni vyjto.

Kromé¢ zmiréného gikazufinish  je mozné pouzit i mnoho dalSichikazi, jejichz
seznam uzivatel nalezne po zadatikaezu help . Jejich pomoci lze kufkladu
krokovat algoritmus eliminace kvantifikatonebo zobrazit dodateé informace k jeho
behu.

Zatim jsme vyzkouSeli eliminaci pouze na jednoducihmatematické formuli
(OX): ¥* =0, u niz ndm program pouze potvrdil jeji pravdivag&usme nyni o &co
komplikovargjsi formuli (Ox): a = b, u které Ize pedpokladat vystupni ekvivalentni
formuli bez kvantifikatol v zajimawjSim tvaru:

Enter an informal description between ‘[ and :

[parametry]

Enter a variable list:

(a,b,x)

Enter the number of free variables:

2

Enter a prenex formula:

(A xX)[a x"2 >= b].

Odpowd programu je ve tvaru nekvantifikované formule.

An equivalent quantifier-free formula:

a>=0Ab<0

Pokud ma tedy platit zadana formulex{: a&* = b, musi byt prorinnda nezaporna a

proménnab naopak mensi nez nula.
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PrestoZze QEPCAD nem@& samostatrfik@z pro uéeni ¢asu potebného pro provedeni
celého procesu eliminace, je i zde vcelku jednoduehto Udaj zjistit. Program jej totiz
vypisuje automatickyip svém skogeni.

Tedy napiklad i praci s pedchozi ilustréni Glohou je uzivatel po vypsani vysledku

&% 12 milisekund nutné k eliminovani kvantifikator

téz informovan o dabpriblizn
SamozZejmosti je v QEPCADu i moZnost prowdd dikazi nekterych ftid
matematickych &. V nékterych gipadech je vSak nutné dokazovanatiuvtrochu

upravit, protoze zapis vstupnich formuli QEPCADu seporadi s podily a
odmocninami. Najklad dokazani &y (Ox,y,x OR", yOR): x§=1=x+y= /2
musime pevést na tkaz Wty (Ox,y,xOR, yOR"): xy=1= (x+y)’=2 a ten
provedeme nasledow:

Enter an informal description between ‘[ and ':

[dukaz s implikaci]

Enter a variable list:

(x.y)

Enter the number of free variables:

0

Enter a prenex formula:

AX)AYIXx ™y =1] ==>[(x +y)"2 >= 2]].

Po zadani fikazufinish ~ k dokorgeni eliminace program odpoVRUE dokazovana

véta tedy opravdu plati pro vSechna reatragy. [BRO02, BROO3]

7.2.3 Priklady v programu QEPCAD B

Jak bylo vidt na rekolika predvedenych ipkladech, neni v programu QEPCAD
jednoduché pracovat s formulemi obsahujicimi pnomé, ke kterym se vazowjakeé
vstupni podminky. Tyto podminky je pro provedergiga nutné ,opsat” tim Zfsobem,
Ze v podstat zkonstruujeme novou sloZ$i formuli, ktera vSak odpovida té&yodni

s podminkami.

16 Slovo ,piblizng“ zde ma své opodstani, vysledny strojovitas potebny pro eliminaci totiz neni
striktné dan a zavisi ndfklad i na dalSich spustych aplikacich, velikosti dostupné op&rapantéti a
podobrg.

7 Diky druhé mocnit sowtu x +y v disledku implikace neni nutné zaji¥at jeho kladnou hodnotu,

bylo by tedy mozné ze zapisu vypustil R" ay O R".
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Priklad 7.2.3.1:Vratme se k optimalizai Uloze z pikladu 6.1.3.10. V programu
Mathematica jsme pouzilitjikaz Resolve [ForAll [{x,y}, x=20 && y 20 &&
Xx+y<300 & & x<140 && y<200 && x+y=290 && x+y =180,
7x + 8y + 351 7x0 + 8y0 + 3510]] jehoz argument odpovida matematické
formuli (Ox,y, x=0,y=0,x+y<300,x< 140,y< 200,x +y= 90, x +y = 180):
7x + 8y + 3510= 7xy + 8yp + 3510. Vystupem pak byla formule bez kvantifikato
(x0ly0) [Reals&& -1300+7x0+8y0 <0, ktera vSak aeSeni mnoho ikala,
byt jej Slo dopditat z vysledné nerovnicéigohledréni vstupnich podminek.

V programu QEPCAD neni mozné zapisovat podminky jpdmotlivé prongnné
piimo do zadané formule jako v programu Mathematiuasime proto zvolit trochu
jiny piistup. Nabizi se nam dohromadydwoZnosti.

Jednou z nich je vyuziti ffkazu assume spolu s jeho argumentem v podob
nekvantifikované formule obsahujidiiglusné podminky, ktery uZivatel napiSe hned
po zadani vstupni formule. Samotny rozklad cylickii algebraické dekompozice
je poté proveden pouze v oblastech vyhovujicichmpolam.

Druhou moZnosti je vytweni kvantifikované matematické formule ve tvaru
implikace a tyto podminky zapracovat do jejiffegpokladu.

PoZijme druhou moznost, mame-li tedy znamé podmjmkyprongnnéxg, Yo, X ay,
berme je jako fedpoklad a jako ikledek pak samotné tvrzeni
7x + 8y + 3510= 7%y + 8yp + 3510.

Dostavame implikaci sd&kolikanasobnym fedpokladem v pod@b konjunkce
n¢kolika nerovnic (omezujici podminky) implikujicimerovnici. Tvar formule je
(Oxy):(x=0 0O y=0 0O x+y<3000 x<1400 y<2000 x+y=900
X+y=180)= (7x + 8y + 3510= 7Xp + 8yp + 3510).

Do programu QEPCAD pak postuppadavameipkazy:

Enter an informal description between ‘[ and ':

[optimalizace]

Enter a variable list:

(x0,y0,x,y)

Enter the number of free variables:

2

Enter a prenex formula:
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AX)AY[Xx>=0 N y>=0 N x+y<=300 A

Xx<=140 \Ny<=200 A x+y>=90 A x +y>=180 ] ==>
[7x+8y+ 3510 >=7 x0 + 8 y0 + 3510]].

Vystupem programu po zadaniikazufinish  je formule bez kvantifikatar ve
formeé 8 yO + 7 x0 —1300 <=0 . Neziskavame tim siceimo zadné nové
poznatky o hodnotach pramnychxo, Yo, aviak vysledna nekvantifikovana formule
je shodna s formuli, kterou jsme obdrzeli v prograMatematica. jsme tedy na
spravné stof

Dopaiteni samotnych hodnot us@olané dvojice X; yo] by nyni spgivalo

v zohledrini podminek tykajicich s&dhto pronénnych, vysledkem by byl jejich
prinik se ziskanou nerovnici.

Zkusme je pidat do vstupni formule; cely zapis v QEPCADu by blydobny jako
vySe (¥etné seznamu progmnych a pétu volnych promnnych) s tim rozdilem, Ze
by tentokrat dorettzce konjunkci v fedpokladu implikace fibyly i omezujici
podminky tykajici se obou nekvantifikovanych pgomychxo, yo.

Enter a prenex formula:

AX)(AY)[x0>=0 N y0O>=0 N x0+y0<=300 / \
X0 <=140 A y0 <= 200 N\ x0 +y0 >= 90 N

x0+y0>=180 A x>=0 AN y>=0 A x+y<=300 A
X<=140 Ny<=200 AN x+y>=90 \x +y>=180 ] ==>

[7 X+ 8y + 3510 >= 7 X0 + 8 y0 + 3510]].

Vysledek nyni dostaneme ve fafntettzce disjunkci, ktery si zaslouzi blizsi
prozkoumani, abychom jej mohli sprévnterpretovat:

yOo+x0 -300>0 V x0<0 V yO -200>0 V

x0 -140>0 V y0+x0 -180<0 V [xO -140=0 A
yO+x0 -180=0]

Prvnich gt nerovnictettzce disjunkci se fite na prvni pohled zdat matoucich,
nicméré uzivatel si musi wdomit, Ze zadana formule je implikaci a ta je pra&d
tehdy, neni-li splén jeji predpoklad. Tomuto nepravdivémuieppokladu
odpovidaji pra¥ tyto nerovnices + Yo > 300,%, < 0, atd.

Z naSeho pohledu nejkkzit¢jSi je az posledniast odpowdi majici tvar konjunkce
Xo = 14000 %y + Yo = 180. Odtud jiz dostaneme spravny vysleggk 140 ay, = 40,

jehoz jsme doséahli trochu jinou cestou i v prograviathematicas.
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Priklad 7.2.3.2:Nalezréte feSeni soustavy rovnic
X+y-z=7

X +y? -7 =37

Xy -7 =1.
Pri lidském" feSeni by vtéto Uloze bylorggmé nejvhodrjSi nejprve z prvni
rovnice vyjadit sowet x+y=z+ 7, dosadit jej do druhé rovnice, kde bychom
nasleds dostali rovnosky = 7z + 6, a nakonec @rovnosti dosadit do rovniceeti,
odkud bychom jiz obdrzeli neznamau
Pokud budeme chtit naléxeSeni prosednictvim programu QEPCAD, musime
opét nejprve sestavitifsluSnou formuli. Redpokladejme, Ze existuj&jaké realné
X, jenz jefeSenim. Tuto skuteost mizeme pepsat do formule({): x +y—z=70
X +y -Z=370x+y* -2 =1. Do pikazového fadku programu QEPCAD
potom zadavame posloupnosiiazi:
Enter an informal description between ‘[ and :
[soustava]
Enter a variable list:

(y,z.x)

Enter the number of free variables:

2

Enter a prenex formula:

(EX)[x+y -z2=7N\xX"2+y"2 -z"2 =37 \x"3 +y"

3 -z"3=1].

Po skoweni eliminace nam program odpovi vypisem formule keantifikatof
y —9>=0Ay -10<=0ANyz -7z -y"2+7y -6=
ON[y -10=0Vy -9=0]

Prvni d¥ nerovnice vystupttikaji, Ze hledana hodnota neznamkzi v intervalu
(9; 10, zarova poslednic¢ést formulely -10=0 V y -9=0] jiz
piimo ukuje dw hodnotyy=9 ay=10, které jsoureSenim. Posledni rovnici

obsahujici i nezndmou pak pouZijeme k jejimu doptiani®. Urseni posledni

18 7de Ize bez problétnpouzit formuli (3): (Y’ + 7y —7z+yz-6=0)0(y=90y=10) a provést

eliminaci kvantifikatofi.
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neznameéx je pak jiz trivialni zalezitosti. Nalezli jsme &wveSeni, kterymi jsou
uspdadané trojicey, y, z] o hodnotach [10, 9, 12] a [9, 10, 1&].

7.3 Maple

7.3.1 Program Maple

Jak jiz bylo zmigno vySe, program Maple neprovadi eliminaci kvakdifori jako
takovou. Prosednictvim trojuhelnikové dekompozice dokazeesSit soustavy
polynomialnich rovnic a nerovnic. Pokud &kieré z vyskytnuvsSich se prémmych
pristupujeme jako k parametru, Maple najde a vypidslysnaieSeni pra¥ ve vztahu

k tomuto parametru. Jde sice o odliSny vystup, jak¥ poskytuje samotna eliminace
kvantifikatori provag&na pomoci cylindrické algebraické dekompozice, lkavgé
spravném zfisobu interpretace je Zjnmozné obdrZzet matematickou formuli bez
kvantifikatora, ktera je ekvivalentni s formuli, jenZz odpovid&ddaaé polynomialni
soustaw. Navic Maple maifkazy také pro provedeni samotného rozkladu neojtidé
bunky a taktéz vypsani zji&ych testovacich bad

Z tohoto divodu je nutné zahrnout Maple mezi programyif@soveé algebry, kterym
vénujeme pozornost.

Maple je, obdob& jako Wolfram Mathematica, kom&rim programem potacove
algebry. Jeho prvni koncept byl navrzen jiz roklBASha Waterlooské univergit
v Ontariu v Kanad. Cilem bylo vytvdit pocitacovy algebraicky systém, jenz by ném
velké vykonnostni naroky na §itacové sestavy, na nichz je spirst

V sowasné dob jej dale vyviji spolenost Waterloo Maple Inc., na trh jej vSak uvadi
pod jménem Maplesoft [MAP12]

7.3.2 Pf¥ikazy programu Maple

Stejre jako v programu Mathematica existuji i v progranMaple pro praci
s kvantifikatory a k zapisu matematickych formutispuSné pikazy. Jsou jimi fikazy
forall (x, tvrzen) (pripadre forall ([x,y], tvrzen), chceme-li vyjatt, Ze v zapisu
pracujeme s uspadanou dvoijici X, y], neba podobny zapis ve tvartorall (x, vy,
tvrzen) je programem chapan jako zkracena variantikapu forall (x, forall (y,
tvrzen))) a exists(x, tvrzen) (obdobnym fistupem lze pracovat i se zapisem

19 Jméno samotného gitatového programu Maple i jméno distrimi spolénosti Maplesoft ma

odkazovat na zemitgpodu (maple = javor).
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exists([x, y], tvrzen) pro uspdadanou dvojici prognmnych aexists(x, y, tvrzen) pro
zkraceny zapisxists(x, exists(y, tvrzen))).

Napiklad pro zapsani kvantifikované matematické foen@x)(Cy): x> -2y +5> 0
tedy pouZijeme ikaz forall (x, exists(y, x> -2y + 5> 0)), na coZ program reaguje
vypsanim odpovidajiciho zapisiorall(x, existgy, 0 <x* - 2y + 5)). Pokud uZivatel
chce zadat formuli obsahujici soustavu vice rowr@bo nerovnic, musi &p pouZit
logické spojky, které jsou vSak v programu MapleotipMathematice ve forghand a
or. Zapis takové formule pakine vypadat nasledo¥nexists(x, exists(y, xiy > 1 and

x* +y = 0)). Program jeji usgné zadani potvrdi vypiseaxistgx, existgy, 1 <xy and

X2 +y = 0)).

Zamegime nejprve pozornost na samotnou cylindrickou atgekou dekompozici, pro
kterou v programu Maple existujeikaz CylindricalAlgebraicDecomposéM, okruh),
kde jako prvni argumenttixazu M vystupuje mnozina danych polynéna druhym
argumentemokruh je okruh polynomi. Takto zadany itkaz pak uZzivateli vratM-
invariantni cylindrickou algebraickou dekompozi¢istuSnéhan-roznegrného prostoru,
a to v podob seznamu jednotlivych beik rozkladu.

Zkusme uit rozklad pro polynonp(x, y) = xly — 1. Nejprve je nutné programucitr se
kterymi baltky piikazl budeme pracovat, pro vySe zrmg piikaz jimi jsou bakky
RegularChains ChainTools a SemiAlgebraicToolsBez nich neni mozZné operaci
provest.

Zavolame je tedy fikazy with(RegularChainy  with(ChainToold a
with(SemiAlgebraicSetToglsNa vSechny pfita¢ reaguje vypsanim potvrzujici zpravy
a seznamuijikazi volaného batiku.

Nyni jiz miZzeme psat samotnytigaz CylindricalAlgebraicDecomposed[xy — 1],
PolynomialRing([x, y])), na r&jz program odpovi vypisem vSech kkrozkladu, a to

v nasledujicim kompletnim tvait

[regular_chain [[-1,-1], [-2, -2]]] X<

<k <Pk

[regular_chain [[-1, -1], [-1, -1]]] X y<O0

20 volitelnym argumentem ffkazu CylindricalAlgebraicDecomposge také moZznost vyiou, jakym
zpisobem se ma vystup zobrazit. Lze t&knit pomoci tabulky, stromu nebo seznamti¢gmz tabulka
byva zpravidla nejfehledr§jsi.
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[regular_chain [[-1, —1], [0, O]]] % <X

[regular_chain [[0, 0], [0, 0]]] y=0
[regular_chain [[1, 1], [O, O]]] X< %
[regular_chain [[1, 1], [1, 1]]] X= % y>0
[regular_chain [[1, 1], [2, 2]]] % <X

Zobrazeny vystup popisuje jednotlivé iy, kterych je vtomto fipadt sedm. Pro
promgnnouy plati rozaleni na pipadyy < 0,y = 0,y > 0 (ozn&me tyto gipadyDs, D>
aD3), pricemz v prvnim a posledninfipact jsou tyto oblasti (sektory) rozkkny podle
hodnoty proninnéx jeS& na dalSiii samostatnéasti D11, D12, D13 a D3y, D3, D33).
Poznamka: Prikazy je do sebe moZné wiowat, jak jsme jiz fedvedli v gedchozim
piikladé, nebo vyuzit fifazovani do zavedenych prémmych. V takovém fipads
bychom psali:
M =[xy - 1]
okruh:=PolynomialRing([X, y])
CylindricalAlgebraicDecompos@V, okruh),
vystup programu by vSak byl shodny. Prieldednost v zapsanychikazech se
nadéle budeme drZet tohotigtupus
Se zvysujici se slozitosti zadanyctivkk samogejmé stoupa i slozitost zji8hého a
vypsaného rozkladu, jakaiglad mizeme udat na prvni pohled péme jednoduchou
tlohu, kdy prvnim argumentemiipazu bude polynom? +y? -1, jehoZ zobrazenim
v roviné je jednotkova kruZznice.
PiSeme:
M := @ +y? - 1]
okruh := PolynomialRing([x, y])
CylindricalAlgebraicDecomposgM, okruh)),
na coZz program odpovi vypisem lnrozkladu. Uvedeme zde pouze interpretaci
popisu jednotlivych buk rozkladu pomoci iislusnych rovnosti a nerovnosti
(kompletni vypis vystupu tohotdigazu je v Filoze 3):

y<-1
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y=-1 x=0
x>0

X <—4/1-y?

X=—4/1-Yy?

-1<y<l1 —W<x< W
x> 1-y*
x<0
y=1 x=0
x>0
y>1
Podle prvniho sloupce pro prémmouy dostavame 3 sektory a 2 sekce (e je
popdadc Dy, Dy, ...,Ds), piicemZ d¥ sekce a jeden sektor jsou pak dalesjedtcleny
(D21, D22, D23, D3y, ...,Da3). Celkow tak dostavame dohromady 13 Bkimozkladu.
PovSim@Eme si, Ze oproti programu Wolfram Mathematica, kuéZzeme vyuzit
obdobny pikaz CylindricalDecomposition, nejsme v fipadt programu Maple strikéh
omezeni tvarem vstupuiigazu. V Mathematice bylo nutné pouzit jako argumen
piislusného fikazu rovnost nebo nerovnost, pro ziskani komgietnbzkladu celého-
rozmerného prostoru jsme tedy museli posttigadat rovnost i abnerovnosti s danym
vyrazem, podle ¢ho? dekompozici provadirfie
V programu Maple je ale argumenterfikazu CylindricalAlgebraicDecompospouhy
vyraz, ktery je poloZzen rovny nule a rovnou je gotfito rovnosti provedena kompletni
dekompozice celého prostoru.
Nezistaneme ale jen u pouhého rozkladu, program Magleakeé pikaz pro uéeni
vzorku testovacich bdg a tim je SamplePoints(soustavaokruh), kde argument
soustavge zadana soustava rovnic a nerovnakeuh je opit okruh polynond. Nyni je

uzZ nutné pracovatimo s rovnicemi a nerovnicemi, nestae zabyvat jenifslusSnymi

%! Toto navic platilo v fipads, Ze jsme pracovali pouze s jednou rovnici nebovréci. V situaci, kdy
pracujeme se soustavou rovnic a nerovnic, bychok mahli byt nuceni zadat vSechny mozné

kombinace reknich operatar =", <" a ,>".
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vyrazy. Ugeni testovacich bddje provedeno itkazem SamplePoint¢soustava,
okruh), vypis vzorku pak kazemDisplay (SamplePoint¢soustavaokruh), okruh).
Zkusme programu zadat uUkol nalézt testovaci bodyg pozklady provedené
v predchozich ukazkach.
Pro ziskani testovacich hiodbzkladu podle vyrazuly — 1 postupt piSeme fikazy
soustava= [xiy — 1 = 0]
okruh:=PolynomialRing([X, Y]

vzorek:= SamplePointgsoustavaokruh)

Display (vzorek okruh)
na rez obdrzime vystup ve tvaru:
X=-2 X=2
yo-l ol
2 2

Obdobnym zpsobem provedeme vypet i pro nerovnoskly — 1# 0, vystupem jsou
dvojice sotiadnic bodi:

X =

X
1
[
x
1

1
2
1

y=-

NI~ N

<
I

2

Kompletni mnoZina vzorku testovacich ligd pak

o [ e

Provedeme-li zjidni testovacich badi pro druhy piklad s polynomemd® +y* -1
pomoci piikazl
soustava= [}* +y* - 1 = 0], respsoustava= [x* +y*> - 1# 0]
okruh:=PolynomialRing([X, y])

vzorek:= SamplePointgsoustavaokruh)

Display (vzorek okruh),
dostaneme v prvnimifpads (0¢ +y? - 1 = 0) sosadnice testovacich bad
x=-1 x=1 x=0 Xx=0
y=0 y=0 y=1 y=-1

Ve druhém fipads (¢ +y? — 1 # 0) jsou vystupem séadnice:
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Kompletni vzorek testovacich binge

o= ([-g;o},[-xo],[o;-g][o;- ]L[o;q,[o;ﬂ,{o;-g},[xo],BpD.

[MAP12]

7.3.3 Priklady v programu Maple
Jak jiz bylo napsano vyse, provedeni eliminace tfiétord neni v programu Maple
tak jednoduchou zalezitosti jako v programech Mathteca a QEPCAD, neexistuje pro
ni ani samotny Pkaz. Avsak jistych vysledklze pgesto dosahnout, a to vipadech, Ze
budeme ke kvantifikovanym formulintiptupovat z odliSného thlu.
Zadanou kvantifikovanou formuli fkeme vnimat téz jako soustavu rovnic a nerovnic,
v nichZz s nekvantifikovanymi pro¥nnymi zachazime jako s parametrReseni
problému v takovémifpad: prechazi v otazku, za jakych podminekegiji pro jaké
hodnoty &chto paramefr, ma soustavaeSeni. Takto ziskany vystup je pak mozné
interpretovat také jako hledanou formuli bez kvidkétora.
Cely postup s sebou algimasSi nemalé komplikace. Jeho zapis v programu &gl
relativreé slozity, zadavana soustava rovnic a nerovnic rayspiisné polynomialniho
charakteru a v neposledifad® je po uZivateli g zadavani udlohy do programu
poZadovan peetieseni, ktery pro dany parametr soustava ma mit.
Presto si ukazmedkolik jednoduchych uloh a praci s nimi.
Piiklad 7.3.3.1:Provelte eliminaci kvantifikatak z kvantifikované formule [{x):
ab® +bX +c=0.
Nahlizejme na zadanou formuli jako na polynomi&iovnici aX® + b +c = 0,
piicemZ x je proménnd aa, b a c chapeme jako parametry, nikoliv jako
nekvantifikované prognné. Ukolem nyni bude &it hodnoty &chto parametr tak,
aby rovnice nilateSeni.
Ktomu vyuzZijeme batky RegularChains ParametricSystemTools a
SemiAlgebraicSetTools a nasleda prikazy RealRootClassificatign
RepresentingBoa RepresentingQuantifierFreeFormula

Zaéneme pirazenim:
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okruh:=PolynomialRing([x, a, b, c])

rovnice:= [al + bX + c]

nezapornevyrazy | |

kladnevyrazy= ]

nerovnice:= ],
kde rovnice je mnoZzina vyraz rovnych nulenhezapornevyrazje prazdna mnozina
nezapornych vyrag kladnevyrazymnozina kladnych vyrdiza nerovnicemnoZzina
polynomialnich nerovnic.
Uplatnime pikaz

rrc := RealRootClassificatiofrovnice nezapornevyrazy kladnevyrazy

nerovnice 3, 2,0kruh),
kde paty argument éislo 3 — utuje, Ze posledntitpromenné z daného okruhu jsou
povazovany za parametry, a Sesty argumeiisle 2 — udava piet feSeni, ktera ma
soustava mit.
Jinymi slovy hleddme hodnoty parantes, b ac, pro rtZ ma kvadraticka rovnice
ab¥® + bX + ¢ = 0 dva fizné kdeny.
HledanireSeni doko&ime zapsanimifkazi

rb := RepresentingBoftrc [1, 1], okruh)

gff := RepresentingQuantifierFreeFormu(eb)

DisplayQuantifierFreeFormulgff).
Vystupem v tomto fipact bude podminka pro parametry, kterodizeme chapat
jako formuli bez kvantifikatar ve tvaru 4c-b®<0. Neboli pokud plati, Ze
diskriminantD = b® - 4ac je kladny, m& zadan& parametricka kvadraticka ioevn

dva 1izné kaeny+

Stejnym zisobem niZzeme o¥iit i to, za jakych podminek rovnideSeni mit nebude,

sta’i v piikazu RealRootClassificatiorpolozit Sesty argument rovny 0. V takovém

piipads dostaneme vyslednou odgdive tvaru 4c - b? > 0.

Problém nastane ve chvili, kdy bychomeatihtnat hodnoty parameitrpro gipad, kdy

existuje pouze jeden dvojnasobnyde. Tentokrat nema funkétealRootClassification

validni vystup @&eSeni celého problému neobdrzime.

Podobi problematické mze byt hledani podminek pro parametry i v dalSich

podobnych ulohach.

Priklad 7.3.3.2:Urcete hodnotu parametey pro niz existujgeSeni soustavy rovnic
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<=y
(x-a)+y*=1.

Kvantifikovana formule pro tuto tlohu je ve tvafik(y): ¥ =y? O (x - a)* +y* = 1.
ProieSeni problému postupaapisujeme fikazy

okruh:=PolynomialRing([Xx, y, a])

rovnice:= [}* - y?, (x — a)* + y?]

rrc := RealRootClasssificatiofrovnice [ ], [ ], [ ], 1, 4,0kruh)

rb := RepresentingBoftrc [1, 1], okruh)

gff := RepresentingQuantifierFreeFormufeb)

DisplayQuantifierFreeFormula
Hledanym vyjadenim podminek pro parame#r je formule bez kvantifikatdr
a® < 2, ¢ili pro hodnotya spadajici do intervalu-4/2 ;4/2) by mgla existovattyfi
reSeni.
Naopak pro zadantc := RealRootClassificatiofrovnice [ ], [], [], 1, 0, okruh) ,
kde Sesty argument s hodnotou O znamena, Ze hlegédminky, pi nichz
soustava nemgeseni, program odpovi formwdf — 2 > 0, hodnota je tentokréat ze
sjednoceni interval(—co; —\/5) U (\/E; ).
Podivejme se ale na cely problém z jiného Uhlu,ice pohledem analytické
geometrie. Rovnice ¥’ =y* odpovidd o0s&m kvadrant druha rovnice
(x—-a)’+y* =1 reprezentuje jednotkovou kruZnici séedem v bod S=[a; 0].
V zavislosti na hodnétparametrua se pak mni pozice stedu a celé kruznice,
cemuz ve vysledku odpovida i ¢ piiseiikia os kvadrant s kruznici, jinak téz
feSeni soustavy.
Jak je patrné z obrazku, jednotlivychpgadi s tiznymi paty reSeni, bude vice nez

pouze dva vysSe popsane.
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Obrézek 25: D¥ z moZnych poloh kruznice a)* +y = 1
S riznymi paty pruse‘iki s osami kvadrarit

Celou situaci Ize fghledrg shrnout do tabulky:

pacetreSeni
a ve skuténosti podle Maple
(-0 =v2) 0 (V2 ) 0 0
{£v2) 2 -
(-v2;-1)0(1;V2) 4 4
{£1} 3 4
(-1; 1) 4 4

Z vySe uvedeného je igmé, Ze tento fiistup k eliminaci kvantifikatar
piipadech fungovat fize ¢
Nakonec je&t zminme, Ze obdokijako v programu Mathematica existuje i v programu

Maple pgikaz ke zjis¢ni doby vypd@tu zadaného problému, a siaékaztime (vyrad.

7.4 Malé srovnani

Na zawr prove’me malé experimentalni srovnani.

Hodnotit a porovnavat ,jednoduchost” ziskanych upstich formuli by mohlo byt u
takto rozdilnych progratnpomnerné slozité, proto se r& zaméfme na porovnaniasu
pottebného k samotnému provedeni eliminace jednotlivypnogramy vi#iznych
zadanych formulich.

Pro tento Gel vyberme z kapitol 7.1, 7.2 a 7.8kolik jizZ prezentovanych uloh, resp.
matematickych formuli s kvantifikovanymi pr@émmymi, které postupn pceitaci
zadame ke zjednoduSeni ve vSedech programech. Kazdy vypet pitkrat
zopakujeme, abychom se vyvarovali nahodnych vgky&romeé primérné doby Bhu

procesu budeme zapisovat i nejdelSi a nejkéatsipotebny k provedeni operace.

7.4.1 Soubor testovacich uloh

1) rozklad cylindrickou algebraickou dekompozici:
rozklad pro nerovnos€ +y*-1<0

2) ureni testovacich badrozkladu:

testovaci body pro nerovnostyf& 4 — 4x < 1
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3) dikaz matematickédty s implikaci:
(Ox,y, x OR, yOR): x§=1= x+y> /2
zadani pro program Mathematica ve tvarllx,(y,x OR',yOR', x§ = 1):
x+y= 42,
zadani pro program QEPCAD ve tvardlx(y): x>00y>00xy=1=

(x+y)*=22,
4) limita funkce:
5x
funkcef(x, y) =
xy) 32

zadani pro program Mathematica ve tvardleg (> 0)(Xo)(IX, X > Xp):
9X
3x-2
zadani pro program QEPCAD ve tvarudg(xo)(Ox): (> 00x>Xg) =
(3ax— 3ex—2a + 26 < Bx O5x < 3ax + 3ex — 2a — 2¢),
5) omezenost funkce:
funkcef(x,y) = 2¢ +y? -2y + 5

a—-¢<

<a+tg¢g,

zadani pro program Mathematica ve tvaru [K,(K > 0)[@x):
K <2 +y* -2y +5<K,
zadani pro program QEPCAD ve tvarGKj(Ox)(Qy): -K < 2¢ +y* -2y + 500
2¢ +y? -2y + 5 <K,
6) pruseik kiivek:
kiivky 32 +y* = 4, y? =x + 1
zadani pro program Mathematica ve tvang §): X* +y* -4 = 00x—-y*+ 1 =0,
zadani pro program QEPCAD ve tvafi(Cy): X* +y? -4 = 00x-y*+ 1 =0,
zadani pro program Maple ve tvaru soustavy, jedramngna je brana jako
parametr:
X +yY-4=0
X-yY+1=0
7) soustava 2 rovnic o dvou neznamych s parametrem:
zadani pro program Mathematica ve tvdnd §): x> =y O (x — a)*> +y* = 1,
zadani pro program QEPCAD ve tvafix((y): ¥’ =y’ O (x - a)* +y* = 1
zadani pro program Maple ve tvaru soustavy dvowiocow dvou neznamych

s jednim parametrem:
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R =y

(x-a)’+y =1
8) soustava 3 rovnic ¢ech neznamych:
X+y—-z=7
X +y? -7 =37
XC+y -2=1
zadani  pro  program Mathematica ve  tvaru [X)(x+y-z=70
X +y-Z=37T0C+y -2 =1,
zadani pro program QEPCAD ve tvaru X x+y-z=70

X+ -Z=3710xC+y* -7 =1,

9) slovni uloha:

jednoducha optimalizai tloha z pikladu 7.1.3.10

zadani pro program Mathematica ve tvarfiko( Xo=0, Yo=0, X + Yo < 300,
X0 < 140,y < 200, % +Yo=180)(0 X, y, x=0,y=0, x+y< 300,x< 140,y < 200,
X +y=>180): K+ 8y + 3510= 7x + 8yp + 3510,

tvarulxd)(0x,y): (X=200yy=>00
Xo +Yo<3000X%y < 1400y < 20000 +Yo = 1800x=>00y=00x+y< 300
Ox< 1400y < 2000x +y = 180)=> 7x + 8y + 35102 7o + 8yo + 3510,

zadani pro program QEPCAD ve

7.4.2 Tabulky vysledk

Wolfram Mathematica

pokus
dloha| 1. 2. 3. 4. 5. min 0 max
1) 0,015 0 0 0,016 0,015 0 0,009 0,016
2) 0 0 0,015 0,015 0,015 0 0,009 0,015
3) 0 0 0 0,015 0 0 0,003 0,015
4) | 0,109 0,110 0,110 0,109 0,109 0,109 0,109 0,110
5) 0,015 0,016 0,016 0,01% 0,016 0,015 0,016 0,016
6) 0 0 0,015 0 0 0 0,003 0,015
7) 0 0,016 | 0,016/ 0,015 0 0 0,009 0,016
8) 0,016 0,016 0,015 0,016 0,016 0,015 0,016 0,016
9) 0,468 | 0,485| 0,484 0,469 0,48|5 0,468 0,478 0,485
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Poznamka: Nulové ¢asové hodnoty neznamenaji, ze si Wgionevyzadal zadnyas,

ve skuténosti byl tentatasovy Usek tak kratky, Ze jej program vypsal veuva ,

¢imz je uzivateli dano najevo, Ze hodnota je makpliv vSak nulovae

QEPCAD
pokus

dloha| 1. 2. 3. 4. 5. min 0 max
1) - - - - - - - -
2) - - - - - - - -
3) 0,020 0,023 0,024 0,022 0,020 0,020 0,022 0,024
4) 0,028 | 0,032, 0,033 0,033 0,030 0,028 0,031 0,033
5) 0,029 0,027 0,027 0,024 0,027 0,024 0,027 0,029
6) 0,020 0,012 0,017 0,021 0,018 0,012 0,018 0,021
7) | 0,025 0,026/ 0,021 0,024 0,023 0,021 0,24 0,026
8) 0,347 0,343 0,350 0,346 0,343 0,343 0,346 0,850
9) 0,237 0,228 0,240 0,231 0,227 0,227 0,233 0,240

Maple
pokus

uloha| 1. 2. 3. 4. 5. min 0 max
1) 0,031 | 0,031, 0,015 0,046 0031 0,015 0,031 0,046
2) 0,015 | 0,062, 0,015 0,031 0,015 0,015 0,028 0,062
3) - - - - - - - -
4) - - - - - - - -
5) - - - - - - - -
6) 0,032 0,031 0,015 0,016 0,031 0,015 0,025 0,032
7) 0,328 | 0,344, 0,335 0,324 0,340 0,328 0,334 0,344
8) - - - - - - - -
9) - - - - - - - -

Poznamka: Situace, kdy musi byt v programu Maple jednotlimatematické formule

zapisovany progednictvim soustav rovnic a nerovnic s parametrendpgti slozita.

Vzhledem k tomu jeeSeni zadanych udloh problematické, nehodi se peohwv§

z nich a ne vzdy je vystup vfamku (jak je #ejmé kupikladu vieSeni ulohy
7.3.3.2)¢
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7.4.3 Porovnani vysledk U
Z provedeného porovnani je mozné si odnékolik riznych zawra.
Predevsim je nutné si agomit, Ze jakkoliv se uzivatel e snazit fizptsobit zadany
problém vstupnim pozadain programu Maple, ne vzdy uge. V nemalé nie totiz
narazi na uskali ip ,prevadni“ problému popsaného kvantifikovanou formuli na
problém spéivajici v hledaniteSeni soustavy rovni€i nerovnic v zavislosti na
obsazenych parametrech.
Na druhé strah programy Mathematica i QEPCAD si vedly obstjrdokazaly
uspokojiv zvladnout vSechny Ulohy za&tiené na eliminaci kvantifikatér Branocisté
z pohledu strojového¢asu nutného profeSeni se jevi jako rychlejSi program
Mathematica, ktery ve vSech srovnavanyéftklpdech dosahl rychlejSiho zpracovani.
Pokud bychom v3ak zohlgdvali i jednotlivé vystupni formule, ukazal se praq
QEPCAD i za cenu delSiho pebnéhotasu jako zdatfjSi prostedek, protoze &které
vystupni formule dokazal vyjéd v mére komplikovaném tvaru, konkré&intieba
Vv pripact testovaci tlohy 7) soustavy dvou rovnic o dvoundezych s parametrem
=y

(x-a)’+y =1
dokazal program Mathematica poskytnout pouhé ktmsiaiTrue , tedy Ze skutané
existuje alesp jedna dvojice neznamychay, pro rez dana soustava plati. Naproti
tomu aplikace QEPCAD uzZivateli zobrazila vystuporniuli bez kvantifikatok ve
tvaru-2+a"2<0 , kterdZzto odpovida tomu, jak by v danéifippcE mél vystup

vypadat.
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8 Zaveér

V této praci jsme se zabyvali eliminaci kvantifibedit, ktera i gesto, Ze je pogmné
mladou metodou umaagjici feSit dosti Siroké spektrum matematickych aloh, ez
za kratkycas rekolika desetileti dlouhou cestu ve svém vyvoji ajstarSich zfisohi
uréovani existence keni polynomi v jedné promdnné,¢i zjistovani jejich potu, ples
porekud neohrabanou a vcelku komplikovanou Tarskéhmie&ni metodu z prvni
poloviny 20. stoleti, az po vcelku rychlée a dewjSimi zpisoby stale jest
optimalizované fistupy vyuZivajici KeSeni prosedky vypa@etni techniky ve spojitosti
s cylindrickou algebraickou dekompozici nebo &trojuhelnikovou dekompozici.

Z pavodre slozité a nizemetici i neiliS perspektivni myslenky, jejiz komplikovanost
a ¢asova narénost frevazovaly nad jejim praktickym upl&mim, se al&asem — a za
vyrazného fispeni rozvoje vypdetni techniky — stala uzited a vykonna metoda pro
ieSeni Sirokého spektra matematickych Uloh od dokado rekterych ftid
matematickych &, pres feSeni rovnic a nerovnic a jejich soustav, aZtikégu po
vySetovani parametrickych syst@nfunkci.

Jak jsme pedvedli v kapitole ¥nované zakladu cylindrické algebraické dekompozice,
je tato metoda vcelku elegantni, jednoduchad a g@astupro pochopeni kazdému
uzivateli, ¢ast&€né i proto, Zze je mozné celou situaci v prostorechSich dimenzi
graficky znazornit.

Zajimavé se z tohoto pohledu jevi i srovnani liteké p@itacového pistupu. Zatimco
lidsky pstup je v pipads prace v jednoroz#minémei dvourozngérném prostortR ¢i R
jese vcelku sclidny, pro prostory vysSich dimenzi to jiz neplatidaky pristup nutg
selhava. Na druhé strarmalgoritmizovanyreSitelsky pistup, jejz vyuzivaji ptacové
programy, sice obsahuje velké mnozstvicigmi, které nemusi byt pro kazdéeho
atraktivni, avSak pravdiky tomu, Ze nemusi spoléhat pouze na grafickterpretaci
situace, nejsou v podstanikterak limitovany dimenzi prostoru, respektivectem
proménnych, s nimiz pracuiji.

V sowasné dob pati mezi prostedky, s jejichz pomoci jde eliminaci kvantifikaior
strojow provadt, nekolik programi potitacové algebry, jmenowit program
Mathematica od spateosti Wolfram Research dostupny nejen pro oppgéraystémy
MS Windows a dale také aplikaci QEPCAD B pracupoid operadnim systémem
Linux a u€enou pimo pro nachazeni ekvivalentnich nekvantifikovanyonmuli

prostednictvim¢asté&né cylindrické algebraické dekompozice.
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Casteéné pak lze také vyuZzit program §tecové algebry Maple od spai@osti
Maplesoft, ktery vSak neni k prov&d eliminace kvantifikatar vzdy Gplré vhodny,
neba pii praci s nim musi byt cela problematika pojataohik jako odstragni
kvantifikatori z matematickych formuli uzitim cylindrické algeimi@® dekompozice,
ale jako reSeni soustav rovni€i nerovnic s parametry pouZitim trojuhelnikové
dekompozice. Z tohoto pak plynou Ekteré problémy, které se mohotfi geSeni
zadanych uloh objevit, jak bylo ukdzano na kongitay 7.3.3. Praw pro tento dvod
neni v kapitolach 7.4.1 a 7.4ieSena programem Maple kompletni sada testovacich
uloh.

Pouzivani algoritmizovaného postupu Vv patlobpiikazi téchto zmignych
matematickych prograinma pro studenty, mezi nimi nidklad budouci programatory,
¢i ucitele matematiky nebo vygetni techniky, porrné velky vyznam. U¥domi si, Ze
pocitatové programy se neobejdou bez algotitma kterymi velmicasto stoji dobra
znalost matematiky a lidskyudtip, které dokazaly igvést lidské metodyeSeni
problémi do algoritmizované pitacové podoby.

Na druhou stranu ale také dojdou k poznani, Ze ipanZ metody eliminace
kvantifikatori s sebou téZ nese jisté obtize. Mezi tyZzeme zahrnout ipdevSim
vypocetni sloZitost. Je totiz nutné sidagomit, Ze eliminace kvantifikatérve formuli o
kuptikladu gti promgnnych ma pi vypoctech velkou partovou i¢asovou narénost.
Mimo jiné sem dale lze tadit také nafiklad nutnost spravného argsného
formulovani pikazi zaddvanych potaci. Jak jsme fedvedli v Uloze v kapitole 7.1.3,
muZe i mala zmina z4pisu fikazu ginést diametralé odliSny vysledek, jelikoz takovy
piikaz bude péitatem interpretovan jinak, nez jej uzivatéivodne zamyslel. | to je pro
uzivatele jist nesporny finos, ten je totiz nucen vyjaakat se pesré a spravi a je-li

s fungovanim programu i s moznymi Uskalimi al@sf@st&né obeznamen, ma dobrou
vychozi pozici, aby se mu to idla a paita¢ spolu s programy pitacové algebry se
mu staly vykonnymi pomocniky.

Jak jiz bylotec¢eno, pole psobnosti eliminace kvantifikatbije hodr Siroke, jelikoZz do
podoby kvantifikované formule obsahujici soustaaynic a nerovnic Ize ievést
negeberné mnozstvi matematickych probiémcoZz jsme pedvedli FedevSim
v kapitole 7. Mezi jinymi je ta:eSeni rovnic a nerovnic a jejich soustav, W@S&ini
praibéhu funkci, zji¥ovani existence Keni polynomi a ugovani jejich hodnot,
pocitani phaseika nejen rovinnych #vek, dokazovani matematickychétv nebo

dokoncefesSeni slovnich uGloh.
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Na samotny zar jeS€ dodejme, Ze samotny algoritmus cylindrické algietea
dekompozice, jehozékolik raznych verzi bylo v praci nastino, nemusi nuthslouZzit

jen k provedeni eliminace kvantifikatorNachazi dalSi uplatni i v jinych oblastech
matematiky, nafklad @i pocitacovych vypatech dvojnych a trojnych integrallze

CAD vyuzit k ugeni ¢asti roviny¢i prostoru, na nichZz ma byt integral gién. Jako
ukazku pouzijme nésledujictiglad.

Priklad 8.1: Vypoctéte hodnotu  dvojného integrélu”ldxdy na mnozig
M

X2 y2
M={—+— <1}
{ I }
V podstat se jedna o vyp@t objemu eliptického valce o vySce 1, jehoZ podsta

lezici v rovirg dané osamx ay je uena vnitkem elipsy o rovnici

2 2
X_+y_ =1.

4 9
.Lidsky* pfistup kieSeni by tedy sgival vieSeni tohoto dvojného integralu
pomoci jeho fevedeni na dvojnasobné integraly Fubiniovéiow. Pak by platilo

jjldxdyzj j 1dy |dx = je 1-- dx = 67
M 2 -2

X
4

Vypocet mizeme nechat provést i program Mathematica, a siteopi fFikazu
Integrate [Boole [x"2/4 + y"2/9 < 1], {y,—20, 20}, {x,—20, 20}] vysledek je5 1L
Cely postup vtomto ifpack spaiva vtom, Ze program pomociiikazu
Boole [vyraz] nalezne oblast, na které je vyraz, resp. rovnicenerovnice,
pravdivy, v nasSem ffjpact se jedna o vniek zadané elipsy, a tedy i vystupni
hodnota funkcdoole je pravdiva (jinymi slovy této oblasti jgipazena hodnota 1),
tam, kde vyraz pravdivy neni, je vystup funk&mdole nepravdivy, hodnota
piifazena oblasti bude 0. Nasleduje jiz ,pouhé” integrd v zadané oblasti pro
hodnoty

-20<x< 20 a-20<y< 20.
Problém pro péita¢ nastava pravted. Nema totiz lidskou jgdstavu o elipse, ktera
béZnému reSiteli dovoli napsat integhai meze té okamzi€. V programu
Mathematica je, jak jiz vime, k dispozici algoritsnpro cylindrickou algebraickou

dekompozici, takZze ani pia¢ nema s utenim integraéniho oboru problém a meze
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si nalezne. ZadanintigazuCylindricalDecomposition [x"2/4 + y*2/9 < 1, {X, v}
ziskdme odpod® -2<x<2&& -3/2<y<3/2 . To, Ze integraci
dostaneme vysSe uvedeny vysledek, nas jiZalempis
Jako posledni fiiklad dalSiho uziti uu®me jednu z Gloh sogte druzstev Sestého
roéniku Stedoevropské matematické olympiadyigané od 6. do 12. 482012 ve
Svycarském Solothurnu.
Priklad 8.2: Neclt a, b, c jsou kladna realnéisla, jejichZ sotin je roven 1. Dokazte,

Ze plati nerovnost

V9+16a2 ++/9+1607 ++/9+16c> = 3+4(a+b+c).
V lidském* pristupu je nutné nejprve provést jistotigpavu, nez se pustime do
dukazu samotného.
Doké&zeme, Ze prditkladna realn&islax, y, z, jejichZz sodet je mensi nez 3, plati

nerovnost

X Py D=7 Lepp
X y z

VyuZzijeme nerovnosti mezi aritmetickym a geometyidk primérem ¢ty kladnych
realnychcisel a piSeme

3+x=1+1+1+244x,
stejreé tak plati 3 4= 4‘{/} a 3 +z=44%z. Nasobenim levych a pravych stran
téchto ti nerovnic dostavame nerovnost

(3 +x)(3 +y)(3 +2) = 64%/xyz.

Pouzijme je&t jednou nerovnost mezi aritmetickym a geometrickgramérem,

tentokrate proit promeénné, potom plati
3>x+y+z23%/xyz

a tedy

1>xyz

2
Xy +yz+Xz2 3(xyz)§ .

Nasobime-li mezi sebou vyrazy {3X)(3 - y)(3 — 2), dostavame vysledek

2 2
9(3-x—y—-2) + 3Ky +yz+x2 — xyz> 9(xyz)s — xyz> 8(xyz)s.
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Vynasobenim levych a pravych stran nerovnosti X3 +Y)(3 +2) = 644/xyz a

2
B-XB-y)(3-2 > 8(xyz)§ obdrZzime nerovnost
9-x09-y)(9-2 >51%yz
tedy

2 2 2
X 2TV P77 S51p
X y z
Nyni prikroéme jiz k samotnémutdkazu. Prominnéx, y, z definujme nasledujicim

zpiasobem:

Xx=+/9+16a% - 4a,
y=~/9+160% - 4b,
z=+/9+16¢c% —4c,

po dosazeni do levé strany nerovnice dostavame

_ 2 _ 2 _ 2
=X PV P77 _51mpe=512.
X y z

2 2 _ 52
Tim je vSak poruSena podmink%xiE?TyagTz >512, to je mozné pouze

tehdy, neni-li pravdivy jeji if@dpoklad. Tim dochazime ke sporu, musi platit
nerovnost
X+y+z>3

a po dosazeni za prenmeé téz

Jo+16a® +4/9+160° +4/9+16c> =3+4(a+b+c).
Tim je Uloha vyeSena. [IMO12, SVR1%]

Jak je vidt, lidské" feSeni této ulohy neni nikterak jednoduché a jeénatit i napad,

jakym sn&érem postupovat, aby se vlkhzu vibec mohlo postoupit dal. Naproti tomu

program Wolfram Mathematica je élkhzem hotovy pogrné rychle, jestlize mu
zadame fikaz ve tvaruResolve [ForAll [{a,b,c}, a>0 && b>0 && ¢c>0 &&
a*b*c =1, Sqrt [9 + a*2] + Sqgrt [9 + b"2] + Sqrt [9 + ¢ 2]]], na ktery poéitac odpovi

True . Jako posledni jeStucklejme to, Ze vyuzZijemeifkaz Timing [] s argumentem

odpovidajicimu vySe uvedenémiikazu. Po jeho zadani zjistime, Ze nalezeseni

trvalo programu pogrné kratkou dobuyadow sekundy.
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V zadném pipadt ale nejddici, Ze vySe popsané postufggeni zadanych problény
mély byt uprednosovany ged metodami tradnimi, i kdyZz lze pedpokladat, Ze
postupemcasu bude staléastji dochazet k vyuzivani néjen¢jSich matematickych
programii v procesu vzé&lavani ve stejné rig, vjaké se v sa@asné dob vyuZivaji
napgiklad kapesni kalkulatory, alettbeme na & nahlizet také jako na dalSi moznost,
jak se dobrat vysledku i Fipadt, Ze ostatnfeSitelské postupy hiliselhaly, nebo jsou
piiliS slozité acaso¥ nara@né. Navic je nejen witelské profesi vzdy dobré mit
v zaloze zfisob kontroly, Ze tradnimi metodami dosazené vysledky ulohy jsou
spravne.

Mezi vySe jmenovanymi obecnymiiposy prace lze jeji hlavniimos spabvat také ve
vyuzitelnosti jeji jak teoretické, tak i praktick&sti v nezanedbatelném mnoZstvi
prednEta vyucovanych nejen v navazujicim magisterském studidborw Ucitelstvi
matematiky pro zakladni Skaha Katede matematiky, fyziky a technické vychovy. Zde
jsou studenti vramci sériefqrméta Metody feSeni matematickych uUloh postépn
seznamovani mimo jiné s metodantikdzl matematickych tvrzeni, se igobyieSeni
rovnic, nerovnic a jejich soustav, a téeté rovnic, nerovnic a soustav s parametry,
nebo v neposledriade sieSitelskymi pistupy v problematice slovnich uloh. Ve vSech
téchto oblastech Ize eliminaci kvantifikatomejen dosti efektivh vyuzit kireSeni
zadanych uloh, ale zaravespolu s tim stude@n predvést i nowjSi trendyteSeni

spojené s vyuzitim prastdki vypocetni techniky.
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Priloha 1 — Vyvojovy diagram algoritmu cylindrické algebraické dekompozice

( CAD (in: A, r; out: s, F) )

Y
s=0.F=0) |

Y

/vstup A,r/

I‘ p—
Y o Y
ur¢i realne kofeny urcéi projekéni
polynomu z mnoziny A mnozinu Proj(A)
urci cylindricky -r

algebraicky vzorek s

+ volej CAD
zkonstruuj soubor (in: Proj(A), r; out: §', F)
atomickych formuli F +
z s urcis

pomoci F' rozsif F

Y

vystup s, F

Y

konec

{
\




Priloha 2 — Vyvojovy diagram algoritmu eliminace kvarifikator @ s pouzitim CAD

< QE (in: ¢; out: y) “\;J
A
.
/ vstup @ /
!
Y

extrahu) p* 2 @

A= pF

Y

vole] CAD
(1 A, r; out: s, F)

Y

7 s a F zkanstruny

nekvantlikovenaou W

Y

f ]
/ vystup y j/




Fi= [+ 1]
[ +)7 — 1]

R = PolywomialRing{ [x. ¥])
polymomial_ring

CylindricalAlgebraicDecompose( F, R)
[regular chain [[-2. -2],[0,0]]]
[regular chain [[-1.-1].[-1.-1]]] x<0
[regular chain [[-1. -1],[0,0]]] x=0
[regular_chain [[-1.-1] [L1]]] 0<x

ikazu CylindricAlgebraicDecompose ([x? +y? - 1],

PolynomialRing ([X, y])) v programu Maple

Tm&ﬁaﬁx :| w - W_ [-2, Js: x < RootOf(_Z +3* — 1. indax=real, )

T%nﬁnﬁ; :|W |w_ Tu -WE x=RootQf(_Z + ¥ — 1. index= real,
Tm&%ﬁﬁ; :| w - W_ [0, 5” And(RootOf(_Z* + )7 — 1. index = real, ) < x.x < RootOf (_Z* + y* — 1. index = real,)

“m Tﬁﬁaﬁa :|W |$ mL g x=RootOf(_Z> +* — 1. index = real,)

Z Tm&%ﬁﬁa :-w -W_ 2. gw RootOf (_Z + ) — 1. index = realy) < x

[regular_chain [[0.2].[-1. -1]]] x<0
[regular_chain [[0.2].[0,0]]]  x=0
[regular_chain [[0.2]. [1.1]]] 0<x

[regular_chain, [[3,3], [0.0]]]

Priloha 3 — Kompletn

And(-1=pry<1)



