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Anotace:

Klasickych zpgisohi stanoveni saiiu ¢iselnéfady existuje 8kolik a kazdyieSi pouze
specifické skupiny&chtofad. V mnoha fipadech je nutné vystih s dikazem jeji kon-
vergence, protozZe &gni sowtu je ¢asto obtizné. Objeveni sutmich algoritnii ukazalo
novy snér vedouci k dosazeni stiu fady a rozgilo skupinuiad, ke kterym lze najit
souwet. Wkivo titani ciselnychiad je z&azeno hlavé na stedni a vysoké Skoly,ip
cemz se zde aplikuji klasické postupy. ProtozZe ¢epditacového sitani je relativis
nova, zatim jegtnema zastoupeni v Zadnych didaktickych material€dlem této pra-
ce je pedevsim didakticky pohled na teorii sumich algoritnii s mysSlenkou vybrat
nejvhodrjSi z nich pro zéazeni do vyuky a dokumentovat konkrétnintiklady za
Gcelem zpistupréni novych vysledi védeckého vyzkumu ve sp@ieé oblasti matema-
tiky a informatiky studeriim a &itelam.

Systém poznatkukazal teleskopickou viastnastdy jako kl€ovou pro vznik algoritr
pocitatovych sumaci. Teorie vychazi z antidiference (erditnim krokem 1), ktera je
v kong&ném kalkulu ekvivalentem k integrovani. Vznik sumiah algoritnii se datuje
piiblizné od 80. let dvacatého stoleti a stale se vyvifjrojem inspirace se stala me-
toda nadané matemélty radovée sestryMary Celine Fasenmygerpublikovana v jeji
disert&ni praci. Za prvni algoritmus je pak povazovaospefiv algoritmus kterym lze
s&ist fady aritmetické, geometrickeé, aritmeticko-geomé&#i@ mnoho jinych. Prév
ten se ukazuje jako vhodny k prezentaci nadanyninigednich a studefin vyso-
kych Skol. Prace obsahujéghled nejpouzivasSich klasickych metodcganiciselnych
fad, ktery je doplén o paitacovy zpisob. Zahrnuje ¢kolik desitekieSenych fikladi,

Z nichz ¥tSinu lze pouzit ve vyuce.

Kli ¢ové slova:
stitani fad, algoritmy poéitacovych sumaci, teleskopické vlastnosti, antidifeegr@o-

spefv algoritmus, metoda sestry Celine.



Annotation in English:

There exist several classical methods of determitiie sum of series, and each of them
addresses only specific groups of these seriemalmy cases it is necessary to make do
with a proof of its convergence, since the deteatiom of the sum is often difficult.
Discovery of summation algorithms showed a newctime for achievement of a sum
of a series and expanded the group of series, tchwie can find a sum. Curriculum
counting numerical series is included mainly to thidle schools and universities ap-
plying classical methods. Because the theory ofprder summation is relatively new,
it is not represented in any didactic materials y&e aim of this work is primarily di-
dactic view on the theory of summation algorithmghwhe idea to choose the most
appropriate ones for their inclusion into teachpmgcess and document specific exam-
ples in order to make accessible new researchtsaauthe common areas of mathemat-
ics and computer science to students and teachers.

System of knowledge showed telescoping serieskay &eature for the development of
algorithms for computer summation. The theory isdoaon antidiference (with differ-
ential step 1), which is in the finite calculus eglent to integration. The emergence of
summation algorithms dates back to approximatedy80ties of twentieth century and
is still evolving. The method of mathematicallyitgd nun Fasenmyer Mary Celine,
published in her dissertation, became a sourcagpiration. As the first algorithm is
considered the Gosper’s algorithm, which can surarithmetic, geometric, arithmetic-
geometric series and many more. This algorithm agp® be suitable for presentation
to gifted students at secondary schools and unikssThe work contains an overview
of the most common classical methods for finding sum series, which is comple-
mented by computer methods. The work includes donérexercises, most of which

can be used in teaching.

Keywords:
Sum of series, summation algorithms, telescopioggnties, antidifference, Gosper’s

algorithm, method of Sister Celine.
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1. Uvod

1.1. Motivace

Zavedeni pditact vyZaduje zautomatizovani postuieseni probléiin jez vy-
chazeji ze znamych matematickych teorii. Protopgedonstava do paedi matematika,
v dané situaci jako nastroj tvorby algoritmPodrétem pro vznik disertmi prace se
stala mysSlenka eventualniho seznamenii &iledni Skoly s novymi pokrokovymi po-
znatky matematiky v souvislosti s tvorbou algofita poskytnuti moznosti nahlédnout
tak do tajj moderni oblasti matematiky — gtacové algebry, ktera provadi vygy
symbolicky, tudiz pesre. S rozvojem algoritrin pak roste jeji vyznam. Ukazuje se, Ze
snery tvorby algoritmi.

Oblasti zajmu se staly algoritmy ftacovych sumaci. Jejich objeveni se datu-
je priblizné od 80. let dvacatého stoleti a nejsou zatim vypracy jednoduché ukaz-
kové giklady obsahujici takovy postupSeni, jaky pouziva paac. Sitdni kon€éného
poctu itanal aritmetickychiad nebo kongych i nekonénych geometrickyclisel-
nychiad je pondrné jednoduché. Sté nag. pouzit spravny vzorec. Jiz ndestni Skole
se studenti seznamuji s pojmy kon& a nekonma fada, odvozuji vztah a nutnou
podminku pro satet nekoneéné geometrickéady. Ri hledani nebo dokazovani sow
jiné ¢iselnérady aplikuji také nap teleskopickou metodu, binomickogtu, matema-
tickou indukci. Sotty nékterychiad uguji kombinatoricky.Ve vSech pipadechreSeni
vyZzaduje znalost a porozém matematice, schopnost davatcivdo souvislosti
a spravné logické mysleni. Dnesni studertgdstich a vysokych Skolebn¢ pouZzivaji
k urychleni svych vypita kalkulatory nebo specializovanégi@acoveé softwary, a maji
tak pilezitost owfit, Ze mnohé pklady vyfeSi i programy p&tacové algebry. Odpo-
véd’ na otazku ,Jak k vysledku dojde giac? je zatim pro zvidavé studenty tajem-

stvim a jist také podstem k jeho odhaleni.

1.2. Cile a vlastni p Finos
Na samém p&atku autoginy prace byla poloZena otazka, zda je mozné srozu-

mitelné vyswitlit a ukadzat zéklad sumaich algoritnii studenim stedni Skoly.
K jejimu zodpo¥zeni je pateba podrob& analyzovat matematickou podstatutpao-
vé metody &itani ¢iselnychiad a posoudit vhodnostizaeni do vyuky na SS s cilem
upoutat nejen zaky se zajmem o matematiku, ale jigiah witele. Autorka vice jak

dvacet let vyduje matematiku na gymnaziu, vychazi ze svych prkitwwh zkuSenosti
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a hledda mozZnosti, jak zatraktivnit a modernizovgiku matematiky, zitaznit mezi-
piednttovou spojitost, fedevsim s relativh mladym oborem — informatikou. Proto
jsou formulovéany cile prace takto:

a) zmapovani dosud pouzivanych klasickych metdsiciselnychiad,

b) vybér vhodného summiho algoritmu k prezentaciretioSkolakm,

c) odborna analyza vybraného algoritmu,

d) didakticky pohled na eventualniiazeni tématu do vyuky na SS,

e) vytvoreni souboru Uloh natgani ciselnychtad s ukazkamitznych pouziva-

nych ,lidskych* metodreSeni a idanireSeni ,pditacového*.

Oc¢ekavanym vystupem je zjednoduSena explanace agiliatace odborné teorie algo-
ritma potitatovych sumaci, komparace lidskych acpaovych praktik gitani cisel-
nychiad. Vytvaeny material by mohl byt metodickym pramenem pfitele stednich
i vysokych Skol. Disertani prace ma charakter kvalitativniho vyzkumu a gengena
na interpretaci subjektivniho didaktického pohledunové matematické teoriefi eji
tvorbe bylo treba uplatnit odborné znalostteplevSim pednetu matematika, obecné
pedagogické znalosti, znalost kurikula vyuky mattkyaznalost eduk&niho kontextu
a znalost edukaich cili. Uvedené tradni postupy &itani ¢iselnychiad jsou vysled-
kem rozboru dnes nejpouzivggich stedoskolskych (fedevsim gymnazialnich)eb-
nic a shirek, elektronickych vaindostupnych vyukovych mateniala rozhovoi

s Wwiteli matematiky.

Hlavnim @inos prace spidva v odborném matematickém vyfeni podstaty algoritin
pacitatovych sumaci aifprava didakticko-metodického materiélu, diky kievébude
mozné piblizit posluch&im novy zmisob gitani ¢iselnychtad. Autorka vytipovala
vhodné (znamé i mérznameé) piklady na Gospéwv algoritmus a metodu sestry Celine
tak, aby nebylo nutné pracovat s rezultantem patyndcCela didakticko-metodick&ast
vychazi z autdtinych bohatych zkuSenosti svyukou matematiky nanrgiziu,

s pripravou talentovanych Zakna fizné matematické satite a na studium na prestiz-
nich zahrantinich vysokych skolach.iPmnoha vypdétech autorka dopotuje pouzivat
(a sama je pouziva) nastroje v¥¢ptni techniky,¢imz reaguje na rozZ&né moznosti,
které v sodasné dob Zaci a studentiipurcovani sodta fad maji. Jsou to zejména kal-
kulatory, dostupné programy gtacové algebry a vyptetni engineWolfram Alpha
Pokud je autorce znamo, prace podobného charak&tim vCeské republice nebyla

publikovana.



1.3. Clenéni prace

Prace je rozélena do deseti hlavnich kapitol. Po Uvodasti jsou v kapitole 2
fady rozlerény podle typu tak, jak se s nimi setkdme viedbSkolskych ulohéach,
a nasled& uveden pehled dosud nejpouzivgsich tradénich metod nalézani jejich
souti. Kazda skupindad obsahuje konkrétntiglady wetné nékolika zpisoh jejich
feSeni. Teti kapitola je zaktena na rozbor matematické teoridedité pro vznik poi-
tacového sitani fad. Popisuje souvislost sumace a integrace, zabgvantidiferenci
z&kladnich typ funkci a zdraziuje vyznam polynorin pii hledani antidiference. Kapi-
tola ¢. 4 predkladé didakticko-metodickou analyzu vybraného pgeosva algoritmu,
ktery se ukazuje proistdoSkolaky jako nejvhodjsi. Jednotlivé kroky algoritmického
postupu jsou dokumentovartgSenymi ukazkami. Na to navazuje v kapitoleckotik
feSenych fikladu jiz diive vyclenénych konkrétnich ty ¢iselnychrad itanych tento-
krat paitatovou metodou. Sesta kapitoldefstavuje #kolik vybranych, na gedni
Skole zatim méh znamych, dle autorky vSak atraktivnickikbadi nekonénych rad
feSenych klasicky a také Gosperovym algoritmem. edns2¢asti sectendi seznami
s gosperovsky nésatelnymifadami. Osma kapitola, by mohla byt ozeaa h¥ézdic-
kou. Je utena nada¥Sim jediném, protoZze obsahujigsené slozifsi priklady cisel-
nychiad, se kterymi se zpravidla student setka az nakeySkole. Mimo jiné jsou zde
rovnéZz uvedeny ukazky takovydiad, které&lovek klasickymi zgisoby nedokaze &kist.
Pouzijeme-li vSak pfitatcovou metodu, saiet vifeSime. V pedposlednéasti je strdné
vyswtlena metoda sestry Celine, kterd inspirovala gusabgoritmi pctitacovych su-

maci, a demonstrovana na vybrany¢iklpdech.

Proces poitatoveho sitani fad byva u slozSich rad narény na rutinni
Upravy a vypéty. Z tohoto divodu a také pro aweni spravnosti bylyip feSeni gkte-
rych priklada aplikovany nasledujici programy @tacove algebry:Derive6 (jeden
z prvnich komamich program, kterymi jsou gkteré stedni Skoly vybaveny); n@&si,
dnes velmi popularninteraktivni prostedi Wolfram Alpha dale Maple8 aMaplel4
Spikkové paitacové komegni softwary, kterymi disponuji ipdevsim vysoké Skoly.
Programy Ize vyuzit nejen na Upravu sl&gich algebraickych vyrdiz feSeni rovnic
a jejich soustav, vyget rezultantu polynoin¢i ovéreni vysledku sattu fady. Soft-
ware Maple8 a vysSi obsahuji ve svych knihovnach funkci dégli(nazvané nap

Tools, Sumtools) sdakolika sumanimi algoritmy, ¥etn Gosperova, pomaoci kterych je



mozné piibézre¢ kontrolovat cely postup. Modelové obrazky bylywofieny za pomoci
programuCabriGeometry Il Plus

2. Klasické zp usoby s €itani ¢iselnych rad

Ciselnéfady rozdlujeme na kongné a nekonmé. K vyp@tu sowtu nekoneé-
né konvergujicirady je teba undt pcotitat limity. ProtoZe se zaklady diferencialniho
poctu newi na vSech typechistdnich Skol, zastime se pedevSim naady kongéné,

i kdyZ, jak si na zaw ukdzeme, p@tacové itani nekonéné rady se od saitu rady
konené liSi pouze vyp&iem limity posloupnostéasté&nych sodtia. Zakladnim divem
teorie fad a posloupnosti je s&et kon€ného pdétu ¢lena aritmetické a geometrické
posloupnosti.

Klasickych metod, kterélovék dosud pouzivaipséitaniciselnychiad, je po-
meérné mnoho. Ne se vSemi se ale Zaci setkavaji uziadrdtSkole. V nasledujicim tex-
tu nejdive pipomeneme obecny princip alegpgch nejpouzivagjSich, poté uvedeme
n¢kolik znamych dedoskolskych fikladi vybranych skupinfad feSenych wznymi
klasickymi zpiisoby.

Obecné Skolské metodyitani koneénychtad:

o UZiti vzora..
Pri s¢itani aritmetickych nebo geometrickyidd aplikujeme zname vzorce.

e Odhad vysledku atdkaz matematickou indukci.
V nekterych jednoduchychifpadech je pogrné snadné a intuitivni formulovat
hypotézu o satiu a nasled#ji dokazat matematickou indukci.

* Metoda gipominajici gitaci metodueSeni soustavy rovnic.
Zakladni myslenkou této metodyitanitad je vhodné vynasobeni vztahu pro po-
sloupnosttasténych sodti s, a gfipadna zarna pdadi €itandi. Takto Ize u¥o-
vat soudty rady aritmetické, geometrické, aritmeticko-geomé&tri@a také ekteré
kombinatorické identity.

o Uziti binomické ty.

Pti feSeni kombinatorickych identit zpravidla vyuZzivabieomicky rozvoj vyrazu



Kk k )
(1+ x)k = Z(I ]x‘ , kdex je pronenna v polynomu stugink. Potom porovnavame

i=0 [
koeficienty ve zvolené mocnirX.
Teleskopickd metoda.
Tato metoda spdva v moznosti vyjateni rekterych fad ve tvaru
n n
>b.=> (a —a,.,), piicemz sodet pak vypsitame podle vzorces, =a, - a,,,.
k=1 k=1
Vice v¢asti 2.5, ktera jednovana pra¥fadam s teleskopickymi vlastnostmi.

Vyuziti vét o paiitani se sumami a nasledna aplikacegomndmychiad.

NejcastjSi uplaténi maji pravidlaznlcak = czn:ak a Zn:(ak + bK) = Zn:ak +3'D,
k=m k=m

n
k=m k=m k=m

kdecOR,k,mnON,, k<sm<n.
Jiny zpisob.
Existuji soudty, které |ze najit nap n¢jakou Sikovnou myslenkou, napadem. Inspi-

raci¢asto naporize gipadna geometricka interpretace.

2.1. Aritmetické Fady

Snahou je najit obecny vzorec pro &etuprvnichn ¢leni aritmetické posloup-

nostisqzzn:ak,kdean=a1+(n—l)d.
k=1

a) Zaky mizeme navést k samostatnému odvozeni vzorce ninfivdohou nap na-

Sh
Sh

lezeni sottu prvni stovky firozenych &isef. Klicovou myslenkou je fakt, Ze

v kong&né aritmetické posloupnosti jsou si rovny &yu

a+ta =a+ta_,=a+ta_,=..=a_,+ta=a +a, obeck [On kON,n<k
plati a, +a,_.,, =& +a,. Symbolicky zapiSeme vyjéehi pro sotet prvnichclent
dvakrat pod sebe a to tak, Ze ve druh@aku vyuzijeme komutativnostiigani

a uspsadame &tance v opéném pdadi nez wadku gedchazejicim.

R N ) P A A

! Znama Gloha, kterotesil mlady Carl Gauss jiz v r. 1787.
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b)

Sesteme-li obaradky, pak kazdy vyzreny raméek dava soket 2a, +(n-1)d,
piicemz p@et rameka je roven potu ¢lena pavodni posloupnosti, tedy. Potom
plati 2s, =n[2a, +(n-1)d], s vyuzitim vzorce prav-ty clen aritmetické posloup-

nosti a, =a, +(n-1)d, vychazi2s, = fa +a +(n-1)d], po lpra¥ levé strany

2s, =n(a, +a,) a po vydleni dwma jiz dostavame znamy vzorec= g(a1 +a,).

Mnozi «itelé predkladaji svym zakn vzorecs, :g(a1 + an) za (telem procuie-

ni dikazu matematickou indukci.
Dukaz:

V prvnim kroku dokazeme platnost pro nejmensi mg#mézenécislo, pron=1:

S =%(al+ai)= a,, plati.

Ve druhém, tzv. induwnim kroku, dokazujeme platnost néasledujici impléac
OKON: s =g(a1+ak):> sK+1=kT+1(a1+ak+1)-

Plati s,,=a +a,+ ... +a +a,, =S +a,, azindukniho gedpokladu plyne

Sy = g(a1 +a )+a,,,. Podle definice aritmetické posloupnosti ge,, =a, +d,

odtuda, =a,,, —d, a sodasrt a,,, =a, +kd, z toho plyned = % Dosaze-
nim zaa, ad do posledniho vyjaeni soétu s ., vychazi
Seip = g(ai +a., —a"Lk_alj +a,,,. Roznasobime zavorku a vh@édpreuspda-

. . _ _k 1 k 1 ] -
dame sitance: s ,, _Eal +§a1 +§ak+1 _Ea“l +a,,,, z prvnich dvouleni vy-

tkneme a,, z ostatnicha,,,: S, = ai(g +%j + ak+1(g —% +1j . Souet druhé za-
vorky se rovna vyrazu v prvni zavorce,izeme jej také vytknout a proto
Sy = kTJrl(a1 +a,,,), coZ jsme ndli dokazat.

V n¢kterych gipadech Ize k nalezeni siu konené aritmetick&ady vyuZit geo-
metricky model. Napklad @i urceni sodtu prvnichn piirozenychéisel nebo prv-

nichn lichych grirozenychcisel (giklady 1, 2).
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Priklad 1 >k =2n(n+1)
1 2

Model pipomina deskovou hru &rnymi a bilymi kameny. itozenacisla jdouci po

sokE maZzeme znazornit goemcernych kamet uspdadanych ddadka (viz obr. 1).

Obr. 1 — Trojuhelnikové usp@danicernych kamed

Takovérazeni u pozornéhétende vyvola automaticky myslenku o symetrickém dopl-
néni vzniklého rovnoramenného trojuhelniku stejnyndtpm kamen a tudiZ o souvis-
losti sowtu prvnichn piirozenychcisel s obsahem pravouhelnika. Dapici kameny

volime bilé, abychom opticky rozliSilyfidané (obr. 2). VSim#me si, Ze vznikly utvar

je obdélnik.
® OO OOO0OO0O0
®® OO O OO0OO
® 00 OO O OO
® 000 OO OO
0 0006 OO O
000 060 O O
000606 06000

Obr. 2 —Obdélnikové uspadanicernych a bilych kamen
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Jak vidime, je v kazdédéddkun + 1 a ve sloupci prén kameri (bez ohledu na bar-

vu). Pdet vSech v obdélniku je pak(n +1). Nas ale zajima soat vSechiernych ka-
meni a ten je roven pra&woloving celkového pétu, ¢ili %n (n +1).

V piipact doplreni doctverce by pepona trojuhelnika twda jeho Ghlopicku s p&étem

n kamerni jedné barvy, které vSak nemaji protiklady diglé barvy. Proto celkovy

2

poset kamef pak bude®a hledany sotet vyjadime ve tvaru n-n =%n(n +1) ,

takZze dojdeme ap ke stejnému vysledku.

Piiklad 2 Zn:(2k -1)=n?
k=1

Patet kamei, odpovidajici lichym firozenym¢istim mizeme stadit podle lomenych
¢ar jako na obrazku 3. Dapljeme tak kameny détverce, jehoz stranu tyiovzdy

ojednu ¥tSi paet kameh neZz je upedchazejiciho. Pak igme plati

1+3+5+...+(2n-1)=n2.

UkaZme si jedt jiné geometrické znaza¥ni téhoZ problémuCislo 1 si gedstavme,
jako velikost strany zvoleného trojuhelnika o ohs&h DalSi lich&isla pak tvéime

pomoci vybraného jednotkového trojuhelnik@dime podle obrazku 4.

)0 © 0 0 0 0 ©
©000O0O0|e
TEEX X
©0o0o0lelole
-9 @ @0|@|0|e
s 0 0lelo|e|o|e
, 0lolelo'e'o'e
1 3 5 (2n-1)

Obr. 3 —Lomené&itvercové uspiadani kames
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Souet obsah vSech jednotkovych trojuhelnik které vyplni velky trojuhelnik, pak

bude n® OS kden vyjadiuje paet jednotkovych stran t¥izich danou stranu velkého

trojuhelnika. Tedyl[S+2[8+3[5+...+(2n-1)5=n?[S, obr. 5, a odtud nakonec

plyne1+3+5+...+(2n-1)=n?.

<.
<

Obr. 4 — Uspagadani lichychrisel Obr. 5 — Sou’et obsali jednotkovych trojihel-
nika.

2.2. Geometrické Fady

Sq:

a)

Ukolem je objevit formuli pro saiet prvnichn &leni geometrické posloupnosti

D a, ., kdea, =aq",q#0.
k=1

Odvozeni saitu prvnichn ¢leni geometrické posloupnostittheme provést po-
dobrg jako v prvnim pipact hledani soétu aritmetickérady, reknéme tzv. gitaci
metodou (ppomina jeden ze Zgohi feSeni soustavy rovnic), s tim rozdilem, Ze
druhou rovnici z prvni dostaneme tak, Ze ji celgnasobime nenulovyriislem g.

Pak
S=at+ag+ad + .. +aq +ag” (1)
-gs,=-ag-ag’-ag’ - .. —aq" ' -ag", se&tenim se ¥sina ¢lend vyrusi

a zbudes, —gs, =a —aq". Nyni je teba na obou stranach rovnice pouzit vytykani
pied zavorku gili sn(l—q)=a1(1—q”). Je Zejmeé, Ze ped dalSi upravou musime

provést diskusi. Jestlize budp= , daktada obsahuje stejné konstantieiny a jeji
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b)

sowet vyjadime napiklad s, =na. V pripac, kdy q# 1, mizeme posledni rov-

nici vycklit vyrazem q - 1, potoms, = aill__c(g . Jednoduchou upravou zlomku do-
staneme vzorec do podoby znamé redstSkolskych éebnic s, = a, Gl] __11

S nada§Simi zaky mizeme pouzit jiny zjsob. Z pravé strany vyjéeni (1) pros,

vytkneme prvnitlen posloupnosti a v zavorce zbude &iuktery je sotasti zna-
mého vzorce vyjadijiciho rozdiln-tych mocnin a najdeme ho také v tabulkach.
s,=all+gq+g+ .. +q") aplatil-q" = (1-q)L+q+ g+ ... +q"). Stai za

pripustnych podminek roZ#i pravou stranu vzorce (1) vyraze%_—q, Citatele
-q

zlomku pak nahradit rozdileth—q" a formule pro saiet prvnichn ¢leni geomet-
rické posloupnosti je na &t.

Dany vzorec by také ¢h byt schopni Z&aci sedni Skoly dokazat matematickou
indukci. Dikaz:

Snadno odtime platnost pran = J1protozes = alq—:ia za pedpokladuq # 1pak

S =a,. Druhy krok zahrnujeitkaz implikace
qk _1 qk+l _1 ; . o
OkON:s =g -1 =S8,=& q-1 " Naslednym vyuzitim vztahu

Sn—-ata,+ .. +a +ta, =S +a,,, indukniho gedpokladu a znamé rovnosti

q"—l+ _g-1
q_l ak+1 a:l. q_l

a,., = aq pak vychazis,, =a, +aq“. Vytknutim prvniho

¢lenu posloupnosti aifpvedenim na spaleého jmenovatele sg“vyrusi a dosta-

k+1 _
nemes., =& qq 11, coz jsme cldi dokazat.

2.3. Aritmeticko - geometrické Fady

Ve sbhirkach a ¢ebnicich pro sedni Skoly se také setkame hagpradami arit-

meticko-geometrickymi, tedy takovymi, jejichZ vzorero k-ty ¢len obsahuje sa@in

k- tého¢lenu aritmetické &-téhoclenu geometrické posloupnosti. N&Ekbadu si uka-

Zeme, Ze jejich sdet Ize taktéZ vypdtat pomoci jiz uvedené ¢#taci metody”, které

piedchazi vhodné nasobeni a 2ampdadi €itandi.
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Priklad 3 Z k2 =2"(n-1)+2

k=1
Uvedenarada pati mezi aritmeticko-geometricki@dy. V nasem ifjpact k-tym ¢lenem
aritmetické posloupnosti je vyraza geometrické posloupnostf. Sumu pepiseme
jako nekoneény soket a dalsfadek ziskame vynasobenim toho prvnihénak:.
s, =1@2+2@2*+32%*+. . .+(n-)2"* +n2" /2

2s,= 1@*+2@2°+312'+. ..+ (n-1)@2" +n2"

n

Od prvni rovnice od#geme druhou

-s, =12+1[2* +12° +. . .+1[2" —n[2"" a upravime

-s, = (2+ 2°+2°+. . .+ 2”)— n2™'. Vyraz v zavorce j@dstavuje sotet kon&né
geometrickéiady »' 2“a s=2 E—]Zl—_l =2 EﬂZ“ —1). Proto -s, = 2[ﬁ2” —1)— n2™
k=1

a po Upravacts, =2™(n-1)+2, coz bylo teba dokazat.

2.4. Kombinatorické identity
Ve stedoskolskych &ebnicich najdeme rov# rady s kombin&nimi cisly

afady vyjadujici vyznamné kombinatorické identity. ¢@ni jejich sodtu wétSinou
vyZaduje dobré znalosti z oblasti teorie mnozinskrétni matematiky. Vzorce obvykle
dokazujeme binomickowtou nebo matematickou indukcit{idady 4, 5).

n N
Piiklad 4 DokaZte rovnostZ(k] =2" kdek,nON,k<n.

k=0
S danou sumou se Zaci a studenti bedsti Skole setkavaji hnedkolikrat. Proto uva-

dime izné zmisoby klasickéhdeSeni ulohy.

1. zpisob:uzitim binomickeé vty:

(a+b)" = (nja“b(’ - (n]a“‘lb + +( " ]ab“‘1 + (n]aob”.
0 1 n-1 n

Polozime-lia=b = 1 pak dostaneme

n n n n
g e o

(2o (a)
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k=0 k=0

n ('n n (N
pravou stranu rovnice iieme napsat jak{(kJ a pIatiZ(k] =2".

2. zpisob: metodou matematické indukce

Nejdiive owime platnost pro nejmensi mozmgedy pron= 1

;(EJ = ((1)] +G] =2=2" ¢ili plati.

m
Dale pedpokladame, ZemON,k<m<n, pIatiZ(kj =2" a dokazujeme, Ze vztah

k=0

Tm+1
plati i prom+ 1 t. Z( ‘ j=2m*l.
k=0

SRV
V disledku viastnost kombigaichéisel (kj ( " J _ ( +1] plati
RN

)

yae P AL Y

PRt RALH

Sousasre (mO*l] ﬂjﬂ =1:@ @ pak izeme nahradit pravou stranu rov-
SRR L A A R N A S AR AL

m m m m
:z ]+z(k] =2"+2™ =22 =2™" coz bylo dokazano.

3

nice (2) vyjadenim
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3. zpisob:a) kombinatoricky — intuitivé

Vyraz Zn:

k=0

n
(k] piedstavuje p&et vSechk-prvkovych podmnozin mnoziny o prvcich.

RozepiSme vSechny situace do tabulky:

pocet podmnozin
pocet
prvka 0- 1- 2- 3- 4 - k -
v38ech
mno- | prvkovych | prvkovych | prvkovych | prvkovych | prvkovych | prvkovych
Ziny
0 0 0
n= - - - =
0 1=2
=1 1 1 e 1 1
n= 0 1 - 2=2
=2 2 2 =2 2 =1 2
=21 o 1)1 l2)° 4=2
3 3 3 =3 3 =3 3 =1 3
"1 o 1 2 3 8=2
4 4 4) 4 4) 6 4) 4 4) 1 .
o 1 2 3 4 16=2
(n
n=n
0

nn
V tabulce postuph vznikd Pascal trojuhelnik, Z(kayjadfuje sodet n cisel
k=0

v (n+1)-nim¥adku tohoto trojihelniku.

3. zpisob:b) kombinatoricky — vypétem

Predpokladejme, Ze jsou vSechny prvky dané mnozitazsay v pesném piadi. Kaz-

dému nizeme pifadit ,+* nebo ,-, podle toho, zda do vybrané podmimy pati ¢i

nikoliv. Pak vlastd hledame p&et uspsadanychn-tic vytvorenych ze dvou pruk
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{+,—}, ¢ili dvojélennou variaci s opakovaninnzprvki. Z teorie o variacich s opakova-

ni vime, zeV,(2) = 2", coZ jsme cldli dokézat.

n(n
Piiklad 5 Dokazte rovnosi(kj @* =3", kdek, nON, k<n.

k=0

1. zpisol uzitim binomickeé vty:

(a+b)" = (nja”bo + (nja”‘lb + +( n jab”‘l + (njaob”
0 1 n-1 n

polozime-lia=1 b= 2 pak dostaneme

ﬂ_n n 0 n n=1l rpl n n-1 n 0 n 4
(1+2)—OELEP_+1EL 24| AT T2

n

n n 0 n 1 n n-1 n n 194 -
3= 0 [(2° + L (D" +..+ N1 2" + 0 [2". PrepiSeme pravou stranu pomoci

n n
sumy a dkaz je hotov:3" = Z(k) 2 .

k=0

2. zpisob: kombinatoricky {erpano z [10])
Nech’ M je mnozZina a prvcich, mnozina B jeji podmnoZzina obsahukipirvkia. Mno-

Zinou A ozné@me kazdou podmnozinu mnoziny B (obr. 6).

M
B

Obr. 6 —Vztah mnozin A, B, M
Prvni Gvaha:

n
Patet moznosti, jak vybrat-prvkovou podmnozinu B mnoziny Mroprvcich je(kJ.

nn
Pcatet vSech podmnozin A mnoziny B E( j =2". Patet moznosti, jak vybrat dvoiji-
k=0
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n
ce (A, B) je v dsledku kombinatorického pravidla sidou (k} [2". Celkovy pdaet

vSech dvojic (A, B) pak vyjadje sumaZ(Ej 2.

k=0
Druhé& uvaha:
Pro konkrétni prvekn 1M plati nasledujici moznosti:
a) prvekm pati do mnoziny A,mLl A,
b) prvekm pati do mnoziny B, ale nepatdo mnoziny A, mLIB \ A,
c) prvekm pati do mnoziny M, ale nepiatdo mnoziny B,mLIM \ B.

Proto p@et moznosti jak pro kazdy prvek M vybrat dvoijici (A, B) je3".

n(n
Porovname-li vysledky obou Uvah, dostaneme plaﬁdesltityZ(k] @2k =3".
k=0

2.5. Teleskopické Fady
Vyznamnou skupinoiad, s nimiz se mohouirstloSkolaci také setkat, jsda-

dy teleskopické. Jejich vlastnosti jsotie¥itou sodasti podstaty sundaich algoritnd.
Teleskopickou fadou nazveme fadu, kterou je mozné zapsat ve tvaru
>b=> (a, —a,.,). P teleskopickém &tani dochazi k cilenému ropsi, nefastii

k=1 k=1

ke zdvojnasobeni gtu ¢leni rady, abychom vyuzili skuteosti, Zze B-2 gitandi vy-
tvoii n-1 dvojic, jejichz sotet je roven 0.Poznamenejme, Ze u mnohy¢ad se

k takové formuli dostaneme rozloZenim vyrazu naigari zlomky. Vyjadime-li pak
souet s, =(a —a,)+(a, ~a)*+(a-a,)+ ... +(a,,-a,)+(a,-a,,.), po odstraen
vSech zavorek se vt ¢leny posloupnosttast&nych sodti navzajem vyrusi (,slozi
do sebe” - odtudifrovnani k teleskopické &) a zjistime, Ze vysledek zavisi pouze na
prvnim a poslednintlenu, ¢ili s, =a —a,,,. Mnohé teleskopick&ady jsou typu
ZbK ZZ% kde px, Ok zn&i polynomy, picemz polynomgk je alespé prvniho

k=1 k=1 Mk

stupré (nekonstantni polynom). V¢hterych gipadech Ize dokonce hledany geuza-

psat ve tvarus, =L , kdef, agn jsou vhodné polynomy.

n
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Priklad 6 >

1
~k(k +1)

e . 1 o 1 1
Snadno o¥fime, ze zlomek——— mizeme zapsat ve tvarg- ———— a potom
k(k +1) k k+1

4 (11 , : ] o .
VypiSme rkolik prvnich ¢leni posloupnosticast&nych
kzﬂk(l)g(kklj P brvich clent posioup Y
o 1
SOLEth: sl=a1:1—§,
1.1 1 1
ta,=1l-—+=-==1-=,
2378 T 2 2 3 3
1.1 1 1 - . o o
S, =S +ta; = 1—5 3 Zzl—z, atd. Vidime, Ze se viiiti ¢leny postupg vyruSi
l n
a nakonec dostavame =1-—— a
R Z;k(k+1) n+1’

» 5k
Piiklad 7 ZIW
Jednoduchou Upravougvedeme vzorec prioty ¢len na patebny rozdil. Ei¢teme-li
a odéteme \itateli jedntku, rozdlime zlomek na dva, v prvnim kratime a mame po-

k _k+1-1_k+1 1 _1_ 1
(k+1) (k+1) (k+1) (k+1) Kk (k+2)°

1 1 1 1 1 1
casténych sodtu plati s =|1-=|+|=-=|+ ... +|——-F+—< |=1-+—<. ToO
castEny 4P S ( 2) [2 6) (n! (n+1)J (n+1)

Pro posloupnost

tiebné vyjadeni:

je rovrez vysledek pikladu 7.

Také nasledujidiada vykazuje jisté teleskopické vlastnosti.

Priklad 8
RS kZ; Ko+ 3k2 2k

Abychom mohli pouzit rozklad na parcialni zlomkyjadiime jmenovatele ve tvaru

. 2 .
sowinu: = . Nyni hledame takovéislaA, B, C, aby platilo
k*+3k2+2k  k(k+1)(k +2) Y yp
2 A, B, C Celou rovnici vynasobime k(k+1)(k+2)

kk+1)(k+2) k k+1 k+2'
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a polozime postugnk = 0-1-2. Dostaneme rovnice2 =2A,2=-B,2=2C, odtud
A=1B=-2,C=1. Pak

: 1 j 1 51 51

=-2 + :
kZ:;k +3k2+2k Z(k k+1 k+2 kZ:;k kZ:;k+1 kZ{k+2
Pro dalSi praci bude vhodné druhouretitsumu vyjaéit pomoci prvni. Zejm¢ plati
51 1 1 1 1 1
P B e e +=,
=k 3 4 5

= k+1 4 5 n+l & = n+1

z 1 _E +E+ +£+i+ 1 :ZE:ZE_ 1+£ +i+ 1
—k+2 3 5 n n+l n+2 &k ok 2 n+l n+2
a potée

n] &1 &1 8l &l &1, 3 2 1 1
zE_sz+1+zk+2'zE 22, +z_k+2 2 Thel

- - 1 1 1
Sumy se navzajem vyrusi a nakoree P +

n+l n+2

Zadny z dosud znamych o, jak fady seist, neni univerzathpouzitelna
metoda. Spousta dalSich, které zde nebyly uvedengpira o nastroje moderni mate-
matiky jako nah’klad derivace, integrély operétory Fourierovnalgfmu. O to zajl'ma-

viw s

a to i nekoneénych.

3. Teoreticka vychodiska suma €nich algoritm G

3.1. Vyvoj suma €nich algoritm
Prvni sumani algoritmus byl objeven v roce 1970 americkym enatikem

a programéatoremRalphem Williamem Gosperemjr., znamym jakoBill Gosper
(obr. 8). Dilezitou sowéastiGosperova algoritmie feSeni rekuremi relace pro hyper-
geometrické polynomy. J&Shez se z&ly pouzivat poitate, zvéejnila nadana mate-
maticka, radova sestrdMary Celine Fasenmyer (dale jensestra Celing 1906—1996,
obr. 7), vysledky své doktorské prace z roku 194k objasnila postup, jak najit reku-
rentni relace préast&né soudty praw hypergeometrickychiad. Jeji zpsob umo#uje

algoritmicky itat rekterérady s kombinénimi ¢isly a spolu $sosperovym algoritmem
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se stal zakladem pro tz¥eilbergetiv algoritmus ct(,creative telescoping“) — vznik se
datuje v rozpti let 1982 - 1990. #odni teorie je podobna metodestry Celinpavsak
rychlejsi, a byla spolupraci dvou matematikorona Zeilbergera (obr. 9) aHerberta
Saul Wilfa (obr. 10) podrobgi rozpracovana, roz&na a zobecma, a dnes je znama
jako WZ algoritmus(1992). ObjewvHyper algoritmu SlovincenMarko Petkovsekem
publikovaném v jeho disertai praci v roce 1991, znamenal dalSi velkiinps

v systému poznatko pcaiitacovém sgitanitad. VSechny algoritmy hledaji jistym go-
bem vhodné rekurentni zadangitych vlastnosti, diky émuz je pak snadné najit sou-
Cettrady. Zakladnim a dostupnym infortimam zdrojem teorie vzniku suré@ich algo-
ritma je on-line publikace PETKOVSEK, Marko; WILF, HerbeS.; ZEILBERGER,
Doron. A=B , zroku 1997, ktera je online dostupna z webovystianek:

http://www.math.upenn.edu/~wilf/AegB.pdf Dilo popisuje vyvoj péitacovych pro-

grami pro ugovani sodti fad a krond teorie obsahuje ukazkesSenych fikladi a Ulo-
hy na procuieni. Je to publikace z&a odborna, vybrané ulohy jsou pémé dost
obtizné.

Nejvhodrgj$im sumanim algoritmem pro ffipadné uplaténi na SS se ukazuje
Gospetiv algoritmus a to edevsim proto, Ze pracuje pouze s funkcemi jedoéwn-

né. S teorii funkci dvou a vice prénmych se studenti seznamuji az na vysoké Skole.

Obr. 7 - M. C. Fasenmyer Obr. 8 - R. W. Gosper jr.
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Obr. 9 - D. Zeilberger Obr. 10- H. S. Wilf

3.2. Diference, antidiference a sou ¢€et rady
M&jme danu posloupnodg, }. Pokusime se ji diferencovat #lpiZit tak sou-

n b
vislost > a, s Newton-Leibnizovou formuli integralfi f(x) dx = F(b) - F(a). Zvoli-
k=m a
me-li patateni podminkus, =0, pak pro posloupnost, ¢ast€nych souta plati
S;=Sta=>a=5-5
$=518,=8,=5-5

Sk =St = A4 =S TS

S =S ta, = a, =S, —S,, atd. a nfizeme psat
PIEAEDICHELHE 3
k=m

kem
To znamena, Ze jédba najit takovou funkcs, , pro kterou platis,,, —s, = a, , presrgji
Aa, =s,,, —S,. Diky velké teorii infinitesimalniho gitu vime, ze hledana funkce je
primitivni funkcf k funkcia, , budeme ji dale zwit F(k) a platida, = F(k +1)-F (k).
OperatorA nazyvame diference, v kofreem kalkulu je pra@jSkem operatoru derivo-

vani D v diferencialnim pau, a v naSemifpact je diferergni krok roven 1.

Snadno o¥fime, Zefada (3) je teleskopicka.



n

> (81 =80) = (S0 =8,)+ (8, = 8,4) +...+ (Spa = S0) = S0 =S, proto nakonec plati

k=m

VyzkouSejme si takovy Zsob €itdni na ®kolika obecnych fikladech zna-

mychftad.

Priklad9 k"
k=0

Mezi populdrniciselnéiady pati >k, > k? > k®, ... Pokusime se konkretizovat

k=0 k=0 k=0
predchozi myslenky. Hledame vyj&hi pro Ak™, (m= 123..) Pracujeme
v kong&ném pdtu a vyuzivame diferenci (s diferarim krokem 1). Jak uz byliec¢eno,

ta je sice analogii k derivaci v infinitesimalnim¢fu, avSak v daném prdsti, jak se
nasleds preswdéime, s ni jako s derivaci néieme pracovat. Plai’ = altaké podle
definice diferencedk =k +1-k = 1Painaje druhou mocninou uz ale rovnost diferen-
ce a derivace neplati, nap

(k2) =2k, Ak? = (k+1)°* —k? = 2k +1, nebo

(k?) =3K2, Ak® = (k +1)° —k® = 3k? + 3k +1, atd.
Zda se vSak, Ze diferenci polynomické funkeho stupt bude polynom stugn
0 1 niz8iho. Z tohototdvodu dale pouzijeme pro geby konéného kalkulu zavedené
faktorialové klesajici a rostoustté mocniny prom=> 0

k™ =k(k-1)(k-2) ...(k-m+1) a k™=k(k+1)(k+2)....(k+m-1), pricemz pro
m=0: k™ =k™ =1,
Vyjadiime diferenci

Ak™ = (k+1)" —k™ = (k +Dk(k -1)...(k - m+2) - k(k -2) ...(k - m+1) =

= k(k-1)..(k =m+2)(k +1-k + m-1) = mk™,

Praw jsme ukazali, Zze vkodaém kalkulu plati Ak™ = mk™ jako ekvivalent
k derivaci mocninné funkc(akm)/ =mk™". Najit k ni primitivni funkci F(k) pak zna-

mena vyjadit antidiferencj analogii k uéitému integralu v nekogeém pd@tu. (Owie-
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ni bude provedeno pogd) Sowet klesajicich mocnin fiZzeme naslednpsat jako

n m+1 |" m+l
ka = k JJ =" Jelikozk! = k, pak prom= 1snadno utime primitivni funkci

<o m+1 m+l
2|" -

F(k):k— = nln-1) a nasledé souet
2| 2

kz:(‘;k = F(n+1)-F(0)= (”;1)” —g = n(”2+1).

Primitivnich funkci k dané funkciipantidiferencovani stegnjako pi integro-
vani existuje nekoe¢ mnoho. VSechny se [iSi o aditivni konstantu, kiexodané

chvili zanedbavame, protoze sé pasledné sumaci vyrusi. Polozimedi= , Fpaiet

bude slozijsi. Vime, zek*=k , k? =k(k-1). Potom plati k> =k?+k* a pak

F(k):(k—3+k—2j

3 2

= n(n—lz)g(n—Z) + n(n2— ): n(n—1)6(2n—1) je hledana primitivni

0

funkce a nizeme pokréovat Zn:kz = (n +1)- |:(o) = wgnﬂ)
k=0

S dalSimi mocninami pracujeme podébn

Intuice napovida, ze primitivni funkci k funk&™ bude polynomicka funkce
(m+1)-niho stupr. Polozime-li F(k)=c,.,k™ +c k™ +...+ gk +c,, pak dostaneme
vyjadieni
F(k+1)-F(k)=
= Gy (k+2)™ + ¢, (k +1)™ + ..+ ¢, (k+1) + C, = (Cor k™ +¢, K™ + ...+ Gk +Cy),

m+1 m+1

z rovnosti k™ =F(k+1)-F(k) se poté pokusime stanovit hodnoty koefidgient
Cpe1sCy » - C; (Metoda newsitych koeficienti). Postup si ukazeme napro m= 3:
F(k)=ck* +ck®+ck? +ck+c,,

F(k+1)=c,(k+1)" +c,(k+1)°* +c,(k +1) +c,(k +1)+c,. K daldi Gpray a vyeSeni
soustavy rovnic vyuzijeme piac.

F(k+1)- F(k) = 4c,k* +(3c, —6¢, )k* +(4c, —3c, + 2¢, )k + (¢, - ¢, +¢, —¢, ), pritom

rovnostF (k +1) - F (k) = k® nastane, pravkdy? existujete$eni soustavy rovnic
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1=4c,

0=3c, -6c,
0=4c, -3c, +2c,
0=c -c,+c;—¢,

Ke)
I
o
Kg)

I
NP
Iy
I
N~
0
I
NP

Pak F(k)=%k4 +%k3 +%k2 +¢, a nakonec

oo _ 1,1 1 2_n2(n+1)2
kZ:c:)k =F(n+1) F(O)—4n +2n pn =

Priklad 10 > k(2k-1)
=
V dusledku platnosti distributivniho a asociativnin&kada (i praci se sumami fize-

me psat > k(2k-1)=2>'k*->'k a uztim jiz znamych vztdéh dostaneme
k=1

k=1 k=1

=M, Pak Zejmg plati
6

v KT _nn+y) &, (KK
k=" DY G L
2k=3 > & (3+2]

1

kZ:k(Zk—l)= 2 n(n+1é(2n+1)_ n(n2+1), po Upray kZ:k(m(_l):w_

Uvedeny postup Ize uplatnit ve vSedfippdech, kdy posloupnost, je poly-

nom. Podivejme se také na dalSi typy funkci.

3.3. Diferencovani elementarnich funkci
Zkouméanim vlastnosti diferencovani posloupndgtigc odvodime dlezité

vztahy, které pro diferenci v kotr@ém kalkulu plaft

a) Diference satiu (rozdilu) je rovna satiu (rozdilu) diferenci (tzv. komutativnost),
protozeA[f, + g, ]=[f £ Gua] = [ f 2 9] =[fis = f] £ [04 — 9] = 2, £ Ag, .

b) Nasobici konstanta miZzeme vytknout fed diferenci (tzv. distributivnost), jelikoz
plati Ac ¥, =cCf,,, —c¥, =c[f,,, - f,] = c[Af,.

c) Diferenci sotinu uime takto:

2 \V/ztahy Ize zobecnit pro libovolny diferémi krok, my pracujeme s jeho hodnotou 1.

27



A[ f, Egk]= fo. [0, — f. [0,, pro nasledné vytykani jeeba odeéist a gicist vyraz

fk |:gk+1:

fk+l [gk+1 - fk [gk+1 + fk [gk+l - fk [gk = Oka [[fk+1 - fk]+ fk [[gk+1 - gk] =
= Af, 09, + f, [AQ,.

Zopakujeme odgeni a picteni, tentokrat vyrazw, [Af, , natez dostavame vyjaeni
Af, [9,,, — 9, [Af, + g, (DM, + f, [Ag, = = Af, [ﬂgk+1 - gk] + g, (MM, + f, [Ag,, tOo zna-
mend, zeA[f, [, ] = Af, (b, + f, [D\g, +Af, [Ag, . A to je jista analogie k derivaci sou-
¢inu.

d) Pro diferenci podilu zafedpokladu, zeg, 2 @lati

fi _Af [g, — f [Ag, _ Af [g, — f, [Ag,

A 5 , protoze
Ok Oy L0, Ok + 900,
AL:Q_L: fk+1[gk_fk[gk+1_ fk[gk + fk[gk :Afk[gk_fk[Agk Sou-
O Ok Gk Ok+a LOK Okt [0k Ot L0 Okt L0k
s Af, g, - f [Ag, _ Af, [g, — f, [Ag,
¢asre Ag, =9,.,—9,,odtudg,,, =Ag, +g, a—K=Kk Kk Sk =-—k Sk Kk :
“ ok s oo Ok+a LOK glf +0,Ag,

Nyni zobecnime diferencovani nasledujicich elemefdi funkci: konstantni,
mocninné, polynomické, né&mé uangrnosti, exponenciélni, logaritmické a nakonec
také funkci goniometrickych:

e) Ac=c-c=00cOR.

f) OnON je diferenciAx" polynom @-1)-ho stups, protoze s vyuZzitim binomickésty
1 n n n (N n-k n n (N n-k n (N n—-k
plati AX" = (x+1)" =x" =] "x"F=x"=x"+>| X -x"=Y] X
koL K K K

g) Diferenci polynomické funkce-tého stupd je polynom stupté n-1. Cili plati

n

AP(x) =AY ax! =Q,,(x), kde P (X)= 8x* +ax+..+a X" =Y aX . Turze-
j=0 j=0

ni dokdZzeme na zaklagblatnosti jiz odvozenych vztaha), b), f), protoZze pak dostane-
meAY ax' =>aAx => a R (x), kde R _(x) je opt polynom.
j=0 j=0 j=0

c_ ¢ c_cx—clc+l) c
hyA—=——-—= =- z 0,1 k OR—-10;.
) T x x(x +1) x(x+1) pro x# 01 kdec (o)

) Aa*=a“'-a*=a*(a-1),proa>0,a% 1L
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HAInx=In(x+1)-Inx= InX*1_ In(1+£j, pro x> 0; analogicky
X X

Alog, x = Ioga(1+%j, kdea>0a# 1

k) Asinx =sin(x+1)-sinx = 2c0s: +;+ X inX +;_ X 2005{x+%) Bin%.

) Acosx =cogx+1)-cosx = —2sinX+;+ X E$inX+;_X = —2sin(x+%j E'Bin%.

Stejnym z@isobem, uzitim vzokcpro sodet a rozdil goniometrickych funkci,rtbeme

zobecnit diferenci pro funkcsinnx, cosnx:

Asinnx=2co (n+1jx sinﬁ,Acosnx:—Zsin (n+£jxsin§ )
2 2 2 2

3.4. Vlastnosti sumace a sumace zakladnich funkci
V piikladech 9 a 10 jsme ukazali, Ze nalezeni primitifunkce, ktera je

v kong&ném pdétu analogii k integrovani, by mohlo vyznagnpomoci g uréovani
souti nekterych fad. Antidiferenci, v naSem iipact inverzni operaci k diferenci

s diferenim krokem 1, dané posloupnoé@} budeme dale nazyvatimaci posloup-
nosti znait > a,, aplati pronid a =F < AR =a OkON.

Funkci Fy fikejme primitivni funkce k funkcax. Pri nasledném odvozeni sumace zné&-
mych funkci vychazime zjejich diference atibpiznosti antidiferencovani

s integrovanim. JelikoZz pracujeme s funkcemi v koéen kalkulu, proto vyjaeni
> a, =F(k)" = F(n)- F(m) pripomina zapis witého integralu.

Pro peitani se sumami plati znama pravidla (kdé R, k,m,nCIN,, k<m<n), ktera

nyni dokaZzeme na zékladlastnosti diference a definice sumace.
a) Asociativni zakon

Suma sottu (rozdilu) je rovna satu (rozdilu) sumgili > (f +g,)=> f, £> g,

m

protoze oznéime-li  f, =F < f, =AF,> g, =G, = g, =AG,, pak podle jiz do-
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kdzané vlastnosti o diferenci stw a rozdilu platif, + g, =AF, +AG, =A(F, G, ).

A odtud nakoned_ f, +> g, =F, =G, = (f, £ g,).
b) Distributivni zakon

n n
Pri sumaci niizeme nasobici konstantu vytknoutegh sumu, > ca =c) a, . Plati
m m

cf, =cAF, =AcF,, to znamend cf, =cF, =c)_f, .

¢) Komutativni zdkon nam umiidje znenit poradi €itani tak, jak paebujeme, proto-

n+p

Ze platizn: fe=> iy
m m+p

RovreZz s pomoci pravdokazanych vlastnosti se nyni pokusime nalézt sumy
n¢kterych znamych funkci,if@gemz C znai sumani konstantu, analogii k integhai
konstang.

V n¢kterych jednodus$Sichripadech Ize sumu odhadnout. K&fad pro konstantni po-

sloupnost pIathc=ck+C, coz snadno dokazeme na zaklaglikace definice dife-
renceAF (k)= dk +1)-dk)=c.

. ] + o " :
Obdobre pii odvozen|ZInX—1:Inx+C intuitivné vyuzijeme ¥tu o logaritmech,
X

ZInXT-Fl: > [In(x+1)-Inx]=> Alnx=Inx+C, coz bylo dokazéno.

Sumaci exponencialni posloupnostitzeme roveZz lehce odhadnout. Vime, Ze

k
¢t —c =c*(c-1), kde cz1kON,, pak zejm¢ antidiference bude mit tvarc—l.
C_

ke K K(n_
¢t ¢t _c*e 1):c",ato

Sviij odhad pochopiteth owsiime: F(k +1)-F(k)= : = :
c-1 c- c-

jsme chéli dokazat. Zajimava situace nastane mre , sBmace exponencialni po-

sloupnosti ® je rovna 5, proto tato funkce je v diskrétni matematice eaidntem

Ck

c-1

+C

funkce € vnekoneném infinitesimainim p&tu. Shrnuto ) c“ =

ay 2=2+C.
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Nyni uz mizeme ukazat jak stejnym postupeniisegeometrickodtadu.

Piklad 11 > g, q#1
k=0

n+l _

Q| _9™_ 1 _q
q—l‘O g-1 g-1 g-1

K n
| a to je vzorec znamy jiz zetstloskol-

Plati > g =
k=0

skych &ebnic.

V piikladu 9 jsme intuitiva pouzili pro vyp@et sumy mocninné funkce analo-

m+1

gii z integralniho p&tu. Jecas ovtit, Ze pIatiZkm = :1+1+C’ kde m# - 1, presrgji

m+1
ka = :1+1+C' F¥i dikazu vychazime z definic diference a klesajici dektove

mocniny.

(k+2)™ k™ _ (k+1k(k-1)...(k +1-m-1+1) k(k-1)...(k-m-1+1) _

m+1l m+l m+1 m+1
_ (k+1)k(k-12)...(k=m+1) - k(k ~1)...(k =m) _ [k(k=12)...(k =m+2)[(k +1-k+m) _
m+1 m+1
_k™(m+1) _

k™, coz bylo dokazano.
m+1

Jak bylo dive prezentovano, diferenci polynomické funkce stupje poly-
nom stup® n-1. To znamena, Ze sumaci polynomtého stups je polynom stupé

0 1 vyssihogili Y P, (x)=Q,..(x)+C.

Odvozeni sumace goniometrickych funkci provedenggich znameé diferen-

ce. PlatiAcosx = —Zsin% E;in(x+%j. Kdyz prongnnoux nahradime vyrazenx—%,

pak dostanemexcos(x—%j = —23in% [$inx, celou rovnici vydlime ¢islem - Zsin%

aprotoze se jednd o konstantu, podle vlastnostieresice niZzeme psat

CO{X_ZJ CO{X_ZJ
sinx=Al -—————=4 | anakonec) sinx=-————=2+C . Analogicky provede-
.1 .1
Zsma Zsmi
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sin[x—j
me pro funkcicosx. VychéziZcosx == +C . Ri ovérovani vyuzijeme zno-
2sin—
2

vu znamé goniometrické vzorce.

sin x+1—1 sin x—1 sin x+1 —-sin x—1 1
2) 5 _ 5 5 ZZCosxsmE

1 1

1 1 =CO0SX, COZ jsme
2sin— 2sin— 2sin— 2sin—
2 2 2 2

chtéli dokazat.

3.5. Sumace per partes
Pro antidiferencovani dalSich typosloupnosti jeféba nahlédnout doskte-

rych specialnich metod integrovani funkci. Zkuszkeumat napp moznost sumace po

castech, analogie integtai metody per partes.

A( fkgk): faaOin — Ok = FiaOiaa = FiBian + fuGin — 9y =
= Gl fros = F)+ 1 (90a = 90) = 9, + AT, ,

odtud f Ag, =A(f,9,)- g..,Af,, a nakonec

Z flAg, = f 0y _ng+1Afk .

Odvodili jsme vztah, pomoci¢ft mizeme sumaci provéttaké pocastech. Vyzkou-

Sejme na &kolika prikladech.

Piiklad 12 > k2"
k=1

Polozme f, =k, Ag, =2, potom Af, =k+1-k =1 g, =2, g,,, =2“"". Uzitim me-
tody sumace poastech, znamych pravidel progi@ni se sumami a antidiference funk-
ce Zdostavame

ik@k :(k lIk _izkﬂj
k=1 k=1

n

=(2k-2)[ =2(n-1)+2.

= (k 2 - 222k]
1 k=1

1
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Priklad 13 " (k* - k)e*

k=1
V prabéhu feSeni zadanéhaigladu pouzijeme sumaci ptastech hned dvakrat za se-
bou. Ozn&me f, =k -k, Ag, =€*, pak

Kk

A, = (k +27 - (k +2) - (k* -k) = 2k, g, = e—1'
Podle metody per partes
- < [ 2 e_k_ g+t (2 ek
3 (k2 - ke = (k2 - )e_1 Z(e_lmkj_(k k)e e 1Zkek Pro vypaet

posledni sumy opakujeme sumacidastech. Polozime, =k, Av, =€ =Ag, , nasled-
né plati Au=k +1-k = 1a mizeme vyjadit

k+1 K K
Zkek:kek—ze :kek_ezek:kek_eme :e(k_ej.
e-1 e-1 e-1 e-1 e-1 e-1e-1 e-1 e-1

n

- ] (2 k:(kz—k)e"_Ze e"( _ ej
Vratime se k pvodni surg kZ:;(k k)Ee { o1 e—lDe—l k e-1))| po
dosazeni
(h+12-(n+1))e*  2e £ (n+1— e j_{(lz—l)el_ 2e ¢ (1_ e ﬂ

e-1 e-1 e-1 e-1 e-1 e-1 e-1 e-1

K dalSi upra¥ vyuzijeme specializovany program (obr. 11). Z mehich zjednoduSeni
vybereme posledni, ve kterém @&ta zavorceditatele vytknout mocninyisla e, aby-
chom ziskali vysledek sumy ve stejném tvaru, jakiyini pgitac (obr. 12).

| simplify(((n+1)~2-(n+1))=e~(n+1)}/(e-1)-(2%e)/(e-1) e~ (n+1)/(e-1) (n+1-e/(e- 1) +{2=e~2)f(e-1y~2~( < B |
. . [(11+1)2—(r1+ 1)]::"*'
simplify —— -
e—1
2¢ e+l
[n +1=—
e-1 e-1 -1 [c 1)?
e e*n?-2en*+n-e’n+n+2e) 2¢°
(e-1y° (e-1)7°
(e-12e™ n+(—1-e)(e—1) e n—2(c? — e"2)
(e-1y°
ele” n-2e" 'R re"™?n te'n—-e"tn+2em -2 e)
(e-1)°

Obr. 11 — ZjednoduSeni vyrazu uzitim Wolfram Alpha
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2% WolframA

sum((k~2-K)=e~k,1..n) = ‘

n e(-2e™' (n* 1)+ (n-Dn+e"(n+1)n-2e)

-kz_k ko
Dk ke —

k=1

Obr. 12 — Paocitacové ueeni sodtu fady

Piiklad 14 " k[8ink
k=1

Také v tomto fikladu aplikujeme metodu sumace ¢&stech, uplatnimeiive odvoze-
nou sumu funkci sinus a kosinus a gegyuzijeme rkolik goniometrickych vzornt

znamych ze #edni Skoly. FedevSim funkce s@tu, poloviéniho a dvojnasobného ar-

gumentu.
co{k—;j co{k +;j
Necht f, =k, Ag, =sink, potom Af, =19, = 1 A%wmT T
2sin= 2sin—
2 2
Nasledr
kco{k—;j kco{k +;j
2sin— 2sin—
2 2

1

_ kco{k‘2j+ 1 . DZco{k+%j.

Zsinl 2sin—
2 2

ZjednoduSime

sin(k —1j co{k —1j
1 2 + 2

ZCO{k +1j = COSEZCOSK —sinEZSink =cos-[3
2 2 2 2 ogint 2
2

a pokra&ujeme v hledani primitivni funkce (k).
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n

, vyraz upra-

. kco{k—;j 1 co%sin(k—;j co{k—;j
> kEink = Tt T
k=1 2sin— 2sin~ 2sin— 2
2 2 2

1

1
kco{k— J ,
. 3 L 2 sink
vime a dostanem®_ k [$ink = Tt =1 -
k=1 ZSin‘* (tzsin:Lj
2 2
1

(n +1)co{n +1

2) , sin(n+1)

Pro vypaet konéného sottu zbyva utit F(n+1)=-

2
2sin® (ZsinlJ
2 2
cos& - Zcoslsin1 +sinl
|:(1):_ 21+ sinl = 2 22 :—S|n1+5|?1:0_ To znamena.
Zsina Zsin1 Zsin1 Zsinl
2 2 2
1
; (n+1)co{n+j _ ,
Zze ) kisink=- 2 +sm(n+1)2 a svyuzitim sin1 _1-cod je
k=1 2si 1 ( . 1) 2 2
nz 2sin=
2 2

sin(n+1) 0 +1)co{n i ;J

2(1- cosl) osint
2

vysledny soutet ZkE‘sink = , C0Z ukaze také nappro-
k=1

gram Derive 6(obr. 13). InteraktivnWolfram Alphaposkytne vysledek vyjd&dny po-
moci funkce kosekangipadré kotangens (obr. 14).

J Soubor Upravy Viofit Privedece Zjednodusit Reit Kalkul Mognosti Okno Napovéda

DEES s max HhwkH =~ 8% mafST|+4[&

#1: k+SINCKD

n
#2: Y k-SINCK)
k=1

1
(n + 1)-COS[n + ———]

SINCn + 1) 2

#3:

2-(1 - cos(1)) [ 1 ]
2-SIN| —
2

Obr. 13— ReSeni sumy uzitim programu Derive6
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2% WolframAlpha sz

[ sum(k*sin(k),1..n} E]

Sum:

Zk sin(k) = 31, cscz(%)((n + 1)sin(n) —nsin(n + 1))

k=1
csc (x) isthe cosecant function

1 51 . .
4_1 csc‘(§ ) ((n+ 1)sin(n) —nsin(n + 1))

1 -1 i i
_Z csc"(a] ((=n—1)sin(n) + nsin(n+ 1))

sin(n) 1 [1) 1 q(l) .
— — ncot| = | cos(n) + — cot*[ = | sin(n)
2 2 -4 2

L .
— nsin(n) +
2

cot(x) is the cotangent function

Obr. 14 —Vyjadieni soudtu 7ady nastrojem Wolfram Alpha

Pro dalSi praci bude uztiee definovat rovéZ z4porné celiselné mocniny

k=", m>0:
kll:i k== :; k=™ = 1
k+1’ (k+1)(k+2)" (k+1)(k+2)...(k +m)

m+1

Uz vime, Ze platl'ka: +1+Cpro vSechna celédm# — .1Jak alefeSit sodet
m

> k™ 2 Podle definick™ = kiﬂ = AF, = F(k+1)- F(k). Owime, Ze funkciF (k), jez
Lo . : TR | 11 1 »
splhuje uvedenou podminku, je harmonidieda ZE = 1+§+5 ..+=, zn&imeH, .
k=1 n

Pati mezi tzv. Riemannovy funkce zeta a v diskrétnfamatice je analogickou funkci
k funkci girozeného logaritmu.

F(k+1)—F(k):1+1+}...+1+i—(1+1+...+1j- L
2 3 k k+1 2 k
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Priklad 15 Y'H,
k=1

Jestlize zvolime f, =H,a Ag, =1, potom Af, =H,,,-H,, 9, =k, g,,, =k+1.

Podle pravidla sumace gdstech a s vyuzitim platnosti vztat,, —H, _kil do-

= (kH, =k). =nH, -n. Na-

k=0 k=0

stévémezn:szkH zn:k—mku) (ka—ilj
k=0 /|g

Sli jsme analogii k integraci per parta&pzeného logaritmu.

Integrace racionalnich funkci se zpravidla neobéjee rozkladu na parcialni

zlomky. Také p hledani sottu ¢iselnychiad |ze tuto Upravu vyuzit.

Priklad 16 y
Fikla kZ:; (k+1)

Uvedena suma jiz bylgeSena jakoifiklad 6 v kapitole 2.5 Teleskopiclfédy. Nyni si

ukazeme dalSi Zigob. Vyraz rozlozime na parcialni zIom +1 E kil a déle

Z—l =H, et ProtoZ(1 1) Hn—(Hn—1+ij:L.
k+1 n+1l k k+1 n+l) n+l

Z uvedenych fiklada je patrné, Ze antidiference hraj@eafitou roli @i s¢itani

fad Zak = Z(sﬁl —sk), kde posloupnostasténych sodtu je teleskopicka. AvSak

k=m
nalezeni takové funkcé (k), aby platilo Aa, = F(k+1)-F(k), jak jsme si ukazali,

neni vzdy jednoduché.i€sto se poddo objevit v 80. letech minulého stoleti jeden
z vyznamnych sungaich algoritnii, diky nrémuz dnes dovedou takovym tgmbem

Sitat fady i p&itace. Autorem je americky matematik a program&atph William
Gosperjr. Jeho algoritmugeSitady Zak =s., —S, Vpipadech, kdy je hyperge-
k=m

ometricka posloupnost. V ofrgém gFipad dokonce prokaze, Ze takove vyjadi nee-

xistuje.
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Definice 1: Posloupnos{an}‘::l se nazyvéypergeometrickdpraw tehdy, kdyz pro

vSechnanON lze podil po sob jdoucich¢lena a,, a,,této posloupnosti zapsat ve

tvaru B o , kdeu, av, jsou polynomy.

&V,

3.6. Od racionalni funkce k polynomu
Pred nasledujicimi Uvahami jéeba definovat dalSitdezity pojem a vyslovit

véty, které tvai teoreticky zaklad Gosperova algoritmu.

. L [
Véta 1: Kazdou racionalni funkm“i lze zapsat ve tvarbllJ“—:M, kde
Vn Vn pn—l En

P, d,, I, JSOu polynomy, které spliji podml'nkuD(qn,rn+j)=1 0j ON,.

V dikazu &ty 1 (je uveden ndpv [25]) hraje vyznamnou roliezultant polynoni®

a Sylvesterovo kritériuptoz je vSak nad ramedetioSkolskéhodiva.

Definice 2:  Trojici polynomi p,, q,, r, sphujici vlastnosti ve &¢ 1 nazyvameegu-

I . AU
larni reprezentaci podila—.
V,

n

UvaZujme hypergeometrickou posloupn{n}}, ve které platia, =s, —S, ;-

Jestlize—> je racionalni funkce, pak musi byt racionalni tagéu, coz snadno av

-1 ak -1

1=

iime, protoiei: % "8a = S S| pak je ale mozné podieity 1 podil
A1 STz S l—h

Sc1
e vyjadiit pomoci jeho regularni reprezentatié, A = P G , 4)
-1 aTI—l pn—l rn
kde p,.q,.T, jsou polynomy, pro& pro vechng 0N, plati D(g,, r.;)=1. (5)

% Vyznamna sotést algoritni prograni paitaové algebry, napMaple, Mathematica
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Véta 2: Nech’ posloupnos{ak} je hypergeometrickéa a polynomy,, g, I,, tvori

regularni reprezentaci podﬂua“—. Jestlize také posloupno&ist&nych

2,4

souti {s}, kde s, = > a, je hypergeometricka, potom Izety casteny
k=m

souet s, vyjadiit ve tvarus, = Yo a,f., (6)

n

pro jisty polynom f_ sphiujici podminku

pn = qn+1 fn - rn fn—l' (7)

Podminku (7) pro polynomf, dokdzeme snadno. Do vztalmy=s, —-s,_, dosadime

formule podle (6):

a, :%akfk —F?—kak_lfk_1 , rovnici vynasobimep, a vyctlime a,, pak dostaneme
k k-1
Py = Qs f — pp" a;: q.f.,. Dale za podl'lh dosadime fevracenou hodnotu rov-
k-1
nosti (4):
Pe = Ousa Ti —iqufk_l, neékteré ¢leny se vykrati a tim se vyjiehi zjednodusi
Pe-1 Pl
P = O Fi =i Fieca -
: _ S.P
Z rovnosti (6) plynef = —-"-. (8)

n+1

Funkcef, je racionalni funkce, coz velmi snadnostiine, protoze podleipdpokliadu

a,=s,~S,, anasleda f, = S P 1P renrie algoritmu ale do-

Sn - Sn—l qn+1 1- Sha qn+1
S

konce prokazuje, zd, je polynom (autth zdroje [25] toto nazyvajtazrakem Dukaz

provedeme sporem (podle [8]). Vyjde z gedpokladu, zef, je racionalni funkce a ni-

koli polynom, to znamena, Ze existuji neséind polynomyx,y, takové, zef, =%

Yn
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PrepiSeme rovnici (7) ve tvarp, =q,,, EALI r Eh vynasobime jiy.,y,_, a dosta-
Yy

n Yna
neme
PnYnYn-1 = Ohet X Yna = X1 Yn - 9)
Nech jON, je nejwtSi mozné celéislo takove, zez, = D(yn, yn+j)¢ 1, (20)

jinymi slovy z, je nekonstantni polynom, protoze ngfim spolénym dlitelem poly-

nomi yn, aynsj nenicislo 1. Protozey,,; musi byt nasobkenz, acisloj je maximalni

mozné, pakigjmé Dy, Yo, ;)=1= D(Y,-.,2,)- (11)
Nabyva-lin hodnot od-(j +1) ve vyrazu (7), pakigjmé plati

DYoo) Yot e1y+1 ) = DYoc 10 Yoot ) = 2o s 21 (12)
A jestlizen se pohybuje od j na levé strafivztahu (8), vychazi

DY i1 %0-141)= Doy 0 ¥a) =12 D710, (13)

protozZey,_;, je nasobekz, ;.
Nyni se vratime k rovnici (6), kterou Wléme vyrazyz, a z,_;_,

Pn YY1 — On+1%Yn-1 _ X1 Yn ) (14)
270 W Bhia

Podle (4) polynony, je nasobelz, a z (11) vyplyva, Zzez, a y,_, jsou nesoudiné poly-

nomy. A protoze dle naSehdgapokladu jsou nesodidé x.,y,, musi byt nesouthé
X1, Yoo, atakéx,,y._,. Proto vrovnici (14)q,,, je nasobkenz, , tudiz zn_1|qn. Po-

dobr podle (12)z,_,

Y._.- Na druhé strahpodle rovnice (13) a nesatidosti poly-
nomi x,Yy,, je polynomz,_;_, nesoudiny s polynomyx _,a y,, proto v rovnici (14)
musi byt r, nasobkenz,_;, atudizz_ dlit r,,,. Jestlize jON, je ¢islo, pro které
spoleéného dlitele z _,, pak je to v rozporu sipodnim gFed-

maji polynomyqg,ar,,,

pokladem (5). Protg/, musi byt konstanta a funkce polynom.
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4. Didakticky pohled na zavedeni Gosperova algorit  mu
do vyuky

V této ¢asti textu popiSemei@dpokladané odborné naroky na matematické
znalosti zaka sedni Skoly pro mozné zavedeni Gosperova algoritka flalSi metody
titani ¢iselnychtad, navrhneme mirné Upravy obsahislpSného &ebniho tématu,
predstavime schéma Gosperova algoritmu, podraimasnime jeho jednotlivé kroky
a doplnime ukazkovymitiklady. Na z&er zanalyzujeme mozné odbornéagpbilosti

Zaka, k jejichz rozvoji metoda Gosperova algorifptigpiva.

4.1. Predpokladané znalosti Zak U a student G
Jak uZ byloteceno, teorie suntaich algoritnii je postavena na praci

s polynomy (Weskych Skolackasgji uzivanym nazvem mnokiteny). S nimi se Zaci
poprvé setkavaji uz na zakladni Skole. Z dokuineRYP stednich Skol zakafe-
nych maturitni zkouskou vyplyvaedpoklad, Zze Zak vysSihocrdku takoveho vzéa-
vaciho zéizeni dokaze mnoliteny <itat, odtitat, nasobit a zaffpustnych podminek
také alit, urci jejich stupé. Absolutniclen, koeficienty kvadratického a linearnitie-
nu pouzivaji nap pii feSeni kvadratické rovnice pomoci diskriminantu npb@ara-
metrickém zkoumani vlastnosti linearni a kvadratifinkce. Na Skolach zpravidla ne-
byva zvykem polynom oziavat, je podcgovan symbolicky zapis polynaimstupré
vySSiho nez 2. Proto pro¢avani operaci s polynomy j&eba posilit a bude vhodné ho
rozskit o priklady typu: ,Jsou dany polynomg,, . zapiSte nasledujici polynomy

Prs1s Pocts Prss 0o Pras — G, - @pod. V jednodusSichiipadech stdoSkolak nalezne

nej\etsi spoleény cklitel polynomi, rozumi terminu nesodlhé polynomy. Bklady na
nalezeni nejtsiho spoléného dlitele dvou polynom by si ale zaslouzily &Si pozor-
nost. Oiraz byva kladen spiSe na nejmensi spolenasobek v souvislosti s navaznosti
na €itani a oditani lomenych vyraz Fritom v obou pipadech se ddb procviuje
potiebny rozklad polynofin v soiin. PrestoZe seip vyuce na sedni Skole ¥tSinou
nemluvi o metod neukitych koeficienti, predpoklada se, ze zak vi, kdy jsou si dva
polynomy rovny.ReSeni soustavy linearnich rovnic m, resp.n— 1neznamych se na
stredni Skole také probira, gymnazigeSi i tlohy s parametrem. Z teorie funkci jedné
realné prordnné by schopnost rozlisit racionalni lomenou furddipolynomické rélo

byt naprostou samégjmosti.
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Témaciselnérady a jejich soket je v zakladnim divu sowtasti kapitoly o po-
sloupnostech, do rozgijiciho wiva pro maturanty péttéma nekontd geometricka
fada. Tady se Z&aci seznamuji se symbokense vztahy pro potani se sumami,
s rekterymi metodamiieSeni konénych i nekonénych sum. Zajemci o maturitu
z matematiky by @i umét vypccitat limitu posloupnosti. To jim umozni dokonceitr
Gosperovym algoritmem séty nekonénychiad.

Uvedené znalosti je v3ak pro aplikaci Gosperovarélgu nezbytné rozst
o nasledujici dva nové matematickée termimypergeometricka posloupnoseégularni
reprezentace podiluV pripact, Ze bychom se ctit s nejnadagSimi zaky hloubji
pondit do paiitacové algebry, je vhodné zaveést dalSi pojnmigdevsinrezultant poly-
nom: aSylvesterovo kritérium Dodejme je& Ze pro dely Gosperova algoritmu
v jistém okamziku postupu definujeme stiaprilového polynomdislem -1. Na drovni

SS vystdime s uvedenymi definicemi 1 a 2 &ami 1, 2.

4.2. Postup p Fi s€itani fady Gosperovym algoritmem
Cely algoritmus znazauje blokové schéma na str. 43. Ekterych jeho krok

se zastavime podrogna doloZzime ukazkou.

Vlastni nacvik uziti Gosperova algoritmuideme rozdlit do tri etap. Nejdive
je treba natit zaky prepsat podil polynof v uziteené forne pomoci jeho regularni
reprezentace. £mame jednoduchymifiklady a postupt zkusime také algoritmicky
postup. V dalSi fazi, kdy stanovujeme stupgoolynomuf, , procviéujeme se studenty
rozliSeni stupé polynomu a koeficiefit ¢lent s odpovidajici mocninou v mnatienu.
Zde je kladen neptdi diraz na porozugmi symbolickému zngeni. ReSitelé dosazuji
do jistého vzorce, kde je vice symbolickych zépiseZ je v BZnych Skolnich tlohach
obvyklé. V tomto okamziku pra¥godobrt nastanou nejiSi potize. Veittim stadiu
feSime soustavy linearnich rovnic, n&yeéme s Zaky metodu neitych koeficient,
vyplyvajici z rovnosti polynoiin a také nutnou parametrizaci, pokud to budéegbat

Pti trénovani druhé aeti faze dokonce odhaliméipady selhani Gosperova algoritmu.
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Schéma Gosperova algoritmu pro &stitady z a =s,

k=m

2.3=0

k=m

A 4

vyjadreni G
-1

A4

podil je racionalni funkce

\4

nalezeni regularni repre-
zentace podilu

A4

uréeni stups k
polynomu f,

A4

podil neni racionalni funkceg

A

fada neni Gosperovskly
Kitatelna

k=0 k<O

feSeni soustavy
linearnich rovnic

A4

soustava mé&esSeni

vyjadieni s,

A4

vypocet s,

A4

soustava nemieseni

D A& =S " S

A 4

k=m
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4.2.1. Nalezeni regularni reprezentace podilu
Podle ¢ty 1 musi mit polynomyg, a r,,; pro vSechnaj N, nej¥tsiho spo-

le¢ného dlitele cislo 1. V jednodusSichrixladech nejétSiho spoléného dlitele poly-

nomi odhadneme. Zpravidla &aame tak, ze polozimp, = .1

Priklad 17 Najdéte regularni reprezentaci podﬂa’“—, kdea, = 1 :
W n(n+1)
1
Plati -2 = n(n+1) = n—1. Polozime-lip, = 1 pak p,_, = 1a snadno uhadneme, aby
8., 1 n+l
(n-1)n
platilo n=l_ PGy ,musiqg,=n-lJr, =n+1 Zrejme
n +1 pn—lrn

D(qn,rn+j)= D(n—ln+1+ j)=1Dj ON, a proto regularni reprezentaci pod'r[!]a;—:lL
n

tvori polynomy p, =1,9,=n-1r,=n+ 1

V pripac, Ze nej¢tSim spolénym ctlitelem nebude jedtka, existuje algo-
ritmus, jak polynomyp,, q,, r, najit. Uvadime jej pro zajemce a békazu, protoze je
opét odvisly od porozurni pojmim rezultant polynorina Sylvesterovo kritérium.

Polozimeg, = D(qn,rnﬂ.k), kde j"ON, je hodnota, pro kterou je rezultant polyniom

d..f,.; roven nule. Potomijfadime @vodnim polynondim p,, d,, r, nové hodnoty:

=
Pn = Py l:!_!gn—k’ On 2=%, r, = ' Cely postup izeme gkolikrat opakovat az

n-j"
do okamziku nalezeni poZadovanych polyorStupré polynomi g, tvoii kone&nou

klesajici posloupnostipozenychcisel, v utitém okamziku proces kén

Priklad 18 Najdkte regularni reprezentaci podl'lui, kde a, = 1 .
8s n(n+3)
1
Vyjadiime podil & n(n+3) = (n—l)(n+2). Zkusime opt polozit p, = 1, na-
a,, 1 n(n+3)

(h-1)(n+2)
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sledrg p,,=1q,=(n-1)(n+2)=n*+n-2r, =n(n+3)=n?+3n. Zkoumejme nej-
vétSiho spoléného dlitele D(qn,rn+j): D((n-1)(n+2),(n+ j)(n+ j+3)). zrejms pro
prirozenéj =2=j nastane situace, ze n&Rim spolénym dlitelem polynond

d,.1,.; bude vyrazn+ 2 proto navrzena trojice polyndmp,,q,,r, netvdi (podle \é-

ty 1) regularni reprezentaci podfiik nalezeni jiné vhodné trojice polyndmouzijeme

zavedeny algoritmus. Nejd@e polozimeg, =n+ 2 Pak

D, = p, Eﬂ g(n-K) =10y, m,., = (n+2)(n+1),

9, n+2
r, = "n n(n * 3) =n+3. Znovu pro¥iime nej¢tSiho spoléného dlitele
9n-j n

a zjistime, zeD(q,,r,,;)= D(n-1n+ j+3)=10j0N,. Pra¢ jsme nalezli regularnf

(h-1)(n+2)

reprezentaci odilu
P P n(n+3)

: kterou tvai polynomy

p,=(n+2)n+1,q,=n-1r,=n+3. Pro ubezpeeni owiime vztah (4):

P _ (N+2)n+1)(n-1) _(n+2)n-1) _ a,
Poifs  (N+2)n(n+3) nn+3) a’

4.2.2. Uréeni stupn & k polynomu f,
Vratme se k rovnici (7) vedi€ 2, ktera vyjaduje rovnost polynorin Stupeé

k polynomu f, je Zejm¢ zavisly na stupnich polynam p,,q,,r,. Ozn&me
|, =st(0y; +1,), 1, =St(G., —1,). Jestlize stupe polynomu vzniklého saiem bude
mensi nebo roven stupni polynomu vytoeeho rozdilemxili 1, <1, pak pro stupe
k polynomuf, musi platitk = st( pn)—lm. V ptipad, zel, > je teba nejéive vypai-
tat pomocnék,. Zapisemkoef(p,,i) budeme rozussi koeficienté&lenu u mocninyn

v polynomupy,. Prokg plati

* Podle Sylvesterova kritériﬁ)(qn, M )7& 1praw kdyZz rezultantres, (q r )= 0.

n? "n+j
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_ -1, tkoef(g,,|,) - koef(q,,! , 1)+ koef(r,,I, —1)

%= koefla,,! ;) (15)

Bude-li k,0Z, pak stup# k bude maximalni z hodnok,, st(p,)-I, +1. Vyjde-i
k,OZ, polozimek = st(pn)—lp +1. KdyZ vyjde k < O pak teorigika, Zze posloupnost

S, casténych sodti neni hypergeometrickaiadu timto zppsobem nelze gést. Cely

algoritmus niZzeme zapsat takto:

lp = Stupé (qn+1 + r.n)
lm := stupé (qg,.,—r,)

kdyZ I, < |, pakk := stupa(p,) -1,

jinak
= -1, tkoef(q,,!,,) - koef(a,,|, —1)+ koef(r,,I, -1)
koefla,,!,)
kdyz (k,0Z) pakk := max(k,,st(p,) -1, +1)
jinakk := stupé(pn)—lp +1
konec
konec

kdyZ k < Opak FALSE

konec

Pro (ely Gosperova algoritmu bylo zavedeno rozliSeniadeni nulového
stupré polynomu a stuphnulového polynomu. Nenulovému polynomu nultéhgsiu
pritazujemecislo 0, v gipac, Ze vychazi polynom nulovy,iipazujeme jeho stupni

hodnotu -1.
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Piiklad 19 Najdéte polynomf, sphujici podminku (7) $ty 2 proa, =n.

Nejprve najdeme regularni reprezentaci pOd—ﬁ-‘Bl— =n—r_]1. Ziejm¢ ji tvori polynomy
-1

p,=n,q,=1r, =1, protoze spiuji rovnosti (4) a (5). Potomq,,, = dal soudet

iy +T1, =2, COZ je polynom nultého stupnproto | ) = 0. Rozdilemgq,,, -r, = Oje

nulovy polynom, pro ktery v Gosperdwalgoritmu definujemel  =— 1Plati |, >1

a hledame pomocnéslo ko. koef( n,Ip)=1, koeficienty koef( arl —1): koef(q, 1)

a koef(rn,lp—l):koef(rn ,—1) nejsou definovany. Dosazenim do (15) wpme ko.

K, :%L =00Z, potomk =max0,1-0+1)=2 a hledany polynorf, bude druhého

Stupre.

Piiklad 20 Urcete stupg polynomu f, sphujici podminku (7) sty 2 pro a,
z prikladu 18.

VyuZijeme jiz nalezenou regularni reprezentaci hlndﬁl, kterou tvdi polynomy
-1

p,=(n+2)(n+1)=n®+3n+2q,=n-1r,=n+3. Ziejme O+, =2n+3
ad,, —r,=-3 toznamend, =11 =01, >1  a podle teorie musime hledat pomocné
ko. Je koef( n,Ip)zl, koef(qn,lp —1): -1 a koef(rn,lp —1)=3;

111-(-1)+3

K, = — =302Z, pro¢islok plati k =max3,2-1+1)=3, proto polynont,

bude tetiho stupa.

2n-1

n )

Piiklad 21 Urcete stupg polynomuf, sphujici podminku (7) sty 2 pro a, =

je-li regularni reprezentace pod’H&“— rovna p,=2n-1q,=1r,= 2
-1
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Vyjadtime q,,, +r, =3,0,,, -1, =— 1 Vysledkem jsou nenulové konstantni polynomy,

odtud |, =I,, = Oa stupé k uriime bez pomocnéhdisla k. Stup& polynomup, =1,

proto k = 1a hledany polynorfy bude prvniho stupn

n

Piiklad 22 Najdéte polynomf, sphujici podminku (7) sty 2 pro a, = 2

, je-li
n+1

regularni reprezentace podﬂa’“— rovhap,=1q,=2n,r,=n+1
-1
Plati q,,,+r,=2n+2+n+1=3n+3q,,,-r,=2n+2-n-1=n+1. Ztoho plyne
rovnost |, =1 = 1a aniz bychom vyuzili pomocnk, vyjadime k=0-1=-1<0,

2n
n+

tudl’ifadaz 1nebude gosperovskyitatelna.

4.2.3. ReSeni soustavy linearnich rovnic
V piedchéazejicim kroku jsme nasli stigdepolynomuf, (pokud existuje). Po-

lynom f, zapiseme vobecném tvaruf,=cn“+c,_n +..+cn+c,

a dosadime do rovnice (7):
D, = Gou(GN* + 00t + .+ GG, )- rn[ck (n-1)*+c,,(n-1)"+...+¢,(n-2)+ COJ
(16)

Zname jiz trojici polynonm p,,q,,r, a stanoveni koeficientc,,c,_,,...,c;,c, bude moz-
né porovnanim polynotn(metoda neuitych koeficient)). Dva polynomy jsou si rov-
ny, rovnaji-li se odpovidajici koeficienty. Tak tdme potebnou soustavu linearnich
rovnic s neznamymc,,c,_,,...,G;,C,, ktera niize mit nekonén¢ mnohoteSeni, pak ale
bude nutné parametrizovat, p¢gednoieSeni nebo Zzadné. Nema-li dana soustese-

ni, znamena, Zeipodnifada neni gosperovskyigtelna.
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Piiklad 23 Najdéte polynomf, spiiujici podminku (7) $ty 2 proa, z prikladu 18.
ReSenim pikladu 20 jsme zjistili, Ze hledany polynom budgetiho stups:
f =cn’+cn+gn+c,. Ze zaéru pikladu 18 vime, Ze  plati

p, =(n+2)(n+1),q,=n-1r, =n+3. Dosadime do (7):

n?+3n+2= e+ o’ +gn+c,)-(n +3)[03(n -1’ +¢,(n-17 +¢(n-1)+ col.
Pravou stranu umocnime, roznasobime a vytknemedsgomocniny pronnen. Pra-
ci nam ntize usnadnit &ktery ze specializovanych programpccitacové algebry.

n® +3n+2=n?(6c, —c,)+n(-8c, +5¢c, — 2¢, ) + (3¢, - 3c, + 3¢, - 3¢,) a disledkem je

1=6c; —-c,
3=-8c, +5¢C, —2c,
2=3c¢, -3¢, +3¢c, -3¢, ,

soustavaif rovnic o¢tyifech nezndmych, proto jgeba provést parametrizacir&senim
soustavy oft miZze pomoci poitac. Zvolime jednu prognnou jako parametr, nap
33 +49 3t+8 3A+11

olozmec, =t. Pak c, = ,C, = ,C, = . To znamena, z7e jegeba
p Co G 18 2 3 C; 18 J

, prvni

polynom je&t f,, doladit pomoci peéteznich podminek. Stameradu K k1+ 3
k=1

Kitanec jes, = % . Dosazenimf, do vyjadeni (6) dostaneme

n 1 [€3t+113 3t+8 , 33+49 j o
E n°+ n°+ n+t |, po upra¥

ST h+)n+2) nn+3) L 18 3 18
_ 1 [ﬁ3t+11n3+3t+8n2+33t+49n+tj
5 (n+1)(n+2)(n+3) { 18 3 18 '

+8 33 +49 tj

Nahradimen= la s = 1 , pak ZI‘OVI’]ICGE— [€3t+11 3
4 20304 3 18

8

vychazit = 0(obr. 15), potom koeficientg, :j—:, (o =§, C, =i—81 a hledany polynom

11n3 8n2 +£)n

" 18 3 18
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B Derive 6 - [Algebra 1] WEE

gnubnr pravy Wiofit Privodee Ziednodugit Resic kalkul Mofnosti Okno  Wapovéda - = ﬁ
UedE sB@X Bk =7 Q% ma ] T + X &

1 1 1 (3.t+1l 3.t +8 33.t + 49
#, — = —.—. + + .t
4 6

4 18 3 18

1 1 1 3.t + 11 3.t + 8 33.t + 49
#2: SOLVEl — = — o — + + + t|, t
4 6

4 18 3 18

#3: t =0

Obr. 15 —Vypa’et parametru f /eSeni Pikladu 23

Piiklad 24 Najdéte polynomf, spiiujici podminku (7) $ty 2 proa, z prikladu 19.

Jak uz vime, hledany polynom bude prvniho stu@zn&me f, =¢gn+c,. S vyuzitim

regularni reprezentace podilu vztahujici se k dangpsestavime rovnici
2n-1=gn+c, - 2c(n-1)+c,), po tprag 2n-1=-gn+2c - ¢,. Odtud plati

2=-c,
-1=2c, —-¢c,.

Redeni soustavy najdeme snadaos -2,¢,=- atedyf =-2n- 3

Piiklad 25 Najdéte polynomf, sphiujici podminku (7) sty 2 pro a, :ni, je-li regu-

larni reprezentaci podiIJolaL trojice polynoni p, =1,q, =n’>-2n+1,

-1
r. =n’a stupé polynomuf,, jek = 0.

Neznamy polynom je konstantni, proth =c, a dostavame rovnicl= n‘c, - n’c,,

Z 4 s 1 s . 7
kterd nemé&eSeni. ProtmadaZ—2 neni gosperovskygatelna.
n
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4.3. PFinos nové metody s €itani fad pro rozvoj zp uasobilosti
stfedoSkolaka

Jestlize se titel rozhodne pouzit novou metoéeseni Ulohy, i by nejen po-
soudit vhodnost jeji aplikace s ohledem na Uiaxealosti a ¥domosti svych zak ale
také si u¢domit, co uziténého, nového, motivaiho tato metod#eSitelim piinese.
Ramcové vz8avaci programy, saasné dokumenty Skolniho w#édvani, stanovuji za
jeden ze svych dilposileni mezifedmétovych, mezioborovychipsati. To znamena
zdaraznit mezipedmétové propojeni, neizolovat jederfepintt od druhého. A prav
tady je glezitost ukazat, jaky vyznam ma matematika prornmiatiku a sotasrg, jak
duleZitd je pomoc prograinpcitatové algebry fi feSeni nap rutinnich, dlouhych
acasto nezazivnych vygti. Je také dokonce mozné ukazat takawilady, kde lidské
klasické metody a postupy selhavaji &ipgovy programiadu dokaze sést. Tim se
posouvaji hranice nemozného.

V prab¢hu studia jsou Zaci seznamovani v souvislostilezitymi objevy se
jmény vyznamnych badatelve &tSin¢ piipadi davno zesnulych. Nahlédnuti do rela-
tivné mladé historie vyvoje sumiaich algoritné umozni jmenovani sgéasnych Zijicich
odbornika, kteri prispivaji k rozvoji svych obdra ktéi se uz zapsali do historie novymi
zpusobyteSeni Uloh @&iselnychradach. Matematika se takeglstavuje jako &da Ziva,
inspirativni, ve vyvoji.

Ze zpisobilosti, které posili matematické dovednostiiZgkenujme pedevsim praci

s polynomy, tj. nap owéfovani, zda je posloupnost hypergeometrickéenirnej¥tsino
spole&ného dlitele pii hledani regularni reprezentace podile$eni polynomialnich
rovnic. Logické uvazovani zak rozviji kiikladu analyzou situaci, kdy dany algoritmus
nelze pouzit, nebofpvhodném vyuziti parametru rovnicé,porozungni vyznamu po-
cateenich podminek. Nemaly vyznam v rozvoji matemati¢kydovednosti zak ma
symbolicka matematika. dil je preciznosti, fesnosti zapis jednoznanosti vyjadova-

ni, které jsou nezbytné pro vznik algoritm

Aplikaci nové metodyeSeni Uloh s naéagjSimi vypaity se otevira zakm
prostor pro uzitené a efektivni vyuziti ¢kterého z prograipocitacové algebry. Ne-
nasilnou formou se tak mohou seznamit s uzivatetsgyostedim a zisobem ovlada-

ni specializovanych softwar
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5. Priklady s €itani kone énych €iselnych fad Gospero-
vym algoritmem

Nasleduje kompletnifeSeni #kolika jednodusSichifkladi stitanifad Gospe-
rovym algoritmem bez uZiti rezultantu polynbrikady jsou rozdleny do stejnych ka-

tegorii jako v kapitole 2.

5.1. Aritmetické Fady
Priklad 26 >k :%n (n+1)
k=1

y a n o L .
Ozn&me a, =n, paka,_, =n-la — :—1. Podil je racionalni funkci, proto po-
a_, n-

sloupnost{ak}E:1 je hypergeometricka. Nalezneme regularni reprezetdhoto podilu.
Polozme p, =1.g, =n,r, =n- 1Plati D(q,,,.;)=D(n,n+j-1). Ale proj = 1 bude
D =n, proto uvedena trojice polyndmentize byt regularni reprezentaci uvedeného

podilu. Polozime tedy g,=D(q,r,.)a dostavame g,=D(n,n)=n, pak

a, =D=L r =n—_1=1, a p, =n. Trojice polynond p,=n,q,=1r, =1 ztejme tvori
n —
A , aa, n
regularni reprezentaci podiltd™— = ——.
a,, nh-1

Hledame polynomf,. Nejprve uéime jeho stupe Uz vime, Ze pro dely Gosperova
algoritmu definujeme v tomto kroku stupeulového polynomdislo -1.
Opay t1, =1+1=2=1 /=0, q,.,-1,=1-1=0=1 =-1, protozel, >I , je teba

jese urcit pomocnéislo k.

|1, tkoefla, I, ) - koef(g, I, —1)+ koef(r, | , —1)] _on_

K = koef(g, I, ) 1 0

(¢isla koef(q,~1) a koef(r —1) nejsou definovana).
Stupa k polynomu f, vypccitame k = ma><(k0 ,st(pn)—lp +1) = ma><(0,1—0+1) =2.
Pak f. =c,n*+cn+c, afeSime rovnicin =100 —1[F __,, po dosazeni

n=c,n*+gn+c, -c,(n-1)* -c,(n-1)-c,.
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ZjednoduSime pravou stranu a porovname polynongbioa stranich rovnice. Protoze
. 1 1,.1 v 1 .

n:202n+(cl—cz), jec,=c¢ =§ ac,=t,tR, f, :En +En+t . Caste&ny souet

S, pak mizeme psat ve tvaru

_qn+1 _1@](1 2 1 j_ 2 1 Lt T . _
=3 f =—|=n“+=n+t|==n"+=n+t a z paateni podmink = Oply-
S, D, nln n 2 > 5 5 p p YS ply

net = 0. Protos, :%n(n+1) aik =S5, % :%n(n+1).
k=1

Priklad 27 i(zk -1)=n?
k=1

a, _2n-

Jesta, =2n-1 a,, =2n-3
a_, 2n-

;, posloupnosl{ak}::1 je hypergeometricka.

Polozme p,=2n-1q,=1r,= 1 Protoze D(11+ j) =10j0N,, pak vybrané poly-

nomy p,,q,,r, tvori regularni reprezentaci podima“— = 2n—1l
a,_, 2n-3

Protozeq,,, +r,=2 =1,=0Q q,,-r,=0 = | =-1, | >I_, hledame pomoc-
né k,=0:1=00Z, a k=max0,1-0+1)=2. Polynom f bude druhého stupn
a mizeme psatf = c,n’ + ¢n+c,. Dosazenim do rovnice (7) dostaneme
2n-1=c,n’*+gn+c, - [c2 (n-12)* +c,(n-1)+ cOJ, z ¢eho? vyplyva soustava rovnic

2=2c,

-1=c -c,

] 1 2 T

a odtudc, =1,¢, =0,c, =t,tJR. Plati s, =m[ﬂ2n—l)tﬂn +t), z paateni pod-

minky =0 plyne t=0 pak f =n? pak sﬁq:%_l(Zn—l)nZ:n2

azn:(Zk—l)z%—%znz

k=1
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5.2. Geometrické Fady

Priklad 28 3 2* = 2(2" -1)
k=1

2 nD? =2. Protoze podilﬁje vyjaden jako polynom

-1

— — -1 —
Jea,=2",a,,=2"",—"=
a'n—l

nultého stupé, posloupnos{Z“}(::l je hypergeometricka. Polozime =1,9,=2,r,= 1

a snadno atime, Ze trojice polynoihje regularni reprezentaci vySe uvedeného podilu.
Plati totiz D(2,1) =1.

Daleq,,,+r,=3 = 1,=0q,,-r,=1 = |,=0, vidime Zel , =1 a proto stupek
polynomu f, budek=0-0= Q

Neclt f =c,, pak dosazenim do rovnice (7) ziskabve2c, —c,a odtud plynec, = 1

a polynom f = 1 Castény souet je s, =§ [2"[1=2"", odtuds, = 2a miZzeme psat

Y2 =g -5 =2 -2=22-1).
k=1

Priklad 29 Z( k_— (-2)" -1

Ozname a, =(-2)",a_, =(-2)"",

=-2 a proto je posloupnost

{(— 2)"}E:1 hypergeometricka. Ne¢hp, =1q,=-2r, =1, plati D(-21)=1, proto

uvedena trojice polynotnje regularni reprezentaci pod'k@— .
a4
G tr,=-1 = 1,=04q,,-r,=-3 = |,=01,=1, a stupé k polynomu f_ je

p m

k=0-0=0. Potom f, =c,a z rovnice (7) pak plyng&=-2c, -c, ac, = —%. Souwet
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qn+1 _1

Priklad 30 > g“= o #1 (zobecrni kon€&né geometrickéady)
k=0

V piedchozich ulohach jsme si ukazali, jak |2é@at kon€né geometrickéady. Zkus-

me cely problém zobecnit. VyuZivame étw pro pd@itani se sumami

a, _qly" _
an—1 qn

DI =%quk . Jesta, =q", a,, =q"" ,pak q a proto je po-

sIoupnost{q"}E:l hypergeometricka. Ne€hp, =1q,=q,r, =1, pak plati D(q,l) =1

a proto uvedena trojice polyndne regularni reprezentaci podﬂa“— :

2,

Qo *1, =0+l = 1,=0,q,, -ryn=09-1 = 1,=0,1, =1, a stupé k polyno-

mu f, je k=0-0= 0. Potom f, =c,a z rovnice (7) pak plyn&=qc, —c, . Rovnice

1 1
masmyslprogz ac,=—— af =———.
ysl prog 0 q-1 e

n+1
Souwet s, =%m” [—)ql—l = 3 1 a dale hodnota s, = il Nakonec
— — q —

Jak jsme poznali, Gosperovym algoritmem Iz&stelibovolnou konénou geometric-

koutadu, pro kterou platf] # 1.

5.3. Aritmeticko-geometrické Fady

Priklad 31 Z k2 =2"(n-1)+2

k=1

Jestlizea, =n[2",a,, = # paki = 2[—IL1 a posloupnos{ak}E:1je hyper-
a, ., n-

geometricka. Regularni reprezentaci posledniholpaddoéri ziejmé trojice polynoni
p,=nq,=2r,=1. Protoze polynomyq,,r, jsou nultého stugnh pak cisla
I, =1, =0, koeficient k=1-0= 1a f =gn+c,. Ze zname rovnice (7) dostavame

n=2gn+c,)-[c,(n-1)+c,], ¢ili n=gn+c, +¢,. Proto ¢ =1,¢,=-1 f =n-1
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Déle pro sotet s, plati s, :%DhEP_”(n—l):Z”*l(n—l). Uriime s, =-2 a nakonec

> K2 =5, -5 =2""(n-1)+2. Ato jsme ndli dokazat.
k=1

Piiklad 32 > k[, |o#1 (zobeckni kone&né aritmeticko-geometricki@dy).
k=0

Plati a, =n@", a_=(n-)3-, % = ntg g _ nq posloupnos{kmk}::o.

a’ a, (-DO" n-1
Intuice napovida polozip, =n,q,=q,r, = .IPlatiD(q,1) =1 0j O N,, proto uvedena
trojice polynoni je regularni reprezentace podilu.

Ziejme q,,, +r, =q+1 d,, —r, =q-1, pro koeficienty platl , =1 =0,k=1-0= 1
pak f(n)=cn+c,. Dosazenim do (7) vznikne rovnice g(¢n+c¢,) —[c(n—-1) +¢c, , ]

po Upra¥ n=n(qc —c,)+c +0g —C,. Rovnost nastane prgvkdyz existujeieSeni

soustavy
1=c(a-1
0=¢+c(a-1
. 1 1 n 1
atojec, =——,c, =——— . Proto f, =—————— a procast&ny souwet do-
q-1""  (q-D° q-1 (q-2?
stavames, :ﬂﬁhm“ Eﬁi— 1 j:q”” EﬁL—LJ Paiateni podminku
n q-1 (9-9? q-1 (9-2*)
zapiSeme s, = _q_l—l_W' protoze &tame od nuly, nikoli od 1. Nakonec vyjad-
fime
Sﬂl_s :nmnﬂ._ qn+1 N 1 N 1 :nmn+1|1q_l)_qn+1+q_l+1:
1 g-1 (9-)® g-1 (9-° (a-2?
N9 -q"+q _, n'@-D-q'+1
(9-2° (@-2°

Pak > kf* :qﬂﬂ'm (?q_l)l):q +1, /g #1 a to znamena, Ze Gosperovym algorit-
k=0 -

mem |ze sé&ist také kazdou aritmeticko-geometricki@alu.
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5.4. Kombinatorické identity

Priklad 33 Z kK =(n+1)-1
k=1

2

a n .
Ozna&me a, =nlhl, a,_, = (n—l) (n —1)!, potom —— = a to znamena, Ze posloup-
a

. —
nost {a}'_, je hypergeometricki. Regularni reprezentace podéu zZejms
p,=n,q,=n,r,=1, neba D(n,1)=1. Dale Oy ¥l =N+2=1, =1,
Oy —Ff,=n=1_=1 a pro stupg polynomu f plati k=1-1=0, proto f, 6 =c,.
Z rovnice (7) pak vyplyva rovnost = (n +1)cO -, a tedyc, = 1 Dosadime do (6),

s, :”—::me!: (h+1)a s =1 Vysledny sotet je s, — s, = (n+1)-1.

n 'k n+1
Priklad 34 =
oas 3{7)-("7

a {n} _nn-p -, z(n—lj _(-D0-2)
2 2 2 2

& n(n-1) E—E: 2 , to zn&i, Ze miZzeme v postupu poktavat.
a, (M-H(n-2) 2 n-2

Polozme p,=1q,=n,r,=n- 2 Ziejme D(n,n+j—2)¢1DjDN0, prag kdyz

j =2. Proto podle uvedeného algoritmu hledame novqgicitgmolynomi.

Neclt g,=D(n,n)=n, pak pn:n(n—l),qn:%:l rnzz%zzl, nyni D(11)=1.
nn-)0 _ n _ a,

Provedeme adteni zachovani podilu: = =
(n-H(n-2)0 n-2 a,

. Regularni repre-
zentaci tvei polynomy p, =n(n-1,q9,=1r,=1

Pokra&ujeme hledanim koeficienkipolynomuf,, q.,,+r,=2, q,,,—r, =0, pro ely
Gosperova algoritmu definujeme stipeulového polynomu -1, protb, =0,1, =- .1
Hledame pomocné, : k, = (001):1=0, coef(q, —1), coef(r, —1)nejsou definovany.
Pak k=max@-0+10) = 3 f, bude tetiho stupa: f =cn’+cn’+gn+c,. Se-

stavime rovnici
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N’ —n=cn’+cn’+gn+c, —[cg(n—l)S +c,(n-1)*+¢(n-1) +c0J, po apra¢
n’ —n=23cn* + (2c, - 3c,)n+¢, — ¢, +C,, odtud

1=3c,
-1=2c,-3c,
0=¢-G+¢

a dostavameesenic, :%, c, =0,¢c = —%, pak f, :%n3 —%n. Vyjadiime caste&né

a s, = 0 potom

_ 3 _
1 E11(n 1) £n3—£nj:n n
n(n-1) 2 3 3 6

n(kY__ _n’-n_n(n-)(n+1) _(n+l
Z(ZJ_Sn S = 6 - 6 —( 3 J

5.5. Teleskopické Fady

n n
Priklad 35
- kzi (k +1) n+l

S touto koneénourtadou jsme se jiz setkali napy ¢asti 2.5 a satetreSili rozkladem na

parcialni zlomky. Nyni si ukaZzeme $itacovy postup nalezeni jejiho stiu. Zrejmeé

lati :L = 1 a podil al :n_—l roto je posloupnost hypergeo-
p a, n(n+1)'a“’1 n(n—l) p a n+1,p ep p yperg

n-1
metricka. Ozn&ime-li p, =19, =n-1r, =n+1, pak tato trojice polynoftvori re-
gularni reprezentaci podilu, protoz®(n-1,n+j+1)= firo vSechna jON,.
V dalSich krocich podle algoritmu sfjeme ke zji&ni stup k polynomu f,.
O 1, =2n=>1,=1q,,-r,=-2=1,=0, vychazi |, >1, proto zprvu uime
pomocnék, =(-1-(-1) +1):1=1 a stupa k je tou &t3i hodnotou z dvojice (1, 0),
tedy k=1, polynomf, je prvniho stuph Nech’ f =cn+c,. Dosazenim do rovni-

ce (7) dostanemel= r(gn+c,)-(n+1)c,(n-1)+c,], po Gpra¢ 1=c -c,. Proto

c, =t,t0R a c =t+1. Z paatenich podminekn=1,s = 1spo:teme hodnotu para-

metrut. %——[(t+1)ﬂ+t]:t =0, proto f, =n a nakones, —%1
n
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Piiklad 36 Z

i (k + 1)'
Teleskopickou metodou snadno zjistimeiwan&ady. Nejdive vyraz rozdlime na

parcialni zlomky a nasledrvyjadiime posloupnostast&énych soudti.

TR e

1 1
=1-—=1
R (1+2)
SUPYRE SPE S SV SPTRE
2 26 6  (2+1)
s, =1- L
(n+1)
n n-1
Oweiime, Ze také Gospier algoritmus da stejny vysledela —( +1)|’a”‘1__|
n+1) n

& - d a regularni reprezentaci tohoto podilieja¢ tvori polynomy
a,, (n-1)n+1)

p,=n,0q,=Lr,=n+1, protoze D(Ln+j+1)=100N,. Ztoho dale vyplyva, ze
Opg +1,=2+n=1 =1aq,, -r,=-n=1|, =1 a protoze obhodnoty jsou si rovny,
stupet k=1-1=0 a mizeme psatf, =c,. Dosazenim do rovnice (7) dostaneme

n=-nc,, zéeho? plynec, =-1, f. =— 1 Souet s, -1 n (- 1)——( 1

(n+1)' —n+1)! , odtud

ok 1
= -1 a kongng = =1- .
% 2 O”Q”GE(M)! TS (n+1)

6. Gosper Qv algoritmus a nekone ¢né rady

Doposud jsme se zabyvali stem koneénychtad. Maturant se ale vigsehu
stredoskolského studia setka také s neknoetradou (fedevsim geometrickou) a limi-
tou posloupnosti. Gospier algoritmus tvéi zaklad roviz pro gitani vymezené skupi-

ny nekonénychiad. Princip astava stejny, snazime se najit formulaci (6) pralqag-
nost{s,} ¢ast&énych souti a nakonec vyjadme Y a, =lim(s, -s,,). V této kapitole
k=m n-e

najdeme ukazkyijkladi klasického a p@itactovéhoreSeni nekonmychiad.
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6.1. Nekone éné geometrické Fady

ey

rickou fadou. Proto prvni fiklady v tétocasti jsou takto zastené ulohy. Ovieni
spravnosti vysledku sétu je velmi jednoduché, sthaplikovat znamou &tu o sowtu
nekongéné geometrickéady.

Priklad 37 Je danctverec o délce strang, ktery rozélime nactyti shodnéctverce
a jeden z nich znovu n#yti shodnéctverce atd. (viz obr. 16, 17). Vy-
poctéte sowet obsalh a sowdet obvod sjednoceni nekokaého pdétu

vyznaenychctverai.
[ FH

8[| a8 —F:

di4 a8 4 a8
da dia

a2 § d2 d
di2 a2
d
d
Obr. 16 —Znazorrni sowtu obsali ctverai Obr. 17 —Znazorrni sow’tu obvod ctverai

1) Souket obsah vSechtveral vyjadiuje nasledujicfada

2 2 2 2 2 2 ®
Sz(gj +(gj +(gj PO L =d?)’ 1 . Je Zejmé, Ze
2 4 8 4 16 64 Lt pan

suma vyjatuje sodet nekonéné geometrickéady s prvnintienema, :% a kvocien-

1 . L. y . o s
temq= 2 Dosazenim do znamého vzorce procgdvyprvnichn ¢lent geometrick&a-

dy s, =a, B(% jestlize|q <1, dostaneme
q —
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1)”_1
z % 134 -1 (Ej -1 _1 1—[1j . Nakonec vyjatime limi-
o™ 41, 34 37 |4

4

tu s, a zjistime podle znamyclewo limitach jeji hodnotu:

lim 1 1- 1 —}Ilml——llmi—l PaksouetS——d2
- 3|7 (4 3n-w 3n-wg" 3 3

ieSi Gospdiv algoritmus. Jestlize

Podivejme se,
n=1

a, = ! a_, = 1 _ 4 pak & _1 a mizeme konstatovat, Zze posloupnost
n 22n * Pn-1 22n—2 22n ! an_l 4 !
{;ﬂ} je hypergeometricka. Hledame regularni reprezentadiilu i. Zvolme

-1

=1q,=1r, =4. Ziejmé D(14)=1 a proto uvedena trojice polyndnivaii regu-
larni reprezentaci podl’luéli. Plati ,,, +r,=5 = 1,=0, q,,-r,=-3 = |,=0,

|, =1,astupé k polynomu f_ je k=0-0= 0, proto polozimé =c,. Dosazenim do

(7) a porovnanim dostanerte c, —4c,, odtudc, = —% af = —%.

Pak s, =1 ZZnEE j-—%[—lz% Paateini podminkou je's, =—%, proto rozdil

=111 a S=lim(s,-s,), tedyS—Ilm(1 1E—Iij:%. Dosli jsme ke

ST%=37 35 oo el 3 3 27

stejnému vysledku jakofpuZiti vzorce pro nekord@ou geometrickowadu.

2) Problém sottu obvodi vSech takto vzniklycltveral vyireSime pouze Gosperovym

algoritmem.Ctenéi jisté neunikne, Ze pouZitéada je geometricka s kvocienteqn:%,

takZe si spravny vysledekie owiit pomoci vzorce.

Pro sodet obvodi vSech ¢tveral plati O = 4B%+4B%+4B%+ c.L = 4di2—1n.
n=1

:%. Posloupnos{z—ln} je hypergeomet-

n=1

_1 1 2 a,
Ozna&mea, =—,a,, =—7=-- a
2 2 2 a4
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rickhA a regularni reprezentaci posledniho podilu zfejm¢ trojice polynond

p,=Lq,=Lr,=2. Ztejm¢ |, =1, =0, protok =0-0= Oa polynom f_ zapiSeme ve

tvaru f,=c,. Zrovnice (7) pak vyplyval=c, -2c,, ¢ili ¢,=-1 f,=-1. Potom

s, = gl[q_l): 1 §=-1 aSn:%‘Sﬁl‘zi- &itani  zakogime limitou

2n _E ! n

(NN

n-oo

S=lim 1—2—1nj =1. Souet obvod se pak rovnd =4d .

Piiklad 38 Je dan rovnostranny trojuhelRilSpojenim $edi jeho stran vznikne dalsi
trojuhelnik, spojime #tdy dalSiho trojuhelnika atd. Vznika tak nekone
natada podobnych trojuhelnik Zabyvejme se velikosti s¢tw obsali
vSech takto vzniklych trojahelnik Ulohu nam fibliZi jeji geometrické

znazorrni (viz obr. 18, 19).

Z geometrie vime, Zeistdni icky rozdli kazdy trojuhelnik na&tyti shodné trojahel-

niky. To znamena, jestlize trojuhelnB,C, ma obsalg,, pak pro obsahy dalSich troj-

thelnila plati AB,C, :%AlBlc1 =%Sl, ABC, :%AZBZC2 :1—1681, atd. Sodet obsah

., , er 1 1 1 1 > 1
vSech trojuhelnik pak vyjadime = I+=+—+—+.. .+ = .
J p yj S"I S. ( 4 16 64 4n—1j S- ; 4n—1

Obrazek 18 Iépe ilustrujeigdstavu o konmém vysledku. Saiet ploch vSech pro-
strednich trojuhelnik musi byt stejny jako s@at obsah levé i pravéiady neobarve-
nych trojihelnik. Pokud obsah trojihelnik®B;C; je S;, pak logicky soset vyznde-

nych vypini mus byt%sl. Vysledny obsah pak bud€1+%jsl=gsl. Jedno

s kvocientem

Z moznych ovteni je uzitim softu nekonéné geometrickéady z
n=1

n-1

qzz-

® Ulohu je moZné zadat také pro obecny trojuhelnik.
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Ay Ay B, A Az B

Obr. 18 — Grafické znazoreni Prikladu 36 Obr. 19 —DalSi mozné znazo¢ni Prikladu 36

Demonstrujme spravnost naSi Uvahy aplikaci Gospeabgoritmu pro pétacove <i-

n

tani rad. Ozname a, :4i, a,, :—,—:% , proto posloupnosi{4nl_l} je hy-
n=1

pergeometricka a izeme hledat regularni reprezentaci pOd—ﬁ-lGI—. Tou je Zejme tro-
-1

jice polynomii p,=1q,=1r, =4, protoze D(14)=1. Déale plati g, +r, = 5

Oy~ T, =3, |, =1, =0 astupé k polynomu f, je také nulovy. Neah f =c,, ab-

solutni ¢len polynomu ziskame z rovnice (7). Vychakfc, —4,, coz—%. Pak

sn:}Gi 1 =- 4 a sb:—ﬂ. Nakonec S=Ilim| -
14" 3 3" 3 n-e

+ﬂ :ﬂ, souwet
34" 3 3

véech obsahtrojahelniki je S, =§Si-

Priklad 39 Sierpiiského trojuhelnik a koberec

Vyznamny polsky matematik 20. stol&laclawFranciszekSierpiisky (14. 3. 1882 —
21. 10. 1969) v roce 1915 popsatijsprvni fraktal, dnes zvanierpiiského trojuhelnik
(obr. 20), o rok poziji dnes mozna jeStznangjSi tzv. Sierpriského kobere¢obr. 21)
Podivejme se na ¢bmnoziny z pohledu nekotieychiad. Ze zakladniho rovnostranné-
ho trojuhelnika vybirdAme nekafr& mnoho podobnych rovnostrannych trojuhetnik
tak, Ze fivodni rozalime stednimi gickami na 4 shodné a cely proces v kazdém
vzniklém trojuhelniku nekorde¢-krat opakujeme. Jaky bude setinekonéného paétu

obsalti téchto trojuhelnik?



o Y o s Y T s Y o Y o [ s
o[ Jo o[ ]o o[ ]o
OODODO0ODODDODDODOODaDo
A o O oo
A\ DI:IEI EII:IEI
O oGO O oo
Y o o Y O Y o Y o s
|:||:||:| |:||:||:| D|:|EI
\ OO0 O0O0DODOoogao
Obr. 20 - Sierpiiského trojuhelnik Obr. 21 - Sierpiiského koberec

Sierpriského koberetvorime nasledowh zakladnictverec rozdlime ¢tyimi us&kami
na de¥t shodnych¢ésti, ogt ¢tverai, a obarvime progdni. Pak kazdy neobarveny
¢tverec @lime znovu na dey shodnychiasti, ozn&ime prostedni, atd. Jaky bude sou-
cet obsah vSech vybarvenycttverai, jestlize postup nekoties-krat iterujeme?
Zakladni uvaha vede k tvrzeni, Ze by obacsomohly byt jednotkové. Zda jsme se
zmylili, ¢i nikoli, nAm ukéze nasledujici postup.

Ozna&me obsah zakladniho trojuhelnil&. Obsah nejtsSiho obarveného trojuhelnika

je zrejme %SA, obsah it menSich trojuhelnik SGEGESA =3E—Ij—28 , souwet obsah

dalsich3’ G:—SSA atd. Vznik&ada

1 1 1 1 3 (3Y
S | =+30=+3FE=+... |==S, [1+=+|=| +... |, kterou niizeme sat
“(4 % s j 4 A( 4 (4) J bep

1
)

0
n=0

(;) . RadaZ(gj je geometricka, s kvocientem:%D<-l,1> , podle vzor-

n=0

ce s=i3 =4. Soudet obsah nekoné€ného pdétu vybranych trojuhelniku se rovna
1-—

4

S=%SA [4=S,. To znamen4, Ze hledany setje steji velky, jako obsah zakladniho

trojuhelnika.



Da nam stejny vysledek i pitacovy postup? Pracujme s Gosperovym algoritmem. Je

a, = (gj Ay = (éj [ﬁﬂj pak o § Posloupnostasténych sodta rady je tedy
4 4)\3 a,_, 4

hypergeometricka. Regularni reprezentaci podildi trojice p,=1,q,=3r, = 4, ne-
bot D(34)=1. Ze sodtu a rozdilu polynor q,,,,r, zjistime, zel =l = 0

apolynom f je nulového stuph) f =c,. Absolutni ¢len zjistime s uzitim (7)

zrovnice 1=3c,—-4c,, proto plati f,=-1 Dosadime do vzorce (6)
3Y' . A )
s, =>0= [ﬂ— 1)=-3 ik pricemz s, = -3, =-4. Pak  rozdil

n-oo

S,—S, = 4—3[@) alimita S= Iim(4—3[€%) ] = 4. To je stejny vysledek, jaky jsme

dostali uzitim vzorce pro séet nekonéné geometrickéady.

Analogicky si ukazeme pg@tacové reSeni &itani fady, kterou pouzivametiphledani

soutu nekoneéného pétu obsahuitverai v Sierpiiského koberciOpet uvazujme, Ze

w sy

zakladnictverec ma obsaBi . Stedovy nejétsi ctverec je zejme o obsahu1 S, sku-

2 3
pina dalSich stefhvelkych ¢tveral zaujima obsa%[ﬁ%} , nasledujicig? Eﬁ%} atd.

Celkovy sodet pak vyjadime
Kt R ESCIOPC XS O

e . . . (8)" _9./8Y
Zapsanou sumdeSime Gosperovym algoritmem. Jestlide = 3 ,an_l—g 9]

: :g a posloupnostasténych souta je hypergeometricka. Regularni
n-1

reprezentaci podilu je, =1, g, =8,r,= ,%ebad D(8 9)=1. Déle neni problém @&v
fit, ze |, =1, = Oa polynom f_ je polynomem stugnO. PoloZimef, =c,acislo c,ur-

¢ime pomoci (7), konkrétn 1=8c,-9c,, odkud c,=-1 Nasledg

=§[€gj Eﬂ—1)=—8[€gj , 5, =-9. A miZzeme vyjatit S:Lim(9—8[€gj j=9.
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A presré takovy vysledek jsme piabovali, protoze sagt obsah vsech vybarvenych

¢tverai je % S,[19= §,, coZ esrE odpovida nasim gatenim dvaham. Saiet fady

lze owfit i pomoci vzorceRada je nekonma geometricka s kvomentergn.

Piiklad 40 Kochova vigka

UkaZzme si jest jeden zajimavy fraktal. Kolem roku 1904 jej pubhal ve své praci
Sveédsky matematikliels Fabian Helge von Kogf25. 1. 1870 — 11. 3. 1924), po kterém
se nazyv&ochova vigka.

PopiSme, jak takovourivku sestrojit. Zakladnim Utvarem je rovnostranrgjthelnik.
Kazdou jeho stranu roZlime na fetiny a nad progedni ¢asti sestrojime @p rov-
nostranny trojihelnik. Usku, nad kterou jsme sestrojili novy trojuhelnik strdnime.
Cely postup nekoree-krat opakujeme. Obrazek 22 ukazujekalik iteraci tvorby
vlocky.

ARG

Obr. 22 —Vytvo'eni Kochovy vigky

”"2
mm?

Je dokazano, zZerikka ma nekongnou délku, ale obsah plochy, ktery ohtae, je
koneiny. UvaZzujme délku strany zakladniho rovnostranrtébighelnikaa, jeho obvod

= 3a. Postupujeme-li podle navodu, pak po prvnigtedi ma vznikly atvar (Zidov-

ska h¥zda) 12 stran a kazda déI%La, 0, = 4[3%a = g [Ba. Po druhé iteraci je get

2
stran vzniklé vigky 48 a délka kazdé j(—éa, 0; = 4ﬂ2%a= [gj [(Ba. Pozorujeme,
Ze kazdym dlenim se poet stran pedchazejiciho Gtvarétyrikrat zwtSi a délkaiikrat

. . o . (4
zmensSi. Pm iteracich dostavame Utvar s délkou hranage= (5} [Ba. Posloupnost
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{g} je geometricka s kvocientenp=gD<— 11> a proto diverguje &ochova vigka
n=0

ma nekonénou délku.
Predchazejici poznatky vyuzijeméi pdvozovani velikosti plochy, kterouikka ohra-

nicuje. Ozné@me S, obsah prvniho Utvaru, kterym je rovnostranny tnejaik o délce

2
stranya, obsah tohoto trojuhelnika pak vyfade a f Po prvni iteraci se plocha
zvétSi o obsahyit shodnych rovnostrannych trojuhelfiik fetinovou délkou fedcha-
2
e
— 13
)

zejici stranygili S =8, +3 =S +3%S¢J , po druhém d&eni pipocitavame

k obsahuS, dvanact obsah now vzniklych shodnych rovnostrannych trojuhelinik

2
ke : :
s =g +12002 =g +12[€3 S =5, +3Bl[€%j S,, po tetim je obsah plo-
chy, kterou ohraiuje kiivka
a 2
27) V3 1)’ 1y
S,=§, +48 1 =5 +48[E§jsuzs,\J +3E42[E§j5.\J atd., az pa - tem c-

leni dostaneme vzorec pro obsah

a jz
— n-1 3n _ 3 4 i we aege
S = +34 Yo S +Z[E§j S, - Abychom zjistili konénou hodnotu obsahu

po nekon&né mnoha iteracich, jedba vypditat sodet kon€ného piriastku obsaf,

tedy sowetrady Z(gj . Rada je geometricka s kvocientegrﬂ(— 11), je Zejmé, ze

n=1

i lze s&ist. Soudet najdeme Gosperovym algoritmem. Nech

a, = [ﬂj , 8, =2E€ﬂj , potom & _4 a posloupnostast&nych soudta je zZejme
9 419 a., 9
hypergeometricka. Trojice polyndmp, =1, ¢, =4,r, =9 je regularni reprezentaci po-

dilu a;i neba D(4,9)=1. Velice snadno Ize &it, Ze polynom f, = ¢, bude nulo-
-1

vého stupd. Urcime jeho absolutnélen z rovnicel=4c,-9c,, je ¢, :—é. Pak
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%_ftéfj[é j gtégj a soz—g. Soket S fady vyp@itame jako

1
5
Im(5 = J:g Ke stejnému vysledku dojdeme uzitim &ounekonéné geo-

metrickérady.
Celkovy obsah plochy, kterou ohrémje Kochova vigka po nekon&ném pdtu iteraci

4 9 4 5

n=

je 3{1+§ DZ(EJ J 31(1 § [—ﬂj —gs, a dosadime-li z&, vzorec pro obsah rov-

nostranného trojuhelnika o stéana, dostdvame velikost koteého obsahu

83 223

5 4 5

Obr. 24 - Niels Fabian Helge von Koch

- _ e 1
Jesta, =e™", a_, =e”"[&°, - ® - =, coZ je sodasr¥ i kvocientiady.
e’

Posloupnost {an} je  hypergeometrickh a dheme pokréovat. PoloZzme
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p,=1q, :e—lz, r,=1. Protoze D(iz,lj =1, pak trojice polynom je regularni repre-
e

zentaci podilui .Déleg(n+1)+r(n)=e*+1q(n+1)-r(n)=e* -1 a proto koefi-

-1

cienty I, a Iy jsou nulové, tudik =0 a f,=c,. Ze vztahu (7) vytvdme rovnici

A2
1=e?c,-c,, po Upra¥ 1200(8—12—1j, odtud cozleze =f,. Nasleds
1, € " N . e’
=S El—-= a aateni odminka s, = : ak
ST 1-€2 1-¢° P P to1-g? P
Sn_s B e—2n B e2 B 1 B e2
t1-€2 1-€ e"(1-¢€) 1-€*°
2 2 2
Nakonec S= lim| —- 1 o © > |=— Ze =_°© 5, COZ je snadné @&t pomoci
n-o @'(1l-e°) l1l-e e-1 1l-e€

zndmého vzorce.

6.2. DalSi nekone ¢éné rady

Priklad 42 Kolem roku 135GeSil francouzsky matematiéicole Oresméobr. 25)
' (priblizn¢ 1323 — 1382), znamyiedevsim diky dkazu divergence
harmonické fady, sodet nasledujici nekodmé fady

1+g +§ +i+. .. :21. K nalezeni vysledku mu poslouzilo
2 4 8 16 = 2"

{ geometrické znazoéni (viz obr. 26).

Obr. 25- N. Oresme

] —> |18
8 — | Y
ya | U8 —> 112 1
12 1/4 1/8 >| 1 1

Obr. 26 — Geometricka interpretace sdu rady Zz—nn
n=1
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Oresme usp@dal posloupnostisel nejdive do sloupg, pak znazornil vodorovny sou-
cet kazdého jejictiadku a nakonec svisly s@et od konce ke druhénilenu. DoSel tak

k zawru, Zezzln =2. To znamena, zZe kotma plocha se rozprdastdo nekoniého
n=1

poctu (v tomto gipadt) obdélnikovych blok.

UkaZme si, jak obstoji Gospieralgoritmus.

Ozna&me a, :L, a,._ = n—_ll = 2(n—1) . Potomi =
2" 2" 2" a_ 2(n-1)

, to znamena, Ze po-

sloupnost je hypergeometricka aizeme hledat regularni reprezentaci pod@—.
a'n—l

Tou je Zejme trojice polynoni p,=n,q,=21r,=2. Sowet i rozdil polynoni
O..10 [,j€ polynom nultého stugna stupé k hledaného polynomuf, urcime takto
k =st(p,)-st(g,., +r,)=1-0=1, pak f =gn+c,. Dale dosadime do rovnice (7)
a dostanemen = qn+c0—2[q(n—1)+c0], po Upra¢ n=-cn+2c —c,. Z rovnosti

plyne 1=-c,,0=2c, —c,,odtud ¢, =-1¢c, =—2 Pakf, =-n- 2 Doplnime rovni-

ci (6) s, :%E-Izﬂntﬂ—n—Z)= —n-2 , déles, = - 2a nakoneciz—nnﬂim(sn -s,)=

2" n=1 n-o

= Iim[z —%Zj =2, coZ jsme clili dokazat,

n-oo

- 1

Piiklad 43 ——
Prikiad 43 )15 ¥on+1)

1
Podil -2 = (2n—1)(2n+1) _2n-3 je racionalni funkce, snazime se jégpsat v Si-

a,, 1 2n+1

(2n-3)(2n+1)

kovngjSim tvaru. Polozime p,=1q9,=2n-3r,=2n+ .1  Zkoumejme

D(2n— 32(n+ j)+1). Ten bude roven jedné, ptakdyz 2j +1=-3a to nastane pro
j =-20N,, proto uvedena trojice polyndnje regularni reprezentaci podilu.ciine
stupeé k polynomu f.. Plati q,,, +r,=4n, q,,-r,=-2, proto |, =1l =0l >I_

n

a podle teorie musime najit pomociké kO:[—lEE—(—3)+]]:2:1DZ, potom

70



k= ma><(10—1+1):1. Neclt f ,=c¢gn+c,. Z rovnice (7) nasledn plyne
1=(2n-1)(cn+c,)-(2n+1)c,(n-1)+c,] a odtudi=c, - 2c,. Dale je teba provést
parametrizaci. Polozme, =t,t R, pak ¢, =1+ 2t a polynom f, = (1+2t)n+t . Podle

2n-1 1
1 (2n-1)(2n+1)

1+2t)n+t

_ :
[(1+ 2t)n+t] = ol Porovna-

formule (6) dostanemes, =

nim s p@ateni podminkou pron= J1kdy s :% vychazi hodnota paramettu= . 0

Potom koeficienty c, =0,c, = & hledany polynonf, =n, posloupnostéaste&nych

. _n i 1 _ )= n:l NP
Soutd %_—2n+1 a;—(Zn—l)(2n+1) rl]lfrl(sﬂq so) leo2n+1 5" K owéteni vy

sledku pouzijeme napvolné dostupny interaktivni engind/olfram Alpha

3% WolframAIpha

sum (1/((2 n-1) (2 n+1)), 1, infinity) =}

1

Infin
os
T =
(2n=1)(2n+1) 2
n=1

Obr. 27 — Overeni soutu Fady prostedim Wolfram Alpha

oo S 1
Piiklad 44 > —— —
o= log2" [log2

1 1 1
n n+l = 24! Ay = 245!
log2" log2 n(n+21)log” 2 n(n-21log“ 2

Vyjadiime a, =

a, _n(n-1log®2 n-1

,Pposloupnost je hypergeometricka. PoloZime-li
a,_, nn+Dlog®2 n+1 P P {an}J yperg

p,=1qg,=n-1r =n+1, potom D(n-1n+ j+1)=1« j=-20N,, to je dikaz, Ze

jsme nasli regularni reprezentaci podilui. Déale zZejm¢ plati
-1

Oyt 1, =N+n+1=2n+1q,,-r,=n-n-1=-1, coz znamena, ze Kkoeficienty
l,=11,=0 a rovrez plati 1, >1, protok, =[-10-(-1) +1]:1=1

ak=max (L, 0-1+1) =1 Polynom f, =¢gn+c,. Substituci do (7) vznikne rovnice
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%

1=n(gn+c,) - (n+Y[c(n-1) +c,], zekteré vyplyva 1=c —-c,. ReSenim je

[c,,c,] =[1+t,t], kdetOR. Pak f, =(1+t)n+t . Dosadime do (6)

S, DD 1 ve) [ﬁ(l tn+t] 1+t)n +tn+l . VyuZijeme paéateeni podminku
1 log2" og2" log2" og2"
1+t +t

== 5. Z ni vychazi t= 0 Pak
2log°2 log2Mog?2

k urceni parametru z rovnice

n 1 n
C, =0 a polynomf, =n, s, =0 h = ,S, =0 a na-
G =16 POy " 1 n(n+1log?2 (n+1log?®2 %

n 1 o, , ,
konecz . —=lim >~ =——-. Dolozime vysledek, ke kteréemu
7log2 EI]ogZ n- w(n+1)log 2 log 2
doSel paitac.
3% WolframAlpha
[ sum (1/(log10(2**n)* (Iog10(2**(n+1)))), 1, infinity) =)
8- Examples Random
Input interpretation:
= 1
= logm(zn,logmlzyn-l'
Qtrr A < log,q(x) isthe base-10 logarithm »
Approximated sum: More digits

— 1
= logm(zn, logm[le-l ]

~ 10.9803

Alternate form:

(log(2) + log(5))*
log?(2)

log (x) is the natural logarithm »

Obr. 28 — Alternativni vysledky s@tu rady uzitim Wolfram Alpha

Zvoleny program nam nejive nabidne aproximaci vysledkuiténi zadanéady, nize
pak nabidne alternativni vysledek vyfj@dy pomoci firozeného logaritmu. Na zaklad
vét pro paitani slogaritmy snadno dokadzeme, Ze nas vyslgdelekvivalentni

S pa@itacovym.
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1 _ 1 _In’10_[In2E)} _ (In2+In5)’
log®2 (mzj " In?2 In®2 In?2
In10

, c0Z bylo dokazano.

7. Gosperovsky nes ¢€itatelné rady

V kapitole 4 jsme diskutovali moznosti vyslédjednotlivych kroki Gospero-

va algoritmu. Pokusme se shrnotfpady, kdy niZze dojit k jeho selhanitiphledani

souwtu fady. Hlavnim pedpokladem je, aby posloupnc{s&}ﬁ:m byla hypergeometric-
ka. Jak jsme si ukazali, ¥ipadt zaporného vysledkuiipvypoctu stupr k polynomu

f, proces koti atadu ot nelze takto sdst. Je to proto, ze posloupnd@sist&nych

souta {sn} neni hypergeometricka, coZigousti i Wta 2. MiZe nastat i Ppad, Ze po-
sloupnostéast&nych sowta {sh} neni hypergeometricka agsto vyjdek = 0 Pak se
ale ukéze, Ze soustava rovnic vyplyvajici z porovnéoeficientt u n°,n*,n?,..n'

v rovnici p, =q,,,f, —r,f,., nemateSeni. Jednotlivé situace dolozint&klady.

n-1 2k
Piiklad 45 >
kok+1
y " 2" oA, 2n :
Ozn&me a, = A, = =—, ziejm¢ = , fada je hypergeomet-
n+1 n-1+1 2n a4 +1

rickd. Polozime-li p(n)=1, q(n)=2n, r(n)=n+1, pak mame regularni reprezentaci
podilu, nebé D(2n, n+1+ j)=10j ON,.

gn+1)+r(n)=2n+2+n+1=3n+3=1 =

gn+1)-r(n)=2n+2-n-1=n+1=|_=

ProtoZe se abposledni hodnoty rovnajk =0-1=-1< ,Qolynom f(n)neexistuje

afada neni gosperovskyitatelna.

no 2k+1
Priklad 46
Lok

Zacinameradou, jejiz soket I1ze najit teleskopickou metodou. Pro nifght vzorec pro

n-ty ¢len posloupnosti rozlozit na parcialni zlomky.
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2n+1 A B C D
n?(n+1)? n n? n+l (n+1?
2n+1:An2(n2+1)+B(n+1)2+Cn2(n+1)+Dn2
2n+1=An*+2An®+ An® + Bn® + 2Bn+ B+ Cn® +Cn® + Dn?

A=0
2A+C=0
A+B+C+D=0
2B=2

Odtud plyne, 2%=%— 1 5 . Sledujme posloupnosiasté&nych soutii:
n?(n+1° n* (n+1)

1 1
=1-—-—=1-
2 4 (1+12)°
1 (1 1 1
=1-= - |=1-
> 4+(4 9) (2+1)°
s =1-— T
T (1)

Hypoteticky odvozeny vzorec prg, bychom dokazali matematickou indukci. Nas ale

zajima, zda tuto teleskopickdéadu séte Gospeiv algoritmus.

2n+1 2n-1 4l _(n-1)*(2n+1)

, pot _— ,
z» PO B (n-1)*n? PO a,.. (n+17(2n-1)

m a prOtO

Polozmea, =

je posloupnost hypergeometricka. Polozme

p,=2n-1q, = (n—l)z, r,= (n +1)2a ukazme si, Ze uvedena trojice polyriofa regu-

larni reprezentaci podﬂual . Potebujeme zjistit
-1

D(g,, - )= D(n2 —2n+1, (n+jf +2(n+ j)+1) , po Upra¥ dostavame

D(n? -2n+1n? +2n(j +1)+ j2 +2j +1)=D( (1-1)%,n* + 2n(j +2)+ j> +2j +1). Je
vidét, Ze nejetsSi spolény cklitel bude fizny od jedné pravtehdy, kdyzn — 1 c&li také
druhy polynom, tjgislo 1 je jeho kenem (pro jist¢). Pro totg ale plati 1 + 2j(+ 1) +
(i + 17 = 0, coZ nastane pr&wproj = — 2. Odtud plyne, Ze pro vSechriaN, je

D (qn, rn+j) =1 a uvedena trojice polynainskut&né tvori reguléarni reprezentaci podilu.

Pokratujeme podle &taciho algoritmu:
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Oy t1, =207 +2n+1= 1 =
O~ ="2n-1=1_=
I, >1,, pomocné, = (-2m-(-2)+2):2=102, proto k =max{1,1-2+1)=1. Nech’
f, =¢n+c,. Z rovnice (7) plyne
2n-1= nz(qn+co)—(n+1)2[c1(n—1)+co], po Upra¥
2n-1=-¢n?+n(c, —2¢,)+¢, —c,. Porovnanim koeficiefitpolynomii obou stran do-
staneme soustavti tovnic o dvou neznamych

0=-c

2=¢c —2c,

-1=c, -¢c,

a snadno zjistime, ze neréseni. Z prvnich dvou rovnic vychazi, =0,c, =- , dle
po dosazeni dddti vyjde nespravna rovnostl=1. Protorada neni gosperovskyita-

telna.

Piiklad 47 >’ 1k — =5in>

= | [ 4
3
Podil aj" = n%n = ns;l je racionalni funkci, najdeme jeho regularni repréa-

ci. Polozime-lip, =1,9, =n-1r, =5n, pak uvedena trojice polyndnje zejm¢ hleda-
nou regularni reprezentaci podilu, protoze plfh—1,5(n+ j))=10j ON,. Pokrau-
jeme utenim stups kpolynomu f, Plati q,,+r,=6nq,,—r,=-4n, proto

I, =1,=1. Pak stupg k=0-1=-1<0, to znamena, ze polynofq pozadovanych

vlastnosti neexistuje, posloupn@éast&énych sowta {sn} neni hypergeometrickaradu

nelze uvedenym algoritmemdcsst.

[ 4
Piiklad 48 zk— =15
a K
4 3
, COZ potvrzuje, ze je

Po zjednoduseni dostdvame poeﬁi— =

., (n )" (1-n-1)

racionalni funkci. Snadno odhadneme a naslemldiime, Ze regularni reprezentaci
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tohoto podilu jsou polynomy, =n®,q, =1r, =n—- ,Jplati D(ln—1+ j) =10 ON,.
Nasled# urime ¢, +r,=n, q,,-r,=2-n, zc¢ehoz plyne |, =l = 1 Pak
k=3-1=2, to znd&i, Ze polynont, by mohl existovat a bude druhého sttip@zna-
me f, =c,n*+cn+c,. Dosadime do rovnice (7):

n® =n®+cgn+c, —(n—l)lcz(n—l)2 +c1(n—1)+col, po Uprae

n® =—c,n® +n?(4c, —c,)+n(3c, - ¢, -3¢, ) +(2¢, - ¢, +¢,), odkud sestavime soustavu

¢ty rovnic
1=-c,
0=4c, -c
0=-3c, +3¢, ¢
0=c,—-c +2c,
a zjistime, zZe z prvni trojice &ime hodnotyc, = -1, ¢, = -4, c, = — 9Qale tyto nevyho-

vuji té posledni, vychaz0# 1%ili soustava nem#eseni a protdada neni gosperov-

sky <itatelna.

V obou poslednich ifkladech jsou uvedeny také vysledky &ouiad a ty Ize ogfit
nagiklad pomoci poitace. Jak uz byla‘eceno, Gospéiv algoritmus neni jediny, se

kterym programy p&tacové algebry pracuiji.

V& 44

algoritmem

V této casti uvadime &kolik feSenych slozfSich gikladd <titani fad,
o0 jejichZ konvergenci se imeme peswdcit bud’ aplikaci vhodného kriteria, nebo rych-
leji uzitim nekterého ze specializovanych prograniKapitola obsahuje takéady, i
jejichz gitani klasické metody selhaly (u nich neni v zadéwdden vysledek), jako
ukazka situace, kdy paac prekonal lidské schopnostirifhledani nej¥tSiho spoléné-
ho ctlitele polynomi se zpravidla uz neobejdeme bez rezultantu polynornypocty

usnadni poitac.
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8.1. Kone €né rady

Piiklad 49 )~

et

Z uzitegtnych divodi budeme nejprve pracovakdgym ak-1-nim ¢lenem, a sice proto,

Ze vzorec prd-ty ¢len obsahuje horni mez stu, tedyn, a @i pocitani by mohlo dojit

k zanene.
_kK(n)_kik n  _k n
n“ (k) n* (n-k)k n*(n-k)’

-1

_(k-1)fk-1)( n ) _(k-1)cfk 1) n _k-1 n
nkt (k—lJ_ nt (h-k+1(k-1) n** (nh-k+1)’

k-1 _ — —
a, _ kb [ﬂ[l k+1) _ k (n-k+1)n-k) _ Kk PK*L 5 ko yiade-
a_, (k-)mm fn-k} k-1  n(n-k) k-1 n

ného podilu se nabizi ozl p, =k,q =n-k+lr =n.  Zejme
D(n—k+1n+ j)=10j 0N, a uvedena trojice je regularni reprezentaci damédu.
Nasleduje nalezeni stupmolynomu f,. Opst z jistych gicin ozn&me stupé tohoto
polynomu h. Plati q,,,+r =-k+2n+1 acislo I, =1, q.,, -1 =-k+1=1 =
A protozel, =1, pak h= 0a polynom f, =c,. Sestavime analogickou rovnici k (7):
k=(n-k-1+1)c,—ng,, po Upra¥ k=-kg a to znamena, ?e, =— . Myjadime
podle (6)caste&ny k-ty sowet

_nh-k- 1+1d<[lk

” ( JEQ p=n"X G(i[ﬂ— . Nyni dosadime ze=nak=0

o n-nnl n n' L kKN
avyjadime s, = " 6(—1)=0,Sb‘n - 1):—n,az - (kasn‘ﬁfn-
. k=1

S k?-2k-1

Priklad 50 —
rrikiad ou kZ:;, kz(k+1)2

n2—2n—1D,2n

Y RuAvE 2( 2
Plati b = ?2(n+1) = 2n- 12 (n ~2n- 1) a to je racionalni funkce.

a,, (n-1) _Z(n_l)_lt?_”‘l (n+1(n?-4n+2)
(h-1f°n?

Odhad napovida polozip, =n? - 2n-1,q, = 2(n-1f,r, = (n+1)*. Vyjadiime rezultant
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polynomi

:resq[2n2—4n+2,(n+j)2+2(n+j)+1J:[2n2—4n+2,n2+n(2j+2)+j2+2j+1]:
2 -4 2 0
o 2 -4 2
1 2j+2 j2+2j+1 0
0 1 2j+2  j*+2j+

=4j*+32j° +96j2+128] +64=4(j +2)*

aplatires, =0 < j=-20N,, proto uvedena trojice polyndnp,, dn, 'n tvoti regularni

reprezentaci podilui . Pokr&ujeme q,,, +r, =3n°+2n+1q,,-r,=n>-2n-1,

-1

protol, =2l,= 2, k=0, polozimef =c,. Dosadime do (7)
n?-2n-1=(2n? + 4n+2-4n-4+2)c, - (n? + 2n+1)c,, po Gprae

n’ —2n-1=n’c, — 2ng, — C,. Rovnost nastane, préakdyz

1=c,
—-2=-2¢,
zc¢ehoz plyne c,= 1 pak f =12le konstantni polynom. Dopdame
2 _ n+1
S, = 2 2n—1 :2—2, gitame od n= 1 takze s,= 2 Potom
n’-2n-1 n (n+1) (n+1)

n+l

S\~ S =m—2 a jelikoz posledni&taneciady nenin-ty, ale f-1)-ni, vysledny

n-1 k2 2k 1 2n—1+1 2n
souet vyjadime z v k= (h-1+1) -2= T 2. Stejny vysledek poskytne

i pocitac.

Sum

n '|k-—2k—1]2" on
=— -2

=3 KR k+1)? P

Obr. 29 —Vysledek &tani provedeného @gtacem
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. n -k k2 -2k -
Priklad 51 kz;‘ - (Z:<(1+ 1)2)((k - 2)22 v _1)3)2

Vyjadiimean, a,.1 a nasledajejich podil.

5 = 41-n)(n? - 2n-1) _ ~4(n-1)n* - 2n-1)
n?(n+1’(n-2P(n-3f n*(n+2?(n-2)(n-3)
. 42-n)n*-4n-2) _ -4(n-2)n2-4n-2)
S iy e ey e

a, _ (n—4)2(n-1P(n? - 2n-1)
a (n+1°(n-2Pn?-4n-2)

, to dokazuje, Ze posloupnost je hypergeometricka.

VySe upraveny podil nam nabizi trojici polynbm p, = (n—l)s(n2 - 2n—1),

g, = (n—4)2 ar, = (n +1)2a miZzeme vyzkouSet, zda tkiojeho regularni reprezentaci.
Chceme vyjéatit rezultant

res® ~8n+16,(n+ 2 +2(n+ j)+1)=resn® ~8n+16,n° + n(2j +2)+ j2 + 2] +1).
Sledujme dale potacovy postupreSeni. Praci si zjednodusime vyuzitim interaktignih

nastrojeWolfram Alphaa komeéniho programuMaple Rezultantem polynoinrozu-
mime determinant Sylvesterovy matice, obr. 30.

| determinant matrix{{1,-8,16,0},{0,1,-8,16} {1,2%j+2,j**2+2%j+1,0},{0,1,2%+2,j**: BJ

Examples Random

Input:

1 =8 16 0
0 1 -8 16
1 2j+2 P+2j+1 0
0 1 2i:2 #+2j%1

|Im| is the determinant »

Result:

i*+20 7% + 150 j% + 500 j + 625

Obr. 30 — Determinant vyjageny nastrojem Wolfram Alpha

VyuZijeme nabidky prostdi Wolfram Alpha ktery hned nabidne alternativni formu
vysledku. Automaticky faktorizoval vysledny polynpobr. 31.
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Alternate forms:

(j +5)*

Obr. 31 —Faktorizovana podoba determinantu

V tuto chvili je jasne, zees, =0 < j =-50N,a proto fivodré zvolena trojice poly-
nomi je regularni reprezentaci podilu.

Stanovime koeficiently, aln. Plati
G +1, =(N-3f +(n+1f =2n° -4n+10=1,=2, q,,, -1, =-8n+8=1 =1,

l,>1,, proto stanovime pomocné k,=[-201-(-8)+2:1=8.  Stupa

k=max85-2+1)=8, hledany polynom bude osmého stépn Nech’
f =gn®+cn’ +gn®+gn’+¢n*+cn’+cn’*+cgn+c,. Dosadime do (7) a &p
s vyuzitim softwaru rovnici zjednoduSime a soustayteSime pomoci programda-
ple . Ftikazemexpandroznasobime kenovécinitele polynomusort seadi¢leny poly-

nomu sestuph) rozloZzeni polynomu na sén korenovych ¢initelt zajisti factor

a nakonec zadame programu soustagit fikazemsolve

>expand( n?5- 5* n"4+8* n*3- 4* n*2- n+1=( n"2-

6*Nn+9) *(c8*n"8+c7*n"7+c6* n*6+c5* n*5+c4* n*4+c3*n"3+c2*n"2+cl

*n+c0) - (n"2+2*n+1) *(c8*(n-1)*8+c7*(n- 1) *7+c6*(n- 1) "6+c5* (n-

1) A5+c4*(n-1)~4+c3*(n-1)"3+c2*(n- 1) *2+cl*(n-1) +c0));

n°-5n*+8n®-4n?-n+1=-4c8f+c7n"-2c6n" +8c8n +5c6n°+14c8r°
+c4rP+c5n-c3n-3c5n°-4c4mr+8c5m—-4c6m+14c7m—-28c8 1
-5c¢3n'+10c4n*-5c¢5n'+10c6n*-14c7n*+14c8n*-6c2n+11c3

-4c4rP+5c5m-4c6n+8c8n*-7cl+11c2P-2c3-4c6
+8c7nP-13c8r-8c0n+10cln+2c4n-3c5n+4c6n-5¢c7n+6c8n

—-c7rP+c7-c8-cb+ c5 c4 c3 c2 ci8cO
>sort(9;

N°-5n*+8n°-4n°-n+1=-c7nf-4c8nf-2c6n"+c7n"+8c8n" -3c5n°
+5c6n+14c8nf-4c4nm+8c5m-4c6mP+14c7m-28c8nm-5¢3n’
+10c4n*-5¢5n+10c6n*—-14c7nf+14c8n*-6c2n+11c3n-4c4n’

+5c5nm-4c6nmr+8c8nm-7clm+11c2r-2c3r+cdr+c5m—4c6 P
+8c7nmP-13c8n-8cO0n+10cln-c3n+t2cdn-3c5n+4c6n-5c7n
+6c8n+8c0+cl-c2+ ¢c3- c4 ¢c5 cé& c¥ c8
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>factor(-c7*n"8-4*c8*n"8);
-n8(c7+4c8)
>factor(-2*c6*n*7+c7*n"7+8*c8*n"7);
-n’(2c6- c7-8c8)

>factor(-3*c5*n"6+5*c6*n"6+14*c8*n”"6);

-n®(3c5-5c6-14c8)
>factor(-4*c4*n"5+8*c5*n"5-4*c6*n"5+14*c7*n"5- 28*c8*n"5) ;

-2n°(2c4-4c5+2c6-7c7+14c8)

>factor(-5*c3*n"4+10*c4*n™4- 5*c5*n"4+10* c6* n"4-
14*c7*n"4+14*c8*n"4) ;

-n*(5¢3-10c4+5c5-10c6+ 14c7-14c8)
>factor(-6*c2*n"3+11*c3*n"3- 4*c4*n*3+5*c5*n"3-
4*c6*n"3+8*c8*n"3);

-n®(6¢c2-11c3+4c4—-5c5+4c6-8c8)
>factor(-7*cl*n?"2+11*c2*n”2- 2*c3*n"2+c4* n*2+c5* n"2-
4*c6*n"2+8*c7*n"2-13*c8*n"2);

-n?(7cl-11c2+2c3- c4— c5+4c6-8c7+13c8)
>factor(-8*c0*n+10*cl*n-c3*n+2*c4*n- 3*c5*n+4*c6* n-
5*c7*n+6*c8*n);

-n(8c0-10cl+c3-2c4+3c5—-4c6+5¢c7—-6¢8)
>:={0=- (c7+4*¢c8), 0=- (2*Cc6-c7- 8*C8), 0=- ( 3*c5- 5*C6-
14*c8), 1=- 2* ( 2* c4- 4* c5+2* c6- 7*c7+14*C8) , - 5=- (5*C3-
10*c4+5*c5- 10*c6+14*Cc7-14*c8), 8=-(6*Cc2- 11*c3+4*c4-
5*c5+4*c6-8*c8), -4=-7*cl+11*c2- 2*c3+c4+c5- 4*c6+8*c7- 13*C8,
1=-(8*c0-10*cl+c3-2*c4+3*c5-4*c6+5*c7-6*c8), 1=8*cO0+cl-
c2+c3-c4+c5-c6+c7-c8};

soustava_rovn :={-5=-5¢3+10c4-5c5+10c6-14c7+ 14c§,
-4=-7cl+11c2-2c3+c4+ c5-4c6+8c7-13c8§,
-1=-8c0+10cl-c3+2c4-3c5+4c6-5¢c7+6¢c8 0=-c7-4cS§,
0=-3c5+5¢c6+14c8,0=-2c6+ c7+8c8,

1=-4c4+8c5-4c6+14c7—-28c8§,
1=8cC+cl—-c2+c3—-c4+c5E—-c6+c7—cC§,

8=-6¢c2+11c3-4c4+5c5-4c6+8c8}
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>sol ve(soustava_rovnic);

—0.c1=0 co=_1 _1_ __1
{c0=0,c1=0,c2= 4+4c8,c3—2 4c8,c4= a

c7=-4c8,c8=c8}

-7c¢8,c5=8c8,c6=2c8,

Z vysledku je rejme, Ze bude nutna parametrizace. Polozgwet,t R, potom vy-

chazi c, =-4t,c, = 2t,c, =8t,c, :—%—7t,cg :%—4t,c2 =—%+4t,cl =¢c,=0. Sesta-

vime polynom f =tn®-4tn’ +2tn® +8tn° - (:11 + 7tjn4 + e - 4tjn3 + (4t - %an

a opakova# vyuzijeme moznosti vygetni techniky. Vyjaéenif, zjednodusime a do-
sadime do vyrazu (6). Nasleduje substitudékgz subhn=4 a ukeni pcateni pod-

minky, odkud plyne, Zé :6—14. Dosazenim hodnoty parametru do vzorce frjisti-

me uz vysledny sadet s. Kone&nou podobu vysledku zjednoduSime pomoaidkgzu

simplify. Na za¥r ovétime nas vysledek s pibacovym uenim sumy.

1
Z fn= simplify[t~n8—4't'n7+2~t-n6+8-t-n5—[T
1 1
+7-t]~n4+[——4't)~n3+[4't——j~nzj;
2 4
1 1
tng—éltn7+2tn6+8tnE’—Tn4—7tn4+7n3
1
—4tn3+4n2t—7n2
4@ —-n)(n*—2n-1)
an = — 2 2 27
n“"(n+1)"(n—2)" (n—23)
4(l—n)(n2—2n—1)
n’(n+1)° (n—2)? (n—3)?
(n—3)°
sn = 3 > an-fn;
(n—l) -(n —2'n—1)
1 8 7
4(l—n)|tn —4tn
(n—1)3n2(n+1)2(n—2)2[ ( )(
1 1
+2tn6+8tn5—7n4—7tn4+7n3—4tn3
1
+4n2t——n2))
4
simplify(sn);

_4tn4—8tn3—12n2t+16nt+16t—1
(n+1)° (n—2)°
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subs(n=4, sn);

e
100
a4 = subs(n=4, an);
_21
400
1 _i__4t+L .
SO-Ve T a00 T 100 )’
1
64
 paf e L
s = subs| t=—r, sn|;

simplify(%);
1 n*—2n—3n°"+4n—12
16 (n+1)° (n—2)°

4-(1—k) (K —2:k—1)
4 kP (k+1)% (k—2)%(k—3)*

1 1
(n+1)*(n—2)* 16

simplify( %)
_1 n4—2n3—3n2+4n—12
16 (n+ 1) (n—2)°

n k4 mk
k

n*@" _ (nhHrm'@

Piiklad 52

HTen T ey
n!Ch!
4 = (n-1*@" _(n-0*@"* _(n-1*f(n-1 1 ="
" (2n-2)  (2n-2)! 42n-2)! ’
n-1 [(n-1) 1]’
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a _  4@2n-2)(n)*n*@A" an*[n(n -2)1J? _ 2n° _
a.  @E)IN-D*@[n-D 2n@n-p(n-2*[(n-12 @n-D(n-1*
_ 2nm*

C @n-)(n-1*’

Polozmep, =n% q,=2n,r, =2n- 1pak

2
res, (2n,2n+2j -1) :‘2

0
2 J:4j_2:2(2j_1) a bude nulovy projzé, coz

neni girozenécislo, proto uvedena trojice polyndanpiedstavuje regularni reprezentaci
daného podilu.
Oy *1, =2n+2+2n-1=4n+1 q,,-r,=2n+2-2n+1=3, odtud I =11 =0

3

[ > hledame pomocné kg kK, =[-1[2-0+(-1)]:2= _EDZ’ proto

p” 'm>

k=4-1+1=4 a polynom f(n) = ¢,n* + ¢,n® + ¢c,n* + ¢n+c,. Vysledky daldiho po-
stupu byly ziskany pomoci pidace. Z rovnice (7) vyplyva
n* = @2n+2)(c,n* +c,n’ +cn*+cn+cy) -
- (2n—1)[c4(n—1)4 +c,(n-1)°%+c,(n-1)*+c,(n-1) +co] , poupraw
n* =11c,n* + (-16c, +9c,)n® + (L4c, —9c, + 7c,)n” + (-6C, +5¢, — 4c, +5¢,)n +
+C,—C;+C, —C, +3¢C,,
odtud soustava
1=11c,
0=-16c, +9c,
0=14c, -9c, + 7c,
0=-6¢c, +5¢c, —4c, +5c,
0=c,—C;+C, —¢ +3c,

kterou vyesi pa@itac:

>soustava_rovni c: ={1=11*c4, 0=9*c3- 16*c4, 0=7*c2-
9*c3+14*c4, 0=5*cl- 4*c2+5*c3-6*c4, 0=3*c0- c1+c2- c3+c4};
soustava_rovn :={0=9¢3-16¢c4,0=7c2-9c3+14c4,
0=5cl1-4¢c2+5¢c3-6¢c4,0=3c0-cl+ c2- c3+ c4l=11c4}
>sol ve(soustava_rovnic);

_ Lo g2 52 p 16, 1
{Co_ﬂl’01_63’02_77’03_99’04_11
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L 1 16 2 2 1 : . .
Resenim jec,=—,c,=—,C, =——,C, =——, C, =——, parametrizace nutna neni
11 99 77 63 231
a f(n) . +1—6n3 +£n2 —in Loz (6) zjistime vyjateni
11 99 77 63 231

2(n+1 @ [ﬁln“ +16n3+2n2—2n+1j
11 99 77 63 231

[~}

2(n+1)@" [€1n4+16n3+ 2 n’ - 2 n+ 11j 5

2
as =——. Potom
x 231

_ 11 99 77 63 231
Sn_SO_
2n 231
n

a po upra¥ nakonec

@ _ 2(n+1)[@ [(63n° +1120° +1812-22n+3) 2

s
2 2 ’
( 69 :{ nj 231
k n

coZ o¥fime uzitim

k
o=t k] )

pocitate (obr. 32). Vidime, Ze prasdi Wolfram Alphauvadi vysledek v jiné podéb
proto je namist prowiit, zda jsou si ob vyjadreni rovna. Odéeme-li vyrazy od sebe,

v pripact jejich rovnosti musi vyjit nula (obr. 33).

n k-q-_q_k
k_l(zk] B
Lk
4Jz+1[126 n® + 287 nt + 148 n® — 26 nz_lﬁn+3]—ﬁ(2iin++ll]]
ﬁgs(E[n-l-l}l]
+1

Obr. 32 - Vysledek satiu fady prostedim Wolfram Alpha

Input:

2(n+1)4" (63n* +112n° + 18n° — 22 n + 3) 9

2r1) 231 |~
n

693 [

2(n+ IJ)

471 (126 n° + 287 n* + 148 n° — 26 0° — 16n+3)—6( i

2ln+h)

693( n+1

lis | is the binomiai coefficient »

Obr. 33 —Owereni shody lidského a pivacového vysledku sétu
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Priklad 53 3 (mJ (m— kj
k=0 \ K 2

oz
E_n
Rada bude i&jmé definovana prok, m,nON,, m=k. Podil & - n

S

upravime na zaklad definice kombinaniho cisla a zjednoduSime na tvar

m-2n -n+1

, posloupnost je hypergeometricka. Snadno iesydcime, Ze
m-2(n-1)

regularni reprezentaci podilu t¥ygolynomy p, =m-2n,q, =m-n+1r, =n, protoze
rezultant polynom resm-n+1 n+ j)=0praw kdyZ j =-m-1a to neni podlefpd-
poklad piirozenécislo. Ukime stupé polynomu f, :

Qg+, =m=1,=0,q,, -1, =-2n+m=1_ =1, plati | , <l a stupg k=1-1=0,

proto f, bude konstantni polynom. NetH  =c,, dosazenim do (7) &ime c,:

m-2n=(m-n)c,—nc,, po Gpra¥ -2n+m=-2ng,+mg,, zceho? plyne ¢, = 1

-n(m -2(m
af =1 Vyjadiime a zjednoduSimes, = m=n (m—nj=m—2 . Protoze
m-2n{n)\ 2 2 {n

nejmensi mozné uvazovamé= , @echny pedchazejicileny viad povazujeme za

n({m — m
nulové. Z tohoto dvodu Y (kJ(g—kj:s —OzmTz(n). Paitac nam sice ukaze

k=0

jinou podobu vysledku (obr. 34), lehce dokdZemeseZreliSi od naSeho. Siden nas

% WolframA

| sum(binomial(m,k)*(m/2-k),k=0..n) =]

Sum:

n

XE =z~ e+l ms)

k=0

‘ | is the binomial coefficient »
m )

Obr. 34 - Pocitacovéreseni Pikladu 53

m
rozsfit identitou 1:n—ii. Potoms, = ( m dﬂl:( ]n_+1
n

m-n-1)(n+1) 2 (n+1) 2
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k=1

Piiklad54 | 2 2
+

Zrejmé¢ k,mnON:m=>n>1. S vyuzitim definice kombiaiho ¢isla vyjadime ve

vhodném tvaru podil

(m-n+2) 1 m-n+1
2 (n-m-2)(2n+2m-3) _ 2n°-7n-2m’* -m+6

a, G_ern_lj(ern) (2n-2m-1)(m+n) 2n*-n-2mf -m

posloupnost je hypergeometrickd. Polozme, =1 g, =2n°-7n-2m*-m+ 6,

r. =2n° —n-2m*—m. Pak pro rezultant polyndnplati

2 -7 -2m° -m+6 0
edon)o 2L T T
2 4j-1 2)°—-j]-2m"-m 0
0 2 4j-1 2j°-j-2m’ -
3

=42j+3)*(j+2+2m)(j +1-2m)=0 < | =->0j=-2-2m0j=2m-1

Zvolené polynomy tvid regularni reprezentaci podilu.

Polynomq,,, bude Zejm¢ druhého stup stejré jako polynomr, a polynom vznikly
souwtem (qn+l+rn), protol, = 2 Dale koeficientylenu s nejvysSi mocninou prém

nén, v naSem fipadt kvadratickéhaodlenu, jsou si rovny, ip rozdilu secleny vyruSi

a stupé polynomu(qm1 —rn) je I, =1 Vychazil / >, proto je nutné hledat pomocne

K, = =10Z a nakonec stupie k=max1,0-2+1)=1, polynom f_

-212-(-7)-1
2
bude prvniho stugn Polozmef, =cn+c, a podle (7) plati
1= [2(n+1)2 -7(n+1)-2m? -m+ 6J (Gn+c,)-(2n? —=n-2m? —m)[c,(n-1)+¢,],
po zjednodusentl.= -2ng, +c, —2m’c, —mg_. Porovnanim koeficieatdostaneme

¢, =0
1=c¢, -2m’c, —-mg,

a mizeme psatf, =—

z druhé rovnice je = -
1% +m m(2m+

2 1) . Nalezeny polynom

2m

dosadime do (6):
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__2n+1)*-7(n+1)-2n7 m+6D n % % _
" 1 m(2m+1)
-n+1) {m+n
_2m*+m-2n*+3n-1 1 1
m(2m+1) 2 2
-n+ m-+n
1 1
= (m—n+1)(2m+2n—1)m E 2 J a s, =0, proto nakonec
m(2m+1)
-n+ m+
1 1
S=s, = (m—n+1)(2m+2n—1) (h 2 2 |, to potvrdi také patas, obr. 35.
m(2m+1)
m-n+1) {m+n
Result: —l‘ _E
l;[m*-k+l mlk]:

1 1
n(2m—2n—l)(n1+n+l)[ 2 ]
m-—n

m+n+1

m@2m+1)

‘ | is the binomial coefficient »
\m )

Obr. 35 — Redeni Pikladu 54

Na prvni pohled nenitgjma shoda zjishych vysledk. Oba vyrazy obsahujfiinitele

L, proto stai prowiit (opét pomoci pditace, obr. 36) rozdil vyrar
m(2m+1)

L L 1 1
(m—n+1)(2m+2n—1) 2 2 —(2m—2n—1)(m+n+1) 2 2

m-n+1\ m+n m+n+1) m—-n

Input:

1 1
(m—n+1](2m+2n—l![ 2 ]( 2 )7

m-n+1)\m+n

(2]

1

2Zm-2n-1)(m+n+1) 2

m+n+1

‘ | is the binomial coefficient »
m)

Result:

0

Obr. 36 — Owereni vysledk Prikladu 54
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8.2. Nekone €né rady

»  2n+1
Priklad55 > 0= =
- 2 P (n+1)

Jesta, :%, paka,_, =%. Potom
n“(n+1) n“(n-2
a, _n*(n-1*@n+1) _(n-1)?@n+1) _ 2n®-3n*+1
a,_, nn+d*@2n-1) ((+D)*@n-1) (n+D*(2n-1)

. Nejdrive polozime

p,=1q,=2n-3n*+1,r, =(n+1)7°(2n-1), pak rezultant polynom

resh(qn, rn+j): resh(2n3 -3n*+1, (n+ j +1°(2n+ 2] —1)):
res, (20 —3n% + 1,2n° + (6] + 3 + (6] + 6 j)n+ (2j° +3j2 -1)) =

2 -3 0 1 0 0
0 2 -3 0 1 0
o o 2 -3 0 1 _
2 6j+3 6j2+6] 2j°+3j*-1 0 0 B
0 2 6j+3  6j2+6] 2j°+3j*-1 0
0 0 2 6j+3 6j2+6] 2j°+3j2-1

=64j° +576j° + 2016)7 +3264j° +1764j° —1764j* —3264j° - 2016j> -~ 576] — 64 =
=4(j-1(j +2)2j +1*.

Rezultant polynorin bude nulovy prasislo j° =10N,, proto musime hledat novou
trojici polynomi py, g, rh. PoloZme podle algoritmu

g, = D(qn, o ): D((n -1’@2n+1), (n+2)*@2n+ 2—1)): 2n+1, pak vychazi

(n-17@2n+1) > _(n+1)°@2n-1) 2 s
=109, =2n+ = =(n-D°r, = =(n+1)°. Owre-
p, =109, =2n+1,g, = === =(n-1) o - (D Ow

p(n) (n) _ a,
p(-D (M) a,,

ni zachovani podilu pro nové polynomy p,, Qn In:

@n+D(n-1*> _(n-D*@2n+1)
@n-2+D(n+1)2 (n-12@2n-1’

plati. Zkoumejme rezultanttdhto polynon:
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resh(qn, rn+j)=re%((n—1)2, (N+ | +1)2): resn(n2 —2n+1,n*+(2+2))n+j? +2] +1)=
1 -2 1 0

O 1 _2 1 -4 -3 -2 -

= ., . =j"+8)°+28]°+36] +8=
1 2+2) j°+2)+1 0
0 1 2+2] j2+2j+

=(j+2)(j*+6j* +16j +4)
a sowin (j+2)(j®+6j*+16j+4)bude nulovy pouze prg =-20N,, proto trojice

polynomi p, =2n+1,q, =(n-17%r =(n+1)?%je regularni reprezentace podi‘ﬂ?‘—.
n-1

Nasledujici kroky srtuji k urceni stups k polynomuf,.
Opoy T, =(N+1-1)?+(n+1)*=2n"+2n+11 =2
Q. —r,=(N+1-)*-(n+1)*=-2n-11_=1
a protozel, >1 , hledame pomocnéo: k, =(-21-(-2)+2):1=2, poté stupe
k =max (21-2+1) = 2. Hledany polynom jeiejm¢ druhého stupha ma vyjadeni
f =c,n®+cn+c,. Dosadime do vztahu (7) a hledarageni pro koeficienty.
2n+1=n*(c,n*+cgn+c,) —(n +1)2[c2(n—1)2 +c,(n-1 +c0J
2n+1=n*(2c, -¢,) + n(c, —2¢,) +(-¢C, + ¢, —C,)
Pfevedeme na soustavu rovnic

0=2c,-¢

2=¢ —2¢,
1=-c,+¢ -G

a jejim reSenim je [cz, C, co] :[1+t,2+t,t], kde t je reélny parametr. Pak
f =(@+t)n*+(2+t)n+t. Paateni podminka jes, =§ a s jeji pomoci wime kon-
krétni hodnotu parametru, posloupn&gst&nych sodta s, a nakonec i jeji limitu. Pra-

ci usnadnime uzitim specializovaného programu.

> fni= simplify((1+¢t)-n°+ (2+¢t)n+t);
2 2

n +n t+2 n+n t+t¢t
. 2'n+1 .
TR a2
2 n+1
n® (n+1)*
n2
sn = man'fn;
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n“4+n° t4+2 n4+n t+t

(n+ 1)
subs(n=1, sn);
3.3,
4 4
a4 = subs(n=1, an);
£l
4
3 3,3
solve(Z—Z-i-Z t),
0
s = subs(t=0, sn);
n’+2 n
(n+1)°

lim . s;
n — infinity

Zbyva ofit, zda se vysledek shoduje s tim, co nam nabidties.

infinity

> Y _zai

=1 nP(n+1)?

0

, n
Prikl
Brikad$6 2 i+ 2)fn+3)

n® . .
= , posloupnost je hypergeometricka @z@me pokr&ovat. Necli
B (egnsg)r PO R ’

p, =1q, =n%r, =(n-1)(n-3), potom

_1
4

res,(n%,(n+ j -1)(n+ j +3))=res,(n*,n* +(2j +2)n+ j2 +2j - 3)=

1 0 0 0
10 1 0 0 (. AT 200 )2
=L 2e2 fe2i-z o =(i2+2j -3 =(j +3f(i-1)
0 1 2j+2  jP+2j-

a je Zejme, Ze rezultant bude nulovy prtirpzené j = 1 Pomoci znameho algoritmu

hledame jinou trojici polynoin
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Nectt  g,=D(n*,n(n+4))=n  potom p,=ng,=nr,=n+3 Zkoumame
D(n,n+ | +3), ale ten roven jedng&]j I N,. Nyni jsme nasli regularni reprezentaci po-
dilu.

Oy t1,=2n+4=1 =1q,, -1, =-2=1,=0 a hledame

k,=(-10-0+3):1=20Z, k=max{21-1+1)=2 a pieme f, =cn*+gn+c,.
Z (7) vyplyvéa n=-n(-¢ +5c,)+3c, - 2¢, - 3c,, odtud1=5¢c, —¢,,0=3c, — 2¢, - 3c,.

Polozmec, =t,t OR, pakec, :%(1+t),c0 :1—3;](4t -1), f, = %(1+ t)n? +tn+%(4t -1).
Vyjadiime s, ="t n 1(1+t)n2+tn+§(4t—1). Stanovime pi-
" n (n+1)(n+2)n+3)5 10

tecni podminkus, = 2—14 a zbytek dokotime s pomoci potace:

> fn:= simplify(%(l+t)~n2+t'n+%(4-t—1));
12,12 6,_3
5n+5nt+ln+51 0
n
an = H
(n+1)(n+2)(n+3)
n
(n+1)(n+2)(n+3)
sn = ntl -an-fn;
n
I 2, 1 2 6 3
— —ntttn+ —t———
5 n+ 5 nt+tn—+ 5 10
(n+2)(n+3)
subs(n=1, sn);
1 1
T2 TS
a4 = subs(n=1, an);
L
24
1 1 1
solve( 22~ T2 + 5 ),
1
4
paf il
s = subs| t= 1’ sn|;
%n +—n
(n+2)(n+3)



£n2+1n

Proto cl:i =1 c0 Oa f, —ln +1n Spaitame Ilms—llm4— 1
4 4 4 nee n-en?+50+6 4

a porovname s tacovym vysledkem satiu iady.

infinity
> n .
i1 (n+1)(n+2)(n+3)

@1 g
Piklad 57 ==
FHeaaRt ;(2n—1)2 8
a, _(2n-3f _4n*>-15n+9

= = , to dokazuje, Ze dana posloupnost je hypergeotnetri
a.. (2n-1F 4n’-4n+1 ) posloupnost je hyperg

ka. Bul' p, =1q, =(2n-3f ar, =(2n-1). Pak

resh(4n -12n+ 94(n+ j) (n+ j)+1)
=res,(4n? —12n+ 94n? + (8] - 4)n+4j? - 4j +1)=

4 -12 9 0
0 4 -12 9

= . o =256j+1)' =0~ j=-10N,
4 8]-4 4)°-4)+1 0
0 4 8j-4  4j%-4j+

a uvedena trojice polynairje regularni reprezentaci podilu.

Oy *1, =80 =8n+2=1 =20, -1, =0=1,=-1,
k,=[-2@-(-12)+(-4)]:4=00Z a k=max00-2+1)=0, f bude konstantni
polynom. Nech f =c,, podle (7) dostavame= (4n2 -4n +1)<:0 - (4n2 -4n +1)c0, coz
je ekvivalentni sL= QavSak rovnost neplati, rovnice neie&eni, polynomf_neexis-

tuje, protoze posloupnogésténych sodti fady neni hypergeometrickRadu Gospe-
rovym algoritmem nelze 8ist. Resto ¥tSina specializovanych progranukaze vysle-
dek sodtu, nag. Maple 14

infinity
1
> - - .
2 X
n=1 (2'1’1 - 1)



Uvedenarada je pibuzna s historicky velmi znamym tzBasilejskym problément,.

sitani nekoneénychfad grevracenych hodnot druhych mocnifirpzenychcisel, ktery

vyieSil v prvni polovig 18. stoleti Svycarsky matematik Leonhard Paul ERL
(a o kterém nap prednasel pro studentyistnich Skol a ostatni Sirokouiegost na
PrF UJEP v Usti nad Labem v Gnoru 2008 prof. RNDanlWetuka, DrSc. z MFF UK
v Praze). Vysledkem Eulerovy prace byla nova nuckérimetodadtanirad a objeveni
tzv. Eulerova-Maclaurinova su@ho vzorce (k #muz doSel ve stejné délmezavisle

na Eulerovi také skotsky matematik Colin MACLAURINJorovnavajiciho sumu

n

> (k) a usity integral j f(x) dx. A praw tato idea se stala jednou z metodifaio-

k=1

vého gitani fad. Roz&ovani oblasti psobnosti summich algoritnii je v sodasné
doke aktivni wdeckoucinnosti.

9. Metoda sestry Celine

Za jeden z prvnich poktiso algoritmické &itanifad se da povazovat metoda
fadové sestryary Celine Fasenmyef1l906—-1996). Nadana matendlath deset let po
absolvovani s$edni Skoly z&ala Wit a studovat na Mercyhurst College ntst Erie

v Pensylvanii a vstoupila zde dadu Sisters of MercyPrestoze jeji zfisobieSeni pro-
blému byl vyvinut je&t diive, nez se Zaly uzivat pgoitace, teorie publikovana v dok-
torské praci velkou #rou pispéla k vyvoji dalSich znamych surrach algoritni
a ukazala mozny #igob p&itatového dokazovaniekterych sumanich identit.

Metoda sestry Celine pracuje s dvojnasobgpergeometrickou funkci dvou prém
nych.

Definice 3: Funkce F(n, k) se nazyvalvojnasobd hypergeometrickapraw kdyz lze

F(n+1k) a F(nk+1)

ro vSechnairozenan, k, k< n podil zapsat
P w PO k) 2 TFk) 2P

racionalnimi funkcemi prosmnychn, k.
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Pii hledani rekurentniho vyjéeni pro sotet f(n)=> F(nk) vyuziva nasle-
k=m

dujici wtu (vice v [25]):

Véta 3:Necht F(nk)je dvojnasobin hypergeometricka & (n) = Zn: F(nk). Pro reku-

k=m

rentni formuli sitanai F(n k) plati

J

> a(n)F(n-jk-i)=0, (16)

[
i=0 j=0

kde koeficientya, ; (n) jsou polynomy.

Vysvétlime cely postup. Na Zatku stanovime vychozi zkuSebni hodnoty pro-

meénnychl, J. Dosadime do posledni rovnice a hledame koefixaianjt(n), pokud exis-

tuji. Fritom provadime algebraické Upravy tak, aby vyra®mpbsahovaly faktorialy
a zistalo vyjadeni v podob podilu racionalnich funkci prainnychn a k. Prevedeme
na spoléného jmenovatele a upravime jej do formy polynomangnné k. Nakonec
feSime soustavu linearnich rovnic, ktera vyplyvailbvosti kazdého koeficientu pro-
meénné k v ¢itateli. Pokud soustava nenti@Seni, pak cely postup opakujeme p&siv
hodnotyl a/neboJ, pracujeme s vySSi rekurenci. Takovy postup jecpracka velmi
pracny acasow¥ zna&né nara@ny. Pro srozumitek)Si interpretaci volime ulohy, kde
vysta&ime s prvni rekurenci, tj.= J = 1. Cely postup si ukaZzeme na konkrétni¢h p

kladech, které &tSinou vybirame ze igdoskolskych ¢ebnic.

n(n
Piiklad 58 DokaZte rovnosi(kj =2", kdek,nON,k <n.

k=0
Ulohu jsmetesili tremi klasickymi zfisoby v kapitole 2.4. Nyni provedemtani uzi-
tim metody sestry Celine. Jedi (n, k) dvojnasobd geometricka, tzn., Ze podily
F(n+1Kk) a F(nk+1)

jsou racionalni funkce pratnnychn ak, pak se snazime najit
F(nk) F(nk)

rekurentni vyjateni prof (n).
n nn
Ozname F(n,k) :(kj a f(n) =Z[kj pron=0, 1, 2, ... Pro¢fime, zdaF Gk )e
k=0
dvojnasoby hypergeometricka:
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n+1 n
F(n+1, k)_( k ]_ n+1 F(n, k+1)_(k+1j_ n- Kk
F(n, k) (n) n-k+1’ F(n, k) (n)  k+1°
Y Y

Oba podily jsou vyjaeny racionalnimi funkcemi pratnnychn, k. Pro dalSi pé&itani

n+1l
F(n+1 k+1)_ k+1 _n+1

F(n, k) ny  k+1
k

a(n),b(n), c(n),d(n), které vyhovuji rovnici

bude vhodné igpsat jest podil . Hledame polynomy

amF(n K+ Al K+ ¢nKn k) dhEAL k1F ( (17)

(pro zjednodusSeni zagibudeme dale pouzivat jen Zeaia, b, c, d). Po vydleni celé
rovnice vyrazent rf k )dostavame

F(n+1, k)+CF(n, k+ 1)+ d F(nt+ 1, k+ 1)=O

a+b
F(n, k) F(n, k) F(n K

Nyni podily nahradime racionalnimi zlomkymnz rovnice nebude obsahovat faktorialy.

n+1 n-k n+1
+cC +d =0
n-k+1 k+1 k+1

Prevedenim na spaleého jmenovatele, roznasobenim zavorek a vytknptiomen-

a+b

nék, ziskame rovnici ve tvaru
la(n+1)+b(n+1)+c(n+n?)+d(en+1+n2)+
+k[an+b(n+1)+c(-2n-1)+d (-n-1)]+k?(-a+c)=0
Vidime, Ze koeficientya, b, ¢, d jsou zavislé pouze na prémén. Pak tedy hledame
feSeni soustavyitrovnic océtyrech neznamych. Tim je z&eno, Ze existuje nenulové
reSeni.
n+l n+l n+n®> (n+1)
n n+l -2n-1 -n-1
-1 0 1 0

o O T 9
o O O O

Pro vypa@et vyuzijeme poitac, programMaple (obr. 37).
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@Fl\e Edit  Wiew Insert Format Window  Help - |G %
[ClzRl=iS] [ =@ [o[] Z]T[e] L[] [=]=] [©] [s[a[a] [1] ]
> with(linalg) -

TWarning, the protected nemes hnorm and trace have been redefined and unprotected

> Ml:=matrix(3,4, [[n+l,n+l,n+n"2, (n+1)"2], [n,n+1,-2*n-1,-n-1], [-1,0,1,0]1]);

Mi=| , at+l -2Zu-1 -n-1

2+l n+1 n+n2 (n+‘l)2]

-1 ] 1 0
> M2:=matrix{(4,1, [[a]l, [k], [c],[d]1]):

]
&

M2 =

c

d

> multiply (M1 ,M2)

na+in+ b+ (—2n—1ec+(—n—-11d

l(x#—l)a+(n+])b+(n+n2)c+(n+l)2d]

—a+c
> solve({ (n+l)*a+(n+1)*b+(n+n"2)*c+{n+l) " 2*d=0 , n*a+(n+1)*b+{-2*n-1)*c+(-n-1)*d=0,c-a=0},{a, b,c,d}};

{d=d b=0c=-d a=—d}

Obr. 37 - ReSeni soustavy pomoci Maple

Je Zejmé, Ze na neznamod miZzeme nahlizet jako na parametr. Pak dostavame
a=-d,b=0,c=-d,d =d, mizeme psafa, b c,d]=d[-10,-1,1].
Dosadime do (17):

-F(n, k)= F(n, k+ D+ F(n+1, k+ 1= (.
Protozek je volna promnna, plati
-f(n)-f(n)+ f(n+1) =0, odtud plyne rekurentni vyjéehi f(n+1) =2f(n)+C,
kde C je aditivni konstanta (zname rfag integralniho p&iu nebo diferencialnich rov-
nic), jejiz hodnotu zjistime z péteenich podminekf (0) =1, f () = 2 Pro nés fipad
jeC=0.
Z rekurentniho vyjageni nyni nizeme odvodit vztah prio(n):

f(n+)=2f(n)=2°f(n-1)=2°f(n-2)=...=2"f (1), odtud

2f(n)=2"12
f(n) =2"

n(n
Piiklad 59 Dokazte rovnosi(kj @* =3", kdek, nON, k<n.
k=0

Takeé tento fklad bylfeSen gkolika klasickymi metodami v kapitole 2.4. UkaZnek

obstoji metoda sestry Celine.
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Neclt F (n,k) :(E] 2*a f(n) =Z(EJ 2 pron=0,1, 2, ...
k=0

n+1

s )7
F(n+1k) _ _ n+1l F(n,k+1)= + :ZEE_k

- n X +1
K

F(n,k) (njmk “n-k+1 F(nk)
Kk

to znamena, ZE (n, k) je hypergeometricka.

(n+1) )
F(n+1k+1) _ k+1

F(nk) n ok
k

F(n+21Kk) +CF(n,k+1) +d F(n+1k+1) 0
F(n,K) F(n,K) F(nk)

= 25{:11 Rovnici (16) pak mizeme pepsat a upravit

takto a+b

a+b

n+1l n-k n+1
+2c + 2d =
n-k+1 k+1 k+1

ain-k+H(k+D)+b(n+H(k+1) +2¢(n—-k)(n—-k+1)+2d(n+D)(n—-k+1) =0
la(n-1) + b(n+1) + ¢(2n? + 2n) + d(-2n - 2) |+
+ Kan+b(n+1) +c(-4n-2) + d(-2n - 2)| + k?(-a+2c) =0

Reseni hledame pomoci matic

) ) a 0
n+l n+1l 2n“+2n 2n“+4n+2 b 0
n n+l -4n-2 -2n-2 =

c 0
-1 0 2 0
d 0

Opet je Zejme, Ze posledni rovnice bude mit nenulée®eni a nap ¢islo d zvolime
jako parametrCili a=-2d,b=0,c=-d,d =d; [a, b, c,d] = d[— 2,0, —],1]
-2f(n)-f(n)+ f(n+) =0
f(n+) =3f(n)+C, f@O)=1f@®=3
C=0
Je f(n+1)=3f(n)=3?f(n-1)=..=3"f(@1), pak f(n)=3" a nakonec plati

n (N
Z(k] [2* =3", coZ bylo doké&zano.
k=0
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Piiklad 60 > km = n[2™
o \K

Suma se da lidskym apobem wfit nagr. na zaklad uziti definice kombinéniho ¢isla.

Vyjadieni grepiSeme v poda@solEtu a kombinani ¢isla nahradime vyrazy s faktorialy:

EAote) ) 2ta)- -+<“-1{n!]+n(2):

_ n! nl .
_lD(n—l)!Elﬂ+2D(n—2)![2!+' ..+ (n- )l[Ch ) Olml , po vykraceni piSeme

(n—ni)![()! * (n —né)!cm * (n—r;)!m! e '+ﬁ owtr? 1)

n{((n ) L (1), (-, (-1, (0-1)

n 1)'[0' (h-2)a (n-3)2r " 1m owth 1)

, vytknemen

} to ale nizeme pepsat

n-1 — n-1 —
ve tvaru sumyn DZ% = nDZ(nk 1} a platin DZ(nk 1] =n2"", coz bylo
k=0

n=0 k=0

dokézéano.

A jak obstoji metoda sestry Celine?

Nech F(n,k) = k[ ]a f(n) = Zk[ j pron=0,1, 2, ...

n+1 n
) .
F(n+1k) _ K )  n+1 F(nk+1) _ k+1) n-k
F(nk) (" T n-k+1’ F(nk) " ok
k k

to znamenda, Ze funkce (n, k) je hypergeometricka. Bude uZite® vyjadit vyraz

n+1
(k+1
F(n+Lk+1) _ )(k+1J_n+1

F(nk) (" ok
k

. Rovnice (17) ma pak tvar

F(+1K) , F(nk+D F+lk+1)
F(nK) F(nk) F(nk)

+b

a+b n+1 +cn_k+dn+1:O
n-k+1 k k
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a(n-k+DHk+b(n+Dk+c(n-k)(n-k+1) +d(n+)(n-k+1) =0
ldn +n2)+d(en+1+n?)+ Haln+1)+ bn+1) + ¢(- 2n - 1) + d(- n - 1) + k*(-a +c) =0,
rovnost nastane prékdyz
0 0 n*+n n®+2n+1

n+l n+l -2n-1 -n-1
-1 0 1 0

o o T o
|
o O O ©o

Znovu ndm s vypéiem poniiZze paitac:

>ML: =matrix(3,4,[[0,0,n"2+n, n*2+2*n+1], [ n+1, n+1, - 2*n-1, - n-
1], [-1,0,1,0]]);

0 0 n+n n?+2n+1
M1:={n+1 n+1 -2n-1 -n-1
-1 0 1 0
>M2:=matrix(4,1,[[a],[b], [c],[d]]);
a
M2 = b
c
d

>
>M4: =nul tiply(M, M) ;
(nP+n)c+(n*+2n+1)d
M4:=|(n+1)a+(n+1)b+(-2n-1)c+(-n-1)d
-a+c
>sol ve({(n"2+n) *c+(n"2+2*n+1) *d=0, (n+1) *a+(n+1) *b+(- 2*n-
1)*c+(-n-1)*d=0, c-a=0},{a, b, c,d});

_(n+Dd ___(n+1)d,

{d=db=0,c=
n n

(n+1)
n

d,d =d, neboli

Jak vidime, vysledek vych&akE —Md,b =0,c=-
n

n+l =~ n+1

n

Ol

[ahcﬂ]:dﬂ— ,q aplatt -2t -2ty 4 f(ne1) =0, od-
n n
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tud f(n+1):2n—+lf(n). To znamena, Ze nlf(n+1)=2(n+)[f(n)+C
n

a f(0)=0,f(n) =1 Z patateenich podminek plyn€ = 0.

n+

Dostavamef (n+1) =2 1f(n):22n—HEILlf(n—l):...:2"(n+1)f(1)apotom
n n n-

N+l (n) =2"(n+1)[1, po tpra¢ f(n)=n2"".
n

Piiklad 61 Dokazte, Ze alternujici séet vSechcisel viadku Pascalova trojuhelniku
je 0.

Priklad ilustruje zajimavou identitu, ktera vychaziPascalo¥ trojuhelniku. Pro nazor-

viw s

smysl prok,nO Nak<n,n= 1

Pascalv trojuhelnik alternujici saiet vysledek
1 - -
11 1-1 0
121 1-2+1 0
1331 1-3+3-1 0
14641 1-4+6-4+1 0
15101051 1-5+10-10+5+1 O

a2 e | o

Nejobvyklejsi zjisob dikazu platnosti tvrzeni jefgjmé uziti binomické ¥ty, kde do-

sadimea=1b=- 1Podivejme se, jak se s Ulohou viduda metoda sestry Celine.
Ozname F(nk) = (-1)* EEE) af(n=>(-1)" EEE] pron=0,1, 2, ...
k=0
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Zjistime, zdaF £ k )e dvojnasob#é hypergeometricka:

K fn+1l K o n
F(n+1k)_(_1) [ﬁ k j_ n+1 F(n,k+1)_( A 1)[Ek+1J__n-k
F(nk) (-1)kEEnJ T n-k+1’ F(nk) (_1)km T k+1]

k k
vidime, Ze oba podily jsou vyjéshy racionalnimi funkcemi prainnychn, k. Pro dalsi

K n+1
F(n+1k+1):(_1) . 1)[Ek+1j__n+1

F(n,k) (~1) [EHJ k+1

Kk

pocitani bude vhodnérppsat jest podil

Hledame polynomya(n),b(n), c(n),d r( , které vyhovuiji rovnici (17)

Po vyctleni celé rovnice vyrazem n(k, , Jostdvame

F(n+1Kk) +CF(n,k+1) +d F(n+1k+1) _o
F(n,k) F(n,k) F(n,k)

a+b

Nyni podily nahradime racionalnimi zlomkymz rovnice nebude obsahovat faktorialy.

n+1 _Cn—k_ n+l
n-k+1 k+1 k+1

Prevedenim na spalaého jmenovatele, roznasobenim zavorek a vytknptomennék

a+b

ziskame rovnici ve tvaru
la(n+1)+ b(n+1)+ cn+n?)+d(2n+1+n? )|+ Han+b{n+1)+ c(-2n-1) + d(-n-1)] +
+k?*(-a+c)=0

Vidime, Ze koeficientya, b, c, d jsou zavislé pouze na prémén. Pak tedy hledame
feSeni soustavyitrovnic octyiech neznadmych. Tim je znovu z&no, Ze existuje ne-

nulovéresSeni.

n+l n+l n+n®> (n+1)
n n+l -2n-1 -n-1
-1 0 1 0

o o T 9
|
o O O O

A opét si zjednoduSime gétani uzitim pditace.
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>ML: =matrix(3, 4, [[n+l, n+l, n*2+n, n*2+2*n+1], [ n, n+1, - 2*n- 1, -
n-1], [-1,0,1,0]]);

n+l1 n+l1 n°+n n’+2n+1
M1:=| n n+l -2n-1 -n-1

-1 0 1 0
>M:=matrix(4,1,[[a],[b], [c],[d]]);
a
M2 := b
C
d

>Ma: =nul ti ply(ML, M) ;

(n+1)a+(n+1)b+(n’+n)c+(n’+2n+1)d
M4 = an+t(n+1)b+(-2n-1)c+(-n-1)d
-a+cC

>sol ve({(n+1)*a+(n+1l) *b+(n"2+n) *c+(n"2+2*n+1) *d=0, a*n+( n+1)
*b+(-2*n-1)*c+(-n-1)*d=0, c-a=0},{a, b, c,d});
{d=d,b=0,c=-d, a=-d}

Vidime, zea=-d,b=0,c=-d,d =d, mizeme psé{a, hc,d] = d[— 10 - ll] acislo
d povazovat za parametr. Dosadime d@eqgaini rovnice
-F(nk)-F(nk+)+F(n+Lk+1) =0
ProtoZek je volna proninna, plati
-f(n)-f(n)+ f(n+1) =0,
odtud plyne rekurentni vyjdeni
f(n+) =2f(n)+C,
kde C je aditivni konstanta, jejiz hodnotu zjistime Zd@@nich podminek
f@=0"f(2)=0 (pron=1, 2, ...). Pro n4sifpad jeC = 0.

Z rekurentniho vyjébni nyni nizeme odvodit vztah prio(n):
f(n+)=2f(n)=2°f(n-)=2°f(n-2)=...=2"f (1), odtud
2f(n)=2"[D
f(n)=0

a tim je aikaz hotov.
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10. Zaver

Disertani prace podalaiphled dosud nejpouzivggich lidskych metoddsta-
ni ¢iselnychiad, popsala rozpracovani matematické teorie pgd&asperova algorit-
mu jako jedné z podtacovych sumanich teorii a ukazalaffbuznost s integrovanim
funkci. Prezentovala vyznam polynérjako nezbytného pragtdku pro matematizaci
problému a algoritmizaci. Gosper algoritmus, prvni ze znamych suiné&h algo-
ritma, si poradi s velkou skupinadiad, ale neni vSemocny, jak demonstrovaly ukazky
se vyskytujicichiad stedoSkolskych &ebnic, gredevsim aritmetickych a geometric-
kych, a to jak kongnych, tak nekongych. Prace takéimesla didakticko-metodicky
pohled na zavedeni novéhoispbu gitanifad na sedni Skoly. Uk&zala, Ze za jistych
okolnosti je tato metoda&isani ciselnychiad vhodna pro zavedeni do vyuky ngedhi
Skole. Nacvik poitatiového zjisobu sumace podporuje u hafozvojfady klicovych
kompetenci a matematickych dovednostédevsim z oblasti elementarni algebrg- N
které nezazivné rutinni vypty a sowdasré kontrolni vysledky je mozné provéd
s podporou pétace. A to dokonce uzitim votndostupnych, nekomémich progran.
Zarazeni nového, zatim ve Skolach t#meznamého, ZobureSeniciselnychiad by
mohlo gispét ke zvySeni motivace Zako takové pedmety, jakymi jsou matematika
a informatika. V sotasné dob toto nové téma e prozatim dale poslouzit uz
podpde nadanych gtdosSkolak v riznych zajmovych krouzcich a semiith, zang-
fenych na matematiku a programovani. Tady by laKeé tFilezitost zajimavych na#
ti na prace SO. Dnedni trend oborovych olympiad zahrnuje zpravidbhy izolované,
zangiené jen na danyipdmet. Vzhledem k narstu vyznamu mezigdmetovych vzta-
htt se mozna v budoucnu 2ni tradice takovych sogi a pak i tady najdou uUlohy
0 paitatovych sumacich jigtsvé misto. Také mezitetloSkolskymi titeli existuje
skupina zajemta pokrok v oblasti matematiky a informatiky. Studoé téma by moh-
lo byt piitazlivé pri vymeénach zkuSenosti v této komugiprip. vhodné pro publikovani
v odbornych¢asopisech. V neposlediadd bude mozné ziskané zkuSenosti vyu#it p
piipraw budoucich titeli informatiky a matematiky. Jéeba ukazat nové sty vyvo-
je algoritmu a zdiraznit novodoby vyznam matematiky, coZ je jednqariarit oboro-
vych didaktik obou fedneta — zapracovavat aktualni poznatky ob@j. v daném -

pad matematiky a informatiky).
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Vyvoj sumahnich algoritnii béhem posledniclityficeti let gredstavuje obrov-
sky kus prace aimasi géekavany vysledek. Osma kapitola prasgedstavila historicky
vyznamnou metoduégtanitad zaloZzenou na netraédim pojeti gitanitad, ze které vy-
chazeji dnes uzivané suéna algoritmy. Ukazali jsme, Ze novy postup také dnupe
stitani rekterychiad, kde lidsky zfisob selhava. Dnes je znamgkalik dalSich sumé&
nich algoritni navazujicich na Gosper algoritmus (nap W-Z algoritmus) a roz#iji-
cich skupinu péitacové sitanychiad. Kvalitni komegni programy, jako je n&pMa-
ple, obsahuji batiek funkci, kde je moZné sledovat jednotlivé krok¢ifacové sumace
uréitym algoritmem. Stedni Skoly vSak takovym programem nedisponuji. Ddducna
se fedpoklada, Ze nové postupgitani fad najdou své mistofipejmensim ve vyuce

pocitacové algebry na vysokych Skolach.
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2 He

k=0

Z”: 1
= k(k +1)

Najdéte regularni reprezentaci odﬂ&“—, kdea, =——.
J g p Y A a, n(n+1)
Najdéte regularni reprezentaci podﬂa“—, kdea, = 1 .

2,4 n(n+3)

Najdéte polynomf, sphujici podminku (7) 8ty 2 proa, =n.

Uréete stupg polynomu f, sphujici podminku (7) sty 2 pro a,
z prikladu 18.

2n-1

AR

Urcete stup# polynomuf, sphujici podminku (7) sty 2 pro a, =

je-li regularni reprezentace podﬂbia“— rovna p,=2n-1q,=1r,= 2
-1

n

Najdéte polynomf, sphujici podminku (7) ¥ty 2 pro a, = 2

, je-li
n+1

reprezentace podl’lu& rovha p,=1q,=2nr,=n+1
-1

regularni
Najdéte polynom f, spliujici podminku (7) ¥ty 2 pro a, z prikladu 18.

Najdéte polynomf, sphiujici podminku (7) $ty 2 pro a, z prikladu 19.

Najdkéte polynomf, spliujici podminku (7) $ty 2 pro a, :n—lz, je-li regu-

larni reprezentaci podilua“— trojice polynoni p,=1,g,=n*-2n+1
-1

r =n”a stupé polynomuf, jek = 0.
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L1 n
kZ:;k(k+1) T n+l
noook

kzzi(k+1)!

Je danctverec o délce strang, ktery roz@lime nactyii shodnéctverce
a jeden z nich znovu n#ayti shodnéctverce atd. (viz obr. 16, 17). Vy-
poctéte sowet obsahh a sodet obvodi sjednoceni nekokaého pdtu
vyznaenychétveral.

Je dan rovnostranny trojuhelnik. Spojenitedt jeho stran vznikne dalSi
trojuhelnik, spojime #&tdy dalSiho trojuhelnika atd. Vznika tak neki&ne
natfada podobnych trojuhelnik Zabyvejme se velikosti s¢w obsali
vSech takto vzniklych trojuhelnik

Sierpiského trojuhelnik a koberec
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