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Abstrakt

Zamérem této prace bylo pochopit a osvojit si zédkladni principy moderni lattice Boltzmannovy
metody, kterd se v soucasné dobé pouzivd vedle klasickych metod pro numerickou simulaci
proudéni nestladitelnych tekutin, a dale pak implementovat tuto metodu ve vypoctovém prostiedi
MATLAB pro numerické feSeni nestlacitelné vazké tekutiny s volnou hladinou ve 2D vypoctovych
oblastech. Pomoci vyvinutého softwaru byly v této praci numericky feseny tfi jednoduché testovaci
ulohy: pad kapky tekutiny na pevné dno a na volnou hladinu, protrzeni vodni hraze a gravita¢ni liti
tekutiny do formy.

Klic¢ova slova: lattice Boltzmannova metoda, volnd hladina, 2D proudéni, mezoskopicky model,
Eulertiv pfistup, Navierovy - Stokesovy rovnice

Abstract

The aim of this work was to understand and learn basic principles of a modern lattice Boltzmann
method and to implement this method for a numerical solution of incompressible viscous
free surface fluid flow in 2D areas in the computational environment MATLAB. These days,
the lattice Boltzmann method is used to simulate incompressible fluid flow as well as classical
methods. The developed software was used to solve three simple test cases in this work:
a fall of a droplet on a solid surface and on a free surface, dam break and a gravity casting.

Keywords: lattice Boltzmann method, free surface, 2D fluid flow, mezoscopic model, Eulerian
approach, Navier - Stokes equations
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Uvod

Modelovani proudéni tekutin ma v dnesni dobé mnoho praktickych vyuziti, af uz v pramyslu,
lékafstvi nebo ve vyzkumu. Z pramyslovych aplikaci 1ze zminit napiiklad vakuové liti ¢i vsttiko-
vani rznych materidld do forem, proudéni potrubim anebo aerodynamické zkousky obtékani
téles ke zjistovani odporu vzduchu. Vyhodou numerickych simulaci je mimo jiné vyraznd tispora
finan¢nich prosttedkl pii vyvoji novych piistrojii ¢i technologii tim, Ze jsou nejprve provedeny
predbézné pocitacové testy, které jsou nasledné ovéfovany experimentalné.

Lattice Boltzmannova (LB) metoda je pomérné nova metoda ve vypoctové dynamice tekutin
(CFD, z angl. ,,Computational Fluid Dynamics”). Vypoctovd dynamika tekutin se zabyva vyvojem
a studiem numerickych metod pro simulace proudéni tekutin vcetné pfenosu tepla a hmoty.
Parcialni diferencidlni rovnice popisujici matematicky model odpovidajictho problému proudéni
tekutin jsou zde feSeny numerickym pfistupem. To znamend, Ze v uvazované vypoctové oblasti
je vytvofena vypocetni sif tvofena konetnym poctem bunék a v kazdé burice této sité jsou uréeny
charakteristické veli¢iny popisujici proudové pole, jako je napfiklad rychlost, tlak, hustota nebo
teplota. Mezi zdkladni diskretiza¢ni metody urcené pro numerické feSeni proudéni tekutin patfi
metoda koneénych diferenci, metoda konecnych objemti a metoda koneénych prvkd.

Zatimco vétsina klasickych numerickych metod pro proudéni nestlacitelnych vazkych teku-
tin pocitd pfimo s makroskopickymi proménnymi vystupujicimi v Navierovych - Stokesovych
rovnicich a rovnici kontinuity, LB metoda vyuZzivd mezoskopicky model proudéni. Mezoskopicky
model se vyznacuje tim, Ze jsou sledovany jednotlivé ¢astice tekutiny, ale na rozdil od mikrosko-
pického modelu jsou Newtonovy pohybové zdkony pouZity pouze na pravdépodobnostni funkce
vyskytujicich se ¢éstic tekutiny. Mikroskopicky model vyuZzivd Lagrangeova popisu proudéni.
To znamend, Ze sleduje tekutinu z hlediska pohybu jednotlivych ¢astic a na kazdou tuto ¢éstici
jsou uplatnény Newtonovy pohybové zdkony. Makroskopicky model zpravidla vyuZzivd Eulertv
popis proudéni. Ten je charakterizovan tim, Ze se na tekutinu pohliZi jako na kontinuum, na které
1ze nasledné aplikovat zakladni zdkony zachovani hmotnosti, hybnosti a celkové energie. Makro-
skopicky model proudéni nestlacitelnych vazkych tekutin popisuje systém rovnic tvofeny rovnici
kontinuity (1) a Navierovymi-Stokesovymi rovnicemi (2)

Veu = 0, 1)
Ju

_ 1 2
a—#wV(u) = pr—f—l/V u, ()
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kde p popisuje hustotu tekutiny, u vyjadfuje vektor okamZité rychlosti proudéni, v oznacuje kine-
matickou viskozitu tekutiny, p je tlak a t je ¢as.

Pohyb ¢éstic v tekutiné vyjadiené mezoskopickym modelem proudéni popisuje Boltzmannova
rovnice, jejiz tvar je podle [23]

df +e-Vf=0(f), ©)

kde f je pravdépodobnostni distribu¢ni funkce, e je vektor mikroskopické rychlosti ¢astice a Q(f)
je kolizni ¢len.

Hlavnim cilem této bakaldiské préce je vytvofeni matematického modelu nestlacitelné vazké
tekutiny s volnou hladinou zaloZeného na Boltzmannové rovnici a jeho implementace ve vypocto-
vém prostfedi MATLAB. Pomoci vyvinutého softwaru je ndsledné numericky feSena tloha
gravita¢niho liti dané tekutiny do formy.

Pfedlozend prace je ¢lenéna do nasledujicich kapitol. V prvni kapitole je zminén historicky
vyvoj lattice Boltzmannovy metody, z jakych modeli se postupné vyvinula a jaké jsou jeji vyhody
oproti klasickym metoddm pro feSeni proudéni tekutin. Ve druhé kapitole je vysvétlen princip
lattice Boltzmannovy metody, algoritmus pro modelovani proudéni tekutiny timto piistupem
a typy okrajovych podminek. Ve tfeti kapitole je popsdno odvozeni Navierovych - Stokesovych
rovnic z diskrétni lattice Boltzmannovy rovnice a ve ¢tvrté kapitole je popsana tprava lattice
Boltzmannovy metody pro modelovani proudéni nestlacitelné vazké tekutiny s volnou hladinou.
V paté kapitole jsou vyhodnoceny dosaZené numerické vysledky feSenych testovacich piikladi,
kterymi jsou pad kapky tekutiny na pevné dno a na volnou hladinu, protrZeni vodni hraze
a gravitacni liti materialu do formy.



Kapitola 1
Historicky vyvoj metody

V této kapitole budou chronologicky popsany metody, ze kterych se postupem ¢asu vyvinula
lattice Boltzmannova metoda. Nejprve bude uvedeno nékolik zdkladnich informaci o bunéénych
automatech, ze kterych postupné vznikl ,lattice gas automatta” model. Nasledovat budou lattice
Boltzmanntiv model a lattice Bhatnagartv-Grosstiv-Krooktiv model.

1.1 Bunécné automaty

Ve 40. letech 20. stoleti navrhl John von Neumann spolu se Stanislawem Ulamem buné¢ny auto-
mat (CA, z angl. ,Cellular Automatta”). Tento automat slouZil k modelovani dynamického systému,
ktery dokédzal produkovat vlastni kopie [14]. Vypocet probihal v diskrétnim ¢ase a prostoru, ktery
byl roz¢lenén na pravidelnou miizku. Kazdé burice byl na pocatku vypoctu pfidélen pocatecni
stav a tento stav byl béhem kazdého itera¢niho kroku aktualizovan dle urcitych pravidel.
Stav i - té butiky miizky byl popsan funkci ®;, kterd byla zavisla jednak na poloze pozorované
buriky r;, a jednak na ¢ase t. Stav buriky v nésledujicim iteraénim kroku t 4 1 byl uréen podle
soucasného stavu pozorované buitky &(r;,t) a stavli okolnich bunék ®(r; + J;,t) v Case
tkdej=1,.,N, kdyz N oznacuje pocet okolnich bunék té pozorované [31], [1], [27], neboli

q)i(i’i, t+ 1) = Ri (q)(?'i, t),q)(?‘i + 51, t), ...,CD(T'Z' + 5N/ t)) , (11)

kde R; vyjadfuje funkéni zdvislost nového stavu pozorované i - té buriky na aktudlnich stavech
okolnich bunék a té burnky samotné. Tento model pocital v booleanovskych proménnych
a byl paralelni, coZ znamend, Ze vypocet ¢asového vyvoje stavli jednotlivych bunék probihal
v kazdém casovém kroku ve vSech burkach sité soucasné. Prvotnim zdmérem von Neumanna
k sestrojeni bunétného automatu bylo namodelovat vyvoj bunék Zivé hmoty ¢i organismu,
a tak spojit biologické procesy s matematickou teorii. Od té doby se ale pole vyuZiti CA rozsitilo.
Pomoci bunéénych automatti je moZno modelovat dynamické systémy, jako je napiiklad proudéni
tekutin, rizné vypocetni mechanismy, napfiklad paralelni vypocty v hardwaru, nebo sestavovat
nékteré fyzikalni modely jako jsou modely popisujici vyvoj Zivych organismf.



1.2. ,LATTICE GAS AUTOMATTA” MODEL

1.2 ,Lattice gas automatta” model

Na zakladé myslenky bunéénych automatti navrhli v roce 1986 Uriel Frisch, Brosl Hasslacher,
Yves Pomeau a Stephen Wolfram ,lattice gas automatta” (LGA) model simulujici zjednodusenou
molekuldrni dynamiku [23]. Princip tohoto modelu spocival v tom, Ze myslené ¢astice majici uréitou
hybnost se pohybovaly v diskrétnich ¢asovych krocich po dvourozmérné trojahelnikové siti.
V jednotlivych bodech miiZky se mohlo v jednom kroku soucasné nachézet aZ Sest ¢astic, proto
byl tento model oznacen jako Sestirychlostni model. Pohyb ¢éastic LGA modelu byl popsan vyvo-

jovou rovnici s booleanovskymi proménnymi, jejiz tvar je podle [23]
Mo (X + ey, t+1) = na(x;, 1) + Co ({np}), (1.2)

kde n,(x;, t) € {0,1} je ¢islo ¢astice booleanovského typu a Cy(n) € {—1,0,1} ptedstavuje kolizni
operator. Kazd4 ¢astice ma soubor vektort piipustnych rychlosti e,

ey = <cos [(oc — 1)%} ,sin {((x — 1)%}) ,a=1,2,..6.

Indexy a, B € {1,2,...,q} v rovnici (1.2) vyjadfuji sméry vektort diskrétnich rychlosti, kde g ozna-
¢uje jejich celkovy pocet v souboru. Pohyb ¢&éstic 1ze vypocitat ve dvou krocich, a to koliznim
a propagacnim kroku.

Z vlastnosti LGA lze zminit napfiklad dodrzovéni zdkont zachovéni, simulace dynamiky teku-
tin pomoci zjednoduseného modelu bezrozmérnych ¢éstic s vyuzitim zédkladni symetrie modelu.

Tento model mél ale také své nedostatky, jako napfiklad statisticky Sum, velké fluktuace
uvnité systému a byl funkéni jen pro nizkd Reynoldsova &isla. Ladéni parametrt modelu bylo
kvili vypoctim v booleanovskych proménnych obtizné. A také stavova rovnice pro Sestirychlostni
model nebyla fyzikalni kvtili zavislosti na u?, viz [23].

1.3 Lattice Boltzmanntiv model

Lattice Boltzmanova rovnice (LBE, z angl. , Lattice Boltzmann Equation”) byla odvozena z vyvojové
rovnice ,lattice gas automatta” modelu (1.2) [23], [24]. Hlavnim cilem lattice Boltzmannova modelu
byla snaha odstranit nékteré nedostatky LGA modelu.
Lattice Boltzmannitiv model vychazi ze zjednodusené Boltzmannovy rovnice a Ize jej pouZzit
k simulaci proudéni tekutin. Rovnice popisujici ¢asovy vyvoj pohybu podle tohoto modelu
ma tvar [36]
fa(x+exdt, t+0t) = fa(x,t) + Q(fu), (1.3)

kde Q)(fy) je kolizni operator a f, jsou pravdépodobnostni funkce vyskytu &astic tekutiny. Indexy
« oznacuji jednotlivé sméry vektortt mikroskopickych rychlosti, jejichz celkovy pocet v souboru
rychlosti je ddn typem rychlostniho modelu, viz kapitola 2.

Distribu¢ni (pravdépodobnostni) funkce f(x,e,t) je statisticka veli¢ina popisujici pravdépo-
dobnost vyskytu ¢astice s danou rychlosti e v uréitém misté x v daném case t.
V lattice Boltzmannovo modelu doslo k odstranéni nékterych nedostatkt LGA modelu. Nahra-
zenim booleanovskych proménnych pravdépodobnostnimi funkcemi byl odstranén statisticky
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1.4. LATTICE BHATNAGARUV-GROSSUV-KROOKUV MODEL

Sum a usnadnéna tprava parametri modelu. Déle byly napfiklad eliminovany fluktuace uvnitf
systému a nefyzikélnost stavové rovnice, kterd méa v tomto pfipadé tvar

P = c2p. (1.4)

Také numerickd efektivita vypocth pfi pouZiti lattice Boltzmannovy rovnice je ve srovndni

ol

s LGA modelem za danych podminek vy$si, viz [23].

1.4 Lattice Bhatnagartiv-Grosstiv-Krookiiv model

Dalsim zjednoduSenim lattice Boltzmannova modelu byla Bhatnagarova-Grossova-Krookova
aproximace kolizniho ¢lenu vyrazem [23], [3]

0(f) = — [f— 7], (15

kde T pfedstavuje relaxacni ¢as. Tento parametr popisuje dobu potfebnou k uvedeni distri-
buéni funkce f zpét do své rovnovazné polohy f*. Model s timto koliznim ¢lenem byl pojme-
novéan, po jeho autorech, lattice Bhatnagariv-Grosstiv-Krookv (LBGK) model. Vztah pro vypocet

ZN_ 2z

rovnovazné distribu¢ni funkce je vyjadien podle [23] jako

£ = 1,0 [1+ A(eq-u) + B(ey - u)* + Cu?], (1.6)

kde hodnoty vdhovych funkci w, a konstant A, B,C se mohou vypocitat ze zdkontl zachovani.
Vyvojovou rovnici LBE modelu (1.3) Ize upravit pouZitim LBGK kolizniho ¢lenu (1.5) do nésle-
dujiciho tvaru, ¢imZ je vyjddiena rovnice popisujici casovy vyvoj pohybu podle LBGK modelu

Fu(x+ eadt, E+8) = fulx,t) — % [ t) = ()] 17)



Kapitola 2

Princip lattice Boltzmannovy metody

Lattice Boltzmannova metoda (LBM) je zaloZena na principu bunéénych automatt [31]. Obé tyto
metody lze pouZit pro simulaci proudéni tekutin. LBM zédroven ale také vychdzi z diskretizace
Boltzmannovy rovnice.

Spojitou Boltzmannovu rovnici, kterd popisuje pohyb jednotlivych ¢éstic tekutiny, 1ze pfevést
na diskrétni lattice Boltzmanovu rovnici. A to tak, Ze fyzikalni prostor je rozdélen pomoci bodt
v siti a rychlostni prostor je aproximovan soubory vektorti mikroskopickych rychlosti [17].
Neuspotddané se pohybujici mikroskopické castice uvnitt kapaliny jsou nahrazeny fiktivnimi
¢asticemi, které se jiz pohybuji jen v urcitych smérech danych typem miizky.

Casovou zévislost pohybu &astic tekutiny v kazdém bodu sité popisuje vyvojova lattice
Boltzmannova rovnice (1.3)

fa(x+euot, t+0t) = fa(x,t) + Q(fa),

kde f, je pravdépodobnostni distribu¢ni funkce vyskytu ¢astic tekutiny a e, jsou vektory mikro-
skopickych rychlosti sméfujici z bodu sité v misté x a v ¢ase t do sousednich bodti podle obr. 2.1
pro rychlostni model D2Q9. Q(f,) se nazyva kolizni ¢len a popisuje tendenci &astic navracet
se zpét do svého rovnovazného stavu. Pro lattice Bhatnagartiv-Grosstv-Krookiv (LBGK) model
ma4, jak vime z pfedchozi kapitoly, tvar

0f) = — [fatxt) = £ 1)

kde ff‘” je rovnovazna distribuéni funkce a f, je nerovnovazna distribu¢ni funkce. Nerovnovaznou
distribu¢ni funkci lze povazovat za malou vychylku distribu¢ni funkce ze svého rovnovazného
stavu. V kazdém bodu sité pro kazdou distribu¢ni funkci existuje lokdlni rovnovaznd distribu¢ni
funkce, kterd linedrné zavisi na makroskopické rychlosti u a hustoté proudici tekutiny p, viz déle

rovnice (2.3). Parametr T je relaxa¢ni cas, ktery zdvisi na viskozité tekutiny podle rovnice [11]

v = c2ot <r — ;) , (2.1)

kde cs je rychlost zvuku. Koeficienty & oznacuji sméry vektorti mikroskopickych rychlosti kolem
bodu sité. Pro model D2Q9, kde D2 znamend dvourozmérny a Q9 oznacuje model s deviti vektory
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mikroskopickych rychlosti, vypadaji sméry téchto rychlosti podle obr. 2.1 (e, proa = 1,2,...,8
oznacuje smeéry vektort rychlosti a e9 = 0 oznacuje samotnou ¢éstici v klidu), viz [17]. Hodnoty

[-1.1] [0.1] [1,1]

[-1.-1] [0.-1] [1.-1]

Obrazek 2.1: Rychlostni model D2Q9.

mikroskopickych rychlosti pro model D2Q9 Ize vyjadfit podle [13]

(O, 0) n = 9/
e, = cos W}””,sin (%21)7f> ¢ x=1,234, (2.2)
cos (Zazg)n,sin (2“;9)”) V2¢ «=5,6,7,8,

kde c je m¥izkova rychlost dand podilem mfizkové délky éx ku miizkovému ¢asovému kroku é¢.
Rovnice pro rovnovaznou distribuéni funkci ma podle [13] tvar

(eq) B e, u (e u)? B ﬁ
fa (X, t) = wap (1 + 2 + 208 2 ) (2.3)

kde u a p jsou makroskopické proménné, konkrétné rychlost a hustota tekutiny a w, je vdhova
funkce. Hodnoty vahové funkce pro D2Q9 model jsou podle [13] nésledujici

4
= =9,
% 14
we=9q g a=1234 (2.4)
1
~— x=5,6,7,8.
3¢ ©=5678

Pravdépodobnostni distribuéni funkci v kazdém bodu sité 1ze pro rychlostni model D2Q9 zobrazit
viz obr. 2.2.

Vypocet lattice Boltzmannovy rovnice (1.3) se provadi ve dvou krocich, koliznim a propaga¢nim
kroku [36].
1. Kolizni krok: popisuje srazky c¢astic v jednotlivych bodech sité. Probihd ve vSech bodech sité
soucasné a je dan rovnici

Fuot) = fulbot) = = [fulet) = A0 )] 25)

-7
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Obrazek 2.2: Distribu¢ni funkce f, pro D2Q9 model.

To znamend, Ze v koliznim kroku se provadi vypocet novych (post koliznich) distribu¢nich funkci
fa(x, t) vijednotlivych bodech sité vzniklé kolizi &astic ptiteklych v daném ¢asovém kroku do téchto
bodti, viz obr. 2.3. Na tomto obrdzku jsou barevné zobrazeny soubory post-koliznich distribuénich

Mz~

funkci v jednotlivych bodech mfizky.

Obréazek 2.3: Kolizni krok.

Do vyrazu pro vypocet nové post-kolizni distribu¢ni funkce ﬁ (2.5) muize byt navic pridan
¢len Af, pro vypocet ti¢inku objemové sily F na tekutinu v nésledujicim tvaru, ktery byl odvozen
v praci [12]

1
Afy = wup (eq - F) 2 (2.6)

kde w, oznacuje vdhovou funkci, p je makroskopickd hustota tekutiny, e, je mikroskopicka
rychlost ¢astic tekutiny a ¢; popisuje rychlost zvuku.

-8-—



2. Propagacni krok (streaming): distribu¢ni funkce vzniklé po kolizi se pfesouvaji do nejblizsich
sousednich bodti podél spojnic bodi mfizky, viz obr. 2.4.

Obrazek 2.4: Propagacni krok.

Tento proces Vyjadfuje rovnice

Fa(X+ exdt,t +6t) = fo(x,1). 2.7)

Potize ovSem nastdvaji p¥i vypoctu distribuénich funkci na okrajich vypocétové oblasti.
Distribu¢ni funkce opoustgjici vypoctovou oblast lze z vypoltd vyfadit, nebof po opusténi sité
jiz nepopisuji proudéni v pozorované oblasti. Naopak distribuéni funkce pritékajici dovnitf
vypoctové oblasti z venku jsou nezndmé. Tento problém se fesi zavedenim okrajovych podminek,
viz kapitola 2.3.

Po vypocitani vSech smért distribu¢nich funkci ve vSech bodech m#izky jiz 1ze urc¢it makrosko-
pické veli¢iny. Tyto veli¢iny Ize vyjadfit jako obecné momenty pravdépodobnostnich distribu¢nich
funkci. K—ty obecny moment 1 je definovan jako integral distribu¢ni funkce f(x, e, t), pfendsobené
k—tou mocninou mikroskopické rychlosti e, pies rychlostni prostor, neboli

me = /ekf(x, e, t)de, (2.8)
kde index k € Np. To znamend, Ze distribu¢ni funkce popisujici mnoZstvi ¢astic tekutiny nachazejici
se v jednotlivych mistech x a pohybujicimi se mikroskopickymi rychlostmi e jsou nahrazeny
statistickymi prtimeéry hodnot v prostoru, které odpovidaji makroskopickym veli¢indm [29].
Momenty vyjddfené ve spojitém rychlostnim prostoru 1ze diskretizaci rychlostniho prostoru prevést
do diskrétniho rychlostntho prostoru. V této praci byly vyjadfovany hustota p a rychlost u,
které odpovidaji nultému a prvnimu momentu distribu¢ni funkce a v diskrétnim rychlostnim



prostoru maji tvar
o= Y fu (2.9)

u = ;Zf,xea. (2.10)

Model D2Q9, viz obr. 2.6, ovSem neni jediny model, ktery 1ze pro vypocet proudéni LB metodou
pouzit. Ve 2D, ¢ili v roviné, je moZno definovat také model s péti vektory mikroskopickych rychlosti
(D2Q5 model), viz obr. 2.5.

-¢T¢- oo o
|

L * o o

Obrazek 2.5: D205 model. Obrazek 2.6: D2Q9 model.

N M~

Dvourozmérny model lze rozsifit na trojrozmérny model. Pak strukturu miizky popisuje
D3Q13, D3Q15 nebo D3Q19 model, kde Q13, Q15 a Q19 opét znadi pocet vektorti rychlosti.
Na druhou stranu je moZzné 2D model omezit na jednorozmérny model, viz obr. 2.7 a 2.8,
kde jsou zndzornény modely D1Q3 a D1Q5.

o< —0 PO *4d—04—0— PO H»o

Obrazek 2.7: D10Q3 model. Obrazek 2.8: D1Q5 model.

Volba modelu zavisi na tom, co poZadujeme od dané simulace. Vy$si pocet diskrétnich rychlosti
zajistuje presnost a stabilitu metody, mensim poctem diskrétnich rychlosti je dosazeno rychlejsiho
vypoctu s menSim vyuzitim paméti.

Stabilitu metody ovliviiuje také velikost relaxaéniho parametru 7. Cim vice se hodnota
tau blizi k 3, tim je metoda méné numericky stabilni. Pro zvysent stability se proto tento jednoduchy
relaxa¢ni parametr (SRT, z angl. ,Single-relaxation-time”), nahrazuje mnohonasobnym relaxa¢nim
parametrem (MRT, z angl. ,Multiple-relaxation-time”), ktery obsahuje diagonélni relaxa¢ni matici,
podrobnéji viz kapitola 2.2.

-10-



2.1. ALGORITMUS IMPLEMENTACE LBM

2.1 Algoritmus implementace LBM

1. Zadefinovani fyzikalniho problému a jeho prevedeni z fyzikdlniho systému do lattice
Boltzmannova systému.

2. Vypocet rovnovaznych distribu¢nich funkci vyuZzitim makroskopickych veli¢in, tj. makrosko-
pické rychlosti u(x, tp) a hustoty p(x, fo) v potatetnim Case ty ze vztahu

€y-u €y -u 2 u2
FAD (%, 1) = wap (1 + “cg 4 “263) - 2C§> (2.11)

a nadefinovani pocate¢nich hodnot distribu¢nich funkci f,(x, ty) = féeq) (x, to).
3. Kolizni krok. Probiha ve vSech bodech uvnitf i na okraji vypoctové oblasti podle rovnice

Fabot) = il t) = = [fubo) — S0 0 1) e12)

4. Propagace. Probiha stejné jako kolize v celé vypoctové oblasti s tim rozdilem, Ze na jejich
okrajich jsou vyjadfeny jen sméry distribu¢nich funkci dovnitf oblasti. Vyjadii se vztahem

fa(X+ exdt,t +6t) = fo(x,1) (2.13)

5. Uréeni okrajovych podminek a dopocet neznamych smérti distribu¢nich funkci na hranicich
vypoctové oblasti, blize viz kapitola 2.3.

6. Vypocet novych makroskopickych veli¢in, rychlosti u(x, t + ét) a hustoty p(x, t 4 t), pomoci
vztaht

p(x,t+6t) = Y fa(x,t+0dt), (2.14)
u(x, t+06t) = W;eafa(x,t—i—&t). (2.15)

Tyto nové makroskopické veli¢iny jsou prevedeny =z Ilattice Boltzmannova systému
zpét do fyzikalniho systému.

7.Jsou-li splnény dané zastavovaci podminky, ukon¢ime vypocet. Neni-li tomu tak, pfepocitdme

rovnovazné distribu¢ni funkce podle vztahu (2.11) s pouZitim novych hodnot makroskopickych
veli¢in a vratime se zpét na bod 3.

-11 -



2.2. SINGLE-/MULTIPLE - RELAXATION TIME

2.2 Single-/Multiple - relaxation time

Numerickd stabilita lattice Boltzmanovy metody s Bhatnagarovym-Grossovym-Krookovym
koliznim ¢lenem (LBGK metoda) zdvisi mimo jiné na velikosti jednoduchého relaxa¢niho
parametru 7. Model s jednim relaxa¢nim parametrem se oznacuje jako SRT model (z angl. ,single
relaxation time”). LBM vyuZivajici SRT se nazyva SRT-LB metoda. Vyhodou tohoto modelu je jeho
jednoduchost a rychlost vypoctu. Naopak jeho nevyhodou je numerické nestabilita pro hodnoty
T blizici se k 3. Ze vztahu (2.47) vyplyv4, Ze s rostouci hodnotou Reynoldsova &isla Re se hodnota
T blizi k 1 a tim klesd numerickd stabilita SRT-LB metody. V téchto ptipadech je vhodngjsi
SRT nahradit mnohonasobnym relaxa¢nim ¢asem neboli MRT (z angl. ,multiple relaxation time*).
Pouzitim MRT operétoru je zachovéna jednoduchost a vypocetni vykonnost LBGK modelu,
duchy relaxa¢ni parametr je zjednodusenym piipadem MRT.

Hlavni myslenka MRT-LB modelu je nasledujici. Kolizni krok je uskute¢nén v momentovém
prostoru, tj. prostoru s momenty distribu¢nich funkci m,(x,t), ale propagaéni krok je nadale
realizovan v rychlostnim (distribu¢nim) prostoru, tj. prostoru s distribuénimi funkcemi f, (x, t) [16].
V lattice Boltzmannové metodé je kolizni operator Q( f,) obecné dan vztahem

fu(x+exot) — fu(x, t) = Q(fa). (2.16)

V LBGK metodé byl tento operator vyjadfen v distribu¢nim prostoru vztahem
1
2 _ gleq)
Q= = [f(x, t) — £ (x, t)} .

V MRT-LB metodé je kolizni ¢len pfeveden do momentového prostoru a lze jej vyjadfit ve tvaru
8], [19]
Q=-M"1.S[m(x,t) —m“(x,t)], (2.17)

kde S oznacuje diagondlni matici s relaxaénimi parametry na diagondle definovanou v momen-
tovém prostoru. Pokud jsou vSechny prvky matice S stejné, MRT c¢len piejde v SRT ¢len. Pokud
jsou témito prvky navic pouze zlomky %, MRT-LB model pfejde v LBGK model. Prvky diagonalni
matice jsou obecné definovany nasledovné

S = diag(s1,52,53,54,55,56,57,58,59) ", (2.18)
kde jednotlivé prvky s;,i = 1,2,...,9jsou pro ziskadni co nejstabiln&jsiho modelu voleny z intervalu
(0;2). Cleny m(x, t) a m®I(x,t) jsou momentové vektory a pro model D2Q9 maji 9 ¢lenti. V tomto

pfipadé ma nerovnovazny momentovy vektor m(x, ) nasledujici podobu [19]

m = (pr €, EIjXI Clx/jyr le pxx/ ny)T/ (219)

kde p oznaCuje hustotu, e je energie, ¢ odpovidd kvadratu energie, jy, resp. j,, popisuji
x-, resp. y-ovou, sloZku hybnosti, 4 a g, oznacuji x- a y-ovou slozku energetického toku a pyy,
resp. pyy, se vztahuji k diagondlnim, resp. mimodiagonalnim, prvkéim tenzoru napéti. M oznacuje

-12 -



2.2. SINGLE-/MULTIPLE - RELAXATION TIME

transformacni matici s konstantnimi prvky. Tato matice slouZi k transformaci rychlostniho prostoru
do momentového a pro D2Q9 model ma tento tvar

1 1 1 11 1 1 1 1
1 -1 -1 =12 2 2 2 —4
2 2 -2 21 1 1 1 4
1 0 -1 01 -1 -1 1 0
M=| -2 0 2 01 -1 -1 1 0 (2.20)
o 1 0 -11 1 -1 -1 0
0 -2 0 21 1 -1-1 0
1 -1 1-10 0 0 0 0
0 0 0 01 -1 1-1 0

Pomoci transformalni matice M 1ze vyjadfit vztah mezi vektorem m(x,t) a distribu¢ni funkci
f(x, t) nasledovneé [19]

m = M-f, (2.21)
f = M ' m

Rovnovazny stav momentu m(x,f) je vyjadfen pomoci m“(x,t). Jednotlivé prvky vektoru
momentt m* lze rozdélit do dvou skupin, a to na kinetické a hydrodynamické momenty.
Hydrodynamické momenty zlistdvaji béhem kolizntho procesu zachovdny a plati tedy
pro né vztah my' = m,. Pro kinetické momenty jiz ale tato rovnost neplati, protoZe béhem
kolizniho procesu zachovany nejsou [8]. Na druhou stranu je mozné alesponi vyjadfit schopnost
téchto momentti navracet se do rovnovazného stavu relaxa¢ni rovnici [19]

mi = m; —s;(m; —m;"), (2.22)
kde index * oznac¢uje momenty po kolizi a hodnoty momentt pied kolizi jsou bez indexu.
Pfi volbé hodnot kinetickych momentti m:7 v rovnici (2.22) je nutné respektovat symetrii tlohy.
Pokud se prvky rovnovaZzného vektoru m* urc¢i nasledovné [18]

miz =20+ 3g(u,% Jg uy),
m, =p— 3p(ux + uy)/

my' = pily,
m! = —puy, (2.23)
e
ms' = puy,
eq
i ot 2
qu = p(uy — uy)/
m8 - puxuy,
plati pro né nasledujici rovnost
m® =M - £, (2.24)

—-13 -



2.2. SINGLE-/MULTIPLE - RELAXATION TIME

Dosazenim vztahti (2.21) a (2.24) do rovnice (2.17) 1ze upravit kolizni ¢len do tvaru, ktery se nazyva
MRT operétor a vypada takto

O=-M18 M- [f(x,t) — gle) (x,t)] . (2.25)

-14 -
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2.3 Okrajové podminky

Okrajové podminky fesi problém s uréenim hodnot distribu¢nich funkci na okrajich vypoctové
oblasti. Sméry distribu¢nich funkci v krajnich bodech sité sméfujici z oblasti ven, mimo
sif, 1ze z vypolta vyfadit, jelikoZ jiz nepopisuji proudéni uvnitf vypoctové oblasti. Hodnoty
distribu¢nich funkci, které vtékaji dovnitt m¥izky, jsou naopak diilezité, ale neznamé. Tyto nezndmé
hodnoty lze vyjadfit pravé pomoci okrajovych podminek. Podstatou urceni okrajovych podminek
je vyjadfeni zavislosti nezndmé distribu¢ni funkce vtékajici do vypoctové oblasti na zndmé
distribu¢ni funkci opoustéjici danou vypoctovou oblast.

2.3.1 Periodické okrajové podminky

Vv,

Periodické okrajové podminky pfedstavuji jeden z nejjednodussich piipadd okrajovych podmi-
nek. Princip spocivd v tom, Ze objem, ktery vytece z vypoctové oblasti hranici na jedné strang,
pfitece zpét do oblasti opa¢nou stranou. Obecné vzato lze uvazovat dva typy periodickych okra-
jovych podminek. Bud muZe byt vypoétova oblast uzaviena kolem dokola pouze spojenim levé
a pravé hranice, ¢imZ vznikne tvar dutého vélce, nebo se navic propoji jesté horni a dolni okraj
oblasti, coZ svym tvarem pfipomina duty toroid [33].

2.3.2 ,Bounce-back” stény

,Bounce-back” neboli ,no-slip” okrajovd podminka popisuje situaci, kdy vSechny sméry
distribu¢nich funkci vytékajici z vypoctové oblasti ven, jejichz hodnoty jsou zndmy, se jakoby
odrazi od pevné imaginarni zdi a vraci se zpét dovnitf sité, viz obr. 2.9. Tato zed ma neklouzavy
povrch, proto se Castice vraci po stejné trase, po jaké priSly. Tim se urc¢i hodnoty neznamych

distribu¢nich funkci [32].
/. )
N2
A

Obrazek 2.9: ,,Bounce-back” okrajova podminka.

2.3.3 Hladka sténa

Rekonstrukce nezndmych distribu¢nich funkci aplikaci hladkych stén je podobna ,bounce-back”
podmince, jen s tim rozdilem, Ze myslend zed je hladka se zanedbatelné malym tfenim, které
jiz ale ovliviiuje pohyb tekutiny. Pohyb castic tekutiny pfi aplikaci téchto okrajovych podminek
je naznacen na obr. 2.10 [32].
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NN

Obrazek 2.10: Okrajova podminka hladké stény.

2.3.4 Von Neumannovy okrajové podminky

Von Neumannovy okrajové podminky jsou formulovany pomoci vtékajici ¢i vytékajici rychlosti
na okrajich oblasti a lze je vyjadfit ze zadaného vektoru potatecni rychlosti up = [uxo, uyo]T.
Pomoci néj je moZzno nésledné vyjadrit makroskopickou hustotu (tlak) a zbyvajici tfi neznamé
distribu¢ni funkce vtékajici dovnitf vypoctové oblasti v jednotlivych hrani¢nich bodech sité.
Celkem je tedy tfeba urcit ¢tyfi nezndmé. Aby bylo mozné tyto nezndmé vypocitat, je potfeba
vyjadfit ¢tyfi rovnice. Tyto rovnice jsou jednak dény vztahy makroskopickych proménnych,
tj. hustoty p a rychlosti ug

o= Y fu (2.26)
u = ;Zf,xea, (2.27)

a jednak splnénim ,bounce-back” podminky ve sméru kolmém na sténu podle [37]. Vztah (2.26)
poskytuje prvni rovnici, dalsi dvé rovnice jsou vyjadfeny rozepsdnim vztahu (2.27) do x- a y-ové
slozky a ¢tvrtou rovnici poskytuje ,bounce-back” podminka [33].

2.3.5 Dirichletovy okrajové podminky

Dirichletovy okrajové podminky se svym zplisobem podobaji Von Neumannovym okrajovym
podminkdm. Lisi se v tom, Ze jsou formulovany pomoci poc¢atecni makroskopické hustoty (tlaku)
po proudici tekutiny. Pomoci ni je nédsledné vyjadfena makroskopicka rychlost u a zbyvajici
tfi neznamé distribuc¢ni funkce pftitékajici zvenku dovnitf vypoctové oblasti jednotlivymi krajnimi
body sité. JelikoZ je uvazovéana jen rychlost ve sméru kolmém na hranici, te¢nd sloZzka rychlosti
je nulovd, nezndmé jsou opét ¢tyfi. Postup odvozeni téchto ¢tyf neznamych veli¢in je obdobny
jako u Von Neumannovych okrajovych podminek. Na zac¢atku jsou zadany pocéatecni hodnoty
v krajnich bodech sité, tj. makroskopicka hustota p = po a sméry distribu¢nich funkci f,, které
jiz byly vypocteny v propagacnim kroku. Pro urceni zbylych ¢tyf neznamych hodnot je potfeba
sestavit ¢tyfi rovnice. Tyto rovnice se vyjadii z ,bounce-back” podminky sestavené ve sméru
kolmém k hranici oblasti a ze vztahti pro vypocet makroskopickych veli¢in, tzn. rychlosti
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u a hustoty pg [33]

u = p?; faeu, (2.28)
o = ) fa (2.29)
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2.4. PREVOD MEZI FYZIKALNIM A LATTICE BOLTZMANNOVYM SYSTEMEM
(PARAMETRIZACE)

24 Pievod mezi fyzikalnim a lattice Boltzmannovym systémem (para-
metrizace)

Aby bylo moZné provést vypocet fyzikalnitho problému lattice Boltzmannovou metodou, musi
byt nejprve dand tloha prevedena z fyzikdlniho do lattice Boltzmannova systému. Teprve
v tomto systému je feSeni uskutecnéno. Vysledné hodnoty jsou nésledné prevedeny
zpét do fyzikdlniho systému. Existuji dva zptlisoby feSeni tohoto problému. Prvni moZnosti
je pfimé diskretizace tilohy zadané ve fyzikdlnim systému do LB systému pomoci pfevodovych
zlomki, neboli podilu hodnot veli¢in ve fyzikalnim systému ku hodnotdm v lattice Boltzmannovo
systému. Druhym zptisobem je pfevedeni fyzikdlniho problému do lattice Boltzmannova systému
pres bezrozmérny systém zavedenim pomocnych veli¢in, charakteristického ¢asu tg a délky I,
a nasledné diskretiza¢nich proménnych, ¢asového kroku 6t a prostorového kroku éx [28].
Druhy zptisob feseni bude déle popsan. Veli¢iny ve fyzikdlnim systému jsou oznaleny indexem
p (z angl. ,physical”), v bezrozmérném systému maji index d (z angl. ,,dimensionless”) a v lattice
Boltzmannovo systému je veli¢indm pfifazen index Ib.

2.4.1 Fyzikdlni systém

Nejprve je nadefinovan fyzikalni problém. To znamend, Ze jsou zaddny fyzikalni veli¢iny: poc¢ate¢ni
rychlost udélend tekutiné u, [m/s|, charakteristicky rozmér kandlu ¢i nddoby, kde je vypocet
provadén, dp,[m], dynamicka viskozita 7,[Pa.s] a hustota sledované tekutiny p, [kg/m?],
ze kterych lze néasledné vyjadfit kinematickou viskozitu v, vztahem

2

vy =1 [m] , (2.30)
Pp LS

Ze zadanych parametri je nasledujicim vztahem vyjadfeno tzv. Reynoldsovo ¢islo

upd
Re = F. (2.31)
Vp
Reynoldsovo ¢islo je bezrozmérny zlomek vyjadiujici podobnost skute¢ného fyzikdlntho modelu
a vypoctového modelu v bezrozmérném a lattice Boltzmannovo systému. Proto ma Reynoldsovo
¢islo ve vSech tiech systémech stejnou hodnotu.

Pro pfechod z fyzikalniho systému na bezrozmérny systém jsou zavedeny referencni veli¢iny:
délka Iy [m] a &as to [s]. Referen¢ni rychlost 1ze vyjad¥it pomoci téchto dvou velic¢in

wet 2]
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(PARAMETRIZACE)
2.4.2 Bezrozmérny systém
Fyzikdlni veli¢iny 1ze pfevést do bezrozmérného systému néasledovné
dg = 4, (2.32)

th o= P
Velikosti referencnich veli¢in jsou voleny stejné jako hodnoty odpovidajicich fyzikalnich veli¢in
ve fyzikdlnim systému. Hodnoty vyslednych bezrozmérnych parametrti se pak podle (2.32)
budou rovnat jednotkam

ug =1,
d; =1, (2.33)
ty=1.

V bezrozmérném systému lze Reynoldsovo ¢&islo vyjadfit obdobnym zptisobem jako ve fyzikalnim
systému, viz (2.31)
Re = ud—dd.
£

Dosazenim hodnot (2.33) do tohoto vyrazu je vyjadfen vztah

1
Re = —. 2.34
= (234)
JelikoZ se pfechodem mezi systémy Reynoldsovo ¢islo neméni, 1ze ze vzorce (2.34) vyjadfit kine-
matickou viskozitu v bezrozmérném systému, kdy Reynoldsovo ¢islo je uréeno pomoci fyzikalnich
veli¢in ,

Vi = g (2.35)

Pro diskretizaci bezrozmérného systému do lattice Boltzmannova systému je tieba zavést
diskretiza¢ni proménné, a to charakteristicky délkovy (prostorovy) krok Jdx a charakteristicky
¢asovy krok dt.

2.4.3 Lattice Boltzmanntv systém

Diskretiza¢ni parametr dx je ur¢en podilem
lo
ox = N’ (2.36)
kde N je pocet dilkti pouZzitych k diskretizaci referenéni délky /y. Jednotkou diskretiza¢niho délko-

vého kroku dx je m¥izkova jednotka lu, z angl. ,lattice unit”. Casovy krok dt je dopocten obdobnym
zpusobem

to
ot = —, 2.37
Ny (2.37)
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(PARAMETRIZACE)

kde Nj je pocet iteracnich krokéi v daném vypoctu. Jednotkou diskretiza¢niho ¢asového para-
metru Jt je Casovy krok ts, z angl. ,time step”. Hodnoty referen¢nich veli¢in Iy a to vyjaddfenych
v bezrozmérném systému jsou rovny jedné [21]. Proto lze vztahy (2.36) a (2.37) upravit na tvar

1

Sx = —

TN

a 1
ot = —.

Nit

Diskretiza¢ni parametry 0t a éx je vhodné zvolit tak, aby lattice Boltzmannova metoda byla

co nejstabilngjsi. To nastane v piipadé, kdy Machovo ¢islo Ma = u/cs bude mensi nez rychlost
zvuku cs. Pro makroskopickou rychlost v LB systému pak tedy musi platit podminka [28]:

lasllz = 2L jugll2 < ¢
1b 2_§x dll2 Sy

kde velikost rychlosti 1, je ddna vztahem (2.33). Pomoci dx a 6t a vztahu (2.35) 1ze vyjadrit rychlost
uyp a kinematickou viskozitu vy, v lattice Boltzmannovo systému nédsledovné

ox ot

Ug = Eulb = Up = Eud, (238)
ox? St St 1

Vg = il/lb = Vp = (239)

ot 52" T 52 Re’

Nyni jiz 1ze vypocitat hodnotu relaxa¢niho parametru 7. Relaxa¢ni parametr 7 je s kinematickou
viskozitou svdzan vztahem
vy = c20t(t — 0.5), (2.40)

kde c; je rychlost zvuku v LB systému definovana jako
£
\/g/
kde ¢ je m¥izkové rychlost. MiiZkova rychlost je rychlost, se kterou se ¢éstice presune o 1 délkovy
krok dx za 1 casovy krok dt, 1.

s = (2.41)

Sx [lu
=—|—]|. 2.42
“T ot [ts} (242)
Ze vztahti (2.40), (2.41), (2.42) se pak relaxa¢ni parametr T vyjadii ndsledovné
v 3v 3v 3v 3
=05+ 5 =05+ 52 =05 P=05+ -2 =05+ ", 2.43
B + c25t + st + %522 F + %2 toxr 243

Mz~

Za pouziti vyrazu (2.42) pro mifizkovou rychlost je vyjaddfen vztah

3 3 ot ot
T=05+ ——Vp = 0.5+ —Vp= 05+ 35?1@.

cdx Ox Ox (244)
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2.4. PREVOD MEZI FYZIKALNIM A LATTICE BOLTZMANNOVYM SYSTEMEM
(PARAMETRIZACE)

Dosazenim vztahti pro pfevod kinematické viskozity z fyzikdlniho do LB systému pies bezrozmérny
systém
Sx?

t
Wwb =V = Z%Vp = [pI’O lo =1ty = 1] =Ty (245)
0

je vyjadfen relaxa¢ni parametr T v LB systému nésledovné
T = 0.5+ 3vp. (2.46)

Upravenim kinematické viskozity v LB systému pomoci vztahu (2.39) je vyjadfena zavislost mezi

T a Reynoldsovym ¢islem
ot 1

ox2Re’
Z vyrazu (2.47) vyplyvéa omezujici interval pro velikost relaxaéniho parametru T € (0.5; +o0). Dale
je z tohoto vztahu ziejmé, Ze s rostoucim Reynoldsovym &islem se T — 1.

T=05+3 (2.47)

2.4.4 Z lattice Boltzmannova systému zpét do fyzikdlniho systému

Pfi pfevodu makroskopické rychlosti v lattice Boltzmannovo systému uy, zpét do fyzikdlniho
systému je tieba jit opét pfes bezrozmérny systém. Tento pfevod lze vyjadfit pomoci vztaht
(2.32) a (2.38) nasledujicim zptisobem

Up = Uy (24.8)

X
otV
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Kapitola 3

Odvozeni Navierovych-Stokesovych
rovnic z diskrétni lattice Boltzmannovy
rovnice

V této kapitole budou odvozeny Navierovy-Stokesovy rovnice pro proudéni nestlacitelné vazké
tekutiny z lattice Boltzmanovy rovnice. Vychozim tvarem LB rovnice bude diskrétni kinetickd
rovnice popisujici pohyb distribuénich funkci ¢astic, jez vychézi z kinetické rovnice LGA (1.2) [6]

Fu(x+ exBt, E+ A — fu(x t) = —% o) = 900 )], (3.1)

EET . v s eq . . L
kde rovnovazna distribu¢ni funkce f' je definovéna vztahem

e,-u  (eg-u)?  u?

= 1 - 2

Cs =

4

5

za predpokladu malého Machova c¢isla Ma = cﬁ do O(Ma?). Dvodem, pro¢ je predpis

S
pro rovnovéaznou distribuéni funkci rozepsan pravé do O(u?) je fakt, Zze Navierovy-Stokesovy
rovnice maji nelinearitu druhého fddu pfesnosti rychlosti [6], [5]. Pro ziskdni Navierovych-Stoke-
sovych rovnic musi byt miiz symetrickd. Proto byl pouzit D2Q9 model [6], [9].
Pro D2Q9 model jsou indexy &« = 1,2,..,9. Za téchto pfedpokladti pak pro BGK model plati
nasledujici vztahy [20]

le wtx = 1/

Za Wy = O/

Y, Waeyey = 2, (33)
Y . Waeseyey = 0, ’
Y, Wae eseqe, = I,

Y wae e e ee, = 0.
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Z definice fofq (3.2) a vztahti pro miizkovou symetrii (3.3) vyplyvaji nasledujici vztahy [11]

; i = o, (3.4)
Yoeufs! = pu, (3.5)
Zzaeaﬁfq = %ol + puu, (3.6)
Zzaeae“f,fq = pu (3.7)

Makroskopické veli¢iny jsou definovany ndsledovné [11]

p = Zf (3.8)

pu = e (3.9)
Ze vztahti (3.4), (3.5), (3.8) a (3.9) vyplyva podle [11], Ze

Y9 =, (3.10)

Z;f;k) _— (3.11)

kde k > 0. K odvozeni Navierovych-Stokesovych rovnic je tfeba jesté znat dalsi dvé makroskopické
veli¢iny [7], a to tenzor napéti

1% =Y evefik >0 (3.12)
o

a rovnovazny tenzor napeti
10 = Y eqen fi). (3.13)
4

Chapmantiv-Enskogtiv piistup
Odvozeni makroskopickych parcidlnich diferencidlnich rovnic bylo provedeno Chapmanovym-
Enskogovym piistupem. To znamend, Ze LB rovnice byla rozvinuta bezrozmérnym perturba¢nim
parametrem ¢ a nasledné byla provedena vice-Skédlova analyza. Parametr ¢ je velice malé &islo,
jehoz fyzikalnim vyznamem je Knudsenovo ¢islo a 1ze jej vyjadtit jako podil mikroskopické délky
0y s charakteristickou makroskopickou délkou L [7].

Pro distribu¢ni funkci v Boltzmannoveé rovnici navic plati, Ze casova zavislost distribu¢ni funkce
probiha pfes hustotu p a makroskopicky vektor rychlosti u, popfipadé teplotu T [13]

ofu _ fudp , fsdu
ot  dp ot Ou ot
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Pro realizaci analyzy bylo tfeba provést nasledujici Chapmanovy-Enskogovy rozvoje

fo = SO +efl) +E07, (3.14)
I a
V = &Vy. (3.16)

Ukazuje se, Ze rozvoj distribu¢ni funkce do druhého fadu pfesnosti perturbacniho parametru

(0)

postacuje k vyjadfeni makroskopickych rovnic. Prvni ¢len rozvoje (3.14) f,
vazny stav ¢astic a distribuéni funkce f,)gk), k > 0, popisujf odchylku od tohoto stavu. Cleny Zasového
rozvoje (3.15) jsou stejného fadu piesnosti, ale t; >> ;. Tento velikostni rozdil cast
¢, a d4, je vyjaddfen pomoci parametru e. To znamend, Ze jsou popsany dvé casové skdly, konvekéni
Cas ty a diftizni ¢as t, [20].

Clen fy(x + e At,t + At) rovnice (3.1) byl rozvinut Taylorovym rozvojem do fadu
n = 2 a nasledné dosazen zpét do téZe rovnice [20]

vyjadiuje rovno-

2
Fu(x ) + ADLfa (%) + %Df fulxt) = —% o) — £7(x, 5], (3.17)

kde
Dy =0;+e,-V

je materidlova derivace, po jejimz dosazeni do rozvinuté rovnice (3.17) a soucasném vydéleni této
rovnice ¢lenem At je ziskdn vyraz

dfa 9 fa dfa 1 e
or + ey pr( 2 < o2 +2e‘V¥+ep¢ea . VVfa> = _TiAt [fa— D‘W} . (318)

Po dosazeni (3.14), (3.15), (3.16) do (3.18) a zanedbani ¢lenti se sloZitosti O(e®) a vySsi je urcen
nésledujici vztah

Eai’lfug()) + szatszEO) + EeaVlprO) _|_ 828t1fpgl) _|_ 82€0¢V1fpg1) 282 f(x
At e
e Vidn S0+ e ViiefY) = - (79 + sfa +EfY - A7)

Porovnanim jednotlivych fadt Knudsenova &isla v této rovnici jsou vyjddieny tyto vyrazy

O(%) = f%=f7, (3.19)
0 0
O(El) : atlfog )+eav1fvg ) = - TAtfa ’ (320)
At
0 : A f¥ +o, fV +euVif) + 7&)%1 O 4 v, fO + Seen ViV FO —
= ,L_Atfuc : (3.21)
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Rovnici (3.21) lze déle upravit tak, Ze se do ni za ur¢ité ¢leny dosadi ¢len dy, fDEO) vyjadfeny
ze vztahu (3.20). Po provedeni nékolika tiprav je ziskdna vysledna rovnice odpovidajici O(?)

©) 0
Uu_ (1— 1) <ea-v1f£” 1 e > S} (3.22)

atz 2T 8t1 B E
Nyni jiZ je vSe pfipraveno pro vyjaddfeni makroskopickych parcidlnich diferencidlni rovnic [11]

1) makroskopické rovnice na gkale O(e!)
Souctem rovnice (3.20) pfes vSechny « a dosazenim vztahii (3.4), (3.5), (3.10) a (3.11) je urc¢en vztah

9,0+ Vi(pu) =0. (3.23)

Souctem rovnice e,- (3.20) pres vSechny « a dosazenim vztaht (3.4), (3.5), (3.10), (3.11) a (3.13)
je vyjadfena rovnice
31, (ou) + V111 =, (3.24)

kde tenzor I1(¥) 1ze vyjadfit ze vztahti (3.13) a (3.6) nasledovné
11 = 2plI + puu. (3.25)
2) makroskopické rovnice na skéle O(¢?)

Souctem rovnice (3.22) pies vSechny « a dosazenim vztahti (3.4), (3.5), (3.10), (3.11) a (3.13) je ziskdn
vyraz

o,p = 0. (3.26)
Souctem rovnice e, (3.22) pfes vSechny « a dosazenim vztahti (3.5), (3.11) a (3.12) dostaneme
M L) _
o, (pu) + V411 1— 57 ) = 0, (3.27)

kde tenzor TV 1ze vyjadiit takto

1
Zeaea -(3.22) : 9y, Zeaeaféo) +V; Zeaeaeaf,,go) =~—x Zeaeafogl).

Aplikaci vztahti (3.7), (3.12) a (3.13) na tuto rovnici je vyjadfen vztah:
1 = —atr (9,110 + VicZpul,
do kterého je ndsledné dosazen vyraz (3.25) a ziskdme vysledek
1Y = —Att [9y, (pl + puu) + VicZpu] .
Zanedbaji-li se zbytkové ¢leny O(Ma?) a predpoklada-li se konstantni hustota, Ize tenzor IT(") upra-

vit do nasledujici podoby
1Y = —ArtV;Zpu. (3.28)
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Dosazenim vztahu (3.28) do (3.27) dostaneme rovnici

1
ds, (pu) — V1 [Atrvlcfpu <1 - 27)] =0. (3.29)
Pfi oznaceni vyrazu
1 1
v = Attc? (1 — 2T> = Atc? <r — 2) , (3.30)

1ze makroskopickou rovnici na gkale O(g?) (3.29) piepsat do vysledného tvaru

atz (pu) — V1 : [le (pu)] =0. (331)

Vysledné parcidlni diferencidlni rovnice jsou pak ziskdny souctem makroskopickych rovnic
fadu O(e!) a ¥adu O(€?), 1.
] 5 0
(323)+(326) : (e=—+¢e = |p+eVi(pu) =0, (3.32)
oty otr

d d
(3.24) + (3.31) : <€8t1 + 828t2> (ou) +eVy -1 — £V, - [vV(pu)] = 0. (3.33)

Dosazenim vztahu (3.15) a (3.16) do (3.32) je vyjddfena vyslednd makroskopicka rovnice kontinuity
d
a—‘t) +V(pu) = 0. (3.34)

Druhé parcialni diferencidlni rovnice (3.33) je upravena nasledujicim zptisobem. Po dosazeni vztahti
(3.15) a (3.16) do (3.33) ziskdme vztah

a(g;l) +v-TTO — V. [yV(ou)] = 0. (3.35)

Dosazenim (3.25) do (3.35) dostaneme rovnici

a(gtu) + V (c3p + puu) — V- [vV(pu)] =0,

po jejiz drobné tpravé je vypocitan nasledujici vyraz

200+ ¥ (o) = =¥ (&) + 17w 626

Tlak p 1ze pro izotermicky LBE model urcit stavovou rovnici [23]
p = cip. (3.37)

Dosazenim (3.37) do (3.36) je nakonec vyjddiena vysledna makroskopickd Navierova-Stokesova
rovnice

a(g;l) + V(puu) = -Vp+ sz(pu). (3.38)
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Za predpokladu nestlacitelné tekutiny, tj. p = konst, 1ze rovnice (3.34) a (3.38) zjednodusit do tohoto
tvaru

Vou = 0,
ou _ 1 5
g—ku-Vu = EVp—H/Vu.
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Kapitola 4

Modelovani pohybu volné hladiny

V této kapitole bude objasnéna problematika modelovani pohybu nestlacitelné vazké tekutiny
s volnou hladinou. Prvni podkapitola pojedndva o moZnostech modelovdni pohybu tekutiny
s volnou hladinou obecné a ve druhé podkapitole bude popsan model pohybu volné hladiny
pomoci lattice Boltzmannovy metody:.

4.1 Zptisoby feSeni modelu pohybu volné hladiny

Ve vypoctové dynamice tekutin se rozlisuji dva zdkladni pfistupy modelovani pohybu ¢éstic
tekutin, a to Lagrangeovsky a Eulerovsky piistup. Lagrangeovskd metoda sleduje pohyb
tekutiny z hlediska jednotlivych ¢éstic, coz znamend, Ze vypoctova sif se p¥i pouziti tohoto pFistupu
bude béhem simulace pohybovat spolu s proudici tekutinou. Nevyhodou této metody je defor-
mace sité béhem pohybu, proto je vhodna spiSe pro vice viskézni lamindrni proudéni. Eulerovska
metoda zachdzi s proudici tekutinou jako s kontinuem, takZe pfi vypoctech touto metodou bude
poloha vypoctové sité pevné dana a proudici tekutina se bude pohybovat mezi jednotlivymi
burikami [35].

Existuji razné algoritmy vyuZivajici téchto dvou pfistupti. Mezi Eulerovské metody patfi napii-
klad , Volume of Fluid” (VOF) metoda nebo ,Level Set” metoda. Z Lagrangeovskych metod
lze zminit napfiklad ,,Smoothed particle hydrodynamics” (SPH) metodu.

VOF metoda patfi mezi tzv. ,Volume tracking” metody [30]. Princip této metody spociva
ve sledovani pohybu tekutiny mezi jednotlivymi butikami vypoctové sité. Pohyb volné hladiny
je sledovan pomoci tzv. objemového podilu, ktery je pfifazen kazdé burice. Hodnoty objemového
podilu se pohybuji v intervalu (0;1) a vypovidaji o tom, jak velka &4st buiiky je zaplnéna teku-
tinou. Butiky na rozhrani maji objemovy podil mezi 0 a 1, nulova hodnota odpovida prazdné
burtice a jedni¢ka burice zaplnéné tekutinou. Tato metoda dodrZzuje zdkon zachovédni hmotnosti.
To znamend, Ze objem, ktery z jedné buriky vytece, se musi rovnat objemu, ktery pfijima sousedni
burika.

,Level Set” metoda je trochu jednodussi nezZ VOF metoda, ale nezachovdvda hmotnost.
Rozhrani tekutiny, které je definovdno funkci I'(¢) popisujici hranici oblasti s tekutinou, je uréeno
pomoci urdité funkce ¢(x,t), kterd uréuje vzdalenost jednotlivych bunék od rozhrani. Pro buiiky
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4.2. MODELOVANI POHYBU VOLNE HLADINY LATTICE BOLTZMANNOVO METODOU

na rozhrani ma proto nulovou hodnotu, uvnitf oblasti s tekutinou je kladna a vné je zaporna [26],
[10]. Pohyb rozhrani je pak sledovan prostfednictvim hodnot funkce ¢ ve vypoctové oblasti. Tento
pohyb popisuje nasledujici transportni rovnice

d

a—f +v-Ve =0,
kde v oznacuje rychlost rozhrani tekutiny ve vyjadieném rychlostnim poli. V ndsledujicim ¢asovém
kroku si ale funkce ¢ nezachovava svou vzdalenost od rozhrani, coz zptsobuje jeho zkresleni.
Proto tato funkce musi byt v kazdém itera¢nim kroku aktualizovana, coZ ma za nésledek problém
s dodrzenim zdkona zachovani hmotnosti.

»omoothed particle hydrodynamics” metoda je Lagrangeovska metoda, kterou Ize také pouZit

k simulaci proudéni s volnou hladinou. Tato metoda nepozaduje vypoctovou sif, protoze asovy
vyvoj pohybu tekutiny je modelovan prostfednictvim pohybu jednotlivych ¢astic. Kazda castice
je nahrazena bodem, ktery je definovdn interpolovanymi hodnotami hmotnosti, rychlosti
a dalsimi charakteristickymi veli¢inami potfebnymi k feSeni tlohy. Tyto body pak simuluji pohyb
proudici tekutiny [25], [22].

4.2 Modelovani pohybu volné hladiny lattice Boltzmannovo metodou

Pohyb tekutiny s volnou hladinou popisuje proudéni dvou fazi. Dvoufazové proudéni typu kapa-
lina - plyn lze zjednodusit na jednofdzové proudéni, kdy je sledovan pouze pohyb kapaliny a jeji
volné hladiny. Hustota plynu je ve srovnani s hustotou kapaliny velice mald, proto 1ze dynamiku
plynu zanedbat a lze pfedpokladat, Ze plyn na rozhrani dvou fazi kopiruje pohyb volné hladiny
kapaliny [15].

K modelovani kapaliny s volnou hladinou byl pouZit algoritmus navrzeny v praci [34] a [15].
Tento pristup 1ze pfirovnat k VOF metodé, ale na rozdil od ni je tato metoda schopnd modelovat
i lehce stlacitelnou tekutinu. Pro vypocet pohybu kapaliny timto algoritmem je potieba
znét tii proménné, a to hustotu kapaliny p(x,t), podil hmotnosti m(x, ) a objemovy podil kapa-
liny e(x, t), kterou lze vyjad¥it nasledujicim vztahem

e(x, t) =

(4.1)

Objemovy podil vyjadfuje, jak velkd ¢ast buriky je zaplnéna kapalinou a jeho hodnoty
se pohybuji v intervalu (0;1), kde hodnota 0 plati pro prazdnou buriku a hodnota 1 oznacuje
buriku plnou. Hodnoty uvnitf intervalu mezi 0 a 1 popisuji objemovy podil jednotlivych bunék
na rozhrani. Prdzdnd burika m& nulovou hmotnost a hmotnost buriky zaplnéné kapalinou se rovné
hustoté této kapaliny.

Pohyb volné hladiny je vySetfovan sledovanim toku hmoty mezi jednotlivymi burikami.
Obdobné je tomu i u VOF metody, ale na rozdil od ni jsou v tomto algoritmu uréovany zmeény
hmotnosti v jednotlivych butikdch pfimo z hodnot vypoctenych LB metodou [34].

V modelu pohybujici se tekutiny s volnou hladinou se rozlisuji tfi typy bunék, viz obr. 4.1,
a to bunky uplné zaplnéné kapalinou, buriky na rozhrani, které jsou cédstecné zaplnéné
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4.2. MODELOVANI POHYBU VOLNE HLADINY LATTICE BOLTZMANNOVO METODOU

ROZHRANI

Obrazek 4.1: Typy bunék.

kapalinou a buriky s plynem, které lze oznacit jako burky prazdné, protoZe vliv plynu
je pfi vypoctech zanedban.

Vrstva bunék tvofici rozhrani mezi dvéma fazemi musi byt uzaviend. To znamenad, Ze vSechny
distribuc¢ni funkce, které lze povazovat za nositele hmotnosti, pii propagaci z kapaliny do plynu
a naopak musi nejprve piejit pfes rozhrani. Tato podminka zarucuje splnéni zdkona zachovani
hmotnosti, protoZe na rozhrani dochdzi k vyrovndni pfebyte¢né hmoty z plné buriky, resp. chybéjici
hmoty z prdzdné buriky [15]. Plati tedy, Ze hmota z jedné buriky vytékajici se rovnd hmoté pritékajici
do sousedni buriky, neboli

Amy(x,t) = —Amg(x + Atey, t).

Lattice Boltzmannova metoda pro simulaci volné hladiny se od zakladniho algoritmu lisi
tim, Ze ke kolizi nedochdzi v celé vypocetni oblasti, ale jen v burikdach zaplnénych vodou
a na rozhrani. V kazdém itera¢nim kroku zaroven dochazi k pretypovani bunék. To znamena,
Ze plna ¢i prazdnd buitka mtiZe byt zménéna na buriku na rozhrani a naopak. P¥ima zména mezi
plnou a prazdnou butikou ale neni mozna.

Modelovéani volné hladiny podle [34] je provedeno ve tfech hlavnich krocich, kterymi jsou:
vypocet pohybu rozhrani, implementace okrajovych podminek a pfetypovani bunék.

Pohyb rozhrani 1ze ur¢it vyjadienim hmotnostnich zmeén v jednotlivych butikdch. Tuto zménu
mezi dvéma pfilehlymi plnymi burikami nebo jednou plnou butikou a jednou butikou na rozhrani
popisuje nasledujici vztah

Amg(x,t + At) = fa(x+ Atey, t) — fa(x, 1), 4.2)

kde index & oznacuje smér inverzni ke sméru a. Funkce fz popisuje, kolik tekutiny do butiky
vtéka a f, naopak mnozstvi tekutiny, které z bunky vyteklo béhem jednoho iteraéniho kroku.
Vypocet pfenosu hmoty mezi prazdnou burikou a rozhranim se neprovadi. Pokud jsou vedle sebe
dvé bunky popisujici rozhrani, prava strana rovnice (4.3) je navic vynasobena priimérnou hodno-
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4.2. MODELOVANI POHYBU VOLNE HLADINY LATTICE BOLTZMANNOVO METODOU

tou objemovych podilii téchto bunék

Arma(x, £+ AF) = [fe(x + Ateg, ) — fu(x, )] EXF Ate“';) el t) 4.3)

Celkovou hmotnost v nésledujicim itera¢nim kroku 1ze nakonec ur¢it souctem ptivodni hmotnosti
m(x, t) a hmotnostnich zmén v jednotlivych smérech modelu «

m(x,t+ At) = m(x, t) + Y Amg(x, t + At). (4.4)

Buriky na rozhrani sousedi jednak s plnymi butikami, jejichz distribu¢ni funkce jsou znamy
ve vSech smérech, a jednak s prazdnymi burikami, s jejichz distribu¢nimi funkcemi nebylo dfive
pocitano. JelikoZ je ale i znalost téchto hodnot nutnéd k urceni nezndmych smért distribu¢nich
funkci v burikdch na rozhrani, je potieba je také vyjadfit. K tomu poslouZi vhodné okrajové
podminky. Neznamou distribu¢ni funkci f’ v burice na rozhrani ve sméru z prazdné sousedni
buriky @ na pozici (x + Ate, ) 1ze dopocitat podle nésledujici rovnice

fa(xt+ A8 = fl(oa,w) + f (pa,u) — fa(x, 1), (4.5)

kde u je makroskopicka rychlost v misté x v case t a p4 se vztahuje k atmosférickému tlaku
pa plsobicimu na volnou hladinu vztahem [4]

1
PA = 72;7/1/
S

c
kde cs oznacuje rychlost zvuku. Aby byla dodrZena rovnovéha sil na faizovém rozhrani tekutin,
je potfeba navic pfepocitat podle rovnice (4.5) distribuéni funkce proudici ze smérti podél
normadly zkonstruované na rozhrani, které spliuji nasledujici podminku (4.6)

n-eg >0, (4.6)

kde normalu n Ize podle [34] vyjadfit jako aproximaci centrdlnimi diferencemi objemovych podilt
v jednotlivych smérech prostoru. Pro 2D model méa aproximace tvar

o1 ( e(xi—1,) — e(xi+1,) ) (4.7)

2 €(Xl"]',1) — S(Xi,]qu)

kde x; ; popisuje polohu butiky v i—tém fadku a j—tém sloupci dané m¥izky. Pokud jsou jiz znamy
vSechny sméry distribu¢nich funkci, 1ze provést kolizi a nasledné pfetypovani bunék.
Jestli byla burika na rozhrani vyprdzdnéna nebo zaplnéna Ize urcit podle nésledujicich vztahti

m(x,t +At) > (1+x)p(x, t + At) — zaplnéndburika,

m(x, t+ At) < (0 —x)p(x,t + At) — vyprdzdnénd burika, (48)

kde ¥ = 102 ptedstavuje okoli hodnot 1, resp. 0. Typ zaplnéné buiiky je zménén z typu rozhrani
na typ pIné buriky a soufasné okolni prdzdné buriky jsou zménény na buriky typu rozhrani.
V téchto novych burikdch typu rozhrani je potfeba urcit hustotu, rychlost a jednotlivé sméry
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distribu¢nich funkci, které v prazdnych burikach nejsou znamy. Hustota a rychlost jsou extrapo-
lovany z okolnich pInych bunék a bunék na rozhrani, nikoliv ovSem z nové vzniklych bunék typu
rozhrani, kde jsou tyto veli¢iny také nezndmé. Distribu¢ni funkce jsou vyjadieny rovnovaznymi
distribu¢nimi funkcemi vypocitanymi z extrapolovanych hodnot hustoty a rychlosti. Vyprazdnéné
buriky jsou naopak zménény z typu rozhrani na typ prazdnd burika a sousedici plné buriky
jsou pfetypovany na buiiky na rozhrani. Zarovern je zapotiebi béhem pfemény bunék dodrzovat
zakon zachovani hmotnosti. To znamen4, Ze je nutné prebyte¢nou hmotnost, kterou obsahuji buriky
ptvodniho typu rozhrani, které byly nové pietypovany dle rovnice (4.8), propagovat do okolnich
bunék typu rozhrani. Do bunék typu kapalina, resp. plyn, pfebyte¢nou hmotu distribuovat nelze,
jelikoZ tyto typy jsou definovany hmotnosti rovnou 1, resp. 0. Vyprazdnéna buiika md piebyte¢nou
hmotnost rovnou své samotné hmotnosti a je zapornd, zatimco pfebytecnd hmotnost zaplnéné
buriky je rovna rozdilu (m — p) a je vétsi neZ nula, coz vyjadiuje pohyb tekutiny a jeji volné hladiny
do sousednich prazdnych bunék. Protoze rozmér buriky je 1x1 /1, ma buiika jednotkovy objem,
a proto lze hmotnost vyjadfit vztahem m = pV = p. Pfebytecna hmotnost, kterd byla oznacena
m**, je propagovana do sousednich bunék typu rozhrani podle nasledujiciho vztahu [34]

m(x + Atey) = m(x + Atey) + m® (17“) , (4.9)
Ncelk
kde
e = { g-ea ]Ij;c;l? e >0, pro zaplnéné buriky,
No = { O_n " €a ]I:;;(;; e <0, pro vyprazdnéné buriky
a

Heelk = Zﬂzx-
«

Vzhledem ke zméné hmotnosti je potfeba aktualizovat také hodnoty objemového podilu
jednotlivych bunék dle rovnice (4.1).

Béhem simulace pohybu tekutiny mtiZe zustat jedna burika typu rozhrani uvnitf oblasti
s burikami vyplnénymi tekutinou nebo naopak mezi samymi prazdnymi burikami. Tyto artefakty
nemaji vliv na pribéh vypoctu pohybu kapaliny, ale mohou rusit vysledny vizualni dojem. Proto
je vhodné je odstranit ndsledujicim zptisobem. Piebytecna burika typu rozhrani sousedici pouze
s prazdnymi butikami se zméni na prazdnou buiiku, zatimco burika typu rozhrani obklopena
samymi plnymi burikami se zméni na buriku plnou.
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Kapitola 5

Numerické vysledky

Simulace proudéni nestlacitelné vazké tekutiny pomoci lattice Boltzmannovy metody byla prove-
dena ve vypoctovém prosttedi MATLAB, kde byl namodelovan pohyb déle blize specifikované
tekutiny s volnou hladinou pouZitim D2Q9 rychlostniho modelu. Tekutina byla zaddna pomoci
tyzikdlnich veli¢in: dynamické viskozity # a hustoty p pfi teploté T. Pocdte¢ni makroskopickd
rychlost tekutiny byla ve vSech modelovych pfipadech nastavena na hodnotu u = 0m/s a zaro-
vei na tekutinu ptsobila tthova sfla s gravitaénim zrychlenim ¢ = 9.81m/s?. Na jednotlivé
stény vypoctové oblasti modelu byly aplikovany ,bounce-back” okrajové podminky.

Pro simulaci pohybu volné hladiny vody byl pouzit MRT model. Parametry diagonalni
relaxa¢ni matice S byly zvoleny nasledovné: s; = 0,5, = 1.19,53 = 1.19,s4 = 0,55 = 1.19,56 =
0,57 = 1.19,s§ = 1/7,59 = 1/7. Parametry s indexy i = 1,4 a 6 odpovidaji hustoté p a sloZkdm
vektoru linedrni hybnosti j, jejichZ hodnoty se béhem kolize pti konstantni teploté neméni. Proto
je neni tfeba specifikovat a jsou poloZeny rovny nule. Prvky s indexy 2,8 a 9 odpovidaji energii
e a slozkam tenzoru napéti pyy a py a zavisi na viskozité. Parametr sg je obvykle volen blizko 2,
proto 1ze toto ¢islo definovat pfevracenou hodnotou relaxa¢niho ¢asu 7. Prvek sg = sg. Hodnoty
prvki s3, s5 a sy byvaji voleny blizké 1, v této tloze maji hodnotu 1.19, podle doporuceni v [19].

V nasledujicich odstavcich jsou prezentovany vysledky jednotlivych numerickych simulaci.
V prvnim odstavci jsou prezentovdny vysledky simulace pddu kapky tekutiny na pevné dno.
V dal$im odstavci nasleduje pad kapky tekutiny na volnou hladinu. Poté je uveden testovaci ptipad
popisujici pribéh protrZzeni vodni hrédze. Na zavér jsou uvedeny numerické vysledky pro pfipad
gravitacniho litf zvoleného materidlu do formy.
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5.1 Pad kapky na pevné dno

Na obr. 5.1, 5.3 a 5.5 jsou zobrazeny vysledky numerické simulace padu kapky tekutiny s nulovou
pocétecni rychlosti vlivem ptisobeni gravitace na pevné, dokonale rovné dno. Konkrétné je uveden
Casovy vyvoj makroskopické rychlosti tekutiny v [m/s].

Modelovand kapka je kruhového tvaru o poloméru 0.3m a padd na pevné rovné dno z vysky
0.5m, méfeno od stfedu kapky. Fyzikdlni rozméry vypocetni oblasti byly zvoleny 1m x 1m. Velikost
vypocetni oblasti v lattice Boltzmanovo systému je 200x200 mfizkovych jednotek.

Uloha byla provedena pro tfi rtizné vazké tekutiny, a to pro vodu, glycerol a sklo. Parametry
vody jsou dynamicka viskozita 7 = 0.001 Pa.s a hustota p = 1000 kg/m® p¥i teploté T = 20 °C.
Hodnoty fyzikélnich velic¢in pro glycerol jsou 17 = 1.48 Pa.s a p = 1260 kg/m?> pfi teploté T = 20 °C.
Velikosti parametrti skla jsou 7 = 25 Pa.s a p = 2500 kg /m? pfi teploté T = 1000 °C.

U kazdého obrazku je vzdy uvedena velikost relaxa¢niho parametru 7, ktery zavisi na kine-
matické viskozité modelované tekutiny podle vyrazu (2.44) a na Reynoldsovu ¢islu podle vztahu
(2.47), hodnota Reynoldsova ¢isla Re a redlny ¢as t.

Na obr. 52, 54 a 5.6 jsou pro srovnani uvedeny vysledky simulace stejné dlohy toutéz
metodou, ale nezdvisle implementovanou vedoucim této prace ing. Bublikem. Z uvedenych obrazka
je zfejmd dobra shoda vysledkti. Mensi rozdily ve vysledcich jsou zptisobeny rozdilnou implemen-
taci lattice Boltzmannovy metody.
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03b 1
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t =0.3s

t =0.5s t =0.75s =1.0s
Obréazek 5.1: Voda: T = 0.500015, Re = 4 - 10°.
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Obrazek 5.2: Vysledky simulace padu vodni kapky poskytnuté panem ing. Bublikem.
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t =0.5s t = 0.75s =1.0s

Obrazek 5.4: Zdznam simulace padu kapky glycerolu na zem provedené panem ing. Bublikem.
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Obrézek 5.5: Sklo: T = 0.65, Re = 400.
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t =0.1s

t =0.5s t =0.75s t =1.0s
Obrazek 5.6: Vysledky modelu padu kapky skla vytvofeného panem ing. Bublikem.

5.2 Pad kapky na volnou hladinu

Na obr. 5.7, 58 a 59 je uveden c¢asovy vyvoj rychlosti padajici kapky tekutiny v [m/s],
pohybujici se pouze vlivem gravita¢niho zrychleni, na volnou hladinu.

Kapka kruhového tvaru o poloméru 0.2m pada na volnou hladinu vysokou 0.2m z vysky 0.6m,
méfeno od stfedu kruhu ke dnu nadoby. Rozméry vypocetni oblasti byly zvoleny 1m x 1m
ve fyzikalnim systému a 200x200 m¥izkovych jednotek v lattice Boltzmanovo systému.

Simulace byla realizovdna pro tfi druhy tekutiny s rtiznou vazkosti - vodu, glycerol a sklo.
Voda byla zaddna pomoci dynamické viskozity 7 = 1072 Pa.s a hustoty p = 1000 kg/m?® p¥i teploté
T = 20 °C. Hodnoty parametrii pro glycerol jsou 7 = 148 Pa.s a p = 1260 kg/m? pfi teplote
T = 20°C. Sklo je uréeno fyzikalnimi veli¢inami 7 = 25 Pa.s a p = 2500 kg/m?> p¥i teploté
T = 1000 °C.

U jednotlivych obrazkl jsou uvedeny hodnoty relaxa¢niho parametru 7, Reynoldsova ¢&isla
Re a skute¢ného casu t.
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5.3 Protrzeni vodni hraze

Na obr. 5.11 jsou zaznamendny vysledky modelovéani pribéhu pohybu vody pii nahlém protrzeni
vodni hrdze, pohybujici se po rovné zemi s pfekdzkou. Princip této tlohy je ndsledujici:
je definovana oblast ve tvaru obdélnika, viz obr. 5.10, kterd je zcela zaplnéna vodou. V case
t = 0s je odstranéna prekazka po celé délce pravé strany hrédze a objem vody se vlivem gravitace
zacne bortit. V tomto pfipadé neni zobrazen ¢asovy vyvoj rychlosti tekutiny, ale jsou zde prezen-
tovany vysledky ¢asového vyvoje pohybu tekutiny v podobé typti bunék. Cerna barva oznatuje
buriky zcela zaplnéné vodou, Sedd barva pfedstavuje rozhrani a prazdné burky jsou zobrazeny
bile. Fyzikalnimi veli¢inami popisujicimi vodu jsou dynamick4 viskozita 7 = 1073 Pa.s a hustota
p = 1000 kg/m? pfi teploté T = 20 °C.

Vypocetni oblast modelu mé velikost 0.584m x 0.584m ve fyzikdlnim prostoru a 201x201 miizko-
vych jednotek v lattice Boltzmanovo systému. Tvar a rozméry vodni nddrze spolu s vypocetni
oblasti jsou zobrazeny na obr. 5.10. Tento testovaci pfipad byl uskute¢nén pro relaxa¢ni parametr

= 0.5000258. Pod obr. 5.11 je uvedena rovnéZ velikost relaxa¢niho parametru 7, Reynoldsova
¢isla Re a redlného casu t.

Na obr. 5.12 jsou pro srovnani uvedeny vysledky simulace stejné tlohy, ale pouZitim jiného
algoritmu zaloZeného na VOF metodé. Tyto vysledky byly pfevzaty z [2]. Pfi porovnani obr. 5.11
a 5.12 je zfejma podobnost vysledkli poskytnutymi obéma numerickymi metodami. Odchylky
v feSeni mohly byt zplisobeny napf. vlivem povrchového napéti, které v lattice Boltzmannoveé
metodé nebylo, narozdil od VOF metody, uvazovéno nebo rozdilnou jemnosti vypoctové sité.
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5.4 Gravitacni liti zvoleného materidlu do formy

V tomto odstavci jsou na obr. 5.14 uvedeny vysledky pfipadu gravita¢niho liti materidlu do formy:.
Je zde zobrazen ¢asovy vyvoj rychlosti proudéni v [m/s]. Modelovanym materidlem bylo v tomto
pfipadé roztavené Zelezo, jehoZz charakteristickymi parametry jsou dynamicka viskozita
7 = 15-1072 Pas a hustota p = 7500 kg/m> pii teploté T = 1550 °C. Roztavené Zelezo
se pohybuje s nulovou pocétecni rychlosti pouze vlivem gravita¢niho zrychleni g.

Geometrické parametry formy zvolené 2D vypoctové oblasti jsou uvedeny vcetné rozmérh
na obr. 5.13. Fyzikalni rozméry vypocetni oblasti jsou 1m x 1m. V lattice Boltzmanovo systému
ma vypocetni oblast velikost 300x300 miiZkovych jednotek. Tento pfipad byl numericky feSen
pro relaxa¢ni ¢as T = 0.5090. Pod obr. 5.14 s vysledky simulace jsou uvedeny rovnéz hodnoty
pouZitého relaxacniho parametru 7, Reynoldsova ¢isla Re a redlného casu t.
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Obrazek 5.13: Geometrie zvolené 2D vypoctové oblasti s uvazovanymi rozméry v [mm].
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Zaver

V této praci byl popsan princip lattice Boltzmannovy metody a jeji aplikace pro simulaci proudéni
tekutiny s volnou hladinou. Nésledné zde byly numericky feSeny ctyfi problémy proudéni
tekutiny s volnou hladinou pouZitim lattice Boltzmannovy metody, a to pdd kapky pro tfi rizné
vazkych tekutin, nejprve na pevné rovné dno, poté na volnou hladinu, déle zborceni vodni nddrZze
anakonec gravita¢ni liti roztaveného Zeleza do formy. Simulace padajici kapky tekutiny byla prove-
dena pro tfi rizné hodnoty Reynoldsova ¢isla, které nepfimo imérné zavisi na kinematické visko-
zité tekutiny. Reynoldsovo ¢islo Re rozhoduje o typu proudéni, zda se bude jednat o lamindrni,
prechodové nebo turbulentni proudéni. Re u modelu kapky skla mélo hodnotu 400, coz pfedstavuje
lamindrni proudéni. Pro padajici kapku glycerolu bylo Re = 3405. Typ proudéni pii simulaci paddu
vodni kapky byl dén hodnotou Re = 4 - 10°, kter4 jiz charakterizuje proudéni turbulentni.

Numerick4 stabilita lattice Boltzmannovy metody zavisi nejen na velikosti Reynoldsova ¢isla,
ale také na hodnoté relaxa¢niho parametru 7. Cim vice se velikost relaxa¢niho ¢asu 7 blizi k hodnoté
0.5, tim je stabilita metody niZsi. S rostoucim Reynoldsovym ¢islem klesa kinematickd viskozita
tekutiny v LB systému a zdroveén klesa stabilita LB metody. Pti pfili§ vysokém Reynoldsovu ¢islu
pfechdzilamindrni proudéni v proudéni turbulentni, coZ zptisobuje nestabilitu metody. Pro zvyseni
numerické stability pfi vysSich hodnotach Reynoldsova ¢isla byl namisto SRT modelu aplikovan
MRT model s vhodné zvolenymi prvky diagondlni relaxa¢ni matice.

Pribéh simulace paddu kapky na rovné dno nddoby byl porovndn s vysledky nezavisle
vytvofeného programu ing. Bublika, ktery vyuzil stejnou metodu. Z obr. 5.1 aZ 5.6 je patrné,
Ze oba programy poskytuji velice podobné vysledky. Vhledem k rozdilné implementaci LB metody
ve vypoctovém prostfedi MATLAB ale nelze ocekédvat tiplné totozné feSeni.

Testovaci pfiklad protrZeni vodni hrdze byl porovnén s vysledky vypoctenymi jinou numeric-
kou metodou, konkrétné VOF metodou, kterd je implementovand ve vypoctovém softwaru Open-
FOAM. Tyto vysledky byly pfevzaty z [2]. Pfi porovnéni obr. 5.11 a 5.12 je zjevnd podobnost
vysledkd poskytnutymi obéma numerickymi metodami. Vzniklé nesrovnalosti mohly byt zptso-
beny napi. vlivem povrchového napéti, které v lattice Boltzmannové metodé nebylo, narozdil
od VOF metody, uvazovano, nebo rozdilnou jemnosti vypoctové sité. Jemngjsi sif poskytuje

Vyhodou LB metody oproti jinym CFD fe$i¢tim, je pfedevsim jeji vypocletni efektivita, jednodu-
chost implementace algoritmu a snadnad paralelizace. Hodnoty jednotlivych bodh sité
jsou v kazdé iteraci aktualizovany najednou a k jejich vypoctu je potfeba znat pouze hodnoty
sousednich bodd. Proto lze vypocet provadét na vice procesorech najednou, nejvice
vSak na takovém poctu procesorti, kolik ma vypoctova sif bodd. Diky charakteru metody,
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kdy je pohyb tekutiny feSen pies kolize ¢4stic, 1ze metodu lehce rozsifovat o rtizné fyzikalni jevy
(pfenos tepla, vicefdzové proudéni vcetné pohybu kapek a bublin) pouze dpravou koliznich
procestl. Dalsi vyhodou lattice Boltzmannovy metody je jeji stabilita i pro vysokd Reynoldsova
¢isla diky pouzitému MRT modelu.

Naopak nevyhodou LB metody je rychlostni omezeni v lattice Boltzmannovo systému.
Aby byla metoda stabilni, neméla by rychlost pfekrocit hodnotu 0.3, nejlépe by se méla pohybovat
do hodnoty ¢;/2 = 0.289 [u /ts. Také nizsi viskozita modelované tekutiny znamena mensi stabilitu
metody, coZ se fesi aplikaci MRT modelu, turbulentnim modelem (napf. LES model), zmenSenim
¢asového kroku nebo zjemnénim vypoctové sité.

Dal$im moZnym pokracovanim této prace mize byt rozsiteni dvourozmérného modelu do 3D,
zahrnuti vlivu teploty, zavedeni turbulentniho modelu ¢&i simulace vicefdzového proudéni.
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