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Prohlášenı́
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Abstrakt

Záměrem této práce bylo pochopit a osvojit si základnı́ principy modernı́ lattice Boltzmannovy
metody, která se v současné době použı́vá vedle klasických metod pro numerickou simulaci
prouděnı́ nestlačitelných tekutin, a dále pak implementovat tuto metodu ve výpočtovém prostředı́
MATLAB pro numerické řešenı́ nestlačitelné vazké tekutiny s volnou hladinou ve 2D výpočtových
oblastech. Pomocı́ vyvinutého softwaru byly v této práci numericky řešeny tři jednoduché testovacı́
úlohy: pád kapky tekutiny na pevné dno a na volnou hladinu, protrženı́ vodnı́ hráze a gravitačnı́ litı́
tekutiny do formy.

Klı́čová slova: lattice Boltzmannova metoda, volná hladina, 2D prouděnı́, mezoskopický model,
Eulerův přı́stup, Navierovy - Stokesovy rovnice

Abstract

The aim of this work was to understand and learn basic principles of a modern lattice Boltzmann
method and to implement this method for a numerical solution of incompressible viscous
free surface fluid flow in 2D areas in the computational environment MATLAB. These days,
the lattice Boltzmann method is used to simulate incompressible fluid flow as well as classical
methods. The developed software was used to solve three simple test cases in this work:
a fall of a droplet on a solid surface and on a free surface, dam break and a gravity casting.

Keywords: lattice Boltzmann method, free surface, 2D fluid flow, mezoscopic model, Eulerian
approach, Navier - Stokes equations

ii



Obsah
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2.4.3 Lattice Boltzmannův systém . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
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Úvod

Modelovánı́ prouděnı́ tekutin má v dnešnı́ době mnoho praktických využitı́, at’ už v průmyslu,
lékařstvı́ nebo ve výzkumu. Z průmyslových aplikacı́ lze zmı́nit napřı́klad vakuové litı́ či vstřiko-
vánı́ různých materiálů do forem, prouděnı́ potrubı́m anebo aerodynamické zkoušky obtékánı́
těles ke zjišt’ovánı́ odporu vzduchu. Výhodou numerických simulacı́ je mimo jiné výrazná úspora
finančnı́ch prostředků při vývoji nových přı́strojů či technologiı́ tı́m, že jsou nejprve provedeny
předběžné počı́tačové testy, které jsou následně ověřovány experimentálně.

Lattice Boltzmannova (LB) metoda je poměrně nová metoda ve výpočtové dynamice tekutin
(CFD, z angl. ”Computational Fluid Dynamics“). Výpočtová dynamika tekutin se zabývá vývojem
a studiem numerických metod pro simulace prouděnı́ tekutin včetně přenosu tepla a hmoty.
Parciálnı́ diferenciálnı́ rovnice popisujı́cı́ matematický model odpovı́dajı́cı́ho problému prouděnı́
tekutin jsou zde řešeny numerickým přı́stupem. To znamená, že v uvažované výpočtové oblasti
je vytvořena výpočetnı́ sı́t’ tvořená konečným počtem buněk a v každé buňce této sı́tě jsou určeny
charakteristické veličiny popisujı́cı́ proudové pole, jako je napřı́klad rychlost, tlak, hustota nebo
teplota. Mezi základnı́ diskretizačnı́ metody určené pro numerické řešenı́ prouděnı́ tekutin patřı́
metoda konečných diferencı́, metoda konečných objemů a metoda konečných prvků.

Zatı́mco většina klasických numerických metod pro prouděnı́ nestlačitelných vazkých teku-
tin počı́tá přı́mo s makroskopickými proměnnými vystupujı́cı́mi v Navierových - Stokesových
rovnicı́ch a rovnici kontinuity, LB metoda využı́vá mezoskopický model prouděnı́. Mezoskopický
model se vyznačuje tı́m, že jsou sledovány jednotlivé částice tekutiny, ale na rozdı́l od mikrosko-
pického modelu jsou Newtonovy pohybové zákony použity pouze na pravděpodobnostnı́ funkce
vyskytujı́cı́ch se částic tekutiny. Mikroskopický model využı́vá Lagrangeova popisu prouděnı́.
To znamená, že sleduje tekutinu z hlediska pohybu jednotlivých částic a na každou tuto částici
jsou uplatněny Newtonovy pohybové zákony. Makroskopický model zpravidla využı́vá Eulerův
popis prouděnı́. Ten je charakterizován tı́m, že se na tekutinu pohlı́žı́ jako na kontinuum, na které
lze následně aplikovat základnı́ zákony zachovánı́ hmotnosti, hybnosti a celkové energie. Makro-
skopický model prouděnı́ nestlačitelných vazkých tekutin popisuje systém rovnic tvořený rovnicı́
kontinuity (1) a Navierovými-Stokesovými rovnicemi (2)

∇ · u = 0, (1)
∂u
∂t

+ u · ∇(u) = −1
ρ
∇p + ν∇2u, (2)
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kde ρ popisuje hustotu tekutiny, u vyjadřuje vektor okamžité rychlosti prouděnı́, ν označuje kine-
matickou viskozitu tekutiny, p je tlak a t je čas.

Pohyb částic v tekutině vyjádřené mezoskopickým modelem prouděnı́ popisuje Boltzmannova
rovnice, jejı́ž tvar je podle [23]

∂t f + e · ∇ f = Ω( f ), (3)

kde f je pravděpodobnostnı́ distribučnı́ funkce, e je vektor mikroskopické rychlosti částice a Ω( f )
je koliznı́ člen.

Hlavnı́m cı́lem této bakalářské práce je vytvořenı́ matematického modelu nestlačitelné vazké
tekutiny s volnou hladinou založeného na Boltzmannově rovnici a jeho implementace ve výpočto-
vém prostředı́ MATLAB. Pomocı́ vyvinutého softwaru je následně numericky řešena úloha
gravitačnı́ho litı́ dané tekutiny do formy.

Předložená práce je členěna do následujı́cı́ch kapitol. V prvnı́ kapitole je zmı́něn historický
vývoj lattice Boltzmannovy metody, z jakých modelů se postupně vyvinula a jaké jsou jejı́ výhody
oproti klasickým metodám pro řešenı́ prouděnı́ tekutin. Ve druhé kapitole je vysvětlen princip
lattice Boltzmannovy metody, algoritmus pro modelovánı́ prouděnı́ tekutiny tı́mto přı́stupem
a typy okrajových podmı́nek. Ve třetı́ kapitole je popsáno odvozenı́ Navierových - Stokesových
rovnic z diskrétnı́ lattice Boltzmannovy rovnice a ve čtvrté kapitole je popsána úprava lattice
Boltzmannovy metody pro modelovánı́ prouděnı́ nestlačitelné vazké tekutiny s volnou hladinou.
V páté kapitole jsou vyhodnoceny dosažené numerické výsledky řešených testovacı́ch přı́kladů,
kterými jsou pád kapky tekutiny na pevné dno a na volnou hladinu, protrženı́ vodnı́ hráze
a gravitačnı́ litı́ materiálu do formy.
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Kapitola 1

Historický vývoj metody

V této kapitole budou chronologicky popsány metody, ze kterých se postupem času vyvinula
lattice Boltzmannova metoda. Nejprve bude uvedeno několik základnı́ch informacı́ o buněčných
automatech, ze kterých postupně vznikl ”lattice gas automatta“ model. Následovat budou lattice
Boltzmannův model a lattice Bhatnagarův-Grossův-Krookův model.

1.1 Buněčné automaty

Ve 40. letech 20. stoletı́ navrhl John von Neumann spolu se Stanislawem Ulamem buněčný auto-
mat (CA, z angl. ”Cellular Automatta“). Tento automat sloužil k modelovánı́ dynamického systému,
který dokázal produkovat vlastnı́ kopie [14]. Výpočet probı́hal v diskrétnı́m čase a prostoru, který
byl rozčleněn na pravidelnou mřı́žku. Každé buňce byl na počátku výpočtu přidělen počátečnı́
stav a tento stav byl během každého iteračnı́ho kroku aktualizován dle určitých pravidel.
Stav i - té buňky mřı́žky byl popsán funkcı́ Φi, která byla závislá jednak na poloze pozorované
buňky ri, a jednak na čase t. Stav buňky v následujı́cı́m iteračnı́m kroku t + 1 byl určen podle
současného stavu pozorované buňky Φ(ri, t) a stavů okolnı́ch buněk Φ(ri + δj, t) v čase
t,kde j = 1, .., N, když N označuje počet okolnı́ch buněk té pozorované [31], [1], [27], neboli

Φi(ri, t + 1) = Ri (Φ(ri, t), Φ(ri + δ1, t), ..., Φ(ri + δN , t)) , (1.1)

kde Ri vyjadřuje funkčnı́ závislost nového stavu pozorované i - té buňky na aktuálnı́ch stavech
okolnı́ch buněk a té buňky samotné. Tento model počı́tal v booleanovských proměnných
a byl paralelnı́, což znamená, že výpočet časového vývoje stavů jednotlivých buněk probı́hal
v každém časovém kroku ve všech buňkách sı́tě současně. Prvotnı́m záměrem von Neumanna
k sestrojenı́ buněčného automatu bylo namodelovat vývoj buněk živé hmoty či organismu,
a tak spojit biologické procesy s matematickou teoriı́. Od té doby se ale pole využitı́ CA rozšı́řilo.
Pomocı́ buněčných automatů je možno modelovat dynamické systémy, jako je napřı́klad prouděnı́
tekutin, různé výpočetnı́ mechanismy, napřı́klad paralelnı́ výpočty v hardwaru, nebo sestavovat
některé fyzikálnı́ modely jako jsou modely popisujı́cı́ vývoj živých organismů.
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1.2. ”LATTICE GAS AUTOMATTA“ MODEL

1.2 ”Lattice gas automatta“ model

Na základě myšlenky buněčných automatů navrhli v roce 1986 Uriel Frisch, Brosl Hasslacher,
Yves Pomeau a Stephen Wolfram ”lattice gas automatta“ (LGA) model simulujı́cı́ zjednodušenou
molekulárnı́ dynamiku [23]. Princip tohoto modelu spočı́val v tom, že myšlené částice majı́cı́ určitou
hybnost se pohybovaly v diskrétnı́ch časových krocı́ch po dvourozměrné trojúhelnı́kové sı́ti.
V jednotlivých bodech mřı́žky se mohlo v jednom kroku současně nacházet až šest částic, proto
byl tento model označen jako šestirychlostnı́ model. Pohyb částic LGA modelu byl popsán vývo-
jovou rovnicı́ s booleanovskými proměnnými, jejı́ž tvar je podle [23]

nα(xi + eα, t + 1) = nα(xi, t) + Cα

({
nβ

})
, (1.2)

kde nα(xi, t) ∈ {0, 1} je čı́slo částice booleanovského typu a Cα(n) ∈ {−1, 0, 1} představuje koliznı́
operátor. Každá částice má soubor vektorů přı́pustných rychlostı́ eα

eα =
(

cos
[
(α− 1)

π

3

]
, sin

[
(α− 1)

π

3

])
, α = 1, 2, ..., 6.

Indexy α, β ∈ {1, 2, ..., q} v rovnici (1.2) vyjadřujı́ směry vektorů diskrétnı́ch rychlostı́, kde q ozna-
čuje jejich celkový počet v souboru. Pohyb částic lze vypočı́tat ve dvou krocı́ch, a to koliznı́m
a propagačnı́m kroku.

Z vlastnostı́ LGA lze zmı́nit napřı́klad dodržovánı́ zákonů zachovánı́, simulace dynamiky teku-
tin pomocı́ zjednodušeného modelu bezrozměrných částic s využitı́m základnı́ symetrie modelu.

Tento model měl ale také své nedostatky, jako napřı́klad statistický šum, velké fluktuace
uvnitř systému a byl funkčnı́ jen pro nı́zká Reynoldsova čı́sla. Laděnı́ parametrů modelu bylo
kvůli výpočtům v booleanovských proměnných obtı́žné. A také stavová rovnice pro šestirychlostnı́
model nebyla fyzikálnı́ kvůli závislosti na u2, viz [23].

1.3 Lattice Boltzmannův model

Lattice Boltzmanova rovnice (LBE, z angl. ”Lattice Boltzmann Equation“) byla odvozena z vývojové
rovnice ”lattice gas automatta“ modelu (1.2) [23], [24]. Hlavnı́m cı́lem lattice Boltzmannova modelu
byla snaha odstranit některé nedostatky LGA modelu.

Lattice Boltzmannův model vycházı́ ze zjednodušené Boltzmannovy rovnice a lze jej použı́t
k simulaci prouděnı́ tekutin. Rovnice popisujı́cı́ časový vývoj pohybu podle tohoto modelu
má tvar [36]

fα(x + eαδt, t + δt) = fα(x, t) + Ω( fα), (1.3)

kde Ω( fα) je koliznı́ operátor a fα jsou pravděpodobnostnı́ funkce výskytu částic tekutiny. Indexy
α označujı́ jednotlivé směry vektorů mikroskopických rychlostı́, jejichž celkový počet v souboru
rychlostı́ je dán typem rychlostnı́ho modelu, viz kapitola 2.

Distribučnı́ (pravděpodobnostnı́) funkce f (x, e, t) je statistická veličina popisujı́cı́ pravděpo-
dobnost výskytu částice s danou rychlostı́ e v určitém mı́stě x v daném čase t.
V lattice Boltzmannovo modelu došlo k odstraněnı́ některých nedostatků LGA modelu. Nahra-
zenı́m booleanovských proměnných pravděpodobnostnı́mi funkcemi byl odstraněn statistický
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1.4. LATTICE BHATNAGARŮV-GROSSŮV-KROOKŮV MODEL

šum a usnadněna úprava parametrů modelu. Dále byly napřı́klad eliminovány fluktuace uvnitř
systému a nefyzikálnost stavové rovnice, která má v tomto přı́padě tvar

P = c2
s ρ. (1.4)

Také numerická efektivita výpočtů při použitı́ lattice Boltzmannovy rovnice je ve srovnánı́
s LGA modelem za daných podmı́nek vyššı́, viz [23].

1.4 Lattice Bhatnagarův-Grossův-Krookův model

Dalšı́m zjednodušenı́m lattice Boltzmannova modelu byla Bhatnagarova-Grossova-Krookova
aproximace koliznı́ho členu výrazem [23], [3]

Ω( fα) = −
1
τ

[
fα − f (eq)

α

]
, (1.5)

kde τ představuje relaxačnı́ čas. Tento parametr popisuje dobu potřebnou k uvedenı́ distri-
bučnı́ funkce f zpět do své rovnovážné polohy f eq. Model s tı́mto koliznı́m členem byl pojme-
nován, po jeho autorech, lattice Bhatnagarův-Grossův-Krookův (LBGK) model. Vztah pro výpočet
rovnovážné distribučnı́ funkce je vyjádřen podle [23] jako

f (eq)
α = wαρ

[
1 + A(eα · u) + B(eα · u)2 + Cu2] , (1.6)

kde hodnoty váhových funkcı́ wα a konstant A, B, C se mohou vypočı́tat ze zákonů zachovánı́.
Vývojovou rovnici LBE modelu (1.3) lze upravit použitı́m LBGK koliznı́ho členu (1.5) do násle-
dujı́cı́ho tvaru, čı́mž je vyjádřena rovnice popisujı́cı́ časový vývoj pohybu podle LBGK modelu

fα(x + eαδt, t + δt) = fα(x, t)− 1
τ

[
fα(x, t)− f (eq)

α (x, t)
]

. (1.7)
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Kapitola 2

Princip lattice Boltzmannovy metody

Lattice Boltzmannova metoda (LBM) je založena na principu buněčných automatů [31]. Obě tyto
metody lze použı́t pro simulaci prouděnı́ tekutin. LBM zároveň ale také vycházı́ z diskretizace
Boltzmannovy rovnice.

Spojitou Boltzmannovu rovnici, která popisuje pohyb jednotlivých částic tekutiny, lze převést
na diskrétnı́ lattice Boltzmanovu rovnici. A to tak, že fyzikálnı́ prostor je rozdělen pomocı́ bodů
v sı́ti a rychlostnı́ prostor je aproximován soubory vektorů mikroskopických rychlostı́ [17].
Neuspořádaně se pohybujı́cı́ mikroskopické částice uvnitř kapaliny jsou nahrazeny fiktivnı́mi
částicemi, které se již pohybujı́ jen v určitých směrech daných typem mřı́žky.

Časovou závislost pohybu částic tekutiny v každém bodu sı́tě popisuje vývojová lattice
Boltzmannova rovnice (1.3)

fα(x + eαδt, t + δt) = fα(x, t) + Ω( fα),

kde fα je pravděpodobnostnı́ distribučnı́ funkce výskytu částic tekutiny a eα jsou vektory mikro-
skopických rychlostı́ směřujı́cı́ z bodu sı́tě v mı́stě x a v čase t do sousednı́ch bodů podle obr. 2.1
pro rychlostnı́ model D2Q9. Ω( fα) se nazývá koliznı́ člen a popisuje tendenci částic navracet
se zpět do svého rovnovážného stavu. Pro lattice Bhatnagarův-Grossův-Krookův (LBGK) model
má, jak vı́me z předchozı́ kapitoly, tvar

Ω( fα) = −
1
τ

[
fα(x, t)− f (eq)

α (x, t)
]

,

kde f (eq)
α je rovnovážná distribučnı́ funkce a fα je nerovnovážná distribučnı́ funkce. Nerovnovážnou

distribučnı́ funkci lze považovat za malou výchylku distribučnı́ funkce ze svého rovnovážného
stavu. V každém bodu sı́tě pro každou distribučnı́ funkci existuje lokálnı́ rovnovážná distribučnı́
funkce, která lineárně závisı́ na makroskopické rychlosti u a hustotě proudı́cı́ tekutiny ρ, viz dále
rovnice (2.3). Parametr τ je relaxačnı́ čas, který závisı́ na viskozitě tekutiny podle rovnice [11]

ν = c2
s δt
(

τ − 1
2

)
, (2.1)

kde cs je rychlost zvuku. Koeficienty α označujı́ směry vektorů mikroskopických rychlostı́ kolem
bodu sı́tě. Pro model D2Q9, kde D2 znamená dvourozměrný a Q9 označuje model s devı́ti vektory
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mikroskopických rychlostı́, vypadajı́ směry těchto rychlostı́ podle obr. 2.1 (eα pro α = 1, 2, . . . , 8
označuje směry vektorů rychlostı́ a e9 = 0 označuje samotnou částici v klidu), viz [17]. Hodnoty

Obrázek 2.1: Rychlostnı́ model D2Q9.

mikroskopických rychlostı́ pro model D2Q9 lze vyjádřit podle [13]

eα =


(0, 0) α = 9,(

cos (α−1)π
2 , sin (α−1)π

2

)
c α = 1, 2, 3, 4,(

cos (2α−9)π
4 , sin (2α−9)π

4

)√
2c α = 5, 6, 7, 8,

(2.2)

kde c je mřı́žková rychlost daná podı́lem mřı́žkové délky δx ku mřı́žkovému časovému kroku δt.
Rovnice pro rovnovážnou distribučnı́ funkci má podle [13] tvar

f (eq)
α (x, t) = wαρ

(
1 +

eα · u
c2

s
+

(eα · u)2

2c4
s
− u2

2c2
s

)
, (2.3)

kde u a ρ jsou makroskopické proměnné, konkrétně rychlost a hustota tekutiny a wα je váhová
funkce. Hodnoty váhové funkce pro D2Q9 model jsou podle [13] následujı́cı́

wα =


4
9

α = 9,
1
9

α = 1, 2, 3, 4,
1

36
α = 5, 6, 7, 8.

(2.4)

Pravděpodobnostnı́ distribučnı́ funkci v každém bodu sı́tě lze pro rychlostnı́ model D2Q9 zobrazit
viz obr. 2.2.

Výpočet lattice Boltzmannovy rovnice (1.3) se provádı́ ve dvou krocı́ch, koliznı́m a propagačnı́m
kroku [36].
1. Koliznı́ krok: popisuje srážky částic v jednotlivých bodech sı́tě. Probı́há ve všech bodech sı́tě
současně a je dán rovnicı́

f̂α(x, t) = fα(x, t)− 1
τ

[
fα(x, t)− f (eq)

α (x, t)
]

. (2.5)
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Obrázek 2.2: Distribučnı́ funkce fα pro D2Q9 model.

To znamená, že v koliznı́m kroku se provádı́ výpočet nových (post koliznı́ch) distribučnı́ch funkcı́
f̂α(x, t) v jednotlivých bodech sı́tě vzniklé kolizı́ částic přiteklých v daném časovém kroku do těchto
bodů, viz obr. 2.3. Na tomto obrázku jsou barevně zobrazeny soubory post-koliznı́ch distribučnı́ch
funkcı́ v jednotlivých bodech mřı́žky.

Obrázek 2.3: Koliznı́ krok.

Do výrazu pro výpočet nové post-koliznı́ distribučnı́ funkce f̂α (2.5) může být navı́c přidán
člen ∆ fα pro výpočet účinku objemové sı́ly F na tekutinu v následujı́cı́m tvaru, který byl odvozen
v práci [12]

∆ fα = wαρ (eα · F)
1
c2

s
, (2.6)

kde wα označuje váhovou funkci, ρ je makroskopická hustota tekutiny, eα je mikroskopická
rychlost částic tekutiny a cs popisuje rychlost zvuku.
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2. Propagačnı́ krok (streaming): distribučnı́ funkce vzniklé po kolizi se přesouvajı́ do nejbližšı́ch
sousednı́ch bodů podél spojnic bodů mřı́žky, viz obr. 2.4.

Obrázek 2.4: Propagačnı́ krok.

Tento proces vyjadřuje rovnice

fα(x + eαδt, t + δt) = f̂α(x, t). (2.7)

Potı́že ovšem nastávajı́ při výpočtu distribučnı́ch funkcı́ na okrajı́ch výpočtové oblasti.
Distribučnı́ funkce opouštějı́cı́ výpočtovou oblast lze z výpočtů vyřadit, nebot’ po opuštěnı́ sı́tě
již nepopisujı́ prouděnı́ v pozorované oblasti. Naopak distribučnı́ funkce přitékajı́cı́ dovnitř
výpočtové oblasti z venku jsou neznámé. Tento problém se řešı́ zavedenı́m okrajových podmı́nek,
viz kapitola 2.3.

Po vypočı́tánı́ všech směrů distribučnı́ch funkcı́ ve všech bodech mřı́žky již lze určit makrosko-
pické veličiny. Tyto veličiny lze vyjádřit jako obecné momenty pravděpodobnostnı́ch distribučnı́ch
funkcı́. K−tý obecný moment mk je definován jako integrál distribučnı́ funkce f (x, e, t), přenásobené
k−tou mocninou mikroskopické rychlosti e, přes rychlostnı́ prostor, neboli

mk =
∫

ek f (x, e, t)de, (2.8)

kde index k ∈ N0. To znamená, že distribučnı́ funkce popisujı́cı́ množstvı́ částic tekutiny nacházejı́cı́
se v jednotlivých mı́stech x a pohybujı́cı́mi se mikroskopickými rychlostmi e jsou nahrazeny
statistickými průměry hodnot v prostoru, které odpovı́dajı́ makroskopickým veličinám [29].
Momenty vyjádřené ve spojitém rychlostnı́m prostoru lze diskretizacı́ rychlostnı́ho prostoru převést
do diskrétnı́ho rychlostnı́ho prostoru. V této práci byly vyjadřovány hustota ρ a rychlost u,
které odpovı́dajı́ nultému a prvnı́mu momentu distribučnı́ funkce a v diskrétnı́m rychlostnı́m
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prostoru majı́ tvar

ρ = ∑
α

fα, (2.9)

u =
1
ρ ∑

α

fαeα. (2.10)

Model D2Q9, viz obr. 2.6, ovšem nenı́ jediný model, který lze pro výpočet prouděnı́ LB metodou
použı́t. Ve 2D, čili v rovině, je možno definovat také model s pěti vektory mikroskopických rychlostı́
(D2Q5 model), viz obr. 2.5.

Obrázek 2.5: D2Q5 model. Obrázek 2.6: D2Q9 model.

Dvourozměrný model lze rozšı́řit na trojrozměrný model. Pak strukturu mřı́žky popisuje
D3Q13, D3Q15 nebo D3Q19 model, kde Q13, Q15 a Q19 opět značı́ počet vektorů rychlostı́.
Na druhou stranu je možné 2D model omezit na jednorozměrný model, viz obr. 2.7 a 2.8,
kde jsou znázorněny modely D1Q3 a D1Q5.

Obrázek 2.7: D1Q3 model. Obrázek 2.8: D1Q5 model.

Volba modelu závisı́ na tom, co požadujeme od dané simulace. Vyššı́ počet diskrétnı́ch rychlostı́
zajišt’uje přesnost a stabilitu metody, menšı́m počtem diskrétnı́ch rychlostı́ je dosaženo rychlejšı́ho
výpočtu s menšı́m využitı́m paměti.

Stabilitu metody ovlivňuje také velikost relaxačnı́ho parametru τ. Čı́m vı́ce se hodnota
tau blı́žı́ k 1

2 , tı́m je metoda méně numericky stabilnı́. Pro zvýšenı́ stability se proto tento jednoduchý
relaxačnı́ parametr (SRT, z angl. ”Single-relaxation-time“), nahrazuje mnohonásobným relaxačnı́m
parametrem (MRT, z angl. ”Multiple-relaxation-time“), který obsahuje diagonálnı́ relaxačnı́ matici,
podrobněji viz kapitola 2.2.
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2.1. ALGORITMUS IMPLEMENTACE LBM

2.1 Algoritmus implementace LBM

1. Zadefinovánı́ fyzikálnı́ho problému a jeho převedenı́ z fyzikálnı́ho systému do lattice
Boltzmannova systému.

2. Výpočet rovnovážných distribučnı́ch funkcı́ využitı́m makroskopických veličin, tj. makrosko-
pické rychlosti u(x, t0) a hustoty ρ(x, t0) v počátečnı́m čase t0 ze vztahu

f (eq)
α (x, t) = wαρ

(
1 +

eα · u
c2

s
+

(eα · u)2

2c4
s
− u2

2c2
s

)
(2.11)

a nadefinovánı́ počátečnı́ch hodnot distribučnı́ch funkcı́ fα(x, t0) = f (eq)
α (x, t0).

3. Koliznı́ krok. Probı́há ve všech bodech uvnitř i na okraji výpočtové oblasti podle rovnice

f̂α(x, t) = fα(x, t)− 1
τ

[
fα(x, t)− f (eq)

α (x, t)
]

. (2.12)

4. Propagace. Probı́há stejně jako kolize v celé výpočtové oblasti s tı́m rozdı́lem, že na jejı́ch
okrajı́ch jsou vyjádřeny jen směry distribučnı́ch funkcı́ dovnitř oblasti. Vyjádřı́ se vztahem

fα(x + eαδt, t + δt) = f̂α.(x, t) (2.13)

5. Určenı́ okrajových podmı́nek a dopočet neznámých směrů distribučnı́ch funkcı́ na hranicı́ch
výpočtové oblasti, blı́že viz kapitola 2.3.

6. Výpočet nových makroskopických veličin, rychlosti u(x, t + δt) a hustoty ρ(x, t + δt), pomocı́
vztahů

ρ(x, t + δt) = ∑
α

fα(x, t + δt), (2.14)

u(x, t + δt) =
1

ρ(x, t + δt) ∑
α

eα fα(x, t + δt). (2.15)

Tyto nové makroskopické veličiny jsou převedeny z lattice Boltzmannova systému
zpět do fyzikálnı́ho systému.

7. Jsou-li splněny dané zastavovacı́ podmı́nky, ukončı́me výpočet. Nenı́-li tomu tak, přepočı́táme
rovnovážné distribučnı́ funkce podle vztahu (2.11) s použitı́m nových hodnot makroskopických
veličin a vrátı́me se zpět na bod 3.
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2.2. SINGLE-/MULTIPLE - RELAXATION TIME

2.2 Single-/Multiple - relaxation time

Numerická stabilita lattice Boltzmanovy metody s Bhatnagarovým-Grossovým-Krookovým
koliznı́m členem (LBGK metoda) závisı́ mimo jiné na velikosti jednoduchého relaxačnı́ho
parametru τ. Model s jednı́m relaxačnı́m parametrem se označuje jako SRT model (z angl. ”single
relaxation time“). LBM využı́vajı́cı́ SRT se nazývá SRT-LB metoda. Výhodou tohoto modelu je jeho
jednoduchost a rychlost výpočtu. Naopak jeho nevýhodou je numerická nestabilita pro hodnoty
τ blı́žı́cı́ se k 1

2 . Ze vztahu (2.47) vyplývá, že s rostoucı́ hodnotou Reynoldsova čı́sla Re se hodnota
τ blı́žı́ k 1

2 a tı́m klesá numerická stabilita SRT-LB metody. V těchto přı́padech je vhodnějšı́
SRT nahradit mnohonásobným relaxačnı́m časem neboli MRT (z angl. ”multiple relaxation time“).
Použitı́m MRT operátoru je zachována jednoduchost a výpočetnı́ výkonnost LBGK modelu,
ale navı́c docházı́ k většı́ numerické stabilitě řešenı́ i pro vysoká Reynoldsova čı́sla. Jedno-
duchý relaxačnı́ parametr je zjednodušeným přı́padem MRT.

Hlavnı́ myšlenka MRT-LB modelu je následujı́cı́. Koliznı́ krok je uskutečněn v momentovém
prostoru, tj. prostoru s momenty distribučnı́ch funkcı́ mα(x, t), ale propagačnı́ krok je nadále
realizován v rychlostnı́m (distribučnı́m) prostoru, tj. prostoru s distribučnı́mi funkcemi fα(x, t) [16].
V lattice Boltzmannově metodě je koliznı́ operátor Ω( fα) obecně dán vztahem

fα(x + eαδt)− fα(x, t) = Ω( fα). (2.16)

V LBGK metodě byl tento operátor vyjádřen v distribučnı́m prostoru vztahem

Ω = − 1
τ

[
f(x, t)− f(eq)(x, t)

]
.

V MRT-LB metodě je koliznı́ člen převeden do momentového prostoru a lze jej vyjádřit ve tvaru
[8], [19]

Ω = −M−1 · S [m(x, t)−meq(x, t)] , (2.17)

kde S označuje diagonálnı́ matici s relaxačnı́mi parametry na diagonále definovanou v momen-
tovém prostoru. Pokud jsou všechny prvky matice S stejné, MRT člen přejde v SRT člen. Pokud
jsou těmito prvky navı́c pouze zlomky 1

τ , MRT-LB model přejde v LBGK model. Prvky diagonálnı́
matice jsou obecně definovány následovně

S = diag(s1, s2, s3, s4, s5, s6, s7, s8, s9)
T, (2.18)

kde jednotlivé prvky si, i = 1, 2, . . . , 9 jsou pro zı́skánı́ co nejstabilnějšı́ho modelu voleny z intervalu
(0; 2). Členy m(x, t) a meq(x, t) jsou momentové vektory a pro model D2Q9 majı́ 9 členů. V tomto
přı́padě má nerovnovážný momentový vektor m(x, t) následujı́cı́ podobu [19]

m = (ρ, e, ε, jx, qx, jy, qy, pxx, pxy)
T, (2.19)

kde ρ označuje hustotu, e je energie, ε odpovı́dá kvadrátu energie, jx, resp. jy, popisujı́
x-, resp. y-ovou, složku hybnosti, qx a qy označujı́ x- a y-ovou složku energetického toku a pxx,
resp. pxy, se vztahujı́ k diagonálnı́m, resp. mimodiagonálnı́m, prvkům tenzoru napětı́. M označuje
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2.2. SINGLE-/MULTIPLE - RELAXATION TIME

transformačnı́ matici s konstantnı́mi prvky. Tato matice sloužı́ k transformaci rychlostnı́ho prostoru
do momentového a pro D2Q9 model má tento tvar

M =



1 1 1 1 1 1 1 1 1
−1 −1 −1 −1 2 2 2 2 −4
−2 −2 −2 −2 1 1 1 1 4

1 0 −1 0 1 −1 −1 1 0
−2 0 2 0 1 −1 −1 1 0

0 1 0 −1 1 1 −1 −1 0
0 −2 0 2 1 1 −1 −1 0
1 −1 1 −1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 −1 1 −1 0


. (2.20)

Pomocı́ transformačnı́ matice M lze vyjádřit vztah mezi vektorem m(x, t) a distribučnı́ funkcı́
f(x, t) následovně [19]

m = M · f, (2.21)
f = M−1 ·m

Rovnovážný stav momentu m(x, t) je vyjádřen pomocı́ meq(x, t). Jednotlivé prvky vektoru
momentů meq lze rozdělit do dvou skupin, a to na kinetické a hydrodynamické momenty.
Hydrodynamické momenty zůstávajı́ během koliznı́ho procesu zachovány a platı́ tedy
pro ně vztah meq

α = mα. Pro kinetické momenty již ale tato rovnost neplatı́, protože během
koliznı́ho procesu zachovány nejsou [8]. Na druhou stranu je možné alespoň vyjádřit schopnost
těchto momentů navracet se do rovnovážného stavu relaxačnı́ rovnicı́ [19]

m∗i = mi − si(mi −meq
i ), (2.22)

kde index * označuje momenty po kolizi a hodnoty momentů před kolizı́ jsou bez indexu.
Při volbě hodnot kinetických momentů meq

i v rovnici (2.22) je nutné respektovat symetrii úlohy.
Pokud se prvky rovnovážného vektoru meq určı́ následovně [18]

meq
0 = ρ,

meq
1 = −2ρ + 3ρ(u2

x + u2
y),

meq
2 = ρ− 3ρ(u2

x + u2
y),

meq
3 = ρux,

meq
4 = −ρux,

meq
5 = ρuy,

meq
6 = −ρuy,

meq
7 = ρ(u2

x − u2
y),

meq
8 = ρuxuy,

(2.23)

platı́ pro ně následujı́cı́ rovnost
meq = M · f(eq). (2.24)
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2.2. SINGLE-/MULTIPLE - RELAXATION TIME

Dosazenı́m vztahů (2.21) a (2.24) do rovnice (2.17) lze upravit koliznı́ člen do tvaru, který se nazývá
MRT operátor a vypadá takto

Ω = −M−1 · S ·M ·
[
f(x, t)− f(eq)(x, t)

]
. (2.25)
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2.3. OKRAJOVÉ PODMÍNKY

2.3 Okrajové podmı́nky

Okrajové podmı́nky řešı́ problém s určenı́m hodnot distribučnı́ch funkcı́ na okrajı́ch výpočtové
oblasti. Směry distribučnı́ch funkcı́ v krajnı́ch bodech sı́tě směřujı́cı́ z oblasti ven, mimo
sı́t’, lze z výpočtů vyřadit, jelikož již nepopisujı́ prouděnı́ uvnitř výpočtové oblasti. Hodnoty
distribučnı́ch funkcı́, které vtékajı́ dovnitř mřı́žky, jsou naopak důležité, ale neznámé. Tyto neznámé
hodnoty lze vyjádřit právě pomocı́ okrajových podmı́nek. Podstatou určenı́ okrajových podmı́nek
je vyjádřenı́ závislosti neznámé distribučnı́ funkce vtékajı́cı́ do výpočtové oblasti na známé
distribučnı́ funkci opouštějı́cı́ danou výpočtovou oblast.

2.3.1 Periodické okrajové podmı́nky

Periodické okrajové podmı́nky představujı́ jeden z nejjednoduššı́ch přı́padů okrajových podmı́-
nek. Princip spočı́vá v tom, že objem, který vyteče z výpočtové oblasti hranicı́ na jedné straně,
přiteče zpět do oblasti opačnou stranou. Obecně vzato lze uvažovat dva typy periodických okra-
jových podmı́nek. Bud’ může být výpočtová oblast uzavřena kolem dokola pouze spojenı́m levé
a pravé hranice, čı́mž vznikne tvar dutého válce, nebo se navı́c propojı́ ještě hornı́ a dolnı́ okraj
oblasti, což svým tvarem připomı́ná dutý toroid [33].

2.3.2 ”Bounce-back“ stěny

”Bounce-back“ neboli ”no-slip“ okrajová podmı́nka popisuje situaci, kdy všechny směry
distribučnı́ch funkcı́ vytékajı́cı́ z výpočtové oblasti ven, jejichž hodnoty jsou známy, se jakoby
odrazı́ od pevné imaginárnı́ zdi a vracı́ se zpět dovnitř sı́tě, viz obr. 2.9. Tato zed’ má neklouzavý
povrch, proto se částice vracı́ po stejné trase, po jaké přišly. Tı́m se určı́ hodnoty neznámých
distribučnı́ch funkcı́ [32].

Obrázek 2.9: ”Bounce-back“ okrajová podmı́nka.

2.3.3 Hladká stěna

Rekonstrukce neznámých distribučnı́ch funkcı́ aplikacı́ hladkých stěn je podobná ”bounce-back“
podmı́nce, jen s tı́m rozdı́lem, že myšlená zed’ je hladká se zanedbatelně malým třenı́m, které
již ale ovlivňuje pohyb tekutiny. Pohyb částic tekutiny při aplikaci těchto okrajových podmı́nek
je naznačen na obr. 2.10 [32].
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2.3. OKRAJOVÉ PODMÍNKY

Obrázek 2.10: Okrajová podmı́nka hladké stěny.

2.3.4 Von Neumannovy okrajové podmı́nky

Von Neumannovy okrajové podmı́nky jsou formulovány pomocı́ vtékajı́cı́ či vytékajı́cı́ rychlosti
na okrajı́ch oblasti a lze je vyjádřit ze zadaného vektoru počátečnı́ rychlosti u0 =

[
ux0, uy0

]T.
Pomocı́ něj je možno následně vyjádřit makroskopickou hustotu (tlak) a zbývajı́cı́ tři neznámé
distribučnı́ funkce vtékajı́cı́ dovnitř výpočtové oblasti v jednotlivých hraničnı́ch bodech sı́tě.
Celkem je tedy třeba určit čtyři neznámé. Aby bylo možné tyto neznámé vypočı́tat, je potřeba
vyjádřit čtyři rovnice. Tyto rovnice jsou jednak dány vztahy makroskopických proměnných,
tj. hustoty ρ a rychlosti u0

ρ = ∑
α

fα, (2.26)

u0 =
1
ρ ∑

α

fαeα, (2.27)

a jednak splněnı́m ”bounce-back“ podmı́nky ve směru kolmém na stěnu podle [37]. Vztah (2.26)
poskytuje prvnı́ rovnici, dalšı́ dvě rovnice jsou vyjádřeny rozepsánı́m vztahu (2.27) do x- a y-ové
složky a čtvrtou rovnici poskytuje ”bounce-back“ podmı́nka [33].

2.3.5 Dirichletovy okrajové podmı́nky

Dirichletovy okrajové podmı́nky se svým způsobem podobajı́ Von Neumannovým okrajovým
podmı́nkám. Lišı́ se v tom, že jsou formulovány pomocı́ počátečnı́ makroskopické hustoty (tlaku)
ρ0 proudı́cı́ tekutiny. Pomocı́ nı́ je následně vyjádřena makroskopická rychlost u a zbývajı́cı́
tři neznámé distribučnı́ funkce přitékajı́cı́ zvenku dovnitř výpočtové oblasti jednotlivými krajnı́mi
body sı́tě. Jelikož je uvažována jen rychlost ve směru kolmém na hranici, tečná složka rychlosti
je nulová, neznámé jsou opět čtyři. Postup odvozenı́ těchto čtyř neznámých veličin je obdobný
jako u Von Neumannových okrajových podmı́nek. Na začátku jsou zadány počátečnı́ hodnoty
v krajnı́ch bodech sı́tě, tj. makroskopická hustota ρ = ρ0 a směry distribučnı́ch funkcı́ fα, které
již byly vypočteny v propagačnı́m kroku. Pro určenı́ zbylých čtyř neznámých hodnot je potřeba
sestavit čtyři rovnice. Tyto rovnice se vyjádřı́ z ”bounce-back“ podmı́nky sestavené ve směru
kolmém k hranici oblasti a ze vztahů pro výpočet makroskopických veličin, tzn. rychlosti
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2.3. OKRAJOVÉ PODMÍNKY

u a hustoty ρ0 [33]

u =
1
ρ0

∑
α

fαeα, (2.28)

ρ0 = ∑
α

fα. (2.29)
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2.4. PŘEVOD MEZI FYZIKÁLNÍM A LATTICE BOLTZMANNOVÝM SYSTÉMEM
(PARAMETRIZACE)

2.4 Převod mezi fyzikálnı́m a lattice Boltzmannovým systémem (para-
metrizace)

Aby bylo možné provést výpočet fyzikálnı́ho problému lattice Boltzmannovou metodou, musı́
být nejprve daná úloha převedena z fyzikálnı́ho do lattice Boltzmannova systému. Teprve
v tomto systému je řešenı́ uskutečněno. Výsledné hodnoty jsou následně převedeny
zpět do fyzikálnı́ho systému. Existujı́ dva způsoby řešenı́ tohoto problému. Prvnı́ možnostı́
je přı́má diskretizace úlohy zadané ve fyzikálnı́m systému do LB systému pomocı́ převodových
zlomků, neboli podı́lu hodnot veličin ve fyzikálnı́m systému ku hodnotám v lattice Boltzmannovo
systému. Druhým způsobem je převedenı́ fyzikálnı́ho problému do lattice Boltzmannova systému
přes bezrozměrný systém zavedenı́m pomocných veličin, charakteristického času t0 a délky l0,
a následně diskretizačnı́ch proměnných, časového kroku δt a prostorového kroku δx [28].
Druhý způsob řešenı́ bude dále popsán. Veličiny ve fyzikálnı́m systému jsou označeny indexem
p (z angl. ”physical“), v bezrozměrném systému majı́ index d (z angl. ”dimensionless“) a v lattice
Boltzmannovo systému je veličinám přiřazen index lb.

2.4.1 Fyzikálnı́ systém

Nejprve je nadefinován fyzikálnı́ problém. To znamená, že jsou zadány fyzikálnı́ veličiny: počátečnı́
rychlost udělená tekutině up [m/s], charakteristický rozměr kanálu či nádoby, kde je výpočet
prováděn, dp [m], dynamická viskozita ηp [Pa.s] a hustota sledované tekutiny ρp

[
kg/m3],

ze kterých lze následně vyjádřit kinematickou viskozitu νp vztahem

νp =
ηp

ρp

[
m2

s

]
. (2.30)

Ze zadaných parametrů je následujı́cı́m vztahem vyjádřeno tzv. Reynoldsovo čı́slo

Re =
updp

νp
. (2.31)

Reynoldsovo čı́slo je bezrozměrný zlomek vyjadřujı́cı́ podobnost skutečného fyzikálnı́ho modelu
a výpočtového modelu v bezrozměrném a lattice Boltzmannovo systému. Proto má Reynoldsovo
čı́slo ve všech třech systémech stejnou hodnotu.

Pro přechod z fyzikálnı́ho systému na bezrozměrný systém jsou zavedeny referenčnı́ veličiny:
délka l0 [m] a čas t0 [s]. Referenčnı́ rychlost lze vyjádřit pomocı́ těchto dvou veličin

u0 =
l0
t0

[m
s

]
.
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2.4.2 Bezrozměrný systém

Fyzikálnı́ veličiny lze převést do bezrozměrného systému následovně

up = l0
t0

ud ⇒ ud = t0
l0

up,

dd =
dp
l0

,
td =

tp
t0

.

(2.32)

Velikosti referenčnı́ch veličin jsou voleny stejně jako hodnoty odpovı́dajı́cı́ch fyzikálnı́ch veličin
ve fyzikálnı́m systému. Hodnoty výsledných bezrozměrných parametrů se pak podle (2.32)
budou rovnat jednotkám

ud = 1,
dd = 1,
td = 1.

(2.33)

V bezrozměrném systému lze Reynoldsovo čı́slo vyjádřit obdobným způsobem jako ve fyzikálnı́m
systému, viz (2.31)

Re =
uddd

νd
.

Dosazenı́m hodnot (2.33) do tohoto výrazu je vyjádřen vztah

Re =
1
νd

. (2.34)

Jelikož se přechodem mezi systémy Reynoldsovo čı́slo neměnı́, lze ze vzorce (2.34) vyjádřit kine-
matickou viskozitu v bezrozměrném systému, kdy Reynoldsovo čı́slo je určeno pomocı́ fyzikálnı́ch
veličin

νd =
1

Re
. (2.35)

Pro diskretizaci bezrozměrného systému do lattice Boltzmannova systému je třeba zavést
diskretizačnı́ proměnné, a to charakteristický délkový (prostorový) krok δx a charakteristický
časový krok δt.

2.4.3 Lattice Boltzmannův systém

Diskretizačnı́ parametr δx je určen podı́lem

δx =
l0
N

, (2.36)

kde N je počet dı́lků použitých k diskretizaci referenčnı́ délky l0. Jednotkou diskretizačnı́ho délko-
vého kroku δx je mřı́žková jednotka lu, z angl. ”lattice unit“. Časový krok δt je dopočten obdobným
způsobem

δt =
t0

Nit
, (2.37)
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kde Nit je počet iteračnı́ch kroků v daném výpočtu. Jednotkou diskretizačnı́ho časového para-
metru δt je časový krok ts, z angl. ”time step“. Hodnoty referenčnı́ch veličin l0 a t0 vyjádřených
v bezrozměrném systému jsou rovny jedné [21]. Proto lze vztahy (2.36) a (2.37) upravit na tvar

δx =
1
N

a
δt =

1
Nit

.

Diskretizačnı́ parametry δt a δx je vhodné zvolit tak, aby lattice Boltzmannova metoda byla
co nejstabilnějšı́. To nastane v přı́padě, kdy Machovo čı́slo Ma = u/cs bude menšı́ než rychlost
zvuku cs. Pro makroskopickou rychlost v LB systému pak tedy musı́ platit podmı́nka [28]:

‖ulb‖2 =
δt
δx
‖ud‖2 � cs,

kde velikost rychlosti ud je dána vztahem (2.33). Pomocı́ δx a δt a vztahu (2.35) lze vyjádřit rychlost
ulb a kinematickou viskozitu νlb v lattice Boltzmannovo systému následovně

ud =
δx
δt

ulb ⇒ ulb =
δt
δx

ud, (2.38)

νd =
δx2

δt
νlb ⇒ νlb =

δt
δx2 νd =

δt
δx2

1
Re

. (2.39)

Nynı́ již lze vypočı́tat hodnotu relaxačnı́ho parametru τ. Relaxačnı́ parametr τ je s kinematickou
viskozitou svázán vztahem

νp = c2
s δt(τ − 0.5), (2.40)

kde cs je rychlost zvuku v LB systému definovaná jako

cs =
c√
3

, (2.41)

kde c je mřı́žková rychlost. Mřı́žková rychlost je rychlost, se kterou se částice přesune o 1 délkový
krok δx za 1 časový krok δt, tj.

c =
δx
δt

[
lu
ts

]
. (2.42)

Ze vztahů (2.40), (2.41), (2.42) se pak relaxačnı́ parametr τ vyjádřı́ následovně

τ = 0.5 +
νp

c2
s δt

= 0.5 +
3νp

c2δt
= 0.5 +

3νp
δx2

δt2 δt
= 0.5 +

3νp
δx2

δt

= 0.5 +
3

cδx
νp. (2.43)

Za použitı́ výrazu (2.42) pro mřı́žkovou rychlost je vyjádřen vztah

τ = 0.5 +
3

cδx
νp = 0.5 +

3
δx

δt
δx

νp = 0.5 + 3
δt

δx2 νp. (2.44)
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Dosazenı́m vztahů pro převod kinematické viskozity z fyzikálnı́ho do LB systému přes bezrozměrný
systém

δx2

δt
νlb = νd =

t0

l2
0

νp = [pro l0 = t0 = 1] = νp (2.45)

je vyjádřen relaxačnı́ parametr τ v LB systému následovně

τ = 0.5 + 3νlb. (2.46)

Upravenı́m kinematické viskozity v LB systému pomocı́ vztahu (2.39) je vyjádřena závislost mezi
τ a Reynoldsovým čı́slem

τ = 0.5 + 3
δt

δx2
1

Re
. (2.47)

Z výrazu (2.47) vyplývá omezujı́cı́ interval pro velikost relaxačnı́ho parametru τ ∈ (0.5;+∞). Dále
je z tohoto vztahu zřejmé, že s rostoucı́m Reynoldsovým čı́slem se τ → 1

2 .

2.4.4 Z lattice Boltzmannova systému zpět do fyzikálnı́ho systému

Při převodu makroskopické rychlosti v lattice Boltzmannovo systému ulb zpět do fyzikálnı́ho
systému je třeba jı́t opět přes bezrozměrný systém. Tento převod lze vyjádřit pomocı́ vztahů
(2.32) a (2.38) následujı́cı́m způsobem

up = ulb
δx
δt

u0. (2.48)
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Kapitola 3

Odvozenı́ Navierových-Stokesových
rovnic z diskrétnı́ lattice Boltzmannovy
rovnice

V této kapitole budou odvozeny Navierovy-Stokesovy rovnice pro prouděnı́ nestlačitelné vazké
tekutiny z lattice Boltzmanovy rovnice. Výchozı́m tvarem LB rovnice bude diskrétnı́ kinetická
rovnice popisujı́cı́ pohyb distribučnı́ch funkcı́ částic, jež vycházı́ z kinetické rovnice LGA (1.2) [6]

fα(x + eα∆t, t + ∆t)− fα(x, t) = − 1
τ

[
fα(x, t)− f eq

α (x, t)
]

, (3.1)

kde rovnovážná distribučnı́ funkce f eq
α je definována vztahem

f eq
α = wαρ

[
1 +

eα · u
c2

s
+

(eα · u)2

2c4
s
− u2

2c2
s

]
(3.2)

a
cs =

c√
3

,

za předpokladu malého Machova čı́sla Ma =
u
cs

do O(Ma2). Důvodem, proč je předpis

pro rovnovážnou distribučnı́ funkci rozepsán právě do O(u2) je fakt, že Navierovy-Stokesovy
rovnice majı́ nelinearitu druhého řádu přesnosti rychlosti [6], [5]. Pro zı́skánı́ Navierových-Stoke-
sových rovnic musı́ být mřı́ž symetrická. Proto byl použit D2Q9 model [6], [9].
Pro D2Q9 model jsou indexy α = 1, 2, ..., 9. Za těchto předpokladů pak pro BGK model platı́
následujı́cı́ vztahy [20]

∑α wα = 1,
∑α wαeα = 0,
∑α wαeαeα = c2

s I,
∑α wαeαeαeα = 0,
∑α wαeαeαeαeα = c4

s II,
∑α wαeαeαeαeαeα = 0.

(3.3)
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Z definice f eq
α (3.2) a vztahů pro mřı́žkovou symetrii (3.3) vyplývajı́ následujı́cı́ vztahy [11]

∑
α

f eq
α = ρ, (3.4)

∑
α

eα f eq
α = ρu, (3.5)

∑
α

eαeα f eq
α = c2

s ρI + ρuu, (3.6)

∑
α

eαeαeα f eq
α = c2

s ρu. (3.7)

Makroskopické veličiny jsou definovány následovně [11]

ρ = ∑
α

fα, (3.8)

ρu = ∑
α

eα fα. (3.9)

Ze vztahů (3.4), (3.5), (3.8) a (3.9) vyplývá podle [11], že

∑
α

f (k)α = 0, (3.10)

∑
α

eα f (k)α = 0, (3.11)

kde k > 0. K odvozenı́ Navierových-Stokesových rovnic je třeba ještě znát dalšı́ dvě makroskopické
veličiny [7], a to tenzor napětı́

Π(k) = ∑
α

eαeα f (k)α ; k > 0 (3.12)

a rovnovážný tenzor napětı́
Π(0) = ∑

α

eαeα f (0)α . (3.13)

Chapmanův-Enskogův přı́stup
Odvozenı́ makroskopických parciálnı́ch diferenciálnı́ch rovnic bylo provedeno Chapmanovým-
Enskogovým přı́stupem. To znamená, že LB rovnice byla rozvinuta bezrozměrným perturbačnı́m
parametrem ε a následně byla provedena vı́ce-škálová analýza. Parametr ε je velice malé čı́slo,
jehož fyzikálnı́m významem je Knudsenovo čı́slo a lze jej vyjádřit jako podı́l mikroskopické délky
δx s charakteristickou makroskopickou délkou L [7].

Pro distribučnı́ funkci v Boltzmannově rovnici navı́c platı́, že časová závislost distribučnı́ funkce
probı́há přes hustotu ρ a makroskopický vektor rychlosti u, popřı́padě teplotu T [13]

∂ fα

∂t
=

∂ fα

∂ρ

∂ρ

∂t
+

∂ fα

∂u
∂u
∂t

.
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Pro realizaci analýzy bylo třeba provést následujı́cı́ Chapmanovy-Enskogovy rozvoje

fα = f (0)α + ε f (1)α + ε2 f (2)α , (3.14)
∂

∂t
= ε

∂

∂t1
+ ε2 ∂

∂t2
, (3.15)

∇ = ε∇1. (3.16)

Ukazuje se, že rozvoj distribučnı́ funkce do druhého řádu přesnosti perturbačnı́ho parametru
postačuje k vyjádřenı́ makroskopických rovnic. Prvnı́ člen rozvoje (3.14) f (0)α vyjadřuje rovno-
vážný stav částic a distribučnı́ funkce f (k)α , k > 0, popisujı́ odchylku od tohoto stavu. Členy časového
rozvoje (3.15) jsou stejného řádu přesnosti, ale t1 >> t2. Tento velikostnı́ rozdı́l časů
∂t1 a ∂t2 je vyjádřen pomocı́ parametru ε. To znamená, že jsou popsány dvě časové škály, konvekčnı́
čas t1 a difúznı́ čas t2 [20].

Člen fα(x + eα∆t, t + ∆t) rovnice (3.1) byl rozvinut Taylorovým rozvojem do řádu
n = 2 a následně dosazen zpět do téže rovnice [20]

fα(x, t) + ∆tDt fα(x, t) +
∆t2

2
D2

t fα(x, t) = − 1
τ

[
fα(x, t)− f eq

α (x, t)
]

, (3.17)

kde
Dt = ∂t + eα · ∇

je materiálová derivace, po jejı́mž dosazenı́ do rozvinuté rovnice (3.17) a současném vydělenı́ této
rovnice členem ∆t je zı́skán výraz

∂ fα

∂t
+ eα · ∇ fα +

∆t
2

(
∂2 fα

∂t2 + 2e · ∇∂ fα

∂t
+ eαeα : ∇∇ fα

)
= − 1

τ∆t
[

fα − f eq
α

]
. (3.18)

Po dosazenı́ (3.14), (3.15), (3.16) do (3.18) a zanedbánı́ členů se složitostı́ O(ε3) a vyššı́ je určen
následujı́cı́ vztah

ε∂t1 f (0)α + ε2∂t2 f (0)α + εeα∇1 f (0)α + ε2∂t1 f (1)α + ε2eα∇1 f (1)α +
∆t
2

ε2∂2
t1

f (0)α +

+εeα∇1∂t1 f 0
α +

∆t
2

eαei : ∇1∇1ε2 f (0)α = − 1
τ∆t

(
f (0)α + ε f (1)α + ε2 f (2)α − f (eq)

α

)
.

Porovnánı́m jednotlivých řádů Knudsenova čı́sla v této rovnici jsou vyjádřeny tyto výrazy

O(ε0) : f (0)α = f (eq)
α , (3.19)

O(ε1) : ∂t1 f (0)α + eα∇1 f (0)α = − 1
τ∆t

f (1)α , (3.20)

O(ε2) : ∂t2 f (0)α + ∂t1 f (1)α + eα∇1 f (1)α +
∆t
2

∂2
t1

f (0)α + eα∇1∂t1 f (0)α +
∆t
2

eαeα : ∇1∇1 f (0)α =

= − 1
τ∆t

f (2)α . (3.21)
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Rovnici (3.21) lze dále upravit tak, že se do nı́ za určité členy dosadı́ člen ∂t1 f (0)α vyjádřený
ze vztahu (3.20). Po provedenı́ několika úprav je zı́skána výsledná rovnice odpovı́dajı́cı́ O(ε2)

∂ f (0)α

∂t2
+

(
1− 1

2τ

)(
eα · ∇1 f (1)α +

∂ f (1)α

∂t1

)
= − 1

τ∆t
f (2)α . (3.22)

Nynı́ již je vše připraveno pro vyjádřenı́ makroskopických parciálnı́ch diferenciálnı́ rovnic [11]

1) makroskopické rovnice na škále O(ε1)
Součtem rovnice (3.20) přes všechny α a dosazenı́m vztahů (3.4), (3.5), (3.10) a (3.11) je určen vztah

∂t1 ρ +∇1(ρu) = 0. (3.23)

Součtem rovnice eα· (3.20) přes všechny α a dosazenı́m vztahů (3.4), (3.5), (3.10), (3.11) a (3.13)
je vyjádřena rovnice

∂t1(ρu) +∇1Π(0) = 0, (3.24)

kde tenzor Π(0) lze vyjádřit ze vztahů (3.13) a (3.6) následovně

Π(0) = c2
s ρI + ρuu. (3.25)

2) makroskopické rovnice na škále O(ε2)
Součtem rovnice (3.22) přes všechny α a dosazenı́m vztahů (3.4), (3.5), (3.10), (3.11) a (3.13) je zı́skán
výraz

∂t2 ρ = 0. (3.26)

Součtem rovnice eα· (3.22) přes všechny α a dosazenı́m vztahů (3.5), (3.11) a (3.12) dostaneme

∂t2(ρu) +∇1Π(1)
(

1− 1
2τ

)
= 0, (3.27)

kde tenzor Π(1) lze vyjádřit takto

∑
α

eαeα · (3.22) : ∂t1 ∑
α

eαeα f (0)α +∇1 ∑
α

eαeαeα f (0)α = − 1
τ∆t ∑

α

eαeα f (1)α .

Aplikacı́ vztahů (3.7), (3.12) a (3.13) na tuto rovnici je vyjádřen vztah:

Π(1) = −∆tτ
[
∂t1 Π(0) +∇1c2

s ρu
]

,

do kterého je následně dosazen výraz (3.25) a zı́skáme výsledek

Π(1) = −∆tτ
[
∂t1

(
c2

s ρI + ρuu
)
+∇1c2

s ρu
]

.

Zanedbajı́-li se zbytkové členy O(Ma2) a předpokládá-li se konstantnı́ hustota, lze tenzor Π(1) upra-
vit do následujı́cı́ podoby

Π(1) = −∆tτ∇1c2
s ρu. (3.28)
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Dosazenı́m vztahu (3.28) do (3.27) dostaneme rovnici

∂t2 (ρu)−∇1

[
∆tτ∇1c2

s ρu
(

1− 1
2τ

)]
= 0. (3.29)

Při označenı́ výrazu

ν = ∆tτc2
s

(
1− 1

2τ

)
= ∆tc2

s

(
τ − 1

2

)
, (3.30)

lze makroskopickou rovnici na škále O(ε2) (3.29) přepsat do výsledného tvaru

∂t2 (ρu)−∇1 · [ν∇1 (ρu)] = 0. (3.31)

Výsledné parciálnı́ diferenciálnı́ rovnice jsou pak zı́skány součtem makroskopických rovnic
řádu O(ε1) a řádu O(ε2), tj.

(3.23) + (3.26) :
(

ε
∂

∂t1
+ ε2 ∂

∂t2

)
ρ + ε∇1(ρu) = 0, (3.32)

(3.24) + (3.31) :
(

ε
∂

∂t1
+ ε2 ∂

∂t2

)
(ρu) + ε∇1 ·Π(0) − ε2∇1 · [ν∇1(ρu)] = 0. (3.33)

Dosazenı́m vztahu (3.15) a (3.16) do (3.32) je vyjádřena výsledná makroskopická rovnice kontinuity

∂ρ

∂t
+∇(ρu) = 0. (3.34)

Druhá parciálnı́ diferenciálnı́ rovnice (3.33) je upravena následujı́cı́m způsobem. Po dosazenı́ vztahů
(3.15) a (3.16) do (3.33) zı́skáme vztah

∂(ρu)
∂t

+∇ ·Π(0) −∇ · [ν∇(ρu)] = 0. (3.35)

Dosazenı́m (3.25) do (3.35) dostaneme rovnici

∂(ρu)
∂t

+∇
(
c2

s ρ + ρuu
)
−∇ · [ν∇(ρu)] = 0,

po jejı́ž drobné úpravě je vypočı́tán následujı́cı́ výraz

∂(ρu)
∂t

+∇(ρuu) = −∇
(
c2

s ρ
)
+ ν∇2(ρu). (3.36)

Tlak p lze pro izotermický LBE model určit stavovou rovnicı́ [23]

p = c2
s ρ. (3.37)

Dosazenı́m (3.37) do (3.36) je nakonec vyjádřena výsledná makroskopická Navierova-Stokesova
rovnice

∂(ρu)
∂t

+∇(ρuu) = −∇p + ν∇2(ρu). (3.38)
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Za předpokladu nestlačitelné tekutiny, tj. ρ = konst, lze rovnice (3.34) a (3.38) zjednodušit do tohoto
tvaru

∇ · u = 0,
∂u
∂t

+ u · ∇u = −1
ρ
∇p + ν∇2u.
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Kapitola 4

Modelovánı́ pohybu volné hladiny

V této kapitole bude objasněna problematika modelovánı́ pohybu nestlačitelné vazké tekutiny
s volnou hladinou. Prvnı́ podkapitola pojednává o možnostech modelovánı́ pohybu tekutiny
s volnou hladinou obecně a ve druhé podkapitole bude popsán model pohybu volné hladiny
pomocı́ lattice Boltzmannovy metody.

4.1 Způsoby řešenı́ modelu pohybu volné hladiny

Ve výpočtové dynamice tekutin se rozlišujı́ dva základnı́ přı́stupy modelovánı́ pohybu částic
tekutin, a to Lagrangeovský a Eulerovský přı́stup. Lagrangeovská metoda sleduje pohyb
tekutiny z hlediska jednotlivých částic, což znamená, že výpočtová sı́t’ se při použitı́ tohoto přı́stupu
bude během simulace pohybovat spolu s proudı́cı́ tekutinou. Nevýhodou této metody je defor-
mace sı́tě během pohybu, proto je vhodná spı́še pro vı́ce viskóznı́ laminárnı́ prouděnı́. Eulerovská
metoda zacházı́ s proudı́cı́ tekutinou jako s kontinuem, takže při výpočtech touto metodou bude
poloha výpočtové sı́tě pevně dána a proudı́cı́ tekutina se bude pohybovat mezi jednotlivými
buňkami [35].

Existujı́ různé algoritmy využı́vajı́cı́ těchto dvou přı́stupů. Mezi Eulerovské metody patřı́ napřı́-
klad ”Volume of Fluid“ (VOF) metoda nebo ”Level Set“ metoda. Z Lagrangeovských metod
lze zmı́nit napřı́klad ”Smoothed particle hydrodynamics“ (SPH) metodu.

VOF metoda patřı́ mezi tzv. ”Volume tracking“ metody [30]. Princip této metody spočı́vá
ve sledovánı́ pohybu tekutiny mezi jednotlivými buňkami výpočtové sı́tě. Pohyb volné hladiny
je sledován pomocı́ tzv. objemového podı́lu, který je přiřazen každé buňce. Hodnoty objemového
podı́lu se pohybujı́ v intervalu 〈0; 1〉 a vypovı́dajı́ o tom, jak velká část buňky je zaplněna teku-
tinou. Buňky na rozhranı́ majı́ objemový podı́l mezi 0 a 1, nulová hodnota odpovı́dá prázdné
buňce a jednička buňce zaplněné tekutinou. Tato metoda dodržuje zákon zachovánı́ hmotnosti.
To znamená, že objem, který z jedné buňky vyteče, se musı́ rovnat objemu, který přijı́má sousednı́
buňka.

”Level Set“ metoda je trochu jednoduššı́ než VOF metoda, ale nezachovává hmotnost.
Rozhranı́ tekutiny, které je definováno funkcı́ Γ(t) popisujı́cı́ hranici oblasti s tekutinou, je určeno
pomocı́ určité funkce ϕ(x, t), která určuje vzdálenost jednotlivých buněk od rozhranı́. Pro buňky
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4.2. MODELOVÁNÍ POHYBU VOLNÉ HLADINY LATTICE BOLTZMANNOVO METODOU

na rozhranı́ má proto nulovou hodnotu, uvnitř oblasti s tekutinou je kladná a vně je záporná [26],
[10]. Pohyb rozhranı́ je pak sledován prostřednictvı́m hodnot funkce ϕ ve výpočtové oblasti. Tento
pohyb popisuje následujı́cı́ transportnı́ rovnice

∂ϕ

∂t
+ v · ∇ϕ = 0,

kde v označuje rychlost rozhranı́ tekutiny ve vyjádřeném rychlostnı́m poli. V následujı́cı́m časovém
kroku si ale funkce ϕ nezachovává svou vzdálenost od rozhranı́, což způsobuje jeho zkreslenı́.
Proto tato funkce musı́ být v každém iteračnı́m kroku aktualizována, což má za následek problém
s dodrženı́m zákona zachovánı́ hmotnosti.

”Smoothed particle hydrodynamics“ metoda je Lagrangeovská metoda, kterou lze také použı́t
k simulaci prouděnı́ s volnou hladinou. Tato metoda nepožaduje výpočtovou sı́t’, protože časový
vývoj pohybu tekutiny je modelován prostřednictvı́m pohybu jednotlivých částic. Každá částice
je nahrazena bodem, který je definován interpolovanými hodnotami hmotnosti, rychlosti
a dalšı́mi charakteristickými veličinami potřebnými k řešenı́ úlohy. Tyto body pak simulujı́ pohyb
proudı́cı́ tekutiny [25], [22].

4.2 Modelovánı́ pohybu volné hladiny lattice Boltzmannovo metodou

Pohyb tekutiny s volnou hladinou popisuje prouděnı́ dvou fázı́. Dvoufázové prouděnı́ typu kapa-
lina - plyn lze zjednodušit na jednofázové prouděnı́, kdy je sledován pouze pohyb kapaliny a jejı́
volné hladiny. Hustota plynu je ve srovnánı́ s hustotou kapaliny velice malá, proto lze dynamiku
plynu zanedbat a lze předpokládat, že plyn na rozhranı́ dvou fázı́ kopı́ruje pohyb volné hladiny
kapaliny [15].

K modelovánı́ kapaliny s volnou hladinou byl použit algoritmus navržený v práci [34] a [15].
Tento přı́stup lze přirovnat k VOF metodě, ale na rozdı́l od nı́ je tato metoda schopná modelovat
i lehce stlačitelnou tekutinu. Pro výpočet pohybu kapaliny tı́mto algoritmem je potřeba
znát tři proměnné, a to hustotu kapaliny ρ(x, t), podı́l hmotnosti m(x, t) a objemový podı́l kapa-
liny ε(x, t), kterou lze vyjádřit následujı́cı́m vztahem

ε(x, t) =
m(x, t)
ρ(x, t)

. (4.1)

Objemový podı́l vyjadřuje, jak velká část buňky je zaplněna kapalinou a jeho hodnoty
se pohybujı́ v intervalu 〈0; 1〉, kde hodnota 0 platı́ pro prázdnou buňku a hodnota 1 označuje
buňku plnou. Hodnoty uvnitř intervalu mezi 0 a 1 popisujı́ objemový podı́l jednotlivých buněk
na rozhranı́. Prázdná buňka má nulovou hmotnost a hmotnost buňky zaplněné kapalinou se rovná
hustotě této kapaliny.

Pohyb volné hladiny je vyšetřován sledovánı́m toku hmoty mezi jednotlivými buňkami.
Obdobně je tomu i u VOF metody, ale na rozdı́l od nı́ jsou v tomto algoritmu určovány změny
hmotnostı́ v jednotlivých buňkách přı́mo z hodnot vypočtených LB metodou [34].

V modelu pohybujı́cı́ se tekutiny s volnou hladinou se rozlišujı́ tři typy buněk, viz obr. 4.1,
a to buňky úplně zaplněné kapalinou, buňky na rozhranı́, které jsou částečně zaplněné
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Obrázek 4.1: Typy buněk.

kapalinou a buňky s plynem, které lze označit jako buňky prázdné, protože vliv plynu
je při výpočtech zanedbán.

Vrstva buněk tvořı́cı́ rozhranı́ mezi dvěma fázemi musı́ být uzavřená. To znamená, že všechny
distribučnı́ funkce, které lze považovat za nositele hmotnostı́, při propagaci z kapaliny do plynu
a naopak musı́ nejprve přejı́t přes rozhranı́. Tato podmı́nka zaručuje splněnı́ zákona zachovánı́
hmotnosti, protože na rozhranı́ docházı́ k vyrovnánı́ přebytečné hmoty z plné buňky, resp. chybějı́cı́
hmoty z prázdné buňky [15]. Platı́ tedy, že hmota z jedné buňky vytékajı́cı́ se rovná hmotě přitékajı́cı́
do sousednı́ buňky, neboli

∆mα(x, t) = −∆mα(x + ∆teα, t).

Lattice Boltzmannova metoda pro simulaci volné hladiny se od základnı́ho algoritmu lišı́
tı́m, že ke kolizi nedocházı́ v celé výpočetnı́ oblasti, ale jen v buňkách zaplněných vodou
a na rozhranı́. V každém iteračnı́m kroku zároveň docházı́ k přetypovánı́ buněk. To znamená,
že plná či prázdná buňka může být změněna na buňku na rozhranı́ a naopak. Přı́má změna mezi
plnou a prázdnou buňkou ale nenı́ možná.

Modelovánı́ volné hladiny podle [34] je provedeno ve třech hlavnı́ch krocı́ch, kterými jsou:
výpočet pohybu rozhranı́, implementace okrajových podmı́nek a přetypovánı́ buněk.

Pohyb rozhranı́ lze určit vyjádřenı́m hmotnostnı́ch změn v jednotlivých buňkách. Tuto změnu
mezi dvěma přilehlými plnými buňkami nebo jednou plnou buňkou a jednou buňkou na rozhranı́
popisuje následujı́cı́ vztah

∆mα(x, t + ∆t) = fα(x + ∆teα, t)− fα(x, t), (4.2)

kde index α označuje směr inverznı́ ke směru α. Funkce fα popisuje, kolik tekutiny do buňky
vtéká a fα naopak množstvı́ tekutiny, které z buňky vyteklo během jednoho iteračnı́ho kroku.
Výpočet přenosu hmoty mezi prázdnou buňkou a rozhranı́m se neprovádı́. Pokud jsou vedle sebe
dvě buňky popisujı́cı́ rozhranı́, pravá strana rovnice (4.3) je navı́c vynásobena průměrnou hodno-
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tou objemových podı́lů těchto buněk

∆mα(x, t + ∆t) = [ fα(x + ∆teα, t)− fα(x, t)]
ε(x + ∆teα, t) + ε(x, t)

2
. (4.3)

Celkovou hmotnost v následujı́cı́m iteračnı́m kroku lze nakonec určit součtem původnı́ hmotnosti
m(x, t) a hmotnostnı́ch změn v jednotlivých směrech modelu α

m(x, t + ∆t) = m(x, t) + ∑
α

∆mα(x, t + ∆t). (4.4)

Buňky na rozhranı́ sousedı́ jednak s plnými buňkami, jejichž distribučnı́ funkce jsou známy
ve všech směrech, a jednak s prázdnými buňkami, s jejichž distribučnı́mi funkcemi nebylo dřı́ve
počı́táno. Jelikož je ale i znalost těchto hodnot nutná k určenı́ neznámých směrů distribučnı́ch
funkcı́ v buňkách na rozhranı́, je potřeba je také vyjádřit. K tomu posloužı́ vhodné okrajové
podmı́nky. Neznámou distribučnı́ funkci f ′ v buňce na rozhranı́ ve směru z prázdné sousednı́
buňky α na pozici (x + ∆teα) lze dopočı́tat podle následujı́cı́ rovnice

f ′α(x, t + ∆t) = f eq
α (ρA, u) + f eq

α (ρA, u)− fα(x, t), (4.5)

kde u je makroskopická rychlost v mı́stě x v čase t a ρA se vztahuje k atmosférickému tlaku
pA působı́cı́mu na volnou hladinu vztahem [4]

ρA =
1
c2

s
pA,

kde cs označuje rychlost zvuku. Aby byla dodržena rovnováha sil na fázovém rozhranı́ tekutin,
je potřeba navı́c přepočı́tat podle rovnice (4.5) distribučnı́ funkce proudı́cı́ ze směrů podél
normály zkonstruované na rozhranı́, které splňujı́ následujı́cı́ podmı́nku (4.6)

n · eα > 0, (4.6)

kde normálu n lze podle [34] vyjádřit jako aproximaci centrálnı́mi diferencemi objemových podı́lů
v jednotlivých směrech prostoru. Pro 2D model má aproximace tvar

n =
1
2

(
ε(xi−1,j)− ε(xi+1,j)
ε(xi,j−1)− ε(xi,j+1)

)
, (4.7)

kde xi,j popisuje polohu buňky v i−tém řádku a j−tém sloupci dané mřı́žky. Pokud jsou již známy
všechny směry distribučnı́ch funkcı́, lze provést kolizi a následně přetypovánı́ buněk.

Jestli byla buňka na rozhranı́ vyprázdněna nebo zaplněna lze určit podle následujı́cı́ch vztahů

m(x, t + ∆t) > (1 + κ)ρ(x, t + ∆t) → zaplněná buňka,
m(x, t + ∆t) < (0− κ)ρ(x, t + ∆t) → vyprázdněná buňka,

(4.8)

kde κ = 10−3 představuje okolı́ hodnot 1, resp. 0. Typ zaplněné buňky je změněn z typu rozhranı́
na typ plné buňky a současně okolnı́ prázdné buňky jsou změněny na buňky typu rozhranı́.
V těchto nových buňkách typu rozhranı́ je potřeba určit hustotu, rychlost a jednotlivé směry
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distribučnı́ch funkcı́, které v prázdných buňkách nejsou známy. Hustota a rychlost jsou extrapo-
lovány z okolnı́ch plných buněk a buněk na rozhranı́, nikoliv ovšem z nově vzniklých buněk typu
rozhranı́, kde jsou tyto veličiny také neznámé. Distribučnı́ funkce jsou vyjádřeny rovnovážnými
distribučnı́mi funkcemi vypočı́tanými z extrapolovaných hodnot hustoty a rychlosti. Vyprázdněné
buňky jsou naopak změněny z typu rozhranı́ na typ prázdná buňka a sousedı́cı́ plné buňky
jsou přetypovány na buňky na rozhranı́. Zároveň je zapotřebı́ během přeměny buněk dodržovat
zákon zachovánı́ hmotnosti. To znamená, že je nutné přebytečnou hmotnost, kterou obsahujı́ buňky
původnı́ho typu rozhranı́, které byly nově přetypovány dle rovnice (4.8), propagovat do okolnı́ch
buněk typu rozhranı́. Do buněk typu kapalina, resp. plyn, přebytečnou hmotu distribuovat nelze,
jelikož tyto typy jsou definovány hmotnostı́ rovnou 1, resp. 0. Vyprázdněná buňka má přebytečnou
hmotnost rovnou své samotné hmotnosti a je záporná, zatı́mco přebytečná hmotnost zaplněné
buňky je rovna rozdı́lu (m− ρ) a je většı́ než nula, což vyjadřuje pohyb tekutiny a jejı́ volné hladiny
do sousednı́ch prázdných buněk. Protože rozměr buňky je 1x1 lu, má buňka jednotkový objem,
a proto lze hmotnost vyjádřit vztahem m = ρV = ρ. Přebytečná hmotnost, která byla označena
mex, je propagována do sousednı́ch buněk typu rozhranı́ podle následujı́cı́ho vztahu [34]

m(x + ∆teα) = m(x + ∆teα) + mex
(

ηα

ηcelk

)
, (4.9)

kde

ηα =

{
n · eα pro n · eα > 0,
0 jinak

pro zaplněné buňky,

ηα =

{
−n · eα pro n · eα < 0,
0 jinak

pro vyprázdněné buňky

a
ηcelk = ∑

α

ηα.

Vzhledem ke změně hmotnosti je potřeba aktualizovat také hodnoty objemového podı́lu
jednotlivých buněk dle rovnice (4.1).

Během simulace pohybu tekutiny může zůstat jedna buňka typu rozhranı́ uvnitř oblasti
s buňkami vyplněnými tekutinou nebo naopak mezi samými prázdnými buňkami. Tyto artefakty
nemajı́ vliv na průběh výpočtu pohybu kapaliny, ale mohou rušit výsledný vizuálnı́ dojem. Proto
je vhodné je odstranit následujı́cı́m způsobem. Přebytečná buňka typu rozhranı́ sousedı́cı́ pouze
s prázdnými buňkami se změnı́ na prázdnou buňku, zatı́mco buňka typu rozhranı́ obklopená
samými plnými buňkami se změnı́ na buňku plnou.
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Kapitola 5

Numerické výsledky

Simulace prouděnı́ nestlačitelné vazké tekutiny pomocı́ lattice Boltzmannovy metody byla prove-
dena ve výpočtovém prostředı́ MATLAB, kde byl namodelován pohyb dále blı́že specifikované
tekutiny s volnou hladinou použitı́m D2Q9 rychlostnı́ho modelu. Tekutina byla zadána pomocı́
fyzikálnı́ch veličin: dynamické viskozity η a hustoty ρ při teplotě T. Počátečnı́ makroskopická
rychlost tekutiny byla ve všech modelových přı́padech nastavena na hodnotu u = 0 m/s a záro-
veň na tekutinu působila tı́hová sı́la s gravitačnı́m zrychlenı́m g = 9.81m/s2. Na jednotlivé
stěny výpočtové oblasti modelu byly aplikovány ”bounce-back“ okrajové podmı́nky.

Pro simulaci pohybu volné hladiny vody byl použit MRT model. Parametry diagonálnı́
relaxačnı́ matice S byly zvoleny následovně: s1 = 0, s2 = 1.19, s3 = 1.19, s4 = 0, s5 = 1.19, s6 =
0, s7 = 1.19, s8 = 1/τ, s9 = 1/τ. Parametry s indexy i = 1, 4 a 6 odpovı́dajı́ hustotě ρ a složkám
vektoru lineárnı́ hybnosti j, jejichž hodnoty se během kolize při konstantnı́ teplotě neměnı́. Proto
je nenı́ třeba specifikovat a jsou položeny rovny nule. Prvky s indexy 2, 8 a 9 odpovı́dajı́ energii
e a složkám tenzoru napětı́ pxx a pxy a závisı́ na viskozitě. Parametr s8 je obvykle volen blı́zko 2,
proto lze toto čı́slo definovat převrácenou hodnotou relaxačnı́ho času τ. Prvek s9 = s8. Hodnoty
prvků s3, s5 a s7 bývajı́ voleny blı́zké 1, v této úloze majı́ hodnotu 1.19, podle doporučenı́ v [19].

V následujı́cı́ch odstavcı́ch jsou prezentovány výsledky jednotlivých numerických simulacı́.
V prvnı́m odstavci jsou prezentovány výsledky simulace pádu kapky tekutiny na pevné dno.
V dalšı́m odstavci následuje pád kapky tekutiny na volnou hladinu. Poté je uveden testovacı́ přı́pad
popisujı́cı́ průběh protrženı́ vodnı́ hráze. Na závěr jsou uvedeny numerické výsledky pro přı́pad
gravitačnı́ho litı́ zvoleného materiálu do formy.
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5.1. PÁD KAPKY NA PEVNÉ DNO

5.1 Pád kapky na pevné dno

Na obr. 5.1, 5.3 a 5.5 jsou zobrazeny výsledky numerické simulace pádu kapky tekutiny s nulovou
počátečnı́ rychlostı́ vlivem působenı́ gravitace na pevné, dokonale rovné dno. Konkrétně je uveden
časový vývoj makroskopické rychlosti tekutiny v [m/s].

Modelovaná kapka je kruhového tvaru o poloměru 0.3m a padá na pevné rovné dno z výšky
0.5m, měřeno od středu kapky. Fyzikálnı́ rozměry výpočetnı́ oblasti byly zvoleny 1m x 1m. Velikost
výpočetnı́ oblasti v lattice Boltzmanovo systému je 200x200 mřı́žkových jednotek.

Úloha byla provedena pro tři různě vazké tekutiny, a to pro vodu, glycerol a sklo. Parametry
vody jsou dynamická viskozita η = 0.001 Pa.s a hustota ρ = 1000 kg/m3 při teplotě T = 20 ◦C.
Hodnoty fyzikálnı́ch veličin pro glycerol jsou η = 1.48 Pa.s a ρ = 1260 kg/m3 při teplotě T = 20 ◦C.
Velikosti parametrů skla jsou η = 25 Pa.s a ρ = 2500 kg/m3 při teplotě T = 1000 ◦C.

U každého obrázku je vždy uvedena velikost relaxačnı́ho parametru τ, který závisı́ na kine-
matické viskozitě modelované tekutiny podle výrazu (2.44) a na Reynoldsovu čı́slu podle vztahu
(2.47), hodnota Reynoldsova čı́sla Re a reálný čas t.

Na obr. 5.2, 5.4 a 5.6 jsou pro srovnánı́ uvedeny výsledky simulace stejné úlohy toutéž
metodou, ale nezávisle implementovanou vedoucı́m této práce ing. Bublı́kem. Z uvedených obrázků
je zřejmá dobrá shoda výsledků. Menšı́ rozdı́ly ve výsledcı́ch jsou způsobeny rozdı́lnou implemen-
tacı́ lattice Boltzmannovy metody.

t = 0.1s t = 0.2s t = 0.3s

t = 0.5s t = 0.75s t = 1.0s

Obrázek 5.1: Voda: τ = 0.500015, Re = 4 · 106.
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t = 0.1s t = 0.2s t = 0.3s

t = 0.5s t = 0.75s t = 1.0s

Obrázek 5.2: Výsledky simulace pádu vodnı́ kapky poskytnuté panem ing. Bublı́kem.

t = 0.1s t = 0.2s t = 0.3s

t = 0.5s t = 0.75s t = 1.0s

Obrázek 5.3: Glycerol: τ = 0.5176, Re = 3405.
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t = 0.1s t = 0.2s t = 0.3s

t = 0.5s t = 0.75s t = 1.0s

Obrázek 5.4: Záznam simulace pádu kapky glycerolu na zem provedené panem ing. Bublı́kem.

t = 0.1s t = 0.2s t = 0.3s

t = 0.5s t = 0.75s t = 1.0s

Obrázek 5.5: Sklo: τ = 0.65, Re = 400.
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t = 0.1s t = 0.2s t = 0.3s

t = 0.5s t = 0.75s t = 1.0s

Obrázek 5.6: Výsledky modelu pádu kapky skla vytvořeného panem ing. Bublı́kem.

5.2 Pád kapky na volnou hladinu

Na obr. 5.7, 5.8 a 5.9 je uveden časový vývoj rychlosti padajı́cı́ kapky tekutiny v [m/s],
pohybujı́cı́ se pouze vlivem gravitačnı́ho zrychlenı́, na volnou hladinu.

Kapka kruhového tvaru o poloměru 0.2m padá na volnou hladinu vysokou 0.2m z výšky 0.6m,
měřeno od středu kruhu ke dnu nádoby. Rozměry výpočetnı́ oblasti byly zvoleny 1m x 1m
ve fyzikálnı́m systému a 200x200 mřı́žkových jednotek v lattice Boltzmanovo systému.

Simulace byla realizována pro tři druhy tekutiny s různou vazkostı́ - vodu, glycerol a sklo.
Voda byla zadána pomocı́ dynamické viskozity η = 10−3 Pa.s a hustoty ρ = 1000 kg/m3 při teplotě
T = 20 ◦C. Hodnoty parametrů pro glycerol jsou η = 1.48 Pa.s a ρ = 1260 kg/m3 při teplotě
T = 20 ◦C. Sklo je určeno fyzikálnı́mi veličinami η = 25 Pa.s a ρ = 2500 kg/m3 při teplotě
T = 1000 ◦C.

U jednotlivých obrázků jsou uvedeny hodnoty relaxačnı́ho parametru τ, Reynoldsova čı́sla
Re a skutečného času t.
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t = 0.1s t = 0.2s t = 0.3s

t = 0.5s t = 0.75s t = 1s

Obrázek 5.7: Voda: τ = 0.500015, Re = 4 · 106.

t = 0.1s t = 0.2s t = 0.3s

t = 0.5s t = 0.75s t = 1s

Obrázek 5.8: Glycerol: τ = 0.5176, Re = 3405.4.
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t = 0.1s t = 0.2s t = 0.3s

t = 0.5s t = 0.75s t = 1.0s

Obrázek 5.9: Sklo: τ = 0.65, Re = 400.

5.3 Protrženı́ vodnı́ hráze

Na obr. 5.11 jsou zaznamenány výsledky modelovánı́ průběhu pohybu vody při náhlém protrženı́
vodnı́ hráze, pohybujı́cı́ se po rovné zemi s překážkou. Princip této úlohy je následujı́cı́:
je definována oblast ve tvaru obdélnı́ka, viz obr. 5.10, která je zcela zaplněna vodou. V čase
t = 0 s je odstraněna překážka po celé délce pravé strany hráze a objem vody se vlivem gravitace
začne bortit. V tomto přı́padě nenı́ zobrazen časový vývoj rychlosti tekutiny, ale jsou zde prezen-
továny výsledky časového vývoje pohybu tekutiny v podobě typů buněk. Černá barva označuje
buňky zcela zaplněné vodou, šedá barva představuje rozhranı́ a prázdné buňky jsou zobrazeny
bı́le. Fyzikálnı́mi veličinami popisujı́cı́mi vodu jsou dynamická viskozita η = 10−3 Pa.s a hustota
ρ = 1000 kg/m3 při teplotě T = 20 ◦C.

Výpočetnı́ oblast modelu má velikost 0.584m x 0.584m ve fyzikálnı́m prostoru a 201x201 mřı́žko-
vých jednotek v lattice Boltzmanovo systému. Tvar a rozměry vodnı́ nádrže spolu s výpočetnı́
oblastı́ jsou zobrazeny na obr. 5.10. Tento testovacı́ přı́pad byl uskutečněn pro relaxačnı́ parametr
τ = 0.5000258. Pod obr. 5.11 je uvedena rovněž velikost relaxačnı́ho parametru τ, Reynoldsova
čı́sla Re a reálného času t.

Na obr. 5.12 jsou pro srovnánı́ uvedeny výsledky simulace stejné úlohy, ale použitı́m jiného
algoritmu založeného na VOF metodě. Tyto výsledky byly převzaty z [2]. Při porovnánı́ obr. 5.11
a 5.12 je zřejmá podobnost výsledků poskytnutými oběma numerickými metodami. Odchylky
v řešenı́ mohly být způsobeny např. vlivem povrchového napětı́, které v lattice Boltzmannově
metodě nebylo, narozdı́l od VOF metody, uvažováno nebo rozdı́lnou jemnostı́ výpočtové sı́tě.
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Obrázek 5.10: Parametry vodnı́ hráze v [mm].

t = 0s t = 0.25s t = 0.5s

Obrázek 5.11: τ = 0.5000258, Re = 2336000.

t = 0s t = 0.25s t = 0.5s

Obrázek 5.12: Výsledky podle [2]
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5.4 Gravitačnı́ litı́ zvoleného materiálu do formy

V tomto odstavci jsou na obr. 5.14 uvedeny výsledky přı́padu gravitačnı́ho litı́ materiálu do formy.
Je zde zobrazen časový vývoj rychlosti prouděnı́ v [m/s]. Modelovaným materiálem bylo v tomto
přı́padě roztavené železo, jehož charakteristickými parametry jsou dynamická viskozita
η = 1.5 · 10−2 Pa.s a hustota ρ = 7500 kg/m3 při teplotě T = 1550 ◦C. Roztavené železo
se pohybuje s nulovou počátečnı́ rychlostı́ pouze vlivem gravitačnı́ho zrychlenı́ g.

Geometrické parametry formy zvolené 2D výpočtové oblasti jsou uvedeny včetně rozměrů
na obr. 5.13. Fyzikálnı́ rozměry výpočetnı́ oblasti jsou 1m x 1m. V lattice Boltzmanovo systému
má výpočetnı́ oblast velikost 300x300 mřı́žkových jednotek. Tento přı́pad byl numericky řešen
pro relaxačnı́ čas τ = 0.5090. Pod obr. 5.14 s výsledky simulace jsou uvedeny rovněž hodnoty
použitého relaxačnı́ho parametru τ, Reynoldsova čı́sla Re a reálného času t.

Obrázek 5.13: Geometrie zvolené 2D výpočtové oblasti s uvažovanými rozměry v [mm].

– 41 –
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t = 0s t = 0.1s t = 0.2s

t = 0.3s t = 0.5s t = 0.75s

t = 1s t = 1.25s t = 1.5s

Obrázek 5.14: τ = 0.5090, Re = 10000.
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Závěr

V této práci byl popsán princip lattice Boltzmannovy metody a jejı́ aplikace pro simulaci prouděnı́
tekutiny s volnou hladinou. Následně zde byly numericky řešeny čtyři problémy prouděnı́
tekutiny s volnou hladinou použitı́m lattice Boltzmannovy metody, a to pád kapky pro tři různě
vazkých tekutin, nejprve na pevné rovné dno, poté na volnou hladinu, dále zborcenı́ vodnı́ nádrže
a nakonec gravitačnı́ litı́ roztaveného železa do formy. Simulace padajı́cı́ kapky tekutiny byla prove-
dena pro tři různé hodnoty Reynoldsova čı́sla, které nepřı́mo úměrně závisı́ na kinematické visko-
zitě tekutiny. Reynoldsovo čı́slo Re rozhoduje o typu prouděnı́, zda se bude jednat o laminárnı́,
přechodové nebo turbulentnı́ prouděnı́. Re u modelu kapky skla mělo hodnotu 400, což představuje
laminárnı́ prouděnı́. Pro padajı́cı́ kapku glycerolu bylo Re = 3405. Typ prouděnı́ při simulaci pádu
vodnı́ kapky byl dán hodnotou Re = 4 · 106, která již charakterizuje prouděnı́ turbulentnı́.

Numerická stabilita lattice Boltzmannovy metody závisı́ nejen na velikosti Reynoldsova čı́sla,
ale také na hodnotě relaxačnı́ho parametru τ. Čı́m vı́ce se velikost relaxačnı́ho času τ blı́žı́ k hodnotě
0.5, tı́m je stabilita metody nižšı́. S rostoucı́m Reynoldsovým čı́slem klesá kinematická viskozita
tekutiny v LB systému a zárověň klesá stabilita LB metody. Při přı́liš vysokém Reynoldsovu čı́slu
přecházı́ laminárnı́ prouděnı́ v prouděnı́ turbulentnı́, což způsobuje nestabilitu metody. Pro zvýšenı́
numerické stability při vyššı́ch hodnotách Reynoldsova čı́sla byl namı́sto SRT modelu aplikován
MRT model s vhodně zvolenými prvky diagonálnı́ relaxačnı́ matice.

Průběh simulace pádu kapky na rovné dno nádoby byl porovnán s výsledky nezávisle
vytvořeného programu ing. Bublı́ka, který využil stejnou metodu. Z obr. 5.1 až 5.6 je patrné,
že oba programy poskytujı́ velice podobné výsledky. Vhledem k rozdı́lné implementaci LB metody
ve výpočtovém prostředı́ MATLAB ale nelze očekávat úplně totožné řešenı́.

Testovacı́ přı́klad protrženı́ vodnı́ hráze byl porovnán s výsledky vypočtenými jinou numeric-
kou metodou, konkrétně VOF metodou, která je implementovaná ve výpočtovém softwaru Open-
FOAM. Tyto výsledky byly převzaty z [2]. Při porovnánı́ obr. 5.11 a 5.12 je zjevná podobnost
výsledků poskytnutými oběma numerickými metodami. Vzniklé nesrovnalosti mohly být způso-
beny např. vlivem povrchového napětı́, které v lattice Boltzmannově metodě nebylo, narozdı́l
od VOF metody, uvažováno, nebo rozdı́lnou jemnostı́ výpočtové sı́tě. Jemnějšı́ sı́t’ poskytuje
přesnějšı́ řešenı́, ale také časově náročnějšı́ výpočet.

Výhodou LB metody oproti jiným CFD řešičům, je předevšı́m jejı́ výpočetnı́ efektivita, jednodu-
chost implementace algoritmu a snadná paralelizace. Hodnoty jednotlivých bodů sı́tě
jsou v každé iteraci aktualizovány najednou a k jejich výpočtu je potřeba znát pouze hodnoty
sousednı́ch bodů. Proto lze výpočet provádět na vı́ce procesorech najednou, nejvı́ce
však na takovém počtu procesorů, kolik má výpočtová sı́t’ bodů. Dı́ky charakteru metody,
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kdy je pohyb tekutiny řešen přes kolize částic, lze metodu lehce rozšiřovat o různé fyzikálnı́ jevy
(přenos tepla, vı́cefázové prouděnı́ včetně pohybu kapek a bublin) pouze úpravou koliznı́ch
procesů. Dalšı́ výhodou lattice Boltzmannovy metody je jejı́ stabilita i pro vysoká Reynoldsova
čı́sla dı́ky použitému MRT modelu.

Naopak nevýhodou LB metody je rychlostnı́ omezenı́ v lattice Boltzmannovo systému.
Aby byla metoda stabilnı́, neměla by rychlost překročit hodnotu 0.3, nejlépe by se měla pohybovat
do hodnoty cs/2 = 0.289 lu/ts. Také nižšı́ viskozita modelované tekutiny znamená menšı́ stabilitu
metody, což se řešı́ aplikacı́ MRT modelu, turbulentnı́m modelem (např. LES model), zmenšenı́m
časového kroku nebo zjemněnı́m výpočtové sı́tě.

Dalšı́m možným pokračovánı́m této práce může být rozšı́řenı́ dvourozměrného modelu do 3D,
zahrnutı́ vlivu teploty, zavedenı́ turbulentnı́ho modelu či simulace vı́cefázového prouděnı́.
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Surface Flow for Modeling Foaming, Journal of Statistical Physics 121 (2005), 179–196.

[16] B. R. Kucinschi, A. A. Afjeh, and R. C. Scherer, On the application of the lattice Boltzmann method
to the investigation of glottal flow, Journal of the Acoustical Society of America 124 (2008), 523–
534, doi: 10.1121/1.2924137.

[17] M. E. Kutay, A. H. Aydilek, and E. Masad, Laboratory validation of lattice Boltzmann method for
modeling pore-scale flow in granular materials, Computers and Geotechnics 33 (2006), 381–395,
Elsevier.

[18] A. Kuzmin, Z. L. Guo, and A. A. Mohamad, Simultaneous incorporation of mass and force terms in
the multi-relaxation-time framework for lattice Boltzmann schemes, Phil. Trans. R. Soc. A. 369 (2011),
2219–2227, doi: 10.1098/rsta.2011.0018.

[19] P. Lallemand and L. S. Luo, Theory of the lattice Boltzmann method: dispersion, dissipation, isotropy,
Galilean invariance, and stability, Tech. Report No. 2000-17, NASA/CR-2000-210103, Institute for
Computer Applications in Science and Engineering, NASA Langley Research Center, 2000.

[20] J. Latt, Hydrodynamic limit of lattice Boltzmann equations, Ph.D. thesis, Univ. Geneve, 2007.

[21] , Choice of units in lattice Boltzmann simulations, 2008, http://www.lbmethod.org/legal.
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