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Moznosti pochopeni pojmu nekonecno u budoucich uciteli

prvniho stupne zakladni skoly
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Uvod

Pojem nekone¢na patii k zdkladnim pojmim vyssi
matematiky. Proto je problematice nekone¢na a jeho
chapani u studenti, budoucich uciteld 1. stupné ZS,
vénovan tento prispévek. Duvodem jeho zafazeni
je mj. to, ze Casto jedin&d védomost o nekonecnych
mnoZinach u budoucich uéiteld 1. stupné ZS je zredu-
kovana pouze na znalost definice nekone¢né mnoziny
(,,Nekoneéna mnozina je ekvivalentni s nékterou svou
vlastni podmnoZzinou“), a to mnohdy jen formalni.
Zkreslené predstavy o nekonec¢nu a nekoneénych sou-
borech u studentti mohou pak nasledné u jejich zaka
vyvolat rizné ivahy o nadpfirozenu apod., coz pak
ztézuje na vyssich stupnich kol spravné pochopeni
téch pojm, které jsou na nekonecnych procesech zalo-
Zeny (nekoneéné Fady, limitni procesy, urdity integral,
teorie miry, konstrukce redlnych ¢isel apod.). Proto ty
znalosti o nekoneénu, které povazuji dnesni matematici
pii studiu odborné literatury a svém védeckém badéani
za dilezité a samoziejmé, je nutno s budoucimi uciteli
dikladné prodiskutovat. Piestoze se jedna o otazky
znadmé, je pro uplnost nyni uveden stru¢ny historicky
prehled (volng prevzato z publikace Drabek 1985).

Historicky prehled

Problémum nekone¢na a zptisobu jeho interpretace
se vénovali ucenci jiz od starovéku. Matematické ne-
konecno je jednotou svych dvou protikladnych forem
- potencialniho a aktuéalniho nekone¢na. Potencialni
nekonecno, které je vysledkem abstrakce potencidlni
uskutecnitelnosti, znamena neustalé prekonavani libo-
volné hranice. Poprvé se s potencialnim nekone¢nem
setkavdame u Anaxagora v jeho koncepci délitelnosti

téles. Potenciadlni nekone¢no je neomezeny proces
sestrojovani matematickych objektii, ve kterém nee-
xistuje posledni krok; po n-tém kroku je vzdy mozné
realizovat (n + 1)—kr0k. Prvky potencialniho nekonec-
na neexistuji soucasné, ale vznikaji postupné v pro-
cesu konstrukce (nap¥. mnoZina pfirozenych &isel
generovana pomoci Peanovych axiomi). Potencialni
nekonecno patii k zédkladnim pojmiim matematiky.
Napt. pti definici limity je v zépisech n — 0, n — oo
obsazeno potencialné nekonecné ,piiblizovani“ ¢isla
n k nule, resp. jeho vzristani nad vSechny meze. Na
potencialnim nekone¢nu jsou zaloZeny napt. rekurentni
definice pojmi nebo dikaz matematickou indukei, dale
napf. problémy feSené pomoci vypocetni techniky
(zadny algoritmus nemtze vyprodukovat aktualné
nekone¢nou mnozinu).

Aktualni nekoneéno je vysledkem abstrakce ab-
solutni uskutecnitelnosti. Podle této teorie vSechny
prvky nekoneénych mnozin existuji souc¢asné v daném
okamziku. Existence aktualnich nekone¢nych soubora
neni spojena s konstrukci, ale je zajisténa cisté defi-
nitoricky (myslenkové). Jak ukazeme v dalsim textu,
pojeti aktualniho nekoneéna vede k fadé prikladii, na
prvni pohled zcela paradoxnich. Tézko si lze intuitivné
predstavit existenci vSech prvki nekonecného objektu
v daném okamziku, tim méné je mozné usuzovat na
vlastnosti tohoto objektu vyuzitim analogie z konec-
nych soubort (opét uvidime déle na p¥ikladu souétu
nekone¢nych fad). Proti pojeti aktualniho nekoneéna
vystupoval jiz Aristoteles, dale cela fada pirednich ma-
tematiki jako Gauss, Kronecker, Poincaré. Na druhé
strané v8ak mnozi matematikové bojovali za uznani
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aktualniho nekone¢na (napf. B. Bolzano). Aktualni
nekone¢no mé znacny vyznam v teorii mnozin. Toto
pojeti umoznilo nap¥. Dedekindovi definovat nekoned-
nou mnozinu jako mnozinu, kterd je ekvivalentni se
svou vlastni podmnozinou. Pojem mohutnosti, zave-
deny Cantorem, umoznil porovnévani nekone¢nych
mnozin. Cantor pomoci diagonalni metody dokéazal, Ze
mohutnost kontinua je vétsi nez mohutnost mnoziny
v8ech prirozenych ¢isel. Mohutnost kontinua vSak
nepfedstavuje nejvétsi mohutnost mnoziny — nejvétsi
mohutnost neexistuje. Aktualni nekone¢no dalo teorii
mnozin vyjime¢nou obecnost a abstraktnost. Je v ma-
tematickych teoriich obsazeno uz tim, ze vyslovena
a dokazana tvrzeni plati pro vSechny objekty (Giselné
mnoziny, geometrické ttvary, ...). Pojem aktuélniho
nekone¢na je nutny pro vyjadieni obecnosti matema-
tickych zakont; podle Fraenkela bylo v matematice
uznani aktualniho nekonec¢na stejné prevratné jako
vznik teorie relativity ve fyzice.

Tolik kréatky historicky ptehled. I kdyz muze v pii-
spévku pusobit nadbyte¢né, ukazuje na problémy, na
které je nutno pii vyuce budoucich uéiteli poukézat.
Jisté neni vhodné zatfadit do kurrikula vyuky na 1.
stupni ZS problematiku nekone¢na a nekoneénych
soubort, neni ale ani mozné se témto otazkam vy-
hybat. Zadny ucitel ani rodi¢ nenf uSet¥en zvidanych
détskych otazek. Pri vyuce budoucich ucitelt 1. stupné
A samozi'ejmeé nejde ani tak o hluboké odborné zna-
losti kardinalni a ordinalni aritmetiky (napf. diskuse
o hypotéze kontinua), jako o ziskani potfebného nad-
hledu a souvislosti.

Nekonecno ve skole

Vsimnéme si jesté velmi kratce moznosti chapani
pojmu nekone¢no u zaka 1. stupné zakladni Skoly.
Jejich vyzkumem se zabyvala fada matematikii, u nas
v posledni dobé& napt. P. Eisenmann (Eisenmann 2001,
2002, 2003) a D. Jirotkova (Jirotkova 1998). Existuje
vyzkum, realizovany P. Eisenmannem, tykajici se
vyvoje predstav zaka zakladnich $kol o mohutnosti
a ohrani¢enosti mnozin v geometrii a vyvoje pred-
stav zakl o usporadani mnoziny pfirozenych, celych
a raciondlnich ¢isel. Vysledky vyzkumu lze nalézt
v publikacich P. Eisenmanna (2001, 2002). Nebudeme
je proto uvadét, poznamenédme pouze z vyzkumu ply-
nouci fakt, Ze zaci chapaji nekone¢no spise potencialné
(Eisenmann 2003, s. 92), pfestoZze podle Hejného
(Hejny 1990, s. 257) se zakum piedklada fenomén
nekone¢na prevazné v aktualizované podobé (piimka,
rovina, selné obory). Zakim je pFitom potencialni
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Jak jiz bylo naznaceno, cilem piispévku je uvést
fadu prikladi, které je vhodné a zadouci Tesit s budou-
cimi uditeli 1. stupné ZS, napf. ve specidlnim seminaii
z matematiky. Zejména se jedna o spréavné pochopeni
aktuédlniho nekone¢na, jehoz uznani pfineslo v minu-
losti fadu zajimavych matematickych vysledkii, které
lze pomoci ,klasického tisudku jen tézko pochopit.
Ukazeme nékteré z nich (dalsi napf. Konforovi¢ 1989,
Vilenkin 1971).

Uvodni dva problémy jsou ,klasické“ a jejich fese-
n{ nebudeme vzhledem k rozsahu uvadét (viz napf.
Vilenkin 1971). Prvnim je ,problém ubytovani nové
prichoziho hosta v plné obsazeném hotelu o neko-
ne¢né mnoha pokojich®, dalsim je uziti Cantorovy
diagonalni metody pfi diitkazu nespocetnosti mnoziny
v8ech realnych ¢isel. Nyni obratime svoji pozornost
k problematice nekone¢nych rad.

Prikladem, ktery nechybi snad v zadné uc¢ebnici ma-

. . . = 1
tematické analyzy, je harmonické Fada Z—. Tato
n=1

nekonec¢né fada slouzi jako protipiiklad k tomu zZe
nelze obratit tuto matematickou vétu:

z% je konvergentni = a, — 0.
n=1

Prestoze se n-ty ¢len blizi k nule, je tato fada di-
vergentni. UkéZeme jednoduchy dukaz, pristupny
i stfedoskolakim (viz Konforovi¢ 1989). Poc¢inaje od
tfettho ¢lenu seskupime ¢leny rady postupné po 2, 4,
8, ..., 2" ¢lenech takto:

1 1 1 1 1 1
4= |+ =+ |+
3 4 5 6 7 8
(1 1
H=+—+
9 10

+(L+ +i)+
=S R

. 1 .
Soucet v kazdé zavorce je vétsi nez 5 Oznacime-li n-ty

1 1)
+—+—|+
15 16

castecny soucet harmonické fady jako S , dostaneme
1 . .
Sy >k- 5 To znamena ze Fada diverguje. Uvedeny

ditkaz pochézi od Nicole Oresmeho (1323-1382) (viz
Konforovi¢ 1989). Harmonick4 fada diverguje oviem
velmi pomalu. Napt. S, =7,485 5, ; =14,393.

V souvislosti s harmonickou fadou je pro studenty za-
jimavé si uvédomit, Ze ,,podobné&* definovana nekonecna
geometricka fada s prvnim ¢lenem 1, pro jejiz kvocient
gplati —1 < g <1, je konvergentni a dokonce existuje
explicitni vzorec pro jeji soucet. Pripomenme jesté
dalsi nekone¢nou fadu tvaru 1-1+1-1+1-1+...,
kterd neni konvergentni ani divergentni. Jeji soucet



s neexistuje, nebot vhodnym pierovnanim lze dostat
jako soucet této fady rizna ¢isla, napf.
-D)+@-1)+@-1)+...=0,

1+(-1+1)+ (-1+1)+...=1,

I-(1-141-1+1-1+...)=s=
1
=>l-s=s=>s=—.

Pfipometime jen, Ze feSen{ souc¢tu nekoneénych fad
je umoznéno uznanim aktualniho nekonecna, kdy na
nekonec¢nou fadu ,,pohlizime” jako na celek.

Od N. Oresmeho pochazi i dalsi piiklad (viz
Konforovi¢ 1989), vyuZivajici konvergentni geo-
metrickou fadu. Obsahem tohoto prikladu je konstruk-
ce geometrického obrazce, ktery ma nekoneény obvod,
ale kone¢ny obsah, coz je opét pro laickou predstavu
obtiZzné. Vytvotrime tedy obrazec utvofeny z nekonecné
mnoha pravoihelniki, jejichz délky vodorovnych stran
se zmensSuji v poméru 4 : 1 a délky jejich svislych
stran se zvétsuji v poméru 2 : 1. Tyto pravoihelniky
se nepiekryvaji, jejich vodorovné strany lezi na jedné
polopiimce a kazdé dva sousedni maji spolec¢né svislé
strany rovnéz na jedné polopiimce. Pro lepsi predstavu
oznacime jejich vrcholy a pravoihelniky popiSeme, viz
obrazek (pivod Konforovi¢ 1989, s. 119).

D, E:
CJ DJ
B: &
A Bl |
I |
4 B C DE

Prvni obdélntk ABB A ma rozméry 48 x 1, druhy
obdélnik BCC, B, mé rozméry 12 x 2, t¥eti CDD,C,
rozméry 3 x 4, ¢tvrty DEE D, rozméry 0,75 X 8,
atd., pficemz body A, B, C, D, E, ... lezi na jedné
piimce a délka tsecky AB je 48, délka usecky BC je
12, délka tsecky CD je 3, délka tusecky DE je 0,75,
atd. Obsah celého tohoto geometrického utvaru lze
urc¢it jako soucet obsahti nekone¢né mnoha pravo-
thelniku takto:

48 +24 + 12 +6 + ...,
coz je nekone¢na geometrické rada se sou¢tem s = 96.
Popsany ttvar tedy mé skuteé¢né nekonecny obvod
a konecny obsah. Pro pochopeni této ulohy je opét
nutné uznani aktualniho nekonec¢na (dany ttvar exis-
tuje pouze v myslenkidch — nikdo ho nikdy nemuze
zkonstruovat).

Mezi dalsi vhodné ptiklady patii ukazka realné
funkce, ktera méa na intervalu <O, 1> nekone¢né mno-
ho bodi maxima a minima. Poznamenejme, Ze opét
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u studentti nejde a presny formalni popis, ale spiSe
o populérni formu pochopeni. Struéné tedy popiseme
popularni formou graf takové funkce f (viz Vilenkin
1971). Rozpilime dany interval a nad jeho levou po-
lovinou sestrojime rovnostranny trojuhelnik. Pravou
polovinu opét rozdélime na poloviny a nad intervalem

1

<—, %> sestrojime dalsi rovnostranny trojihelnik.

Popsany postup opakujeme nekone¢nékrat, nakonec
dodefinujeme f(1) = 0. Grafem hledané funkce fbude
sjednoceni hranic v8ech téchto nekone¢né mnoha
rovnostrannych trojuhelnikii, od kterého je odectena
usecka zobrazujici interval <O, 1) , Ilustrace je na ob-
razku (pavod Vilenkin 1971, s. 73).

Uvazovanym bodem, v jehoz okoli existuje neko-
ne¢né mnoho bodit maxima a minima, je bod z = 1.
Pro studenty (zajemce) je nyni uZite¢nym cvidenim
vyjadiit analyticky funkéni predpis této funkce.

Na intervalu 1, =<0,i> plati y=\/§-m,
12 3
I,=(—,—) plati y = —/3 -2+ —,
na I, <4 4>pa1y x 5 pro

4 5\ . J3 56\ .
13=<§’§> Jo y=3a=% pro I4=<§’§> "
33

N A L A |
Y 4

Obecné pro n = 2, 3, 4, ... v intervalu

<2 —4’2 —3> platiy=x/§-:r+4_2 7.

271 27L 2”

v intervalu <2 =3 u> plati

on 7 oon

2—2\/5'

n

y=—3-z+
Teprve pozdéji byla nalezena funkce
T cosE prox #0
fla) = x
0 proz =0,

ktera ma rovnéz v intervalu <0, 1) nekone¢né mnoho
bodt maxima a minima.
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Dalsi, jesté podivuhodnéjsi mnozinu, sestro-
jil G. Cantor, po kterém se tato mnozina nazyva
Cantorova, nékdy téz Cantorovo diskontinuum (opét
viz Vilenkin 1971). Na rozdil od predchozi funkce,
ktera obsahovala pouze jeden bod intervalu (O, 1>,
v jehoz okoli existuje nekone¢né mnoho maxim a mi-
nim (z = 1), obsahuje Cantorova mnozina na intervalu
<0, 1> nekonecéné mnoho takovychto bodi. Pfesnou
definici Cantorovy mnoziny nebudeme uvadét, Ize ji
nalézt ve zminéné knize N. J. Vilenkina (1971).

Dalsim z problému historického vyvoje byly kon-
strukce kiivek, které nemaji nikde te¢nu. Jeden takovy
priklad pochazi od holandského matematika van der
Waerdena (viz Vilenkin 1971). Jedna se o uzavienou lo-
menou ¢aru, kterd ma vrchol v kazdém bodé. Vychozim
prvkem konstrukee je rovnostranny trojihelnik. Kazdou
jeho stranu rozdélime na tii stejné ¢asti a nad stfedni-
mi ¢astmi sestrojime nové rovnostranné trojihelniky,
vS8echny ve vnéjsi oblasti ur¢ené vychozim trojuhelni-
kem. Tim vznikne Sesticipa hvézda. Kazdou ze shod-
nych dvanacti stran této hvézdy nyni opét rozdélime na
t1 stejné Casti a ve vnéjsi oblasti hvézdy nad stfednimi
Castmi sestrojime dalsi rovnostranné trojahelniky, viz
obréazek (pivod Vilenkin 1971, s. 81).

Opakujeme-li popsany proces déleni stran a sestrojo-
vani rovnostrannych trojihelnikii do nekonecna (tivaha
opét vyZzaduje uznani aktuélniho nekoneéna), dostane-
me lomenou ¢aru, kterda ma v kazdém bodé vrchol.

Piehled zajimavych prikladii (kterych je samoziejme
velké mnozstvi a prispévek obsahuje pouze vybér)
zakon¢ime piikladem geometrického ttvaru, ktery méa
kone¢ny obvod, ale nulovy obsah, pfestoze obsahuje
nekone¢né mnoho vnitfnich bodi. Jedna se o tzv.
Sierpiniského koberec (viz opét Vilenkin 1971). Jeho
konstrukei zahajime ¢tvercem o délce strany rovné 1
(volba jednotky neni podstatna). VSechny &tyii jeho
strany rozdélime na tfetiny a sestrojime pticky rovno-
bézné se stranami v délicich bodech; tyto pricky roz-
déli ¢tverec na devét shodnych ¢tverct. Nyni vyjmeme
vnitiek stfedniho ¢tverce (Zadna jeho strana nelezi na
strandch ptivodniho &tverce). Dale rozdélime stejnym
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zpusobem kazdy ze zbylych osmi ¢tvercit na devét
shodnych mensich ¢tverct a z kazdého vyjmeme vni-
tiek stfedni ¢asti (v8echny hranice Etverct pii odstra-
niovani ponechavame). Pivodni ¢tverec nyni obsahuje

64 ctvercu, jejichz obsah je roven é Kazdy

z téchto 64 Ctverci stejnym zplsobem rozdélime
na devét ¢asti a vyjmeme vnitiek stfedni ¢asti. Takto
pokracujeme ,,do nekone¢na®. Na nasledujicich obraz-
cich (ptvod Vilenkin 1971, s. 85) jsou ilustrovany
odstranéné ¢ésti po tfetim a ¢étvrtém kroku.

OO0o0ooOoaoao
(] O O O O (]
OO0 OoOOooOooao
0 W OO0 0
O O O O
[0 R O 0O
OOoo0oOoOoooao
O O O O O O
Oo0oooO0oooaoano
A R R R R
bR AR R
o000 00000
-2 -0 - -
DD TR
-3 0 - 00
R AR R R R T
el RO RORCE RS
000000 0 -0 -

Uzname-li aktudlni nekone¢no, miizeme si polozit
otazku, jak bude ,vypadat® vysledny utvar a jaky bude
jeho obsah. Popis vzniklého geometrického ttvaru
(jehoz obvod je roven obvodu vychoziho &tverce, tedy
¢tyti) je vystizné popsan v publikaci N. J. Vilenkina
(1971), s. 86: ,,Tento obrazec je podobny tkaning utka-
né silenym tkalcem. Podél i napti¢ se tdhnou nité
osnovy a utku a splétaji se ve velmi symetrické a kras-
né vzory. Ale latka, kterou tak dostaneme, je velmi
dérava - neni v nf ani jeden souvisly kousek plochy,



i z toho nejmensiho ¢tverecku byla vyjmuta stfedni
Gast. A neni viibec zfejmé, ¢im tento koberec je — zda
¢arou nebo plochou. Na jedné strané neobsahuje ani
jednu souvislou plosku a tézko tedy miize byt plochou,
ale na druhé strané jsou jeho nitky setkédny v tak
slozity vzor, 7ze tézko nékdo fekne, Ze Sierpiriského
koberec je ¢ara.”“ Jako doklad neobvyklosti vzniklého
utvaru odvodime velikost jeho obsahu.

Vychozi ¢tverec ma obsah 1. Po prvnim kroku je

obsah roven g Po druhém kroku je obsah roven

2 3
64 = (§) , ve tfetim kroku jiz jen o12 = (§) .
81 9 729 9

Obecné plati, ze po n-tém kroku je obsah ro-
ven (5) . Provedeme-li postup nekonecnékrat,

vypocitame obsah jako limitu lim (%) , ktera je

n—eo

rovna nule. Obsah Sierpiniského koberce je tedy
skutec¢né nula.

Aby nevzniknul mylny dojem, Ze uznéani aktualniho
nekonec¢na vedlo v historii matematiky pouze ke zkou-
mani problémt pro ,,zabavu, jak se mohou jevit nékteré
z popsanych prikladd, uvedeme nyni popularni formou
tH situace, kdy je uznani aktualniho nekone¢na nutné
pii vyuce budoucich uciteli 1. stupné ZS. V aritmetice
se jedna o teorii kardinalnich a ordinélnich ¢isel. Napf.
pri zavadéni kardinalnich Cisel vychazime ze systému
vSech kone¢nych mnozin, na kterém je definovana jista
ekvivalence. Bez uznani aktualniho nekonecna bychom
zadny takovy systém uvazovat nemohli. V geometrii
se jedna o Jordanovu teorii miry. P¥i zavadéni obsa-
hu méfitelného rovinného utvaru je definovano jadro
a obal tohoto dtvaru, pri¢emz postupnym zjemiiovanim
sité tvorime rostouci posloupnost jader a klesajici po-
sloupnost obalii daného tatvaru. Blizi-li se délka strany
¢tverc sfté nule, je limita obou uvedenych posloupnosti
tataZ a je rovna mife daného rovinného ttvaru (je-li
méfitelny). Kdybychom neuznali aktualni nekoneéno,
nebylo by mozné danou limitu urc¢it a tim by nebylo
mozné definovat miru rovinného utvaru. Dalsi, ve
gkole bézné, uziti aktualniho nekonec¢na je pii kon-
strukei iracionalnich &isel, kdy je kazdé iracionalni
C¢islo postupné aproximovano zleva a zprava, pri¢emz
dolni aproximace tvoii rostouci posloupnost a horni
aproximace klesajici posloupnost. Iracionalni ¢islo je
pak spole¢nou limitou obou téchto posloupnosti; napf.
pro ¢islo e plati pro kazdé n e N,n # 0, nerovnosti

1 n 1 n+1
(1+—) <e<(1+—) )
n n
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Zaver

Zéavérem prispévku uvedme poznamku k zavadéni
pojmu nekonec¢na ve Skolské matematice. Na trovni
zékladni 8koly (zejména na 1. stupni) zfejmé avahy
0 pojeti nekone¢na vyznam nemaji. Uroveil mate-
matického nadhledu zakt neumoziuje vést diskuse
na toto téma. Existuji samoziejmé vyjimky - s na-
danymi zaky je nutno pracovat individuilné. Jina
situace je na stfedni Skole, to je vSak jiz namét pro
jiny pfispévek.
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