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APLIKACIA TEORIE MATIC V DETERMINACII
CASOVEJ STRUKTURY UROKOVYCH SADZIEB

Jozef Glova

Uvod

Vynosova krivka predstavuje jeden zo zaklad-
nych nastrojov pre chapanie suvislosti medzi
cenou investiénych nastrojov s fixnym prijmom
a dobou ich splatnosti. Je rovnako doélezita pre
vSetky ekonomické subjekty, a to najmé z pohladu
definovania zakladnych hodnét vynosnosti jednot-
livych skupin finanénych nastrojov.

Vynosova krivka je grafickou reprezentéaciou
Casovej Struktury sadzieb vybranych cennych pa-
pierov (dlhopisov), pricom ide o zavislost vynosu
do splatnosti na dobe do splatnosti dlhopisov ako
uvadza [7]. Pre jej zostavenie musia byt splnené
uréité predpoklady, vid [4]. Ako priklad m&zeme
uviest rovnaky druh finanéného nastroja, rovnaké
podmienky zvolatelnosti, emisia v rovnakej mene,
porovnatelné podmienky zdariovania, rovnaka
uverova schopnost emitentov takychto finanénych
nastrojov potvrdena ratingom renomovanych ra-
tingovych agentur, a pod.

Tvarom a priebehom vynosovej krivky sa po-
drobne zaobera tedria vynosovych kriviek, ktora
v stiGasnosti existuje v Styroch zakladnych podo-
bach - hypotéza oCakavani, hypotéza prémie za
likviditu, hypotéza segmentacie trhu a hypotéza
preferenéného spravania.

Zakladnymi myslienkami hypotézy odakavani st
predpoklady, Zze (a) o¢akavania o buducich dro-
kovych sadzbach reflektuju aktualne forwardové
urokové sadzby a (b) ocakavané vynosy za dobu
drzby su rovnaké pre dlhopisy s rozdielnymi splat-
nostami. Vzhladom na nekonzistentnost tychto
tvrdeni, existuju najmenej 8tyri rozne modifikacie
hypotézy o¢akavani ako uvadza [2]. Hypotéza pré-
mie za likviditu (bliz8ie vid [6]) tvrdi, Ze ocakavané
vynosnosti pre dlhdie splatnosti musia byt vyssie
ako ocakavané vynosnosti pre kratSie splatnosti,
kedze tieto kompenzuju pre investora vysoku vo-
latilitu dlhSich splatnosti a finanénych nastrojov
naviazanych na tieto dlhSie splatnosti. Z tohto
pohladu uvazuju normalny (rastuci) charakter vy-
nosovej krivky. Hypotéza segmentacie trhov (bliz-
Sie vid [3]) zasa tvrdi, Ze jednotlivi investori pre-

feruju skupiny dlhopisov s urcitymi splatnostami,
teda preferuju dlhopisy s danou splatnostou pred
dlhopismi s inymi splatnostami. Z dévodu takejto
segmentacie zo strany ucastnikov trhu existuju
rozdielne vztahy medzi ponukou a dopytom v jed-
notlivych trhovych segmentov. Z tohto pohladu
tvrdia, ze implicitné forwardové sadzby maju ne-
dostato¢ny informaény obsah vztahujuci sa k bud-
Ucim Urokovym sadzbam. Preto vynosova krivka
podla tejto hypotézy nie je hladkou funkciou. Hy-
potéza preferenéného spravania (blizSie vid [8])
hovori o tom, Ze investori sice mézu uprednostrio-
vat urdité splatnosti, avSak v pripade rozdielnosti
vo vynosnosti v inych segmentoch splatnosti, pre-
chadzaju do tychto segmentov. Z tohto pohladu
su jednotlivé segmenty trhu vzajomne zavislé
a samotna vynosova krivka je hladkou funkciou.
Tato hypotéza je konzistentna so v§etkymi tvarmi
vynosovych kriviek.

V ekonomickej literature je tiez mozné najst
mnoho autorov testujucich hypotézu ocakavani,
ktori dosli k neplatnosti niektorych tvrdeni tejto
hypotézy. Z vysledkov vyskumu uvedenych v [1] je
zrejmé, ze rizikové prémie pre jednotlivé splatnos-
ti vo vynosovej krivke nie su konstantné, avSak su
predikovatelné s pouzitim forwardovych sadzieb.
Tieto testy podporuju tvrdenia hypotézy preferen-
cie likvidity a hypotézy preferenéného spravania.

Na zaklade uvedenych tedrii je mozné povedat,
Ze urenie Gasovej Struktury Urokovych sadzieb,
resp. vynosovej krivky zahfiia ziskanie bezkupdno-
vych sadzieb alebo forwardovych sadzieb, alebo
diskontnych funkcii z mnoziny cien kupoénovych
dlhopisov.

Cielom tejto prace preto je:

- poukazat na sposob uréenia vynosove;j kriv-
ky s pouzitim metdédy bootstrappingu,

- aplikovat tedriu matic pre uréenie rieSenia
ako alternativy k Standardnému sposobu
uréenia hodnét vynosovej krivky metédou
bootstrappingu.

Tato praca nadvézuje na pracu uvedenu v [5],
v ktorej sme matematicky dokazali opodstatne-
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nost aplikacie tedrie vynosovych kriviek v analyze
rizika finanénych nastrojov s fixnym prijmom so
suGasnym zohladnenim bazického rizika, ako aj
rizika moznych opénych prav, ktoré su vlozené
v kontrakte takéhoto nastroja s fixnym prijmom.
Rovnako sme odvodili iny postup merania cenove;j
citlivosti pre finanéné nastroje s fixnym prijmom.
Jednotlivé vypocty a grafické zobrazenia su
spracované v tabulkovom procesore MS Excel.

1. Analyza metody bootstrappingu
v determinovani vynosovej krivky

Metdda bootstrappingu (volny preklad z angl.
metdéda samozavedenia), pozostava z postup-
ného retazovitého extrahovania vynosnosti bez-
kuponovych dlhopisov pouzitim postupnosti cien
dlhopisov s narastajucimi dobami Zivotnosti. Tato
metdda vyzaduje existenciu minimalne jedného
dlhopisu pre kazdu dobu splatnosti vynosove;j kriv-
ky. Z tohto pohladu je predpokladom existencia
minimalne N dlhopisov splatnych v N terminoch.

Pre analyzu tejto metody uvazujme sériu N dlho-
pisov, ktoré vyplacaju kupony polroéne. Dlhopisy
s najkratSou dobou Zivotnosti su polro¢né, teda
podla definicie s nimi nie je spojena podas ich
doby Zivotnosti Zziadna vyplata kuponu, kedze ten
je vyplateny az v deni splatnosti dlhopisu. Pouzije-
me upraveny vztah pre vypocet teoretickej ceny
P dlhopisu zo vztahu uvedeného v [11], resp.
v [13, 14]. Vzhladom na lepSie teoretické vypocty
a Pre lepsie teoretické vypocty budeme pouzivat
spojité urocenie, a to vzhladom na jeho zvyéajnu
aplikaciu v teoretickych finanénych modeloch ako
uvadza [10], pri¢om pre kupdnovy dlhopis s kupo-
nom C, v ¢ase t, a vyplatnymi terminmi kupénov
v Gase t=1, 2, ..., N plati

P=3V C, - e/t +F, . g N (1)

kde y(t) je urokova sadzba platna pre periédu t
a F,, je nominalna hodnota dlhopisu splatna v po-
sledny den Zivotnosti dlhopisu, teda v t=N.

Pre pripad bezkupénového dlhopisu je mozné
cely vypocet zjednodusit na vyplatu nominalnej hod-
noty dlhopisu F, v ¢ase splatnosti dlhopisu, teda

P=F e t=F . ot) (2)

kde d(t)=e¥! je diskontny faktor platny pre
splatnost v Sase t a urokovu sadzbu y(t) platnu
pre periodu t.

KedZe primarne uvazujeme kuponovy dlhopis,
z ktorého budeme postupne odvodzovat vynosno-
st bezkupénového dlhopisu, potom pre nas pri-
pad je teoreticka cena dlhopisu podla (2)

P(0,5)=(C,+F,,) - €090 &)

kde F, je nominalna hodnota dlhopisu splatna
v posledny den zivotnosti dlhopisu, Coy5 je polro¢-
ny kupén vyplateny v tomto pripade v den splat-
nosti dlhopisu a y, . je ro€ny vynos Sestmesacne-
ho dlhopisu (pri uvaZzovani spojitého Grokovania).
Vynos $estmesacéného dlhopisu s nulovym kupo-
nom moézeme vypocitat logaritmovanim oboch
stran rovnice (3) a zjednodusenim do nasleduju-
cej podoby

In

¥(0,5)= 4)

1| Gt s
0,5 P(0,5)

K vypoétu vynosu jednoro¢ného dlhopisu s nu-
lovym kupdnom mézeme pouzit cenu jednoro¢né-
ho dlhopisu s kuponom, a to nasledovne

P(1)=C, - e70995+ (C,+ F) - e (5)

kde F, je nominalna hodnota dlhopisu splatna
v posledny de Zivotnosti dlhopisu, C, je polro¢-
ny kupon vyplateny na konci prvého polroka Zzi-
votnosti dlhopisu a v den splatnosti dlhopisu a
y(1) je roény vynos roéného dlhopisu (pri uvazo-
vani spojitého urokovania). Po uprave rovnice (5)
a naslednom logaritmovani dostaneme hodnotu
vynosnosti jednoro¢ného dlhopisu s nulovym
kupénom

C+F
y()=ln| ——2— (6)
P)-—oaros

KedZe z rovnice (4) uz pozname vynosnost Sest-
mesacéného dlhopisu, mézeme ju dosadit do rov-
nice (6), a tak vypoditat roénu vynosnost.

Ak budeme dalej postupovat tymto spésobom,
tak potom vieme pouzit polroénu vynosnost
a ro¢nu vynosnost k ziskaniu 1,5 ro¢nej vynos-
nosti. Pri nasledovani tohto pristupu, vynosnosti
bezkupdnovych dlhopisov pri vSetkych N splat-
nostiach (koreSpondujuce splatnostiam dlhopi-
sov vo vzorke) vypocitame retazovito pouzitim
bezkupdnovych vynosnosti predchadzajucich
splatnosti.
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Vo vSeobecnosti 15 az 30 splatnosti je posta-
Sujucich pre vytvorenie celej Casovej Struktury
bezkuponovych vynosnosti, vid [9].

2. Aplikacia maticového pristupu
v metode bootstrappingu

Namiesto hladania bezkupdnovych vynosnosti
postupne s pouzitim iterativneho postupu, ako
sme si ukazali vy$Sie, uvazujeme maticovy pristup
pre priame ziskanie vysledku. Uvazujme N dlhopi-
sov splatnych v terminoch t=1, 2, ..., N, dalej nech
CF,, predstavuje jednotlivé pefiazné toky plynuce
z i-tého dlhopisu (pre i=1, 2, 3, ..., N) v ¢ase t (pre
t=1, 2, ..., N). Potom ceny N dlhopisov su urcené
nasledujucim systémom N linearnych algebraic-
kych rovnic

P(1) CF; 0 .. 0 d(1)
P2) | _|[ CFz1 CF w0 d(2)
P(N) CFyy CFyy ~ CFun/ \d(N)

VSeobecne zapisané matica P je rovna sudinu
matic A a D, teda

P=A-D (8)
Po uprave vzhladom k matici D dostaneme
D=A"-P

kde matica A" predstavuje inverzni maticu
k matici A. V pripade volby analytického sp6sobu
rieSenia pre prvky inverznej a adjungovanej mati-
ce plati vztah

. 1
1= —. = —

detA 2UAZ gora

kde adjungovana matica adj A k matici A pred-
stavuje transponovanu maticu algebraickych do-
pinkov, teda

(- 1)1+1M (- 1)2+1MZ . (_1)n+1Mn1
adj A = (- 1)Hlez (- 1)2+2Mzz :' (_1)n+2Mn2
( 1)H»nIV[ln ( 1)2+n1\42n ’ (_1)n+nMnn

pricom M sa rovna determinantu matice, ktora
vznikne vyskrtnutlm itého riadku a jtého stipca
z pévodnej matice.

Rovnako obvyklym spdésobom hladania in-
verznej matice A" k matici A je aplikacia Gausso-
vej eliminacnej metody, kde vedla prvkov matice A
napiSeme prvky jednotkovej matice E rovnakého

typu a aplikujeme riadkové Upravy podla Gausso-
vej eliminadnej metddy na matici (A| E) ako celku.

Vyuzitim tychto vlastnosti dostavame

D= adj A

Kl
detA P 9)

Ako je vidiet zo vztahu (7), nad diagonalou
vpravo ma matica pefiaznych tokov nulové hod-
noty, teda ide o trojuholnikovd maticu. Pri vyna-
sobeni oboch stran rovnice (7) a (8) dostaneme
uz zmienenu inverznu maticu nasobenu maticou
cien N dlhopisov, ktorych vysledkom je matica D
s jednotlivymi diskontnymi funkciami pre skupinu
dlhopisov

d(1) CFy 0 .. 0\ '/PQ)

d(2) _ CFy, CF,, 0 P(2)

d(N) CFy, CFy, = CFyy P(N)
(10)

Takyto spdsob rieSenia samozrejme vyzaduje,
aby pocet dlhopisov bol rovny poctu splatnosti
dlhopisov. Bezkupdnova sadzba sa potom moze
vypocitat zodpovedajucou diskontnou funkci-
ou pouzitim vztahu (2).

3. Aplikacia oboch postupov me-
tody bootstrappingu v praktickom
priklade

Pre nazornost vyuzitia metody samozavedenia
uvazujme s nasledujucim prikladom desiatich
dlhopisov uvedenych v tabulke. Predpokladajme
plnt porovnatelnost dlhopisov s vynimkou ich
terminov splatnosti, pricom uvazujeme, ze u vset-
kych dlhopisov su realizované roéné vyplaty kupo-
nov. Nominalna hodnota dlhopisov je vo vyske
100 €. Charakteristiky jednotlivych dlhopisov su
zhrnuté v tabulke 1.

V tomto pripade bude cena prvého dlhopisu
zadana ako

97,35=(2+100) - e

z ¢oho dostaneme roénu bezkupoénovu sadzbu
(vynos)

(1) = InFOO*- 2| =0,04666 = 4,666 %

;
y 97,35
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Tab. 1: Charakteristiky jednotlivych dlhopisov

Dlhopis Cena (v €) Zivotnost (v rokoch) Roé&na kuponova sadzba (v %)
1 97,35 1 2
2 94,46 2 2,5
3 92,31 3 3
4 90,99 4 3,5
5 90,49 5 4
6 90,79 6 4,5
7 91,84 7 5
8 93,57 8 55
9 95,94 9 6
10 98,89 10 6,5

S pouzitim roéného vynosu 4,666 % k diskon-
tovaniu prvej kupdnovej sadzby dvojroéného
dlhopisu, dostaneme vztah pre vyjadrenie ceny
dvojro¢ného dlhopisu, teda
94,46=2,5 - g004665?1 +(2 5+100) - 4?2

RieSenim pre y(2) dostaneme

oo 1 2,5 +100 - 0.05364 <
A= g | 944625 guomnr | 0099047
= 5,364 %

Ak budeme pokragovat tymto iterativnym postu-
pom, dostaneme bezkuponové sadzby pre vset-
kych 10 splatnosti.

V pripade aplikacie navrhnutého rieSenia pre
tento typ ulohy pomocou vztahu (7), resp. (10)
dostaneme

Zdroj: Vlastny.

Vysledok sucinu dvoch matic je

d(1) 0,954412
d(2) 0,898283
d@3) 0,842252
da4) 0,787997
d(s) | | 0736137
de) || 0687121
d(7) 0,641038
d(8) 0,597727
d(9) 0,557266
4(10) 0,519488

Sadzbu bezkupdnovej vynosnosti ziskame vyja-
drenim zo vztahu (2)

An - d(t)
Tt

Sadzby bezkuponovych vynosnosti pre vetkych
desat splatnosti sui zobrazené v Tab. 2 a Obr. 1

y(t)

d(1) 020 0 0 0 0 0 0 0 0 \ ‘79735
d(2) 251025 0 0 0 0 0 0 o 0 94,46
d(@3) 3 3 103 0 0 0 0 0 0 0 92,31
d4) 35 35 35103535 0 0 0 0 0 90,99
ds) | | 4 4 4 4 104 0 0o 0 o0 0 90,49
de6) || 45 45 45 45 451045 0 0 0 0 90,79
d(?) 5 5 5 5 5 5 105 0 0 0 91,84
d(s) 55 55 55 55 55 55 551055 0 0 93,57
d(9) 6 6 6 6 6 6 6 6 1056 0 : 9594
d(10) 65 65 65 65 65 65 6,5 65 6, 106, 98,89
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Tab. 2: Jednotlivé bezkuponové sadzby (p. a.)
vypocitané pre jednotlivé doby splatnosti

t y(t)
4,666 %
5,364 %
5,723 %
5,957 %
6,127 %
6,254 %
6,352 %
6,433 %
6,497 %
6,549 %

O © 0O N O O »~ W N =2

—_

Zdroj: Vlastné vypocty

Metdda bootstrappingu ma samozrejme svoje
obmedzenia, ktoré nie su odstranené ani nami
aplikovanou tedriou matic pre vypodet jednotlivych
hodn6t vynosnosti. Urcitym obmedzenim je nevyu-
Zivanie optimalizacie pri definovani moznej sadzby
vynosu, ale uréenie bezkupdnového vynosu exakt-
ne prostrednictvom cien dlhopisov. To samozrej-
me vedie k moznému zlému usporiadaniu sadzieb
vynosnosti, kedze ceny dlhopisov ¢asto obsahuju
nahodné vykyvy spdsobené nedostatkom likvidity,

rozpatim ponukanej a dopytovanej ceny, Special-
nych danovych efektov, a pod. Z toho vyplyva tiez,
ze $truktura vynosovej krivky nemusi byt nevyhnut-
ne tak vyhladena, ako je to zobrazené v Obr. 1.
Dalim obmedzenim tejto metddy je predpoklad,
Ze pocet jednotlivych dlhopisov je rovny poétu déb
splatnosti, ¢o je Gastokrat v praxi problematické
splnit a je nutné vypocitavat jednotlivé hodnoty vy-
nosovych sadzieb, napriklad pouzitim niektorého
z typov Lagrangeovej interpolacie (mozné rieSenie
vid. tiez [11] alebo [15]).

4, Zaver

Tento prispevok je zamerany na analyzu ¢asovej
Struktury urokovych sadzieb v podobe vynosovej
krivky. Vynosova krivka pritom predstavuje jeden
zo zakladnych nastrojov pre chapanie suvislosti
medzi cenou pefazi investi¢nych nastrojov a do-
bou splatnosti. Je rovnako délezita pre vSetky eko-
nomické subjekty, a to najmé z pohladu defino-
vania zakladnych hodnét vynosnosti jednotlivych
skupin finanénych nastrojov. Analyza vynosovych
kriviek je teda vyuzitelna pre rézne odbory ekono-
mickych predmetov, akymi su napriklad finanény
manazment, manazment portfolia, poistovnictvo,
ocenovanie firiem, riadenie hodnoty firmy, manaz-
ment finanénych rizik a pod.

Jednou zo zakladnych metdd aplikovanou pri
konstrukcii vynosovych kriviek je metoéda boot-

Obr. 1: Vynosova krivka bezkupoénovych vynosnosti pre rézne doby splatnosti
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Zdroj: Vlastné spracovanie.
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strappingu, ktorej je venovany tento prispevok.
KedZe ide o vypodtovo naroénu ulohu, snazili sme
sa navrhnut a aplikovat iny postup, ktory ale vedie
k rovnakym vysledkom.

Vyuzitim znalosti z matematiky, presnejsie te6-
rie matic, sme v praci analyzovali a kvantifikovali
jednotlivé body vynosovej krivky. Pre ich deter-
mindciu boli pouzité vychodiska metody boot-
strappingu, ktoré vychadzaju z teérie vynosovych
kriviek, a to z hypotézy o&akavani a hypotézy pre-
ferenéného spravania.

Navrhnuty a pouzity postup vyuzivajuci tedriu
matic umozriuje rychlejSie a prehladnejsie rieSe-
nie takéhoto typu ulohy. Aj pri aplikacii nasho sp6-
sobu rieSenia bodov vynosovej krivky je potrebné
zobrat do uvahy predpoklady samotnej metédy
bootstrappingu.

Prispevok bol vypracovany s podporou projektu
VEGA ¢. 1/0897/10 ,Meranie a riadenie Uroko-
vého rizika (IntRate-RiskMetrics)“.
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ABSTRACT

APPLICATION OF MATRIX THEORY IN ESTIMATION OF THE TERM STRUCTURE OF
INTEREST RATES

Jozef Glova

This paper focuses on the term structure of interest rates. We show that the term structure of
interest rates is a static function that relates the term to maturity to the yield to maturity for a sam-
ple of bonds at a given point of time. We also short describe four mainstream theories attempt to
explain the shape of the yield curve.

The yield curve is a basic instrument for understanding the relationship between the interest
rate of bonds and the maturity of a financial instrument. It has the same relevance for all economic
subjects in the form of interest rates determination. Estimation of the term structure discussed in
the paper involves obtaining zero coupon interest rates, or discount functions from a set of coupon
bond prices. The bootstrapping method is used here to determinate the particular zero coupon
interest rates of bonds, where the method consists of iteratively extracting zero coupon interest
rates using a sequence of increasing maturity coupon bond prices. Using these rates it becomes
possible to derive interest rates for all maturities by making a few assumptions including linear in-
terpolation as we discuss in conclusion of this paper. The particular spot and forward zero coupon
interest rates resulting from the bootstrapping method can be used as input in different economic
categories like financial management, portfolio management, actuary science, company valuation,
management of firm value, financial risk management, etc.

The matrix approach derived and described in this paper can be used instead of solving the
zero coupon rates sequentially for obtaining a direct solution with particular zero coupon rates.
This helps us to diminish the computing severity related to the sequential determination of interest
rates using an iterative approach. Fortunately, however, the application of matrix theory helps us
to solve this issue very well.
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