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MODELY VZNIKU A ELIMINACE
EKONOMICKYCH REGIONALNICH DISPARIT
JAKO ULOHY OPTIMALNIHO RIZENi

Pavel Prazak

Uvod

VétSina statd je administrativné ¢lenéna na
mensi samospravné regiony. Takové &lenéni,
které ma obvykle historické kofeny, je pro spra-
vu statu nutné, nicméné jeho existence pfinasi
také fadu probléma, které jsou feSeny v ramci
nastroju regionalniho rozvoje. V tomto textu
budou popsany dva problémy, které se tykaji
ekonomického vyvoje regiond. Prvni problém
se zabyva problematikou mozného vzniku regi-
ondlnich disparit. Druhy problém fesi naopak
moznosti jejich zmensovani. Regionalni dispari-
ty zde budeme Uzce chapat jako rozdily mezi
ekonomickou vykonnosti pfislusnych regiona,
takze pujde o urcity typ ekonomické regionalni
disparity. Zakladni popis problém( vychazi
z ¢lankd [11] a [12].

Je znamo, ze cilem regiondlni politiky je
rozvoj regionll zaméfeny na jejich soudrznost
a zvySovani konkurenceschopnosti. Jak bude
ukéazano v prvnim modelu, je efektivnéjsi aloko-
vat investice a koncentrovat ekonomické aktivi-
ty do téch regiona, které maji vy$si produktivitu,
viz také [7] nebo [11]. Timto zplsobem vSak
mize dochazet k ekonomickému zaostavani
téch regiont, které maji produktivitu nizsi. Tyto
regiony se tak mohou stat méné konkurence-
schopné a v zajmu zachovani soudrznosti bude
ucelné uskute€nit jisté prerozdéleni pfijmu mezi
ony. Aby se mozné rozdily mezi produktivitou
regionll a pfipadnymi pfijmy obyvatel v téchto
regionech zmen8ovaly, provadi centralni vliady
intervence do regionalniho rozvoje. Mlze
napfiklad dochézet k presmérovani investic
vlady do infrastruktury méné rozvinutych regio-
nd. Cilem takovych snah je posilit kapitalovou
vybavenost obyvatel téchto regiond, pfispét ke

zvySeni technologické Urovné regiont a tak
posilit jejich konkurenceschopnost. Druhy
model uvedeny v tomto ¢lanku, ktery vychazi
z publikaci [6] a [9], se tedy bude zabyvat pfe-
rozdélovanim pfijmu regionl a investicemi do
jejich infrastruktury.

| kdyZ jsou oba modely zalozeny na odlis-
nych ekonomickych pfedpokladech — prvni mo-
del vychazi z keynesianského pfistupu k mode-
lovani spotfeby (resp. uspor), druhy model je
zalozen na pfedpokladech nové klasické eko-
nomie, kdy ekonomicti agenti optimalizuji své
UcCelové funkce a pfizplsobuji tomu své jedna-
ni — jsou v ¢lanku uvedeny spole¢né, nebot
umoznuji prezentovat modelovy pfistup k regio-
nalni politice a ukazuji pouZiti teorie optimalniho
fizeni, které je v této oblasti ekonomického
vyzkumu méné rozsifené, srv. [5]. Modely byly
vybrany tak, aby ilustrovaly rizné moznosti
pouziti teorie optimélniho fizeni na kone¢ném
a nekone¢ném €asovém horizontu, resp. moz-
nosti feSeni Uloh s integralnim nebo terminal-
nim fukcionalem.

1. Metodologie

Pro matematicky popis ekonomického vyvoje
regionll budou pouzity modely formulované
jako Ulohy optimalniho Fizeni. Tyto Ulohy pred-
stavuji optimaliza¢ni problémy, jejichz cilem je
nalézt maximum (nebo minimum) uéelového
funkcionalu pro proces, jehoZ stav je popsan
obycejnou diferencidlni rovnici, pfipadné sou-
stavou obycejnych diferencialnich rovnic. Dale
je podstatné, Ze stav lze v kazdém Case ovliv-
nit proménnou zvanou fizeni. Hodnoty této pro-
ménné Ize volit libovolné z urcité dané mnoziny
tak, aby bylo dosazeno maximum ucelového
funkcionalu. Ugelovy funkcional téchto uloh je
zadan jako soucet urcitého integrélu a terminalniho
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funkcionalu, tj. funkce, ktera ohodnocuje cilovy
stav. Pokud funkcional obsahuje pouze integ-
ralni ¢len, mluvime Lagrangeové uloze. Je-li
Ucelovy funkciondl tvofen pouze terminalnim
¢lenem, mluvime o Mayerové uloze. Obsahu-
je-li ucelovy funkcional oba typy, jedna se
o Bolzovu ulohu. V pfipadé, Ze je tfeba popsat
velmi dlouhy proces, pak se v Lagrangeové
Uloze obvykle pouziva integrdl s neomezenou
horni mezi. V textu budeme pouzivat Lagrangeo-
vu Ulohu a Mayerovu Ulohu. Diferencialni rovnice
predstavuje v dané uloze jisty typ vazby a obvy-
kle je také zadana poc¢atecni hodnota stavu.

PFi feSeni Ulohy optimalniho fizeni se obvy-
kle formuluji nutné podminky pro optimalni pro-
ces, které jsou znamé jako Pontrjagin(iv prin-
cip maxima, viz [9]. Pfi pouziti tohoto principu
se nejdfive sestavi hamiltonian dané ulohy.
Pomoci hamiltonianu Ize pak nalézt zminéné
nutné podminky pro optimalni proces: je formu-
lovan princip maxima, je sestavena adjungo-
vana rovnice pro pomocnou (adjungovanou)
funkci a pfipadné je formulovana koncova pod-
minka pro tuto adjungovanou funkci, ktera se
nazyva podminka transverzality. Detailni
popis ulohy optimalniho fizeni véetné Pontrjagi-
nova principu maxima lze nalézt v zahrani¢nich
monografiich, napf. v [4], [14] nebo [15].

2. Model optimalni regionalni
alokace investic

Budeme se zabyvat néjakym ekonomickym
celkem, ktery je rozdélen na regiony. Konkrétné
budeme uvazovat, Zze dany ekonomicky celek
tvofi pouze dva regiony. Tento pfedpoklad pod-
statné pfispéje ke zjednodu$eni Uvah a bude
mozné nalézt i analytické feSeni formulované-
ho modelu véetné analyzy a interpretace toho-
to feSeni. Vyrobu i-tého regionu oznacime Y,
kde i, ie{l.2} je index oznacujici region 1
nebo region 2. Vyroba kazdého regionu je ros-
touci funkci kapitalovych vstupl, které oznadi-
me K, kde ie{l.2} takze rdst kapitalu v kaz-
dém regionu zpUsobi rdst vyroby tohoto regionu.
Uvazujme dale, Ze pfi€inou rlstu zasob kapita-
lu v daném regionu, je rast investic v tomto
regionu. Pfedpokladejme, ze investi¢ni fondy,
které vznikaji z celkovych Uspor obyvatel dané-
ho ekonomického celku, jsou vlozeny do cent-
ralni agentury a pak jsou alokovany do jednotli-
vych regiond. Nyni se nabizi otazka. Jak pro-
vést optimalni alokaci investi¢éniho fondu do
kazdého z obou regiont? Uvahy tohoto typu

byly poprvé feSeny v praci [13], problémem se
pak také zabyval ¢lanek [7]. Nase Uvahy vycha-
zeji hlavné z publikace [16], kterd navazuje na
¢lanek [17].

2.1 Matematicka formulace problému
Produkéni funkce i-tého regionu, ie{l.2} je
dana vyrazem

Yi = biKi (1)
kde b, b>0, je realna konstanta, ktera repre-
zentuje produktivitu kapitalu v i-tém regionu.
Pro celkovou vyrobu uvazované ekonomické
jednotky pak mizeme psat vztah

Y=Y +Y,=bK +DbK, @

Je vhodné uvédomit si, Ze jak vyroba Y;
i-tého regionu, tak kapital K; i-tého regionu, jsou
funkce Casu t. Oznacime-li T, T>0, planovaci
horizont, pro ktery budeme model studovat,
muzeme psat t € [0,7] a pro ity region také
Y=Y|(t) nebo K=K{t). V textu vSak budeme
vétSinou pouzivat zkraceny zapis bez promén-
né oznacujici ¢as t. Pfi konstrukci modelu se
budeme odvolavat na obrazek 1, kde jsou uve-
deny toky kapitalu.

Protoze investi¢ni fond, jehoz objem v Case
toznacime Z=Z(t), pochazi z Uspor v obou regi-
onech, miizeme psat

Z=s1 +5,1, (3)

kde si, s,€(0,]) pro ie{l2} je sklon k Uspo-
ram v i-tém regionu. Pokud definujme g; =b;s;
muazeme pomoci (1) pfedchozi vztah (3) pro
objem investi¢nich fondl pfepsat ve tvaru

Z=gK +gK, (4)

Oznacéme u=u(t), u € [0, 1], relativni miru
investiénich fondud, které jsou alokovany do
regionu 1, pak (1-u) pfedstavuje relativni miru
investic, které jsou alokovany do regionu 2.
Pokud v prvnim pfiblizeni nebudeme uvazovat
znehodnoceni kapitalu, mizeme pro &asovy
vyvoj kapitalu pracovat s rovnicemi

K, =uZ=u(g K +g,kK,)

) (5)
K,=(1-uw)Z=~1-u)gK, +g,K,)
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m Schéma tvorby investiéniho fondu v ekonomické jednotce se dvéma regiony
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Pocate¢ni hodnoty kapitalu v regionu 1 ne-
bo v regionu 2, ozna¢ime

K,(0)=K,resp. K,(0)=K;  (6)

Ulohou je pak nalézt takové rozlozeni
investic z centralni agentury, aby byla ziskana
maximalni vyroba Y(T) uvazované ekonomické
jednotky v Case T, tj. bude tfeba nalézt maxi-
malni vyrobu na konci planovaciho obdobi.
Vzhledem k tomu, ze Y(T)=bK,(T)+b,K,(T),
Ize formulovanou Ulohu zapsat jako ulohu opti-
malniho Fizeni nasledujicim zplsobem: je tfeba
nalézt

max u(/‘)[blKl (T)+b2K2(T)] (7)

vzhledem k podminkam danym diferencialnimi
rovnicemi (5), pocatecnimi podminkami (6) a da-
nou fidici proménnou u=u(t), ue[0, 1]. Jedna se
tedy o Mayerovu uUlohu optimalniho Fizeni.

2.2 Reseni problému
Ulohu budeme Fesit pomoci Pontrjaginova prin-
cipu maxima. Hamiltonian dané ulohy je

H(K,K,,u,p,,p,) = pu(g,K, +g,K,)+ (8)

+(I-w)p,(gK, +g,K,)

=@(p,—p,)+p,)gK, +gK,),
kde p,=p,(t), resp. p,=p,(t), jsou adjungované
funkce, pro které plati adjungované rovnice.
Tyto rovnice Ize pro psat ve tvaru

Zdroj: vlastni
by == =Lwp +(-w0psls, ()

s podminkami transverzality

(1) =Y/ (1)=b, (10)

Adjungované funkce maji roli pomocnych
proménnych a umoznuji sestavit kritérium,
podle kterého Ize stanovit optimalni Fizeni.
Vzhledem k tomu, Ze b>0 pro ie{1.2} mdze-
me uvazovat o vyvoji adjungovanych funkci
v 1. kvadrantu fazového diagramu s osami p,
a p,, viz obrazek 2. Neni obtiZzné nahlédnout,
Ze obé adjungované funkce jsou v tomto kva-
drantu klesajici funkci ¢asu, nebot jejich deriva-
ce jsou zaporné, srv. (9). Podle principu maxi-
ma je dale nutné vybrat takové optimalni fizeni
aby v bodech spojitosti tohoto Fizeni platil vztah

H(K,,K,,u, p, p,) <H(K,,K,,i, p, p,)- (11)

Pouzijeme-li (8) je nutné, aby pro kazdé
u e [0, 1] platilo

w(p,—p,)+p,)g K, +g,K,)< (11)
<@(p,—p,)+ P g K, +8,K,),
neboli

(u=a)(p,—p,)<0. (13)
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Odtud pak ziskame kritérium pro optimalni
alokaci investic ve tvaru
= (D=1, jestlize p,(1)>p,(1),
= (D=0, jestlize p,()<p,(1),
= (1) neni definovano, jestlize p,(1)=p,(1).
V8imnéme si, Zze z uvedeného tvaru (9)
adjungovanych rovnic vyplyva, ze

123 &>

Upravime-li tento vztah (14) a pak provede-
me integraci v mezich od tdo T, mdzeme uplat-
nit podminky transverzality. Nakonec Ize Upra-
vou ziskat vztah

(14)

bb, (15)

(1) =§p. (1) + 222 (s, —5,),

1 1

ktery umoznuje zkonstruovat trajektorii feSeni
adjungovanych funkci ve fazovém diagramu,
a jak se ukaze, je kli¢ovy pro dalsi rozbor.

2.3 Fazovy diagram
Chceme-li podrobnéji popsat feseni, je vhodné
zakreslit pfedchozi pozorovani do fazového

diagramu, tj. do diagramu, jehoZ osy soufadnic
jsou oznaceny jmény adjungovanych promén-
nych p, a p,. Jiz vime, ze vyvoj adjungovanych
funkci probiha v 1. kvadrantu a obé funkce jsou
v tomto kvadrantu klesajici. To ndm umoznuje
zakreslit smérové pole, viz obrazek 2. Dale
vime, Ze trajektorie feseni je podle (15) linearni
funkce

P, (0) =kp () +q (16)

kde

p-8ag-bb oy (17
& &1

takze jejim grafem je pfimka se smérnici k.
V zavislosti na hodnotéach parametrli g,=s,b,>0
a g,=5,b,>0 ma smérnice k hodnotu bud k > 1
nebo 0 < k<1, viz obrazek 2. Tvar feSeni ovliv-
ni i dalSi parametry a podrobnéjsi rozbor Ize
nalézt v nasledujicim odstavci. Podle kritéria
pro optimalni alokaci také vime, Ze v polorovi-
né, v niz plati vztah p,>p, ma optimalni fizeni
hodnotu d(f) = 0 zatimco v druhé poloroviné je
alh) =1.

Ukazka fazového diagramu pro dvojici adjungovanych funkci a trajektorii,
pro kterou je g, > g,, neboli s,b, > s,b,
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Zdroj: vlastni konstrukce pomoci pocita¢ového algebraického systému Maple
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2.4 Rozbor feseni

ProtoZe g, = sb, kde ie{l.2}, Ize z pfedcho-
ziho vztahu bezprostfedné odvodit kritérium
pro rozdil adjungovanych funkci

P (r)fpzo):ﬁ[(slbl — 53b) pa(0)+ by (5, — 5,)].
(18)

Tento vztah umoznuje popsat optimalni
strategie pro alokaci investic do prvniho nebo
druhého regionu.

(i) Je-li s;b;>s,b, a s,>s; nebo s;b;>s,b,
a s,=s; nebo s;b;=s,b, a s,>s;, je
p(O-p,(1)>0, takZe a4(r)=1 pro vSechna
te[0,7]. Za téchto podminek tedy vdechny
investice sméfuji do prvniho regionu a do dru-
hého regionu nesméruji investice zadné. Podi-
vejme se na tyto podminky podrobnéji. Ve
v8ech tfech pfipadech je v prvnim regionu vy3ssi
vynos z kapitalu, takze region disponuje vySsi
produktivitou, coz znamena, ze vlozené investi-
ce jsou lépe vyuzity. VSimnéme si, Zze v prvnim
nebo ve tfetim pfipadé je v prvnim regionu
men$i mira Uspor nez v regionu druhém, to
znamena, Ze v regionu vznikd méné zdrojl pro
investice, ale dochazi k vyS$si spotfebé. Diky
vy$Si produktivité prvniho regionu je v8ak tento
region vhodnéjsi pro alokaci investic.

(ii) Je-li s;b;<s,b, a s,<s; nebo s,b,<s,b,
a s,=s; nebo s;b;=s,b, a s,<sy, je
p()-p,(H) <0, takze g (r)=0 pro vSechna
t€[0,T]. Za téchto podminek jdou tedy vSech-
ny investice do druhého regionu a do prvniho
regionu nesméruji investice zadné. Situace je
obdobna té pfedchozi s tim rozdilem, Ze regio-
ny maji obracenou pozici.

(iii) Je-li s;b,>s,b, a pfitom s,<s;, je rozbor
nabyvat jak kladné tak zaporné hodnoty, takze
je mozné, Ze v jistém okamziku dojde ke zméné
alokace investic mezi prvnim a druhym regionem,
viz obrazek 2. Je-li b;<b,, pak pro r¢[0,7], je
a(t)=1, nicméné pro re[7,T], je 4a(r)=0.
Hodnota 7 ,okamziku zmény rezimu fizeni je
odvozena v sekci 2.6 a je charakterizovana
vztahem (21). Situaci, kdy dochazi ke zméné
fizeni, Ize sledovat na obrazku 2, kde se trajek-
torie kfizi s osou 1. kvadrantu fazového diagramu.
V tomto pfipadé je mira Uspor v prvnim regionu
vyssi, ale region je méné produktivni, jeho
vynos z kapitalu je niz8i. Vznika zde relativné
vice zdrojli pro investice, ale jejich investovani
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je méné efektivni nez v regionu druhém. Opti-
malni alokace investic ma nasledujici scénar.
V Casovém intervalu [0,7] sméfuji vSechny
investice do tohoto prvniho regionu, pak dojde
k vyméné a v ¢asovém intervalu [7,7] sméfuji
v8echny investice do druhého regionu. V pfipa-
dé, Ze b, > b, a prvni region neni v produktivité
horsi nez region druhy je opét j(;)=1 pro
kazdé 1 <[0,7], takZe vSechny investice sméfu-
ji stale do tohoto efektivnéjsiho regionu.

(iv) Je-li s;b,<s,b, a piitom s,>s,, je situa-
ce stejnd, jako situace predchozi, s tim rozdi-
lem, Ze se pozice regiont vymeéni.

(v) Je-li nakonec s;b,=s,b, a pfitom s,=s;,
maji oba regiony stejné parametry, nabizeji
stejné podminky a model je indiferentni k libo-
volnému scénafi optimalni alokace investic.
Regiony prosté splynou do jedné oblasti, ktera
je z pohledu planovani investic nerozliSitelna.

2.5 Poznamky

V ramci uvedeného matematického modelu
bylo odvozeno, ze investice by mély byt opti-
malné rozdélovany tak, aby sméfovaly do regi-
onu s vySSim vynosem z kapitalu. Podle uve-
deného modelu by takové rozdéleni mélo pfi-
nést nejvyssi ekonomicky efekt. Druhy region
by tak ale zlstal bez investic a Ize predpokla-
dat, ze by dochazelo k jeho zaostavani (nejen
ekonomickému). V tomto smyslu se pak Ize
domnivat, ze snaha o optimalni alokaci investic
mize vést k ekonomické disparité regiond.
O tomto existujicim jevu pojednavaji napf. pub-
likace [8], [1], které hodnoti nejen ekonomickou
vykonnost regiond ve vybranych oblastech
Ceské republiky. Model Ize jisté modifikovat at
jiz na strané popisu jeho dynamiky nebo na
strané volby Uc¢elového funkcionalu. V prvnim
pfipadé by bylo mozné pfedpokladat neoklasic-
kou produkéni funkci s vice vyrobnimi faktory,
pfipadné znehodnoceni kapitalu. V druhém pfi-
padé by bylo mozné definovat jiny Ucelovy
funkcional, viz napf. [16], kde je jako alternativ-
ni U¢elovy funkcional uveden vztah pro kumula-
tivni spotfebu na jednoho obyvatele uvazova-
ného ekonomického celku. Vzhledem k jednodu-
chosti modelu ho tak Ize povazovat za jisty proto-
typ a dobré vychodisko pro obecnéjsi a podrob-
néjsi modely. Je vSak nutné poditat s tim, Ze tako-
vé modely budou obsahovat i nelineami cleny
a analyza optimalniho feSeni se bude muset vice
opirat o techniky numerické a vypocetni matema-

tiky nez o techniky analytické.
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2.6 Odvozeni vztahu pro ¢as zmény
rezimu rizeni

V gastech (iii) a (iv) sekce 2.4 byly popsany

scénare optimalniho Fizeni, kdy v jistém oka-

mziku 7.7 e(0,7), doSlo ke zméné fizeni. Hle-

dejme tento ¢asovy okamzik, ktery je charakte-

rizovan podminkou

P (IN) =D (?)
V_tomto pfipadé Ize (16) psat jako
p,(1) =kp,(f)+q, kde ka qjsou dany vztahy
(17). Odtud pak mame

_biby(s, _Sz).

5,0, —5,b,

~ 1 (19)
t)=——
(1) -k
V pfipadé, ze pro re[7,T] je #()=0, viz
pfipad (jii), Ize adjungovanou rovnici (9) a pod-
minku transverzality (10) psat jako

pz(’) =_g2p(t)»p2(T) =b2:

kde g, = s,b,. ReSenim této homogenni linear-
ni diferencialni rovnice s koncovou podminkou
ziskame
Py (1) =bye™ . (20)
Pouzijeme-li nyni (19) a (20), muzeme pro
okamzik zmény fizeni t psat rovnici
b.e 1) bb,(s,=5,)
’ 8516, — 5,0, '

odkud

Tor-Ln[p 5] oy
5,0, 8,0, = 5,b,

3. Model regionalniho prerozdélovani

Nasledujici model, ktery vychazi predevsim
z [6] a [9], se bude zabyvat kvalitativné jinou
analyzou nez model pfedchozi. Budeme jiz
predpokladat, ze v dané ekonomické jednotce
existuji regiony s rliznymi ekonomickymi vykon-
nostmi a budeme chtit prokazat, ze urcitymi
vladnimi zésahy Ize tyto rozdily mezi regiony
snizovat. Dany model tedy nenavazuje na
model optimalni alokace investic uvedeny
v pfedchozi ¢asti a bude nové formulovan. Uva-
zujme opét urcitou ekonomickou jednotku s jed-
nou centralni vliddou, ktera se sklada ze dvou
regionll. Jeden z regionl bude rozvinutéjsi

a jeho obyvatelé budou mit vySSi pfijmy, zatim-
co druhy region bude méné rozvinuty a jeho
obyvatelé budou mit nizsi pfijmy. Veli€iny popi-
sujici bohatsi region budeme znagcit indexem
r (rich), veli€iny vztahujici se k chudSimu regio-
nu budeme znacit indexem p (poor). Model
vychazi z predpokladd volného kapitalu
a nemobilni prace, tj. nedochazi k dramatické-
mu stéhovani pracovnikl za praci do bohatsiho
regionu. V modelu nebudeme uvazovat chova-
ni domacnosti, zaméfime se pouze na sektor
firem a sektor vlady, nebot pro zavéry, které
zde chceme prezentovat, tyto Uvahy postacuji.

3.1 Firmy

Uvazujme, ze v kazdém regionu i,i€{r,p},
existuje velké mnozstvi konkurenénich firem,
které pro svoji produkci Y, vyuZivaji soukromy
kapital K a praci L. Uhrny produkt je pak vyu-
Zit pro spotfebu a soukromé i verejné investice.
Budeme predpokladat, ze firmy maiji stejnou
produkéni Cobb-Douglasovu funkci

Y = AKILT™®, (22)

kde A, reprezentuje technologickou Uroven
firem v regionu j a o resp. 1 — o pfedstavuje
koeficient pruznosti produkce vzhledem ke
kapitalu, resp. k praci. V souvislosti s provadé-
nymi Uvahami se Ize domnivat, Ze technologic-
k& droven produkce zavisi na infrastruktufe
regionu. Tato zavislost, kterd vyrazné ovlivriuje
podobu modelu, bude specifikovana pozdéji.
Pro ¢asovy vyvoj soukromého kapitalu budeme
uvazovat vztah

K, () =1,()-8K, (1), (23)

kde I reprezentuje hrubé investice do soukro-
mého kapitalu v regionu i a g, 6 € (0,1) repre-
zentuje miru znehodnoceni kapitalu. Jestlize
nebudeme uvazovat naklady na instalaci inves-
tic a normalizujeme-li cenu za jednotku kapita-
lu, I1ze sou€asnou hodnotu toku Eistého zisku
firmy v kazdém regionu i,ie{r,p}, vyjadrit
funkcionalem

(OK, (1) L) =w,(OL, (0} =1,

~exp(— i[r, (v)dv]dt,

(24)
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kde 7.t €(0,1), je mira zdanéni uréena central-
ni vladou, wj(f) pfedstavuje mzdové néaklady
v ¢ase tna jednu pracovni jednotku v regionu i
a r(f) pfedstavuje urokovou miru v Case tv re-
gionu i. Cilem firem je maximalizovat (24)
vzhledem k omezeni (23). To je Lagrangeova
uloha optimalniho fizeni, ve které jsou fidicimi
proménnymi prace L, a investice /. Kapital K; je
stavova proménna. Jestlize aplikujeme Pontrja-
ginlv princip maxima, ziskame nasledujici
nutné podminky pro optimalni feSeni.
K@)

(I—Q)A;(f)(mj =w,(?),

(25)

(l—‘c)ocA,(t)[Iz’((tt))J =r@n)+8.  (26)

kde 7 €[0,%). Z podminky (25) je zfejmé, Ze jed-
notkova cena prace je pfimo Umérna mezni
produkci prace a z podminky (26) vyplyva, ze
soucet okamzité urokové miry a znehodnoceni
kapitalu je pfimo Umérny mezni produkci kapi-
talu. ProtoZze mezi obéma regiony dochazi
k volnému pohybu kapitalu v ramci ekonomické
jednotky s jednou centralni viadou, je Urokova mira
v obou regionech stejna, tj. r,()=r,.(1). Z (26)
pak vyplyva, ze pro kazdé ¢ e[0,x) plati

K0\, (K0T e
4, (r)[ 0 j -4, (r)[ L J

3.2 Vladni sektor

Vlada se snazi pferozdélovat své pfijmy ve vysi
T(Y.(1)+Y,(s)) tak, aby zvySila konkurence-
schopnost chudsiho regionu. Na zakladé tohoto
rozhodnuti bude v tomto regionu dochazet k vét-
§im investicim do infrastruktury nez v bohatsim
regionu. Vefejné investice do nevyrobni oblasti
v tomto modelu nebudeme uvazovat. Oznaéme
G; kapital ve formé infrastruktury regionu
u,u<[0,1] a oznaéme miru vladniho prerozdé-
lovani, tj. viada do chuds$iho regionu pfesune na-
vic produkci z bohatSiho regionu ve vySi
u-t-Y,(r). Budeme-li na infrastrukturu nahlizet
jako na nemobilni kapital, mdzeme pro jeho
¢asovy vyvoj napsat podobné rovnice jako pro
¢asovy vyvoj soukromého kapitalu, viz (23), tj.

G, (1) =t(1-u)Y,(t)-8G, (1) (28)

Ekonomie

resp.

G,(0)=(Y, () +uY,(1))-8G, (),  (29)
kde, jak bylo uvedeno dfive, 3, 3 € (0,1) repre-
zentuje znehodnoceni kapitalu.

Poslednim predpokladem modelu bude
popis zplsobu, jakym dochazi k technologické-
mu pokroku v produkéni funkci (22). V [2] je
uveden argument, podle kterého lze Ucinek
vefejnych vydaji na produktivitu modelovat
v produkéni funkci tak, ze tato funkce vykazuje
konstantni vynosy z rozsahu soukromého
i vefejného kapitalu. Tyto Uvahy jsou dale modi-
fikovany v monografii [3], kde se uvazuje, Ze
vefejné vydaje pfispivaji k produkci ve stejném
rozsahu jako prace. V tomto modelu pfedpo-
kladame, Ze verejné vydaje pfispivaji k budova-
ni infrastruktury, kterou pak povazujeme za
vefejny kapitdl, ktery pfispiva k produkci regio-
nu. Budeme tedy pfedpokladat, ze infrastruktu-
ra obohacuje praci a pfispiva k produkci ve stej-
ném rozsahu, tj. uvazujme model endogenniho
technologického pokroku obohacujiciho praci
ve tvaru

A()=4G, )", (30)
kde A, A > 0 je konstanta reprezentujici obec-
nou uroveri technologie spole¢nou v obou regi-
onech. Tento pfedpoklad znamena, Ze zvyseni
urovné verfejnych vydaja na infrastrukturu
v daném regionu vede ke zlepSeni technologic-
ké urovné daného regionu. Toto je podstatny
pfedpoklad modelu a bylo by mozné uvazovat
komplexnéjsi vztah pro technologickou uroven,
nicméné matematické analyza takového mode-
lu by si pak vyzadala mnohem vice prostoru.
Produkéni funkce (22) méa za daného predpo-
kladu tvar

Y, = AK"(G,L)"™ (31)
a vztah (27) Ize pomoci této produkéni funkce
pfepsat do tvaru

K, K,

= (32)
G,(1)L(t) G,(0)-L,0)

ktery bude pouzit v nasledujicim rozboru
a ktery plati pro kazdé ¢ <[0,x).
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3.3 Relativni mira zaostalosti
chudsiho regionu

Podle uvedenych predpokladd zavisi produkti-
vita regionu na regiondlni infrastruktufe. Ta je
vSak imobilni a v ¢ase se rozviji a pfizplsobuje
pomalu. Abychom mohli sledovat, jak se hod-
noty produktivity v uréitém regionu méni v ¢ase,
zavedeme relativni miru produktivity chudsiho
regionu vzhledem k bohatSimu regionu jako

pomeér
Y, (7
m:mm: L,
Y.(¢ '
¥,(0) % "

Vypocet nasledujiciho vztahu je technicky

(33)

stavci 4.5. Pro tempo rlstu relativni miry pro-
duktivity chudsiho regionu vzhledem k bohatsi-
mu regionu mizeme nalézt

. K o
Vo= - [ i J |:Lp—L,+uL,[G" +1H,
o ‘|6, G,

(34)

kde jsme pro zjednoduSeni zapisu vynechali
oznaceni pro ¢as t. Pro tento vztah Ize nalézt
nékteré ekonomické interpretace. Pfipomefime
kratce, Ze vztah (34) byl odvozen pro ekono-
mickou jednotku se dvéma regiony, ve kterych
existuje jednotna Urokova mira a plati predpo-
klad stejné obecné Urovné technologie, tj. firmy
v obou regionech si mohou puj¢ovat finan¢ni
prostfedky za stejnych podminek a maji pfistup ke
stejnym technologiim. Dale se v modelu pFed-
pokladalo, Ze se obyvatelstvo chud$iho regionu
masivné nestéhuje za lepsimi podminkami do
bohatého regionu. Nasledujici uvahy se tykaji
pouze vzajemného vztahu produktivity v chud-
§im a bohatSim regionu, netykaji se celkového
rlstu produktu v dané ekonomické jednotce.
= Je-li u=0tj. nedochazi-li k pferozdélovani
produktu regionl, pak muze produktivita
v chudSim regionu podle (34) rust, tj.
Yo >0, jestlize Lp>L,, tj. tehdy, vyuziva-li
chudsi region vice prace nez bohatsi regi-
on. Jestlize naopak L<L, 1. bohatsi region
vyuzivé vice prace nez chudSi region, pak
pfi nulovém prerozdélovani dochazi k dalsi-
mu zaostévani produktivity chudsiho regionu
vzhledem k bohatS8imu regionu, tj. v, <0.
Pokud je v8ak v regionech srovnatelné

vyuziti prace, tj. plati Lp<Lr ~ 0 nemlze
samotny pohyb soukromého kapitalu vést
k vyrovnani produktivity v obou regionech
a regionalni rozdily zUstavaji stejné.

= Ze vztahu (34) vyplyva, Ze vy, >0, pravé
tehdy, kdyz plati

L-L, 6 | (35)

u>

PFfedevSim si uvédomme, Ze vyraz na pravé
strané pfedchozi nerovnosti (35) je Cislo mensi
nez jedna. ProtoZze 4 <[0,1], vyplyva z tohoto
pozorovani, ze vzdy existuje hodnota u preroz-
délovani vefejnych pfijmd mezi regiony, pfi
které je mozné zadit vyrovnavat produktivitu
chudsiho regionu a pfiblizovat ji k produktivité
regionu bohatsiho.

Nyni nastava otazka, jak nastavit hodnotu
tohoto prerozdélovani tak, aby se uroven pro-
duktivity obou regiond v ¢ase vyrovnala. Po-
dobné jako v ¢lanku [6] Ize navrhnout postupné
snizovani urovné pferozdélovani podle vztahu

u=1-f(Q), (41)
kde f je kladna rostouci funkce definovana na
[0,1] a 7(©Q)<[01], /(1)=1, které povede
k postupnému vyrovnavani produktivity obou
regiond.
= Vztah (33) vyjadfujici tempo rastu Y, rela-

tivni miry produktivity v chud$im regionu
vzhledem k bohatSimu regionu obsahuje
také multiplikator

M[GKZ J ZT{A”’[IL(FJ 1G1’

ppr P P
ze kterého vyplyva, Ze toto tempo rastu je
pfimo Umérné meznimu produktu prace v chud-
§im regionu [srv. vztahy (25) a (30)], Ze je pfimo
Umérné mife zdanéni produktu v dané ekono-
mické jednotce a Ze je nepfimo Umérné hodno-
té infrastruktury v chud$im regionu. Odtud pak
vyplyva, Ze se chudS$imu regionu bude dafrit
dohanét produktivitu bohatSiho regionu tim
rychleji, ¢im vy3si ma mezni produkt prace, ¢im
nizsi je okamzita hodnota infrastruktury v tomto
regionu a ¢im vyssi je mira zdanéni v dané eko-
nomické jednotce, takze centralni viada dispo-
nuje vy8Simi prostfedky pro investice do infra-
struktury.
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3.4 Poznamky

Uvedeny analyticky model reprezentuje zaklad-
ni pfedstavy o prerozdélovani vefejnych pfijmu
urcité ekonomické jednotky a jejich alokaci do
infrastruktury regiond dané ekonomiky. V zajmu
zjednodus$eni se jednalo o ekonomickou jedno-
tku, ktera se skladala ze dvou regiont — bohat-
8iho regionu s vy3si produktivitou a chudsiho
regionu s nizsi produktivitou. V rdmci modelu
bylo ukdzano, Ze produktivita chudsiho modelu
mize konvergovat k produktivité bohatsiho
regionu ve dvou pfipadech — jestlize chudsi
region vyuziva praci vice nez region bohatsi
nebo jestlize centralni vidda provadi dostate¢né
prerozdélovani svych verejnych pfijma a prova-
di vice investic do infrastruktury regionu chud-
Siho. Vzhledem k jednoduchosti modelu nelze
ocekavat odpovédi na to, jaké konkrétni projekty
zlepSeni infrastruktury regionu povedou ke
zlepSeni konkurenceschopnosti daného regionu.
To by si vyzadalo urcité pfipadové studie o tom,
jak ktery projekt ozivuje konkrétni ekonomiku
regionu. Nicméné model potvrzuje, Ze investice
do infrastruktury méné produktivniho regionu,
vedou k vy3si produktivité tohoto regionu.

3.5 Odvozeni vztahu pro tempo
rastu_relativni miry produktivity
chudsiho regionu vzhledem
k bohatSimu regionu

V sekci 3.3 jsme zavedli tempo rastu relativni

miry produktivity chudsiho regionu vzhledem

k bohatSimu regionu, pro které jsme uvedli

vztah (34). V této sekci ukdzeme, jak tento

vztah nalézt. Abychom vypocet zjednodusili,
zavedeme nasledujici oznaceni

K, (1)
K.(2)’

L
L

G,

K0= G, "

() YO = 43)

kde ¢ [0,%0). Pomoci tohoto oznaceni Ize vztah
(32) prepsat ve tvaru
k() =My (). (44)
Pouzijeme-li dale (31), mlzeme pro relativ-
ni miru produktivity chudsiho regionu vzhledem
k bohatSimu regionu definovanou vztahem (33)
psat

Q) =k A1) Y () (45)

Ekonomie

V dalsich vypoctech budeme opét proménnou
t oznadujici ¢as vynechavat. Z (45) pak plyne, Ze
pro tempo rastu relativni miry produktivity chudsi-
ho regionu vzhledem k bohatSimu regionu plati

Q ¥ A ¥
=— =0 ——0[ — 1— L
Yo o OLK cxk+( oc)Y (46)
Podobné ze vztahu (44) plyne, ze
K_A ¥ (47)
K Ay

Dosadime-li tento vysledek do (46) a vyuzi-
jeme-li vyznam oznaceni pro y uvedeny v (43),
ziskame postupné

G, (48)
G

_¥_G,_
YQ ’Y Gp

<

Vyuzijeme-li dale vztahy uvedené v diferen-
cialnich rovnicich (28) a (29) pro ¢asovy vyvoj
infrastruktury, obdrzime pomoci (48) vztah

Y, sy,
Yo =T T -t(l-u)

P

Y,
=

»

(49)

Pomoci (31) odtud ziskame

K o o o
Yo =14 L L, +u X ) GL —(1—-u) K, L |
G,L, GlL ) G, G.L,

(50)
Pouzijeme-li nakonec (32), ziskame po
nasledné Upravé hledany vztah (34).

Zaver

PFi fizeni ekonomickych jednotek rozdélenych
do regiont €eli centralni viady rGznym vyzvam.
Na jedné strané sleduji ekonomické cile, kdyz
se snazi co nejlépe vyuzit svych pfijma a inve-
stovat je do téch oblasti, které jsou nejvice pro-
duktivni, protoZe takové investice jsou efektivni.
Timto zpusobem v8ak mize dochazet ke vzni-
ku disparit mezi rdznymi regiony a ke ztraté
konkurenceschopnosti regiont s mensi produk-
tivitou. Na druhé strané vlady sleduii i politické
cile, kdy se snazi eliminovat rozdily v ekono-
mické vykonnosti region(, aby zabranily nerovno-
mérnému vyvoji regiond, ktery by vedl k nespo-
kojenosti ¢asti obyvatel v méné rozvinutych
regionech. To by mohlo vést ke snizeni soudrz-
nosti regiont. Aby se dané jevy eliminovaly,

EM|-:



Ekonomie

mohou centralni vlady zvySovat konkurence-
schopnost méné rozvinutych regiond tak, ze
investuji ¢ast svych pfijml z rozvinutéjSich regi-
onud do infrastruktury méné rozvinutych regio-
na. V ¢lanku byly prezentovany dva analytické
modely, které se snazily popsat takové chovani
centralnich vlad a ukazat na ucinnost jednotli-
vych rozhodnuti. Tyto modely mohou slouzit
jako vychodisko k modelim podobného typu,
pfipadné mohou byt obohaceny o dalsi
a podrobnéjsi pfedpoklady. Pfi formulaci mode-
I0 a jejich feSeni byly pouzity metody teorie
optimalniho Fizeni. V oblasti regionalniho rozvo-
je je pouziti téchto metod méné obvyklé nez
v teorii ekonomického rastu, viz [3]. Popsané
problémy tak mohou slouzit jako pfiklady vyuzi-
ti méné standardnich metod v oblasti regionalni
ekonomiky a doplnit tak aplikace uvedené v [5].

Clanek vznikl za podpory Grantové agentu-
ry CR pfi Fedeni projektu &. 402/09/0405 ,Roz-
voj nestandardnich optimalizaénich metod
a jejich aplikace v ekonomii a managementu.”
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MODELS OF EMERGENCE AND ELIMINATION OF REGIONAL ECONOMIC
DISPARITIES AS OPTIMAL CONTROL PROBLEMS

Pavel Prazak

The paper deals with two issues related to the existence of regions and their economic
development. While the first problem concerns the issue of the possible emergence of regional
disparities, the second one solves the contrary, the possibility of reducing the existing regional
disparities. Regional disparities are understood quite narrowly in this paper, covering just the area
of the difference between the economic productivity of the regions.

It is known that the objective of regional policy is the regional development aimed at increasing
the cohesion of regions and their competitiveness. As will be shown in the first model it is more
efficient to allocate investment and concentrate economic activity in those regions that have higher
productivity. In this way, regions with lower productivity may get behind those regions that have
higher productivity. These regions will then become less competitive and in order to maintain
cohesion of regions it would be useful to make some redistribution of income between more
productive and less productive regions. To the possible differences in productivity between regions
the government directs investment in infrastructure to less developed regions. The aim of such
efforts is to improve the equipment of the population of the given region, to improve the
technological level of the region and to strengthen the competitiveness of that region. This is the
reason why the second mathematical model, described in this paper, deals with income
redistribution and regional investments in their infrastructure. Both models are formulated as
optimal control problems in continuous time and Pontryagin maximum principle is used to locate
optimal solutions finally.

Key Words: regional development, regional disparities, investment, infrastructure, optimal
control problems, Pontryagin maximum principle.
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