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Úvod

Vût‰ina státÛ je administrativnû ãlenûna na
men‰í samosprávné regiony. Takové ãlenûní,
které má obvykle historické kofieny, je pro sprá-
vu státu nutné, nicménû jeho existence pfiiná‰í
také fiadu problémÛ, které jsou fie‰eny v rámci
nástrojÛ regionálního rozvoje. V tomto textu
budou popsány dva problémy, které se t˘kají
ekonomického v˘voje regionÛ. První problém
se zab˘vá problematikou moÏného vzniku regi-
onálních disparit. Druh˘ problém fie‰í naopak
moÏnosti jejich zmen‰ování. Regionální dispari-
ty zde budeme úzce chápat jako rozdíly mezi
ekonomickou v˘konností pfiíslu‰n˘ch regionÛ,
takÏe pÛjde o urãit˘ typ ekonomické regionální
disparity. Základní popis problémÛ vychází
z ãlánkÛ [11] a [12].

Je známo, Ïe cílem regionální politiky je
rozvoj regionÛ zamûfien˘ na jejich soudrÏnost
a zvy‰ování konkurenceschopnosti. Jak bude
ukázáno v prvním modelu, je efektivnûj‰í aloko-
vat investice a koncentrovat ekonomické aktivi-
ty do tûch regionÛ, které mají vy‰‰í produktivitu,
viz také [7] nebo [11]. Tímto zpÛsobem v‰ak
mÛÏe docházet k ekonomickému zaostávání
tûch regionÛ, které mají produktivitu niÏ‰í. Tyto
regiony se tak mohou stát ménû konkurence-
schopné a v zájmu zachování soudrÏnosti bude
úãelné uskuteãnit jisté pfierozdûlení pfiíjmÛ mezi
produktivnûj‰ími a ménû produktivnûj‰ími regi-
ony. Aby se moÏné rozdíly mezi produktivitou
regionÛ a pfiípadn˘mi pfiíjmy obyvatel v tûchto
regionech zmen‰ovaly, provádí centrální vlády
intervence do regionálního rozvoje. MÛÏe
napfiíklad docházet k pfiesmûrování investic
vlády do infrastruktury ménû rozvinut˘ch regio-
nÛ. Cílem takov˘ch snah je posílit kapitálovou
vybavenost obyvatel tûchto regionÛ, pfiispût ke

zv˘‰ení technologické úrovnû regionÛ a tak
posílit jejich konkurenceschopnost. Druh˘
model uveden˘ v tomto ãlánku, kter˘ vychází
z publikací [6] a [9], se tedy bude zab˘vat pfie-
rozdûlováním pfiíjmÛ regionÛ a investicemi do
jejich infrastruktury.

I kdyÏ jsou oba modely zaloÏeny na odli‰-
n˘ch ekonomick˘ch pfiedpokladech – první mo-
del vychází z keynesiánského pfiístupu k mode-
lování spotfieby (resp. úspor), druh˘ model je
zaloÏen na pfiedpokladech nové klasické eko-
nomie, kdy ekonomiãtí agenti optimalizují své
úãelové funkce a pfiizpÛsobují tomu své jedná-
ní – jsou v ãlánku uvedeny spoleãnû, neboÈ
umoÏÀují prezentovat modelov˘ pfiístup k regio-
nální politice a ukazují pouÏití teorie optimálního
fiízení, které je v této oblasti ekonomického
v˘zkumu ménû roz‰ífiené, srv. [5]. Modely byly
vybrány tak, aby ilustrovaly rÛzné moÏnosti
pouÏití teorie optimálního fiízení na koneãném
a nekoneãném ãasovém horizontu, resp. moÏ-
nosti fie‰ení úloh s integrálním nebo terminál-
ním fukcionálem.

1. Metodologie
Pro matematick˘ popis ekonomického v˘voje
regionÛ budou pouÏity modely formulované
jako úlohy optimálního fiízení. Tyto úlohy pfied-
stavují optimalizaãní problémy, jejichÏ cílem je
nalézt maximum (nebo minimum) úãelového
funkcionálu pro proces, jehoÏ stav je popsán
obyãejnou diferenciální rovnicí, pfiípadnû sou-
stavou obyãejn˘ch diferenciálních rovnic. Dále
je podstatné, Ïe stav lze v kaÏdém ãase ovliv-
nit promûnnou zvanou fiízení. Hodnoty této pro-
mûnné lze volit libovolnû z urãité dané mnoÏiny
tak, aby bylo dosaÏeno maximum úãelového
funkcionálu. Úãelov˘ funkcionál tûchto úloh je
zadán jako souãet urãitého integrálu a terminálního
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funkcionálu, tj. funkce, která ohodnocuje cílov˘
stav. Pokud funkcionál obsahuje pouze integ-
rální ãlen, mluvíme Lagrangeovû úloze. Je-li
úãelov˘ funkcionál tvofien pouze terminálním
ãlenem, mluvíme o Mayerovû úloze. Obsahu-
je-li úãelov˘ funkcionál oba typy, jedná se
o Bolzovu úlohu. V pfiípadû, Ïe je tfieba popsat
velmi dlouh˘ proces, pak se v Lagrangeovû
úloze obvykle pouÏívá integrál s neomezenou
horní mezí. V textu budeme pouÏívat Lagrangeo-
vu úlohu a Mayerovu úlohu. Diferenciální rovnice
pfiedstavuje v dané úloze jist˘ typ vazby a obvy-
kle je také zadána poãáteãní hodnota stavu.

Pfii fie‰ení úlohy optimálního fiízení se obvy-
kle formulují nutné podmínky pro optimální pro-
ces, které jsou známé jako PontrjaginÛv prin-
cip maxima, viz [9]. Pfii pouÏití tohoto principu
se nejdfiíve sestaví hamiltonián dané úlohy.
Pomocí hamiltoniánu lze pak nalézt zmínûné
nutné podmínky pro optimální proces: je formu-
lován princip maxima, je sestavena adjungo-
vaná rovnice pro pomocnou (adjungovanou)
funkci a pfiípadnû je formulována koncová pod-
mínka pro tuto adjungovanou funkci, která se
naz˘vá podmínka transverzality. Detailní
popis úlohy optimálního fiízení vãetnû Pontrjagi-
nova principu maxima lze nalézt v zahraniãních
monografiích, napfi. v [4], [14] nebo [15].

2. Model optimální regionální
alokace investic

Budeme se zab˘vat nûjak˘m ekonomick˘m
celkem, kter˘ je rozdûlen na regiony. Konkrétnû
budeme uvaÏovat, Ïe dan˘ ekonomick˘ celek
tvofií pouze dva regiony. Tento pfiedpoklad pod-
statnû pfiispûje ke zjednodu‰ení úvah a bude
moÏné nalézt i analytické fie‰ení formulované-
ho modelu vãetnû anal˘zy a interpretace toho-
to fie‰ení. V˘robu i-tého regionu oznaãíme Yi,
kde i, je index oznaãující region 1
nebo region 2. V˘roba kaÏdého regionu je ros-
toucí funkcí kapitálov˘ch vstupÛ, které oznaãí-
me Ki, kde takÏe rÛst kapitálu v kaÏ-
dém regionu zpÛsobí rÛst v˘roby tohoto regionu.
UvaÏujme dále, Ïe pfiíãinou rÛstu zásob kapitá-
lu v daném regionu, je rÛst investic v tomto
regionu. Pfiedpokládejme, Ïe investiãní fondy,
které vznikají z celkov˘ch úspor obyvatel dané-
ho ekonomického celku, jsou vloÏeny do cent-
rální agentury a pak jsou alokovány do jednotli-
v˘ch regionÛ. Nyní se nabízí otázka. Jak pro-
vést optimální alokaci investiãního fondu do
kaÏdého z obou regionÛ? Úvahy tohoto typu

byly poprvé fie‰eny v práci [13], problémem se
pak také zab˘val ãlánek [7]. Na‰e úvahy vychá-
zejí hlavnû z publikace [16], která navazuje na
ãlánek [17].

2.1 Matematická formulace problému
Produkãní funkce i-tého regionu, je
dána v˘razem

(1)

kde bi, bi>0, je reálná konstanta, která repre-
zentuje produktivitu kapitálu v i-tém regionu.
Pro celkovou v˘robu uvaÏované ekonomické
jednotky pak mÛÏeme psát vztah 

(2)

Je vhodné uvûdomit si, Ïe jak v˘roba Yi
i-tého regionu, tak kapitál Ki i-tého regionu, jsou
funkce ãasu t. Oznaãíme-li T, T>0, plánovací
horizont, pro kter˘ budeme model studovat,
mÛÏeme psát t ∈ [0,T] a pro i-t˘ region také
Yi=Yi(t) nebo  Ki=Ki(t). V textu v‰ak budeme
vût‰inou pouÏívat zkrácen˘ zápis bez promûn-
né oznaãující ãas t. Pfii konstrukci modelu se
budeme odvolávat na obrázek 1, kde jsou uve-
deny toky kapitálu.

ProtoÏe investiãní fond, jehoÏ objem v ãase
t oznaãíme Z=Z(t), pochází z úspor v obou regi-
onech, mÛÏeme psát

(3)

kde si, pro je sklon k úspo-
rám v i-tém regionu. Pokud definujme 
mÛÏeme pomocí (1) pfiedchozí vztah (3) pro
objem investiãních fondÛ pfiepsat ve tvaru

(4)

Oznaãme u=u(t), u ∈ [0, 1], relativní míru
investiãních fondÛ, které jsou alokovány do
regionu 1, pak (1-u) pfiedstavuje relativní míru
investic, které jsou alokovány do regionu 2.
Pokud v prvním pfiiblíÏení nebudeme uvaÏovat
znehodnocení kapitálu, mÛÏeme pro ãasov˘
v˘voj kapitálu pracovat s rovnicemi

(5)
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Poãáteãní hodnoty kapitálu v regionu 1 ne-
bo v regionu 2, oznaãíme 

, resp. . (6)

Úlohou je pak nalézt takové rozloÏení
investic z centrální agentury, aby byla získána
maximální v˘roba Y(T) uvaÏované ekonomické
jednotky v ãase T, tj. bude tfieba nalézt maxi-
mální v˘robu na konci plánovacího období.
Vzhledem k tomu, Ïe ,
lze formulovanou úlohu zapsat jako úlohu opti-
málního fiízení následujícím zpÛsobem: je tfieba
nalézt

(7)

vzhledem k podmínkám dan˘m diferenciálními
rovnicemi (5), poãáteãními podmínkami (6) a da-
nou fiídící promûnnou u=u(t), u∈[0, 1]. Jedná se
tedy o Mayerovu úlohu optimálního fiízení.

2.2 ¤e‰ení problému
Úlohu budeme fie‰it pomocí Pontrjaginova prin-
cipu maxima. Hamiltonián dané úlohy je

(8)

kde p1=p1(t), resp. p2=p2(t), jsou adjungované
funkce, pro které platí adjungované rovnice.
Tyto rovnice lze pro psát ve tvaru

(9)

s podmínkami transverzality 

(10)

Adjungované funkce mají roli pomocn˘ch
promûnn˘ch a umoÏÀují sestavit kritérium,
podle kterého lze stanovit optimální fiízení.
Vzhledem k tomu, Ïe bi>0 pro mÛÏe-
me uvaÏovat o v˘voji adjungovan˘ch funkcí 
v 1. kvadrantu fázového diagramu s osami p1
a p2, viz obrázek 2. Není obtíÏné nahlédnout,
Ïe obû adjungované funkce jsou v tomto kva-
drantu klesající funkcí ãasu, neboÈ jejich deriva-
ce jsou záporné, srv. (9). Podle principu maxi-
ma je dále nutné vybrat takové optimální fiízení
aby v bodech spojitosti tohoto fiízení platil vztah

(11)

PouÏijeme-li (8) je nutné, aby pro kaÏdé
u ∈ [0, 1] platilo

(11)

neboli 

(13)

Obr. 1: Schéma tvorby investiãního fondu v ekonomické jednotce se dvûma regiony

Zdroj: vlastní
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Odtud pak získáme kritérium pro optimální
alokaci investic ve tvaru
� û(t)=1, jestliÏe  p1(t)>p2(t), 
� û(t)=0, jestliÏe  p1(t)<p2(t),
� û(t) není definováno, jestliÏe p1(t)=p2(t).

V‰imnûme si, Ïe z uvedeného tvaru (9)
adjungovan˘ch rovnic vypl˘vá, Ïe

(14)

Upravíme-li tento vztah (14) a pak provede-
me integraci v mezích od t do T, mÛÏeme uplat-
nit podmínky transverzality. Nakonec lze úpra-
vou získat vztah 

(15)

kter˘ umoÏÀuje zkonstruovat trajektorii fie‰ení
adjungovan˘ch funkcí ve fázovém diagramu,
a jak se ukáÏe, je klíãov˘ pro dal‰í rozbor.

2.3 Fázov˘ diagram
Chceme-li podrobnûji popsat fie‰ení, je vhodné
zakreslit pfiedchozí pozorování do fázového

diagramu, tj. do diagramu, jehoÏ osy soufiadnic
jsou oznaãeny jmény adjungovan˘ch promûn-
n˘ch p1 a p2. JiÏ víme, Ïe v˘voj adjungovan˘ch
funkcí probíhá v 1. kvadrantu a obû funkce jsou
v tomto kvadrantu klesající. To nám umoÏÀuje
zakreslit smûrové pole, viz obrázek 2. Dále
víme, Ïe trajektorie fie‰ení je podle (15) lineární
funkce

(16)

kde

a (17)

takÏe jejím grafem je pfiímka se smûrnicí k.
V závislosti na hodnotách parametrÛ g1=s1b1>0
a g2=s2b2>0 má smûrnice k hodnotu buì k > 1
nebo 0 < k ≤ 1, viz obrázek 2. Tvar fie‰ení ovliv-
ní i dal‰í parametry a podrobnûj‰í rozbor lze
nalézt v následujícím odstavci. Podle kritéria
pro optimální alokaci také víme, Ïe v polorovi-
nû, v níÏ platí vztah p2>p1 má optimální fiízení
hodnotu û(t) = 0 zatímco v druhé polorovinû je
û(t) = 1.

Obr. 2: 
Ukázka fázového diagramu pro dvojici adjungovan˘ch funkcí a trajektorií, 
pro kterou je g1 > g2, neboli s1b1 > s2b2

Zdroj: vlastní konstrukce pomocí poãítaãového algebraického systému Maple

EM_02_12_zlom(4)  25.5.2012  14:08  Stránka 18



Ekonomie

19

2.4 Rozbor fie‰ení
ProtoÏe gi = sibi kde  , lze z pfiedcho-
zího vztahu bezprostfiednû odvodit kritérium
pro rozdíl adjungovan˘ch funkcí

(18)

Tento vztah umoÏÀuje popsat optimální
strategie pro alokaci investic do prvního nebo
druhého regionu.

(i) Je-li s1b1>s2b2 a s2>s1 nebo s1b1>s2b2
a s2=s1 nebo s1b1=s2b2 a s2>s1, je

, takÏe pro v‰echna
. Za tûchto podmínek tedy v‰echny

investice smûfiují do prvního regionu a do dru-
hého regionu nesmûfiují investice Ïádné. Podí-
vejme se na tyto podmínky podrobnûji. Ve
v‰ech tfiech pfiípadech je v prvním regionu vy‰‰í
v˘nos z kapitálu, takÏe region disponuje vy‰‰í
produktivitou, coÏ znamená, Ïe vloÏené investi-
ce jsou lépe vyuÏity. V‰imnûme si, Ïe v prvním
nebo ve tfietím pfiípadû je v prvním regionu
men‰í míra úspor neÏ v regionu druhém, to
znamená, Ïe v regionu vzniká ménû zdrojÛ pro
investice, ale dochází k vy‰‰í spotfiebû. Díky
vy‰‰í produktivitû prvního regionu je v‰ak tento
region vhodnûj‰í pro alokaci investic. 

(ii) Je-li s1b1<s2b2 a s2<s1 nebo s1b1<s2b2
a s2=s1 nebo s1b1=s2b2 a s2<s1, je

, takÏe pro v‰echna
Za tûchto podmínek jdou tedy v‰ech-

ny investice do druhého regionu a do prvního
regionu nesmûfiují investice Ïádné. Situace je
obdobná té pfiedchozí s tím rozdílem, Ïe regio-
ny mají obrácenou pozici.

(iii) Je-li  s1b1>s2b2 a pfiitom s2<s1, je rozbor
trochu nároãnûj‰í. V tomto pfiípadû mÛÏe (18)
nab˘vat jak kladné tak záporné hodnoty, takÏe
je moÏné, Ïe v jistém okamÏiku dojde ke zmûnû
alokace investic mezi prvním a druh˘m regionem,
viz obrázek 2. Je-li b1<b2, pak pro , je

nicménû pro , je 
Hodnota ,okamÏiku zmûny reÏimu fiízení je
odvozena v sekci 2.6 a je charakterizována
vztahem (21). Situaci, kdy dochází ke zmûnû
fiízení, lze sledovat na obrázku 2, kde se trajek-
torie kfiíÏí s osou 1. kvadrantu fázového diagramu.
V tomto pfiípadû je míra úspor v prvním regionu
vy‰‰í, ale region je ménû produktivní, jeho
v˘nos z kapitálu je niÏ‰í. Vzniká zde relativnû
více zdrojÛ pro investice, ale jejich investování

je ménû efektivní neÏ v regionu druhém. Opti-
mální alokace investic má následující scénáfi.
V ãasovém intervalu smûfiují v‰echny
investice do tohoto prvního regionu, pak dojde
k v˘mûnû a v ãasovém intervalu smûfiují
v‰echny investice do druhého regionu. V pfiípa-
dû, Ïe b1 ≥ b2 a první region není v produktivitû
hor‰í neÏ region druh˘ je opût pro
kaÏdé , takÏe v‰echny investice smûfiu-
jí stále do tohoto efektivnûj‰ího regionu.

(iv) Je-li s1b1<s2b2 a pfiitom s2>s1, je situa-
ce stejná, jako situace pfiedchozí, s tím rozdí-
lem, Ïe se pozice regionÛ vymûní.

(v) Je-li nakonec s1b1=s2b2 a pfiitom s2=s1,
mají oba regiony stejné parametry, nabízejí
stejné podmínky a model je indiferentní k libo-
volnému scénáfii optimální alokace investic.
Regiony prostû splynou do jedné oblasti, která
je z pohledu plánování investic nerozli‰itelná.

2.5 Poznámky
V rámci uvedeného matematického modelu
bylo odvozeno, Ïe investice by mûly b˘t opti-
málnû rozdûlovány tak, aby smûfiovaly do regi-
onu s vy‰‰ím v˘nosem z kapitálu. Podle uve-
deného modelu by takové rozdûlení mûlo pfii-
nést nejvy‰‰í ekonomick˘ efekt. Druh˘ region
by tak ale zÛstal bez investic a lze pfiedpoklá-
dat, Ïe by docházelo k jeho zaostávání (nejen
ekonomickému). V tomto smyslu se pak lze
domnívat, Ïe snaha o optimální alokaci investic
mÛÏe vést k ekonomické disparitû regionÛ.
O tomto existujícím jevu pojednávají napfi. pub-
likace [8], [1], které hodnotí nejen ekonomickou
v˘konnost regionÛ ve vybran˘ch oblastech
âeské republiky. Model lze jistû modifikovat aÈ
jiÏ na stranû popisu jeho dynamiky nebo na
stranû volby úãelového funkcionálu. V prvním
pfiípadû by bylo moÏné pfiedpokládat neoklasic-
kou produkãní funkci s více v˘robními faktory,
pfiípadnû znehodnocení kapitálu. V druhém pfií-
padû by bylo moÏné definovat jin˘ úãelov˘
funkcionál, viz napfi. [16], kde je jako alternativ-
ní úãelov˘ funkcionál uveden vztah pro kumula-
tivní spotfiebu na jednoho obyvatele uvaÏova-
ného ekonomického celku. Vzhledem k jednodu-
chosti modelu ho tak lze povaÏovat za jist˘ proto-
typ a dobré v˘chodisko pro obecnûj‰í a podrob-
nûj‰í modely. Je v‰ak nutné poãítat s tím, Ïe tako-
vé modely budou obsahovat i nelineární ãleny
a anal˘za optimálního fie‰ení se bude muset více
opírat o techniky numerické a v˘poãetní matema-
tiky neÏ o techniky analytické.
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2.6 Odvození vztahu pro ãas zmûny
reÏimu fiízení

V ãástech (iii) a (iv) sekce 2.4 byly popsány
scénáfie optimálního fiízení, kdy v jistém oka-
mÏiku do‰lo ke zmûnû fiízení. Hle-
dejme tento ãasov˘ okamÏik, kter˘ je charakte-
rizován podmínkou

V tomto pfiípadû lze (16) psát jako
kde k a q jsou dány vztahy

(17). Odtud pak máme 

(19)

V pfiípadû, Ïe pro je viz
pfiípad (iii), lze adjungovanou rovnici (9) a pod-
mínku transverzality (10) psát jako

kde g2 = s2b2. ¤e‰ením této homogenní lineár-
ní diferenciální rovnice s koncovou podmínkou
získáme  

(20)

PouÏijeme-li nyní (19) a (20), mÛÏeme pro
okamÏik zmûny fiízení t̃ psát rovnici

odkud 

(21)

3. Model regionálního pfierozdûlování
Následující model, kter˘ vychází pfiedev‰ím
z [6] a [9], se bude zab˘vat kvalitativnû jinou
anal˘zou neÏ model pfiedchozí. Budeme jiÏ
pfiedpokládat, Ïe v dané ekonomické jednotce
existují regiony s rÛzn˘mi ekonomick˘mi v˘kon-
nostmi a budeme chtít prokázat, Ïe urãit˘mi
vládními zásahy lze tyto rozdíly mezi regiony
sniÏovat. Dan˘ model tedy nenavazuje na
model optimální alokace investic uveden˘
v pfiedchozí ãásti a bude novû formulován. Uva-
Ïujme opût urãitou ekonomickou jednotku s jed-
nou centrální vládou, která se skládá ze dvou
regionÛ. Jeden z regionÛ bude rozvinutûj‰í

a jeho obyvatelé budou mít vy‰‰í pfiíjmy, zatím-
co druh˘ region bude ménû rozvinut˘ a jeho
obyvatelé budou mít niÏ‰í pfiíjmy. Veliãiny popi-
sující bohat‰í region budeme znaãit indexem
r (rich), veliãiny vztahující se k chud‰ímu regio-
nu budeme znaãit indexem p (poor). Model
vychází z pfiedpokladÛ volného kapitálu
a nemobilní práce, tj. nedochází k dramatické-
mu stûhování pracovníkÛ za prací do bohat‰ího
regionu. V modelu nebudeme uvaÏovat chová-
ní domácností, zamûfiíme se pouze na sektor
firem a sektor vlády, neboÈ pro závûry, které
zde chceme prezentovat, tyto úvahy postaãují.

3.1 Firmy
UvaÏujme, Ïe v kaÏdém regionu 
existuje velké mnoÏství konkurenãních firem,
které pro svoji produkci Yi vyuÏívají soukrom˘
kapitál Ki a práci Li. Úhrnn˘ produkt je pak vyu-
Ïit pro spotfiebu a soukromé i vefiejné investice.
Budeme pfiedpokládat, Ïe firmy mají stejnou
produkãní Cobb-Douglasovu funkci

(22)

kde Ai reprezentuje technologickou úroveÀ
firem v regionu i a α resp. 1 – α pfiedstavuje
koeficient pruÏnosti produkce vzhledem ke
kapitálu, resp. k práci. V souvislosti s provádû-
n˘mi úvahami se lze domnívat, Ïe technologic-
ká úroveÀ produkce závisí na infrastruktufie
regionu. Tato závislost, která v˘raznû ovlivÀuje
podobu modelu, bude specifikována pozdûji.
Pro ãasov˘ v˘voj soukromého kapitálu budeme
uvaÏovat vztah

(23)

kde li reprezentuje hrubé investice do soukro-
mého kapitálu v regionu i a δ, δ ∈ (0,1) repre-
zentuje míru znehodnocení kapitálu. JestliÏe
nebudeme uvaÏovat náklady na instalaci inves-
tic a normalizujeme-li cenu za jednotku kapitá-
lu, lze souãasnou hodnotu toku ãistého zisku
firmy v kaÏdém regionu vyjádfiit
funkcionálem

(24)
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kde je míra zdanûní urãená centrál-
ní vládou, wi(t) pfiedstavuje mzdové náklady
v ãase t na jednu pracovní jednotku v regionu i
a ri(t) pfiedstavuje úrokovou míru v ãase t v re-
gionu i. Cílem firem je maximalizovat (24)
vzhledem k omezení (23). To je Lagrangeova
úloha optimálního fiízení, ve které jsou fiídícími
promûnn˘mi práce Li a investice li. Kapitál Ki je
stavová promûnná. JestliÏe aplikujeme Pontrja-
ginÛv princip maxima, získáme následující
nutné podmínky pro optimální fie‰ení.

(25)

a

(26)

kde Z podmínky (25) je zfiejmé, Ïe jed-
notková cena práce je pfiímo úmûrná mezní
produkci práce a z podmínky (26) vypl˘vá, Ïe
souãet okamÏité úrokové míry a znehodnocení
kapitálu je pfiímo úmûrn˘ mezní produkci kapi-
tálu. ProtoÏe mezi obûma regiony dochází
k volnému pohybu kapitálu v rámci ekonomické
jednotky s jednou centrální vládou, je úroková míra
v obou regionech stejná, tj. Z (26)
pak vypl˘vá, Ïe pro kaÏdé platí

(27)

3.2 Vládní sektor
Vláda se snaÏí pfierozdûlovat své pfiíjmy ve v˘‰i

tak, aby zv˘‰ila konkurence-
schopnost chud‰ího regionu. Na základû tohoto
rozhodnutí bude v tomto regionu docházet k vût-
‰ím investicím do infrastruktury neÏ v bohat‰ím
regionu. Vefiejné investice do nev˘robní oblasti
v tomto modelu nebudeme uvaÏovat. Oznaãme
Gi kapitál ve formû infrastruktury regionu

a oznaãme  míru vládního pfierozdû-
lování, tj. vláda do chud‰ího regionu pfiesune na-
víc produkci z bohat‰ího regionu ve v˘‰i

. Budeme-li na infrastrukturu nahlíÏet
jako na nemobilní kapitál, mÛÏeme pro jeho
ãasov˘ v˘voj napsat podobné rovnice jako pro
ãasov˘ v˘voj soukromého kapitálu, viz (23), tj.

(28)

resp.
(29)

kde, jak bylo uvedeno dfiíve, δ, δ ∈ (0,1) repre-
zentuje znehodnocení kapitálu.

Posledním pfiedpokladem modelu bude
popis zpÛsobu, jak˘m dochází k technologické-
mu pokroku v produkãní funkci (22). V [2] je
uveden argument, podle kterého lze úãinek
vefiejn˘ch v˘dajÛ na produktivitu modelovat
v produkãní funkci tak, Ïe tato funkce vykazuje
konstantní v˘nosy z rozsahu soukromého
i vefiejného kapitálu. Tyto úvahy jsou dále modi-
fikovány v monografii [3], kde se uvaÏuje, Ïe
vefiejné v˘daje pfiispívají k produkci ve stejném
rozsahu jako práce. V tomto modelu pfiedpo-
kládáme, Ïe vefiejné v˘daje pfiispívají k budová-
ní infrastruktury, kterou pak povaÏujeme za
vefiejn˘ kapitál, kter˘ pfiispívá k produkci regio-
nu. Budeme tedy pfiedpokládat, Ïe infrastruktu-
ra obohacuje práci a pfiispívá k produkci ve stej-
ném rozsahu, tj. uvaÏujme model endogenního
technologického pokroku obohacujícího práci
ve tvaru

(30)

kde A, A > 0 je konstanta reprezentující obec-
nou úroveÀ technologie spoleãnou v obou regi-
onech. Tento pfiedpoklad znamená, Ïe zv˘‰ení
úrovnû vefiejn˘ch v˘dajÛ na infrastrukturu
v daném regionu vede ke zlep‰ení technologic-
ké úrovnû daného regionu. Toto je podstatn˘
pfiedpoklad modelu a bylo by moÏné uvaÏovat
komplexnûj‰í vztah pro technologickou úroveÀ,
nicménû matematická anal˘za takového mode-
lu by si pak vyÏádala mnohem více prostoru.
Produkãní funkce (22) má za daného pfiedpo-
kladu tvar

(31)

a vztah (27) lze pomocí této produkãní funkce
pfiepsat do tvaru 

(32)

kter˘ bude pouÏit v následujícím rozboru
a kter˘ platí pro kaÏdé .
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3.3 Relativní míra zaostalosti
chud‰ího regionu

Podle uveden˘ch pfiedpokladÛ závisí produkti-
vita regionu na regionální infrastruktufie. Ta je
v‰ak imobilní a v ãase se rozvíjí a pfiizpÛsobuje
pomalu. Abychom mohli sledovat, jak se hod-
noty produktivity v urãitém regionu mûní v ãase,
zavedeme relativní míru produktivity chud‰ího
regionu vzhledem k bohat‰ímu regionu jako
pomûr

(33)

V˘poãet následujícího vztahu je technicky
nároãnûj‰í, proto je uveden samostatnû v od-
stavci 4.5. Pro tempo rÛstu relativní míry pro-
duktivity chud‰ího regionu vzhledem k bohat‰í-
mu regionu mÛÏeme nalézt 

(34)

kde jsme pro zjednodu‰ení zápisu vynechali
oznaãení pro ãas t. Pro tento vztah lze nalézt
nûkteré ekonomické interpretace. PfiipomeÀme
krátce, Ïe vztah (34) byl odvozen pro ekono-
mickou jednotku se dvûma regiony, ve kter˘ch
existuje jednotná úroková míra a platí pfiedpo-
klad stejné obecné úrovnû technologie, tj. firmy
v obou regionech si mohou pÛjãovat finanãní
prostfiedky za stejn˘ch podmínek a mají pfiístup ke
stejn˘m technologiím. Dále se v modelu pfied-
pokládalo, Ïe se obyvatelstvo chud‰ího regionu
masivnû nestûhuje za lep‰ími podmínkami do
bohatého regionu. Následující úvahy se t˘kají
pouze vzájemného vztahu produktivity v chud-
‰ím a bohat‰ím regionu, net˘kají se celkového
rÛstu produktu v dané ekonomické jednotce.
� Je-li u = 0 tj. nedochází-li k pfierozdûlování

produktu regionÛ, pak mÛÏe produktivita
v chud‰ím regionu podle (34) rÛst, tj.

jestliÏe Lp>Lr, tj. tehdy, vyuÏívá-li
chud‰í region více práce neÏ bohat‰í regi-
on. JestliÏe naopak Lp<Lr, tj. bohat‰í region
vyuÏívá více práce neÏ chud‰í region, pak
pfii nulovém pfierozdûlování dochází k dal‰í-
mu zaostávání produktivity chud‰ího regionu
vzhledem k bohat‰ímu regionu, tj. 
Pokud je v‰ak v regionech srovnatelné 

vyuÏití práce, tj. platí Lp<Lr ≈ 0 nemÛÏe
samotn˘ pohyb soukromého kapitálu vést
k vyrovnání produktivity v obou regionech
a regionální rozdíly zÛstávají stejné.

� Ze vztahu (34) vypl˘vá, Ïe právû
tehdy, kdyÏ platí

(35)

Pfiedev‰ím si uvûdomme, Ïe v˘raz na pravé
stranû pfiedchozí nerovnosti (35) je ãíslo men‰í
neÏ jedna. ProtoÏe vypl˘vá z tohoto
pozorování, Ïe vÏdy existuje hodnota u pfieroz-
dûlování vefiejn˘ch pfiíjmÛ mezi regiony, pfii
které je moÏné zaãít vyrovnávat produktivitu
chud‰ího regionu a pfiibliÏovat ji k produktivitû
regionu bohat‰ího.

Nyní nastává otázka, jak nastavit hodnotu
tohoto pfierozdûlování tak, aby se úroveÀ pro-
duktivity obou regionÛ v ãase vyrovnala. Po-
dobnû jako v ãlánku [6] lze navrhnout postupné
sniÏování úrovnû pfierozdûlování podle vztahu

(41)

kde f je kladná rostoucí funkce definovaná na
[0,1] a které povede
k postupnému vyrovnávání produktivity obou
regionÛ.
� Vztah (33) vyjadfiující tempo rÛstu rela-

tivní míry produktivity v chud‰ím regionu
vzhledem k bohat‰ímu regionu obsahuje
také multiplikátor

(42)

ze kterého vypl˘vá, Ïe toto tempo rÛstu je
pfiímo úmûrné meznímu produktu práce v chud-
‰ím regionu [srv. vztahy (25) a (30)], Ïe je pfiímo
úmûrné mífie zdanûní produktu v dané ekono-
mické jednotce a Ïe je nepfiímo úmûrné hodno-
tû infrastruktury v chud‰ím regionu. Odtud pak
vypl˘vá, Ïe se chud‰ímu regionu bude dafiit
dohánût produktivitu bohat‰ího regionu tím
rychleji, ãím vy‰‰í má mezní produkt práce, ãím
niÏ‰í je okamÏitá hodnota infrastruktury v tomto
regionu a ãím vy‰‰í je míra zdanûní v dané eko-
nomické jednotce, takÏe centrální vláda dispo-
nuje vy‰‰ími prostfiedky pro investice do infra-
struktury.
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3.4 Poznámky
Uveden˘ analytick˘ model reprezentuje základ-
ní pfiedstavy o pfierozdûlování vefiejn˘ch pfiíjmÛ
urãité ekonomické jednotky a jejich alokaci do
infrastruktury regionÛ dané ekonomiky. V zájmu
zjednodu‰ení se jednalo o ekonomickou jedno-
tku, která se skládala ze dvou regionÛ – bohat-
‰ího regionu s vy‰‰í produktivitou a chud‰ího
regionu s niÏ‰í produktivitou. V rámci modelu
bylo ukázáno, Ïe produktivita chud‰ího modelu
mÛÏe konvergovat k produktivitû bohat‰ího
regionu ve dvou pfiípadech – jestliÏe chud‰í
region vyuÏívá práci více neÏ region bohat‰í
nebo jestliÏe centrální vláda provádí dostateãné
pfierozdûlování sv˘ch vefiejn˘ch pfiíjmÛ a prová-
dí více investic do infrastruktury regionu chud-
‰ího. Vzhledem k jednoduchosti modelu nelze
oãekávat odpovûdi na to, jaké konkrétní projekty
zlep‰ení infrastruktury regionu povedou ke
zlep‰ení konkurenceschopnosti daného regionu.
To by si vyÏádalo urãité pfiípadové studie o tom,
jak kter˘ projekt oÏivuje konkrétní ekonomiku
regionu. Nicménû model potvrzuje, Ïe investice
do infrastruktury ménû produktivního regionu,
vedou k vy‰‰í produktivitû tohoto regionu.

3.5 Odvození vztahu pro tempo
rÛstu relativní míry produktivity
chud‰ího regionu vzhledem
k bohat‰ímu regionu

V sekci 3.3 jsme zavedli tempo rÛstu relativní
míry produktivity chud‰ího regionu vzhledem
k bohat‰ímu regionu, pro které jsme uvedli
vztah (34). V této sekci ukáÏeme, jak tento
vztah nalézt. Abychom v˘poãet zjednodu‰ili,
zavedeme následující oznaãení

(43)

kde Pomocí tohoto oznaãení lze vztah
(32) pfiepsat ve tvaru

(44)

PouÏijeme-li dále (31), mÛÏeme pro relativ-
ní míru produktivity chud‰ího regionu vzhledem
k bohat‰ímu regionu definovanou vztahem (33)
psát

(45)

V dal‰ích v˘poãtech budeme opût promûnnou
t oznaãující ãas vynechávat. Z (45) pak plyne, Ïe
pro tempo rÛstu relativní míry produktivity chud‰í-
ho regionu vzhledem k bohat‰ímu regionu platí

(46)

Podobnû ze vztahu (44) plyne, Ïe

(47)

Dosadíme-li tento v˘sledek do (46) a vyuÏi-
jeme-li v˘znam oznaãení pro γ uveden˘ v (43),
získáme postupnû

(48)

VyuÏijeme-li dále vztahy uvedené v diferen-
ciálních rovnicích (28) a (29) pro ãasov˘ v˘voj
infrastruktury, obdrÏíme pomocí (48) vztah

(49)

Pomocí (31) odtud získáme

(50)
PouÏijeme-li nakonec (32), získáme po

následné úpravû hledan˘ vztah (34).

Závûr
Pfii fiízení ekonomick˘ch jednotek rozdûlen˘ch
do regionÛ ãelí centrální vlády rÛzn˘m v˘zvám.
Na jedné stranû sledují ekonomické cíle, kdyÏ
se snaÏí co nejlépe vyuÏít sv˘ch pfiíjmÛ a inve-
stovat je do tûch oblastí, které jsou nejvíce pro-
duktivní, protoÏe takové investice jsou efektivní.
Tímto zpÛsobem v‰ak mÛÏe docházet ke vzni-
ku disparit mezi rÛzn˘mi regiony a ke ztrátû
konkurenceschopnosti regionÛ s men‰í produk-
tivitou. Na druhé stranû vlády sledují i politické
cíle, kdy se snaÏí eliminovat rozdíly v ekono-
mické v˘konnosti regionÛ, aby zabránily nerovno-
mûrnému v˘voji regionÛ, kter˘ by vedl k nespo-
kojenosti ãásti obyvatel v ménû rozvinut˘ch
regionech. To by mohlo vést ke sníÏení soudrÏ-
nosti regionÛ. Aby se dané jevy eliminovaly,
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mohou centrální vlády zvy‰ovat konkurence-
schopnost ménû rozvinut˘ch regionÛ tak, Ïe
investují ãást sv˘ch pfiíjmÛ z rozvinutûj‰ích regi-
onÛ do infrastruktury ménû rozvinut˘ch regio-
nÛ. V ãlánku byly prezentovány dva analytické
modely, které se snaÏily popsat takové chování
centrálních vlád a ukázat na úãinnost jednotli-
v˘ch rozhodnutí. Tyto modely mohou slouÏit
jako v˘chodisko k modelÛm podobného typu,
pfiípadnû mohou b˘t obohaceny o dal‰í
a podrobnûj‰í pfiedpoklady. Pfii formulaci mode-
lÛ a jejich fie‰ení byly pouÏity metody teorie
optimálního fiízení. V oblasti regionálního rozvo-
je je pouÏití tûchto metod ménû obvyklé neÏ
v teorii ekonomického rÛstu, viz [3]. Popsané
problémy tak mohou slouÏit jako pfiíklady vyuÏi-
tí ménû standardních metod v oblasti regionální
ekonomiky a doplnit tak aplikace uvedené v [5].

âlánek vznikl za podpory Grantové agentu-
ry âR pfii fie‰ení projektu ã. 402/09/0405 „Roz-
voj nestandardních optimalizaãních metod
a jejich aplikace v ekonomii a managementu.“
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Abstract

MODELS OF EMERGENCE AND ELIMINATION OF REGIONAL ECONOMIC
DISPARITIES AS OPTIMAL CONTROL PROBLEMS

Pavel PraÏák

The paper deals with two issues related to the existence of regions and their economic
development. While the first problem concerns the issue of the possible emergence of regional
disparities, the second one solves the contrary, the possibility of reducing the existing regional
disparities. Regional disparities are understood quite narrowly in this paper, covering just the area
of the difference between the economic productivity of the regions.

It is known that the objective of regional policy is the regional development aimed at increasing
the cohesion of regions and their competitiveness. As will be shown in the first model it is more
efficient to allocate investment and concentrate economic activity in those regions that have higher
productivity. In this way, regions with lower productivity may get behind those regions that have
higher productivity. These regions will then become less competitive and in order to maintain
cohesion of regions it would be useful to make some redistribution of income between more
productive and less productive regions. To the possible differences in productivity between regions
the government directs investment in infrastructure to less developed regions. The aim of such
efforts is to improve the equipment of the population of the given region, to improve the
technological level of the region and to strengthen the competitiveness of that region. This is the
reason why the second mathematical model, described in this paper, deals with income
redistribution and regional investments in their infrastructure. Both models are formulated as
optimal control problems in continuous time and Pontryagin maximum principle is used to locate
optimal solutions finally.

Key Words: regional development, regional disparities, investment, infrastructure, optimal
control problems, Pontryagin maximum principle.
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