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Uvod

Nedilnou souc¢asti aktivit na finanénich trzich je
modelovani, kvantifikace a Ffizeni rizik, kterym
dany subjekt je nebo muze byt vystaven
v disledku neocekavané zmény trznich cen akcii,
ménovych kurzl, urokovych sazeb ¢&i komodit.
Aplikace adekvatnich modell je dllezita jak
z pohledu akcionaru, tedy drzitell vlastnickych
podill, tak — v pfipadé finan¢nich instituci —
organt dohledu.

V prvém pfipadé se jedna o provazani
mnozstvi pfebiraného rizika na cilovy rating.
Z toho by pak méla byt odvozena optimalni tro-
ven kapitalu. Ve druhém pfipadé jde o zpro-
stfedkovany zajem verejnosti na stabilité finan¢-
niho sektoru a potazmo i ekonomiky jako celku
prosazovany prostrednictvim souboru doporuce-
ni a zadvaznych pravidel pro bankovni sektor (Ba-
sel 1I/1ll) i pojistna odvétvi (Solvency Il), vedou-
cich k povinnosti kapitalového pozadavku.

Ackoliv je uvadéni novych pravidel ¢asto
doprovazeno vyjadfenimi o snaze zamezeni
(regulatorni) arbitrdéze mezi zemémi, odvétvimi,
subjekty i nastroji, v praxi se to ne vzdy podafi
splnit. Napfiklad v ramci Solvency Il je pfedpo-
kladana doba drzeni 250 dnu (jeden rok), nebot’
se u finan¢nich pozic a priori pfedpoklada dlou-
hodoba investice. Na druhou stranu v ramci
Basel Il je uvazovana doba drzeni v délce
deseti dnd (2 tydny), i kdyz pouze za pfedpo-
kladu dostateéné likvidni pozice.

Obecnym standardem je pfitom sestaveni
modelu na bazi dennich dat a nasledny prepo-
Cet pro delsi ¢asovy Usek (10/250 dntl). Denni
datova baze je volena jednak z dlivodu, Ze je
na jeji bazi vyzadovano zpétné testovani, jed-
nak ke své rozsahlosti — prace s del§imi inter-
valy (mésic, rok) by vyzadovala mnohem roz-
sahlejsi ¢asovou zakladnu, coz by naopak zne-
moznilo postihnout nékteré strukturalni zmeény.

Souvisejicim problémem pak je skute¢nost, ze
denni data vykazuji ponékud odli$né vlastnosti
oproti datdim ro¢nim, ba i tydennim, at’ uz se
jedna o vy88i momenty (Sikmost a SpiCatost)
nebo parametry zavislosti. Takto sestaveny
model se doporu¢uje podrobit stresovému
testovani [13].

Komplexni struktura portfolii finanénich
instituci spolu s charakterem vynosu finan¢nich
aktiv pfedstavuje naroény pozadavek na mode-
lovani — pro sestaveni mezniho pravdépodob-
nostniho rozdéleni jednotlivych faktor (vynosu
aktiv) je Casto tfeba pracovat s modely, které
umoznuji brat v potaz jak samotnou existenci
téZzkych koncu, tak jejich nesymetri¢nost. Vhod-
nym prostfedkem proto jsou modely Lévyho
typu na bazi subordinatoru, jako NIG (normal
inverse Gaussian) nebo VG (variance gamma)
model, viz [7]. Pro ziskani struktury zavislosti
jednotlivych rizikovych faktorli pak je vhodné
pouzit kopula funkce [10]. Tento model vynosu
portfolia finan¢nich aktiv Ize nalézt napf. v [8].

Cilem tohoto ¢lanku je obdobné k [8] a [16]
aplikovat a nasledné porovnat Browndv pohyb
a VG model, spojené jak pomoci Gaussovy, tak
Studentovy kopula funkce, pfi odhadu rizikovych
parametrd pravdépodobnostniho rozdéleni
portfolia (stfedni hodnota a smérodatna odchyl-
ka, Sikmost a Spicatost, pravé i levé kvantily —
VaR a CVaR). Odhad bude proveden pro ¢aso-
vy horizont jednoho dne a deseti dn0, pfi¢emz
ve druhém pfipadé budou parametry modeld
odhadnuty na bazi jednoho dne (a nasledné
dojde k prodlouzeni ¢asové fady) i deseti dna.

Postup je nasledujici — v prvni kapitole do-
jde k definici Lévyho modeld na bazi subordi-
natoru jako prostredku pro efektivni modelovani
mezniho rozdéleni pravdépodobnosti a rovnéz
kopula funkei pro vystizeni zavislosti. Nasledné
budou definovana data — mezinarodné diverzi-
fikované portfolio péti rliznych akciovych indexu
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a stejného pocétu mén. Nakonec dojde k odha-
du parametrli pravdépodobnostniho rozdéleni
portfolia a k zhodnoceni jednotlivych modelt
mezi sebou i vzhledem k empiricky ziskanym
hodnotam.

1. Vicerozmérné Lévyho modely

na bazi subordinatoru
Prvni zminka o Lévyho modelech se sice obje-
vila jiz ve tficatych letech dvacéatého stoleti, nic-
méné k jejich zahrnuti do zakladni vybavy
finanéniho modelovani dochazi az v poslednich
letech. To se tyka zejména podfizenych Lévyho
modell — tak trochu nestandardni definice
Lévyho modell ve formé& Brownova pohybu
s nahodnym ¢asem — jejichz zaklad byl formu-
lovan v [6] nebo pfipadné [4]. Z aktualnich kniz-
nich publikaci obsahuijicich teoretické vychodis-
ka a/nebo aplikaci Lévyho modelll Ize zminit
(11, [21, [3], [7], [9]-

Motivaci pro pouziti ndhodného €asu jako
fidici slozky v rdmci Brownova pohybu a zaro-
ven ekonomickou interpretaci odhadnutych
parametrd tohoto procesu je nahodna mira,
ve které na trh pfichazeji informace, zpusobilé
ovlivnit cenu a vynos daného aktiva. Nékdy se
objevi mnoho novych informaci v kratkém Case,
nékdy je trh ,spici“, a tak na né&j nepfichazeji
zadné nové informace, které by byly relevantni
pro uréeni ceny. Rozptyl fidiciho procesu umoz-
fuje rozlisit mezi trhy s relativné konstantnim
prabéhem a velmi variabilnimi trhy.

V této kapitole budou nejprve definovana
vhodnd mezni rozdéleni pravdépodobnosti,
nasledné bude ukazano jak z nich ziskat viceroz-
mérné rozdéleni pouzitim kopula funkci. Alterna-
tivni pfistup k tvorbé vicerozmérnych Lévyho
modell je popsan a aplikovan napt. v [15].

1.1 Mezni rozdéleni
Lévyho proces X(t) je obecny stochasticky pro-
ces s poc¢atkem v nule, nezavislymi a v Case
stacionarnimi pfirstky, jehoz trajektorie je
zprava spojita s limitou zleva. Dalsi obecnou
vlastnosti je tzv. stochasticka spojitost, tj. prav-
dépodobnost, Ze pravé v dany okamzik dojde
k vyskytu skoku, je nula, lin P(x()-X(s)>a)=0
Zaroven plati, Ze pfislusné rozdéleni pravdépo-
dobnosti je nekonecné délitelné.

Dllezitym prvkem pro formalni definici
Lévyho modelu je Lévyho-ChinéinGv vzorec:

Ou)=iyu —%G ut + ’[: @xp(iux)—l—iuxl‘x‘d)v(dx), (1)

ktery predstavuje exponent charakteristické
funkce vSech Lévyho modell. Takto Ize defino-
vat trojici Lévyho charakteristik:

fr.0% v (@)}

Prvni dvé charakteristiky definuji drift proce-
su (deterministicka ¢ast) a jeho rozptyl. Posled-
ni je Lévyho mira. Pokud mlze byt formulova-
na jako v (dx) = u (x) dx, pak se nazyva Lévyho
hustota. Ta je podobna hustoté pravdépodob-
nosti, avSak s tim rozdilem, Zze nemusi byt inte-
grovatelna a nulova v pocatku. Vyraz (1) tedy
slouzi k jednoznacné definici jakéhokoliv Lévy-
ho modelu s tim, Ze néktera z ¢asti nemusi byt
pfitomna dle konkrétniho pfipadu, napf. Poisso-
novim proces neobsahuje difuzi (o), zatimco
u Brownova pohybu nejsou skoky (v).

Predpokladejme, ze X sleduje (geometric-
ky) BrownGv pohyb. Pokud nahradime stan-
dardni ¢as t v Brownové pohybu,

X(1,6,0)=0d +0Z(r) » (2

vhodnou funkci /(t), ziskdvame podfizeny Lévy-
ho model,

X(()0,9)=61()+0Z(())=0I()+0e /i) (3)

Z duvodu udrzeni jednoduchosti jsou nej-
ces a inverzni Gaussuv proces. U variance
gama (VG) modelu je tedy celkovy proces fizen
gama procesem z gama rozdéleni majicim
parametry a a b, které zavisi pouze na rozptylu
Kk, tedy G[a,b]. Pro normalni inverzni Gaussuv
(NIG) model je Fidicim procesem inverzni Gaus-
suv proces, ktery je zalozen na inverznim
Gaussové rozdéleni, tedy /G[a,b], s parametry
opét odvozenymi od Urovné k.

Konec¢ny krok k ziskéni modelu mezniho
rozdéleni zavisi na problému, ktery chceme
fesit. Napfiklad, pokud je Ukolem modelovat
cenu finanéniho aktiva, ktera nabyva pouze
kladnych hodnot, mlzeme pouzit Lévyho
model (3) v exponencialnim tvaru:

S(l): Soeuw)((l(r)}wr , (4)




kde n znadi diouhodoby drift ceny (tedy prdmérny
vynos) a o je korekéni faktor, ktery zajistuje, ze

E[S@)]=S.e" . Naproti tomu, pokud modeluje-
me ¢asovou fadu, ktera miize nabyvat jak klad-
nych, tak zapornych hodnot (napf. vynosy),
muzeme postupovat nasledovné:

x(0)=pe+ x(1@))-6r, (5)
diky éemuz je dlouhodoby drift opét sladén, nebot

E[X(Q))=6r .
1.2 Kopula funkce

Uzite€nym nastrojem pfi modelovani zavislosti
jsou kopula funkce (V tomto ¢lanku jsme se
zaméfili pouze na eliptické kopula funkce.
Zakladni prehled teorie kopula funkci Ize nalézt
v [10], jejich aplikace pak v [5], [11].), které
zachycuji zavislost jednotlivych distribuénich
funkcei v [0,1],

c:al' > pa]vr . nef23..}.  (6)

Na kteroukoliv kopula funkci mize byt po-
hlizeno jako na vicerozmérnou distribuéni funk-
ci s meznimi distribuénimi funkcemi ve formé
standardizovaného rovnomérného rozdéleni.

Pro jednoduchost predpokladejme dvé po-
tencionalné zavislé nadhodné proménné X a Y
s meznimi distribu¢nimi funkcemi F, a Fy
a sdruzenou distribuéni funkci Fx,v Potom dle
Sklarova teorému [12]:

Fyy (x,y): C(Fx (x) F)(V)) (7)

Pokud jsou mezni distribucni funkceFy a F,
spojité, kopula funkce C je jedine¢na. Sklarav
teorém naznacuje také inverzni vztah:

C(u,v): Fyy (F);I (”)F;I (V)) (8)

Z formulace (7) je patrné, Ze sdruzena
pravdépodobnost obsahuje dvé rozdilné infor-
mace: (i) mezni distribuéni funkce nahodnych
proménnych, (ii) funkci zavislosti téchto distri-
buénich funkci. Zatimco mezni distribuéni funk-
ce jsou dany F a F, kopula funkce popisuje
pouze zavislost téchto distribucnich funkci, nic
vic, nic mif. Pouze kdyz poskladame tyto dvé
informace dohromady, ziskame dostate¢nou
znalost 0 paru nahodnych proménnych X a Y.
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Za predpokladu znalosti meznich distribuc-
nich funkci nahodnych proménnych je pro potre-
by modelovani nezbytné zvolit vhodnou kopula
funkci. S trochou zjednodu$eni Ize rozlisit eliptic-
ké a Archimédovy kopula funkce. Hlavni rozdil
mezi témito dvéma typy spocivd ve zpusobu
jejich konstrukce a odhadu. Zatimco pro Archi-
médovy kopula funkce je potfeba definovat gene-
rujici funkci, pro eliptické kopula funkce je posta-
Cujici znalost souvisejici sdruzené distribu¢ni
funkce (napf. Gaussova, Studentova, atd.).

Je zfejmé, Ze n-rozmérny podfizeny Lévy-
ho model mlze byt definovan s vyuzitim eliptic-
ké kopula funkce nasledovné:

FX‘,XZ,....X,, (XI’XZ""’XN): C(Fl (xI)FZ(xz)""Er(xn )) (9)

kde F(x;) zna¢i mezni distribu¢ni funkci, tedy
vhodny podfizeny Lévyho model, ktery muze
byt rozdilny pro jednotliva i, C znaéi vhodnou
eliptickou kopula funkci.

1.3 Odhad parametrd
vicerozmeérného podrizeného
Lévyho modelu

Existuji tfi hlavni pfistupy k odhadu parametr(
pfi modelovani pomoci kopula funkci: EMLM
(exact maximum likelihood method), IFM (infe-
rence function for margins) a CML (canonical
maximum likelihood). Zatimco pfi pouziti EMLM
jsou odhadovéany vSechny parametry najednou,
coz muze byt vypoCetné velmi naro¢né
(obzvlasté pfi odhadu vicedimensionalnich dat,
IFM a CML jsou odhadnuty zvlast parametry
meznich rozdéleni a kopula funkce. Pfi IFM
jsou odhadnuty nejprve parametry meznich
distribuénich funkci a na jejich zakladé pak
parametry kopula funkce. U CML jsou para-
metry kopula funkce odhadnuty na zakladé
empirickych distribu¢nich funkci. Detaily téchto
metod Ize nalézt napf. v [5]. V tomto pfispévku
bude vyuzito CML pfistupu.

Nejprve tedy budou odhadnuty parametry
meznich distribuénich funkci pomoci metody
maximalni vérohodnosti a az poté (empirické)
parametry zavislosti tvofené korelaéni matici
(pro Gaussovu kopuli) €i korelaéni matici spolu
se stupni volnosti df (pro Studentovu kopuli).

Vzhledem k tomu, ze na VG model mize
byt nahlizeno jako na Brownuv pohyb (normal-
ni rozdéleni) s ndhodnym (gama) ¢asem, funk-
ce hustoty pravdépodobnosti tohoto modelu
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muze byt formulovana nasledovné, tedy Gaus-
sova hustota v gama case:

£, gt
_ 018" exp(—f)
fro(rg(1:%),0.0)= Jjﬁ J;Tgc)(p[_ (xzﬁ?gg)} )y,
(7
s

(10)

coz je pro potfeby odhadu parametri metodou

Vyvoj téchto indext i pfislusnych ménovych
kurzll je zachycen na Obr. 1. Pro zjednodus$eni
byly vSechny Casové fady normalizovany —
v €ase nula tak vzdy zacinaji na stejné hodnoté
(1 CZK). Tato normalizace umoznuje snadngjsi
srovnani vysledku.

Akciové indexy a pFisluSné mény

maximalni vérohodnosti potfeba upravit do dis- il el
krétni verze: FTSE GBP
w HSI HKD
) 0(x-[r) x 2 20, S
PP S | S - = +e DJI usD
. b} ZRK%F[l) \/&“wz 2 v’ N225 JPY
LN K
(11) STI SGD
Zdroj: vlastni vypocty
kde «,) je modifikovana Besselova funkce

tretiho druhu:
1 g X[
K,()= [ exr{*g(y +J’)}dy. (12)

Zavedeni @=p-o zAaroven umozni sou-
¢asny odhad reélného driftu u a korekéniho fak-
toru . .

Pfi odhadu parametrd VG modelu ®, o,
¥ ,a x, metodou maximalni vérohodnosti se
vychazi z rovnice (11), kdy jednotliva pozorovani
x; maji pravdépodobnost nastani f,.,(x[it,6,9,x) .
Jednd se o podminénou pravdépodobnost za
podminky, Zze zndme hledané parametry. Pro
nezavisla pozorovani ze stejného pravdépo-
dobnostniho rozdéleni je sdruzena pravdépo-
dobnost nastani vSech pozorovani souc¢inem
jednotlivych funkci hustoty pravdépodobnosti
(jedna se o funkci vérohodnosti L):

oG, %, [5.0,0,1) = [ fr o | 5,8,9,) = L(T.0,0, | )
(13)

Hledané parametry pravdépodobnostniho
rozdéleni nalezneme tak, Zze maximalizujeme
funkci vérohodnosti L. Z numerickych divodu
je ovéem snaz$i pracovat s logaritmem funkce
vérohodnosti In L, tj. se souétem jednotlivych
pravdépodobnosti, a nikoliv jejich soucinem.

2. Data

Analyza jednotlivych modelt bude provedena
na bazi dennich dat péti akciovych indexu
denominovanych v riiznych svétovych ménach
za obdobi 2. 1. 2004 az 31. 12. 2009, viz Tab. 1.

Z cenového vyvoje dle Obr. 1 je zfejma
relativné vysoka korelace jednotlivych index(
na strané jedné a ménovych kurz(l na strané
druhé. V pfipadé vSech indexd Ize pozorovat
vyrazny rlst hodnoty (v dané méné) az po rok
2007 s nékolika poklesy v pribéhu roku 2006.
Koncem roku 2007 dochazi k propadu, ktery je
nasledovan téméf soustavnym poklesem
po cely rok 2008, a to az pod vychozi hodnotu 1,0.
Co se tyCe ménovych kurz(, z jejich vyvoje je
patrna soustavna apreciace Ceské koruny, az
po konec Iéta 2008, kdy byla vystfidana znatel-
nou depreciaci. AvSak ani ta nekompenzovala
pokles hodnoty akciovych investic.

Krizovy rok 2008 tak pro vSechny ¢asové
fady pfinesl narust abnormalnich zmén (tézké
konce a $pi€atost), €asto vychylenych na jednu
¢i druhou stranu (Sikmost). Zakladni popisné
statistiky spojitych vynosu jednotlivych ¢asovych
fad jsou zfejmé z Tab. 2 (minimalni a maximal-
ni vynos, stfedni hodnota a median, smérodat-
na odchylka, Sikmost a Spi¢atost), a to jak pro
denni, tak 10 denni ¢asovy interval. Co se tyce
dennich dat, je zfetelné, ze za dané obdobi
akciové indexy v priméru vice ¢i méné posilily
(mimo N225), zatimco mény oslabily. Smérodatna
odchylka vynosu pfitom byla u indexd dvojna-
sobna ve srovnani s ménami. OdliSny median
od stfedni hodnoty indikuje zeSikmeni vynos, at
uz pozitivni ¢i negativni, pfitom v8ak nelze vy-
sledovat zasadni odliSnost mezi ménami a in-
dexy. Oproti tomu $picatost je znatelné vyssi
u akciovych index(, nez u mén a pravé v jejim
dlisledku dochazi k velmi vysokym dennim
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m Vyvoj indexti a ménovych kurzi
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Zdroj: vlastni vypocty

vychylkam, viz minimalni a maximalni vynosy. = nasobku odmocniny z desiti pouze v priméru.

Pravé vysoké hodnoty Spicatosti pfedstavuji  Obdobné minimalni a maximalni vynosy jsou

zajimavou vyzvu pro aplikaci Lévyho modelu. JJen” trojnasobné. S tim souvisi znatelné nizsi
Podivame-li se blize na vysledky za obdobi  Spi¢atost, ale ponékud prekvapivé vyrazné

dvou tydnd, odpovidaji stfedni hodnoty pfiblizné  vyssi zeSikmeni.

desetindsobku, smérodatné odchylky vsak
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Zakladni popisné statistiky spojitych vynost

denni FTSE GBP | HSI HKD | DJI  USD | N225  JPY STl SGD
Min -9,26 % -4,87 %|-13,58 % -5,76 %|-8,20 % -5,74 % [-12,11 %-10,24 %| -8,70 % -4,80 %
Max 9,64 % 3,99 % 14,24 % 4,28 % 10,51 % 4,33 % |13,67 % 545 % | 7,53 % 3,53 %
St. hodnota 0,01 % -0,03 %| 0,04 % -0,02 %| 0,00 % -0,02 % | 0,00 % -0,01 % | 0,03 % -0,01 %
Median 0,06 % -0,04 %| 0,07 % -0,06 %| 0,04 % -0,05% | 0,05% -0,07 % | 0,08 % -0,03 %
Smér. odch. 1,31 % 0,67 % | 1,79% 083%|128% 083% [162% 0,97 % | 133 % 0,66 %
Spicatost 1387 971 | 1274 7,73 | 1438 7,64 | 1373 13,83 | 8,62 8,04
Sikmost -0,02 0,11 0,13 0,05 | 000 0,05 -040 -031 | -0,15 0,01
2-tydenni FTSE GBP | HSI HKD | DJI  USD | N225  JPY STI SGD
Min -25,78 %-10,63 %9-39,26 % -11,96 %-27,65 %-12,05 % |-36,26 %-11,46 %|-26,04 %-10,05 %
Max 12,58 % 9,30 % | 24,26 % 12,63 %|17,20 % 12,64 % |20,69 % 16,70 %|19,56 % 10,83 %
St. hodnota 0,12 % -0,31 %| 0,32 % -0,22 %| 0,00 % -0,22 % |-0,03 % -0,12 % | 0,29 % -0,10 %
Median 0,57 % -0,31 %| 0,59 % -0,45 %| 0,34 % -0,47 % | 0,51 % -0,42 % | 0,75 % -0,19 %
Smér. odch. 354% 210 % | 516% 2,73% | 3,41 % 2,75 % | 4,66 % 3,06 % | 427 % 2,12 %
Spicatost 9,62 6,37 7,72 499 | 1254 494 9,63 7,19 796 486
Sikmost -142 016 | -063 048 | -151 047 | -1,18 103 | 066 032

Pro Ucely modelovani budeme predpokla-
dat portfolio slozené ze vSech dostupnych inde-
xU tak, Ze jeho riziko vyjadfené smérodatnou
odchylkou dennich spojitych vynost bude mini-
malizovano. Pak je vice nez 1/3 prostredkl
investovana do americkych akcii (a USD), ale
pouze nepatrné mnozstvi v Hong Kongu. Z jiné-
ho pohledu mizeme fici, ze polovina prostfedku
byla investovana na Anglosaskych trzich (UK
a US), zatimco druha polovina na vychodé Asie
(Japonsko, Singapur a Hong Kong), viz Tab. 3.

Slozeni portfolia

FTSE, GBP 17,24 %
HSI, HKD 5,00 %
DJI, USD 36,15 %
N225, JPY 25,89 %
STI, SGD 15,72 %

Zdroj: vlastni vypocty

3. Analyza vybranych modell

V této ¢asti dojde k porovnani Brownova pohy-
bu a VG procesu pfi modelovani pravdépodob-
nostniho rozdéleni portfolia pfi aplikaci Gausso-
vy a Studentovy kopula funkce, jak pro denni,

Zdroj: vlastni vypocty

tak desetidenni obdobi. Hodnoty pro desetiden-
ni obdobi pfitom budou ziskany jak na bazi den-
nich (modelovani deseti po sobé jdoucich dn(),
tak desetidennich dat.

Postup je takovy, Ze nejprve jsou odhadnu-
ty parametry meznich distribu¢nich funkci pro
oba modely (BM, VG). Nasledné dochéazi ke
generovani nahodného vyvoje pro kazdé akti-
vum (index, ménu) zvlast na zakladé jednodu-
ché simulace Monte Carlo (tj. bez aplikace
technik snizujicich chybu odhadu, [14]) pro
500 000 scénafu. Nasimulovana data nam
umoznuji aproximovat funkci hustoty — aby-
chom zdaraznili rozdilnost mezi BM a VG
modely a to, nakolik se blizi empiricky pozoro-
vanym hodnotam, reprodukujeme v pfiloze jeji
hodnoty po logaritmizaci (denni data). Takto je
jasné patrné, ze VG model i empiricka data
maji linearni rozklad, kdezto BM model spiSe
kvadraticky. Samoziejmé, vzhledem k nizkému
poctu empirickych dat nejsou pfislusné funkce
hladké, linearni trend vSak je patrny (s vyjimkou
japonskych aktiv).

V ramci dalsiho kroku je nutné nezavislé
vynosy jednotlivych aktiv spojit do zavislé struk-
tury (vytvofit portfolio). K tomu nam poslouzi
kopula funkce s parametry korelaéni matice
(Gaussova i Studentova) a pocétem stupnt
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volnosti (Studentova kopule, 4,1 pro denni data
a 5,6 pro desetidenni data), které odhadneme
pomoci metody CML. Nakonec uréime para-
metry pravdépodobnostniho rozdéleni portfolia.

Vzhledem k tomu, Ze zvazovany horizont je
jeden a deset dn, postupujeme tfemi rGznymi
sméry: (a) At =1 den, (b) At =1 den, coz je opa-
kovano desetkrat pro ziskani 10 navazujicich
dnd, (c) At =10 dnd.

Podivejme se nejprve na zakladni popisné
statistiky: minimalni a maximalni zména, stfed-
ni hodnota, median, smérodatn& odchylka, Sik-
most a Spi¢atost. Z empiricky ziskanych para-
metrll uvazovaného portfolia zaslouzi zminku
zejména $Spicatost ve vysi 11 (pro denni data)
a 5,2 (dvoutydenni data) a dale nepatrna Sikmost

Finance

pro denni data (0,04), avSak znateln& negativni
(—0,87) pro dvoutydenni data.

Vysledky pro Brown(v pohyb spojeny pomo-
ci Gaussovy kopula funkce jsou obsazeny v Tab.
4. Nebot takto pojatd kombinace modell neu-
moznuje vystihnout t€Zké konce, ani zeSikmeni,
slouzi vysledky pouze jako podklad pro hodnoceni
dalSich alternativ. Je tedy zfejmé, Ze Spicatost ne-
odpovida (nulova dodatecna pro vSechny moznos-
ti), podobné jako Sikmost. Smérodatna odchylka
i stfedni hodnota vSak jsou velmi dobré. Zakom-
ponovéani Studentovy kopula funkce (Tab. 5) pfi-
nasi pouze mirné zlepSeni celkovych charakteris-
tik SpiCatosti, pfitom prace s desetidennimi daty
se zda byt vhodnéjsi. U ostatnich charakteristik
nelze vysledovat Zadnou vyznamnou zménu.

Brownuv pohyb spojeny Gaussovou kopuli

Parametr Empirické Empirické | BM - Gauss | BM - Gauss | BM - Gauss
(1d) (10d) (1d) (10x1d) (10d)
Maximalni ztrata -7,63 % -19,18 % -4,89 % -14,51 % -16,27 %
Maximalni vynos 7,92 % 11,75 % 511 % 14,93 % 17,07 %
Stredni hodnota -0,01 % -0,12 % -0,01 % -0,10 % 0,11 %
Median 0,00 % 0,36 % -0,01 % -0,10 % 0,11 %
Smér. odchylka 0,011 0,035 0,011 0,034 0,036
Spicatost 11,003 5,191 2,993 3,001 2,994
Sikmost 0,040 -0,872 0,001 0,007 0,004
Zdroj: vlastni vypocty
Brownlv pohyb spojeny Studentovou kopuli
Parametr Empirické Empirické [BM - Student | BM - Student| BM - Student
(1d) (10d) (1d) (10x1d) (10d)
Maximalni ztrata -7,63 % -19,18 % -7,06 % -18,26 % 21,34 %
Maximalni vynos 7,92 % 11,75 % 711 % 14,86 % 22,59 %
Stfedni hodnota -0,01 % -0,12 % -0,01 % -0,10 % 0,11 %
Median 0,00 % 0,36 % -0,01 % -0,09 % 0,11 %
Smér. odchylka 0,011 0,035 0,011 0,034 0,036
Spidatost 11,003 5,191 4,129 3,106 3,756
Sikmost 0,040 -0,872 0,013 -0,001 0,008

Zdroj: vlastni vypocty
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Zameéfime-li se nyni na VG model, Tab. 6 a 7,
je na prvni pohled patrné chyba v odhadu smé-
rodatné odchylky pro desetidenni horizont na
bazi dennich dat. V pfipadé vyuziti Gaussovy
kopula funkce je vylepSeni v hodnotach Sikmosti
a Spicatosti oproti Brownovu pohybu jen kosme-
tické, pracujeme-li na bazi dennich dat. Je-li vSak
modelovani provadéno pfimo pro deset dnd, jsou

vysledky vcelku kvalitni (Sikmost i SpiCatost). Co
se ty€e vysledkl pfi aplikaci Studentovy kopula
funkce, je zlepSeni Sikmosti i SpiCatosti jasnéjsi —
namodelovana SpiCatost neni dokonala, nebot’
pfi odhadu parametrl pomoci maximalizace
vérohodnosti je bran ohled na celkové rozdéleni,
a ne jen jeden parametr. Dochazi tedy k jeji kom-
penzaci, napfiklad na ukor Sikmosti.

VG model spojeny Gaussovou kopuli

Parametr Empirické Empirické |BM - Student | BM - Student| BM - Student
(1d) (10d) (1d) (10x1d) (10d)
Maximalni ztrata -7,63 % -19,18 % -7,67 % -14,78 % -26,51 %
Maximalni vynos 7,92 % 11,75 % 711 % 14,91 % 21,03 %
Stfedni hodnota 0,01 % 0,12 % 0,00 % 0,00 % 0,11 %
Median 0,00 % 0,36 % 0,00 % -0,01 % 0,04 %
Smér. odchylka 0,011 0,035 0,010 0,032 0,035
Spicatost 11,003 5,191 3,941 3,098 4,167
Sikmost 0,040 -0,872 -0,006 0,005 -0,338
Zdroj: vlastni vypocty
VG model spojeny Studentovou kopuli
Parametr Empirické Empirické |BM - Student | BM - Student| BM - Student
(1d) (10d) (1d) (10x1d) (10d)
Maximalni ztrata -7,63 % -19,18 % -12,19 % -19,77 % -33,43 %
Maximalni vynos 7,92 % 11,75 % 13,67 % 17,12 % 32,52 %
Stfedni hodnota 0,01 % 0,12 % 0,00 % 0,00 % 0,11 %
Median 0,00 % 0,36 % 0,00 % 0,00 % 0,04 %
Smér. odchylka 0,011 0,035 0,010 0,032 0,035
Spicatost 11,003 5,191 7,136 3,408 5,704
Sikmost 0,040 -0,872 0,037 0,003 -0,358

Hlavnim cilem modelovani vSak nebyva
odhad Sikmosti i Spicatosti, nybrz kvantifikace
rizika. K tomu slouzi zpravidla Value at Risk
(VaR), coz je maximalni ztrata (minimalni zisk),
kterou mlze finanéni instituce utrpét s danou
spolehlivosti o

VaR,(@)=-F;'(1-a), (13)
pfipadné Conditional Value at Risk (cVaR), coz
je stfedni hodnota ztraty pro pfipad, ze dojde
k prekroceni VaR:

Zdroj: vlastni vypocty

cVaR, @)=Ef x|x<F'(-a)],  (14)
pfiéemz x oznacuje vynos.

Vzhledem k tomu, Ze finanéni instituce
mnohdy drzi i kratké pozice, jsou VaR a CVaR
graficky zpracovany (Obr. 2) pro tyto vyznam-
nostip=1—-o :5 %, 1% (kapitadlovy pozada-
vek v ramci Basel I1), 0,5 % (solventnostni kapi-
talovy pozadavek v ramci Solvency Il), 0,1 %
a 0,03 % (rating AA v ramci koncepce ekono-
mického kapitalu) pro pravy konec (z pohledu
ztraty) a taktéz levy konec.




Podivejme se nejprve na vysledky VaR pro
horizont jednoho dne. V pfipadé pravdépodob-
nosti 5 % (95 %) BM model riziko znatelné nad-
hodnocuije, zatimco VG model poskytuje kvalit-
ni odhad. Jak se vSak dostavame dale od stre-
du (pravy ¢i levy konec), empirické hodnoty se
vzdaluji nejen odhadu dle BM modelu, ale i VG
modelu. Ten v§ak presto plisobi mnohem lépe
(Studentova kopule). Jeho Uspésnost by $lo
zvysit snizenim stupnl volnosti, nicméné to by
meélo za nasledek ztratu vérohodnosti v okoli
stfedu pravdépodobnostniho rozdéleni. Zajima-
vym zjisténim také je, ze VG model na bazi
Gaussovy kopula funkce obecné poskytuje
horsi vysledky nez BM model na bazi Studen-
tovy kopula funkce. Uvedené vysledky jsou
v zésadé potvrzeny i pfi vypoctu CVaR (pravy
konec z pohledu ztraty). Pro nazornost rovnéz

m VaR a cVaR pro 1 den
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uvadime CVaR ve smyslu stfedni hodnoty
s vyjimkou pravého konce — nyni je vidét, Ze
VG model ponékud zaostava za BM modelem.
Lze usuzovat, ze to je dano Sikmosti meznich
rozdéleni pravdépodobnosti, ktera neni kom-
penzovana kopula funkci.

Z pohledu fizeni rizik je také dulezité posou-
dit, jak Uspésny je pfevod z dennich dat na
desetidenni. Vysledky VaR pro pravy konec
pravdépodobnostniho rozdéleni (z pohledu
ztraty) jsou znazornény na Obr. 3. Nyni je zfej-
mé, Ze denni data jsou zcela nedostacdujici, pfi-
¢emz VG model se ukazuje dokonce jako horsi
nez BM. Situace v8ak neni o mnoho lepsi ani
pfi desetidennich datech a modelu BM. Pouze
VG model na bazi desetidennich dat poskytuje
kvalitni odhad rizika, pficemz je vhodné zvolit
Studentovu kopula funkci.
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m VaR pro 10 dni
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Zaver

Odhad parametrll rizika predstavuje nedilnou
soucast fizeni rizik finan¢nich instituci. Vyvoj na
finanénich trzich klade vysoké pozadavky na
modelovou stranku vzhledem k vyskytu nesy-
metricky rozdélenych extrémnich udalosti
a také s ohledem na nelinearitu zavislosti.

V tomto ¢lanku doSlo k aplikaci VG modelu
pfi odhadu rizika mezinarodné diverzifikované-
ho portfolia a jeho porovnani se zjednoduSuiji-
cim Brownovym pohybem. K vytvofeni zavis-
losti mezi jednotlivymi rizikovymi faktory byly
vyuzity Gaussova a Studentova kopula funkce.

V pfipadé denniho horizontu bylo zjisténo,
ze i zjednodusujici Browndv pohyb umozriuje
dosahnout obdobnych nebo dokonce lepSich
vysledkd nez pokro€ily VG model, a to tehdy
pokud je spojeny Studentovou kopula funkci,
kdezto VG model kopuli Gaussovou. Déle bylo
zjisténo, ze symetrické kopula funkce (Gausso-
va, Studentova) mohou snizit pfinos pokrogilych
modell, které umoznuji vystihnout Sikmost mez-
nich rozdéleni pravdépodobnosti — symetrické
kopula funkce vSak nejsou schopny tuto cha-
rakteristiku kompenzovat pfi sestaveni portfolia.

Dalsim dulezitym poznatkem je, ze stan-
dardni pfepocet denniho VaR na desetidenni
nelze povazovat za vhodny. Rovnéz bylo pou-
kazano, ze kvalifikace modelu na bazi dennich
dat (pozadavek zpétného testovani dle Basel Il)

Zdroj: vlastni vypocty

nemusi zcela pfesné vystihnout kvalifikaci
modelu pro odhad rizika v delSim ¢asovém
horizontu.
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MARKET RISK ESTIMATION VIA LEVY MODELS AND TIME HORIZON

Ales Kresta, Tomas Tichy

Modeling, measuring, and managing the risk is an inherent part of risk management in financial
institutions. For those institutions, that are active at financial markets, the market risk plays
a significant role. The market risk arises from unexpected changes of market prices of equities,
interest rates, foreign currencies, and commodities. In this paper we apply a popular example of
subordinated Lévy models — the variance gamma model — in order to estimate the risk of
internationally diversified portfolio. The variance gamma model is applied in order to estimate the
marginal distribution of particular risk factors (stock indices and currencies). Then, two examples
of ordinary elliptical copula functions are used in order to create the portfolio, ie. dependent returns
for particular assets. We assume Gaussian copula function and Student copula functions. While
both copula functions are strictly symmetric, the latter one allows us to stress the tails of the
portfolio distribution. For comparison purposes, also standard Brownian motion is assumed. In
order to assess the quality of both models, basic descriptive statistics of portfolio returns
distribution are evaluated and next, the risk measures Value at Risk and Conditional Value at Risk
for several distinct significance levels are provided. The calculation is done for one day and two-
weeks horizons. We show, that symmetrical copula functions can decrease the advantage of
variance gamma model (it provides skewed distribution for the marginals, which cannot be,
however, compensated by symmetric copula functions). Moreover, we show that the scaling of one
day VaR into 10-days VaR, might be misleading.

Key Words: risk measure, Lévy models, copula functions, portfolio.

JEL Classification: G15, G21, G22.
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Pfilohy

Aproximace logaritmické funkce hustoty pro jednotliva mezni rozdéleni
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