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Metoda pro řešenı́ kontaktnı́ úlohy se třenı́m vykazujı́cı́ malé
relativnı́ výchylky

Drahomı́r Rychecký1

1 Úvod
Účelem přı́spěvku je seznámit čtenáře s modelovánı́ dynamických kontaktnı́ch úloh se

třenı́m. Přı́stup je vhodný pro modelovánı́ kontaktů s malými relativnı́mi posuvy, což je v praxi
hojně vyskytujı́cı́ se jev, např. u turbı́nových lopatek Mı́šek, Kubı́n (2009). Zmiňovaná metoda
je dalšı́m stádiem dřı́ve prezentovaného postupu Rychecky (2013), kdy je kontaktnı́ plocha
rozdělena do n elementárnı́ch kontaktnı́ch plošek, pro než se problém kontaktu řešı́ jednot-
livě. Oproti předchozı́mu přı́stupu došlo k náhradě kontaktnı́ matice tuhosti, která zajišt’ovala
provázánı́ těles, vektorem nelineárnı́ch sil se stejnou funkcı́. Zvolený postup je zcela odpovı́dajı́cı́
předchozı́mu a lze s nı́m dále snáze nakládat. Bylo tak dosaženo přı́stupu, který v porovnánı́ s
komerčnı́m softwatem (ANSYS) poskytuje srovnatelné výsledky za nesrovnatelně kratšı́ čas.

2 Matematický model tělesa
V technické praxi je řešenı́ kontaktnı́ch úloh vykazujı́cı́ malé relativnı́ výchylky ve-

lice častý jev. Typickým zástupcem takové soustavy jsou olopatkované disky parnı́ch turbı́n.
Z tohoto důvodu byla jako testovacı́ úloha zvolena soustava dvou rovnoběžných lopatek. V
použı́vaném matematickém modelu nebyl uvažován vliv rotace. V uvedeném matematickém
modelu (1) je pro úplnost uveden i vliv rotace. Lopatka byla modelována jako 1D kontinuum
pomocı́ nosnı́kových prvků s diskretizovanou hmotou bandáže, viz např. Byrtus, Hajžman, Ze-
man (2010). Obecný matematický model uvažované soustavy má tvar

Mq̈(t) + (B+ ωG)q̇(t) + (K− ω2Kd + ω2Kω)q(t) = ω2fω + f(t), (1)

kde q(t) = [. . . ui, vi, wi, ϕi, ϑi, ψi, . . .]
T je vektor zobecněných souřadnic, M, B, K jsou ma-

tice hmotnosti, tlumenı́ a tuhosti. Matice ωG zahrnuje gyroskopické účinky, ω2Kd a ω2Kω

zavádı́ vliv změkčenı́ a ztuženı́ za rotace. Na pravé straně vystupuje vektor odstředivých sil
ω2fω a f , což je vektor vnějšı́ch sil zahrnujı́cı́ v sobě i nelineárnı́ kontaktnı́ sı́ly. Tlumenı́ je
uvažováno proporcionálnı́ B = βK.

Kontaktnı́ plocha se nacházı́ na bandáži, která je uvažována jako tuhé těleso, jehož pohyb
je popsán zobecněnými souřadnicemi poslednı́ho uzlu diskretizované lopatky. Plocha kontaktu
je rozdělena na n elemetárnı́ch plošek. Polohu jednotlivých elementárnı́ch plošek lze určit ze zo-
becněných souřadnic poslednı́ho uzlu lopatky. Při znalosti polohy středu plošky, je možné určit
průnik, respektive počet plošek v kontaktu. Jejich počet ovlivňuje celkovou tuhost kontaktu (viz
Rivin (1999)), která se vypočı́tává pro každý krok. Vypočtené reakčnı́ sı́ly (tj. normálové a
tečné) je potřeba zpětnou transformacı́ převést do souřadného systému poslednı́ho uzlu.
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3 Testovacı́ přı́klad
Soustava dvou lopatek (viz obr. 1) byla zatěžovaná přı́tlačnou silou 16 N, po utlumenı́

přechodových kmitů v t = 0.03 s, které jsou do značné mı́ry závislé na volbě modelu třenı́,
byla druhá lopatka natáčena dvojicı́ harmonických sil 10sin(2πfbt), kde t je čas simulace a
fb = 50 Hz je zvolená budı́cı́ frekvence. Cı́lem této úlohy bylo zvalidovat použı́vaný postup.
Nebot’ při výše popsaném zatěžovánı́ se nejen měnı́ velikost kontaktnı́ plochy, ale také celková
zátěžovacı́ sı́la a docházı́ k natáčenı́ kontaktnı́ch ploch. Na obr. 2(a) a 2(b) je vidět dobrá shoda
kontaktnı́ho modelu sestaveného v systému MATLAB a komerčnı́ho konečnoprvkového soft-
ware ANSYS.

Obrázek 1: Soustava dvou lopatek s budı́cı́mi silami

0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04 0.045

0.5

1

1.5

2

2.5

3

x 10
−5

Time [s]

D
is

pl
ac

em
en

t [
m

]

 

 

Displacement Z blade 1 MATLAB with friction
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(a) Přechodové kmity buzené lopatky ve
směru osy z.
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(b) Přechodové kmity buzené lopatky ve směru osy
y.

4 Závěr
Vyřešenı́ dané problematiky umožňuje řešit kontaktnı́ úlohy se třenı́m, vykazujı́cı́ malé

relativnı́ posuvy. Popsaná metodika byla implementována v software MATLAB. Lze k nı́ připojit
již dřı́ve připravené modely třenı́.
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zita v Plzni, Plzeň.
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Rychecký, D., Hajžman, M., 2012. Comparison of Two Approaches to the Modelling of Vibra-
ting Bodies with Mutual Frictional Contact, 14th International Conference Applied Mecha-
nics, Plzeň.


