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Simulace procesu necelociselného radu zaloZena na disktretizaci
presné skokové odezvy

Jan Reitinger!
1 Uvod

V poslednich letech se ve védeckych pracich ¢im dal vice vyuZiva takzvaného necelocCi-
selného poctu (anglicky Fractional Calculus — FC). FC je matematické odvétvi, které vzniklo
z tradi¢ni teorie o vypoctu integralu a derivaci pro celociselné fady. Vznik tohoto poctu je da-
tovan jiz do roku 1695. Postupem Casu vznikala teorie, ktera vedla k systémim necelociselného
fadu (Fractional Order — FO).

Tyto systémy jsou mnohem vice flexibilni pfi popisovani realnych procest. Pfitom vSak
stdle patii mezi linedrni systémy. S velkou oblibou se FO vyuZivaji naptiklad pfi matematickém
popisu teplotnich nebo chemickych déju, které svou povahou spiSe odpovidaji tomuto popisu
nez tradi¢nimu celo¢iselnému. Ackoliv jsou teoretické podklady znamé jiz dlouho, vyuZivaji
se pocitatové simulace FO az v poslednich nékolika letech. Je to pochopitelné zptisobeno
vypodetnimi ndroky. Simulace v redlném &ase jsou stdle jeité velkou vyzvou. Casto se FO
systémy aproximuji celoCiselnymi filtry vysokého fadu (viz Charef et al. (1992)). Tyto apro-
ximace vSak nemohou byt nikdy presné, jelikoZ pro presnou aproximaci je potieba filtr ne-
kone¢ného radu. Priklady podobnych aproximaci filtry 1ze nalézt napfiklad v Oustaloup et al.
(1996) nebo Monje C. A. (2010).

2 Simulace systému s vice poly necelociselného radu

Predpokladejme systém s pfenosem

K
P(s)= 55—, ¢))
H (TiS + 1)”1
=1
kde p je libovolné pfirozené ¢islo a K, 7; jsouredlnd ¢islapro: = 1, 2, ..., p. Narozdil od celoci-

selnych systémil, kde Vn; € Z plati pro FO systémy, Ze Vn; € R. Diky tomu je napiiklad mozné
dosdhnout v amplitudové frekvencni charakteristice jiného sklonu, neZ jsou obligatni nasobky
20 dB/dec. Pro budouci tGcely pfipomenme, Ze vystup linearniho systému y(t) je definovan jako
konvoluce vstupniho signdlu u(¢) a impulsni funkce A (t)

o0

y(t) = /h(T)u(t — 7)dT. (2)
0
Cilem prace tedy bude urcit impulsni charakteristiku systému (1), kterd bude diskretizovédna
pro danou vzorkovaci periodu 7'. Kvili zachovani statického zesileni je vhodné diskretizovat
pfechodovou charakteristiku, kterou 1ze spocist jako
t

gmrp(t) = /hMFp(T)dT = /K ((ha(7) * ho(T)) * - - - % hy(7)) dT, 3)

0
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(a) Zavislosti na fadu m. (b) Ivlédy m=2,m=27am = 3.

Obrazek 1: Porovnani prechodovych charakteristik FO systému s celo¢iselnymi.
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Obrazek 2: Porovnani diskrétni simulace procesu s filtrem, kterym byl proces aproximovan, a
redlnym procesem.

kde hyrp je impulsni charakteristika prenosu (1), * znaci konvoluci a
2fm—l
7T (m)
jsou obménou vztahii pro impulsni charakteristiky systému celo¢iselného fadu ziskané Lapla-

ceovou transformaci. Gamma funkce I'(m) je zobecnénim faktoridlu pro redlnd ¢isla.

Po ziskédni hodnot prechodové charakteristiky pro danou vzorkovaci periodu 7' 1ze spocCist
vyslednou diskrétni impulsni charakteristiku

hl[%/IFP(kT) = gMFP(kT)|k=0 = gMFP(kT) — gMFP ((k? - 1)T> |k>0- (5)

Tento postup byl implementovan v prostiedi Matlab/Simulink. Vysledky simulovanych FO
systémil jsou porovnany s celo¢iselnymi systémy a aproximacemi FO filtry vysokého fadu na
obrazcich 1 a 2.

hi(t) = e T 4)

3 Zavér

V této praci byl vytvoren skript, ktery offline vypocte impulsni charakteristiku podle
zadanych parametrd systému. Déle tuto charakteristiku diskretizuje s poZadovanou periodou a
nakonec ji vyuZije k online simulaci FO systému pomoci konvoluce se vstupem systému.
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