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Simulace procesů neceločı́selného řádu založená na disktretizaci
přesné skokové odezvy

Jan Reitinger1

1 Úvod
V poslednı́ch letech se ve vědeckých pracı́ch čı́m dál vı́ce využı́vá takzvaného neceločı́-

selného počtu (anglicky Fractional Calculus – FC). FC je matematické odvětvı́, které vzniklo
z tradičnı́ teorie o výpočtu integrálů a derivacı́ pro celočı́selné řády. Vznik tohoto počtu je da-
tován již do roku 1695. Postupem času vznikala teorie, která vedla k systémům neceločı́selného
řádu (Fractional Order – FO).

Tyto systémy jsou mnohem vı́ce flexibilnı́ při popisovánı́ reálných procesů. Přitom však
stále patřı́ mezi lineárnı́ systémy. S velkou oblibou se FO využı́vajı́ napřı́klad při matematickém
popisu teplotnı́ch nebo chemických dějů, které svou povahou spı́še odpovı́dajı́ tomuto popisu
než tradičnı́mu celočı́selnému. Ačkoliv jsou teoretické podklady známé již dlouho, využı́vajı́
se počı́tačové simulace FO až v poslednı́ch několika letech. Je to pochopitelně způsobeno
výpočetnı́mi nároky. Simulace v reálném čase jsou stále ještě velkou výzvou. Často se FO
systémy aproximujı́ celočı́selnými filtry vysokého řádu (viz Charef et al. (1992)). Tyto apro-
ximace však nemohou být nikdy přesné, jelikož pro přesnou aproximaci je potřeba filtr ne-
konečného řádu. Přı́klady podobných aproximacı́ filtry lze nalézt napřı́klad v Oustaloup et al.
(1996) nebo Monje C. A. (2010).

2 Simulace systémů s vı́ce póly neceločı́selného řádu
Předpokládejme systém s přenosem

P (s) =
K

p∏
i=1

(τis+ 1)ni

, (1)

kde p je libovolné přirozené čı́slo aK, τi jsou reálná čı́sla pro i = 1, 2, . . . , p. Na rozdı́l od celočı́-
selných systémů, kde ∀ni ∈ Z platı́ pro FO systémy, že ∀ni ∈ R. Dı́ky tomu je napřı́klad možné
dosáhnout v amplitudové frekvenčnı́ charakteristice jiného sklonu, než jsou obligátnı́ násobky
20 dB/dec. Pro budoucı́ účely připomeňme, že výstup lineárnı́ho systému y(t) je definován jako
konvoluce vstupnı́ho signálu u(t) a impulsnı́ funkce h(t)

y(t) =

∞∫
0

h(τ)u(t− τ)dτ. (2)

Cı́lem práce tedy bude určit impulsnı́ charakteristiku systému (1), která bude diskretizována
pro danou vzorkovacı́ periodu T . Kvůli zachovánı́ statického zesı́lenı́ je vhodné diskretizovat
přechodovou charakteristiku, kterou lze spočı́st jako

gMFP(t) =

t∫
0

hMFP(τ)dτ =

t∫
0

K ((h1(τ) ∗ h2(τ)) ∗ · · · ∗ hp(τ)) dτ, (3)
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(a) Závislosti na řádu m.
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(b) Řády m = 2, m = 2.7 a m = 3.

Obrázek 1: Porovnánı́ přechodových charakteristik FO systémů s celočı́selnými.
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(a) Impulsnı́ charakteristika
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(b) Přechodová charakteristika
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(c) Frekvenčnı́ charakteristika

Obrázek 2: Porovnánı́ diskrétnı́ simulace procesu s filtrem, kterým byl proces aproximován, a
reálným procesem.

kde hMFP je impulsnı́ charakteristika přenosu (1), ∗ značı́ konvoluci a

hi(t) =
tm−1

τmΓ(m)
e−t/τ (4)

jsou obměnou vztahů pro impulsnı́ charakteristiky systémů celočı́selného řádu zı́skané Lapla-
ceovou transformacı́. Gamma funkce Γ(m) je zobecněnı́m faktoriálu pro reálná čı́sla.

Po zı́skánı́ hodnot přechodové charakteristiky pro danou vzorkovacı́ periodu T lze spočı́st
výslednou diskrétnı́ impulsnı́ charakteristiku

hdMFP(kT ) = gMFP(kT )|k=0 = gMFP(kT )− gMFP ((k − 1)T ) |k>0. (5)

Tento postup byl implementován v prostředı́ Matlab/Simulink. Výsledky simulovaných FO
systémů jsou porovnány s celočı́selnými systémy a aproximacemi FO filtry vysokého řádu na
obrázcı́ch 1 a 2.

3 Závěr
V této práci byl vytvořen skript, který offline vypočte impulsnı́ charakteristiku podle

zadaných parametrů systému. Dále tuto charakteristiku diskretizuje s požadovanou periodou a
nakonec ji využije k online simulaci FO systému pomocı́ konvoluce se vstupem systému.
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