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Identifikace dynamického modelu mechanického třenı́

Tomáš Popule1, Alois Krejčı́2

1 Úvod
Třenı́ vzniká na rozhranı́ mezi dvěma povrchy, které přicházenı́ do styku. Vyskytuje se

tak ve všech mechanických systémech. Je též velmi důležité pro řı́dicı́ techniku, napřı́klad při
návrhu systémů pro řı́zenı́ pohybu, CNC obráběnı́ a v mnoha dalšı́ch aplikacı́ch. Třenı́ je silně
nelineárnı́ a může tak negativně ovlivnit celý systém. Proto je nutné pochopit jevy třenı́ a hlavně
vědět, jak se s nı́m vypořádat. Mezi úspěšné metody kompenzace třenı́ patřı́ metoda založená
na modelu třenı́. Tato metoda ovšem vyžaduje znalost modelu třenı́, proto je nutné se nejprve
věnovat problematice samotného modelovánı́ třenı́ a následně i identifikaci tohoto modelu.

2 Modelovánı́ třenı́
Tato problematika byla zpracována v Popule a Krejčı́ (2014). Pro naše účely vyšlo

nejlépe použitı́ dynamického modelu třenı́. Konkrétně byl vybrán LuGreho model, kde je třecı́
sı́la Fa(t) dána pomocı́ vnitřnı́ho stavu z:

Fa(t) = σ0z(t) + σ1
dz(t)

dt
+ σ2v(t). (1)

Stav z je potom dán vztahem:

dz(t)

dt
= v(t)− |v(t)|

g(v(t))
z(t), g(v(t)) =

1

σ0
{FC + (FS − FC)e−(v(t)/vs)

2}. (2)

Tento model byl poprvé prezentován v de Wit et al. (1995). Jeho dalšı́ popis je možné dále najı́t
v de Wit a Astrom (2008) nebo v Popule a Krejčı́ (2014).

3 Základnı́ přı́stupy k identifikace modelu třenı́
V zásadě existujı́ dva možné základnı́ přı́stupy k identifikaci třenı́:

– Za prvé, identifikace všech parametrů modelu najednou pomocı́ jediného experimentu.
Problém se formuluje jako nelineárnı́ optimalizace vhodně zvolené kriteriálnı́ funkce.
– Za druhé, identifikace parametrů se provádı́ ve vı́ce krocı́ch. Vstupnı́ signál je pak volen
vždy s ohledem na to, aby co nejlépe vybudil právě identifikovanou skupinu parametrů.

4 Nově vyvinutá metoda
Prezentovaná metoda patřı́ mezi vı́cekrokové a skládá se z následujı́cı́ho postupu:
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1. Identifikace statických parametrů Θs = [FC , FS, vs, σ2].

2. Pomocı́ rozmı́taného sinusového signálu určenı́ dynamiky lineárnı́ho systém (Ks, τ ) na
kterém jsou experimenty prováděny.

3. Určenı́ nelineárnı́ch parametrů třenı́ (σ0, σ1).

5 Zı́skané výsledky
Na následujı́cı́ch grafech jsou zobrazeny zı́skané výsledky. Na prvnı́m grafu je zobra-

zeno porovnánı́ naměřených a identifikovaných momentů motoru, a to identifikovaného dyna-
mického modelu a lineárnı́ho systému bez uvažovánı́ třenı́. Na druhém grafu je uvedeno po-
rovnánı́ rychlostı́ jednotlivých modelů s naměřenými daty. Zde je podstatné, že dynamický mo-
del odpovı́dá realitě v oblasti kolem nulové rychlosti. Na poslednı́m grafu je zobrazen detail
kolem nulové rychlosti. Zde je provedeno porovnánı́ naměřených dat s identifikovaným mo-
delem a pro ilustraci i s modelem statickým. Je vidět, že dynamický model odpovı́dá realitě
mnohem vı́ce.
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(a) Naměřený a vypočı́taný
moment motoru.
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Predicted and measured motor velocity during PTP positioning task
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(b) Naměřená a vypočtená
rychlost motoru.
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(c) Porovnánı́ statického a dy-
namického modelu.

Obrázek 1: Validace modelu – porovnánı́ naměřených a vypočtených dat.

6 Závěr
Prezentovaná metoda patřı́ mezi vı́cekrokové metody. Oproti standardnı́m metodám jsou

zde dva rozdı́ly. Za prvé, při identifikaci lineárnı́ho části identifikovaného systému nedojde
k zanedbánı́ třenı́, ale k jeho aproximaci pomocı́ relé, což výrazně zlepšuje přesnost identifiko-
vaného modelu. Za druhé, využı́vá se numericky jednoduššı́ způsob identifikace dynamických
parametrů σ rozdělenı́m na lineárně a nelineárně závislé parametry. To celou proceduru značně
zjednodušı́. Z provedených experimentů je pak patrné, že identifikovaný model při validaci od-
povı́dá naměřeným datům poměrně věrohodně.
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