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Násobné inverznı́ kyvadlo jako měřı́tko dovednostı́ v oblasti
automatického řı́zenı́

Vlastimil Šetka1

1 Úvod
Tento přı́spěvek si klade za cı́l seznámenı́ s úlohou řı́zenı́ n-násobného inverznı́ho ky-

vadla. Pro svou náročnost jak v oblasti matematického modelovánı́ a návrhu algoritmů řı́zenı́,
tak v oblasti návrhu mechanické konstrukce a instrumentace při realizaci skutečného modelu
takového kyvadla, je schopnost řešit tuto úlohu věděckou komunitou někdy označována jako
měřı́tko (benchmark) dovednostı́ v oblasti automatického řı́zenı́.

Cı́lem úlohy řı́zenı́ n-násobného inverznı́ho kyvadla je pouze pomocı́ pohybu vozı́ku,
ke kterému je volnými klouby sériově připojeno n pohyblivých ramen, s využitı́m zpětné vazby
dosáhnout přechodu všech ramen ze spodnı́ klidové polohy do hornı́ vzpřı́mené polohy, která
je nestabilnı́m rovnovážným bodem systému (úloha vyšvihnutı́ - swing-up), a dále ramena
v blı́zkém okolı́ této polohy udržet (úloha balancovánı́ - stabilization). Rozšı́řenou úlohou je
pohyb vozı́ku do požadovaného bodu při současném udrženı́ ramen v okolı́ hornı́ vzpřı́mené
polohy (side-stepping).

Naše výzkumná skupina úspěšně realizovala řešenı́ všech naznačených úloh řı́zenı́ u troj-
násobného inverznı́ho kyvadla, a to nejen na úrovni matematického modelu, ale i na skutečném
modelu s vlastnı́m návrhem jeho konstrukce a s řadou vlastnı́ch hardwarových a softwarových
komponent řı́dicı́ho systému.

Pokud je nám známo, řı́zenı́ skutečného modelu s vı́ce než třemi rameny nebylo dosud
nikým předvedeno, ale podle našich závěřů je minimálně matematicky realizovatelné.

2 Násobné inverznı́ kyvadlo – teorie, model, řı́zenı́
Z pohledu teorie řı́zenı́ lze n-násobné inverznı́ kyvadlo označit jako nelineárnı́ nemi-

nimálně-fázový podaktuovaný systém, což z něj činı́ z teoretického hlediska mimořádně zajı́ma-
vý problém. V přı́padě trojnásobného kyvadla na vozı́ku, kterému se budeme dále věnovat, má
systém 4 stupně volnosti, ale jen jeden z nich je přı́mo ovlivnitelný aktuátorem (motorem).

Pro návrh algoritmů vyšvihnutı́ kyvadla do cı́lové polohy a následné stabilizace je nunté
znát jeho matematický model. Lagrangeovou metodou byly odvozeny pohybové rovnice v sou-
řadnicı́ch (obr. 1): y0 poloha vozı́ku, δ1,2,3 úhel ramene od svislice. Přitom uvažujeme, že vozı́k
je řı́zen ideálnı́m regulátorem rychlosti, a akčnı́ veličinou u je zrychlenı́ vozı́ku. Výsledkem od-
vozenı́ je soustava 8 dif. rovnic prvnı́ho řádu, tj. stavový popis, ve kterém se vyskytujı́ inerciálnı́
a geometrické parametry ramen kyvadla označené:mi hmotnost, Ji moment setrvačnosti kolem
těžiště, li délka, ai relativnı́ poloha těžiště, bi koeficient viskóznı́ho třenı́ v kloubu.

Model je dále transformován do podoby, kde se vyskytujı́ pouze tzv. základnı́ inerciálnı́
parametry soustavy, které lze přı́mo identifikovat z experimentálně naměřených signálů y0, δ1,2,3
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Obrázek 1: Schéma trojitého kyvadla na vozı́ku; fotografie skutečného modelu.

a jejich derivacı́. Poznamenejme, že pro trojité kyvadlo je těchto parametrů 11, a pro návrh řı́zenı́
je nutná jejich znalost s přesnostı́ zhruba 0,1 procenta.

Úloha vyšvihnutı́ a následné stabilizace pak představuje řešenı́ dvoubodové okrajové
úlohy nad stavovým modelem, kde hledáme takové řı́zenı́ u(t), které systém převede ze spodnı́
stabilnı́ polohy do hornı́ vzpřı́mené polohy. Tato referenčnı́ trajektorie je navzorkována s perio-
dou 1 ms, a v každém bodě je pro linearizovaný model navržen optimálnı́ stavový regulátor.

3 Skutečný model kyvadla a jeho řı́dicı́ systém
Problémy řı́zenı́ trojitého kyvadla kladou mimořádné nároky i na realizaci skutečného

modelu. Je požadována vysoká přesnost snı́mačů úhlů ramen a polohy vozı́ku, velmi nı́zké třenı́
v kloubech, a poměrně velká rychlost (5 ms−1) a zrychlenı́ (50 ms−2) vozı́ku bez mrtvého chodu
a vůlı́ v převodech. Proto byl pro pohon vozı́ku použit přı́mý lineárnı́ servomotor, který splňuje
požadavky na dynamiku a zcela eliminuje obvyklé problémy mechanických převodů.

Požadavek na celkovou délku ramen zhruba 1 metr vede na relativně rychlou dynamiku
systému, která vyžaduje periodu vzorkovánı́ a běhu řı́dicı́ch algoritmů kolem 1 milisekundy.

Ze snı́mačů na druhém a třetı́m ramenu navı́c nelze skrz klouby vést kabely. Pro řešenı́
tohoto problému byl vyvinut speciálnı́ elektronický modul, který je umı́stěn uvnitř druhého ra-
mene, a zajišt’uje napájenı́ snı́mačů z baterie, preciznı́ vyhodnocenı́ signálů ze snı́mačů, a hlavně
bezdrátový digitálnı́ přenos měřenı́ s velmi nı́zkým zpožděnı́m (kolem 300 µs).

Řı́dicı́ systém reálného času běžı́ na průmyslovém počı́tači, jehož konstrukce a některé
softwarové komponenty jsou výsledkem vlastnı́ho výzkumu. Hardwarová platforma s inte-
grovaným hradlovým polem (FPGA) umožnila efektivnı́ integraci speciálnı́ho bezdrátového
přenosového systému, přesně definované vyhodnocenı́ signálů z přı́mo připojených snı́mačů,
a rychlou komunikaci s řı́dicı́ jednotkou servopohonu přes průmyslový protokol EtherCAT.
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