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Abstrakt

Tato bakalaiska prace se zabyva navrzenim zpétnovazebniho ridiciho algoritmu k stabili-
zaci levitujiciho permanentniho magnetu nad civkami. K tomuto ucelu je nutné vytvorit
matematicky model, ktery je tvoren modely idedlnich civek a modelem magnetického di-
polu. Nasleduje vytvoreni linearizovaného stavového popisu systému. Pfi navrhovani fizeni
je pouzito modalntho fizeni, které fesi problém stabilizace systému. Funkénost a vlastnosti

navrzeného fidiciho algoritmu jsou ovéfeny simulaci.

Klicova slova: magnetické levitace, modélni fizeni, zpétnovazebni algoritmus, matema-

ticky model, linearizace

Abstract

This bachelor thesis deals with a proposal of feedback control algorithm for stabilization
of the levitating permanent magnet to above coils. For this purpose it is necessary to cre-
ate a mathematical model, which consists of models of ideal coils and the magnetic dipole
model. Tt follows the creation of linearized state space model of the system. By propo-
sing the control system is used the modal control, which solves the problem of stabilizing

the system. The control design and the mathematical model are verified by a simulation.

Keywords: magnetic levitation, modal control, feedback algorithm, mathematical model,

linearization
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Uvod

Predmétem této préace je tizeni levitace permanentniho magnetu. Nejprve jsou strucné
nastinény ruzné principy magnetické levitace a naznaceny zakladni zpusoby jeji aplikace.
Dalsi ¢ast prace je zaméfena na samotny hlavni kol - zpétnovazebni fizeni pohybu valco-
vého permanentniho magnetu v magnetickém poli vytvofeném soustavou civek s fizenym
proudem. Tato ¢ast je rozdélena na nékolik mensich, ve kterych budou uvedeny zakladni
fyzikalni zakonitosti potiebné k tvorbé modelu této soustavy, samotna tvorba modelu,
navrh ridiciho algoritmu a otestovani jeho funkcénich vlastnosti.

Se systémy vyuzivajicimi magnetické pole, tudiz i magnetickou levitaci, se lze v dnesni
dobé setkat stale vice. At jiz je fe¢ o magneticky levitujicich vlacich, magnetickych lo-
ziskdch nebo o magneticky ovladanych robotech. VSechny tyto systémy spojuje nutnost
aktivni regulace. Pokud je bran v uvahu Earnshawiv teorém, je dokézano, Ze nelze do-
cilit rovnovazného stavu paramagnetickymi nebo feromagnetickymi predméty ve volném
prostoru se statickym magnetickym polem.

Tento problém lze vytesit pouzitim supravodivych latek, diamagnetickych materiali
nebo za pouziti elektromagneti. Autor se v této praci bude zabyvat pravé posledni va-
riantou. Na rozdil od dvou predchozich moznosti stabilizace za pouziti fizenych elektro-
magnetl dovoluje mnohem vice moznosti a mnohem jednodussi a levnéjsi aplikaci.

P1i navrhu soustavy elektromagneti je nejdiive nutné popsat magnetické pole, které ge-
neruje elektromagnet, a jeho piisobeni na permanentni magnet. Vzhledem k vysoké vypo-
¢etni naroc¢nosti jsou modely civek a magnetu aproximovany pomoci magnetického dipolu
- malé proudové smycky. Tyto aproximace mohou byt pfi splnéni ur¢itych podminek velmi

presné a navic zachovavaji zakladni fyzikélni principy.



1 Principy magnetické levitace

1.1 Zakladni princip magnetické levitace

Magneticka levitace, maglev nebo magnetickd suspenze je stav, kdy objekt levituje pouze
diky magnetické sile, Zzddna dalsi sila ji nenapomahda. Tato sila pusobi proti gravitac¢ni
(tihové) sile a udrzuje objekt nad zemi v rovnovazné poloze, kde soucet viech sil, které pu-
sobi na dany objekt je nulovy. Pokud budeme uvazovat pouze jednodimenzionalni prostor,
magnetickd levitace nebude vykazovat zddné komplikace, staci pouze prekonat gravitacni
silu. Tento predpoklad bohuzel nelze aplikovat na realnou skutec¢nost, kde kromé preko-

nani gravita¢ni sily musime brat v tvahu i trvalou stabilizaci levitovaného objektu.

X

Fmagnetickd

F=mg

ATty

Obrazek 1: Levitace — sila vyvolana magnetickym polem = tihov4 sila

Problém stability se da fesit bud pomoci statické, nebo dynamickeé stabilizace. Pro nas
by byla nejjednodussi a nejprijatelnéjsi stabilizace praveé ta staticka, kdy pfi vhodném na-
staveni permanentnich magnetu bychom se snazili docilit rovnovahy sil. Pokud vezmeme
do uvahy Earnshawiiv teorém, ktery udava, ze nelze dosdhnout trvalé levitace s pouzitim
libovolné kombinace statickych nadboji nebo permanentnich magneti, zjistime, Ze mag-
netické pole, které mé za nasledek levitaci, musi byt ¢asové proménné. Jedinou moznou
variantou je dynamicka stabilizace, ktera se v praxi aplikuje pomoci elektromagneti (ci-
vek) s riznou kombinaci spolu s feromagnetickymi latkami a supravodi¢i. Supravodié¢
vznika ochlazenim vhodného kovu nebo slouceniny pod tzv. kritickou teplotu, coz ma

za nasledek vysoky tubytek odporu materidlu, az je témét nulovy.



1.1.1 Metody magnetické levitace

Pokud chceme tspésné levitovat s objektem, je potieba kontrolovat vSech Sest stupni
volnosti tohoto systému (soufadnice v kartézském sytému soufadnic x,y,z a jejich rotaci

v prostoru - thly «, 3,7).

X

Obrazek 2: Stupné volnosti

1.1.1.1 Pseudo-levitace s pomoci mechanické vazby

Tento nejjednodussi zpusob levitace je zaloZen na permanentnim magnetu, ktery ptisobi
jednim smérem a na nékolika mechanickych podpérach, které udrzuji objekt v rovnovaz-
ném stavu v ostatnich osidch. Nejedna se zde o tplnou levitaci v pravém slova smyslu,
jelikoz je objekt v ostatnich osach pfipojen mechanickou volnou vazbou. Napiiklad po-
kud bychom umistili nad jeden permanentni magnet druhy opa¢né orientovany a pomoci
provazki bychom zajistili, aby se horni magnet neotocil, ztistal by v rovnovazné poloze

a levitoval.

1.1.1.2 Elektromagneticka levitace
Jedna se o druh magnetické levitace, pti které vyuzivame magnetické pole elektromag-
netl, které jsou zapojeny ve zpétnovazebni smycce, které se stara o udrzeni stabilni polohy
objektu v magnetickém poli. Cely princip je ve své podstaté jednoduchy. Elektromagne-
tické civky jsou umistény v okoli feromagnetického nebo kovového objektu, kde se nachazi
mnozstvi ¢idel, kterd kontroluji pohyb vSemi sméry. Na zékladé téchto udaju fidici jed-
notka ovlada proud v civkach, coz ma za néasledek vychyleni objektu patfi¢cnym smérem.
Tento zpusob je v dnesni dobé pievazné vyuzivam v Zelezni¢nich systémech (magne-

tické vlaky) a také v magnetickych loZiscich.

1.1.1.3 Diamagneticky stabilizovana levitace
Tento zpusob levitace vyuziva diamagnetické vlastnosti latek. Diamagnetismus se proje-
vuje jen v pritomnosti vnéjsiho magnetického pole. Pokud umistime diamagnetickou latku

do vnéjsiho magnetického pole, dojde v latce k vytvoteni slabého magnetického pole, které



pusobi opacnou silou. Diky tomuto principu je mozné levitovat s velmi lehkym kouskem
pyrolytického uhliku nebo bismutu nad silnym permanentnim magnetem. Cely princip je

blize vysvétlen v ¢lanku [2].

1.1.1.4 Supravodice

Supravodice jsou ve své podstaté idedlni diamagnety. Materiadl nevykazuje zadny méri-
telny odpor prichodu elektrického proudu a vypuzuje velmi silné magnetické pole. Prvni,
kdo objevil supravodivost, byl v roce 1911 holandsky fyzik H. Kamerlingh-Onnes. Cely
jev vysvétlili az v roce 1933 Walther Meissner a Robert Ochsenfeld, kdyz zjistili, ze supra-
vodice ze svého objemu vypuzuji velmi silné magnetické pole. Cel4 levitace je pak mozna

diky tzv. Meissnerovu jevu [3].

1.1.1.5 Rotacni stabilizace

Princip rotac¢ni stabilizace levitujictho magnetu spocivd v aplikaci toroidniho magnetu
a rychlého otacivého pohybu. Toroidni magnet se umisti nad soustavu permanentnich
magneti a ve vysoké rychlosti rotuje (rotace — precese). Diky zékonu o zachovani mo-
mentu hybnosti se toroidni magnet nevychyli a tim zustava v rovnovazné poloze a nastavi

levitace. Pokud otacky poklesnou, magnet se vychyli a levitace kondi.

1.2 Magneticka levitace v praxi

1.2.1 MAGLEV

Maglev (z magneticka levitace) je ozna¢ovana jak samotna magneticka levitace, tak i sys-
tém kolejové dopravy. Tento, v dne$ni dobé nejdrazsi, zpusob kolejové dopravy je obliben
zejména pro svou rychlost, kterd se pohybuje okolo 400 - 500 km/h v b&Zném provozu
[7]. Rychlost by byla teoreticky neomezené, pokud by se vlak pohyboval ve vakuu, jelikoz
jediné tieni, které nastéva, je aerodynamické. Tento problém se snazil napravit projekt
Swissmetro, kde by vlaky jezdily uvniti tuneli zbavenych vzduchu az témeér k hranici
vakua. Z bezpec¢nostnich duvodi jsou drahy situovany na mosty nebo jinak bezpecéné
oddélena mista.

Cely princip levitace spoc¢iva na vhodné umisténych civkach, které se navzajem dle
potieby odpuzuji. Nékteri vyrobci voli civky se supravodivymi magnety, které jsou chla-
zeny kapalnym dusikem, coz mé za néasledek mnohonasobné silnéjsi magnetické pole,
a tim i usporu elektrické energie. Tudiz existuje nékolik riznych druht magnetickych
vlakii.

Pro lepsi predstavu zédkladniho principu fungovani pouzijeme Sanghajsky vlak Maglev.

vvvvv

trodynamicky zpusob levitace a zptisob, ktery vyuziva elektromagnetickou indukei (tzv.



Inductrack).

1.2.1.1 Systém levitace a vedeni
Cely systém zabezpecuji dva typy civek. Prvni typ se stard o zvednuti celé soupravy
a druhy o jeho stabilizaci v okoli nosniku. Vodici i levita¢ni civky jsou umistény po obou

stranach celé délky soupravy.

1.2.1.2 Systém pohonu

K pohonu celé soupravy se vyuziva linedrni synchronni motor s dlouhym statorem po obou
strandch celé délky nosniku (kolejisté). Misto to¢ivého elektromagnetického pole, jak je
tomu u bézného elektromotoru, vytvaii motor piimocare se pohybujici elektromagnetické
pole, kde levitac¢ni civky funguji jako rotor elektromotoru. Cely stator je rozdélen na velké
mnozstvi tseku, které se aktivuji tésné pred projizdéjicim vlakem. Vzhledem k tomu je

usporeno velké mnozstvi elekt¥iny, jinak by musela byt napéjena cela délka nosniku.

stator linearniho motoru -

podvozek viaku vodici civky

|

nosnik

levitaCni civky

Obrazek 3: Rez nosnikem a podvozkem

1.2.2 Aktivni magneticka loziska

Prvni myslenky pouziti magnetické sily pro zavéseni objektu se objevovaly jiz v poloviné
19. stoleti [4]. Pti aplikaci na problematiku lozisek, ktera se ¢asto opotfebovavala vlivem
mechanického treni, 1ze docilit témér bezidrzbové ¢innosti takovych lozisek. Vzhledem
k absenci jakéhokoliv mechanického tfeni neni nutno loZiska mazat, coz spolecné s bez-
hluc¢nosti vede k vyraznym pirednostem. Tim se eliminuje také jejich opotiebeni a vyrazné
se snizuje jejich zahtivani. Dalsi vyhodou je mozna aplikace ve vakuu, pti vysokych tep-
lotach nebo v prostiedi s agresivnimi latkami. Magneticka loziska také dovoluji mnohem

vétsi obvodové rychlosti (az 250 m.s!) [4].



Magneticka loziska lze rozdélit na dva druhy - s pasivni a s aktivni stabilizaci. Prvni
zminéné ovsem porusuje Earnshawtv teorém (Samuel Earnshaw, 1805-1888), publi-
kovany v roce 1842 Cambridge philosophical society. Kteryj ve své podstaté Fikd, Ze nent
mozné, aby soustava elektricky nabityjch éastic (bodovijch ndboji) setrvdvala ve staticky
rovnovdziné poloze pouze diky pisobeni elektrostatickijch sil. |4] Proto i my se budeme
blize zabyvat druhou variantou, a to magnetickymi lozisky s aktivni stabilizaci.

Aktivni magneticka loziska (AMB) se vyznacuji predevsim tim, Ze pro jejich provoz
je nutnd neustald dodavka elektrické energie. Princip jejich funkce se shoduje s béznymi
elektromagnety. Hlavnim nedostatkem je predevsim to, Ze poloha rotoru v lozisku neni
stabilni a tudiz mus{ byt cely systém vybaven zpétnovazebni regula¢ni smyckou (viz. ob-
razek).

Zory mu-

Obréazek 4: Magnetické lozisko - schéma zapojeni

AMB (Active Magnetic Bearing) se sklada ze senzori polohy hiidele, zesilovacia, A/D
a D/A prevodniku, napéjeciho zdroje a elektronické ridici jednotky DSP (Digital Signal
Processor), ktera neustale vyhodnocuje polohu h¥idele a stara se o jeji centrovani diky
zpétnovazebni regulacni smycce. V zavislosti na poloze hiidele DSP skrze zesilovace regu-
luje velikost elektrického proudu v jednotlivych civkach a tim i magnetickou silu v okoli
civek, coz ma za nasledek vychyleni hiidele patficnym smérem.

Jiz z prvniho pohledu je patrné, ze frekvence chodu DSP musi byt velka, ktera vétSinou
se pohybuje okolo 10kHz [4]. Ackoliv je tento systém znacné komplikovany, poskytuje
v mnoha aplikacich znacené vyhody:

e vysoka tucinnost
e nizké energetické ztraty
e omezeni vibrac{

e velmi presné uloZeni hiidele



e nastavitelna tuhost a parametry tlumeni
e bezdemontazni diagnostika

Aktivni magnetickd loziska rozdélujeme na radidlni a axidlni. Radidlni magnetické
lozisko se podobé znac¢né klasickému elektromotoru, avsak kromé to¢ivého momentu ge-
neruje pritazlivou silu, ktera manipuluje se samotnou hrideli. Naopak u axi&lniho loziska
je ocelovy kotouc pripojen k hiideli a z obou stran je opatien prstencovym statorem.

Na nasledujicim obrazku je vidét jejich srovnani.

Obrazek 5: Radialni/axialni magnetické lozisko - fez
Radialni magnetické lozisko zajistuje centrovani hiidele a piipadné kompenzace malych
vychylek a vibraci ze systému, kdezto axialni se stard o presné udrzeni hiidele a jeji

ukotveni v systému. V drtivém poctu ptipadi se tak pouziva kombinace obou variant

pro docileni piesného drzeni hiidele.

1.2.3 Odpalovani raket pomoci magnetické levitace

Tento na prvni pohled zvlastni zptsob odpalovani raket a projektilii najde v dnesni dobé
uplatnéni zejména ve vesmirném a leteckém primyslu. Pokud vezmeme v tivahu obrovské
néklady na palivo pii startu vesmirného raketoplanu, aby se dostal na obéznou drahu
Zemé, je patrné, ze by bylo vhodnéjsi pouzit néjaky levnéjsi zpusob. A pravé takovy po-
tencidl nam skyta elektromagnetické pole. Védci v NASA’s Marshall Space Flight Center
v Hustnville, Ala, USA pravé takovy zpusob testuji. Snazi se za pouziti elektromagneti
vyvinout vhodny odpalovaci mechanismus, ktery by projektil, v nasem piipadé raketo-
plan, byl schopen vystfelit rychlosti 600mph [5] (965,606 km /h) smérem k ob&zné dréaze
Zemé, odkud by jiz raketopldn pokracoval dosavadnim zptsobem. Diky tomu by drama-
ticky poklesly naklady na jednu vesmirnou misi.

Samotny princip se velice zce podoba problému s magnetickymi vlaky. A¢ se to
na prvni pohled nezda, hlavni myslenkou je vyuziti magneticky levitovaného dopravniku,
ktery je schopen se pohybovat velkymi rychlostmi (diky témé¥ Zadnému tfeni). Tento

dopravnik nese projektil a pohybuje se po kruhové dréze, kde se po dosazeni potiebné



rychlosti v patficny moment uvolni a diky nahromadéné hybnosti pokracuje prislusnym

pohybem vpied. Nasleduje ilustrace konceptu vystielovani.

v\ce odpalovaci trubice

prazdny vozik

projektil

Obrazek 6: Odpalovaci draha rakety

V soucasné dobé je samotny projekt zatim ve fazi vyzkumu a testovani. Na vystieleni

st MY

pokusi se zmenSenymi modely.

1.2.4 Magneticky ovladani roboti

Tito, v mnoha ptipadech, velice mali roboti mohou najit v dnesni dobé Siroké uplatnéni.
Jejich princip pohybu spoc¢iva v podlozce, po které se pohybuji. Je plnd malych civek,
do kterych jde rizny proud v zévislosti na sméru, kterym se ma robot pohybovat. Diky
tomu neni jejich velikost limitovana velikosti akénich ¢lentt umisténych na téle robota
a mohou tudiz byt az mikroskopic¢ti. OvSem pro preciznéjsi ovladani pohybu a koordinaci
je nutné volit vhodné mnozstvi civek, které by mély byt v jistém poméru tmérné velikosti
téla robota. Po jedné takovéto podloZzce se samoziejmé miize pohybovat nékolik téchto
malych robotii, oviem jedna se zde o naro¢néjsi ukol v oblasti fizeni (mozné kolize, ruseni

magnetického pole,...).



Obrazek 7: Pole civek s robotem

Jejich télo mize tvofit od jednoho po nékolik permanentnich magneti, které zabezpe-
¢uji interakci s podlozkou civek. Pokud se jedné o soustavu magnetii, nemuseji byt zakonité
umistény v pevném spojeni, ale v mnoha piipadech je zadouci, volit télo (kostru) robota
pohyblivou (na zékladé kloubd,...). Diky tomu je mozné lehce ménit orientaci a také ve-
likost robota.

permanentni
magnet

Obrazek 8: Stavba téla robota

Na dalsim obrazku je pak mozno vidét, jak se daji civky umistit do tenké pasky,

kterou muzeme rizné ohybat a robot je po ni stale schopen se bez problémi pohybovat.



Obrazek 9: Paska s integrovanymi civkami [6]

Tito roboti skytaji velky potenciadl pro budouci vyuziti jak na montéznich linkach
v prumyslu, tak i napiiklad ve zdravotnictvi pti operacich. Zkratka se daji vyuzit kdekoliv,

kde je mozno umistit elektromagnetické pole.
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2 Matematicky model

V této casti se budeme zabyvat tvorbou samotného modelu systému - soustavy civek s per-
manentnim magnetem. V kapitole si popiSeme zékladni fyzikalni vztahy, které budou
pro tvorbu modelu nezbytné. Z téchto vztahii budeme vychazet v kapitole 2.2] kde si od-
vodime potiebné pohybové rovnice systému.

2.1 Zakladni vztahy

V prvni fadé se zaméfime na porovnani magnetického pole generované dipélem a civkou.
Civku je v mnoha piipadech vhodné modelovat jako magneticky dipol, jelikoz tato aproxi-
mace nam dava mnohem jednodus$si matematicky popis, ktery je téz vypocetné mnohem
méné narocny. Pro zjednoduseni také nahradime i permanentni magnet modelem dipo6lu,
kde ale tvar magnetu v pohybovych rovnicich nesmime zanedbat.

Dale popiseme pohyb permanentniho magnetu v prostoru. Tento problém vyfeSime
zavedenim rovnic pro transla¢ni a rota¢ni pohyb hmotnych bodi.

Poslednim krokem je popsani silového ptisobeni levitujictho permanentniho magnetu.

2.1.1 Magnetické pole kolem malého magnetického dipélu

Pro klasicky model magnetického dip6lu je pouzivana mala proudova smycka. Je-li plocha
smyC¢ky A a proud I, potom je velikost magnetického momentu (udava orientaci a silu
magnetického dipolu) roven souc¢inu AI, jeho smér je kolmy k ploe A a orientace je
déna pravidlem pravé ruky, kde prsty ukazuji smérem elektrického proudu a palec udava

orientaci magnetického momentu v prostoru.

Obrazek 10: Mala proudova smycka

Lze dokazat, Ze model magnetického dipolu sloZeny ze dvou naboju (b% a b™), lezici
ve vzdalenosti [, produkuje stejné pole jako proudovd smycka s momentem |mi| = bl,
za predpokladu, ze | — 0.

Pro popis magnetického pole je nutné nejdiive zavést pojem magnetické indukce.
Definice 2.1. Magneticka indukce
Magnetickd indukce je vektorovd fyzikdlni velicina, kterd vyjadiuje silové ucinky magne-

tického pole na pohybujici se cédstici s nabojem nebo magnetickym dipoloviim momentem.
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Je to hlavni velicina slouZici ke kvantitationimu popisu magnetické pole. Hodnota vektoru

magnetické indukce obecné zdvisi na poloze v prostoru, takze tvoii vektorové pole. [8]

Magnetické pole B generované magnetickym dipolem ve vzdalenosti dané privodico-
vym vektorem 7 je dano vztahem [10]
— = Mo BF(ml . 7?) Tﬁ
B:Br,m = — — — —— . 1
wm =5 (- ) W
Z magnetické indukce se pfesuneme na silové ptisobeni v okoli magnetického dipélu, k to-

muto popisu ovSem potifebujeme jiz 2 dipély.

Sila zpusobena magnetickym dipélem s momentem 1m; na magneticky dipél s momen-

tem 171y ve vzdalenosti dané privodi¢ovym vektorem 7 je dana vztahem [10]

S L 3 S . S . Y oo DMy -7 (mg 7))
F(7’7m1,m2):4ﬁl|¢)|5 (11 - P)11ho + (1 - 7)1y + (170 - 17h2)F — (7 |;)|(2 - 4)7’ - (2)

Moment sily zpusobeny magnetickym polem B na magneticky dipol 2 s momentem 1719

je dan vztahem
M = ﬂ_i,Q X §1~ (3)

Ve vztazich , , se vyskytuji magnetické momenty dipola m,, které lze vyjadiit
jako

(4)

kde 7i; je orientace magnetického dipélu, u; je vstup - velikost proudu protékajici proudo-

vou smyckou a i je permeabilita vakua.

Obrazek nam vztahy , 7 7 nazornéji ilustruje.

dipole 1

Obréazek 11: Dva magnetické dipoly

Pro grafické znazornéni magnetického pole zavedeme pojmy vektorové pole a smérové

pole.
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Definice 2.2. Vektorové pole
Vektorové pole je v matematice a fyzice (zpravidla spojitd a dostatecné hladkd) funkce
pritazujict kazdému bodu prostoru vektor. [9]

Definice 2.3. Smérové pole

—

Pokud je vektorové pole definovano jako f(Z), potom smérové pole definujeme vztahem

(%)

z)

)

)

/\l

—

kde |f(Z)| je vhodna norma vektorového pole. Smérové pole je funkce, kterd piirazuje

kazdému bodu v prostoru jednotné dlouhy vektor.

Tedy smérové pole ziskdme znormovanim vektorového pole, kde vSechny vektory maji

jednotnou délku.

Nasledujici obrazky [12] [13] nam ilustruji smérové pole magnetické indukce v okoli
magnetickych dipola.
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smér pasobeni magnetického pole ]

Obrazek 12: Smérové pole magnetické indukce kolem dipolu - osy y,z

Pokud budeme uvazovat vice statickych nebo dynamickych dipoli, plati princip su-

perpozice, kde celkové magnetické pole B= Egi a celkova sila F = SF.
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Obrazek 13: Smérové pole magnetické indukce kolem 2 dipoli - shodné momenty
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Obréazek 14: Smérové pole magnetické indukce kolem 2 dipo6li - rozdilné momenty
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2.1.2 Magnetické pole kolem kone¢né solenoidové civky

Solenoidova civka se pro jednodus$si popis uvazuje jako tzv. konecni solenoid.

Definice 2.4. Konec¢ny solenoid
Konecna solenoidova civka je civka s kone¢nou délkou L a polomérem a. Piedpoklada se,
ze je tvofena nekone¢né mnoha proudovymi smyckami - magnetickymi dipdly umisténych

v celé délce civky.

Pozndmka. Jednotlivé slozky jsou vyjadieny v cylindrické soustavé souradnic (p, 0, z).

A
z

z

al-..

Obrézek 15: Cylindricka soustava soufadnic

V tomto piipadé kone¢ného solenoidu lze magnetické pole, které generuje, definovat
jako [11]

¢+

_ il L ok =2y 00 2 g

pol 1 1 2, T P2 12
=——— K(k —II(h
=g ok () + S o )

c+ (5)

Y

C_

kde K(m), E(m) a II(n,m) jsou eliptické integraly prvniho, druhého a tietiho druhu,

L
+t=2+2
(=27,

~ dap
(a+p)*
dap

h2

2 _
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L je délka, a je polomér civky, I je proud protékajici civkou a pg je permeabilita va-

kua.

Pro lepsi predstavu néasleduje série obrazkli smérového magnetického pole solenoidové

civky.

\‘\‘\‘““\n\
*‘\‘\‘\\n\\

A\//M-m

S~——
//A/AI.AI
4//// 1=
NS¢

x [m

0.005 m

0.0l m, a=

Obrézek 16: Smérové pole magnetické indukce solenoidové civky - L
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Obrézek 17: Smérové pole magnetické indukce solenoidové civky - L = 0.01 m, a = 0.05 m

Obréazek 18: Smérové pole magnetické indukce solenoidové civky - 3D
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Jak si lze z obrazku v8imnout, magnetické pole generované solenoidovou
civkou je velmi podobné magnetickému poli generované magnetickym dipélem.

2.1.3 Magnetické pole - porovnani dipdl/solenoid

Nyni porovname magnetické pole generované magnetickym dipolem a civkou. Vzhledem

k nekonefné malé plose proudové smyc¢ky (dipolu) je

se magnetickd pole budou v tésné blizkosti velmi lisit.

Sy
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Obréazek 19: Porovnéani smérovych poli pro solenoid (L = 0.05 m, a = 0.05 m) a magne-

ticky dipol
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Obrazek 20: Porovnani smérovych poli pro solenoid (L = 0.01 m, a = 0.005 m) a magne-

ticky dipo6l - pracovni prostor

Jak miiZeme vidét z pfedchozich obrazki 20)), je aproximace pomoci malé proudové
smycky (dipolu) dostacujici, oviem pokud nejsme v tésné blizkosti civky, zde se pak mag-
netické pole znacné lisi. Jelikoz eliptické integraly 1ze pouze ptiblizné numericky dopocitat
a tento vypocet je zdlouhavy, budeme proto volit aproximaci malou proudovou smyckou.
Na obrazku [20]je vidét nas pracovni prostor v okoli civky, kde jsou jiz aproximace mnohem
lepsi.

Pro lepsi porovnani by bylo vhodné zvolit urc¢itou vysku nad civkou a zde blize pro-

zkoumat smér a velikost magnetické indukce.
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(a) Porovnani velikosti magnetické indukce (b) Porovnani thlu, ktery svira B s osou z

Obrazek 21: Porovnani - solenoid (L = 0.01 m, a = 0.005 m) a magneticky dip6l -
pro z = 0.022 m

Na obrazku je takové porovnani vidét. Kdyz vezmeme v tvahu pouze velikost
magnetické indukce, lze vhodnou volbou proudu, ktery protéka civkou nebo dipoélem,
provést témér totoznou aproximaci. Na druhé strané pro porovnani uhli, jaké svira vektor
magnetické indukce v daném bodé s osou z, jsou tyto aproximace jiz dobré pouze v okoli
urcité vzdalenosti, ktera pro takto velkou civku vySela piiblizné z = 0.023 m.

Pro budouci pouziti na redlném systému provedeme jednoduchou analyzu, kdy bu-
deme zjistovat, jak dosdhnout co nejlepsi shody mezi solenoidovou civkou a magnetickym
dipélem. Prvnim zpusobem bude zvoleni vhodné velikosti civky, jejiz magnetické pole
by se co nejvice blizilo tomu generovanému magnetickym dipélem. Druhym piistupem

bude naopak aproximace civky pomoci vétstho poc¢tu magnetickych dipoli.

2.1.3.1 Vhodna volba velikosti civky

Abychom dosahli co nejlepsi schody, je vhodné volit civku mozné co nejtenci. Timto zpiso-
bem se alespon ¢astecné priblizime tvaru dipélu. Provedli jsme sérii simulaci, jelikoz maji
tyto vysledky slouzit hlavné pro budouci pouziti na readlném modelu, byli jsme nuceni
pracovat s rozmérovymi omezenimi.

Na obrazku [22] jsou vidét dvé nejlepsi aproximace, které se nam podafilo ziskat. V pii-
padé (a) se jednalo o civku s rozméry L = 0.005 m a a = 0.01 m. V druhém piipadé (b)
jsme zvolili o poznani vétsi civku s rozméry L = 0.005 m a a = 0.039 m, kde je aproximace
mnohem lepsi, ale bohuzel pracovni prostor se nachazi uvniti civky, tudiz tyto rozméry

nevyuzijeme.
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Obréazek 22: Vhodnéa volba civky - porovnani hli magnetické indukce

Jak je z obrazku vidét, tento zpusob aproximace neni pro praktické vyuziti zcela

presny.

2.1.3.2 Vhodny pocet dip6li pro aproximaci jedné civky

Zde se zaméiime na aproximaci pfedem dané civky pomoci vice dipdli, civku zvolime
s rozméry L = 0.01 m a a = 0.005 m. Tento zptusob by mohl pfinést mnohem lepsi
aproximace a tim mnohem lepsi praktické vyuziti. Obrazek 23| nam jeden takovy zptsob
ukazuje. Po hornim a dolnim obvodu pomyslné civky umistime magnetické dipoly, horni

a dolni polovina musi mit opa¢ny dipélovy moment, aby aproximace pracovala spravné.

Obrazek 23: Aproximace solenoidové civky pomoci série dipoli

Na obrazku je jiz. vidét porovnani thli magnetické indukce, ktera se nam dava

z naSich variant nejlepsi aproximaci.

21



civka
soustava dipolu
16 pracovni prostor

14t J—

12+ \

18

Uhel [rad]
-

0 I I I I I |
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04

x [m]
Obréazek 24: Aproximace solenoidové civky pomoci série dipoli - porovnéani ihli magne-

tické indukce

Jak muzeme z obrazku 24] vidét, tak aproximace je jiz velice presné, dosahuje vychylky
priblizné 0.1 rad. V idealnim ptipadé by bylo vhodné dipoli do obvodu podstav pomyslné
civky umistit nekonec¢né mnozstvi, ovSem toho nejsme schopni nikdy docilit. Pro dosta-
te¢nou aproximaci sta¢i umistit dipoly pouze pfesné proti uvazovanému pracovnimu bodu

systému, v pripadé vétsiho pracovniho prostoru je nutné takovych dipola umistit vice.

Dalsi moznosti je napocitat magnetické pole v okoli solenoidové civky s pevnym krokem
a nasledné pouzit linearni interpolaci. Vzhledem k line4rni zavislosti magnetické indukce
a proudu protékajici civkou v rovnicich , stac¢i pouze ziskat data pro jednotkovy proud,
poté dle potfeby nasobit. Tento postup lze najit na prilozeném CD, ovSem pro zjednodu-

Seni dané problematiky nebyl dale vyuzivan.

2.1.4 Pohybové rovnice soustavy hmotnych bodi

Pti matematickém modelovani je vhodné si téleso pro jednodu$si popis rozdélit na vice
hmotnych bodi. Celkova hmotnost télesa se nasledné také rozdéli mezi jednotlivé hmotné
body.

Pokud uvazujeme vice hmotnych bodi, jejich vysledné silové ptisobeni lze diky principu
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superpozice s¢itat. Pohyb hmotnych bodi charakterizuji nasledujici rovnice

. . ) d .
FéZi:Fi:mFG:E(mfg);m:Eimi (6)
a
Mg = XM = Sip; X F; = i Xi(pi X mipi)] = %[a (7)

vy

vy

hmotnych bodi. VSechny vektory, které jsme pouzili v rovnicich @ a , jsou uvazovany

v inercialni soustavé (soustavé pevné spojené se zemi).

Obrazek 25: Princip superpozice

vy

vy

YV

Yvew

2.1.5 Pevna a pohybliva soustava soufadnic

V mnoha pripadech je vyhodné pouzit soustavu soutadnic, ktera se pohybuje vii¢i pevné

(inercialni) soustavé soutadnic. To povede k velkému zjednoduseni nékterych rovnic.
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Obréazek 26: Pevna Oy a pohyblivad O; soustava soutadnic

Na obrazku 26| soustava OyZg1jo 2y predstavuje pevnou (inercidlni) soustavu a Oy Z1412)

pohyblivou soustavu souradnic. Nésledujici vztahy popisuji vztah mezi jejich soufadnicemi

HOZR)—FHl:OO_;Ol—i_O:P? (8)
. > ., e (57?1 N N
o=R+ 1:R—|—E+w><7”1, (9)
(57_”1 .Fl
_ L 10
ot 7n17”1’ 1o
T
>_ _ T 11
e= = (11)
. d o7
FZE(Ta:¢€+T€:5_Z+QXF’ (12)

kde 7 je polohovy vektor bodu P v pevné (inercialni) soustavé, 7 je polohovy vektor bodu
P v pohyblivé soustave, R je privodicovy vektor mezi pevnou a pohyblivou soustavou

soutradnic a & reprezentuje natoceni soustavy O; vici pevné soustavé Oy.

2.1.6 Pohyb tuhych téles v trojrozmérném prostoru

Dale si popiseme tzv. tuhé teleso. Nasledujici vztahy budeme potiebovat pro vytvoreni

pohybové rovnice popisujici rota¢ni pohyb tuhého télesa.

Definice 2.5. Tuhé téleso

Vzdalenost mezi jednotlivymi body tuhého télesa je konstantni. Tti body urc¢uji polohu
télesa v prostoru. Po¢et stupii volnosti tuhého télesa je 6 (3 pro translaéni a 3 pro rotaéni
pohyb).
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2.1.6.1 Pravouhla soustava soufadnic
Pro vSechny vypocty je pouzita pravothla soustava soutadnic, kterd je v mnoho ohledech

velice vyhodna. Nésleduje ilustra¢ni nakres.

Obrazek 27: Pravothla soustava soufadnic

Na obrazku [27] jsou @y, 4o, 2o jednotkové, navzajem kolmé vektory a body A, B, C

urcuji jednoznacné polohu télesa.

Tuhé téleso v zavislosti na ¢ase méni svou polohu, jak translacnim pohybem, tak také

rotacnim. Pro popséani rota¢niho pohybu si nejdiive definujeme pojem rotace.

Definice 2.6. Rotace
Rotace tuhého télesa kolem bodu O je dana rotaci bodu A, B, C kolem bodu O. Soustava
0%, 9o, Zo se pii rotaci kolem bodu O premisti do nové polohy urcené soufadnym systémem

OZX1, 11, 21, jak lze pozorovat na obrazku [28|

Obrézek 28: Rotace soustavy soutadnic kolem bodu O
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Libovolny vektor 7 Ize vyjadiit v obou soustavach jako

T = apZo + bolo + coZo = a1 &1 + biy1 + 171 (13)

Pokud vynasobime postupné vektory T, i a Zp dostavame

Qo (fly 40) (371, fo) (51, fo) 3]
bO = flago glaﬂb) gla?j() bl )
Co (51, 50) (?71, 50) (517 50) &1
ro = Rry, (15)

kde 74 je vektor 7 vyjadfeny v soustavé soutadnic OZyiyy2y, 71 je vektor 7 vyjadieny v sou-
stavé soufadnic Ox11:7;, R je pifislusna matice rotace a a,, b,, ¢, jsou realné koeficienty

dané rotaci soustavy, kdy n jednoznac¢né identifikuje danou soustavu soufadnic.

Jak si lze v§imnout, matice rotace R bude v naSich rovnicich hrat vyznamnou roli a vy-

znamné nam uleh¢éi pozdéjsi vypocty.
2.1.6.2 Matice rotace R

Kazdy sloupec matice R predstavuje prvek Zi/y1/Z1 vyjadieny v soustavé soutradnic

0%, Yo, Zo- Jsou-li Ry a Ry matice rotace, potom je i Ry Ry matice rotace.
O zméné orientace tuhého télesa hovoii i nasledujici véta.
2.1.6.3 Eulerova véta

Jakakoliv zména orientace tuhého télesa maze byt dosazena rotaci télesa kolem jediné osy

prochéazejici libovolné zvolenym referen¢nim bodem.
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2.1.6.4 Derivace matice rotace

Jelikoz neni matice rotace R v ¢ase konstantni, uvedeme si jeji zménu v zavislosti na case.

FO = RFl?
7y = RF, + RF, = R7, (jelikoz je 7 konstantni),

o = R = RRT7),

0 = Wo X T'p = WoTp
a tedy
&70 = RRT — R = @oR,
kde @y je matice definovana vztahem
0 —Ws3 Wa
(;\}0 = w3 0 —Ww1 (17)
—W2 w1 0

za predpokladu, Ze &y = w1, wa, ws]T.
Matice rotace se ndm bude tedy v kazdém kroku ménit.

2.1.7 Pohybové rovnice soustavy hmotnych boda - pokracovani

V predchozi kapitole jsme si definovali tzv. matici rotace, ktera ndm nyni poslouzi

pri odvozeni pohybovych rovnic soustavy hmotnych bodi.

Nejdiive s jeji pomoci upravime rovnici (7)) nésledujicim zptisobem,

Em‘ = PE) X miﬂ?,
Lo; = P? X mi(Wo X P?)a
Loi = Rpt x my(R&y x Rpb),
i P; ’ ( _)0 pz) (18)
Loi = [=p} x mi(p; x &),
EOi = [_mipilpilajl]

7oA 1-
LOi = RJl w1,

kde J je moment setrvac¢nosti télesa, ktery vyjadiuje miru setrvacnosti télesa pii otacivém
pohybu, horni indexy symbolizuji danou soustavu souiadnic (0 pro pevnou a 1 pro po-

hyblivou soustavu soufadnic).
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Plati tedy, ze .
SiLoi = Sipl x mip? = SiRJIG, & RJ'G,. (19)
Rovnice mé nyni tvar

- d . . .
M} = a(RJ%ﬁl) = RJ'G, + RJ'G) = BoRJ'Gy + RJ'Gy. (20)

Vyjadiime-li obé strany rovnice v pohyblivé soustaveé, dostavame

M} = R™MY, = RTQoRJ'G, + J'&y,

M = (RTwo) J @, + J'@y,

- L (21)
Mé = le w1 + J Wi,
Mé = C:jl X (Jlojl) + Jl(jjl-
Rovnici lze tedy pfepsat na ekvivalentni podobu
Mé :Cc_jl X (J161)+J1c;71, (22)

kde dostavame explicitni tvar pro moment sily soustavy hmotnych bodu vyjadieny v po-

hyblivé soustavé soutadnic. Tento vztah nésledné pozdéji jesté upravime.

2.1.7.1 DMatice rotace - explicitni tvar

Nyni se vratime k matici rotace R, kterou definujeme jako

R = R,(a)R,(B)R.(7),

1 0 0 cg 0 sl |c, —sy, O (23)
R= 10 Ca —Sa 0 1 0 Sy Cy 0] = [S_i, S_éa S_i;)]a
Sa  Cao —s3 0 cp 0 0 1

kde s,, = sin(m), ¢, = cos(m), «, 3, 7 jsou prislugné thly otaceni dle os x, y, z a vektory

S1, So, S3 reprezentuji sloupce dané matice rotace.

Po roznasobeni matic R,(«)R,(8)R.(y) dostavame matici rotace R ve tvaru

CgCﬂ/ —CBS,y Sg
R =] s488Cy +CasSy —Sa885y + CaCy —SaCs| - (24)

—CaSBCy + S80Sy CaSpSy + SaCy CaSp
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Pokud aplikujeme matici rotace R na zménu orientace magnetického dipélové momentu,

je magneticky dip6lovy moment ji ur¢eny konkrétnim permanentnim magnetem

f= T|ﬁ|a (25)

kde |fi| = konstanta.

2.1.8 Newton-Eulerova metoda
Pf1i tvorbé pohybovych rovnic vyuzijeme zédkladnich principti Newton-Eulerovy metody.

e Jestlize téleso 1 pusobi na téleso 2 silou f a momentem 7, potom téleso 2 pusobi

na téleso 1 silou —f a momentem —7.

e Casova zména hybnosti télesa je rovna celkové sile f piisobici na téleso

d(mv) -
) _f (26)

kde m je hmotnost télesa a v je vektor rychlosti télesa.

e Casovad zména momentu hybnosti télesa je rovna celkovému momentu pusobicimu

na téleso A()
w —
% = To, (27)

kde Jy je moment setrvacnosti télesa (matice setrvacnosti) v inercialni soustavé

YV

pusobici na téleso.

Hlavni komplikace v pouziti rovnice (27) je ta skute¢nost, ze moment setrvacnosti Jy nenf

v Case obecné konstantni, ale plati pro néj
Jo = RJR", (28)

kde R je prisluSsn&d matice rotace a J je moment setrvacnosti v soustavé pevné spojené

vy

Pro vyfeseni této komplikace je jednou z moZnosti piepsat rovnici do soustavy

pevné spojené s télesem. Takto dostavame
J&+ & x (J&) = 7. (29)

kde J je (konstantni) matice setrvacnosti télesa v soustavé pevné spojené s télesem, @ je
tthlové rychlost (v tomto piipadé) vyjadiena v pohyblivé soustavé (pevné spojené s téle-

sem) a T je je moment vyjadieny téz v pohyblivé soustavé.

Pozndmka. Clen & x (J&) predstavuje gyroskopicky ¢len.
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2.1.8.1 Odvozeni rovnice {D
Posledni tkolem bude odvozeni rovnice . Nasledné budeme mit jiz vSe potiebné

k tvorbé samotného matematického modelu.

Necht R je rota¢ni matice urcujici orientaci pohyblivé soustavy vzhledem k inercialni
(pevné) soustavé. Odvozenim lze ziskat

RRT =& (30)

a soucasné plati
Wo = R, (31)

kde Jy je uhlova rychlost vyjadiena v inercialni (pevné) soustavé a & je thlova rychlost

vyjadiend v pohyblivé soustavé soutradnic.

Tedy v inercialni soustavé pro moment hybnosti plati, ze

L =RJR"@, = RJIR"R& = RJ®, (32)
derivovanim obdrzime
d- . __ -
EL = RJJ+ RJG. (33)
Nebot
milZeme upravit na
d - -
EL = WoRJ&G + RJw. (35)

Dale Ize rovnici (35)) vynasobit zleva RT, ¢im7 postupné dostavame

d - .
RTEL = RTG\RIG + Jw,
d — —_— .
RT—L = (RT&y)J& + J@,
dt
d - . (36)
RTEL =0Jd+ Ja,

d - .
RT%L = d x (JJ) + J&.

Cim¥ jsme odvodili posledni potfebnou rovnici pro popis pohybu levitujictho permanent-

niho magnetu.
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Pozndamka. V predchozim odvozeni byla pouzita identita

RaR” = (Rq), (37)

kde @ predstavuje libovolny vektor.

K tuplnosti uvedeme jeji dikaz. Pro libovolny vektor b plati, ze

RaR"b = R(a@ x R™b),
RaR"b = (Ra) x (RRTb),
RaR"b = (Ra) x b,
RaR"b = (Ra)b,

(38)

kde jiz dostavame

RGRT = (Ra).

2.2 0Odvozeni modelu
Pro lepsi analyzu chovani celé magnetické levitace nejdiive pouzijeme zjednoduseny mo-

del - levitace nabité ¢éastice, kde plati podobné zdkony, ovsem v mnohem jednodussi forme.

Vzhledem k vysoké naro¢nosti rovnic bylo vSe pocitano v Maplu(vSechny skripty jsou
soucasti prace na piilozeném CD).
2.2.1 Levitace nabité ¢astice v elektrickém poli

Protoze si nejdiive odvodime mnohem jednodussi model levitace nabité ¢astice v elektric-
kém poli, musime doplnit nékolik potfebnych vztaht, tyto vztahy budou blize popisovat

silové plisobeni.

2.2.1.1 Zakladni vztahy
Zde se blize zamétrime na silu, kterd ptsobi v elektrickém poli, a na intenzitu elektrického

pole.

Tedy, sila F puisobici na ndboj q pohybujici se rychlosti v v elektrickém poli Ea magne-

tickém poli B je dana nasledujicim vztahem

F=q(E+7x B). (39)
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Obrazek 29: Nabita dastice

Sila F' ptusobici mezi dvéma bodovymi naboji je urcena dle vztahu

k 1
_ g Q1Q2’ kde k —
r2 drey 12 TEY

F = 9% 10Nm?c 2, (40)

kde g1 a g9 jsou velikosti jednotlivych naboji, r je jejich vzdalenost a £y je permitivita

vakua.

Pro popis elektrického pole, jako v pripadé magnetického pole, nam slouzi tzv. inten-

zita pole.

Intenzita elektrické pole E v bodé A ve vzdalenosti r od bodového naboje ¢ je urcena

dle vztahu b 7
— q’]"

E=="_ 41

s (41)

kde £ je dano vztahem , 7 je priuvodic¢ovy vektor mezi bodem A a nadbojem g a r = |r].

V elektrickém poli, které indukuje vice naboji, plati princip superpozice, tudiZz napii-

klad pro dva naboje plati

E=F +EBy=-01 22 (42)

F=qE. (43)

Nasledujici obrazek 30| ilustruje princip superpozice pro dva naboje ¢ a gs.
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Obrazek 30: Princip superpozice v bodé A se dvéma néaboji ¢; a g9

Jelikoz jiz mame vSechny potiebné vztahy, miZeme pfistoupit k samotné tvorbé ma-

tematického modelu.

2.2.1.2 Model
Nyni jsme jiz schopni vytvorit jednoduchy model pro levitovani nabité castice v elek-
trickém poli. Ten bude tvorit trojice bodovych néboji s fiditelnym nabojem a jeden

konstantné nabity bodovy naboj.

\/

Obrézek 31: Levitace nabité ¢éastice v elektrickém poli

Na obrazku [31] je vidét rozloZeni jednotlivych néboju a taktéz nasledujici vztahy
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R —Rcos(m/3) —Rcos(m/3) T
i=|0]|,b=| Rsin(r/3) | ,¢= |—Rsin(x/3)| ,7= |z2] ,
0 0 0 x3

A, B, C reprezentuji polohu jednotlivych nabitych ¢astic, q., qp, ¢ jsou jejich piislusné
velikosti naboji, které jsou fiditelné - ¢asové proménné, P je poloha levitované ¢astice

s nabojem ¢ - ¢asové stalym a hmotnosti m.
Nyni pfistoupime k odvozeni stavového modelu ze vztahi v kapitole [2.2.1.1]

Silové ptisobeni na elektricky naboj v bodé P je dano vztahem F= ﬁa + ﬁb + ﬁc,
kde jednotlivé slozky jsou

- R
ﬁ q kQ(z (F_C_i) q |i kq :| (7;» Ei) q kq o
a = = " = — = (, " = — = {(q €T ,
Foap F-a |- ap (01— B2+ a3 +a3P”] | 7
3
" [ 21 4+ Reos(/3)]
F,=¢q xo — Rsin(m/3
e [(z1 + Reos(m/3))? + (xo — Rsin(m/3))% + x§]3/2] ’ . (n/3)
| 3
" 21 4+ Reos(m/3)]
F. =q, d 5| |72t Rsin(m/3)
[(x1 4+ Rcos(m/3))? + (z2 + Rsin(r/3))? + 23] -

Uvazujeme-li gravitacni silu, dostavame vztah pro celkovou silu

0 A
F=F,+F+F + 0 =mr=|fy].
—mg /3

Protoze je elektricky naboj symetricky a nezalezi tedy na jeho natoceni, neni nutné uva-

zovat moment sily, ¢imz se nam model podstatné zjednodusi.
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Jednotlivé stavy systému zvolime nasledovné

T =, Ty = @y,
T2 =Y, Tg = Ts,
r3 =z, 3 = g,
Ty = Ty, Zy=m"fy,
T5 = X, Zy =m~ fs,
Te = I3, Zg=m"fs.

Nyni pfikro¢ime k linearizaci v rovnovazném

hotov.

2.2.1.3 Linearizace

Ptistoupime k tvorbé stavové reprezentace modelu.

&(t) = Az(t) + Bu(t),

y(t) = Cx(t),

stavu a line4drni stavovy model bude

Tento model bude ve tvaru
(44)

(45)

kde z € R" je stavovy vektor, u € R™ je vektor vstupu, y € R! je vystupni vektor a A,

B, C' jsou konstantni a redlné matice.

Rovnovazny stav, kde pro zjednoduSeni vypoctu volime x3 = R, je dan jako

T 07 Ty = 07
To = U, x5 =0,
T3 = R7 Tg — 0,

kde R bylo vypoc¢teno pomoci Maple, R = 0.03256777813 m.

Linearizaci provedeme standardnim zpiisobem, kterou lze najit na prilozeném CD. Li-

nearizovana stavova reprezentace systému bez rizeni s parametry

g=10m/s?
k= 1.10'°,

m = 0.001 kg,
¢ = 0.000001 C,
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go=1.10"°C, ¢ =110"°C, ¢. = 1.107° C

vypadé nasledovné

2] [ o 0 o 1o0o0]|f[z] [ o 0 0 |
§ 0 0 0 01 0 y 0 0 0
Uq
3 0 0 0 00 1 2 0 0 0
= + Up 5
i 0.0768 0 0 00 0 p ~3310° 16.10° 16.10°
Ue
i 0 00768 0 00 0 § 0 —98.10° 28.10°
EXEEE 0 —0154 0 0 0] | 2| | 3310° 3310° 33.10°
(46)

Yy = . (47)
00 01 0O T

000 01O i

00000 1]z

Cimz jsme ziskali linearizovany model v rovnovazném stavu, ktery lze nyni pouzit na nej-

raznéjsi experimenty.

2.2.2 Magneticka levitace permanentniho magnetu

vvvvvv

netickou levitaci permanentniho magnetu.

2.2.2.1 Model
Z predchozich vztahi jsme jiz schopni vytvorit matematicky model pro magnetickou le-
vitaci, kde pro jednoduchost nahradime model permanentniho magnetu a civek modelem
magnetického dipolu. Magneticky dipdél nam zachovava zakladni fyzikalni principy mag-
netismu a zaroven poskytuje mensi vypocetni naroc¢nost.

Rozmisténi civek je podobné jako v piipadé levitace nabité ¢astice. Obrazek 32 popisuje
celkovou konfiguraci systému.
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A

20

Obrézek 32: Levitace permanentniho magnetu mezi 3 civkami

Na obréazku |32] jsou nésledujici parametry modelu

R —Rcos(m/3) —Rcos(m/3) T
@=10|,b=| Rsin(x/3) | €= |—Rsin(x/3)| 7= |zs] ,
0 0 0 T3
jal = |b] = el = R,
ﬁa = ﬁala = ﬁauaa
fiy = Tiyip = Ty,
A

He = Nele = N,

A, B, C reprezentuji polohu jednotlivych dipéli, ., 7y, i. jsou vstupni proudy civek, u,,
Up, U JSOU VStUPY systému, 7i,, My, 7. jsou orientace dipolovych momentu modeli civek,
o, [y, [ie jsou dipolové momenty jednotlivych dipola, P je poloha levitovaného dipoélu,
i je jeho dipolovy moment a m je jeho hmotnost, J je moment setrvacnosti valce - uva-

zujeme vélcovity tvar magnetu.

Nyni piikroc¢ime k odvozeni pohybovych rovnic modelu.

Pro transla¢ni pohyb plati

0 .o fl
F=F,+F,+F.4+| 0 |=mi=|f],
—mg f3



kde jednotlivé slozky jsou

FG«:F(F_C_':7 _’aaﬁ)a
Fy = F(F — b, fiy, i),
F’C:F<F_E>_‘C>/j)

Obecny vztah pro silu F, je dan jako

(= 3hto
Fn(T;ml,WQ) = W

Jelikoz mé& dip6lovy moment modelu permanentniho magnetu dany smér a zilezi tedy
na jeho natoceni v prostoru, musime uvazovat i moment sily Mg, ktery reprezentuje ro-
ta¢ni pohyb a je dan néasledujicim vztahem

Mg = ji X (Ba+ By + B.) = ji x B,

kde jednotlivé slozky jsou

B, = B(7 — @, i),
_’b - E(F_ ga _"b);
B.= B(F— ¢ ji.).

Obecny vztah magnetickou intenzitu B, je dan vztahem

- o ((3F(Mn - 7)1
B = B = 2 (M - ).

Dipoélovy moment levitujiciho dipo6lu /i 1ze psat jako

ii = fio = Rl

= o O

Obé pohybové rovnice maji tedy tvar

= =
F = mr,
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d M,
G dt G 2
Ms
Poslednim krokem je vyjadieni momentu hybnosti Eg. Moment hybnosti permanentniho
magnetu kolem tézisté je definovan jako

Lo = RJ'RTG,,

kde J je tenzor - moment setrvacnosti valce, ten je ur¢en vztahem

1 1
—mh?* + —mp? 0 0
12 4 1 1
J = . h2 - 2
0 12m + 4m,o 1 0
0 0 —mp?
2P
a
0 —Ws3 wWa w1
W= ws 0 —W1 :RRT:>CDO: wa |,
—W2 w1 0 W3

kde h a p jsou rozméry permanentniho magnetu valcového tvaru - h je vyska a p je polo-

mér magnetu.

Nyni méme jiz vS8echny potiebné rovnice a pfistoupime k tvorbé stavového modelu.
Pro vétsi ndzornost néasleduje graf magnetického pole generovaného tiemi definovanymi
magnetickymi dipoly (obrazek [33)).

AU L U N | A
~ ~ N ~NNA\N V177 sy
04~~~ NN\ T /s
-~~~ ‘\ \ /7 / Sz s ’ ’ ’ ’ ,
- - — — N/ T - - 7 7 1 7 7 7 4 I
- - = N T — - 7 1 1 1 7 7 7 -
W21 - e/ VN~~~ - AN s
- - - =7/ VNN~ NN 1 /7
- - - - - /LN s ~~N\N1 /7=
- - - o N N
ylm] 0
- - = =~ N - N —
- - = ~ ~ N N 1 7 v - -/ ‘L NN~~~
- - o~ — >~ U \ ? J 7 - /s / / L \ NN~
R e N A S v b N N N
- - = "~ J — — — ~ \ | \ \ \ N ~
- = — —— /7 N\ T N \ \ \ \ N N N
- - - - 7 / \ \ N T NN
T L V2 A R W VNN
- o 2 7 / /L N N N N N
< 4 L | LoV oy N

T T
0.02 0.04

o4

-0.04 -0.02

l

x[m]

smer plsobeni magnetického pole

Obrazek 33: Smérové pole magnetické indukce generované 3 magnetickymi dipoly (stejny

vstup proudu I)
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Pozndmka. Obréazek ilustruje smérové pole magnetické indukce generované 3 mag-
netickymi dipoély, vSechny vektory maji stejnou délku, jsou ale orientovany v prostoru,

proto se jevi jako rizné dlouhé.

Jednotlivé stavy systému urc¢ime nasledovné

T =, Ty = x7,

Ty =Y, To = I,

I3 =z, T3 = Ty,

Ty = q, T4 = T1o,

r5 = f3, T5 = T11,

T =", T = T12,

X7 = @y, Z7 =m~fy,

Ty = I, Zg=m fs,

T9 = I3, Zg =m~! fs,

T10 = X4, T10 = Ml(a)7
T = Ts, T = M2(ﬁ)7
T2 = T, Tip = M3(’Y),

kde M («), Ma(B), M5(y) jsou jednotlivé slozky momentu sily vyjadiené pro konkrétni
uhly.

2.2.2.2 Linearizace

Jelikoz mame vSe potfebné, muzeme piikrocit k linearizace systému v rovnovazném stavu.

Nyni lze jiz vytvorit stavovou reprezentaci modelu. Tento model bude ve tvaru
&(t) = Az(t) + Bu(t), (48)

y(t) = Cx(?), (49)

kde z € R" je stavovy vektor, u € R™ je vektor vstupu, y € R! je vystupni vektor a A,
B, C jsou konstantni a redlné matice.
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Rovnovazny stav, kde pro zjednoduseni vypoctu volime x3 = R, vypocteme jako

Ty = O; T = O,
To = 0, Ty = 0,
T3 = R, Tg = 0,
xq =0, x10 =0,
x5 =0, 11 =0,
xg =0, x12 =0,

kde R bylo vypoc¢teno pomoci Maple, R = 0.02286519667 m.

Poslednim krokem bude vypocet samotnych matic A a B, cely postup nalezneme na pfi-

lozeném CD.

Matice linearizovaného systému s parametry
Ug =1, up =1, u. =1,

g = iy = 1, = [0 0 1]

g=9.81m/s%
m = 0.00267 ke,
1= 0.09,

h =0.002 m,
p=0.015m
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vypadaji nasledovné

0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
1394.368 0
0 1394.368
0 0
0 86686.303
—86686.303 0
0 0
B =

9.809

3.269

—2642.799

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 —4.905 0
0 4.905 0 0
—2788.736 0 0 0
0 —2642.799 0 0
0 0 —2642.799 0
0 0 0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
—4.905 —4.905
8.4957091972689366641 —8.495
3.269 3.269
2288.731 —2288.731
1321.399 1321.399
0 0
C =1,

(52)

kde I je jednotkova matice s rozméry 12x12, uvazujeme tedy vSechny stavy pozorovatelné.

Matematicky model je tspésné hotov a nyni budu nésledovat vytvoteni fidictho algoritmu

pro stabilizaci systému.
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3 Rizeni systému

Hlavnim tkolem fidiciho algoritmu je stabilizovat permanentni magnet v rovnovazném
stavu, ktery byl vypoc¢ten v kapitole K tomuto ukolu je vyuZito metod modélniho
fizeni, resp. pfifazeni Jordanovy formy stavovou zpétnou vazbou. Tento problém popisuje
¢lanek [12].

3.1 Analyza systému - Magneticka levitace permanentniho mag-

netu

Pted navrhem fidictho algoritmu je nejdfive nutné urcit nékolik zakladnich vlastnosti

systému, abychom mohli nasledné pouzit spravné metody a postupy pro jeho navrh.

3.1.1 Stabilita systému

V prvni fadé ovéfime stabilitu systému, pokud bude systém nestabilni, je nejdfive nutné
ho patficnym tidicim algoritmem stabilizovat.

Zavedeme si tedy pojem stabilita systému.

Definice 3.1. Stabilita
Polynom p(z) = agz" + a;2" ! + ... + a,, budeme nazyvat stabilni (nebo také Hurwitziv),
jestlize vSechny jeho koteny (nuly) lezi v levé oteviené poloroviné (LOP) komplexni roviny,

tj. jestlize jejich realné ¢asti jsou zaporné. [14]
Budeme uvazovat autonomni L'TT systém popsany stavovou rovnici
i(t) = Ax(t),y(t) = cx(t), (53)

kde z € R", A € R™" ¢ € R" a Det(z] — A) = apz" + a12" ' + ... + ay.

Vlastni ¢isla matice A musi byt v levé oteviené poloroviné komplexni roviny, aby byla

matice A stabilni.

Vyuzijeme jiz vypoctenou matici dynamiky A ziskanou linearizaci (50]) v rovnovazném
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bodé, kde jeji vlastni ¢isla jsou

38.6920611143339173 + 04
38.6920611216396466 + 04
—38.6920611143335407 4- 04
—38.6920611216396679 + 0 ¢
—3.13423903975170642 x 10722 4 52.3975829289257931
—3.13423903975170642 x 10722 — 52.3975829289257931
2.88065648321591888 x 1022 + 52.3975829286786450 i
2.88065648321591888 x 1022 — 52.3975829286786450 i
—9.86463315102455320 x 10~ + 52.8084853395925933 i
—9.86463315102455320 x 10~ — 52.8084853395925933 i

—6.10202944276247164 x 10720 + 04

0+0:

které jsou rozlozeny v komplexni poloroviné nasledujicim zptsobem

60 T T T T T T T
o)
40 .
20 1
E o0 o o
_20 - -
40 + 4
o)
60 ; ; ; ; ; ; ;
-40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40
Re

Obrazek 34: Vlastni ¢isla matice dynamiky A

Z ¢ehoz je vidét, ze vlastni ¢isla matice dynamiky A nelezi pouze v levé komplexni
stabilni poloroviné a tudiz je matice A nestabilni. Tento problém dale vyfesime pfifazenim

Jordanovy formy stavovou zpétnou vazbou pro matici dynamiky uzavieného systému.
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3.1.2 Riditelnost systému

Dalsi dilezitou vlastnosti je fiditelnost systému. Pokud by nebyl systém tiditelny nebo ale-
spon jeho ¢ast, nebyli bychom schopni zadnym fidicim algoritmem jeho stavy ovliviiovat.

Zavedeme si dalsi pojem riditelnosti systému.

Definice 3.2. Riditelnost

Systém (A B),A € R™" B € R™™ je fiditelny, jestlize pro libovolny pocatecni stav
existuje fizeni u na kone¢ném intervalu, které prevadi stav xq do poc¢atku stavového pro-
storu. [14]

Systém je fiditelny pravé tehdy, jestlize ma matice fiditelnosti plnou fadkovou hodnost,
tj. rank|B AB ... A""'B] = n.

Riditelnost systému vypoc¢teme pomoci Maplu pirikazem
Rank(ControllabilityMatriz(A, B)),

kde nam vysla hodnost matice fiditelnosti 10. Jelikoz mé ale systém hodnost 12 (6 stupiia
volnosti), znamend to, ze jeden stupei volnosti systému nejsme schopni Fidit. Vzhle-
dem k symetrii uvazovaného magnetu, kterym levitujeme, predpokldadame, Ze nebudeme
schopni tidit rotaci okolo osy z a jeji uhlovou rychlost. Tento predpoklad si ovéfime tvor-
bou tzv. netplného stavového popisu, kde nebudeme uvazovat rotaci okolo osy z, ani jeji

tuhlovou rychlost. Pro tento pripad matice systému vychazeji nasledovné

0 0 0 0 0 10000
0 0 0 0 0 01000
0 0 0 0 0 00100
0 0 0 0 0 00010
0 0 0 0 0 00001
A, = , (55)
1394 0 0 0 -2 00000
0 1394 0 o 0 00000
0 0 —278 0 0 00000
0 8668 0 —2642 0 000 0 0
| —86686 0 0 0 —2642 0 0 0 0 0
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0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
B, = (56)
157 54 _5d
16 11 11
0 17/2 —17/2
36 36 36
11 11 11
0 2288 —2288
| 2642 1321 1321

Nyni provedeme stejny postup jako v pripadé tplného stavového popisu, hodnost
matice fiditelnosti ndm nyni vy$la 10. N&S netplny stavovy popis ma také hodnost 10,

coZ znamena, ze nejsme schopni fidit pravé rotaci okolo osy z a jeji thlovou rychlost.

3.2 Navrh ridiciho algoritmu

Jak jiz bylo vy$e uvedeno, na fizeni systému magnetické levitace permanentniho magnetu
vyuzijeme modéalniho tizeni. Tento termin je mozno objasnit tim, Ze polim odpovidaji
prislugné vlastni volné pohyby systému, které se ¢asto nazyvaji mody [13]. Standardni
metoda modélniho fizeni je ptifazeni polu stavovou zpétnou vazbou. P¥isnéjsim pozadav-
kem je pak pfifazeni Jordanovy formy. V naSem piipadé mame dvé moznosti, mizeme
uvazovat pouze 5 stupii volnosti systému (nedplny stavovy popis) nebo pouzit netplné
prifazeni Jordanovy formy.

My vyuZijeme netplného pfitazeni Jordanovy formy stavovou zpétnou vazbou a bu-

deme tedy uvazovat vSech 6 stupii volnosti systému. Nejdiive si tento zpisob definujeme.

Definice 3.3. Neuplné piifazeni Jordanovy formy stavovou zpé&tnou vazbou

Je dan spojity t-invariantni systém popsany rovnicemi

(t) = Az(t) + Bu(t),
y(t) = Cx(t).

Stavovou zpétnou vazbu definujeme jako
u(t) = Fx(t), F € R™™. (57)

Hleddme vSechny stavové zpétnovazebni matice F' € R™*", které patii do mnoziny

AN T

F,(A,B,L)2 {F € R™" : (A+ BF) ~
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kde L € R**% je dané redlna Jordanova forma, pro s plati, ze 1 < s < n, coz je nelplné
pritazeni Jordanovy formy a % oznacuje libovolnou redlnou matici vhodnych rozméru
a symbol ~ oznacuje relaci podobnosti matic. Blizsi rozbor a pojednani o tom, kdy je

mnozina Fs(A, B, L) neprazdné vysvétluje ¢lanek [12].

Pro vypocet stavové zpétné vazby jsme vyuzili knihovnu JordanFormAssignment,
ktera byla vytvofena jako soucast prace [15] pro Maple a Matlab. Jak jiz bylo vySe zmi-
néno, tak matice dynamiky A je nestabilni. Pro jeji stabilizaci je nejprve nutno urcit
Jordanovy bloky s zddanymi poly, které budeme piirazovat. Zadané poly jsme zvolili jako
kombinaci dvou komplexné sdruzenych poéli —30 4+ 30¢ a dvojnasobného redlného polu
-40. Jordanovy bloky vypadaji nasledovné

-30 30 —40 1 -30 30 —40 1 -30 30
J= , , : , . (59)
—-30 —-30 0 —40 -30 —-30 0 —40 -30 —-30
Pritazujeme tedy jen 10 vlastnich ¢isel, 2 vlastni ¢isla nelze priradit, jelikoz reprezentuji
6. nefiditelny stupenn volnosti systému. Protoze se jedn& o netuplné piifazeni Jordanovy
formy, vyjdou nam volné parametry 3, které zvolime nulové, aby nas regulator neovliv-

noval 6. nefiditelny stupen volnosti systému. Navrzeny stavovy reguldtor ma tvar

—194.80 0 100.75 0 1.0306 0 —5.2620 0.0 —6.1117 0 0.015780 0
F= 97.402 —168.70 100.57 —0.89251 —0.51529 O 2.6310 —4.5569 —6.1108 —0.013665 —0.0078898 O
97.402 168.70 100.57 0.89251 —0.51529 O 2.6310 4.5569 —6.1108 0.013665 —0.0078898 O

(60)
Tento regulator je schopen stabilizovat permanentni magnet v rovnovazném stavu za pi-

sobeni kratkodobych konstantnich poruch (narazeni do magnetu neferomagnetickym ma-

teriadlem).
porucha
. X >
u X =Ax + Bu
y
y = CX —>

F e

Obrézek 35: Stavovy zpétny regulator - stabilizace - schéma Simulink
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Pokud bychom chtéli vytvofit jednoduchou polohovou regulaci naseho modelu, lze

upravit predchozi schéma linearni stavové zpétné vazby na obrazku [35| nasledujicim zpu-

u > X = Ax + Bu > I::_
y = Cx T ?7
Yrer

sobem

Obrézek 36: Stavovy zpétny reguldtor - polohova regulace - PD - schéma Simulink

Na obrazku je P proporcionélni ¢ast, D je derivacni ¢ast a y,.¢ je pozadovany vystup.
Tento regulator nam vsak nezaruc¢i pfesnou polohovou regulaci na pozadovanou hod-

notu, pokud bychom chtéli pfesnéjsi polohovou regulaci, musime nas regulator rozsitit

o integrac¢ni slozku.
X
u x =Ax + Bu ” t:———

y = Cx Y SR -
YV

- P

F «—l—

Obrazek 37: Stavovy zpétny reguldtor - polohova regulace - PID - schéma Simulink

Na, obrazku [37] nAm P znac¢i proporcionalni ¢ast, D deriva¢ni ¢ast, I integracni ¢ast,

Yres j€ pozadovany vystup a F je novy stavovy regulator.
Pro tento pripad je ovSem nutno pfepocitat i regulator, ktery nyni musi obsahovat
i integracni ¢ast. Proto je pro vypocet regulatoru nutné rozsitit i pivodni stavovy popis

([43), nasledujicim zptisobem

u, (61)




C 0
t) = Te 62
TOR (62)
a fizeni definujeme jako
u=Fuz,, (63)

kde . = [z, 2|7, & = Ax + Bu, y = Cr a z = y.
Poslednim krokem bude ovéfeni ndmi navrzenych regulatori - F' a F. Regulator F bude

dopocten déle.
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4 Simulace systému s Fizenim

K simulaci naseho tidiciho algoritmu jsme vyuzili nadstavbu programovaciho prostiedni
Matlab - Simulik. V prvni ¢asti se bude zabyvat stabilizaci pii ptisobeni poruch a ve druhé
vyuzijeme regulatorti na polohovou regulaci k fizeni na ndmi pozadovanou hodnotu. V po-
sledni fade aplikujeme nase regulatory na nelinedrni model systému a zhodnotime jeho

vlastnosti.

4.1 Simulace stabilizace - linearni model
Poznamka. Pro nasledujici simulace byl pouzit netplny stavovy popis - , , kde jsme
nebrali v iivahu Sesty stupen volnosti systému, ktery nejsme schopni fizenim ovlivnit.

Na nésledujicim obrazku lze vidét schéma ziskané ze Stmulinku, které vyuzijeme

pro nase simulace.

B_poruchy® u
Gaipd
Constant
+
| J 1 I
+ .—| “ou

. _ |addt Gainl |_'. ¥ ILI <
+ Integrator

Gain

St Step1 < : * I

Obrézek 38: Stavovy zpétny regulator - stabilizace - Simulink schéma

Stavovy model je zatiZen obecnou chybou, kterou reprezentuje sou¢in B,v(t), stavovy

model se zpétnou vazbou a obecnou chybou lze definovat vztahy
i(t) = (A+ B,F)x(t) + B,v(t), (64)
y = Cult),

kde matice B, = B, B, je matice, kter& reprezentuje pusobeni poruch na systém a vektor

v(t) predstavuje vektor poruch.
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Pro demonstrovani funkénosti provedeme néasledujici externi silové piisobeni poruchy,

kterou miizeme vidét na obrazku

oruchav x oruchav oruchav z
100 P 50 P y 20 P
80 40
15
__ 60 __30 _
z z Z 10
L w w
40 20
5
20 10
0 0 0
0 0.2 0.4 0.6 0 0.2 0.4 0.6 0 0.2 0.4 0.6

t[s] t[s] t[s]

Obrazek 39: Porucha v ¢ase t = 0.1 - osy x, y, z

Néslednou reakci systému se stavovym zpétnovazebnim regulatorem lze pozorovat
na obrazku

Poloha x,y,z alpha,beta
0.025 1 1.5
X
- ) T -
0.02 v 1
0.015 z
E 05
8 oot K
o =
o 0
2 0.005
-0.5
0 alpha
beta
-0.005 L L L L ! -1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0 0.5
t[s] t[s]
Rychlost v ose x,y,z Uhlova rychlost
04r y y 60 v
03f Y
: v 40
—_ y
L o021 v,
£ w 20
< = 0
S o \
-20
01 F _Walpha
Wbeta
02 . . . . , .40
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0 0.5

t[s] ts]

Obrazek 40: Odregulovani skokové poruchy - v osach x,y,z
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V dalgim grafu ptisobime pouze na zrychleni ota¢eni magnetu v osdch x ay - & = 10
rad.s™' a B =20 rad.s™.

-3 Poloha x,y,z -7 alpha,beta
20 10 Y 1p ¥10 p

[
3]
N

poloha [m]
[rad]

alpha
beta

0 2 . . . . ,
0 01 02 03 04 05 0 0.1 0.2 03 0.4 05
tfs] t[s]
L X 107 Rychlost v ose x,y,z 10 105 Uhlové rychlost
vV
05 * 8
VY
@ 0 Vo= or
E @ 4r
2 -0.5 B
= =27
o
> 1
0
-15 2 — Wapha
Wbela
2 -4
0 01 02 03 04 05 0 0.1 0.2 0.3 0.4 05
ts] ts]

Obrazek 41: Odregulovani skokové poruchy - v «,

4.2 Simulace polohové regulace - lineadrni model

Jak bylo jiz vysSe uvedeno, pro polohovou regulaci budeme vyuzivat dvou typu regulé-
torti. Jelikoz tyto regulatory zatim aplikujeme jen na linearni model systému, je ziejmé,
ze pokud bude regulator spravné fungovat, bude schopen dosahnout libovolné referen¢ni
hodnoty. AvSsak musime respektovat realitu, kde bude pravdépodobné magnetem mozné
manipulovat jen ve velmi malém okoli rovnovazného bodu.

Nasleduji schémata zapojeni regulatori v Simulinku. Prvni (obrézek pracuje na prin-
cipu PD regulatoru, kdezto druhy (obrazek navic vyuziva i integrac¢ni slozku - PID

regulator.

Pozndmka. Pro nasledujici simulace byl pouzit netiplny stavovy popis - (55), (56)), kde jsme

nebrali v Givahu Sesty stupen volnosti systému, ktery nejsme schopni fizenim ovlivnit.
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PD regulace na kongantni honotu
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Obréazek 42: PD regulace na konstantni hodnotu - Simulink schéma
PID regulace na konsantni honotu
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Obrazek 43: PID regulace na konstantni hodnotu - Simulink schéma

Pozndmka. VSechny nasledujici grafy zobrazuji odchyleni od rovnovazného stavu, tj.

r=0,y=0,2=R,

a=0,8=0,
i=0,9=0,%=0,
a=0,3=0,

kde R = 0.02286519667 m.

93




4.2.1 PD regulace

Pro tento zpiisob regulace jsme vyuzili stavovy regulator (60) vypocteny pro stabilizaci
v rovnovazném stavu. Slo o jednoduchou modifikaci (obrazek , kdy jsme od vystupu
odecetli pouze referencni signal a do regulatoru jsme zavedli jednu ¢ast signdlu pro ¢ast
stavu bez derivaci a druhou ¢ast signalu pravé pouze s derivacemi. Protoze ovSem pred-
pokladame, 7e vSechny stavy znéme, je toto schéma (obrazek v podstaté totozné
se stabilizaci magnetu podle obrazku [35] Vzhledem k absenci integra¢ni slozky nejspise

nedosdhneme referencéniho signalu presné.

-4
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8k z
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referencni hodnota - z

vzdalenost [m] / Ghel [rad]
N
T
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0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5
tfs]

Obrazek 44: Regulace na konstantni hodnotu (y,.; = [0.001,0.001,0,0,0]) - PD

Jak je z obrazku [44] videt, referen¢ni hodnotu se ndm s PD regulatorem (obréazek
nepodafilo dosahnout. Také je potfeba vzit do uvahy to, Zze pokud je systém fiditelny
nebo alesponn podmnozina jeho stavii, neznamend to, Ze jsme schopni tyto stavy udrzet
na piedem pozadované konstantni hodnoté. Nasleduje dalsi obrazek [45] kde je tentokrat

pozadavek na zménu uhlu « a .
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Obrazek 45: Regulace na konstantni hodnotu (y,.; = [0,0,0,0.001,0.001]) - PD

Ani v tomto ptipadé jsme nebyli Gspésni, ovsem stavovy regulator s integracni slozkou,
jak lze dale v kapitole vidét, je schopen této problém vytesit.

4.2.2 PID regulace

Po rozgifeni matic A a B dle vztahu jsme vypocetli novy stavovy regulédtor. Diky
tomuto rozsifeni, bychom méli byt schopni jednotlivé stavy lépe Tidit. Matice dynamiky
A a matice Fizeni B jsme dopocetli dle vztahit (62)). Nyni maji matice A a B hodnost 15.

Po vypocteni matice fiditelnosti a jeji hodnosti pomoci Maplu piikazem
Rank(ControllabilityMatriz(A, B)),

jsme dospéli k zavéru, Ze jeji hodnost je rovna 13. Coz znamen4, Ze jsme schopni presné
fidit pouze 3 stavy, jelikoz rozsifeni o integracni slozku aplikujeme na stavy z, y, z, a a (3.

Na zakladé sérii experimentalnich simulaci, které jsou soucésti ptilozeného CD, jsme
zjistili, Ze jsme schopni v okoli rovnovazného stavu ovlivnit libovolné 3 pozadavky regu-
lace na konstantni hodnotu najednou. Tedy pokud nebudeme uvazovat stav ~, ktery je
nefiditelny, mizeme ovlivnit 3 stavy z libovolné kombinace x,y, z, a, 5. Nasleduje nékolik

prikladi pro lepsi predstavu o tomto problému.
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Obrazek 46: Regulace na konstantni hodnotu (y,.; = [0.001,0.001, 0.001,0,0]) - PID

Na obrazku [46] muzeme vidét, Ze stavy x,y, z splnili poZadavky referen¢niho signalu,

ovsem na tkor zbylych stavii systému - a a . Pro toto fizeni byl pouzit regulator s pa-

rametry
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Obrazek 47: Regulace na konstantni hodnotu (y,..; = [0,0,0,0.001, 0.001}) - PID

Naproti tomu na obrazku [47] jsme tidili kombinaci stavi

«, 3, pro tuto variantu ma
regulator parametry

—386.0 38.41 100.8 0.1416 1.588 —11.13 1.166 —6.116 —0.002094 0.002936 —4.035 —25.12
127.3 —326.0 100.8 —1.337 —0.6193 3.547 —9.387 —6.116 —0.002879 —0.006174 21.13 3.311 ’ (67)
300.9 20.69 100.8 0.4746 —1.140 8.868 0.01199 —6.116 0.02385 0.005258 19.97 25.67
s prifazenymi Jordanovy bloky
30 30 —40 1 30 30 —40 1 30 30 —20 -10
: : : ; ; - (68)
—-30 —30 0 —40 —-30 —30 0 —40 —-30 —30 10 —20

Nasleduje posledni obrazek regulace na konstantni hodnotu, kde byly Fizeny stavy «, 3, z.
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Obrazek 48: Regulace na konstantni hodnotu (y,.; = [0,0,0.001,0.2,0.1]) - PID

Pro kombinaci fizeni stavi «, [, z jsme pouzili regulator s parametry

—115.6 —147.5 52.38 —0.4216 0.7813 —2.838 —4.531 —6.931 0.01008 0.02080 19.70 9.760 —1450.0
22.40 —69.12 —146.0 —0.5931 —0.2901 0.3327 —1.501 —10.23 —0.02023 —0.01281 —12.85 —9.667 —7407.0 ’
—245.9 713.0 —221.4 2.515 0.5186 —7.885 21.25 —11.49 —0.02230 —0.03039 —70.30 —43.98 —9669.0

(69)

kterému jsme pfitazovali Jordanovy bloky

=30 30 —40 1 -30 30 —40 1 -30 30 —-20 -10

) ) ) ) ) 7|:75j|
-30

—30 0 —40 30 —30 0 —40 —-30 —30 10 —20

(70)
Na prilozeném CD jsou dopocteny i jiné rizné kombinace. Pokud jsme chtéli fizenim
ovlivnit vice nez 3 stavy systému, jednalo se uz o netplné pfifazeni Jordanovy formy
a bylo by nutno néjaky parametr volit nulovy, aby regulator neovliviioval dale uz nefidi-
telné stavy.

4.3 Nelinearni systém - aplikace regulatort

Poslednim krokem je aplikovani regulatori na nelinedrni model systému, ktery se vice
blizi realité nez linearizovany model. Nejdiive aplikujeme stavovy regulator na stabilizaci

a ve druhém kroku vyzkousime PID regulaci na konstantni hodnotu. Dle ptedpokladi
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by regulace na konstantni hodnotu méla fungovat pouze pro malé okoli rovnovazného

stavu, jelikoz byl regulator navrzen pro linearizovany model.

Pozndmka. Pro nasledujici simulace byl pouzit netplny stavovy popis, kde jsme nebrali

v uvahu Sesty stupen volnosti systému, ktery nejsme schopni fizenim ovlivnit.

4.3.1 Stabilizace

Nasim cilem bude ovéfeni, zda-li je stavovy regulator schopen stabilizovat perma-

nentni magnet v rovnovazném stavu, ve kterém se provadéla linearizace systému.
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Obrézek 49: Schéma zapojeni nelinearniho systému - Simulink

Na obrazku [49] je vidét zapojeni nelinedrniho systému ziskaného z programu Matlab -
Simulink. Vzhledem k velké délce rovnic jsme byli nuceni zapsat tyto rovnice do skriptu,
ktery byl nasledné zavolan funkcénim blokem Interpreted MATLAB Fen.

Nésleduji grafy demonstruji pouziti stavového regulatoru navrzeného pro linearni
systém. V pripadé linearniho systému jsme mohli uvazovat teoreticky libovolné pocatec¢ni
podminky nebo externi silové piisobeni a reguldtor byl schopen vSe stabilizovat. V ne-
linedrnim systému se ovSem musime omezit pouze na malé okoli rovnovazného bodu,
jelikoz je systém v ostatnich mistech silné nelinedrni a regulator by zde nebyl schopen

stavovou zpétnou vazbu systém stabilizovat.
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Obrazek 50: Nelinearni systém - stabilizace z nenulovych poc¢atecnich podminek
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Obrazek 51: Nelinearni systém - stabilizace z nenulovych pocate¢nich podminek
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V pripadé obrazku |50 jsme jako pocate¢ni podminky zvolili
x=10.001 a z = R+ 0.001,
kde R = 0.02286519667 m. Na druhém tj. [51] jsme volili poc¢ateéni podminku
z = R + 0.009,

pro R plati R = 0.02286519667.

Pro tspésnou stabilizaci je nutné se v pripadé polohovych stavi x, y, z drzet do vychylky
maximalné 0.01 m od pocate¢niho stavu.
4.3.2 Regulace na konstantni hodnotu

Jak jiz bylo vySe zminéno, vyuzijeme PID regulator, jehoz schéma s nelinearnim modelem

systému je na obrazku [52]
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Obréazek 52: Schéma zapojeni nelinedrniho systému - Simulink - varianta pro x, y

V simulaci se zaméfime na pohyb v ramci os x,y a jejich rotaci, tj. ihly o a 8. Jak jsme
si jiz potvrdili stabilizaci systému v kapitole jako referen¢ni hodnotu musime volit
pouze malé okoli rovnovazného stavu. Na nésledujicich dvou obrazcich demonstrujeme

funkci stavového regulétoru s ptidanou integracni slozkou.
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Obréazek 53: Nelinearni systém - polohova regulace - PID
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Obrazek 54: Nelinearni systém - polohova regulace - PID
Yrer = 10,0, R,0.1,0.1]

R predstavuje rovnovazny stav pro osu z.
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5 Vysledky prace

V prvni fadé byla prace vénovana navrhu zpétnovazebniho algoritmu pro stabilizaci per-
manentniho magnetu mezi soustavou civek. Navrzeny regulator byl navrzen pro rovno-
vazny stav, ktery byl k tomuto tcelu vypocten. Samotny regulator funguje velice piesné
na linearizovaném modelu, kde je schopen velice rychle a pfesné kompenzovat vnéjsi pu-
sobeni sil - poruch.

Stejné dobfe pracuje stavovy regulator ke stabilizaci v nelinedrnim systému. Musi
ovsem byt bran v dvahu pouze omezeny pracovni prostor. Diky tomu, Ze je reguldtor
navrzen pouze v rovnovazném bodé, dokaze kompenzovat poruchy a zadané pocatecni
podminky pouze ve vzdalenosti do 1 cm.

Nasledovalo navrhnuti regulatoru pro polohovou regulaci. Jako prvni moznost byla
zvolena jednoducha modifikace (PD regulator) stavového zpétnovazebniho regulatoru,
ten ovSem nebyl schopen na pozadované hodnoty spravné reagovat. Ve vSech pripadech
stabilné dosahl jinych hodnot.

Druhou variantou bylo rozsiteni regulatoru o integra¢ni slozku, kde byl vytvoren PID
regulator. Ten jiz pracoval spravné, ale pouze pro libovolnou kombinaci 3 stavi kromé
neriditelného 6. stupné volnosti. To vyplyva z hodnosti matice fiditelnosti, kdy vysla
hodnost 13. Protoze byl uvazovan netplny stavovy popis systému s integrac¢ni slozkou,
tak pro Fizeni vSech 5 stupnu volnosti by matice fiditelnosti musela mit hodnost 15.

Poslednim testem bylo aplikovani PID reguldtoru na nelinedrni systém. V tomto pii-
padé byla prace zaméfena na pohyb v ramci os x, y a jejich rotaci, tj. a a . Jak je
z obréazki [53] a [p4] vidét, viechny stavy se dostaly do predem dané referenéni polohy. Opét
bylo nutné se vzhledem k silné nelinearité omezit na malé okoli rovnovazného bodu, kde je
jiz moznost se s magnetem v téchto stavech libovolné pohybovat.

Pro budouci aplikaci byla provedena analyza vhodnych aproximaci civky pomoci mag-
netického dipolu. Byly zvoleny dva zptsoby - volba vhodné civky, ktera by co nejlépe
odpovidala magnetickému dip6lu, a aproximace civky pomoci vice magnetickych dipoli.
Jako nejvhodnéjsi zptisob pro pozdéjsi aplikaci na redlny systém se jevi druha varianta,
kde bylo dosaZzeno v pracovnim prostoru velmi dobrych aproximaci. Jednalo se o umisténi
magnetickych dipoli po obvodu horni a dolni podstavy pomyslné civky, kde horni a dolni
¢ast dipoli méla opacény dipolovy moment. Pro dostate¢nou aproximaci stacilo umistit

dipoly piesné naproti danému pracovnimu bodu.
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6 Diskuze

Soustava civek a permanentniho magnetu, kde byl vyuzit model magnetickych dipolu,
se skladé ze t¥{ civek umisténych ve vrcholech rovnostranného trojihelniku a jednoho val-
cového permanentniho magnetu. Samoziejmé toto neni jedind mozna kombinace. V ramci
této bakalarské prace byla navic zkoumana soustava Sesti civek umisténych do Sestitihel-
niku a soustava dvou trojuhelniki, vnofenych do sebe, kde byl kazdy vrchol tvofen civkou.
VSechny tyto skripty jsou sou¢asti prilozeného CD.

Bylo zjisténo, ze ¢im vice civek je symetricky umisténo, tim pomalejsi vlastni ¢isla
matice dynamiky A systém ma. Dalsim aspektem k prozkoumani by bylo rozsifit magnet
na malou soustavu magnetii umisténou na malé kostife. To by mohlo zajistit mnohem
lepsi vlastnosti a bylo by pravdépodobné mozné soustavou magnetu po podlozce slozené
z civek lépe pohybovat, coz by zajisté znamenalo zménit konfiguraci civek. Vhodnou
variantou se jevi hustd miizka slozend z mnoha symetricky umisténych civek. OvSem

tato modifikace by znamenala mnohonasobné vétsi vypocetni naro¢nost a také mnohem

vvvvvv
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7 Zavér

Prace pojednava o problému aktivni stabilizace soustavy civek s magnetem pomoci pii-
fazeni Jordanovy formy stavovou zpétnou vazbou.

Byl vytvoren matematicky model soustavy civek a permanentniho magnetu s vyuzitim
zakont elektromagnetismu. Matematicky model popisuje silové ptisobeni civek na perma-
nentni magnet v prostoru, civky i permanentni magnet byly pro tcely této prace modelo-
vany malymi proudovymi smyckami - magnetickymi dipo6ly. Pro ac¢ely tvorby stavového re-
guldtoru byl cely systém linearizovan v rovnovazném bodé a nasledné prifazena Jordanova
forma stavovou zpétnou vazbou kvuli stabilizaci systému, ktery by byl jinak nestabilni.
Samotna tvorba algoritmu fizen{ je rozdélena na dvé ¢asti, v prvni je hlavnim pozadavkem
stabilizace systému, ktera byla ve druhé ¢éasti rozsifena o regulaci na konstantni hodnotu.

Cely algoritmus Tizeni byl otestovan na nelinedrnim systému, kde byl vyuzit jak navr-

zeny stavovy regulator, tak i jeho rozSitena varianta s integratory.
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Seznam symboli, veli¢in a zkratek

F - sila [NV]

B - magneticka indukce [T

M - moment sily [Nm)|

I - proud [4]

J - moment setrvacnosti [kg.m?|

to - permeabilita vakua [H.m™!] ( 47.1077 H.m™1)
w - uhlova rychlost [rad.s™!|

L - moment hybnosti [kg.m?.s7}]

E - intenzita elektrického pole [V.m™?]

v - rychlost [m.s™ 1|

Maglev - magnetické levitace, vysokorychlostni vlaky
AMB - active magnetic bearing

DSP - digital signal processor

LOP - leva oteviené polorovina

LTI - linear time-invariant
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