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Difúznı́ modely na grafech
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1 Úvod
Tato práce se zabývá matematickým modelovánı́m difúze mezi oddělenými oblastmi, je-

jichž vzájemná propojenı́ modelujeme grafy. S pomocı́ teorie grafů a obyčejných diferenciálnı́ch
rovnic vytvořı́me obecný difúznı́ model nad grafem se dvěma vrcholy, který následně zo-
becnı́me pro obecný souvislý neorientovaný graf.

Difúzi zde nechápeme pouze jako přesun z oblastı́ s vyššı́ koncentracı́ do oblastı́ s nižšı́
koncentracı́, ale jako obecnějšı́ proces přesunu daný difúznı́ funkcı́. Je-li difúznı́ funkce lineárnı́,
modelujeme difúzi v již popsaném klasickém pojetı́. Zvolı́me-li ji ale nelineárnı́, můžeme mo-
delovat složitějšı́ procesy, např. shlukovánı́ a koexistence.

2 Difúznı́ modely pro graf se dvěma vrcholy
Mějme dvě mı́sta (lokality), na kterých může přebývat nějaká populace, a která jsou

navzájem propojena. Jedinci populace se tak mohou libovolně přemist’ovat z jednoho mı́sta
do druhého. Tuto situaci můžeme znázornit grafem se dvěma vrcholy, x a y, které představujı́
jednotlivé lokality, a neorientovanou hranou, reprezentujı́cı́ jejich propojenı́.

Dynamiku migrace jedinců populace mezi jednotlivými lokalitami můžeme popsat následujı́cı́
soustavou diferenciálnı́ch rovnic:

x′(t) = ψ(x(t)− y(t)),
y′(t) = ψ(y(t)− x(t)),

(1)

kde x(t) a y(t) reprezentujı́ relativnı́ četnosti jedinců celkové populace přebývajı́cı́ch v jednot-
livých lokalitách a difúznı́ funkce ψ(s) charakterizuje vnitřnı́ tendence pohybu populace.

Po formálnı́m zavedenı́ modelu jsme se zabývali jejich asymptotickým chovánı́m pro
konkrétnı́ volby difúznı́ funkce ψ(s), napřı́klad v přı́padě lineárnı́ difúze je asymptoticky kli-
dovým stavem vždy 0.5, viz průběh řešenı́ na Obrázku 1.

3 Difúznı́ modely pro obecný neorientovaný graf
Ve druhé části práce jsme se zabývali zobecněnı́m výše popsaných modelů. Mějme

obecný souvislý neorientovaný graf G s množinou vrcholů V (G) = {1, . . . , n} popsaný maticı́
sousednosti AG = (aij)n×n. Pak můžeme soustavu rovnic popisujı́cı́ model difúze na grafu
zapsat ve tvaru:

x′i(t) =
n∑

j=1

aijφ(xi(t), xj(t)), i ∈ V (G), t ≥ 0, (2)

kde φ(u, v) je difúznı́ funkce.
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(b) Průběh řešenı́

Obrázek 1: Volbou difúznı́ funkce ψ(s) := −rs, r > 0 a dosazenı́m do soustavy (1) zı́skáme
model lineárnı́ difúze. Na obrázku je zachycen průběh řešenı́ počátečnı́ úlohy pro takto vzniklou
soustavu s počátečnı́mi hodnotami x(0) = 0.75, y(0) = 0.25 a r = 1.

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

(a) Graf H s deseti vrcholy

0 50000 100000 150000 200000 250000 300000
t

0.05

0.10

0.15

0.20

0.25

xi(t)

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

(b) Průběh řešenı́

Obrázek 2: Volbou difúznı́ funkce ψ(s) := ruv(u − v)(v − (2u − u2))(u − (2v − v2)), r >
0 a dosazenı́m do soustavy (2) zı́skáme model koexistence. Na obrázku je zachycen průběh
řešenı́ počátečnı́ úlohy takto vzniklé soustavy nad grafem H pro počátečnı́ podmı́nky x0 =
(0.176, 0.189, 0.195, 0.014, 0.038, 0.083, 0.033, 0.038, 0.186, 0.048)T a r = 1.

Tyto modely nemusı́ popisovat pouze stěhovánı́ jedinců, ale i např. změny názorů, pre-
ferencı́ (volebnı́ch, spotřebitelských), strategiı́ apod., které jsou reprezentovány vrcholy grafu a
hrany pak představujı́ možné přechody. Dalšı́m zdokonalenı́m modelů bychom mohli zkoumat
chovánı́ voličů spotřebitelů, hráčů, atd.
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