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Diftizni modely na grafech

Jan Matas'

1 Uvod

Tato prace se zabyva matematickym modelovanim difiize mezi oddélenymi oblastmi, je-
jichz vzajemna propojeni modelujeme grafy. S pomoci teorie grafti a obyCejnych diferencidlnich
rovnic vytvorfime obecny difuzni model nad grafem se dvéma vrcholy, ktery nasledné zo-
becnime pro obecny souvisly neorientovany graf.

Difuzi zde nechdpeme pouze jako pfesun z oblasti s vySsi koncentraci do oblasti s niZsi
koncentract, ale jako obecnéjsi proces presunu dany diftzni funkci. Je-li diftzni funkce linearnt,
modelujeme difizi v jiz popsaném klasickém pojeti. Zvolime-li ji ale nelinearni, miiZeme mo-
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2 Diftzni modely pro graf se dvéma vrcholy

M¢jme dvé mista (lokality), na kterych mizZe prebyvat néjaka populace, a ktera jsou
navzajem propojena. Jedinci populace se tak mohou libovolné pfemistovat z jednoho mista
do druhého. Tuto situaci miZzeme znazornit grafem se dvéma vrcholy, = a y, které predstavuji
jednotlivé lokality, a neorientovanou hranou, reprezentujici jejich propojeni.

Dynamiku migrace jedinct populace mezi jednotlivymi lokalitami miZeme popsat nasledujici
soustavou diferencidlnich rovnic:

(1) = ¢ (x(t) —y(t),
y(t) = v(y(t) — =(t)),

kde z(t) a y(t) reprezentuji relativni Cetnosti jedinct celkové populace piebyvajicich v jednot-
livych lokalitdch a difdzni funkce ¢(s) charakterizuje vnitini tendence pohybu populace.

Po formélnim zavedeni modelu jsme se zabyvali jejich asymptotickym chovdnim pro
konkrétni volby difizni funkce 1 (s), naptiklad v pfipadé linearni diftize je asymptoticky kli-
dovym stavem vzdy 0.5, viz pribéh feSeni na Obrazku 1.
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3 Diftizni modely pro obecny neorientovany graf
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Ve druhé casti prace jsme se zabyvali zobecnénim vySe popsanych modeld. Méjme
obecny souvisly neorientovany graf G's mnozinou vrcholi V(G) = {1, ...,n} popsany matic{
sousednosti A = (a;;)nxn. Pak miZeme soustavu rovnic popisujici model difiize na grafu
zapsat ve tvaru:

() = Z aip(xi(t), x(t)), i€ V(G),t>0, 2)

kde ¢(u, v) je difizni funkce.
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Obrazek 1: Volbou diftzni funkce ¢(s) := —rs,r > 0 a dosazenim do soustavy (1) ziskdme

model linearni difize. Na obrazku je zachycen priibéh feseni pocatecni tilohy pro takto vzniklou
soustavu s poc¢ate¢nimi hodnotami z(0) = 0.75,y(0) = 0.25ar = 1.
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Obrizek 2: Volbou difizni funkce 1(s) := ruv(u — v)(v — (2u — u?))(u — (2v — v?)),r >
0 a dosazenim do soustavy (2) ziskdme model koexistence. Na obrazku je zachycen pribéh
feSeni pocdtecni ulohy takto vzniklé soustavy nad grafem H pro pocatecni podminky xy =
(0.176,0.189,0.195, 0.014, 0.038, 0.083, 0.033,0.038,0.186, 0.048)T a r = 1.

Tyto modely nemusi popisovat pouze stéhovani jedinct, ale i napf. zmény ndzort, pre-
ferenci (volebnich, spotfebitelskych), strategii apod., které jsou reprezentovany vrcholy grafu a
hrany pak pfedstavuji mozné prechody. Dal§im zdokonalenim modeld bychom mohli zkoumat
chovani voli¢ua spotiebiteld, hraci, atd.
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