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WPE algoritmus aplikovaný na rovnici difuze
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1 Úvod
Parciálnı́ diferenciálnı́ rovnice nenı́ téměř vždy možné řešit analytickými metodami. Al-

ternativou jsou numerické metody, které však do řešenı́ vnášejı́ nepřesnosti. Proto je vždy nutné
zvolit takovou metodu, která pro daný typ úlohy vnášı́ nejmenšı́ chybovost. Pro úlohy, kde je
zapotřebı́ dosaženı́ alespoň lokálnı́ termodynamické rovnováhy je vhodný např. WPE algorit-
mus představený v článku Wang et al. (2003) pro Focker-Planckovu rovnici. Tento algoritmus
zde bude aplikován na difúznı́ rovnici a porovnán s analytickým řešenı́m.

Základem této metody je prostorová diskretizace spojité veličiny (Markovského procesu)
pomocı́ skokových procesů definovaných lokálnı́m řešenı́m spojité rovnice. Hlavnı́m předpokladem
je malá změna hledané veličiny mezi časovými kroky.

2 Aplikace algoritmu na difuznı́ rovnici
Uvažujme difuznı́ rovnici ve tvaru
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ke t je časová proměnná, x prostorová a hledaná neznámá veličina je označena u. Využijeme
předpokladu a hledáme řešenı́ stacionárnı́ rovnice, tj. 0 = d2u(x)/dx2. Vyřešenı́m obdržı́me

u(x) = c1x + c2. (2)

Integračnı́ konstanty určı́me z pravděpodobnostı́ přeskoku mezi prostorovými uzly n a n + 1
vzdálenými o ∆x daných vztahy
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u(x)dx, pn+1 =
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u(x)dx. (3)

Po úpravě obdržı́me integračnı́ konstanty

c1 = (pn+1 − pn)/(∆x)2, c2 = (pn + pn+1)/(2∆x), (4)

které dosadı́me do řešenı́ a obdržı́me
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Dalšı́m krokem algoritmu je výpočet pravděpodobnostnı́ho toku
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Pravděpodobnostnı́ tok však předpokládáme ve tvaru Jn+1/2 = Fn+1/2pn−Bn+1/2pn+1, označı́me
Fn+1/2 = D/(∆x)2 a Bn+1/2 = D/(∆x)2. Protože F a B označujı́ tok po ose x v kladném,
respektive v záporném směru, musı́ být z fyzikálnı́ho hlediska stejně velké. Jak je vidět z uve-
dených rovnic, toto tvrzenı́ je platné i pro tento algoritmus.

Časová změna veličiny p je pak dána dána rozdı́lem pravděpodobnostnı́ch toků, tj.

dp

dt
= Jn−1/2 − Jn+1/2 = Fn−1/2pn−1 −Bn−1/2pn − Fn+1/2pn + Bn+1/2pn+1. (7)

Pro přechod k původnı́ proměnné u(x, t) využijeme aproximujı́cı́ho vztahu pro p

pn(t) ≈
∫ xn+∆x/2

xn−∆x/2

u(x, t)dx ≈ u(xn, t)∆x⇒ u(xn, t) ≈ pn(t)/∆x. (8)

3 Porovnánı́ numerického řešenı́ WPE algoritmu s analytickým řešenı́m
difuznı́ rovnice

Obrázek 1: Vypočtené rozloženı́ hledané
veličiny WPE algoritmem

Obrázek 2: Rozdı́l mezi vypočteným rozloženı́m
WPE algoritmem a analytickým řešenı́m

Na obr. 1 je vykresleno numerické řešenı́ zı́skané WPE algoritmem za časové integrace
v matlabu přı́kazem ode15s. Od tohoto výsledku je odečteno analytické řešenı́ difuznı́ rovnice a
jejich rozdı́l je zobrazen na obr. 2. Maximálnı́ rozdı́l obou řešenı́ je 1, 5·10−2, což je považováno
za velmi dobrou shodu.

4 Závěr
V této práci byl aplikován WPE algoritmus na difuznı́ rovnici a porovnán s analytickým

řešenı́m pro stejné počátečnı́ podmı́nky i okrajové podmı́nky.

Poděkovánı́
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