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Abstract

The purpose of this thesis is to simulate the control of a permament magnet
moving on the plannar surface. Control of the magnet is realized by controlling
a current that comes into three coils placed beneath a plane. These coils produce
an electromagnetic field that creates forces which affect the permament magnet.
Whole system is idealized in order to use an equation that describe a force created
between two dipoles. This procedure is described by a mathematical model of the
system for which is designed a state feedback regulator. One of methods used to
create this regulator was a method called an LQ regulator. Results of these calcu-
lations are realized in program Matlab and lately simulated in its superstructure
Simulink.
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Abstrakt

Cilem této price je simulovat fizeni permanentniho magnetu po rovinné desce.
Rizeni probiha pomoci ovlddani vstupniho proudu do tif civek, které jsou ulozené
pod deskou. Civky nasledné vytvareji elektromagnetické pole a tim dochdzi ke
vzniku sil, které pisobi na magnet. Cela soustava je idealizovana a popsané sily,
které zde ptisobi, vychézeji ze sil plisobicich mezi dvéma dipdly. Timto postupem
je popsdn matematicky model systému, ke kterému je navrZen stavovy zpétnova-
zebni regulétor. Pfi navrhovani reguldtoru byla pouZita mimo jiné i metoda LQ
regulatoru. Vystup vypocti je simulovan v programovém prostiedi Matlab a jeho
nadstavbé Simulink.
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Magnetické pole, magneticky dip6l, stavovy popis, stavova zpétnd vazba, LQ re-
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1 Uvod

V tvodu jsou probrany teoretické znalosti potiebné k porozuméni praktické
Casti semestralni préce.

1.1 Magnetické pole

Magnetické pole je fyzikalni pole, které vznika pohybem elektrického ndboje.
Vyskytuje se v okoli vodic¢t, kterymi prochazi elektricky proud (coZ je pohyb
elektrického ndboje), nebo v okoli permanentnich magnett, kde vznikd diky tzv.
vazanym elektrickym proudiim. Magnetické pole pisobi na okoli magnetickou
silou.

Magneticka sila vSak ptisobi jen na vybrané druhy latek. Vlastnost, diky které
je latka ovliviiovdna magnetickou silou, je dand pohybem atomd v ltce, ktery ko-
lem sebe vytvéaii magnetické pole. Tyto elementarni magnetické pole se skladaji
do vysledného magnetického pole atomu a pole té€chto atomi, z kterych se dana
latka sklada, vytvari vysledné magnetické pole latky. Tyto vlivy spolu s vlast-
nostmi magnetického pole vytvareji vysledné tcinky pisobiciho magnetického
pole. Velicina, ktera toto popisuje, se nazyva permeabilita. Vyslednd hodnota per-
meability latky se odviji od permeability vakua, kterd ma hodnotu:

Uo =4 - 107" Hm™
Vysledna hodnota permeability se urCuje pomoci vzorce:
M= My Ho,

kde u, je relativni permeabilita, kterd charakterizuje vlastnosti latky. Latky se
pomoci relativni permeability déli do tfi skupin:

1. diamagnetické latky - latky, které zeslabuji ucinky magnetického pole a

-----

pole a jejichz relativni permeabilita m4 hodnotu g, > 1.



Feromagnetické latky jsou zdkladem pro vSechny permanentni magnety a
jednd se napt. o latky: Zelezo, kobalt, méd’ nebo nikl.

Magnetické pole se tedy vytvari vlivem prichodu elektrického néboje vodi-
¢em. Vyjde-li se z ptfedpokladu, Ze vodiC je uzavien ve smycce a prochdzi nim
proud / a smycka uzavird plochu o velikosti S, pak by byl vysledny magneticky
moment popsédn nésledujicim vztahem:

g=15 (1.1)

Takto popsany zdroj magnetického pole se nazyvd magneticky dipol. Jako
nejzakladnéj$i magneticky dipdl si lze predstavit napt. atom, okolo jehoZ jadra
obiha elektron a tim vytvafi proudovou smycku. Je tieba si povS§imnout, Ze mag-
neticky moment je vektorova veli¢ina, kterd md stejny smér jako normadla orien-
tované plochy §. Orientace normaly plochy se urcuje pomoci Ampérova pravidla
pravé ruky. Pravidlo zni:

,Jestlize palec pravé ruky ukazuje smér elektrického proudu ve vodici, pak
pokrcené prsty ukazuji orientaci magnetickych induk¢nich Car.“[4]

Jestlize by byl vodi¢ namotdn na néjaky izolacni prvek, tvofil by elektro-
technickou soucastku, kterd se nazyva civka. Pokud by byly zavity civky rov-
nomérné rozleZzené, kruhového tvaru a délka vodice by byla vyrazné vétsi nez
primér civky, tak by bylo mozné tuto civku oznacit slovem solenoid, coZ je druh
civky spliujici tyto poZadavky. Pii aplikaci Ampérova pravidla pravé ruky na so-
lenoid je zapotiebi pridat do rovnice N, které popisuje pocCet zavitl na civce.

i=NIS (1.2)

1.1.1 Vzajemné pusobeni dvou dipélu

Dipdl umistény v pocatku soufadného systému piisobi na druhy dipdl nebo
el. nabitou ¢astici umisténou v bodé r, ktery je definovan jako [x, y, z], translacni
a rotacni silou. Aby bylo mozné vyjadfit tyto sily bude zaveden pojem magne-
tické indukce. Ta je definovéna jako vektorova fyzikalni veli¢ina charakterizujici
silové pisobeni magnetického pole na vodi¢ s proudem nebo el. nabitou ¢éstici.
Fyzikalné Ize tato veliCina popsat vzorcem:

B = B(¥, 11y :E‘ T— Tl (1.3)

kde 17 reprezentuje magneticky moment dipdlu, 7 znaci polohu bodu, ke kte-
rému je pocitdna magneticka indukce a p reprezentuje permeabilitu vakua.

V rovnici je pouZito znaceni (i, 7), které reprezentuje skaldrni soucin. Ten je
pro pripomenuti definovan vztahem:



- b= (@b) = |@blcos(a),

kde @ab jsou jednotlivé vektory a @ znaci dhel, ktery spolu sviraji.

Vzorec (1.3) definuje magnetickou indukci vzhledem k néjakému bodu. Po-
kud by byl v daném bodé umistén dalsi magneticky dipdl, ptsobili by na sebe
rotacni a translacni silou. Rotacni sila se nazyva silovym momentem a je oznaco-
vana pismenem M.V tomto pripadé je dana vztahem:

M = 15 X B,

kde 5> zna¢i magneticky moment druhého (pfidaného) dipdlu a znak x znaci
vektorovy soucin. Pro pfipomenuti je vektorovy soucin definovany nasledujicim
vztahem:

dx b = ifldl|blsin(a),

kde @ a b opét znaci jednotlivé vektory, @ znaci dhel mezi nimi a 77 znaci
jednotkovy vektor kolmy k obéma vektorim.

Vysledny silovy moment, vyjaddfeny v zdvislosti na jednotlivych magnetic-
kych momentech y; a u; je definovan jako:

M =, x B(7, 1)) (1.4)

Z definice vektorového soucinu je patrné, Ze vysledny magneticky moment
bude nulovy pouze bude-li ihel mezi vektory magnetickych momentd nulovy,
tedy pokud budou tyto vektory shodné orientované.

Translacni sila pisobici mezi dvéma dipdly je definovand jako:

F = i - grad[B(7, )], (1.5)

kde B vyjadiuje magnetickou indukci zpisobenou jednim dipélem na bod ve

vzdalenosti 7, do kterého je umistén dipdl s magnetickym momentem u,. Zapis

grad reprezentuje pojem gradient, ktery udava smér nejvétsiho ristu nebo také
vektorové pole vyjadfujici smér a velikost nejvétsi zmeény skaldrniho pole.

Z definice skaldrniho soucinu plyne, Ze vysledna sila je nulova pokud tuhel
mezi obéma dipdly je kolmy. Existuje vSak i dal$i varianta, kdy bude sila nulova
a to tehdy, bude-li gradient magnetické indukce nulovy. Matematicky je gradient
definovany vztahem:

IO (8(1) o0 6CD) 00, 0D, 0D
grad® =

A v a0 a | T o Ta _k7
ox 0oy 0z 8xl+8y]+8z

kde vektory Zf ak reprezentuji prislusné vektory ortonormélni béaze, tedy
jednotkové vektory jednotlivych os x, y, z.

10



Pro zjisténi, kdy gradient nabyva nulové hodnoty bude zavedena definice:

,» Bxistuje-li k vektorovému poli a(r) takové skalarni pole u(r) , Ze
a = grad(u) , pak vektorové pole a(r) nazyvame potencidlnim (konzervativnim),
skaldrni pole u(r) potencidlem a hladiny tohoto pole ekvipotencidlnimi plochami
(ekvipotencidlami).*“[5]

K této definice se dale vaze i véta o prirtstku, kterd zni:

,» Pfirtstek du hodnoty skalarniho pole u(x,y, z) pfi posunuti o infinitezimalné
maly vektor dr = dx -i +dy - j+ dz - k se vypocte skalarnim souCinem
du = grad(u) - dr.”“[5]

Z toho plyne, zZe gradient skaldrniho pole je v kazdém bod€ kolmy k jeho
hlading. Dikaz vyplyvajici z téchto tvrzeni vypada nasledné: u = konst & du =
0 & gradu - dr = 0. Z dikazu je patrné, Ze gradient nabyva nulovych hodnot jen
tehdy, je-li skaldrni pole u konstantni.

Aplikaci tohoto dikazu na problém magnetickych dipdli plyne, Ze
grad[ﬁ(?, (1)] je nulovy pravé tehdy, je-li konstantni (nebo-li homogenni). To by
znamenalo, Ze md magnetické pole stejnou intenzitu v celém definiénim prostoru.
V redlnych ptipadech je tento jev nemoZny, protoZe intenzita magnetického pole
v prostoru sldbne s rostouci vzdalenosti od zdroje.

Vysledny vztah translacni sily pasobici mezi dvéma magnetickymi dip6ly o
magnetickych momentech u; a u, se ziskd matematickou upravou vzorci (1.3) a
(1.5). Vztah vypada nasledovné:

Ho S@AED
4P el

kde 7 predstavuje vektor polohy popsany jako [x,y,z], uo reprezentuje vyse

F(Rlh ) = (@ Py + (AT + ()7 — (1.6)

zminénou permeabilitu vakua, u; a u, reprezentuji momenty jednotlivych dip6la.
Pro snadnéjsi pochopeni néasleduje ilustrace popisujici jedno z moznych umis-

téni, kde vektor 7 reprezentuje vektor vzdalenosti, je definovan jako

7 =[x — X0,y — Yo, Z — 20], kde soufadnice [xo, yo, zo] popisuji soufadnice prvniho

dipdly a souradnice [x, y, z] popisuji polohu druhého dipdlu.

Obrazek 1.1: Grafické znazornéni mozného umisténi dvou dip6ld v prostoru. Jed-
notlivé plochy uzavienych smycek jsou reprezentovany barvami.
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1.2 Linearni stavovy regulator

Pro pouziti linedrniho stavového regulatoru je potieba zavést linearni sta-
vovy popis systému. Aby bylo moZzné toto provést, musi byt systém linedrni a
t-invariantni (LT1), fiditelny a pozorovatelny.

Stavovy popis pro spojity systém bude vypada nasledovné:

Xx(t) = Ax(t) + Bu(t)

y(t) = Cx(t) + Du(t)

x(t) € R” (L.7)
u(t) e R™

y(t) € R?

, kde x(7) je stav systému, u(f) reprezentuje vstup systému, y(¢) je vystup sys-
tému, A je matice vnitfnich vazeb systému (neboli také matice dynamiky), B je
matice vazeb systému na vstup, C je matice vazeb vystupu na stav a matice D je
matice vstupu na vystup, kterd se ¢asto povazuje za nulovou a tedy se ani neuvadi.

Pro navrZeni regulétoru pro takto popsany systém musi byt splnéna podminka
fiditelnosti a pozorovatelnosti.

1.2.1 Riditelnost

,» Systém (A, B),A € R™ B € R™™ je fiditelny, jestlize pro libovolny po-
cateCni stav x, existuje fizeni # na konecném intervalu, které prevadi stav x, do
pocatku stavového prostoru. ““ [9]

Z této definice vyplyva véta, kterd fikd, Ze vySe zminény systém je fiditelny
prave tehdy, ma-li matice fiditelnosti systému plnou fddkovou hodnost:

rank[B AB --- A"'B]=n.

1.2.2 Pozorovatelnost

,» Systém (A, B, C, D) respektive dvojici (C € RP*"/A € R™") nazyvame po-
zorovatelnou, jestlize libovolny pocétecni stav xy v Case 0 Ize rekonstruovat ze
znamého vstupu u(f) a vystupu y(¢) na intervalu [0, #;] pro libovolny Cas #; > 0. “
[9]

Z této definice vyplyva véta, Ze systém je pozorovatelny pravé tehdy, jestlize
ma matice pozorovatelnosti plnou sloupcovou hodnost:

T
mnk[CT ATCT ... (AT)'HCT] —n.
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1.2.3 Stavova zpétna vazba

Systém popsany v bodé (1.7) miiZe byt sim o sobé stabilni, nestabilni ¢i na
mezi stability. Pro fizeni takového systému se zavede zpétnd vazba:

Xx(t) = Ax(t) + Bu(r)
u(t) = Fx(t)

, kde F je matice zpétné vazby, kterd zatim neni zndmd. Dosazenim zpétné
vazby a dpravou obdrzime:

X() = (A+ BF)x(t)

Cilem je nalézt matici F takovou, Ze (A + BF) bude podobna volitelné matici
L, ve které zvolime pozici pola vysledného systému. Podobnost zaru¢ime pfira-
zenim Jordanovy formy.

Prirazeni Jordanovy formy

Matice A a L jsou podobné (A ~ L) pravé tehdy, jestlize existuje regularni
matice T, pro kterou plati, 7e A = TLT .

Je dlilezité mit na paméti, Ze je nutné priradit Jordanovu formu a nikoliv pouze
vlastni ¢isla, abychom zachovali vSechny spektralni vlastnosti matice dynamiky
L.

Aplikaci prifazeni Jordanovy formy na zpétnou vazbu vyplyne:

A+BF =TLT™!
AT —TL+ BFT =0

Pro dalsi postup zavedeme substituci H = FT a obdrZime:
AT -TL+BH =0

Tato rovnice se nazyva Lyapunova rovnice a je numericky feSitelnd, pokud
bude zndma hodnota parametru H € R™". Jak je dokdzano v ¢lanku [10], feSeni
této maticové rovnice, kde plati, Ze o(A) N o (L) = 0, je regularni pro skoro kaz-
dou matici H. Vysledkem této rovnice je maticovy parametr 7', pomoci kterého
lze vyjadiit matici F jako F = HT™'. JelikoZ je témé&f zaruCené, Ze matice T
bude regularni, pak bude existovat i jeji inverze, ¢imZ mame zarucené, Ze bude
existovat hledana matice F. [10]
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Princip vnitiniho modelu

Definice zni:

,,Pro sledovani obecného referencniho signélu w(r) v ustdleném stavu regulo-
vanou veli¢inou y(¢) resp. pro kompenzaci vystupni poruchy v(f) je postacujici,
aby poly systému generujiciho referencni signdl resp. vystupni poruchu byly ob-
saZzeny v polech oteviené regulacni smycky (bud’ jsou obsazeny v pélech systému
nebo se musi stat soucasti polu regulatoru).* [3]

Z této definice plyne, Ze pro regulaci na nulovou odchylku v ustdleném stavu
je potieba, aby byly pdly generdtoru vstupniho systému obsaZené v oteviené re-
gulacni smycce.

Pro sledovani konstanty je zapotiebi pridat integrator, ktery obsahuje stejny
pol jako obraz skokového signdlu, a jehoZ vstupem je regulacni odchylka e. Pro
sledovani obecné linearni funkce jsou zapotiebi dva integratory, pro sledovani
paraboly tfi atd.

Ve vétsiné pripadd neni referencni signdl obsaZen v fizeném systému a pfi-
dava se tedy do regulatoru.

1.2.4 Umisténi poli pomoci LQR

Metoda LQ regulace je jednou z metod, kterd se snazi navrhnout optimalnf fi-
zeni dynamickych systémi. LQR (linear-quadratic regulator) je termin popisujici
zpétnovazebni regulétor, ktery je navrhovédn pro dynamicky systém popsany sérii
linedrnich diferencidlnich rovnic a ndklady na regulaci, které jsou popsané kvad-
ratickou funkci. Cilem algoritmu je najit optimalni feSeni poméru rychlost a kva-
lita regulace ku nakladiim na regulaci. LQ regulatory se rozdéluji podle spojitosti
¢i diskrétnosti systému a podle kone¢ného i nekone¢ného horizontu. Horizont
uddva Casovy rozsah, v jakém je kritérium splnéno. V nasem pfipadé budeme
pojedndvat piipad nekonecného horizontu, ktery hodnoti kritérium v celé Casové
oblasti. Kritérium pracuje na zdkladé sniZeni parametru, ktery je pocitdn jako
soucet kvadratu fizeni a stavli daného systému. Systém je dan stavovym popisem
uvedenym v piikladu (1.3) a stavovou zpétnou vazbou u(f) = Fx(t) . Kvadrat
vektoru stavii i vstupi je ziskdn nasledovné:

2 =x" Ox,

kde matice Q udava vahu, kterou prikladame k jednotlivym staviim. Tato ma-
tice je volena symetricky a musi byt semidefinitni (v pfipadé vypoctu fizeni de-
finitni), aby byla zaruCena kladnost kvadrétu, protoZe kritérium pracuje na prin-
cipu hledani minima souctu téchto stavi. Pokud by bylo mozné ziskavat zaporné

14



hodnoty, vedlo by to k nekone¢nym ¢i neredlnym vysledkiim. Stejnym postupem
se vypocte i kvadrét vstupu systému neboli fizeni. Vysledny vypocet parametru,
ktery je oznacen I, je popsdn nésledujicim vztahem.
I = f (x" Ox + u' Ru + 2x" Nu) dt — min,
0
u'Ru>0, Q-NRINT >0,

kde matice Q udava vahu piikladanou jednotlivym stavim, matice R udava
véhu vstupi a matice N udava vztah mezi stavy a vstupy systému.

Kombinace hodnot v maticich Q,R a N je volena tak, aby spliiovala cilové
pozadavky na regulaci. Dosazenim zpétné vazby za u a zvolenim matice N = 0
1ze ziskat:

I = f (x" Ox + u' Ru + 2x" Nu) dt — min,
0

= f x"(Q + F'RF)x dt.
0

Zavedeme substituci:

P=0Q+F'RF

a vysledny vypocet parametru / 1ze napsat jako:

I = xTPx,

kde parametr P > 0 je feSenim tzv. algebraické Ricatiovy rovnice:

(A+BF)'P+P(A+BF)+ Q+ F'RF =0.

Tato rovnice je numericky vypocitatelnd ve vét§iné matematickych softwarti
a vysledny parametr —P udava vhodné umisténi polu dle ndmi zvolenych krité-
rii. Divod opa¢ného znaménka je ziskan matematickym diikazem ve zdroji [8].
Vyslednou matici fizeni F' 1ze nésledné ziskat bud’to pouZitim vySe zminénym
piifazenim Jordanovy formy nebo pomoci vztahu F = —R'BTP. Je dobré si
povSimnout, Ze vysledné fizeni nezavisi na pocateCnich stavech xy.
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2 Matematicky model

2.1 Systém

Snahou této prace bylo popsat systém pohybujiciho se magnetu na rovinné
podloZce, pod kterou jsou umistény tfi solenoidové civky pfipojené k fidici jed-
notce, pomoci které 1ze ovladat vstupni proudy do téchto civek. Realizace tohoto
systému probihala Cist€¢ simulacné, tudiZ bylo mozné spoustu véci zanedbat jako
napiiklad vypocetni ndro¢nost fizeni v redlném Case ¢i samotnou sloZitost mo-
delu, ve kterém jsou zanedbdny vlivy okolniho prostieni a tfeni. Ve vypoctech se
uvazuje o permanentnim magnetu a civkach jako o hmotnych bodech, tudiz za-
nedbavame jejich rozméry a uvazujeme o nich jako o t€zistich téchto téles, které
maji svoji hmotnost.

P1i sestavovani matematického modelu se vychézelo z uvahy, Ze matematicky
model bude popsan pomoci druhého Newtonova pohybového zdkona, zdkona sily,
ktery je popsdn vztahem:

F =ma,

kde F je vyslednice pisobicich sil, m je hmotnost hmotného bodu a a je zrych-
leni onoho bodu.

Slovné zni tento zdkon nésledovné:

,» Velikost zrychleni hmotného bodu je pfimo imérna velikosti vyslednice sil pa-
sobicich na hmotny bod a nepfimo umérna hmotnosti télesa. Smér zrychleni je
shodny se smérem vyslednice sil, tedy d@ = 5 [7]

JelikoZ je zde pouZito zrychleni a, které lze vyjadfit jako derivaci rychlosti V
nebo jako druhou derivaci polohy X, tak tento zdkon popisuje pohyb jen v jedné
ose. Je nutné si uvédomit, Ze pohyb v jednotlivych osidch na sobé musi byt neza-
visly, coz je splnéno diky skaldrnimu soucinu (1.1.1), protoZe jsou osy navzdjem
na sebe kolmé. Pokud jsou tedy osy navzdjem nezdvislé, 1ze je realizovat kazdou
zv1ast’ a také regulovat separované. Pohyb a regulace jedné osy bude tedy totozny
s ostatnimi, proto se bude v ndsledujicich vypoctech pracovat jen s jednou osou.

Pro pohyb v jedné ose zavedeme stavovy popis, ktery bude vypadat nésle-
dovné:

F = mx

XI1=X X=X

XQ:X x'2:—Fx
m
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Maticovy zapis:

2.1)

, kde sila F, reprezentuje vyslednici sil v ose x pisobicich na hmotny bod,
kterd je zaroven vstupem systému. K vyjadfeni této sily bude zapotiebi zavést
soufadnicovy systém. RozloZeni civek a permanentniho magnetu v prostoru vy-
pada priblizné nasledovné:

Obrazek 2.1: Grafické znazornéni umisténi solenoidovych civek a permanent-
niho magnetu v prostoru.Vzdalenost permanentniho magnetu od kazdé civky de-
finujeme jako vzdalenost R. Civky jsou umistény ve vrcholech rovnoramenného
trojuhelniku, takZe uhel mezi jednotlivymi civkami odpovida 180°. Jednd se o
pudorys polohy, tudiZ zde neni zobrazena osa z, kterd vystupuje z obrazu smérem
ke Ctendfi.

Zobrazenim solenoidovych civek do soufadného systému dostaneme jejich
polohu v prostoru zavislou na parametru R. Umisténi civek a,b a ¢ bude tedy
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vypadat nésledovné:

o)
(- o2} (2)o}
<Rc0s( ) —Rszn(p;) 0>,
:<x,y,z>.

Abychom mohli vyjadfit silu, kterou piisobi vSechny civky na magnet v jed-
notlivych osach, bude se uvazovat zjednoduseni, Ze civky i permanentni magnet
je mozné popsat jako magnetické dipdly. Diky tomuto zjednoduSeni bude mozZno
charakterizovat tyto objekty jako hmotné body a bude moZno pouZit rovnici (1.6)

b

pro vyjadreni sily ptisobici jednou civkou na magnet. Tato rovnice vSak pracuje
s parametrem r, ktery je prostorovym vyjadfenim polohy magnetu u,. Nejlehci
zpusob jak tedy vyjadrit celkovou silu piisobici na magnet je vektorove:

Fx (Fax+Fbx+ch)
F=|F|=|(Foy+Fy+Fy)|=F,+F,+F,,
Fz (Faz+sz+Fcz)

kde jsou sily F,, F, a F. vyjadifeny pomoci rovnice (1.6). Tyto sily popisuji si-
lové pisobeni jednotlivych civek na permanentni magnet. Kazda z téchto sil v§ak
pusobi ve sméru vsech tif os, 1ze je tedy rozepsat (pro piiklad sily F,) ndsledovné:

F,=|F,l|.
Fo,

JelikoZ nejsou civky umistény v pocdtku souradnicovych os, tak je pro vypo-
Cet jednotlivych sil za parametr r dosazena vzdalenost civky od magnetu. Vzda-
lenost je pocitand jako vektorovy rozdil polohy magnetu a polohy civky, nebo-li
vektorove [x, — X, Ya — ¥p»Za — Zp] pro civku p,. Podobné je tomu tak i u ostat-
nich civek. Sily jsou vyjadfené v zavislosti na ur€itych parametrech, takze je lze
chéapat jako nelinedrni funkce.

Fo(X, ¥, 2, Mas Hps Hes ps Hos R)
F = | Fy(X,, 2, Has Hps Hes Hp> Ho> R) | 5 (2.2)
F(X, 9,2, fas Mbs Hes Mps Mo, R)

kde parametry x,y,z reprezentuji pozici permanentniho magnetu, g, iy, te
predstavuji magnetické momenty jednotlivych civek, u, symbolizuje magneticky
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moment permanentniho magnetu, u, permeabilitu vakua a R reprezentuje vzda-
lenost civek od stfedu soufadného systému.

Parametry R, 11 a i, jsou Casove€ invariantni, takZe za né l1ze dosadit konstantu.
Pro jednoduchost byla zvolena permeabilita vakua py = 1, vzdalenost civek od
pocitku soufadnic R = 0.1 a magneticky moment magnetu u,, = 1.

Vysledné sily zpisobené magnetickym polem civek jsou tedy zavislé pouze
na poloze magnetu a elektrickych proudech, které civkami prochdzi. Z toho je
patrné, Ze sily nelze simulovat nezdvisle, protoze je sila v kazdém sméru zavisla
na poloze ve vSech osach. Takze ackoli 1ze regulovat kazdou osu zvIast’, tak vy-
sledné sily vstupujici do systému budou tvofeny provazanim vSech os.

2.2 Regulator

Jako prvni pfi snaze regulovat systém je tfeba urcit, jestli je dany systém regu-
lovatelny. Systém popsany stavovym popisem 2.1 ma dva pély, které jsou umis-
tény ndsledovné:

P =0, pao=0.

Oba tyto pdly lezi na imaginarni ose, coZ znamend, Ze systém je na mezi
stability. Aby bylo mozné tento systém fidit, musi byt fiditelny a pozorovatelny.

Pozorovatelnost bude uréena pomoci teorie z bodu 1.2.2, kde matice pozoro-
vatelnosti vypada nasledovné:

Oon=|C cal= [(1) (1)]

z ¢ehoZ plyne, Ze hodnost této matice je plnd, nebo-li rank(Qpp) = 2. Tato
informace je postacujici k prohlaseni, zZe systém je pozorovatelny.

Pokud je systém pozorovatelny, chybi k jeho regulaci jen zjisténi zda je i fidi-
telny. K urceni této vlastnosti bude pouZita teorie z bodu 1.2.1, ze které vychazi,
Ze systém je fiditelny pravé tehdy, mé-li matice fiditelnosti plnou hodnost. Pri
aplikaci této teorie na zadany systém vyjde:

o 4L
oo as]-[? 4]

Z tvaru matice je opét patrné, Ze pokud nebude hmotnost magnetu nulova
¢i nekonecnd (nesplnitelny predpoklad), pak bude mit matice fiditelnosti plnou
hodnost rank(Qcp) = 2. Je mozné tedy pfistoupit k regulaci systému.

Pro regulaci jednotlivych os byl zvolen stavovy zpétny reguldtor. Aby bylo
mozné regulovat s nulovou odchylkou v ustdleném stavu, bude potfeba z teorie

1.2.3 rozsifit stavy systému. Pro sledovéni rovinné uzaviené kiivky bude potfeba
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roz§itit stav o generdtor konstanty (realizovany integraci regulacni odchylky) a
generator goniometrické funkce (sinu), ktery 1ze realizovat nasledujicim subsys-
témem:

Y 1

U s2+0Q¥
kde U je vstupni signdl do generdtoru (regulacni odchylka), Y je jeho vy-
stupem a Q je volitelny parametr popisujici frekvenci vysledného signélu. Tento
vztah lze také zapsat jako:
j+Qy=u

Po prepisu na stavovy popis spolu s generatorem konstanty dostdvame:

.X'3:.X1—Sx

X4 =Yy X4=Xs5

X5 =9 X5 =—Q%x+ (X1 — 5y)

, kde x; — s, znaci regulacni odchylku e ziskanou rozdilem polohy systému a
poZadovanou polohou.

Po pfidani tohoto rozsiteného stavu k jiz zavedenému 2.1 dostaneme vysledny

stavovy popis :

(x)] [01 0 0 O][x] [0 O]
g2l (000 0 Ofnl {5 0f
Zlsl=[r 00 o0 0x3+0—1L1 (2.3)
x| (000 0 x| [0 OFF
x| [0 0 0 -Q% Of[xs] |0 -1

Tento stavovy popis je pouzity ve vSech ndsledujicich vypoctech, ale je nutné
si povSimnout, Ze systém ma dva vstupy. Vstup s, je vnéjsi vstup, ktery by Slo
chédpat jako poruchu na vystupu systému. Pro vypocet stability je tedy vstup s, =
0.

Po zavedeni rozsiteného stavového popisu byl pouZzit stavovy zpétny regula-
tor, ktery za vstup F, neboli u dosadil stavovou zpétnou vazbu u = Fx(¢). Z teorie
v Casti 1.2.3 je znamo, Ze tato zpétnd vazba vede na podobnost vysledné matice
dynamiky systému s matici L, kterd je volitelnd. Cilem je tedy zvolit vhodné
umisténi polli v matici L tak, aby bylo dosaZeno kvalitni (rychlé, nekmitajici) re-
gulace s optimdlnim mnoZstvim pouZitého fizeni. To v praxi znamend, Ze pokud
bude solenoidova civka tvorici magnetické pole dimenzovana v rozsahu 0 — 10V,
tak nebude vychdzet jako vystupni fizeni vyssi ¢islo, neZ je maximdlni hodnota,
kterou civka unese. Ke splnéni tohoto pozadavku byla pouZzita metoda navrzeni
LQ regulédtoru 1.2.4. Ke splnéni navrhu této metody je nutno zvolit matice Q, R
a N, které jsou volitelné a velikostné odpovidaji vektortim, s kterymi se nasobi.
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Vhodnym zvolenim téchto matic se snazime nalézt optimalni umisténi polt ma-
tice L, ktera bude odpovidat systém 2.3.

Volba parametrii matic byla urcena na zdkladé pozadavka systému, kterymi je
hlavné sledovéni rovinné kiivky, tudiZ se dba predevSim na fizeni polohy, nikoli
rychlosti. ReSeni probih4 Cisté simula¢ng, tudiz neni mozné fict nic o rozsahu
vstupd, které vstupuji do systému. Rovnéz nejsou kladeny zZadné pozadavky na
vztah mezi stavy systémd a fizenim. Na zdkladé téchto znalosti, a experimental-
nich simulaci, byly matice zvoleny ndsledovné:

(15 0 0 0 0]
01 0 00
0=0 0 10 0 O, R=[1], N=][0].
00 0 50
0 0 0 0 1]

Z volby matice N je patrné, Ze stavy a vstup systému neni timto kritériem pro-
vazan. Volba matice R zilistala neutrdlni, protoZe nejsou znamé zZadné informace
o vstupu systému. Volba matice Q byla zvolena tak, aby pomér mezi vdhami
jednotlivych vstupti odpovidal vhodné regulaci a teoretickym pozadavkim. Pa-
rametry, u kterych je vyssi koeficient, maji vySSi prioritu ve stabilizaci. Pokud
tedy maji nejvétsi hodnotu parametry u stavi x; a x3, regulator apeluje na regu-
laci predevsim polohy systému a ustdleni na konstantu. Volba vysledné matice
Q tedy zévisi na pozadavku regulace, tedy na vstupnim signdlu. Pokud budeme
znat apriorni informaci vstupniho signdlu, je moZzné upravit matici Q tak, aby
bylo dosaZzeno lep$ich vysledkii.

Pomoci téchto ndstroji a programu Matlab, ktery v sobé mé obsaZenou funkci
lqr(), kde jednim z vystupt je i umisténi poli, byla uréena optimalni poloha péli
vysledné matice L, ke které je cilem najit podobnost oteviené regulacni smycky
Fo = F, + Fy, kde F, je prenosova funkce reguldtoru a F; je pfenosovd funkce
systému. Diky informacim o systému, jeho pdlech a findlnimu umisténi pola v
matici L je mozné, pomoci teorie z bodu 1.2.3 najit fizeni u(t) = Fx(t).

Pro tuto konkrétni kombinaci matic Q,R a N vyslo umisténi p6ld oteviené
regulacni smycky nédsledovné:

[-23.6465 —7.3730 —12.5483 -2.7743 -9.6322 |
=7.3730 -3.9681 -3.1623 -0.0822 -2.4481

L={-12.5483 -3.1623 -23.5754 -7.7416  0.2599
-2.7743 -0.0822 -7.7416 —15.7368 —2.4966

| -9.6322 -2.4481 0.2599  -2.4966 —15.5355]

, jejiz umisténi poli (vlastni ¢isla matice) a nasledny vypocet matice fizeni F
vyslo nasledovné::
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(~42.1413] —0.2195]
~20.3950 ~0.0082
eig(L) = |-13.8892|, F =10*-|-7.4240
~4.7189 ~8.0616
| -1.3179 | | 5.1478 |

Z umisténi vlastnich ¢isel matice L je patrné, Ze vSechny leZi ve stabilni po-
loroviné. Tim je ovéfené, Ze vysledny systém je stabilni.
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3 Simulace

Simulace probihala v programovém prostiedi Matlab a jeho nadstavbé Si-
mulink. Grafické zndzornéni modelu, na kterém probihaly simulace a vypocty,
vypada nésledovné:

Globalnilinearizace

I Vypoéet el. proudu vypoéet vstupli l u Matematicky model
v zavislosti na - systému ze vstupnim pohybu v
vstupnich silach I proudd w jednotlivychosach g

o

Regulace pohybu v
jednotlivych osach

£ £|,:

vysledné fizenf sil z regulétoru

Obrazek 3.1: Grafické znazornéni zapojeni jednotlivych komponent simulujicich
magneticky rovinny manipulator. Cervend oznadeny prostor piedstavuje tzv. glo-
balni linearizaci, kterd obsahuje vyjadfeni proudl z maticové soustavy rovnic 2.2
a jejich zpétné vyjadrieni do sil v jednotlivych smérech. Tento blok simuluje vy-
pocet vstupnich proudd, které by vstupovaly do redlného modelu (soustavy civek)
a jejich piisobeni definované jako sily v jednotlivych osach.

Matematicky model a regulace byly tvofené pro kaZzdou osu zvIast’ a byly
realizované maticovym popisem 2.3. Globdlni linearizace byla vyjadfenim po-
trebnych funkci z maticové rovnice 2.2.

Vysledna simulace probihala pro referencni signdl kruZznice, ktery byl ge-
nerovan pro osy x a y pomoci rozkladu na funkce sin a cos. Pohyb v ose z byl
generovan na hodnotu 1, coz je vzdalenost desky nad civkami, po které se perma-
nentni magnet pohybuje. ProtoZe se redlné poloha v ose z nezméni, neni potfeba
ji vykreslovat. Je zapotiebi ji vSak regulovat, protoZe tim omezujeme piipadné
zvétSeni tfeni magnetu po podloZce.
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Akcni zasah regulatoru v ose y  Akcni zasah regulatoru v ose x

XY graf pohybu magnetu po rovinne plose
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Obrazek 3.2: Pribéh simulace z pocatecni polohy magnetu [0.7;0.7] v ¢asovém
rozsahu simulace r = 15s a graf pribéhu akcnich zdsaht reguldtort, ktery byl
pribliZzen v Case ¢ = [0, 1].
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V obrazku je patrné "ujeti"od referencniho signdlu ackoli se pocatecni stav
nachazi v jeho blizkosti. Tento vykyv je zplisoben tim, Ze byly nastaveny pouze
pocatecni stavy polohy, nikoli rychlosti. TudiZ se pocatecni stav neshoduje v pl-
ném rozsahu se stavem, ktery magnet nabyva pfi pohybu po kruznici. Pokud by
bylo potfeba tento vykyv odstranit, musel by se z provedené simulace odméfit
stav na kruZnici a ten pak dosadit do pocatecnich podminek. V redlné situaci je
vSak tézké dosdhnout pfesnych pocitecnich podminek v rychlosti (chybéjici po-
CatecCni stavy), tudiz by byla tato simulace nic neftikajici.

Je patrné, Ze pii simulaci doslo k pfekmitu, coZ je zpisobeno snahou rychlejsi
regulace. Divodem je tedy zvoleni matice Q, kterd urcuje diraz na jednotlivé
stavy. Pri apriorni informaci, Ze se jedna o regulaci na kruZnici by bylo mozné
snizit prekmit tim, Ze zvySime koeficient u stavu x3. Matice Q by pak mohla
vypadat napfiklad takto:

(150 0 0 O

01 0 00
0,=|0 0 10 0 0|, R=[1], N=I[0]

00 0 550

00 0 01

Z nasledujici simulace je patrné zmensSeni prekmitu, které by se zmensovalo
se zvySujicim se koeficientem u parametru x3. AvSak tato vdhovd zména v matici
0 nese negativni ucinky na regulaci na jakykoli jiny signdl. Je tedy dobré, znat
alespont odhadované referencni signdl a pfizpasobit tomu parametry LQ regula-
toru.

Vysledek simulace s touto kombinaci matic vypada nasledovné:
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Obrazek 3.3: Pribéh simulace z pocatecni polohy magnetu [0.7;0.7] v asovém
rozsahu simulace t = 15s a matici Q;.NiZe je uveden graf priibéhu akcnich zasahd
regulatort, ktery byl priblizen v Case ¢ = [0, 1].
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4 7Zaver

Cilem této prace bylo vytvorit matematicky model permanentniho magnetu,
pohybujiciho se po rovinné desce, a tii civek, které jsou uloZeny pod touto deskou.
Do téchto tii civek byl simula¢né poustén proud, ktery vytvérel magnetické pole,
ve kterém se nachdzel permanentni magnet. Tim vznikla sila, ktera pdsobila na
permanentni magnet. Ndsledné byl vytvofen matematicky model této soustavy,
ktery byl idealizovén tak, aby bylo moZné popsat jej zndmymi rovnicemi.

K takto navrZzenému matematickému modelu byl sestaven zpétnovazebni re-
gulator. Pfifazenim fizeni pomoci zpétné vazby byly urceny pdly oteviené regu-
la¢ni smycKky, jejichz hodnota byla zvolena pomoci LQ regulace tak, aby posky-
tovala optimdlni fizeni pro zadany referencni signdl. Pfifazenim téchto pdla jsem
byl schopen urcit vysledné fizeni systému, ktery byl pfedtim na mezi stability.

Vysledkem byla simulace potvrzujici spravnost vypocti, kterd byla testovana
pri regulaci na referencni signdl popsany kruznici v osich x, y, zatimco osa z byla
regulovdna na hodnotu z = 1, kde méla byt umisténd pomyslna deska, po které se
magnet pohybuje.

Celkové feSeni probihalo v programech Maple a Matlab. Program Maple byl
pouzit pro numerické vyjadieni jednotlivych sil, popfipadé proudi, které byly
pouzity v Matlabu a jeho nadstavbé Simulink, kde simulovaly chovéni civek a je-
jich fizeni. Timto postupem jsem narazil na prvni problém, kterym bylo zjiSténi,
Ze magnet nenfi fiditelny na celém prostoru x,y, z. Tento problém je zpisobem
numerickymi vypocty, které v nékterych nadrovindch prostoru vychédzeji nulové.
Tyto vypocty se kolikrat nachdzeji ve jmenovateli a tim vychézi vysledna sila ¢i
pusobici proud nekonecny, z redlného hlediska tedy nesmyslny. Tento problém
se d4 vyfesit vyhnutim se témto nadrovindm nebo numericky oSetfit hodnoty pa-
rametrd, aby vychdzely jen v ur€itém rozsahu.

Dalsim z problému pfi feSeni této prace bylo vyrazné zjednoduseni systému,
které by vedlo k nepouzitelnosti navrhu v redlném piipad¢. Pfi tvorbé matematic-
kého modelu byla totiZ zanedbdvan4 treci sila, kterd nemohla byt zndma, protoze
celé feseni probihalo Cisté simulacné. Pfi vypoctech se taky neuvadi silové mo-
menty, které by na magnet piisobili a které by nasledné zvySovali tieci silu, nebo
by dokonce magnet ptetocili, ¢imz by doslo k poruseni celého matematického
modelu.

MoZznym feSenim by tedy bylo navrhnout sloZzitéj$i model, ktery by popiso-
val redlny systém. Tim by pfibylo mnoho parametri jako napt. proudovy rozsah
civek ¢i tfeni magnetu.

Dalsim moZnym feSenim je pozménit celkovy model pohybujiciho se mag-
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netu a umistit ho napiiklad do kapsle, kterd by byla chycena na pruzinach. Tim
by zmizel problém tfeni a do rovnic by stacilo zapocitat silu, kterou tyto pruZiny
pusobi. Tato sila je dobfe matematicky popsatelnd a redlné se tento matematicky
popis tolik nelisi od skutecnosti.

Vsechny tyto moZnosti budou zvaZeny pfi vylepSovani tohoto modelu, kterym
se doufdm budu v budoucnosti zabyvat.

28



Literatura

[10]

[11]

Divi§, J. Zdklady elektrotechniky [online]. 2015. [cit. 2017/08/16]. Dostupné z:
http://www.spsemoh.cz/vyuka/zae/el7 .htm.

Doc. ING. JIRf MELICHAR, C. Linedrn{ systémy 1. Master’s thesis, ZapadocCeska
univerzita v Plzni, Plzeni, 2010. Dostupné z: http:
//www.kky.zcu.cz/uploads/courses/1s1/LS1-Ucebni-texty-2010.pdf.
wordpress.

Doc. ING. JIRf MELICHAR, C. Linedrn{ systémy 2. Master’s thesis, Zdpadoceska
univerzita v Plzni, Plzen, 2011. Dostupné z: http:
//www.kky.zcu.cz/uploads/courses/1s1/LS1-Ucebni-texty-2011.pdf.

HEeLLER, P. Ampérovo pravidlo pravé ruky [online]. 2008. [cit. 2017/08/16].
Dostupné z:
http://referaty-seminarky.cz/amperovo-pravidlo-prave-ruky/.

HrivNAk, K. Diferencidlni operdtory - gradient [online]. 2011. [cit. 2017/08/16].
Dostupné z: http://artemis.osu.cz/mmmat/txt/do/gra.htm#_ftnl.

MEebvEcovA, P. Rizeni rovinného pohybu permanentniho magnetu magnetickym
polem. Master’s thesis, ZapadocCeska univerzita v Plzni, Plzen, 2017. Dostupné z:
https://portal.zcu.cz/portal/studium/prohlizeni.html.

REicHL, J. Druhy Newtonitv pohybovy zdkon - zdkon sily :: MEF [online]. 2012.
[cit. 2017/08/16]. Dostupné z: http://fyzika. jreichl.com/main.article/
view/30-druhy-newtonuv-pohybovy-zakon-zakon-sily#.

ScHLEGEL, M. LQ regulator — Doplitujici text k predmétu PS [online]. 2004.
[cit. 2017/08/16]. Dostupné z: attatchment.

ScHLEGEL, M. Stabilni polynomy [online]. 2010. [cit. 2017/08/16]. Dostupné z:
attatchment.

ScHLEGEL, M. — KONIGSMARKOVA, J. Parametric Jordan form assignment revisited.
International Journal of Computer Vision. 2014, 16, 1, s. 1-12. ISSN 1573-1405.
doi: 10.1002/asjc.713. Dostupné z:
http://onlinelibrary.wiley.com/doi/10.1002/asjc.713/full.

AstroMm, K. J. — MURRAY, R. M. Feedback System. Princeton University Press,
2009. doi: 10.1007/978-3-540-88690-7_24. Dostupné z: http://www.cds.
caltech.edu/~murray/books/AMO5/pdf/am@8-complete_22Feb09.pdf.
ISBN :978-0-691-13576-2.

29


http://www.spsemoh.cz/vyuka/zae/el7.htm
http://www.kky.zcu.cz/uploads/courses/ls1/LS1-Ucebni-texty-2010.pdf
http://www.kky.zcu.cz/uploads/courses/ls1/LS1-Ucebni-texty-2010.pdf
http://www.kky.zcu.cz/uploads/courses/ls1/LS1-Ucebni-texty-2011.pdf
http://www.kky.zcu.cz/uploads/courses/ls1/LS1-Ucebni-texty-2011.pdf
http://referaty-seminarky.cz/amperovo-pravidlo-prave-ruky/
http://artemis.osu.cz/mmmat/txt/do/gra.htm#_ftn1
https://portal.zcu.cz/portal/studium/prohlizeni.html
http://fyzika.jreichl.com/main.article/view/30-druhy-newtonuv-pohybovy-zakon-zakon-sily#
http://fyzika.jreichl.com/main.article/view/30-druhy-newtonuv-pohybovy-zakon-zakon-sily#
attatchment
attatchment
http://onlinelibrary.wiley.com/doi/10.1002/asjc.713/full
http://www.cds.caltech.edu/~murray/books/AM05/pdf/am08-complete_22Feb09.pdf
http://www.cds.caltech.edu/~murray/books/AM05/pdf/am08-complete_22Feb09.pdf

A Schéma modelu v Simulinku
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Obrazek A.1: Schéma, pomoci kterého byl realizovany model v simula¢nim pro-
sttedi Simulink. Na obrazku chybi vyobrazend simulace pohybu v ose z, protoze
by byla ilustrace moc velka a text necitelny. Jeji pribéh je témét identicky jako
simulace pohybu v ose x Ci y.
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