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A . . . . . . . . . . . systémová matice
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aktor v modelu nejnižš́ı úrovně [47]
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1. Úvod

Mechanické kmitáńı s rázovými účinky je d̊uležitou součást́ı řady fyzikálńıch děj̊u jak
v př́ırodě, tak v rozmanitých technických aplikaćıch. Často přitom maj́ı rázy negativńı
účinky – při rázech vznikaj́ı velké a krátkodobé tzv. rázové śıly, a může tak docházet
k nadměrnému namáháńı součást́ı a k jejich zvýšenému opotřebeńı. Kromě toho jsou
s rázy spojeny i daľśı negativńı účinky jako nadměrné vyzařováńı hluku apod. Jedná
se např. o rotory převodových ústroj́ı či o nejr̊uzněǰśı mechanismy a stroje, kde vlivem
výrobńıch nepřesnost́ı či opotřebeńı v pr̊uběhu provozu vznikly v̊ule mezi dvěma vzájemně
se pohybuj́ıćımi částmi. V těchto př́ıpadech je nutné rázy pokud možno eliminovat, nebo
alespoň zajistit, aby byly v daném provozńım pásmu vyvolávány co nejméně. Existuje
však rovněž široká tř́ıda aplikaćı, které jsou principiálně založeny na př́ıtomnosti rázových
účink̊u. Zde se jedná např. o buchary, kladiva, drtiče, kladivové mlýny, vibračńı zař́ızeńı
na zhutňováńı (vibrolisy) atd., kde je naopak ćıleně využ́ıváno př́ıtomnosti rázových sil.

Z hlediska matematických model̊u se kmitaj́ıćı soustavy s rázy řad́ı do tř́ıdy úloh
nelineárńı dynamiky, a to speciálně mezi tzv. nehladké či silně nelineárńı soustavy, jež
jsou charakteristické př́ıtomnost́ı nehladkých funkćı v matematických modelech. V rámci
mechaniky jsou daľśı typickou aplikaćı z tř́ıdy silně nelineárńıch soustav modely obsa-
huj́ıćı suché třeńı. Jeho model obsahuje nespojitou funkci (závislost třećı śıly na rela-
tivńı rychlosti interaguj́ıćıch těles). Nehladké soustavy se dále vyskytuj́ı rovněž v jiných
technických oborech – např. v elektrotechnice maj́ı silně nelineárńı charakter diodové
členy. Nehladké soustavy jsou obecně analyticky neřešitelné, a výpočty je proto nutné
realizovat numericky. I numerické řešeńı je však mnohdy komplikované a nese s sebou
jistá specifika oproti hladkým nelineárńım soustavám. Zejména v bĺızkosti hranice ne-
spojitosti, resp. v bĺızkosti singularit daných nehladkostmi, může docházet při numerické
integraci ke zmenšováńı adaptivńıho kroku a cik-cak efektu, což vede k neúměrnému
prodlužováńı výpočetńıho času. Např. při numerických analýzách bifurkačńıch vlastnost́ı
těchto systémů pak vzhledem k nutnosti četných opakovaných výpočt̊u tyto skutečnosti
omezuj́ı jejich proveditelnost.

1.1. Struktura práce

Tato práce je věnována kmitáńı mechanických soustav s rázovými účinky, a to v aplikaci
na modelováńı kmitáńı komponent palivového souboru TVSA-T hexagonálńıho typu,
který je instalován v aktivńı zóně reaktor̊u VVER 1000. Kap. 1 shrnuje základńı speci-
fika rázového kmitáńı a formuluje ćıle práce. V kap. 2 jsou uvedeny modely rázových sil
použ́ıvané v oblasti rázového kmitáńı a v následuj́ıćı kap. 3 je odvozen matematický mo-
del jednorozměrných Eulerových-Bernoulliových kontinúı metodou konečných prvk̊u při

9



1. Úvod

uvažováńı objemových a axiálńıch sil. Tohoto modelu je dále využ́ıváno pro modelováńı
komponent palivového souboru.

Kĺıčovou část́ı této práce jsou kapitoly věnované modelováńı nelineárńıho kmitáńı
komponent palivového souboru TVSA-T, konkrétně vodićıch trubek (kap. 5) a palivových
proutk̊u (kap. 6). Jsou zde vytvořeny komplexńı matematické modely zmiňovaných kom-
ponent, na nichž je provedena analýza nelineárńıho kmitáńı a vlivu změny parametr̊u na
charakter kmitáńı. Dále je posuzován zejména otěr pokryt́ı palivových proutk̊u – para-
metr, jehož limitńı hodnota je pro provoz reaktoru kĺıčová, nebot’ v př́ıpadě př́ılǐsného
ztenčeńı pokryt́ı hroźı pr̊unik radiace z vnitřńıch prostor palivového proutku do chladiva.
Je zkoumán vliv provozńıch parametr̊u ovlivňuj́ıćıch charakter nelineárńıho kmitáńı na
hodnoty otěru. Metodika tvorby matematického modelu, př́ıstup k řešeńı i numerická
implementace jsou platné obecně a lze je použ́ıt pro širš́ı spektrum aplikaćı modeluj́ıćıch
kmitaj́ıćı mechanické soustavy s rázovými interakcemi. Zejména pak lze uvedenou meto-
diku aplikovat na soustavy vzájemně rázově interaguj́ıćıch poddajných těles nosńıkového
typu.

1.2. Současný stav řešené problematiky

Tzv. elementárńı teorie rázu, použ́ıvaná pro základńı popis rázových děj̊u, je zmiňována
prakticky ve všech publikaćıch a učebńıch textech věnovaných dynamice těles, viz např.
[4, 10]. Této teorii jsou zpravidla věnovány také úvodńı kapitoly monografíı zabývaj́ıćıch
se rázovou mechanikou, např. [29, 37]. Elementárńı teorie rázu se však pro komplexńı
a deformovatelné systémy ukazuje jako nevhodná a je účelné už́ıvat dynamických model̊u
s uvážeńım vhodného popisu rázových sil. V monografíıch (viz např. výše uvedená [37])
jsou proto hlouběji popisovány zejména komplexńı modely rázu s ohledem na modelováńı
prostorového rázu vč. vlivu třeńı kontaktńıch ploch, š́ı̌reńı rázové vlny v poddajném
rázově interaguj́ıćım tělese apod.

Speciálně na kmitaj́ıćı mechanické soustavy s rázy jsou zaměřeny např. monografie
[1] či [26]. Je zde shrnut potřebný matematický aparát pro nehladké soustavy z hlediska
nelineárńı dynamiky a ukázáno řešeńı typických úloh rázového kmitáńı a jejich nume-
rické řešeńı. Matematický aparát potřebný k modelováńı mechanických soustav s nespo-
jitostmi, tj. rázových soustav a soustav se suchým třeńım, je detailně rozebrán také v [24],
kde je tř́ıda nehladkých systémů popisována na základě tzv. Filipovovy teorie. Jsou zde
ukázány specializované metody pro řešeńı nehladkých soustav. Zmı́něná monografie [24]
navazuje na práci téhož autora [23], kde jsou do hloubky rozebrány nehladké soustavy
a př́ıslušné metody pro jejich řešeńı. Tématu kmitáńı mechanických soustav s rázy jsou
dále věnovány četné časopisecké články a konferenčńı př́ıspěvky, uváděj́ıćı konkrétńı apli-
kace a jejich numerické řešeńı s ohledem na kvalitativńı i kvantitativńı popis nelineárńıch
jev̊u zp̊usobených př́ıtomnost́ı ráz̊u. Širokou škálu aplikaćı tvoř́ı např. soustavy ozubených
kol s rázy v ozubeńı danými ztrátou silového záběru [5, 6, 12, α19, α20, α21] či proble-
matika sekvenčńıch převodovek, kde jsou zkoumány rázy spojené s přesunem řadićıch
kroužk̊u při vlastńım řazeńı [α6, α18, β5, β7, β8]. Z oblasti aplikaćı, kde jsou rázy prin-
cipiálńı součást́ı jejich chodu, lze uvést např. vibrolisy na hutněńı betonové směsi [8, α22].

Aplikačńı část tohoto textu je zaměřena na modelováńı kmitáńı komponent pali-
vového souboru TVSA-T, a zejména na kmitáńı palivových proutk̊u a jejich otěr – spe-
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1. Úvod

cifický druh poškozeńı zp̊usobený dlouhodobým účinkem třeńı v kontaktńıch ploškách.
Obecně tématice jaderného paliva a aktuálńımu stavu v této oblasti je věnován např.
článek [28]. Nelineárńı model palivového proutku v turbulentńım proudu je vytvořen
v [36], kde jsou dále analyzovány parametry ovlivňuj́ıćı otěr pokryt́ı palivového proutku
s ohledem na př́ıpadné nebezpečné limitńı stavy. V [35] je uvedena metoda odhadu otěru
pomoćı stochastického př́ıstupu. Řada publikaćı se zabývá experimentálńım určováńı
parametr̊u souvisej́ıćıch s otěrem palivových proutk̊u. V [17, 30, 31] je diskutováno ex-
perimentálńı určeńı otěru zirkoniové trubičky odpov́ıdaj́ıćı pokryt́ı PP, uchycené v pod-
porách simuluj́ıćıch distančńı mř́ıžky. Otěr je obecně řešen bud’ výpočtovými př́ıstupy
[3, 25, 42, α9], nebo za použit́ı experimentálńıch metod [20, 21]. Vliv nejr̊uzněǰśıch pa-
rametr̊u na hodnoty otěru a s t́ım souvisej́ıćı optimalizaci lze nalézt v [18, 19, 22]. Např.
[16] se zaměřuje na experimenty zabývaj́ıćı se otěrem pokryt́ı pro nově vyvinutý typ
distančńıch mř́ıžek a experimentálńı zjǐst’ováńı otěru je rovněž diskutováno v [17], zde
zejména s ohledem na výrobńı nepřesnosti pokryt́ı a otěr v mı́stech kontaktu s distančńı
mř́ıžkou.

Z hlediska matematického modelováńı představuje podobný problém i kmitáńı vo-
dićıch trubek palivových soubor̊u. Ty jsou součást́ı nosného skeletu a v př́ıpadě výji-
mečných událost́ı zajǐst’uj́ı propadnut́ı klastr̊u, jež brzd́ı štěpnou reakci. Řada praćı se
zaměřuje na analýzu statické deformace palivového souboru v d̊usledku axiálńıch sil
p̊usob́ıćıch na jeho komponenty [41], a to jak výpočetně, tak experimentálně. Jiné práce
se zaměřuj́ı na r̊uzné aspekty propadáváńı klastr̊u [33] – např. na jejich maximálńı rych-
lost [15] či modelováńı tlumićıho mechanismu [40]. Lze nalézt i modely pádu klastru
zahrnuj́ıćı interakci s tekutinou [43].

Komplexńı matematický model reaktoru VVER 1000 a detailńı modely palivových
soubor̊u jsou dlouhodobě vyv́ıjeny na Katedře mechaniky FAV ZČU v Plzni, viz [11, 45,
47, 48, β2, β3, β4, β6]. Matematické modely uvedené v těchto výzkumných zprávách
a článćıch tvoř́ı společně s modely prezentovanými v této disertačńı práci v́ıceúrovňový
matematický model kmitáńı reaktoru, palivového souboru a jeho komponent (palivových
proutk̊u a vodićıch trubek) na r̊uzné úrovni abstrakce. Lze jej rozdělit do tř́ı úrovńı:

• Model 1. úrovně – lineárńı model reaktoru sestávaj́ıćı ze vzájemně provázaných
tuhých a poddajných těles nosńıkového typu. Každý palivový soubor je v něm
nahrazen jediným náhradńım nosńıkem s hmotnost́ı soustředěnou do uzlových bod̊u
na úrovni mř́ıžek. Matice hmotnosti a tuhosti palivového souboru jsou vypoč́ıtány
z podmı́nek spektrálńı a modálńı věrnosti s experimentálně zjǐstěnými vlastńımi
frekvencemi a tvary kmitu [11]. Vyšetřována je odezva jednotlivých komponent na
buzeńı tlakovými pulsacemi vyvolanými HCČ [45, 46].

• Model 2. úrovně – lineárńı model palivového souboru zahrnuj́ıćı detailně všechny
relevantńı komponenty (palivové proutky, vodićı trubky, distančńı mř́ıžky, pohyb
uṕınaćıch desek), kde komponenty nosńıkového typu jsou modelovány metodou
konečných prvk̊u. Jsou vyšetřovány modálńı vlastnosti a odezva na buzeńı pohy-
bem uṕınaćıch desek vyvolaným tlakovými pulsacemi [11, 45, 46, 48].
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1. Úvod

• Modely 3. úrovně představuj́ı hlavńı aplikačńı část předkládané disertačńı práce:

– linearizovaný nebo nelineárńı model vybraného palivového proutku jsou využ́ı-
vány převážně k výpočt̊um otěru pokryt́ı palivových proutk̊u. V nelineárńım
př́ıpadě je palivový proutek modelován metodou konečných prvk̊u jakožto
systém sestávaj́ıćı ze dvou vzájemně rázově interaguj́ıćıch kontinúı – sloupce
palivových tablet a pokryt́ı.

– Model vodićı trubky je využ́ıván k výpočt̊um dynamických deformaćı vodićı
trubky vyvolaných pohybem uṕınaćıch desek a př́ıslušných buněk distančńıch
mř́ıžek při uvážeńı rázových účink̊u mezi buňkami distančńıch mř́ıžek a vodićı
trubkou.

Pro výpočty na modelech vyšš́ı úrovně jsou zpravidla využ́ıvány jako některé ze
vstup̊u výsledky výpočt̊u na modelu nižš́ı úrovně.

1.3. Ćıle disertačńı práce

Tato práce se zabývá matematickým modelováńım mechanických soustav s rázovými
účinky, jejich numerickou implementaćı, řešeńım a následnou analýzou v aplikaci na
kmitáńı komponent palivového souboru jaderného reaktoru. Ćıle práce lze formulovat
do následuj́ıćıch bod̊u:

• Shrnout současný stav v problematice rázového kmitáńı mechanických soustav,
zejm. v oblasti komponent jaderných palivových soubor̊u.

• Podat přehled základńıch model̊u rázových sil použ́ıvaných v oblasti rázového
kmitáńı.

• Vytvořit komplexńı výpočtový model vodićı trubky v souboru TVSA-T při uvážeńı
rázové interakce s buňkami distančńıch mř́ıžek za použit́ı nehladkého modelu rázu.
Analyzovat maximálńı dynamické deformace v závislosti na vybraných parametrech
při buzeńı tlakovými pulsacemi chladiva.

• Provést stabilitńı analýzu vodićı trubky v souboru TVSA-T vzhledem k osové śıle
na základě modálńı analýzy.

• Vytvořit komplexńı výpočtový model palivového proutku v souboru TVSA-T uva-
žovaného jakožto systém sestávaj́ıćı ze dvou rázově interaguj́ıćıch subsystémů (po-
kryt́ı palivového proutku a sloupce palivových tablet) při uvažováńı hladkého i ne-
hladkého rázu a při buzeńı tlakovými pulsacemi chladiva. Potenciálńı rázové účinky
přitom modelovat jak mezi oběma subsystémy, tak mezi pokryt́ım a buňkami dis-
tančńıch mř́ıžek.

• Analyzovat otěr palivového proutku a jeho změnu v rámci kampaně reaktoru, kvan-
tifikovat vliv relevantńıch parametr̊u na otěr.
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1. Úvod

• Provést analýzu vlastnost́ı silně nelineárńıho modelu palivového proutku prostřed-
nictv́ım bifurkačńıch diagramů s ř́ıd́ıćımi parametry odpov́ıdaj́ıćımi významným
provozńım a konstrukčńım parametr̊um.

• Formulovat úlohu linearizace silně nelineárńıho modelu palivového proutku v r̊uz-
ných fáźıch kampaně prostřednictv́ım parametrické optimalizace s ćılem určit změnu
vlastńıch frekvenćı linearizovaného palivového souboru v rámci kampaně reaktoru.

• Formulovat metodiku pro určováńı rázových rozhrańı silně nelineárńıho modelu
palivového proutku a numericky ji zrealizovat.

• Zahrnout do matematického modelu vliv př́ıčně proud́ıćıho chladiva a posoudit mı́ru
vlivu jednotlivých druh̊u buzeńı – tlakových pulsaćı chladiva a př́ıčného proudu
chladiva – na kmitáńı palivového proutku.
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2. Matematické modely rázu a metody
řešeńı nehladkých soustav

2.1. Matematické modely rázu

Z hlediska matematického modelováńı jsou soustavy s rázy charakteristické silnými ne-
linearitami, tj. př́ıtomnost́ı nehladkých či nespojitých funkćı v matematickém modelu.
Při respektováńı třeńı v kontaktńıch plochách tvoř́ı rázové soustavy tř́ıdu značně kom-
plexńıch úloh. Na základńı úrovni dynamiky tuhých těles lze rázy modelovat pomoćı
tzv. elementárńı teorie rázu, kdy je odděleně modelován pohyb těles před rázem a po
rázu. Pohyb po rázu je dán tzv. koeficientem restituce, který charakterizuje materiál
a povrch interaguj́ıćıch těles, a jejich vzájemnými kinematickými veličinami před rázem.
Tento popis však neńı u komplikovaněǰśıch soustav vhodný, zejm. pak v př́ıpadě kmitáńı,
kdy k ráz̊um docháźı v pr̊uběhu zkoumaného jevu opakovaně. Rovněž jej nelze dobře
využ́ıt pro deformovatelná tělesa. Často použ́ıvaným př́ıstupem k modelováńı mecha-
nických soustav s rázy je proto využit́ı reologických model̊u, kterými lze na r̊uzné úrovni
zjednodušeńı postihnout pr̊uběh rázové śıly.

Pro ilustraci je uvažován hmotný bod m zavěšený na pružině o tuhosti k a tlumeńı
b, který kmitá proti nehmotné narážce. Ve výchoźı poloze (statická rovnovážná poloha)
je mezi hmotným bodem a narážkou v̊ule δ. Při označeńı zobecněné souřadnice q a při
uvažováńı pouze volných kmit̊u vyvolaných nenulovými počátečńımi podmı́nkami lze
matematický model soustavy formulovat ve tvaru silně nelineárńı obyčejné diferenciálńı
rovnice druhého řádu

mq̈(t) + bq̇(t) + kq(t) = Fn (q) , (2.1)

kde nelineárńı rázová śıla Fn(q) je dána volbou modelu rázu. Právě tato śıla vnáš́ı do
modelu silnou nelinearitu, která je z fyzikálńıho hlediska dána skokovou změnou tuhosti
(př́ıp. i tlumeńı) závěsu v okamžiku, kdy dojde ke kontaktu hmotného bodu s narážkou,
resp. k odděleńı hmotného bodu od narážky při zpětném pohybu. Tlumeńı v modelu
(2.1) bude dále uvažováno proporcionálńı tuhosti, tj.

b = αk, α ∈ R+. (2.2)

2.1.1. Kelvin̊uv-Voigt̊uv model rázu

Základńım modelem rázu už́ıvaným často v inženýrských aplikaćıch je model reprezen-
tovaný ideálńım lineárńım (paralelńım) viskoelastickým členem. Tento člen je obecně
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Obrázek 2.1.: Časový pr̊uběh a fázová trajektorie volného kmitáńı jednoduchého jedno-
stranně rázového oscilátoru a časový vývoj energíı

označován jako Kelvin̊uv-Voigt̊uv materiál a př́ıslušný model jako Kelvin̊uv-Voigt̊uv mo-
del rázu. Rázovou śılu lze tedy vyjádřit ve tvaru1

Fn(q) = F (KV )
n =

{
0 q < δ,

−k(KV )
n (q − δ)− b(KV )

n q̇ q ≥ δ,
(2.3)

kde k
(KV )
n je tuhost narážky a b

(KV )
n je jej́ı tlumeńı. Člen d = (q − δ) ve výrazu (2.3)

vyjadřuje deformaci pružné narážky a bývá označován podle analogie s rázově intera-
guj́ıćımi tělesy jako penetrace. Model (2.3) lze s výhodou přepsat do kompaktńıho tvaru

Fn(q) = F (KV )
n =

[
−k(KV )

n (q − δ)− b(KV )
n q̇

]
H(q − δ), (2.4)

kde H(.) je Heavisideova funkce. Tento zápis se ukazuje jako výhodný v př́ıpadě, kdy
pro integraci v časové oblasti se použ́ıvá např. metoda vyhlazeńı nehladké funkce (viz
následuj́ıćı kap. 2.2.1). Heavisideovu funkci lze aproximovat např. pomoćı funkce arcus-
tangens a nahradit tak nehladkou funkci funkćı hladkou.

Výsledky simulace pohybu v časové oblasti a fázovou trajektorii ukazuje pro konkrét-
ńı hodnoty parametr̊u obr. 2.1. Dále je zde uveden vývoj celkové energie Ecelk v čase a jej́ı
rozděleńı na kinetickou energii Ek hmotného bodu a potenciálńı energii Ep akumuluj́ıćı
se v pružných vazbách. Pro celkovou energii plat́ı

Ecelk(t) = Ek(t) +Ep(t) =
1

2
mq̇2(t) +

1

2
kq2(t) +

1

2
k(KV )
n (q(t)− δ)2H(q(t)− δ). (2.5)

Z výsledk̊u je patrný úbytek energie ze systému, který je dán disipativńımi účinky jak
tlumiče b, tak tlumiče b

(KV )
n v narážce. Je rovněž patrné, že ke skokovým úbytk̊um docháźı

1Ve zjednodušeném př́ıpadě netlumeného rázu, kdy by nedocházelo k disipaci energie (dokonale elastický
ráz), by bylo bn = 0.
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Obrázek 2.2.: Rázová śıla v časové oblasti a v závislosti na penetraci při použit́ı
Kelvinova-Voigtova modelu

v d̊usledku ráz̊u, zat́ımco po zmenšeńı rozkmitu hmotného bodu pod hodnotu v̊ule je
úbytek energie dán pouze tlumeńım závěsu. Na obr. 2.2 je ukázána rázová śıla v časové
oblasti (vlevo) a v závislosti na penetraci (vpravo) při použit́ı Kelvinova-Voigtova modelu
rázu. Na obr. 2.2 vpravo lze pozorovat hysterezńı smyčku rázové śıly. Plocha uvnitř této
smyčky odpov́ıdaj́ıćı danému rázu udává práci při rázu zmařenou. V př́ıpadě netlumeného
systému by uvedená hysterezńı smyčka degenerovala v úsečku, tedy plocha uvnitř by byla
nulová a nedocházelo by k disipaci energie.

2.1.2. Hertz̊uv model rázu

Zobecněńım Kelvinova-Voigtova modelu rázu je Hertz̊uv model [2]. Teoreticky byl tento
model odvozen na základě teorie elasticity, a to za řady zjednodušuj́ıćıch předpoklad̊u;
uvažuje nulové třećı účinky v kontaktńıch plochách a ve své p̊uvodńı formě nezahrnoval
ani tlumeńı. Rázovou śılu pro Hertzovu teorii lze vyjádřit ve tvaru [29]

F (Hz)
n =

{
0 q < δ,

−k(Hz)
n (q − δ)n q ≥ δ,

(2.6)

kde exponent n je dán geometríı kontaktńıch ploch a konstanta k
(Hz)
n záviśı na geo-

metrických i materiálových charakteristikách obou těles. Např. pro kontakt dvou kouĺı
nabývá exponent n hodnoty n = 1, 5 a konstanty

k(Hz)
n =

16

3(σ1 + σ2)

(
R1R2

R1 +R2

) 1
2

, σ1 =
4(1− ν2

1)

E1

, σ2 =
4(1− ν2

2)

E2

, (2.7)

kde R1, R2 jsou poloměry srážej́ıćıch se kouĺı, E1, E2 jejich moduly pružnosti a ν1, ν2

jejich Poissonova č́ısla. Na obr. 2.3 je ukázána rázová śıla v časové oblasti a v závislosti
na penetraci při užit́ı Hertzova modelu pro model (2.1). Je patrné, že při využit́ı pouze
elastických sil nedocháźı k disipaci energie, ale vzhledem k exponentu n 6= 1 v (2.6) je
nyńı rázová śıla nelineárńı funkćı penetrace.
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Obrázek 2.3.: Rázová śıla v časové oblasti a v závislosti na penetraci při použit́ı Hertzova
modelu

2.1.3. Lankarani̊uv–Nikravesh̊uv model rázu

Logickým rozš́ı̌reńım Herzova modelu je uvážeńı disipativńıch sil. Zavedeme-li v daľśım
pro zjednodušeńı penetraci d = q−δ, pak podle [2] lze rázovou śılu popsat pomoćı vztahu

F (LN)
n =

{
0 q < δ,

−k(LN)
n dn − b(LN)

n ḋ q ≥ δ,
(2.8)

kde k
(LN)
n je kontaktńı tuhost, ḋ je relativńı rychlost těles (v modelu (2.1) ḋ = q̇) a b

(LN)
n

je tlumeńı v kontaktu, jež lze vyjádřit ve tvaru

bn =
3k

(LN)
n (1− ε2)dn

4ḋ(−)
. (2.9)

Ve vztahu (2.9) je ε koeficient restituce, ḋ(−) je počátečńı relativńı rychlost v kontaktńım
bodě a n je exponent daný geometríı kontaktńıch ploch podobně jako u Hertzova modelu.
Jak je ukázáno na obr. 2.4, při použit́ı tohoto modelu je d́ıky disipativńım účink̊um
v diagramu rázové śıly v závislosti na penetraci těles uzavřena hysterezńı smyčka. Tento
model proto lépe postihuje fyzikálńı realitu, nebot’ žádný ráz neńı ideálně elastický, nýbrž
energie se disipuje při plastických změnách v okoĺı rázového bodu.

2.1.4. Hunt̊uv-Crosleẙuv model rázu

Alternativou k modelu Lankarainiovu-Nikaraveshovu je model formulovaný Huntem a Cro-
sleyem, viz např. [2, 7]. I zde docháźı k disipaci energie v pr̊uběhu rázu, disipace je však
modelována poněkud odlǐsným zp̊usobem. Opět po zavedeńı penetrace d lze psát formálně
shodně s modelem (2.8)

F (HC)
n =

{
0 q < δ,

−k(HC)
n dn − b(HC)

n ḋ q ≥ δ.
(2.10)
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2. Matematické modely rázu a metody řešeńı nehladkých soustav

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3
0

20

40

60

80

-F
n
 [

N
]

0 1 2 3 4 5

penetrace [m] ×10-4

0

20

40

60

80

-F
n
 [

N
]

Obrázek 2.4.: Rázová śıla v časové oblasti a v závislosti na penetraci při použit́ı
Lankarainiova-Nikaraveshova modelu

kde k
(HC)
n je kontaktńı tuhost a pro tlumeńı b

(HC)
n plat́ı

b(HC)
n = λdn, λ = 1, 5k(HC)

n κ, (2.11)

kde koeficient κ ∈ R+ vyjadřuje vlastnosti materiálu.

2.2. Př́ıstupy k řešeńı dynamických systémů se silnou
nelinearitou

Analytické řešeńı lze pro systémy se silnými nelinearitami nalézt pouze v př́ıpadě ele-
mentárńıch či značně zjednodušených systémů, a to tzv. metodou napojováńı řešeńı [44].
Pro specifické typy úloh lze přistoupit také k přibližným analytickým metodám, např.
Poincarého metodě neboli metodě ekvivalentńı linearizace [44]. Obecně je však řešeńı
systémů se silnými nelinearitami možné pouze prostřednictv́ım numerických simulaćı.

Pro tyto typy soustav jsou vyv́ıjeny sofistikované metody řešeńı, viz např. metoda
ř́ızeńı integrace událostmi (event-driven integration method) či metody krokované časové
diskretizace (time stepping method). Tyto metody jsou bĺıže diskutovány např. v [23, 24].
V rámci dále uvažovaných aplikaćı, kdy jde o velmi komplikované soustavy s vysokým
počtem nelinearit, se však ukazuje jako výhodné použit́ı co možná nejjednodušš́ıho popisu
rázových sil a jejich řešeńı bud’ metodou přeṕınáńı model̊u, či metodou vyhlazeńı nehladké
funkce. Dále bude uveden pouze přehled a princip těchto metod, detailněǰśı popis lze
nalézt např. v [23, 24].

2.2.1. Metoda vyhlazeńı nehladké funkce

Jednou z metod pro řešeńı nehladkých systémů je metoda vyhlazeńı nehladkého vek-
torového pole systému (smoothing method). Ve formulaci pohybových rovnic řešených
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2. Matematické modely rázu a metody řešeńı nehladkých soustav

nehladkých model̊u jsou př́ıtomny nehladké funkce, které lze zpravidla převést do tvaru
obsahuj́ıćıho znaménkovou funkci sign(.) nebo Heavisideovu funkci. Obě tyto funkce lze
aproximovat vhodně upravenou funkćı arcustangens. Např. pro aproximaci funkce signum
lze psát

sign(x) ≈ 2

π
arctan (εx), ε� 1. (2.12)

Pro aproximaci Heavisideovy funkce H(.) lze pak využ́ıt vhodné transformace funkce
signum jako

H(x) =
1

2
(1 + sign(x)) , (2.13)

což po dosazeńı z (2.12) lze zapsat jako

H(x) ≈ 1

2

(
1 +

2

π
arctan (εx)

)
=

1

2
+

1

π
arctan (εx). (2.14)

Použit́ım této aproximace s dostatečně velkou hodnotou parametru ε je výsledný hladký
model aproximaćı p̊uvodńıho nehladkého. Ukazuje se rovněž [8], že v některých př́ıpadech
numerická integrace prob́ıhá při použit́ı vyhlazené nehladké funkce poněkud efektivněji
než při použit́ı metody přeṕınáńı model̊u, kdy je nutné v každém kroku integrace vyhod-
nocovat splněńı či nesplněńı podmı́nky kontaktu a nikoli jen vyč́ıslovat funkčńı hodnoty.

2.2.2. Metoda p̌reṕınáńı model̊u

Daľśı možnost́ı při řešeńı nehladkých model̊u je tzv. metoda přeṕınáńı model̊u (switch mo-
del, též switch method). Zde je v každém kroku integrace vyšetřováno splněńı podmı́nky
kontaktu, a podle toho je zvoleno vektorové pole, ve kterém následně bude prob́ıhat
výpočet. U obecněǰśıch problémů s vysokým počtem potenciálńıch nelinearit s sebou
tento př́ıstup nese problémy v komplikované logické struktuře podmı́nek kontaktu, které
je potřeba ošetřit.
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3. Modelováńı kmitáńı vertikálńıch
jednorozměrných kontinúı
nosńıkového typu metodou
konečných prvk̊u p̌ri uvažováńı
axiálńıch sil

Pro modelováńı komponent palivového souboru jaderného reaktoru lze s výhodou využ́ıt
metodu konečných prvk̊u (MKP) [5]. Dále uvažované komponenty – vodićı trubky a pa-
livové proutky – maj́ı velmi malý poměr pr̊uměru pr̊uřezu ku axiálńı délce, a lze je
tedy považovat za jednorozměrná kontinua. Z hlediska dynamických vlastnost́ı jsou při
dále uvažovaných typech buzeńı dominantńı ohybové kmity a ve vybraných př́ıpadech
lze axiálńı a torzńı kmity zanedbat. Je uvažována platnost Rayleighovy teorie pro jed-
norozměrná, př́ıčně nestlačitelná kontinua. Nejprve bude odvozen model prostého ohy-
bového kmitáńı nosńık̊u a následně pak rozš́ı̌ren o vliv vněǰśı osové śıly a o vliv śıly
gravitačńı. Dále bude provedeno rozš́ı̌reńı o axiálńı a torzńı kmity.

3.1. Kinetická a potenciálńı energie konečného prvku

Je uvažován konečný prvek délky l, viz obr. 3.1, o př́ıčném pr̊uřezu A a kvadratických
momentech pr̊uřezu Jy, Jz k hlavńım osám pr̊uřezu totožným s př́ıčnými osami y, z, jehož
materiálové charakteristiky jsou hustota ρ a Young̊uv modul pružnosti v tahu E. Konečný
prvek má osm stupň̊u volnosti, kterými jsou př́ıčné výchylky v jeho krajńıch bodech
(uzlech) v(0, t), w(0, t), v(l, t), w(l, t) a uzlové úhly natočeńı ϑ(0, t), ψ(0, t), ϑ(l, t), ψ(l, t).
V obecném mı́stě uvnitř elementu jsou výchylky ve smyslu př́ıčných os v(x, t), w(x, t)
a úhly natočeńı ϑ(x, t), ψ(x, t).

Pro odvozeńı koeficientových matic konečného prvku bude použito metody Lagran-
geových rovnic druhého druhu. Je proto nutné nejprve vyjádřit celkovou energii konečného
prvku, resp. jeho kinetickou a potenciálńı energii. Kinetickou energii prvku lze psát ve
tvaru

E
(e)
k =

1

2

∫ l

0

{
ρA(v̇2 + ẇ2) + ρ(Jyϑ̇

2 + Jzψ̇
2)
}
dx. (3.1)

Je-li předpokládána jednoosá napjatost v konečném prvku a lineárńı teorie pružnosti
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3. Modelováńı kmitáńı vertikálńıch jednorozměrných kontinúı nosńıkového typu MKP

x
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z
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l

x

v(x)

dx

ϑ(x)

Ψ(x)

y

z

Ψ

ϑ

y

z

w(x)

Obrázek 3.1.: Nosńıkový konečný prvek a jeho pr̊uřez (argument t je vypuštěn)

(platnost Hookeova zákona), plat́ı pro potenciálńı energii konečného prvku

E(e)
p =

1

2

∫ l

0

∫
(A)

Eε2
xdAdx. (3.2)

3.2. Aproximace p̌ŕıčných výchylek a natočeńı

Pro sestaveńı matematického modelu metodou konečných prvk̊u je nutno aproximovat
pr̊uběh výchylek a úhl̊u natočeńı na daném prvku. Př́ıčné výchylky v, w konečného prvku
lze aproximovat pomoćı kubického polynomu [5] ve tvaru

v(x, t) = c0(t)+c1(t)x+c2(t)x2 +c3(t)x3 =
[

1 x x2 x3
]︸ ︷︷ ︸

Φ(x)


c0

c1

c2

c3


︸ ︷︷ ︸

c(t)

= Φ(x)c(t), (3.3)

w(x, t) = c̄0(t)+ c̄1(t)x+ c̄2(t)x2 + c̄3(t)x3 =
[

1 x x2 x3
]︸ ︷︷ ︸

Φ(x)


c̄0

c̄1

c̄2

c̄3


︸ ︷︷ ︸

c̄(t)

= Φ(x)c̄(t). (3.4)

Vzhledem k platnosti vztah̊u

ψ(x, t) =
∂v(x, t)

∂x
, ϑ(x, t) = −∂w(x, t)

∂x
(3.5)
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lze po dosazeńı z (3.3) a (3.4) do (3.5) psát analogicky

ψ(x, t) = c1(t) + 2c2(t)x+ 3c3(t)x2 =
[

0 1 2x 3x2
]︸ ︷︷ ︸

Φ8(x)


c0

c1

c2

c3


︸ ︷︷ ︸

c(t)

= Φ8(x)c(t), (3.6)

ϑ(x, t) = −c̄1(t)−2c̄2(t)x−3c̄3(t)x2 = −
[

0 1 2x 3x2
]︸ ︷︷ ︸

−Φ8(x)


c̄0

c̄1

c̄2

c̄3


︸ ︷︷ ︸

c̄(t)

= −Φ8(x)c̄(t). (3.7)

Nyńı lze vyjádřit neznámé koeficienty obsažené ve vektorech c a c̄ pomoćı zobecněných
souřadnic konečného prvku (výchylek a úhl̊u natočeńı v jeho krajńıch bodech). V kom-
paktńım maticovém tvaru lze psát (argument t bude dále vypuštěn)

v(0)
ψ(0)
v(l)
ψ(l)


︸ ︷︷ ︸

q
(e)
1

=


1 0 0 0
0 1 0 0
1 l l2 l3

0 1 2l 3l2


︸ ︷︷ ︸

S1


c0

c1

c2

c3


︸ ︷︷ ︸

c

⇔ q
(e)
1 = S1c ⇒ c = S−1

1 q
(e)
1 , (3.8)


w(0)
ϑ(0)
w(l)
ϑ(l)


︸ ︷︷ ︸

q
(e)
2

=


1 0 0 0
0 −1 0 0
1 l l2 l3

0 −1 −2l −3l2


︸ ︷︷ ︸

S2


c̄0

c̄1

c̄2

c̄3


︸ ︷︷ ︸

c̄

⇔ q
(e)
2 = S2c̄ ⇒ c̄ = S−1

2 q
(e)
2 .

(3.9)

Odtud zřejmě po dosazeńı (3.8) a (3.9) do aproximačńıch vztah̊u pro výchylky a úhly
natočeńı lze psát

v(x) = Φ(x)c = Φ(x)S−1
1 q

(e)
1 , (3.10)

ψ(x) = Φ8(x)c = Φ8(x)S−1
1 q

(e)
1 , (3.11)

w(x) = Φ(x)c̄ = Φ(x)S−1
2 q

(e)
2 , (3.12)

ϑ(x) = −Φ8(x)c̄ = −Φ8(x)S−1
2 q

(e)
2 . (3.13)
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Do předpisu pro kinetickou energii konečného prvku (3.1) lze nyńı dosadit apro-
ximačńı vztahy (3.10) ÷ (3.13), tedy

E
(e)
k =

1

2

∫ l

0

ρA
(
q̇

(e)T
1 S−T1 ΦTΦS−1

1 q̇
(e)
1 + q̇

(e)T
2 S−T2 ΦTΦS−1

2 q̇
(e)
2

)
dx

+
1

2

∫ l

0

ρ
(
Jyq̇

(e)T
2 S−T2 Φ8TΦ8S−1

2 q̇
(e)
2 + Jzq̇

(e)T
1 S−T1 Φ8TΦ8S−1

1 q̇
(e)
1

)
dx.

(3.14)

Nebot’ matice S1,S2 a vektory q
(e)
1 ,q

(e)
2 nejsou funkćı prostorové souřadnice x a nebot’ je

předpokládán konstantńı pr̊uřez pro x ∈ 〈0, l〉, lze tyto vytknout před integrál a předchoźı
vztah (3.14) přepsat do tvaru

E
(e)
k =

1

2
ρA

q̇
(e)T
1 S−T1

∫ l

0

ΦTΦdx︸ ︷︷ ︸
IΦ

S−1
1 q̇

(e)
1 + q̇

(e)T
2 S−T2

∫ l

0

ΦTΦdx︸ ︷︷ ︸
IΦ

S−1
2 q̇

(e)
2



+
1

2
ρ

Jyq̇(e)T
2 S−T2

∫ l

0

Φ8TΦ8dx︸ ︷︷ ︸
IΦ8

S−1
2 q̇

(e)
2 + Jzq̇

(e)T
1 S−T1

∫ l

0

Φ8TΦ8dx︸ ︷︷ ︸
IΦ8

S−1
1 q̇

(e)
1

 .

(3.15)

Odtud po zavedeńı vektoru zobecněných souřadnic elementu

q(e) =

[
q

(e)
1

q
(e)
2

]
(3.16)

lze vyjádřit kinetickou energii elementu ve tvaru vhodném pro aplikaci Lagrangeových
rovnic

E
(e)
k =

1

2

[
q̇

(e)
1

q̇
(e)
2

]T
ρ

[
S−T1 (AIΦ + JzIΦ8)S−1

1 0
0 S−T2 (AIΦ + JyIΦ8)S−1

2

][
q̇

(e)
1

q̇
(e)
2

]
. (3.17)

Analogicky lze postupovat v př́ıpadě potenciálńı energie. Pro deformaci ve směru osy x
plat́ı

εx =
∂ux
∂x

= −y∂ψ
∂x

+ z
∂ϑ

∂x
= −y ∂

∂x

(
Φ8(x)S−1

1 q
(e)
1

)
− z ∂

∂x

(
Φ8(x)S−1

2 q
(e)
2

)
, (3.18)

tedy po zavedeńı vektoru Φ88(x) ve tvaru

Φ88(x) =
∂Φ8(x)

∂x
=
[

0 0 2 6x
]

(3.19)

je deformace εx dána jako

εx = −yΦ88(x)S−1
1 q

(e)
1 − zΦ88(x)S−1

2 q
(e)
2 . (3.20)
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Po dosazeńı vztahu (3.20) do předpisu pro potenciálńı energii konečného prvku (3.2) je

E(e)
p =

1

2

[
q

(e)
1

q
(e)
2

]T
E

[
JzS

−T
1 IΦ88S−1

1 0
0 JyS

−T
2 IΦ88S−1

2

][
q

(e)
1

q
(e)
2

]
. (3.21)

Pro danou soustavu plat́ı podle Lagrangeových rovnic druhého druhu ekvivalence

d

dt

(
∂Ek
∂q̇(e)

)
+

∂Ep
∂q(e)

= M(e)q̈(e) + K(e)q(e), (3.22)

a tedy po provedeńı naznačených derivaćı jsou matice hmotnosti M(e) a tuhosti K(e)

nosńıkového prvku při ohybovém kmitáńı př́ımo dány maticemi kvadratických forem
(3.17) a (3.21)

M(e) = ρ

[
S−T1 (AIΦ + JzIΦ8)S−1

1 0
0 S−T2 (AIΦ + JyIΦ8)S−1

2

]
∈ R8,8, (3.23)

K(e) = E

[
JzS

−T
1 IΦ88S−1

1 0
0 JyS

−T
2 IΦ88S−1

2

]
∈ R8,8. (3.24)

Jednotlivé integrálńı matice jsou snadno analyticky vyč́ıslitelné a maj́ı tvar

IΦ =

∫ l

0

ΦTΦdx = l


1 l

2
l2

3
l3

4
l
2

l2

3
l3

4
l4

5
l2

3
l3

4
l4

5
l5

6
l3

4
l4

5
l5

6
l6

7

 , (3.25)

IΦ8 =

∫ l

0

Φ8TΦ8dx = l


0 0 0 0
0 1 l l2

0 l 4l2

3
3l3

2

0 l2 3l3

2
9l4

5

 , (3.26)

IΦ88 =

∫ l

0

Φ88TΦ88dx = l


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 4 6l
0 0 6l 12l2

 . (3.27)

Pro daľśı rozš́ı̌reńı bude s výhodou použito označeńı jednotlivých submatic koefici-
entových matic ve tvaru

X(e) =

[
Xe

1,1 0
0 Xe

2,2

]
∈ R8,8, X = M,K, (3.28)

kde Xe
i,i ∈ R4,4, i = 1, 2.
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3.3. Zahrnut́ı vlivu osové śıly a vlastńı t́ıhy

Výše uvedený model ohybového kmitáńı nosńık̊u může být doplněn o vliv tlakové (ta-
hové) osové śıly a vlastńı t́ıhy. V tomto odstavci bude uvažován vertikálně umı́stěný
nosńık kruhového pr̊uřezu, na jehož horńım konci p̊usob́ı tlaková osová śıla Fax. Osové
zat́ıžeńı nosńıkového prvku e v mı́stě x je potom

Se(x) = Fax +
N∑
i=e

ρiAigli︸ ︷︷ ︸
Gi

− ρAegle︸ ︷︷ ︸
Ge

x

le
. (3.29)

Prvńı člen v (3.29) představuje osovou śılu, druhý a třet́ı člen pak představuj́ı př́ıspěvek
vlastńı t́ıhy účinné části e-tého elementu a element̊u výše postavených. Tato śıla vyvolá
úbytek potenciálńı energie prvku ∆E

(e)
p daný jako [14]

∆E(e)
p = −1

2

∫ le

0

Se(x)

[(
∂v

∂x

)2

+

(
∂w

∂x

)2
]
dx. (3.30)

Po dosazeńı aproximačńıch vztah̊u (3.3) a (3.4) pro výchylky v, w je

∆E(e)
p = −1

2

∫ le

0

Se(x)
[
q

(e)T
1 S−T1 Φ8TΦ8S−1

1 q
(e)
1 + q

(e)T
2 S−T2 Φ8TΦ8S−1

2 q
(e)
2

]
dx. (3.31)

V (3.31) se vyskytuje integrálńı výraz, který lze vhodně upravit∫ le

0

Se(x)Φ8TΦ8dx =

(
Fax +

N∑
i=1

Gi

)∫ le

0

Φ8TΦ8dx︸ ︷︷ ︸
IΦ8

−Ge
1

le

∫ le

0

xΦ8TΦ8dx︸ ︷︷ ︸
IxΦ8

. (3.32)

Nově zavedenou matici IxΦ8 lze opět snadno analyticky vyjádřit jako

IxΦ8 =
1

le

∫ le

0

xΦ8TΦ8dx = le


0 0 0 0
0 1

2
2
3
le

3
4
l2e

0 2
3
le l2e

6
5
l3e

0 3
4
l2e

6
5
l3e

3
2
l4e

 . (3.33)

Změna potenciálńı energie prvku vlivem osové śıly ∆E
(e)
p je potom

∆E(e)
p = −1

2
q

(e)T
1 S−T1

{(
Fax +

N∑
i=e

Gi

)
IΦ8 −GeIxΦ8

}
︸ ︷︷ ︸

Ie

S−1
1 q

(e)
1 −

−1

2
q

(e)T
2 S−T2

{(
Fax +

N∑
i=e

Gi

)
IΦ8 −GeIxΦ8

}
︸ ︷︷ ︸

Ie

S−1
2 q

(e)
2 =

= −1

2
q

(e)T
1 S−T1 IeS

−1
1 q

(e)
1 −

1

2
q

(e)T
2 S−T2 IeS

−1
2 q

(e)
2 .

(3.34)
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3. Modelováńı kmitáńı vertikálńıch jednorozměrných kontinúı nosńıkového typu MKP

Analogicky jako při odvozeńı matice tuhosti konečného prvku lze odvodit matici ∆K(e),
která vyjadřuje změkčeńı prvku vlivem tlakové osové śıly. Tato matice nabývá zřejmě
tvaru

∆K(e) = −
[

S−T1 IeS
−1
1 0

0 S−T2 IeS
−1
2

]
. (3.35)

Matice tuhosti konečného prvku (3.24) kruhového pr̊uřezu (Jz = Jy = J) přecháźı tedy

při uvážeńı vlivu osové śıly v matici K
(e)
o ve tvaru1

K(e)
o = K(e) + ∆K(e) =

[
S−T1 (EJIΦ88 − Ie) S−1

1 0
0 S−T2 (EJIΦ88 − Ie) S−1

2

]
. (3.36)

Shodně jako v př́ıpadě osově nezat́ıženého prutu, jednotlivé submatice necht’ jsou označeny

K(e)
o =

[
Ke
o1,1 0
0 Ke

o2,2

]
∈ R8,8, Ke

oi,i ∈ R4,4, i = 1, 2. (3.37)

3.4. Sestaveńı globálńıch koeficientových matic systému

Pro vytvořeńı globálńı matice hmotnosti M a tuhosti K systému je výhodné nejprve
transformovat vektor zobecněných souřadnic prvku q(e) a matice hmotnosti M(e) a tu-
hosti K(e) prvku do nového konfiguračńıho prostoru umožňuj́ıćıho snadnou algoritmizaci.
Nový vektor zobecněných souřadnic qe má přeskupené pořad́ı zobecněných souřadnic a je
definován vztahem

v(0)
ψ(0)
v(l)
ψ(l)
w(0)
ϑ(0)
w(l)
ϑ(l)


︸ ︷︷ ︸

q(e)

=



1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
1 0 0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 1


︸ ︷︷ ︸

P



v(0)
ψ(0)
w(0)
ϑ(0)
v(l)
ψ(l)
w(l)
ϑ(l)


︸ ︷︷ ︸

qe

, (3.38)

kde P je permutačńı matice. Pro transformaci koeficientových matic do nového souřad-
nicového systému plat́ı

Me = PTM(e)P, Ke = PTK(e)P. (3.39)

Je-li systém rozdělen na n − 1 konečných prvk̊u, je celkový počet uzl̊u n a globálńı
souřadnicový systému lze zavést ve tvaru

q = [v1, w1, ϑ1, ψ1, . . . vi, wi, ϑi, ψi, . . . vn, wn, ϑn, ψn, ]
T ∈ R4n. (3.40)

Pro sestaveńı globálńıch koeficientových matic systému potom lze použ́ıt tzv. energetickou
sumaci [5].

1V daľśım textu, nebude-li řečeno jinak, bude vždy matice tuhosti uvažována v plném tvaru zahrnuj́ıćım
i vliv osové śıly a śıly gravitačńı podle (3.36).
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3. Modelováńı kmitáńı vertikálńıch jednorozměrných kontinúı nosńıkového typu MKP

3.5. Rozš́ı̌reńı o podélné a torzńı kmity

Pro úplnost lze matematický model dále rozš́ı̌rit o podélné výchylky u(0, t), u(l, t) a torzńı
natočeńı ϕ(0, t), ϕ(l, t) v uzlech. Nebot’ lze předpokládat, že tvary kmitu př́ıslušej́ıćı
těmto stupň̊um volnosti nebudou výrazně ovlivněny osovou silou, bude rozš́ı̌reńı prove-
deno pro osově nezat́ıžený prut. Matice hmotnosti a tuhosti takovéhoto prvku lze źıskat
analogicky jako při odvozeńı koeficientových matic odpov́ıdaj́ıćıch ohybovému kmitáńı.
V př́ıpadě podélných a torzńıch kmit̊u však postačuje pouze lineárńı aproximace zo-
becněných souřadnic v rámci daného konečného prvku. Jak je detailně odvozeno např.
v [5], v konfiguračńım prostoru (argument t je vypuštěn)

q(e) =


q

(e)
1

q
(e)
2

q
(e)
3

q
(e)
4

 , q
(e)
3 =

[
u(0)
u(l)

]
, q

(e)
4 =

[
ϕ(0)
ϕ(l)

]
, (3.41)

pak koeficientové matice nabývaj́ı tvaru

M(e) =


M

(e)
1,1 0 0 0

0 M
(e)
2,2 0 0

0 0 M
(e)
3,3 0

0 0 0 M
(e)
4,4

 , K(e) =


K

(e)
1,1 0 0 0

0 K
(e)
2,2 0 0

0 0 K
(e)
3,3 0

0 0 0 K
(e)
4,4

 , (3.42)

kde submatice X
(e)
1,1,X

(e)
2,2,X = M,K byly definovány v (3.28) a X

(e)
3,3,X

(e)
4,4,X = M,K

jsou dány jako

M
(e)
3,3 = ρAS−T3 IΨS−1

3 ∈ R2,2, (3.43)

M
(e)
4,4 = ρJpS

−T
3 IΨS−1

3 ∈ R2,2, (3.44)

K
(e)
3,3 = EAS−T3 IΨ′S−1

3 ∈ R2,2, (3.45)

K
(e)
4,4 = GJpS

−T
3 IΨ′S−1

3 ∈ R2,2. (3.46)

Nově definované parametry v (3.43) - (3.46) jsou polárńı moment pr̊uřezu Jp a modul
pružnosti ve smyku G. Matice S3 a integrálńı matice IΨ, IΨ′ maj́ı při konstantńıch para-
metrech v rámci jednoho elementu a za předpokladu kruhového pr̊uřezu tvar [5]

S3 =

[
1 0
1 l

]
, IΨ = l

[
1 l

2
l
2

l2

3

]
, IΨ′ = l

[
0 0
0 1

]
. (3.47)

Podobně jako v (3.38) je účelné přeskupit pořad́ı zobecněných souřadnic do nového kon-
figuračńıho prostoru

qe = [u(0), v(0), w(0), ϕ(0), ϑ(0), ψ(0), u(l), v(l), w(l), ϕ(l), ϑ(l), ψ(l)]T (3.48)

a matice M (e),M (e) v (3.42) transformovat podle (3.39) s novou permutačńı matićı
P ∈ R12,12 ve tvaru (2.66) v [5].
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4. Komponenty palivového souboru
TVSA-T

Palivové soubory1 (PS) slouž́ı k vytvářeńı tepelné energie a k jej́ımu předáváńı okolo
proud́ıćımu chladivu. Palivový soubor TVSA-T je schématicky znázorněn na obrázku
4.1. Jádro tvoř́ı 312 palivových proutk̊u (PP) uspořádaných v pr̊uřezu do šestiúhelńıku,
přičemž na 18 pozićıch v pravidelné mř́ıžce jsou umı́stěny vodićı trubky (VT) a ve středu
centrálńı trubka (CT). Tyto komponenty jsou na své spodńı straně uchyceny v dolńı
opěrné desce, horńı konce jsou pak volné (v př́ıpadě PP) nebo vetknuté do hlavice pali-
vového souboru (v př́ıpadě VT a CT). Palivové proutky a vodićı trubky jsou v několika
úrovńıch rozepřeny pomoćı distančńıch mř́ıžek. V této kapitole budou popsány pouze ty
komponenty PS, které maj́ı relevantńı vliv na dále uváděné dynamické modely.

4.1. Nosný skelet (NS)

Nosný skelet palivového souboru tvoř́ı konstrukci, v ńıž jsou umı́stěny palivové proutky.
Na obou svých konćıch jsou PP rozmı́stěny do distančńıch mř́ıžek – do distančńı mř́ıžky
typu 1 (horńı) a typu 3 (dolńı). Kromě toho je po délce palivových proutk̊u pravidelně
rozmı́stěno daľśıch šest distančńıch mř́ıžek typu 2 (kombinovaná). Tyto distančńı mř́ıžky
jsou navzájem spojeny pomoćı šesti úhelńık̊u, umı́stěných ve vrcholech šestiúhleńıkového
profilu. Úhelńıky jsou šroubově spojeny s dolńım nátrubkem a k distančńım mř́ıžkám
pomoćı bodových kontaktńıch svar̊u. Pro zvýšeńı ohybové tuhosti je profil úhelńık̊u
opatřen po svých konćıch ohyby dovnitř palivového souboru. Centrálńı trubka prova-
zuje středy všech distančńıch mř́ıžek. Dále jsou na vybraných pozićıch umı́stěny vodićı
trubky. Centrálńı trubka je do distančńıch mř́ıžek vložena s přesahem, tj. se statickým
předepnut́ım, zat́ımco vodićı trubky procházej́ı distančńımi mř́ıžkami s v̊uĺı.

4.2. Distančńı mř́ıžky (DM)

Distančńı mř́ıžky jsou troj́ıho typu, přičemž rozd́ıly jsou dány odlǐsnými geometrickými
parametry a rozd́ılným typem vzájemného spojeńı buněk. Mř́ıžka typu 1 je v PS pouze
jedna, obeṕıná horńı konce palivových proutk̊u a je umı́stěna mimo aktivńı zónu reaktoru.
Kromě buněk obeṕınaj́ıćıch PP jsou na př́ıslušných mı́stech umı́stěny obj́ımky, určené
pro zvýšeńı tuhosti distančńıch mř́ıžek v mı́stech pr̊uchodu VT.

1Podklady pro tuto kapitolu byly čerpány z práce [38].
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horníPnátrubek

distančníPmřížka
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-PvodicíPtrubky
-Púhelníky

Obrázek 4.1.: Bočńı pohled na palivový soubor TVSA-T (vlevo), jeho př́ıčný řez
(uprostřed) a palivový proutek tvel (vpravo)

Mř́ıžek typu 2 je v PS celkem šest, jsou rovnoměrně rozmı́stěny mezi horńı a dolńı
distančńı mř́ıžky. Shodně jako mř́ıžka typu 1 jsou tyto mř́ıžky zirkoniové. Mř́ıžka typu 3,
tzv. antivibračńı mř́ı̌zka, obeṕınaj́ıćı dolńı konce palivových proutk̊u, je z nerezové oceli
a oproti ostatńım mř́ıžkám má větš́ı plochu kontaktu s PP.

4.3. Vodićı trubky (VT)

Vodićı trubky (VT) palivového souboru maj́ı funkci nosnou (součást nosného skeletu),
a kromě toho umožňuj́ı zasunut́ı či propadnut́ı regulačńıch orgán̊u (RO), které v př́ıpadě
potřeby zbrzd́ı štěpnou reakci. Z tohoto hlediska je d̊uležité zajistit, aby při výjimečných
událostech bylo zajǐstěno hladké propadnut́ı RO v daném časovém limitu. Je proto na
mı́stě analyzovat deformace VT. Ty jsou dány dvěma složkami – statickou deformaćı od
prohnut́ı palivového souboru a dynamickými deformacemi vybuzenými tlakovými pulsa-
cemi chladiva.

Hlavńı část VT tvoř́ı zirkoniová trubka, která je v dolńı části uchycena v obj́ımce
a zajǐstěna šroubem proti axiálńımu posuvu. V horńı části je VT spojena s ocelovým
nástavcem, který slouž́ı k jej́ımu zpevněńı a připevněńı horńıho nátrubku. V dolńı části
je vnitřńı pr̊uměr VT zúžen, č́ımž je tvořen hydraulický tlumič pro př́ıpad pádu RO.
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4. Komponenty palivového souboru TVSA-T

4.4. Palivové proutky (PP)

V jednom palivovém souboru se nacháźı 312 palivových proutk̊u tvel a tveg2, viz obr. 4.1.
Palivové proutky sestávaj́ı ze zirkoniové trubičky, tzv. pokryt́ı nebo také povlaku PP,
uvnitř ńıž jsou ve formě sloupce naskládány palivové tablety. Během výroby je trubička
s palivovými tabletami vnitřně přetlakována héliem, aby se sńıžily projevy creepu pokryt́ı
a aby nedošlo k jej́ımu zmáčknut́ı. Nad sloupcem palivových tablet je uvnitř pokryt́ı
ponechán volný prostor, který umožňuje zvýšenou produkci plyn̊u vznikaj́ıćıch při štěpné
reakci. Pokryt́ı palivového proutku má zvněǰsku hlazený povrch, zat́ımco vnitřńı povrch
je opracován proudovým mořeńım – pr̊utokem mořićıho roztoku pod tlakem.

Z konstrukčńıho hlediska je každý palivový proutek tenký a dlouhý prut, který je na
svém dolńım konci kleštinově uchycen do dolńı opěrné desky. Sloupec palivových tablet
je za provozu i během transportu či technologických procesech udržován v kompaktńım
tvaru prostřednictv́ım pružinového fixátoru. Funkčnost fixátoru je testována až do zrych-
leńı 4 g.

Palivové tablety jsou v proutćıch tvel tvořeny UO2. Po okraj́ıch jsou tablety zkoseny,
aby nedocházelo k jejich od́ıráńı při kompletaci a k interakćım s pokryt́ım PP. V horńı
a dolńı části jsou umı́stěny blankety z tabletek s nižš́ım obohaceńım, mezi těmito dvěma
pak tabletky se základńım obohaceńım.

2Palivové proutky typu tvel jsou zaplněné tabletkami z obohaceného uranu, zat́ımco PP typu tveg maj́ı
v palivu integrované gadolinium, které slouž́ı jako vyhoř́ıvaj́ıćı absorbér.
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5. Matematický model kmitáńı
vodićıch trubek a vyšeťrováńı jejich
stability vzhledem k osové śıle

Vodićı trubky (VT) palivového souboru lze z mechanického hlediska považovat za kon-
tinua nosńıkového typu (převládaj́ıćı délkový rozměr nad pr̊uřezem) a k jejich mode-
lováńı lze s výhodou využ́ıt metody konečných prvk̊u pro jednorozměrná kontinua uve-
dené v kap. 3. Pro vytvořeńı výpočtového modelu byla použita diskretizace VT shrnutá
v tab. 5.1. VT je rozdělena na 18 nosńıkových prvk̊u, přičemž krajńı uzly jsou uvažovány
jako vetknuté do horńı a dolńı uṕınaćı desky.

Matematický model byl odvozen při uvažováńı nejen ohybových, ale i torzńıch
a axiálńıch kmit̊u, což přisṕıvá ke zpřesněńı výpočt̊u třećıch složek kontaktńıch sil.
Nav́ıc je takto formulovaný model potenciálně využitelný k modelováńı např. seismické
události, kdy docháźı ke všesměrovému rozkmitáńı palivového souboru. V dále analyzo-
vaných př́ıpadech je buzeńı uvažováno kinematické od pohyb̊u relevantńıch komponent
vyvolaných tlakovými pulsacemi chladiva. Rovněž je uvažován vliv osové śıly p̊usob́ıćı
na vodićı trubky a vliv vlastńı t́ıhy VT, tj. model odvozený v kap. 3 v plné š́ı̌ri.

e le [m] de [m] De [m] ρe [kg/m3] Ee [Pa]

1, 2 0, 1565 0, 0088 0, 0126 6530 75 · 109

3÷ 16 0, 2550 0, 0109 0, 0126 6530 75 · 109

17, 18 0, 1775 0, 0109 0, 015 6530 75 · 109

Tabulka 5.1.: Parametry diskretizace vodićı trubky; e je index elementu, le jeho délka, de
a De jeho vnitřńı a vněǰśı pr̊uměr, ρe hustota materiálu elementu a Ee jeho
modul pružnosti v tahu při teplotě cca 300◦C

5.1. Modelováńı kmitáńı VT s uvažováńım rázu se
ťreńım

Matematický model kmitáńı VT [α4, α11, α14] je vytvořen za použit́ı metody konečných
prvk̊u pro jednorozměrná př́ıčně nestlačitelná kontinua Eulerova-Bernoulliova typu s uva-
žováńım axiálńı śıly Fax. Vybraná VT (viz obr. 5.1) je vetknuta do dolńı (L - lower)

a horńı (U - upper) uṕınaćı desky v uzlech L
(s)
r a U

(s)
r , kde indexy r, s identifikuj́ı vybranou

VT v PS (viz obr. 5.2).
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Obrázek 5.1.: Mechanické schéma VT v bočńım pohledu (vlevo), řez na úrovni obj́ımky
(vpravo nahoře) a na úrovni sudých uzl̊u i (vpravo dole)

Na úrovni sudých uzl̊u i = 2, 4, . . . 14 procháźı VT distančńımi mř́ıžkami s v̊uĺı δC .
Na úrovni uzlu i = 16 procháźı trubka obj́ımkou (SL - SLeeve) s v̊uĺı δSL. Obj́ımka je
vázána se šesti buňkami distančńıch mř́ıžek. Kmitáńı VT je kinematicky vybuzeno prosto-
rovým pohybem obou uṕınaćıch desek (viz. obr. 5.2) popsaným v pevném pravotočivém
souřadnicovém systému xX , yX , zX , X = L,U s počátkem v těžǐsti desky prostřednictv́ım
vektor̊u

qX = [xX , yX , zX , ϕx,X , ϕy,X , ϕz,X ]T , X = L,U. (5.1)

Pohyb uṕınaćıch desek je určen na základě kmitáńı globálńıho modelu reaktoru [46]
vybuzeného tlakovými pulsacemi chladiva od hlavńıch cirkulačńıch čerpadel (HCČ) při
běžných provozńıch podmı́nkách.

S ohledem na zvolenou śıt’ konečných prvk̊u ukázanou na obr. 5.1 nabývá vektor
zobecněných souřadnic vybrané vodićı trubky tvaru1

q(GT ) = [. . . , ui, vi, wi, ϕi, ϑi, ψi, . . . ]
T , i = L(s)

r , 1, 2, . . . , 17, U (s)
r , (5.2)

kde ui je axiálńı deformace a vi, wi jsou laterálńı deformace v uzlových bodech, ϕi je torzńı
natočeńı a ϑi, ψi jsou ohybová úhlová natočeńı pr̊uřez̊u VT na úrovni uzl̊u. Liché uzly
i = 1, 3, . . . , 17 jsou umı́stěny mezi úrovněmi distančńıch mř́ıžek, resp. mezi úrovněmi

1Pro označeńı vodićı trubky v matematických modelech bude použito indexu GT (Guide Thimble).
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Obrázek 5.2.: Vybraná vodićı trubka vetknutá v dolńı a horńı uṕınaćı desce a př́ıslušné
geometrické parametry. Vpravo znázorněné rozděleńı na segmenty podle
konceptu modelováńı zvoleném v [11].

distančńıch mř́ıžek a vetknut́ımi. Vektory výchylek dolńıho L
(s)
r a horńıho U

(s)
r uzlu lze

vyjádřit prostřednictv́ım souřadnic uṕınaćıch desek (5.1) v maticovém tvaru jako

q
(s)
r,X = T

(s)
r,XqX , X = L,U. (5.3)

Transformačńı matice T
(s)
r,X jsou dány ve tvaru

T
(s)
r,X =



0 0 1 yC + rS
(s)
r −(xC + rC

(s)
r ) 0

1 0 0 0 z
(X)
C −(yC + rS

(s)
r )

0 1 0 −z(X)
C 0 xC + rC

(s)
r

0 0 0 0 0 1
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0


, X = L,U, (5.4)

který vyplývá z vektor̊u výchylek desek podle (5.1) a zobecněných souřadnic uzl̊u VT
v pořad́ı podle (5.2), zobrazených na obr. 5.2. Souřadnice střed̊u hlavice a patice PS

v souřadnicovém systému uṕınaćıch desek jsou v (5.4) označeny xC , yC , z
(X)
C , viz obr. 5.2.

Hodnoty C
(s)
r and S

(s)
r odpov́ıdaj́ıćı r-té VT v segmentu s jsou dány ve tvaru

C(s)
r = cos

[
αr +

π

6
+ (s− 1)

π

3

]
, S(s)

r = sin
[
αr +

π

6
+ (s− 1)

π

3

]
(5.5)

a r, αr jsou polárńı souřadnice střed̊u VT v segmentu s (na obr. 5.2 je zobrazena pro
segment s = 1).

Vektor zobecněných souřadnic VT lze rozdělit do tř́ı subvektor̊u

q(GT ) =

 q
(s)
Lr

q
(GT )
F

q
(s)
Ur

 , q
(s)
Lr
, q

(s)
Ur
∈ R6, q

(GT )
F ∈ R102, (5.6)
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kde q
(GT )
F je vektor zobecněných souřadnic volných, tj. kinematicky nebuzených, uzl̊u

i = 1, 2, . . . , 17. Matematický model VT lze pak s využit́ım vztahu (5.6) psát v dekom-
ponovaném tvaru jako

M (GT )q̈(GT ) +B(GT )q̇(GT ) +K(GT )q(GT ) = fC , (5.7)

kde matice hmotnosti, tlumeńı a tuhosti jsou dány v blokovém tvaru

X(GT ) =

 XL XL,F 0
XF,L XF XF,U

0 XU,F XU

(GT )

, X = M ,B,K. (5.8)

Dekomponovaný vektor vazebńıch sil fC má pak tvar

fC =

 fL(s)
r

fSG,GT
f
U

(s)
r

 , (5.9)

kde subvektory f
L

(s)
r
,f

U
(s)
r
∈ R6 vyjadřuj́ı vazebńı śıly p̊usob́ıćı na kinematicky buzené

koncové uzly. Subvektor fSG,GT ∈ R102 vyjadřuje možné rázové śıly mezi VT a buňkami
DM na úrovni uzl̊u i = 2, 4, . . . , 14 a mezi VT a obj́ımkou na úrovni i = 16, pokud dojde
k vymezeńı v̊uĺı δC a δSL v př́ıslušných uzlech.

Rozepsáńım druhé rovnice (5.7) s maticemi v dekomponovaném tvaru (5.8) a za
použit́ı transformačńıho vztahu (5.3) lze psát ve tvaru

M
(GT )
F q̈

(GT )
F +B

(GT )
F q̇

(GT )
F +K

(GT )
F q

(GT )
F = fL(t) + fU(t) + fSG,GT , (5.10)

kde

fX(t) = −M (GT )
F,X T

(s)
r,X q̈X(t)−B(GT )

F,X T
(s)
r,X q̇X(t)−K(GT )

F,X T
(s)
r,XqX(t), X = L,U, (5.11)

jsou vektory kinematického buzeńı pohybem uṕınaćıch desek.
Matematický model laterálně-torzńıch vibraćı obj́ımky vázané se šesti buňkami

distančńıch mř́ıžek lze psát ve tvaru

M (SL)q̈(SL) +B(SL)q̇(SL) +K(SL)q(SL) = TSG,SLqSG(t) + fGT,SL, (5.12)

kde q(SL) = [x, y, ϕ]T je vektor zobecněných souřadnic obj́ımky (viz řez na úrovni uzlu
i = 16 na obr. 5.3). Matice hmotnosti obj́ımky je diagonálńı M (SL) = diag {m,m, I} a je
dána hmotnost́ı m a osovým momentem setrvačnosti I obj́ımky. Vektor TSG,SLqSG(t)
vyjadřuje kinematické buzeńı v laterálńı rovině zp̊usobené pohybem střed̊u obklopuj́ıćıch
buněk soustředěným do vektoru (viz obr. 5.3)

qSG(t) = [x1,8(t), y1,8(t), . . . , xj,8(t), yj,8(t), . . . x6,8(t), y6,8(t)], j = 1, 2, . . . , 6, (5.13)

kde prvńı index u souřadnic odpov́ıdá buňce a druhý index vertikálńı úrovni distančńı
mř́ıžky. Matice tuhosti K(SL) a transformačńı matice TSG,SL vyplývá z identity

∂Ed
∂qSL

= K(SL)q(SL) − TSG,SLqSG(t), (5.14)
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Obrázek 5.3.: Řez vodićı trubkou na úrovni obj́ımky

kde

Ed =
1

2

6∑
j=1

(
kradd

2
j,rad + ktd

2
j,t

)
(5.15)

je deformačńı energie obklopuj́ıćıch buněk distančńıch mř́ıžek. Radiálńı a tangenciálńı
deformace buněk distančńıch mř́ıžek jsou

dj,rad = (x− xj,8) cos βj + (y − yj,8) sin βj, (5.16)

dj,t = −(x− xj,8) sin βj + (y − yj,8) cos βj + rSLϕ, βj = (j − 1)
π

3
, j = 1, . . . 6.

S využit́ım vztah̊u (5.14) až (5.16) lze formulovat vazebńı matici tuhosti obj́ımky s buňkami
distančńıch mř́ıžek jako

K(SL) = diag
{

3(krad + kt), 3(krad + kt), 6r
2
SLkt

}
, (5.17)

kde krad a kt jsou radiálńı a tangenciálńı tuhosti buňky a rSL je vněǰśı poloměr obj́ımky.
Transformačńı matice v (5.14) je

TSG,SL =

 krad cos2 βj + kt sin2 βj (krad − kt) cos βj sin βj
. . . (krad − kt) cos βj sin βj krad sin2 βj + kt cos2 βj . . .

−rSLkt sin βj rSLkt cos βj

 ∈ R3,12, (5.18)

kde j = 1, 2, . . . 6. Vektor fGT,SL ∈ R3 v (5.12) vyjadřuje rázové kontaktńı śıly p̊usob́ıćı
na obj́ımku v pr̊uběhu kmitáńı VT.

5.1.1. Modelováńı ráz̊u p̌ri uvažováńı ťrećıch kontaktńıch sil

Každý náraz VT o buňku l distančńı mř́ıžky na vertikálńı úrovni g, kde g = i/2, generuje
normálovou śılu

Nl,g = krad(dl,g,rad − δC)H(dl,g,rad − δC), l = 1, 2, 3, g = 1, 2, . . . , 7, (5.19)
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Obrázek 5.4.: Rázové śıly mezi VT a buňkami DM l = 1, 2, 3 na úrovni g = i/2

a třećı śılu s tečnou (T) a axiálńı (A) složkou (viz obr. 5.4)

Tl,g = Nl,gf(cl,g)
cl,g,t
cl,g

, Al,g = Nl,gf(cl,g)
cl,g,z
cl,g

, (5.20)

kde cl,g,t and cl,g,z jsou složky skluzové rychlosti cl,g při kontaktu VT s odpov́ıdaj́ıćı
buňkou v tečném a axiálńım směru. Normálové rázové śıly Nl,g záviśı na radiálńı tuhosti
buněk krad a na relativńı radiálńı deformaci dl,g,rad vodićı trubky v uzlu i = 2g pro střed
buňky l na úrovni distančńı mř́ıžky g (g = 1, 2, . . . 7)

d1,g,rad = vg − x1,g,

d2,g,rad = (x2,g − vg) cos
π

3
+ (wg − y2,g) cos

π

6
,

d3,g,rad = (x3,g − vg) cos
π

3
+ (y3,g − wg) cos

π

6
.

(5.21)

Heavisideova funkceH(dl,g,rad−δc) v (5.19) nabývá nulové hodnoty, pokud nedocháźı
ke kontaktu (pro dl,g,rad ≤ δc). Koeficient třeńı f(cl,g) záviśı na skluzové rychlosti

cl,g =
√
c2
l,g,t + c2

l,g,z, l = 1, 2, 3, g = 1, 2, . . . 7. (5.22)

Tuto závislost lze aproximovat hladkou funkćı [23, 24]

f(cl,g) =
2

π
arctan εcl,g ·

(
fd + (f0 − fd)e−dcl,g

)
, (5.23)
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kde f0 je statický koeficient třeńı, fd je dynamický koeficient třeńı, ε � 1 a d exponent
v d́ılč́ı exponenciále v (5.23). Tečné složky skluzových rychlost́ı (viz obr. 5.4) ve směru
torzńıch výchylek ϕi (for i = 2g) ve fázi kontaktu jsou

c1,g,t = ẇg − ẏ1,g + rGT ϕ̇g,

c2,g,t = −(v̇g − ẋ2,g) cos
π

6
− (ẇg − ẏ2,g) cos

π

3
+ rGT ϕ̇g,

c3,g,t = (v̇g − ẋ3,g) cos
π

6
− (ẇg − ẏ3,g) cos

π

3
+ rGT ϕ̇g,

(5.24)

kde rGT je vněǰśı poloměr VT.
Axiálńı složky skluzové rychlosti ve vertikálńım směru (osy z) jsou

c1,g,z = u̇g − rGT ψ̇g − ż1,g,

c2,g,z = u̇g + rGT cos
π

6
ϑ̇g + rGT cos

π

3
ψ̇g − ż2,g,

c3,g,z = u̇g − rGT cos
π

6
ϑ̇g + rGT cos

π

3
ψ̇g − ż3,g.

(5.25)

Axiálńı složky rychlost́ı żl,g kontaktńıch bod̊u dané distančńı mř́ıžky s přihlédnut́ım k vy-
soké axiálńı tuhosti skeletu a ke vztahu (5.4) mohou být aproximovány jako

żl,g
.
= żL +

(
yC + rS(s)

r

)
ϕ̇x,L −

(
xC + rC(s)

r

)
ϕ̇y,L. (5.26)

Rázové śıly zahrnuj́ıćı třećı śıly v kontaktńıch bodech mezi VT a buňkou DM j na úrovni
distančńı mř́ıžky g transformované do sudých uzl̊u VT generuj́ı silové vektory

f1,g =


−A1,g

−N1,g

−T1,g

−T1,grGT
0
A1,grGT

 , g = 1, 2 . . . 7, (5.27)

f2,g =


−A2,g

N2,g sin π
6

+ T2,g cos π
6

−N2,g sin π
3

+ T2,g cos π
3

−T2,grGT
−A2,grGT cos π

6

−A2,grGT cos π
3

 , g = 1, 2 . . . 7, (5.28)

f3,g =


−A3,g

N3,g sin π
6
− T3,g cos π

6

N3,g sin π
3

+ T3,g cos π
3

−T3,grGT
A3,grGT cos π

6

−A3,grGT cos π
3

 , g = 1, 2 . . . 7. (5.29)
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Ráz mezi VT a obj́ımkou na úrovni distančńı mř́ıžky g = 8 (i = 16) generuje normálovou
rázovou śılu

N = kc(e− δSL)H(e− δSL) (5.30)

a třećı śılu s tečnou a axiálńı složkou

T = Nf(c)
ct
c
, A = Nf(c)

cz
c
. (5.31)

Śıly zobrazené na obr. 5.3 vyjadřuj́ı účinek VT na obj́ımku. Relativńı excentricity VT
a středu obj́ımky v (5.30) jsou vyjádřeny jako

e =

√
(v16 − x)2 + (w16 − y)2 (5.32)

a kc je kontaktńı tuhost mezi VT a obj́ımkou. Heavisideova funkce H(e− δSL) v (5.30) je
nulová pro e ≤ δSL. Koeficient třeńı f(c) lze vyjádřit analogicky k (5.23), zde však záviśı
na skluzové rychlosti

c =
√
c2
t + c2

z, (5.33)

kde jednotlivé složky ve směru tečném a axiálńım jsou

ct = −(v̇16 − ẋ) sin γ + (ẇ16 − ẏ) cos γ + rGT (ϕ̇16 − ϕ̇), (5.34)

cz = u̇16 + ϑ̇16rGT sin γ − ψ̇16rGT cos γ − żj,8. (5.35)

Úhel rázové nositelky γ (viz obr. 5.3) je dán ve tvaru

cos γ =
v16 − x

e
, sin γ =

w16 − y
e

. (5.36)

Vektor rázové śıly zahrnuj́ıćı třeńı v rázovém bodě po transformaci do uzlu i = 16 je

f8 =


−A
−N cos γ + T sin γ
−N sin γ − T cos γ
−TrGT
−ArGT sin γ
ArGT cos γ

 . (5.37)

Rázové interakce v modelech vodićı trubky a obj́ımky (5.10), (5.12) jsou dány vektory
fSG,GT a fGT,SL, které podle (5.27) až (5.29) a (5.37) nabývaj́ı tvaru

fSG,GT =

[
0T ,

3∑
l=1

fTl,1,0
T ,

3∑
l=1

fTl,2, · · ·
3∑
l=1

fTl,7,0
T ,fT8 ,

]T
, (5.38)

fGT,SL = [N cos γ − T sin γ,N sin γ + T cos γ, TrGT ]T . (5.39)
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Oba matematické modely (5.10) and (5.12) mohou být psány v konfiguračńım pro-

storu q =

[(
q

(GT )
F

)T
,
(
q(SL)

)T]T
dimenze n = 105 jako

[
M

(GT )
F 0
0 M (SL)

] [
q̈

(GT )
F

q̈(SL)

]
+

[
B

(GT )
F 0
0 B(SL)

] [
q̇

(GT )
F

q̇(SL)

]
+[

K
(GT )
F 0
0 K(SL)

] [
q

(GT )
F

q(SL)

]
=

[
fL(t) + fU(t)
TSG,SLqSG(t)

]
+

[
fSG,GT (q, q̇)
fGT,SL(q, q̇)

]
. (5.40)

Nelineárńı matematický model kmitáńı VT a obj́ımky (5.40) lze formálně přepsat jako

Mq̈ +Bq̇ +Kq = f(q, q̇, t), (5.41)

kde M ,B,K ∈ RnGT +nSL,nGT +nSL , nSL = 3 jsou globálńı matice hmotnosti, tlumeńı
a tuhosti. Kinematické buzeńı pohybem uṕınaćıch desek a výchylkami střed̊u buněk
distančńıch mř́ıžek a nelineárńı rázové śıly se třeńım ve všech potenciálńıch kontaktńıch
bodech jsou zahrnuty v globálńım nelineárńım vektoru f(q, q̇, t). Simulaci pohybu daného
systému lze provést integraćı matematického modelu (5.41) v časové oblasti po převedeńı
na 2n obyčejných diferenciálńıch rovnic prvńıho řádu

u̇ = Au+ F (u, t), (5.42)

kde

u =

[
q
q̇

]
, A = −

[
0 −E

M−1K M−1B

]
, F (u, t) =

[
0

M−1f(u, t)

]
. (5.43)

Tento model je řešen s uvážeńım nulových počátečńıch podmı́nek u = 0 za použit́ı
Rungeovy-Kuttaovy metody v systému MATLAB. Nulové počátečńı podmı́nky jsou do-
statečné vzhledem k tomu, že předmětem zkoumáńı jsou pouze ustálené a nikoli pře-
chodové kmity. V opačném př́ıpadě by bylo potřeba uvažovat počátečńı konfiguraci VT
zdeformovanou vybočeńım od axiálńı śıly s vymezeńım v̊ule v odpov́ıdaj́ıćıch distančńıch
mř́ıžkách. Simulace je prováděná v časové oblasti t ∈ 〈0, 0.4〉 [s], která odpov́ıdá v́ıce
než šesti periodám T = 0, 0606 [s] základńı harmonické složky kinematického buzeńı
tlakovými pulsacemi chladiva.

Na obr. 5.5 jsou ukázány časové pr̊uběhy kontaktńıch sil na úrovńıch všech distan-
čńıch mř́ıžek pro buňku l = 1 v časovém intervalu t ∈ 〈0, 1; 0, 4〉 [s], po odezněńı vlivu
počátečńıch podmı́nek. Jsou zde ukázány všechny tři složky – normálové śıly N1,g, axiálńı
A1,g a tangenciálńı T1,g, složky třećıch sil g = 1, . . . 7. Dále jsou ukázány kontaktńı śıly na
úrovni distančńı mř́ıžky g = 8 – normálová śıla N8, axiálńı A8 a tangenciálńı T8 složka
třećı śıly. Tyto śıly zřejmě obsahuj́ı základńı harmonickou složku odpov́ıdaj́ıćı základńı
harmonické složce buzeńı nebo jej́ım násobk̊um na všech úrovńıch g = 1, . . . 7. Na úrovni
mř́ıžky g = 8 se vyskytuje v́ıce harmonických složek daných kontaktem s normálovou
silou na r̊uzných nositelkách daných r̊uznými úhly γ. Na úrovni obj́ımky jsou rovněž
amplitudy normálových sil výrazně vyšš́ı, což je dáno vyšš́ı energíı VT narážej́ıćı do
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Obrázek 5.5.: Př́ıklad normálových a třećıch sil mezi VT a buňkami distančńıch mř́ıžek
l = 1 a mezi VT a SL

obj́ımky v rámci větš́ı v̊ule a vyšš́ı tuhost́ı obj́ımky ve srovnáńı s tuhost́ı buněk distančńıch
mř́ıžek na úrovńıch g = 1, . . . 7.

Dále byla analyzována závislost maxim laterálńıch dynamických deformaćı VT na vý-
znamných konstrukčńıch parametrech, viz obr. 5.7 a obr. 5.8. Výsledky jsou založeny na
opakované numerické integraci modelu (5.42) s r̊uznými hodnotami parametr̊u a následnou
analýzou laterálńıch dynamických deformaćı v uzlových bodech

elat,i(t) =
√
v2
i (t) + w2

i (t), i = 1, . . . 17. (5.44)
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Obrázek 5.6.: Orbity VT na vybraných úrovńıch distančńıch mř́ıžek g (černě) a ma-
ximálńı laterálńı deformace (červeně) pro p = 0, 5, p = 1, p = 1, 5, kde
p vyjadřuje násobek referenčńıch v̊uĺı

Jsou analyzována maxima přes relevantńı časový interval

êlat,i = max
t∈〈t1,t2〉

elat,i(t), i = 1, . . . 17, (5.45)

kde t1 je čas, kdy odezněl vliv počátečńıch podmı́nek, a t2 je konečný čas simulace. Pro
ilustraci jsou na obr. 5.6 ukázány orbity na úrovńıch distančńıch mř́ıžek g = 1, 4, 6, 8.
Pohyb každého uzlu je zde reprezentován v rovině kolmé na osu nedeformované VT.
Maximálńı laterálńı deformace jsou naznačeny červeně.
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Obrázek 5.7.: Maximálńı dynamické deformace na úrovni všech uzl̊u v závislosti na
v̊uĺıch δg
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Obrázek 5.8.: Maximálńı dynamické deformace na úrovni všech uzl̊u v závislosti na tu-
hosti buněk distančńıch mř́ıžek kg

Vliv v̊ule mezi VT a buňkami distančńıch mř́ıžek, resp. mezi VT a obj́ımkou,
je ukázán na obr. 5.7. Různé hodnoty v̊ule jsou zde vyjádřeny jako p-násobek referenčńı
hodnoty, a jsou analyzovány v oblasti p ∈ 〈0, 5; 1, 5〉. Jak je zřejmé, maximálńı laterálńı
deformace vzr̊ustaj́ı se vzr̊ustaj́ıćı v̊uĺı δg, s výjimkou deformaćı na úrovni obj́ımky. Uzly

v bezprostředńı bĺızkosti bod̊u L
(s)
r , U

(s)
r vetknutých do uṕınaćıch desek PS (uzly i = 1

a i = 17) téměř nejsou ovlivněny změnou v̊ule.
Analogicky je na obr. 5.8 ukázána závislost maximálńıch laterálńıch deformaćı na

tuhosti buněk distančńıch mř́ıžek. Hodnoty jsou zde opět vyjádřeny jako p-násobek re-
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ferenčńı hodnoty pro p ∈ 〈1, 3〉. Tato závislost se jev́ı jako slabá. V obou př́ıpadech je
relativńı rozložeńı maximálńıch laterálńıch deformaćı po délce VT při změně parametr̊u
téměř zachováno.

5.2. Analýza stability vodićıch trubek s ohledem na
osové zat́ıžeńı a jejich zpevňováńı v distančńıch
mř́ıžkách

V souvislosti s modelem VT bude dále ukázána analýza stability VT jakožto osově
zat́ıženého vertikálńıho prutu modelovaného metodou konečných prvk̊u pro jednorozměr-
ná kontinua v závislosti na velikosti osové śıly [α12, α17]. Oproti standardńımu př́ıstupu
prostřednictv́ım výpočtu Eulerovy kritické vzpěrné śıly [39] bude uveden zp̊usob vychá-
zej́ıćı ze změny dynamických vlastnost́ı prutu při změně jeho osového zat́ıžeńı tlakovou
silou a založený na modálńı analýze diskretizovaného systému. Jak bude ukázáno dále,
tlaková osová śıla, při ńıž docháźı k poklesu prvńı vlastńı frekvence na nulovou hodnotu,
udává mez stability.

Necht’ je VT popsána konzervativńım matematickým modelem vytvořeným metodou
konečných prvk̊u podle parametr̊u uvedených v tab. 5.1. Je uvažováno zat́ıžeńı od vlastńı
t́ıhy element̊u a zat́ıžeńı tlakovou osovou silou Fax. Konzervativńı systém nabývá pro
vektor zobecněných souřadnic volných uzl̊u q

(GT )
F = [. . . , ui, vi, wi, ϕi, ϑi, ψi, . . . ]

T , i =
1, 2, . . . , 17, tvaru

M
(GT )
F q̈

(GT )
F (t) +K

(GT )
F (Fax)q

(GT )
F (t) = 0, (5.46)

kde M
(GT )
F ,K

(GT )
F ∈ RnGT ,nGT jsou matice hmotnosti a tuhosti volných uzl̊u a nGT je

počet stupň̊u volnosti. Odtud po dosazeńı předpokládaného harmonického řešeńı q
(GT )
F =

veiΩt plat́ı(
−Ω2M

(GT )
F +K

(GT )
F (Fax)

)
veiΩt = 0 ∀t > 0. (5.47)

Rovnost (5.47) představuje po eliminaci členu eiΩt (uvážeńı platnosti ∀t > 0) zobecněný
problém vlastńıch hodnot, jehož řešeńım lze źıskat modálńı matici V (GT )(Fax) a spektrálńı
matici Λ(GT )(Fax) ve tvaru [44]

V (GT )(Fax) =
[
v

(GT )
1 ,v

(GT )
2 , . . .v(GT )

nGT

]
∈ RnGT ,nGT , (5.48)

Λ(GT )(Fax) = diag

{(
Ω

(GT )
1

)2

,
(

Ω
(GT )
2

)2

, . . . ,
(
Ω(GT )
nGT

)2
}
∈ RnGT ,nGT , (5.49)

kde v
(GT )
ν , ν = 1, . . . nGT , jsou vlastńı vektory a Ω

(GT )
ν , ν = 1, . . . nGT , jsou vlastńı frek-

vence.
V př́ıpadě osově zat́ıženého prutu je matice tuhosti podle (3.34) a (3.36) závislá na

osové śıleK
(GT )
F = K

(GT )
F (Fax), a tedy i výsledky modálńı analýzy budou závislé na osové
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Obrázek 5.9.: Závislost vlastńıch frekvenćı do 500 [Hz] oboustranně vetknuté VT na osové
śıle při uvažováńı matematického modelu respektuj́ıćıho i torzńı a podélné
kmity

śıle Fax. Tato závislost je při uvažováńı všech šesti stupň̊u volnosti v každém uzlu (tj.
při respektováńı i osových a torzńıch stupň̊u volnosti) pro oboustranně vetknutou VT
ukázána na obr. 5.9. Je patrné, že vlastńı frekvence odpov́ıdaj́ıćı podélným a torzńım
vlastńım tvar̊um kmitu jsou vzhledem k osové śıle konstantńı, nebot’ př́ıslušné submatice
matice tuhosti byly odvozeny za předpokladu zanedbatelného vlivu osové śıly na podélné
a torzńı stupně volnosti. Ostatńı vykazuj́ı klesaj́ıćı vlastńı frekvence s rostoućı tlakovou
osovou silou. Osová śıla, při které dojde k poklesu prvńı vlastńı frekvence na nulovou
hodnotu, je kritická osová śıla.

Pro obecněǰśı analýzu lze současně uvážit i vliv tuhosti distančńıch mř́ıžek kg, g =
1, . . . 8, které na osmi úrovńıch podṕıraj́ı VT, viz např. obr. 5.1. Odpov́ıdaj́ıćı matema-
tický model je rozš́ı̌reńım (5.46) a nabývá tvaru

M
(GT )
F q̈

(GT )
F (t) +

(
K

(GT )
F (Fax) +KC(kg)

)
q

(GT )
F (t) = 0, (5.50)

kde KC(kg) ∈ RnGT ,nGT je matice vazebńı tuhosti buněk distančńıch mř́ıžek. Nyńı jsou
výsledky modálńı analýzy závislé nejen na osové śıle Fax, ale i na tuhostech kg. Jak je
ukázáno na obr. 5.10, kde je vynesena závislost prvńı vlastńı frekvence na osové śıle a na
tuhosti podpor (distančńıch mř́ıžek) za předpokladu vymezené v̊ule ve všech distančńıch

mř́ıžkách, v rovině k̂g, Fax je takto zachycena hranice stability. Pro každou dvojici těchto
parametr̊u lze určit, zda VT bude stabilńı či nestabilńı. Vodićı trubky PS TVSA-T
přenášej́ı př́ıtlačnou śılu cca 500 [N], viz [38] a skrze všechny distančńı mř́ıžky procházej́ı
s malou radiálńı v̊uĺı. Z obr. 5.10 je zřejmé, že v rámci radiálńıch v̊uĺı ve vazbách s buňkami
distančńıch mř́ıžek (tj. kg = 0, g = 1, 2, . . . 8) jsou VT nestabilńı a docháźı k jejich opřeńı
o buňky. Proto bude dále analyzován vliv opřeńı VT v distančńıch mř́ıžkách.
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Obrázek 5.10.: Závislost prvńı vlastńı frekvence oboustranně vetknuté VT na osové śıle
Fax a tuhosti distančńıch mř́ıžek kg, g = 1, . . . 8. Přerušovaně je naznačena
hranice stability, levá horńı část (b́ılá plocha) je charakteristická nestabi-
litou, pravá dolńı část stabilitou.

Jak ukazuj́ı výsledky předchoźıch výpočt̊u, neńı vzpěrná stabilita vzhledem ke zvo-
lenému modelu závislá na torzńıch a podélných deformaćıch. Pro daľśı analýzu vzpěrné
stability VT proto postač́ı vyj́ıt z předpokladu ohybových kmit̊u VT se čtyřmi stupni vol-
nosti v každém uzlu se zahrnut́ım vlivu př́ıtlačné osové śıly Fax a vlastńı t́ıhy Ge element̊u
a při uvažováńı tlumeného modelu. Pro nekonzervativńı analýzu má model ohybových
kmit̊u vodićı trubky vetknuté v dolńım a horńım uzlu do nepohybuj́ıćı se patice, resp.
hlavice, PS (obr. 5.1) bez interakce s buňkami a obj́ımkou tvar

M
(GT )
F q̈

(GT )
F +B

(GT )
F q̇

(GT )
F +K

(GT )
F (Fax)q

(GT )
F = 0, (5.51)

kde M
(GT )
F ,K

(GT )
F ∈ RnGT,4,nGT,4 jsou matice hmotnosti a tuhosti a B

(GT )
F ∈ RnGT,4,nGT,4

je matice tlumeńı, uvažovaná jako proporcionálńı, tj. splňuj́ıćı podmı́nku

V (GT )TB(GT )V (GT ) = diag
{

2D(GT )
ν Ω(GT )

ν

}
, (5.52)

kde V (GT ) ∈ RnGT,4,nGT,4 je modálńı matice netlumené VT normovaná M -normou [44],

Ω
(GT )
ν ∈ R0+ jsou jej́ı vlastńı frekvence a D

(GT )
ν ∈ R0+ poměrné útlumy vlastńıch tvar̊u

kmitáńı. Vlastńı č́ısla nekonzervativńıho modelu (5.51) λ
(GT )
ν = α

(GT )
ν ±iβ(GT )

ν jsou vzhle-
dem k symetrii VT dvojnásobná a po dvojićıch komplexně sdružená.

Jejich imaginárńı a reálné části pro netlumenou VT (D
(GT )
ν = 0) a pro r̊uzné

poměrné útlumy D
(GT )
ν = 0, 01 a D

(GT )
ν = 0, 1 jsou na obr. 5.11 zobrazeny v závislosti na

př́ıtlačné axiálńı śıle Fax. Z obrázk̊u je zřejmé, že pro př́ıtlačnou śılu cca Fax ≈ 100 [N]
frekvenčně nejnižš́ı dvojice komplexně sdružených vlastńıch č́ısel se měńı na dvě reálná
č́ısla, z nichž jedno je kladné. Jak již bylo ukázáno výše, vodićı trubka PS TVSA-T
je při reálné př́ıtlačné śıle Fax ≈ 500 [N] nestabilńı a v rámci radiálńıch v̊uĺı se zvlńı
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Obrázek 5.11.: Imaginárńı a reálné části vlastńıch č́ısel λν modelu (5.51) v závislosti na
tlakové osové śıle Fax při r̊uzných poměrných útlumech

opřeńım o buňky distančńıch mř́ıžek. Zároveň je zřejmé, že změna poměrného útlumu
zp̊usob́ı pouze změnu v rozložeńı př́ıslušných větv́ı reálných část́ı vlastńıch č́ısel, ale nikoli
hodnotu kritické axiálńı śıly.

Po doplněńı modelu (5.51) o vliv podepřeńı v distančńıch mř́ıžkách lze psát nekon-
zervativńı model VT ve tvaru

M
(GT )
F q̈

(GT )
F +B

(GT )
F q̇

(GT )
F +

(
K

(GT )
F (Fax) +KC(kg)

)
q

(GT )
F = 0. (5.53)

Analogickým zp̊usobem jako výše lze predikovat zvlněńı VT v distančńıch mř́ıžkách.
Hranice vzpěrné stability v závislosti na tuhosti buněk kg ∈ 〈10, 106〉 [N/m] a osové śıle
Fax ∈ 〈0; 800〉 [N] je zobrazena přerušovanou čarou na obr. 5.12 pro r̊uzné konfigurace
opřeńı VT v distančńıch mř́ıžkách uvedené na obr. 5.13. Uvažované provozńı hodnoty
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(a) Opřeńı pouze v buňkách na úrovni g = 4, 5, viz obr. 5.13 (a)
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(b) Opřeńı pouze v buňkách na úrovni g = 2, 4, 5, 7, viz obr. 5.13 (b)
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(c) opřeńı v buňkách na všech úrovńıch g = 1, 2, . . . 8, viz obr. 5.13 (c)

Obrázek 5.12.: Stabilitńı diagram – závislost prvńı vlastńı frekvence VT na tuhosti buněk
distančńıch mř́ıžek kg a osové śıle Fax
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Obrázek 5.13.: Tři konfigurace opřeńı VT v distančńıch mř́ıžkách uvažované při stabi-
litńıch analýzách

parametr̊u jsou v uvedených obrázćıch vyznačeny červeně. Vzhledem k uvažované tuhosti
buňky kg = 0, 179 · 106 [N/m] podle [13] lze očekávat statické zvlněńı (deformaci) VT
podle obr. 5.13b.
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6. Matematický model kmitáńı
palivových proutk̊u p̌ri uvažováńı
interakce mezi pokryt́ım a sloupcem
palivových tablet

Tato kapitola je věnována modelováńı kmitáńı palivových proutk̊u při uvážeńı rázových
interakćı mezi sloupcem palivových tablet a pokryt́ım. Model je odvozován na r̊uzných
úrovńıch abstrakce od nejjednodušš́ıho ke komplexńımu s postupným uvážeńım všech
podstatných vliv̊u. Kap. 6.1 popisuje základńı model kmitáńı palivového proutku jakožto
dvou rázově interaguj́ıćıch subsystémů při uvažováńı hladkého kontaktu, tj. bez respek-
továńı vlivu třeńı v kontaktńıch bodech [α9, α15, α16]. Je zde provedena rozsáhlá analýza
kmitáńı se zaměřeńım na otěr pokryt́ı palivového proutku. Rozš́ı̌reńı o vliv třeńı v kon-
taktńıch bodech na kmitáńı palivového proutku a otěr je uvedeno v kap. 6.2. Následně
je ukázán i vliv př́ıčně proud́ıćıho chladiva, viz kap. 6.3.

6.1. Model palivového proutku s uvažováńım hladkého
modelu kontaktu

Palivové proutky (PP) jsou kĺıčovou součást́ı palivových soubor̊u, nebot’ uvnitř PP do-
cháźı ke štěpné reakci, při ńıž je uvolňována tepelná energie. Ta je následně přeměňována
na kinetickou energii rotuj́ıćıho turbosoustroj́ı a zde prostřednictv́ım generátoru na ener-
gii elektrickou. PP jsou uspořádány společně s vodićımi trubkami (VT) do palivového
souboru (PS), který je ponořen do chladiva (v př́ıpadě reaktor̊u typu VVER je chladi-
vem voda). Tlakovými pulsacemi chladiva zp̊usobenými hlavńımi cirkulačńımi čerpadly
(HCČ) jsou rozkmitávány uṕınaćı desky PS. V dolńı uṕınaćı desce (horńı deska dna
nosného válce reaktoru) jsou PP uchyceny společně s nosným skeletem PS, centrálńı
trubkou a vodićımi trubkami. Každý PP sestává ze zirkoniového pokryt́ı (vněǰśı část)
a sloupce palivových tablet (vnitřńı část), přičemž mezi těmito dvěma subsystémy je
radiálńı v̊ule. Vůle na počátku kampaně nabývá malé nenulové hodnoty a v d̊usledku
rozbobtnáváńı palivových tablet (tzv. swelling) se pr̊uběžně zmenšuje, až na konci kam-
paně je nulová. V d̊usledku rozbobtnáváńı také s postupuj́ıćım časem v rámci kampaně
nar̊ustá statické předpět́ı v pružinovém fixátoru. Zároveň může vlivem otěru pokryt́ı PP
docházet k poklesu statického předpět́ı buněk distančńıch mř́ıžek. V modelu odvozeném
v této kapitole budou uváženy rázové jevy mezi sloupcem palivových tablet a pokryt́ım
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6. Matematický model kmitáńı palivových proutk̊u

a potenciálńı odléháńı pokryt́ı PP od buněk distančńıch mř́ıžek vlivem poklesu statického
předpět́ı buněk.

Z mechanického hlediska sestává palivový proutek (PP) ze dvou hlavńıch sub-
systémů – pokryt́ı palivového proutku (dále index C – Cladding) a sloupce palivových
tablet (dále index P – fuel Pellets stack), viz obr. 6.1 vpravo. Pro modelováńı kmitáńı
PP bude využita metoda konečných prvk̊u pro 1D kontinua při uvažováńı diskretizace
uvedené v tab. 6.1.

Parametry pokryt́ı (C) PP
e le [m] de [m] De [m] ρe [kg/m3] Ee [Pa]
1 0, 162 0, 00773 0, 0091 6530 75 · 109

2 0, 151 0, 00773 0, 0091 6530 75 · 109

3÷14 0, 255 0, 00773 0, 0091 6530 75 · 109

15 0, 318 0, 00773 0, 0091 6530 75 · 109

16 0, 205 0, 00773 0, 0091 6530 75 · 109

Parametry sloupce palivových tablet (P)
e le [m] de [m] De [m] ρe [kg/m3] Ee [Pa]
1 0, 151 0, 0012 0, 0076 10500 2, 16 · 1011

2 0, 151 0, 0012 0, 0076 10500 2, 16 · 1011

3÷14 0, 255 0, 0012 0, 0076 10500 2, 16 · 1011

15 0, 318 0, 0012 0, 0076 10500 2, 16 · 1011

Tabulka 6.1.: Parametry diskretizace palivového proutku; e je index konečného prvku,
le jeho délka, de a De jeho vnitřńı a vněǰśı pr̊uměr, ρe hustota materiálu
elementu a Ee jeho modul pružnosti v tahu

V př́ıpadě kinematického buzeńı vyvolaného tlakovými pulsacemi chladiva budou
dominantńı ohybové kmity. Na rozd́ıl od popisu kmitáńı VT, kdy model je koncipován
s možnost́ı budoućıho uvážeńı i seismického (všesměrového) buzeńı, u modelu PP budou
torzńı a podélné kmity nejprve zanedbány. K jejich uvážeńı bude přistoupeno teprve
ve chv́ıli, kdy se tyto veličiny stanou uvážeńım třeńı v kontaktńıch bodech relevantńımi.
Matematický model kmitáńı PP, uvažovaného jako systém sestávaj́ıćı ze dvou subsystémů
(C a P), bude odvozen v konfiguračńım prostoru

qC =

[
q

(C)
L

q
(C)
F

]
, qP =

[
q

(P )
L

q
(P )
F

]
, (6.1)

kde q
(X)
L , X = C,P představuj́ı vektory zobecněných souřadnic dolńıho uzlu (vetknutého

do dolńı uṕınaćı desky) a q
(X)
F , X = C,P jsou vektory zobecněných souřadnic všech

ostatńıch kinematicky nebuzených (volných) uzl̊u. Tyto vektory jsou uvažovány ve tvaru

q
(X)
L = [ξ

(X)
L , η

(X)
L , ϑ

(X)
L , ψ

(X)
L ]T , q

(X)
F = [. . . , ξ

(X)
i , η

(X)
i , ϑ

(X)
i , ψ

(X)
i , . . . ]T ,

X = C,P. (6.2)
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Obrázek 6.1.: Řez palivovým proutkem na úrovni distančńı mř́ıžky (a), a palivový proutek
(b) jako systém sestávaj́ıćı ze dvou subsystémů – sloupce palivových tablet
(P) a pokryt́ı palivového proutku (C)

Zobecněné souřadnice ξ
(X)
L , η

(X)
L , X = C,P jsou laterálńı výchylky dolńıho kinematicky

buzeného uzlu L a ξ
(X)
i , η

(X)
i , X = C,P jsou laterálńı výchylky volných uzl̊u i, viz obr. 6.1

vlevo. Výchylky ξ
(X)
i jsou radiálńı vzhledem ke střednici PS a η

(X)
i jsou tečné. Úhly

natočeńı ϑ
(X)
L , ψ

(X)
L a ϑ

(X)
i , ψ

(X)
i vyjadřuj́ı natočeńı př́ıčných řez̊u v uzlu L, resp. i, okolo

laterálńıch výchylek. S ohledem na geometrii PP a jejich podepřeńı distančńımi mř́ıžkami
jsou uzly voleny v úrovni všech distančńıch mř́ıžek (celkem 8) a mezi nimi. Celkem je
tedy subsystém C pokryt́ı PP rozdělen na 16 konečných prvk̊u a sloupec palivových
tablet P , který je nižš́ı, na 15 konečných prvk̊u, viz obr. 6.1, resp. tab. 6.1. Po uvážeńı
pouze ohybových kmit̊u, tj. pro čtyři stupně volnosti v každém volném uzlu, jsou počty
stupň̊u volnosti modelu pokryt́ı nC = 64 a pro model palivových tablet nP = 60.

Matematický model subsystémů C a P může být po dekompozici koeficientových
matic odpov́ıdaj́ıćı dekompozici vektoru zobecněných souřadnic formulován ve tvaru[

M
(C)
L M

(C)
L,F

M
(C)
F,L M

(C)
F

][
q̈

(C)
L

q̈
(C)
F

]
+

[
K

(C)
L K

(C)
L,F

K
(C)
F,L K

(C)
F

][
q

(C)
L

q
(C)
F

]
=[

fC

fSG,C

(
q

(C)
F , t

)
+ fP,C

(
q

(C)
F , q

(P )
F

)
+ f

(C)
F

]
, (6.3)
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[
M

(P )
L M

(P )
L,F

M
(P )
F,L M

(P )
F

][
q̈

(P )
L

q̈
(P )
F

]
+

[
K

(P )
L K

(P )
L,F

K
(P )
F,L K

(P )
F

][
q

(P )
L

q
(P )
F

]

=

[
fP

fC,P

(
q

(C)
F , q

(P )
F

)
+ f

(P )
F

]
, (6.4)

kde maticeM ,K s př́ıslušnými indexy podle př́ıslušnosti k uzlu L a volným uzl̊um F jsou
matice hmotnosti a tuhosti. Subvektory fC ,fP vyjadřuj́ı śıly p̊usob́ıćı na oba subsystémy

v dolńım kinematicky buzeném uzlu L, subvektory fC,P

(
q

(C)
F , q

(P )
F

)
,fP,C

(
q

(C)
F , q

(P )
F

)
vyjadřuj́ı nelineárńı rázové śıly mezi oběma subsystémy C a P , subvektor fSG,C

(
q

(C)
F , t

)
nelineárńı śıly dané pohybem distančńıch mř́ıžek (Spacer-Grids) a subvektory f

(P )
F ,f

(C)
F

vyjadřuj́ı vazbu mezi oběma subsystémy prostřednictv́ım pružinového fixátoru, viz obr. 6.1
vpravo.

Subvektor fSG,C

(
q

(C)
F , t

)
vyjadřuje vazebńı śılu mezi pokryt́ım palivového proutku

a buňkami distančńıch mř́ıžek na úrovńıch g = 1, 2, . . . 8. Je předpokládána statická
předeṕınaćı śıla F0, se kterou je PP vložen do distančńıch mř́ıžek. Kontaktńı śıly mohou
být vyjádřeny v závislosti na přemı́stěńı střed̊u buněk distančńıch mř́ıžek xl,g, yl,g, l =

1, 2, 3, g = 1, 2, . . . 8, a laterálńıch výchylkách ξ
(C)
g , η

(C)
g , g = i/2, subsystému C jako

Nl,g = (F0 + kdl,g)H(F0 + kdl,g), l = 1, 2, 3, g = 1, 2, . . . , 8, (6.5)

přičemž tyto śıly p̊usob́ı pouze v sudých uzlech g = 2i pokryt́ı PP. Tuhost k odpov́ıdá
radiálńı tuhosti buňky distančńı mř́ıžky a H(.) je Heavisideova funkce, která popisuje
možnost ztráty kontaktu s buňkou l. Relativńı přemı́stěńı střed̊u pokryt́ı PP vzhledem
ke střed̊um buněk na úrovni g v radiálńım směru nabývaj́ı tvaru (viz obr. 6.1 vlevo)

d1,g = −x1,g + ξ(C)
g cosαu − η(C)

g sinαu,

d2,g = 0, 5x2,g −
√

3

2
y2,g + ξ(C)

g cos

(
2

3
π − αu

)
+ η(C)

g sin

(
2

3
π − αu

)
,

d3,g = 0, 5x3,g +

√
3

2
y3,g − ξ(C)

g cos
(π

3
− αu

)
− η(C)

g sin
(π

3
− αu

)
,

(6.6)

kde úhel αu je polárńı souřadnice vybraného PP u. Přemı́stěńı x1,g, x2,g, y1,g, y2,g, y3,g

střed̊u buněk v (6.6) jsou vyč́ısleny s využit́ım globálńıho modelu celého PS pomoćı
komplexńıch amplitud [47, 46]

x̃
(k)
1,g,j = x̄

(k)
1,g,j + i¯̄x

(k)
1,g,j, až ỹ

(k)
3,g,j = ȳ

(k)
3,g,j + i¯̄y

(k)
3,g,j, (6.7)

kde index k odpov́ıdá k-té harmonické složce tlakových pulsaćı chladiva a index j od-
pov́ıdá j-tému cirkulačńımu čerpadlu v chladićı smyčce primárńıho okruhu jaderného
reaktoru. Při výpočtech jsou uvažována čtyři cirkulačńı čerpadla a tři harmonické složky
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od každého z nich, takže odezvu xl,g lze vyjádřit analyticky jako

x1,g(t) =
∑4

j=1

∑3
k=1

(
x̄

(k)
1,g,j cos kωjt− ¯̄x

(k)
1,g,j sin kωjt

)
,

... (6.8)

y3,g(t) =
∑4

j=1

∑3
k=1

(
ȳ

(k)
3,g,j cos kωjt− ¯̄y

(k)
3,g,j sin kωjt

)
.

Kontaktńı śılyNl,g jsou následně transformovány do směr̊u zobecněných souřadnic ξ
(C)
g , η

(C)
g

v subvektoru q
(C)
F prostřednictv́ım transformace (podle obr. 6.1 vlevo)

Nξ,g = −N1,g cosαu −N2,g cos

(
2

3
π − αu

)
+N3,g cos

(
1

3
π − αu

)
, (6.9)

Nη,g = N1,g sinαu −N2,g sin

(
2

3
π − αu

)
+N3,g sin

(
1

3
π − αu

)
, (6.10)

pro g = 1, 2, . . . 8. Odtud subvektor vazebńıch sil mezi pokryt́ım vybraného palivového
proutku a buňkami distančńıch mř́ıžek na všech úrovńıch je pak v souladu se zavedeńım
vektoru zobecněných souřadnic v (6.2) pro X = C dán jako

fSG,C(q
(C)
F , t) = [0, 0, 0, 0, Nξ,1, Nη,1, 0, 0, . . .

. . . Nξ,g, Nη,g, 0, 0, . . . , Nξ,8, Nη,8, 0, 0]T ∈ RnC . (6.11)
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Obrázek 6.2.: Řez palivovým proutkem při interakci obou subsystémů

Vektory fP,C ∈ RnC v (6.3) a vektor fC,P ∈ RnP v (6.4) obsahuj́ı rázové kontaktńı

śıly NP,C
i , NC,P

i = −NP,C
i , mezi sloupcem palivových tablet a pokryt́ım na úrovńıch všech

uzl̊u i = 1, 2, . . . , 15 (obr. 6.1). Rázové śıly jsou uvažovány ve tvaru

Ni = kc(ei(t)− δ)H(ei(t)− δ), i = 1, 2, . . . , 15, (6.12)
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kde kc je kontaktńı tuhost, δ je radiálńı v̊ule mezi oběma subsystémy a

ei(t) =

√(
ξ

(P )
i (t)− ξ(C)

i (t)
)2

+
(
η

(P )
i (t)− η(C)

i (t)
)2

, i = 1, 2, . . . 15, (6.13)

je relativńı excentricita obou subsystémů na úrovni uzlu i. Heavisideova funkce ve výrazu
(6.12) opět reprezentuje rázový charakter sil, kdy śıla je anulována pro pro relativńı ex-
centricity menš́ı než radiálńı v̊ule. Úhly určuj́ıćı nositelky rázových sil jsou podle obr. 6.2
dány jako

cos γi =
ξ

(P )
i − ξ(C)

i

ei
, sin γi =

η
(P )
i − η(C)

i

ei
. (6.14)

Podle (6.2) maj́ı subvektory rázových kontaktńıch sil mezi sloupcem palivových tablet
a pokryt́ım PP tvar

fP,C =
15∑
i=1


...

Ni cos γi
Ni sin γi

...
0


. . . 4(i− 1) + 1
. . . 4(i− 1) + 2 , fC,P =

15∑
i=1


...

−Ni cos γi
−Ni sin γi

...

 . . . 4(i− 1) + 1
. . . 4(i− 1) + 2

.

(6.15)

Vliv tuhosti fixátoru je uvážen prostřednictv́ım laterálńıch elastických sil

Fξ = λkF

(
ξ

(P )
15 − ξ

(C)
16

)
, Fη = λkF

(
η

(P )
15 − η

(C)
16

)
, (6.16)

ve tvaru

f
(C)
F = λkF



0
...
0

ξ
(P )
15 − ξ

(C)
16

η
(P )
15 − η

(C)
16

0
0


. . . 61
. . . 62

, f
(P )
F = −λkF



0
...
0

ξ
(P )
15 − ξ

(T )
16

η
(P )
15 − η

(T )
16

0
0


. . . 57,
. . . 58

(6.17)

kde λkF je laterálńı tuhost fixačńı pružiny. Vliv osové śıly pružinového fixátoru je zahrnut
do matice tuhosti, viz kap. 3. Je uvážena předeṕınaćı osová śıla FF – tlaková na sloupec
palivových tablet a tahová na pokryt́ı PP.

Druhé řádky v maticových rovnićıch (6.3), (6.4) doplněné o matice proporcionálńıho
tlumeńı jsou

M
(C)
F q̈

(C)
F +B

(C)
F q̇

(C)
F +K

(C)
F q

(C)
F =

−M (C)
F,L q̈

(C)
L −K(C)

F,Lq
(C)
L + fSG,C

(
q

(C)
F , t

)
+ fP,C

(
q

(C)
F , q

(P )
F

)
+ f

(C)
F , (6.18)
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M
(P )
F q̈

(P )
F +B

(P )
F q̇

(P )
F +K

(P )
F q

(P )
F =

−M (P )
F,L q̈

(P )
L −K(P )

F,Lq
(P )
L + fC,P

(
q

(C)
F , q

(P )
F

)
+ f

(P )
F . (6.19)

Modely (6.18) a (6.19) obou subsystémů mohou být vyjádřeny v konfiguračńım prostoru

q =

[(
q

(C)
F

)T
,
(
q

(P )
F

)T]T
dimenze n = nC + nP jako

[
M

(C)
F 0

0 M
(P )
F

][
q̈

(C)
F

q̈
(P )
F

]
+

[
B

(C)
F 0

0 B
(P )
F

][
q̇

(C)
F

q̇
(P )
F

]
+

+

([
K

(C)
F 0

0 K
(P )
F

]
+KF

)[
q

(C)
F

q
(P )
F

]
=

=

[
f

(C)
L (t)

f
(P )
L (t)

]
+

[
fSG,C(q

(C)
F , t)

0

]
+

 fP,C (q(C)
F , q

(P )
F

)
fC,P

(
q

(C)
F , q

(P )
F

)  , (6.20)

kde KF je matice tuhosti vazby mezi oběma subsystémy prostřednictv́ım pružinového
fixátoru daná jako

KF = λkF



...
...

...
...

. . . 1 0 . . . −1 0 . . .

. . . 0 1 . . . 0 −1 . . .
...

...
...

...
. . . −1 0 . . . 1 0 . . .
. . . 0 −1 . . . 0 1 . . .

...
...

...
...



. . . 61

. . . 62

. . . 121

. . . 122

(6.21)

a subvektory

f
(X)
L (t) = −M (X)

F,L q̈
(X)
L −K(X)

F,Lq
(X)
L , X = C,P, (6.22)

vyjadřuj́ı kinematické buzeńı vyvolané pohybem dolńı uṕınaćı desky PS. Pohyb uṕınaćı
desky, vyvolaný tlakovými pulsacemi chladiva, je źıskán z globálńıho modelu reaktoru ve
stavu rozvinutých záznějových kmit̊u [47]. Pro potřeby modelu vybraného PP je nutné
transformovat pohyb dolńı uṕınaćı desky do pohybu př́ıslušného kinematicky buzeného
uzlu PP. Transformace je prováděna analogicky jako v kap. 5, zde ovšem s vynecháńım
souřadnic př́ıslušej́ıćıch torzńım a axiálńım souřadnićım kinematicky buzeného uzlu PP
a s úpravou transformačńı matice odpov́ıdaj́ıćı zobecněným souřadnićım ve vektorech
q

(X)
L v (6.2).

Matematický model PP (6.20) lze formálně přepsat do tvaru

Mq̈(t) +Bq̇(t) +Kq(t) = f(q, t), (6.23)

kde M ,B,K ∈ Rn,n jsou globálńı matice hmotnosti, tlumeńı a tuhosti. Kinematické
buzeńı obou subsystémů a nelineárńı vazebńı śıly jsou zde zahrnuty ve vektoru f(q, t).
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Aby bylo možné provést numerickou integraci modelu (6.23) v časové oblasti, je nutné
převést systém do stavového prostoru a formulovat tak p̊uvodńı soustavu diferenciálńıch
rovnic druhého řádu (6.23) jakožto soustavu prvého řádu o dvojnásobném počtu rovnic

u̇ = Au+ F (u, t), (6.24)

kde

u(t) =

[
q(t)
q̇(t)

]
(6.25)

je tzv. stavový vektor a systémová maticeA a vektor buzeńı ve stavovém prostoru F (q, t)
maj́ı tvar

A = −
[

0 −E
M−1K M−1B

]
, F (u, t) =

[
0

M−1f(q, t)

]
. (6.26)

6.1.1. Otěr palivových proutk̊u

Otěr PP je typem opotřebeńı, který se objevuje v kontaktu palivového proutku s buňkami
distančńıch mř́ıžek (tzv. grid-to-rod fretting) při kmitáńı palivových soubor̊u. Záviśı na
materiálových parametrech obou těles v kontaktńım bodě a na skluzových rychlostech,
resp. kontaktńıch silách.

Vertikálńı skluzové rychlosti pokryt́ı PP v kontaktńıch bodech s buňkami distančńıch
mř́ıžek (viz obr. 6.1 vlevo) zp̊usobené rozkmitáńım PS jsou

ż1,g = −r
[
sinαuϑ̇

(C)
g + cosαuψ̇

(C)
g

]
,

ż2,g = r

[
sin

(
2

3
π − αu

)
ϑ̇(C)
g − cos

(
2

3
π − αu

)
ψ̇(C)
g

]
,

ż3,g = r
[
− sin

(π
3
− αu

)
ϑ̇(C)
g + cos

(π
3
− αu

)
ψ̇(C)
g

]
,

(6.27)

kde r je vněǰśı poloměr pokryt́ı PP a ϑ̇
(C)
g , ψ̇

(C)
g jsou ohybové rychlosti natáčeńı pr̊uřez̊u.

Kritérium otěru PP může být vyjádřeno prostřednictv́ım práce třećıch sil v určitém
reprezentativńım časovém intervalu t ∈ 〈t1, t2〉 jako

Wl,g =

∫ t2

t1

f0|Nl,g(t)żl,g(t)|dt, l = 1, 2, 3, g = 1, 2, . . . , 8, (6.28)

kde f0 je koeficient třeńı. Hodinový otěr pokryt́ı PP, vyjádřený v gramech pro danou
kontaktńı plošku lze vyjádřit jako

∆ml,g = µ
f(ω)

f0

Wl,g
3600

t2 − t1
, l = 1, 2, 3, g = 1, 2, . . . , 8, (6.29)

kde µ [gJ−1] je experimentálně určený otěr, tj. úbytek hmotnosti pokryt́ı PP v kontaktńı
plošce vyvolané praćı třećı śıly W = 1 [J] při frekvenci buzeńı ω, a f(ω) je experimentálně
zjǐstěný koeficient třeńı při téže frekvenci [31].
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Obrázek 6.3.: Śıly přenášené buňkami l = 1 distančńıch mř́ıžek a výkon třećıch sil při
statickém předpět́ı buněk F0 = 0 [N], osové śıle fixátoru FF = 5 [N] a při
v̊uli δ = 50 [µm]

6.1.2. Numerické simulace

Numerické simulace pohybu palivového proutku za předpokladu rázových interakćı mezi
sloupcem palivových tablet a pokryt́ım PP a při uvažováńı možnosti odléháńı byly
provedeny v prostřed́ı MATLAB pomoćı Rungeovy-Kuttaovy metody čtvrtého řádu
s adaptivńım krokem v časové oblasti. Při simulaćıch jsou uvažovány nulové počátečńı
podmı́nky q(0) = 0 a q̇(0) = 0 a simulace je prováděna v časovém intervalu t ∈
〈0; 0, 5〉 [s]. Tento časový interval se ukazuje jako dostatečný vzhledem k charakteru
odezvy. Kmitáńı v časovém intervalu t ∈ 〈0, 2; 0, 5〉 [s] lze charakterizovat jako ustálené,
nebot’ přechodové kmity již v dostatečné mı́̌re odezněly. Všechny výsledky uvedené v této
kapitole se vztahuj́ı k náhodně vybranému proutku u = 46, s = 3 z PS na obr. 4.1.

Jak bylo řečeno v úvodu kapitoly, je provozńı stav reaktoru charakterizován trojićı
parametr̊u, a to radiálńı v̊uĺı δ mezi sloupcem palivových tablet a pokryt́ım PP, statickým
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Obrázek 6.4.: Śıly přenášené buňkami l = 2 distačńıch mř́ıžek a výkon třećıch sil při
statickém předpět́ı buněk F0 = 0 [N], osové śıle fixátoru FF = 5 [N] a při
v̊uli δ = 50 [µm]

předepnut́ım F0 buněk distančńıch mř́ıžek a osovou silou pružinového fixátoru FF . Pro
každou konkrétńı trojici těchto parametr̊u lze provést simulaci pohybu a určit tak odezvu
palivového proutku na kinematické buzeńı od pohybu dolńı uṕınaćı desky a od střed̊u
buněk distančńıch mř́ıžek, zp̊usobené tlakovými pulsacemi chladiva. Na základě této ode-
zvy lze vypoč́ıtat v úrovni všech distančńıch mř́ıžek práci třećıch sil podle výše uvedených
vztah̊u, a odtud určit hodnoty hodinového otěru.

Pro ilustraci jsou na obr. 6.3 až obr. 6.5 uvedeny śıly přenášené buňkami l = 1
až l = 3 při vyloučeńı statického předpět́ı, kdy F0 = 0 [N], osové śıle fixátoru FF =
5 [N] a při v̊uli δ = 50 [µm]. Je zde patrné, že śıly přenášené buňkami osciluj́ı kolem
středńı hodnoty, která je dána hodnotou statického předpět́ı (tento jev se potvrzuje i při
vyšš́ıch statických předpět́ıch) a charakter těchto sil odpov́ıdá př́ıtomnosti nelineárńıch
jev̊u daných možnost́ı odléháńı pokryt́ı PP od buněk distančńıch mř́ıžek.
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Obrázek 6.5.: Śıly přenášené buňkami l = 3 distančńıch mř́ıžek a výkon třećıch sil při
statickém předpět́ı buněk F0 = 0 [N], osové śıle fixátoru FF = 5 [N] a při
v̊uli δ = 50 [µm]

Dále jsou na obr. 6.3 až obr. 6.5 ukázány časové pr̊uběhy výkonu třećıch sil v daných
kontaktńıch bodech, z nichž lze podle (6.28) a (6.29) určit hodnotu hodinového otěru
pokryt́ı PP.

6.1.3. Analýza závislosti otěru palivových proutk̊u TVSA-T na
provozńıch parametrech JE

Důležitou analýzou s ohledem na otěr PP je analýza vlivu tř́ı uvažovaných provozńıch
parametr̊u – radiálńı v̊ule δ, statického předepnut́ı buněk distančńıch mř́ıžek F0 a osové
śıly fixátoru FF – na otěr palivových proutk̊u. Při znalosti vývoje těchto tř́ı parametr̊u
v rámci kampaně lze simulovat změnu otěru s pokračuj́ıćım časem v rámci kampaně při
referenčńı hodnotě parametru otěru µ = 10−9 [g/J].

Na obr. 6.6 je ukázán hodinový otěr pokryt́ı PP v kontaktu se všemi třemi buňkami
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l = 1, 2, 3 distančńıch mř́ıžek v závislosti na radiálńı v̊uli δ = 〈0, 60〉 [µm] při předeṕınaćı
śıle buněk distančńıch mř́ıžek F0 = 20 [N] a osové śıle pružinového fixátoru FF = 5 [N].
Analogicky na obr. 6.7 je ukázán hodinový otěr pokryt́ı PP v kontaktu s buňkami l =
1, 2, 3 v závislosti na osové śıle pružinového fixátoru FF = 〈0, 15〉 [N] při radiálńı v̊uli
δ = 65 [µm] a při předeṕınaćı śıle buněk distančńıch mř́ıžek F0 = 20 [N].

Nejobecněǰśım výstupem matematického modelu jsou pak závislosti ukázané v gra-
fech na obr. 6.8 až 6.10, kde je vynesena závislost hodinového otěru na statickém přede-
pnut́ı buněk F0 ∈ 〈0, 20〉 [N] a radiálńı v̊uli δ = 〈0, 60〉 [µm] mezi sloupcem palivových
tablet a pokryt́ım PP. Tyto výpočty byly provedeny pro r̊uzné hodnoty př́ıtlačné śıly
pružinového fixátoru FF . Na základě výše uvedených výsledk̊u lze konstatovat domi-
nantńı vliv statického předepnut́ı buněk distančńıch mř́ıžek na otěr PP, slabš́ı vliv radiálńı
v̊ule a rovněž slabš́ı vliv śıly v pružinovém fixátoru. Snižováńı statického předpět́ı buněk
se projev́ı poklesem středńı hodnoty normálových sil přenášených vazbou pokryt́ı PP
s buňkami distančńıch mř́ıžek, což vede k nižš́ı práci třećıch sil, a tedy k nižš́ım hod-
notám hodinového otěru. Snižováńı v̊ule v rámci kampaně se projev́ı mı́rným nár̊ustem
práce třećıch sil u nejv́ıce zat́ıžených buněk, a tedy i zvýšeńım hodnot hodinového otěru.
Se zvyšováńım předepnut́ı fixátoru se mı́rně zvyšuje práce třećıch sil v kontaktńıch bo-
dech, a tedy se zvyšuje i hodnota hodinového otěru. K největš́ımu otěru docháźı na úrovni
nejvyšš́ı (osmé) distančńı mř́ıžky. Pro srovnáńı hodnot otěru v r̊uzných fáźıch kampaně
byly vybrány tyto provozńı stavy

a) F0 = 20 [N], δ = 65 [µm], FF = 5 [N] . . . začátek kampaně,
b) F0 = 10 [N], δ = 10 [µm], FF = 7, 5 [N] . . . stav uvnitř kampaně,
c) F0 = 0 [N], δ = 0 [µm], FF = 10 [N] . . . stav bĺızký ukončeńı kampaně.

Hodnoty otěru pro vybrané provozńı stavy jsou uvedeny v tab. 6.2. Detailněǰśı
diskuse výsledk̊u bude provedena v kap. 6.2.2.

6.1.4. Linearizace silně nelineárńıho modelu PP prosťrednictv́ım
parametrické optimalizace

Obsah této kapitoly je úzce motivován provozńımi požadavky. Jak bylo uvedeno v před-
choźıch kapitolách, v pr̊uběhu provozu reaktoru docháźı ke změně parametr̊u (v̊ule δ,
statického předpět́ı buněk F0 distančńıch mř́ıžek a śıly v pružinovém fixátoru FF ), č́ımž
je rovněž ovlivněn charakter kmitáńı PP a celého palivového souboru. Kmitáńı tlakové
nádoby a vybraných palivových soubor̊u je monitorováno diagnostickým systémem JE.
Motivaćı této kapitoly je určit podle naměřených frekvenčńıch charakteristik, v jaké fázi
kampaně se daný PS nacháźı – např. zda již došlo k uzamčeńı sloupce palivových tablet
(tj. k jejich rozbobtnáńı zp̊usobuj́ıćımu trvalý nebo téměř trvalý kontakt mezi sloupcem
palivových tablet a pokryt́ım PP).

Sledovat změnu frekvenčńıch charakteristik celého PS při uvažováńı všech výše uve-
dených nelinearit v každém z 312 PP je výpočtově nerealizovatelné. Jednou z možnost́ı,
jak přesto alespoň přibližně sledovat změnu charakteru kmitáńı v rámci kampaně, je
vybráńı konečného počtu stav̊u charakterizuj́ıćıch jednotlivé fáze kampaně a pro každý
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Obrázek 6.6.: Závislost hodinového otěru pokryt́ı PP v kontaktu s buňkami l = 1, 2, 3 na
radiálńı v̊uli δ = 〈0, 65〉 [µm] při předeṕınaćı śıle buněk distančńıch mř́ıžek
F0 = 20 [N] a osové śıle pružinového fixátoru FF = 5 [N]
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Obrázek 6.7.: Závislost hodinového otěru pokryt́ı PP v kontaktu s buňkami l = 1, 2, 3 na
osové śıle pružinového fixátoru FF = 〈0, 15〉 [N] při radiálńı v̊uli δ = 65 [µm]
a při předeṕınaćı śıle buněk distančńıch mř́ıžek F0 = 20 [N]
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Obrázek 6.8.: Hodinový otěr pokryt́ı PP v kontaktu s buňkou l = 1 v závislosti na
předeṕınaćı śıle buněk distančńıch mř́ıžek F0 ∈ 〈0, 20〉 [N], radiálńı v̊uli
δ = 〈0, 60〉 [µm] a statickém předepnut́ı pružinového fixátoru FF = 5 [N]
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Obrázek 6.9.: Hodinový otěr pokryt́ı PP v kontaktu s buňkou l = 2 v závislosti na
předeṕınaćı śıle buněk distančńıch mř́ıžek F0 ∈ 〈0, 20〉 [N], radiálńı v̊uli
δ = 〈0, 60〉 [µm] a statickém předepnut́ı pružinového fixátoru FF = 5 [N]
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Obrázek 6.10.: Hodinový otěr pokryt́ı PP v kontaktu s buňkou l = 3 v závislosti na
předeṕınaćı śıle buněk distančńıch mř́ıžek F0 ∈ 〈0, 20〉 [N], radiálńı v̊uli
δ = 〈0, 60〉 [µm] a statickém předepnut́ı pružinového fixátoru FF = 5 [N]
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Index
distančńı
mř́ıžky g

index
buňky l

F0 = 20 [N],
δ = 65 [µm],
FF = 5 [N]

F0 = 10 [N],
δ = 10 [µm],
FF = 7, 5 [N]

F0 = 0 [N],
δ = 0 [µm],
FF = 10 [N]

1 1 1.2955e-09 7.2728e-10 1.2247e-10
1 2 9.8234e-10 5.5282e-10 1.0375e-10
1 3 4.6975e-10 2.6438e-10 5.8228e-11

2 1 1.7956e-09 1.0964e-09 5.5969e-11
2 2 1.4023e-09 7.8978e-10 4.0182e-11
2 3 5.1147e-10 3.8427e-10 2.0072e-11

3 1 1.1666e-09 6.9113e-10 4.2212e-11
3 2 9.6799e-10 5.3658e-10 3.7868e-11
3 3 3.8753e-10 2.5145e-10 1.1565e-11

4 1 6.9503e-10 3.7884e-10 3.1923e-11
4 2 6.5161e-10 3.6013e-10 2.6856e-11
4 3 1.8381e-10 7.0677e-11 3.8709e-12

5 1 1.1649e-09 5.6302e-10 4.4491e-11
5 2 9.2635e-10 4.854e-10 4.5829e-11
5 3 4.1962e-10 1.1654e-10 1.1034e-11

6 1 1.2575e-09 6.5638e-10 6.7644e-11
6 2 1.0892e-09 5.3687e-10 4.508e-11
6 3 4.576e-10 1.4353e-10 1.2781e-11

7 1 1.6988e-09 8.6721e-10 8.3227e-11
7 2 1.1831e-09 6.1104e-10 5.2107e-11
7 3 5.974e-10 2.5645e-10 2.1094e-11

8 1 5.74e-09 3.2258e-09 1.3902e-10
8 2 5.0948e-09 2.5446e-09 1.0586e-10
8 3 1.4267e-09 7.781e-10 3.5346e-11

Tabulka 6.2.: Hodinový otěr vybraného palivového proutku v úrovni všech distančńıch
mř́ıžek g = 1 . . . 8 ve všech kontaktńıch bodech l = 1 . . . 3 pro vybrané
kombinace parametr̊u simuluj́ıćı stav v r̊uzných fáźıch kampaně

takto vybraný stav provést linearizaci nelineárńıho modelu PP [α13], tj. jeho nahrazeńı
lineárńım modelem fiktivńıho nosńıku. Parametry linearizovaného nosńıku pak lze dosa-
dit do modelu palivového souboru a provést jeho modálńı analýzu. Z modálńı analýzy
linearizovaných model̊u pro vybrané stavy lze sledovat změnu vlastńıch frekvenćı PS.
Ve výše uvedeném matematickém modelu (6.20) je stav systému (jeho pokročilost v rám-
ci jedné kampaně reaktoru) určen trojićı parametr̊u δ, F0, FF . Jejich změna v rámci kam-
paně je uvažována lineárńı mezi dvěma extrémńımi stavy, viz tab. 6.3. Radiálńı v̊ule δ
je na počátku kampaně δ = 65 [µm], vlivem rozbobtnáváńı palivových tablet docháźı
k jej́ımu snižováńı, až dojde k jej́ımu poklesu na δ = 0 [µm]. Statické předepnut́ı buněk
distančńıch mř́ıžek je na počátku maximálńı, a sice F0 = 20 [N ]. Vlivem otěru palivových
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Stav I Stav II Stav III Stav IV

radiálńı v̊ule δ [µm] 65 43, 3 21, 7 0
statické předepnut́ı F0 [N ] 20 13, 3 6, 7 0
osová śıla fixátoru FF [N ] 5 6, 7 8, 3 10

Tabulka 6.3.: Vývoj určuj́ıćıch parametr̊u v rámci kampaně: stav I odpov́ıdá počátku
a stav IV konci kampaně

proutk̊u docháźı ke snižováńı tohoto předepnut́ı a v extrémńım př́ıpadě k jeho poklesu
na nulovou hodnotu F0 = 0 [N ] na konci kampaně. Předeṕınaćı śıla fixátoru rovněž vli-
vem rozbobtnáváńı palivových tablet v pr̊uběhu kampaně roste, a to mezi hodnotami
FF = 5 [N ] na počátku a FF = 10 [N ] na konci kampaně.

Pro každý ze stav̊u naznačených v tab. 6.3 lze prostřednictv́ım numerických simulaćı
vypoč́ıtat odezvu q(t). Ćılem úlohy linearizace je nalézt takový fiktivńı lineárńı nosńık,
jehož odezva při buzeńı tlakovými pulsacemi chladiva bude co nejbližš́ı odezvě p̊uvodńıho
nelineárńıho systému. Fiktivńı nosńık je uvažován jako jednorozměrné Eulerovo-Ber-
noulliovo kontinuum o po částech mezikruhovém pr̊uřezu a jeho model je vytvořen
metodou konečných prvk̊u při uvažováńı osmi, event. šestnácti, element̊u s pružnými
podporami v úrovńıch odpov́ıdaj́ıćı umı́stěńı buněk distančńıch mř́ıžek. Tento nosńık
je následně podroben procesu identifikace prostřednictv́ım parametrické optimalizace.
Optimalizačńımi parametry linearizovaného fiktivńıho nosńıku jsou Youngovy moduly
pružnosti Ei, hustoty ρi, vnitřńı pr̊uměry di a vněǰśı pr̊uměry Di jednotlivých element̊u
i = 1, . . . 8, poměrné útlumy ζj, j = 1, 2, prvńıch dvou vlastńıch tvar̊u kmitu a tuhosti
buněk distančńıch mř́ıžek kg, g = 1, . . . 8. Optimalizačńı parametry jsou uspořádány do
vektoru p, definovaného jako

p = [E1, . . . E8, ρ1, . . . ρ8, d1, . . . d8, D1, . . . D8, ζ1, ζ2, k1 . . . k8]T ∈ R42. (6.30)

Vzhledem k tomu, že veličiny ve vektoru optimalizačńıch parametr̊u (6.30) jsou fyzikálně
r̊uzné a jejich hodnoty se značně lǐśı (moduly pružnosti Ei nabývaj́ı řádově hodnot
1011 [Pa], pr̊uměry pak řádově 10−2 [m]), je nutné převést parametry do bezrozměrného
tvaru. To lze provést např. zavedeńım bezrozměrných parametr̊u

∗pk =
pk
p0
k

, k = 1, . . . 42, (6.31)

kde p0
k, k = 1, . . . 42, jsou referenčńı hodnoty parametr̊u. Aby bylo dosaženo pouze fy-

zikálně smysluplných řešeńı, je účelné zavést omezeńı jednotlivých parametr̊u. V daľśım
byla uvažována následuj́ıćı omezeńı

0, 2 ≤ ∗pk ≤ 3 pro k = 1, . . . 16 ∪ k = 25, . . . 42,

0 ≤ ∗pk ≤ 3 pro k = 17, . . . 24, (6.32)

kde druhý řádek (6.32) ponechává možnost vnitřńım pr̊uměr̊um nabývat až nulové hod-
noty (plný válcový element). Dále je nutné formulovat nerovnicové omezeńı1

∗pk ≤ ∗pk+8, k = 17, . . . 24, (6.33)

1Při uvažováńı rozděleńı fiktivńıho nosńıku na šestnáct element̊u je dále uvažováno také rovnicové
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které zamezuje vnitřńımu pr̊uměru daného elementu být větš́ı nebo roven než vněǰśı
pr̊uměr téhož elementu. Formulace ćılové funkce doznala v pr̊uběhu numerických experi-
ment̊u několika změn; na počátku byla ćılová funkce definována jako

ψ1(p, δ, F0, FF ) =

=
16∑
i=1

N2∑
j=N1

[(
1− ξli(tj,p)

ξni (tj, δ, F0, FF )

)2

+

(
1− ηli(tj,p)

ηni (tj, δ, F0, FF )

)2
]
, (6.34)

kde ξli(tj,p), ηli(tj,p) jsou laterálńı výchylky linearizovaného modelu PP a ξni (tj, δ, F0, FF )
a ηni (tj, δ, F0, FF ) jsou laterálńı výchylky pokryt́ı PP v diskrétńıch časech tj źıskané in-
tegraćı nelineárńıho matematického modelu (6.20) v časové oblasti. Takto je minimali-
zován rozd́ıl mezi odezvou nelineárńıho a fiktivńıho lineárńıho systému ve všech uzlech
i = 1, . . . 16, a to v každém uzlu ve smyslu obou laterálńıch souřadnic ξi, ηi a ve všech
časových okamžićıch, v nichž byla odezva vyč́ıslena a je již ustálená. Tato formulace
(6.34) ćılové funkce, ačkoli z fyzikálńıho hlediska je korektńı, se ukazuje jako nepř́ılǐs efek-
tivńı, nebot’ je výrazně multikriteriálńı (v ćılové funkci se sč́ıtaj́ı tiśıce hodnot). Ćılová
funkce tak vykazuje jen nepatrný pokles a nalezené optimum neodpov́ıdá požadovanému
přibĺıžeńı odezvy lineárńıho systému k odezvě nelineárńıho. Proto byla navržena ćılová
funkce se slabš́ım požadavkem, a sice s minimalizaćı pouze rozd́ıl̊u maxim amplitud
lineárńıho a nelineárńıho systému v ustáleném stavu

ψ2(p, δ, F0, FF ) =

=
16∑
i=1

(1−
max

{
ξli(tj,p)

}
max {ξni (tj, δ, F0, FF )}

)2

+

(
1−

max
{
ηli(tj,p)

}
max {ηni (tj, δ, F0, FF )}

)2
 .

(6.35)

Ćılová funkce (6.35) již vykazuje znatelný pokles v rámci iteraćı a maxima amplitud
se přibližuj́ı předepsaným hodnotám. Požadavky na ćılovou funkci byly pro přesněǰśı
popis lineárńıho systému v úrovńıch distančńıch mř́ıžek dále uvažovány ještě slabš́ı než
v př́ıpadě (6.35), a to minimalizaćı rozd́ıl̊u maxim amplitud pouze v těch uzlech, kde je
PP podepřen distančńımi mř́ıžkami, tedy ćılová funkce nabývá tvaru

ψ3(p, δ, F0, FF ) =

=
16∑

i=2,4,...

(1−
max

{
ξli(tj,p)

}
max {ξni (tj, δ, F0, FF )}

)2

+

(
1−

max
{
ηli(tj,p)

}
max {ηni (tj, δ, F0, FF )}

)2
 .

(6.36)

Při této formulaci již je dosaženo relativně dobrých výsledk̊u v laděných veličinách. Je
ovšem nutné přihĺıžet ke skutečnosti, že neńı zachován celý charakter kmitáńı, nýbrž jen

omezeńı zajǐst’uj́ıćı shodné materiálové a geometrické parametry pro 1. a 2., 3. a 4. až 15. a 16.
element. Tak je źıskávána a porovnávána odezva ve všech šestnácti uzlech, ale výsledné parametry
odpov́ıdaj́ı děleńı na 8 element̊u, což odpov́ıdá struktuře PP v modelu celého PS.
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Obrázek 6.11.: Pokles ćılové funkce ψ = ψ3 v rámci iteraćı

jeho amplitudy, a to nikoli ve všech uzlech, nýbrž jen v uzlech odpov́ıdaj́ıćıch umı́stěńı
v distančńıch mř́ıžkách.

Optimalizačńı proces byl realizován v prostřed́ı MATLAB prostřednictv́ım funkce
fmincon určené k řešeńı úloh podmı́něné optimalizace, a to za použit́ı algoritmu SQP.
Na obr. 6.11 je uveden pokles ćılové funkce v rámci iteraćı optimalizačńıho procesu pro
stav I z tab. 6.3 a při použit́ı ćılové funkce ψ = ψ3.

0 50 100 150 200 250
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42
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Obrázek 6.12.: Vývoj optimalizačńıch parametr̊u v rámci iteraćı

Pro ilustraci je ukázán na obr. 6.12 vývoj optimalizačńıch parametr̊u v rámci iteraćı.
Odtud jsou rovněž zřejmé finálńı hodnoty bezrozměrných parametr̊u v optimu. Srovnáńı
amplitud pokryt́ı v uvažovaných uzlech nelineárńıho modelu PP a linearizovaného modelu
PP je pak uvedeno na obr. 6.13, kde je zřejmá relativně dobrá shoda laděných parametr̊u
v optimu.

Po provedeńı modálńı analýzy palivového souboru s linearizovanými PP odpov́ıda-
j́ıćımi jednotlivým stav̊um uvedeným v tab. 6.3 se ukazuje, že výsledky jsou fyzikálně
nereálné. Vlastńı frekvence fiktivńıho PS jsou př́ılǐs ńızké, a uvedená metodika se pro
tento typ úlohy ve výsledku ukazuje jako nevhodná. Obecně lze konstatovat proble-
matičnost aproximace silně nelineárńıho systému systémem lineárńım (linearizovaným),
nebot’ odezva takto silně nelineárńıho systému z principu obsahuje prudké změny dy-
namických veličin zp̊usobené impulsńımi silami, které se v lineárńım systému nemohou
vyskytnout.
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Obrázek 6.13.: Srovnáńı maxim amplitud pokryt́ı nelineárńıho modelu PP a linearizo-
vaného modelu PP

Lze očekávat, že úloha linearizace prostřednictv́ım parametrické optimalizace by
mohla být lépe použita pro slabě nelineárńı soustavy, kde funkce obsažené v matema-
tickém modelu jsou sice nelineárńı, ale hladké.

6.1.5. Mapy rázových rozhrańı

Na modelu palivového proutku s uvažováńım interakce mezi pokryt́ım a sloupcem pali-
vových tablet byla provedena analýza rázových rozhrańı [α7]. Tyto hranice v prostoru
vybraných provozńıch parametr̊u odděluj́ı oblasti, v nichž je systém lineárńı, od oblast́ı,
v nichž docháźı k ráz̊um. Analýza je prováděna na lineárńım modelu (bez rázových
účink̊u) a pro každý uvažovaný provozńı stav je vyhodnocována relace mezi relativńı
excentricitou ei(t) mezi C a P a v̊uĺı δ v daném uzlu. Je uvažován dokonale tuhý nosný
skelet pohybuj́ıćı se předepsaným harmonickým pohybem a je předpokládáno neodléháńı
pokryt́ı PP od buněk distančńıch mř́ıžek (tj. dostatečné předpět́ı buněk). Vektor buzeńı
na úrovni distančńıch mř́ıžek lze pak vyjádřit ve tvaru

fSG,C(t) = −KCq
(C)
F + fSG(t) (6.37)

a pro fP,C

(
q

(C)
F , q

(P )
F

)
= 0,fC,P

(
q

(C)
F , q

(P )
F

)
= 0 nelineárńı model v dekomponovaném

tvaru (6.18) a (6.19) přejde do tvaru

M
(C)
F q̈

(C)
F +B

(C)
F q̇

(C)
F +

(
K

(C)
F +KC

)
q

(C)
F =

= −M (C)
F,L q̈

(C)
L −K(C)

F,Lq
(C)
L︸ ︷︷ ︸

f
(C)
L (t)

+fSG(t) + f
(C)
F , (6.38)

M
(P )
F q̈

(P )
F +B

(P )
F q̇

(P )
F +K

(P )
F q

(P )
F = −M (P )

F,L q̈
(P )
L −K(P )

F,Lq
(P )
L︸ ︷︷ ︸

f
(P )
L (t)

+f
(P )
F , (6.39)
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kde význam jednotlivých matic a vektor̊u byl definován výše u vztah̊u (6.18) a (6.19). Zde
nav́ıc KC je vazebńı matice tuhosti reprezentuj́ıćı elastické vlastnosti buněk distančńıch
mř́ıžek a fSG,C(t) je vektor buzeńı od pohybu skeletu. V daľśım bude uvažován harmo-
nický pohyb dolńıho uzlu obou subsystémů (X = C,P ) daný jako

q
(X)
L (t) =


x

(X)
L

y
(X)
L

ϕ
(X)
x,L

ϕ
(X)
y,L

 =


X cosωt

0
Φ cos (ωt+ ϕ)

0

 (6.40)

s amplitudami X = 200 [µm], Φ = 30 · 10−6 [rad] a pro ϕ = 0 v širokém frekvenčńım
spektru buzeńı f ∈ 〈0, 150〉 [Hz]. Vzhledem k neodléháńı pokryt́ı PP od buněk distančńıch
mř́ıžek je vektor fSG(t) lineárńı a nabývá tvaru

fSG(t) = 1, 5



...
kgX cosωt

−kgΦlg cos (ωt+ ϕ)
0
0
...


. . . 8(g − 1) + 5
. . . 8(g − 1) + 6,

(6.41)

kde kg je radiálńı tuhost jedné buňky na úrovni distančńıch mř́ıžek g = 1, . . . 8. Globálńı
model PP v kompaktńı formě lze sestavit z model̊u (6.38) a (6.39) a podobně jako v (6.20)
zavedeńım vazebńı matice tuhosti pružinového fixátoru KF ve tvaru (6.21) pak je[

M
(C)
F 0

0 M
(P )
F

][
q̈

(C)
F

q̈
(P )
F

]
+

[
B

(C)
F 0

0 B
(P )
F

][
q̇

(C)
F

q̇
(P )
F

]
+

+

([
K

(C)
F +KC 0

0 K
(P )
F

]
+KF

)[
q

(C)
F

q
(P )
F

]
=

[
f

(C)
L (t)

f
(P )
L (t)

]
+

[
fSG(t)

0

]
︸ ︷︷ ︸

fLS

.

(6.42)

Po formálńım přepsáńı modelu (6.42) potom

Mq̈(t) +Bq̇(t) +Kq(t) = fLS(t), (6.43)

kde fLS(t) je vektor buzeńı od pohybu nosného skeletu (Load-bearing Skeleton) v dolńım
uzlu včetně vektoru fSG(t) (buzeńı pohybem distančńıch mř́ıžek). Nebot’ jde o harmo-
nicky buzený lineárńı systém, s výhodou lze využ́ıt metodu inverze matice dynamické
tuhosti [44]. Vektory pravé strany lze zapsat v komplexńım tvaru

f̃LS(t) = f̃LSe
iωt. (6.44)
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Předpokládané řešeńı pak nabývá tvaru

q̃(t) = q̃eiωt, (6.45)

a tedy po provedeńı prvńı a druhé derivace a po dosazeńı do modelu (6.43) je vektor
komplexńıch amplitud výchylek

q̃ = (−ω2M +Biω +K)−1f̃LS. (6.46)

Odtud potom

q(t) = q̄ cosωt− ¯̄q sinωt, q̄ = Re {q̃} , ¯̄q = Im {q̃} . (6.47)

Relativńı excentricitu v uzlu i lze vyjádřit jako

ei(t) =
√
e2
ix(t) + e2

iy(t), (6.48)

kde pro jednotlivé složky relativńıch excentricit plat́ı

eix(t) =
(
v̄

(P )
i − v̄(C)

i

)
cosωt−

(
¯̄v

(P )
i − ¯̄v

(C)
i

)
sinωt, (6.49)

eiy(t) =
(
w̄

(P )
i − w̄(C)

i

)
cosωt−

(
¯̄w

(P )
i − ¯̄w

(C)
i

)
sinωt. (6.50)

V každém uzlu i lze nyńı určit maximálńı relativńı excentricitu êi jako

êi = max
t
ei(t). (6.51)

Rázové rozhrańı pak definuje, kdy je maximálńı relativńı excentricita êi v daném uzlu
rovna v̊uli δ. Pro êi < δ nedojde v daném uzlu k (prvńımu) rázu, naopak pro êi ≥ δ
v daném uzlu bude docházet k ráz̊um.

Dále bude analyzován vliv budićı frekvence ω a radiálńı tuhosti buněk distančńıch
mř́ıžek kg na rázové rozhrańı. Odezva q̃ definovaná v (6.45) bude pak závislá na těchto
parametrech, tj. q̃ = q̃(ω, kg), g = 1, . . . 8, a tedy i maxima relativńıch excentricit êi =
êi(ω, kg), g = 1, . . . 8.

Necht’ M je množina př́ıpustných parametr̊u uvažovaných pro daľśı analýzy

M =
{
ω, kg ∈ R0+, g = 1, . . . 8

}
. (6.52)

Dále necht’ M(−)
i je množina parametr̊u ω, kg v uzlu i takových, že při nich nedojde

k prvńımu rázu, a naopak M(+)
i množina parametr̊u v uzlu i, při nichž k rázu dojde

M(−)
i =

{
kg ∈ R0+, ω ∈ R0+ : êi(ω, kg) < δ

}
, i = 1, . . . 16, g = 1, . . . 8, (6.53)

M(+)
i =

{
kg ∈ R0+, ω ∈ R0+ : êi(ω, kg) ≥ δ

}
, i = 1, . . . 16, g = 1, . . . 8. (6.54)

T́ım jsou definovány oblasti iniciačńıho rázu ve všech uzlech. V prostoru parametr̊u pak
lze definovat oblasti, v nichž nebude nikdy docházet k ráz̊um (lineárńı chováńı), a oblasti,
kde bude docházet k ráz̊um (nelineárńı chováńı). Pro rázové oblasti plat́ı

M(+) =
16⋃
i=1

M(+)
i (6.55)
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a pro oblasti s lineárńım chováńım systému (bez ráz̊u) plat́ı

M(−) =M\M(+). (6.56)

Ve zjednodušeném př́ıpadě, kdy tuhosti distančńıch mř́ıžek kg = konst. = 0, 537 ·106, g =
1, . . . 8, a proměnná bude pouze budićı frekvence, je rázové rozhrańı definováno křivkou.
Pro konkrétńı hodnoty parametr̊u PP a pro budićı frekvenci f ∈ 〈0, 150〉 [Hz] je rázové
rozhrańı ukázáno na obr. 6.14. Jsou zde barevně naznačeny maximálńı relativńı excent-
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Obrázek 6.14.: Maxima relativńıch amplitud v jednotlivých uzlech (barevně) a maximálńı
relativńı amplituda (černě) jakožto jejich obalová křivka v závislosti na
budićı frekvenci

ricity êi(ω) v jednotlivých uzlech a jejich obalová křivka, která definuje rázové rozhrańı
celé soustavy. Pro danou budićı frekvenci f = ω/2π a danou v̊uli odtud lze určit, zda se

bude PP chovat lineárně (tj. bod daný těmito dvěma parametry v rovině f̂, êi lež́ı pod
uvedenou křivkou), nebo bude docházet k ráz̊um alespoň v jednom z uzl̊u a systém se
bude chovat nelineárně (bod nad obalovou křivkou). Na obr. 6.14 je naznačena např. v̊ule
δ = 1, 2 · 10−3 [m], č́ımž jsou dány oblasti

M(+) = {ω = 2πf, f ∈ 〈1, 29; 1, 63〉 ∪ 〈103, 3; 106, 7〉 ∪ 〈108, 5; 148, 6〉 [Hz]} (6.57)

pro kg = konst., g = 1, . . . 8, kde bude docházet k ráz̊um, zat́ımco mimo tyto intervaly,
tj. pro M(−) = M \M(+), M = {ω = 2πf, f = 〈0; 150〉 [Hz]}, se bude systém chovat
lineárně. Z výsledk̊u na obr. 6.14 je zřejmé, že rázové rozhrańı lež́ı amplitudově rela-
tivně vysoko (řádově 10−3 [m]). Tato skutečnost je dána značně odlǐsnými modálńımi
vlastnostmi pokryt́ı PP (vyztužené buňkami distančńıch mř́ıžek) a sloupce palivových
tablet (nosńık jednostranně vetknutý pouze s jednou velmi měkkou vazbou přes pružinu
fixátoru. Aby při daném buzeńı nedocházelo k ráz̊um mezi oběma subsystémy, musela by
v̊ule být řádově vyšš́ı než v reálném PP. Naopak pokud by nemělo při konstrukčně dané
v̊uli docházet k ráz̊um, muselo by být buzeńı řádově nižš́ı.

Analogicky lze postupovat při výpočtu rázových hranic při uvážeńı r̊uzných tuhost́ı
buněk distančńıch mř́ıžek. Tentokrát jsou výsledkem nikoli křivky, ale plochy êi(ω, kg)
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Obrázek 6.15.: Množiny M(−)
i lineárńıho chováńı systému (b́ıle) a M(+)

i nelineárńıho
chováńı systému (černě) v sudých uzlech při uvažováńı v̊ule δ = 65 [µm]
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Obrázek 6.16.: Množiny M(−)
i lineárńıho chováńı systému (b́ıle) a M(+)

i nelineárńıho
chováńı systému (černě) v lichých uzlech při uvažováńı v̊ule δ = 65 [µm]

popisuj́ıćı závislost relativńıch excentricit ve všech uzlech i = 1, . . . 15 na budićı frekvenci
a tuhosti buněk distančńıch mř́ıžek. Při konkrétńıch realizaćıch výpočt̊u byly uvažovány
parametry v intervalech f ∈ 〈0, 150〉 [Hz] a kg = 〈0; 106〉 [N/m] pro g = 1 . . . 8 (tuhosti
buněk distančńıch mř́ıžek vždy shodné pro g = 1, . . . 8). Výsledky uvedené na obr. 6.15

a obr. 6.16 ukazuj́ı množiny M(−)
i (b́ıle) a M(+)

i (černě) pro konkrétńı v̊uli δ = 65 [µm].
Množina M(+) parametr̊u, při nichž se bude celý systém chovat nelineárně, je dána
sjednoceńım (6.55) všech množin M(+)

i uvedených černě na obr. 6.15 a obr. 6.16.
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6. Matematický model kmitáńı palivových proutk̊u

6.1.6. Bifurkačńı analýza kmitáńı PP vzhledem k vybraným
parametr̊um

U silně nelineárńıch systémů nastává možnost bifurkace řešeńı (odezvy) při změně někte-
rého z parametr̊u soustavy. Bifurkace je charakteristická kvalitativńı změnou fázového
portrétu [27]. V této kapitole budou vlastnosti PP analyzovány za použit́ı tzv. bifurkačńıch
diagramů, které na základě opakovaných numerických simulaćı při změně ř́ıd́ıćıho para-
metru zobrazuj́ı změnu extrémů relativńıch deformaćı [6] mezi pokryt́ım PP a sloupcem
palivových tablet. Analýzy jsou provedeny na modelu PP, který zahrnuje výše uvedené
nelineárńı jevy, ale zároveň zavád́ı některé zjednodušuj́ıćı předpoklady [α8, α10].
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Obrázek 6.17.: Schéma zjednodušeného mechanického modelu PP pro bifurkačńı analýzy

Schéma analyzovaného systému je ukázáno na obr. 6.17. Jedná se o systém popsaný
matematickým modelem (6.20), kde nyńı je buzeńı – oproti výše uvedenému komplexńımu
modelu, kde byly uvažovány tři harmonické složky od každého HCČ – předpokládáno
pouze harmonické. Skelet je uvažován jako dokonale tuhý, a tedy i pohyb buněk distan-
čńıch mř́ıžek na všech úrovńıch je jednoznačně určen pohybem (laterálńımi výchylkami
a natočeńımi) skeletu na úrovni dolńıho uzlu L palivového proutku tak, jak je ukázáno na
obr. 6.17. V tomto modelu je rovněž uvažováno, že statické předepnut́ı buněk distančńıch
mř́ıžek je dostatečné, aby nemohlo doj́ıt k odlehnut́ı pokryt́ı PP od buněk distančńıch
mř́ıžek.

Řešeńı matematického modelu (6.20) v časové oblasti lze źıskat prostřednictv́ım
numerické integrace za použit́ı Rungeovy-Kuttaovy metody. Jako bifurkačńı parametry
byly zvoleny významné konstrukčńı parametry – v̊ule δ mezi sloupcem palivových tablet
a pokryt́ım PP a tuhost buněk distančńıch mř́ıžek kg – a z provozńıch parametr̊u budićı
frekvence f = ω/2π tlakových pulsaćı (odpov́ıdá rychlosti otáčeńı HCČ). K popisu kva-
litativńı změny kmitáńı bylo použito zobrazeńı lokálńıch extrémů êi relativńıch výchylek
ei definovaných v (6.13). Extrémńı relativńı výchylky jsou definovány nad časovým in-
tervalem t ∈ 〈t1; t2〉 jako

êi(δ) = max
t∈〈t1,t2〉

{ei(t, δ)} , resp. êi(kg) = max
t∈〈t1,t2〉

{ei(t, kg)} , (6.58)
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6. Matematický model kmitáńı palivových proutk̊u

kde t1 určuje čas, kdy došlo k odezněńı přechodových vibraćı a kmitáńı je ustáleno. Čas
t2 odpov́ıdá koncovému času simulace.
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Obrázek 6.18.: Bifurkačńı diagram extrémů relativńıch výchylek e7(t) v závislosti na v̊uli
δ mezi pokryt́ım PP a sloupcem palivových tablet
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Obrázek 6.19.: Př́ıklady fázových trajektoríı v řezech naznačených na obr. 6.18

Jako př́ıklad výsledného bifurkačńıho diagramu je na obr. 6.18 zobrazena závislost
extrémů êi(δ) v uzlu i = 7 při referenčńı tuhosti buněk distančńıch mř́ıžek kg = 0, 537 ·
106 [N/m] a budićı frekvenci f = 16, 6 [Hz]. Oblasti s chaotickým relativńım pohybem
ei(t) jsou zde jasně odlǐseny od oblast́ı s kvaziperiodickým či periodickým pr̊uběhem
ei(t). Pro vybrané hodnoty v̊uĺı δ jsou na témže obrázku ukázány také fázové trajek-
torie. Z diagramu je patrna oblast s velkým počtem nestejných lokálńıch extrémů pro
δ ∈ 〈0; 1, 16 · 10−4〉 [m], následný přechod k pohybu v téměř trvalém kontaktu mezi
sloupcem palivových tablet a pokryt́ı PP pro δ ∈ 〈1, 16 · 10−4; 1, 42 · 10−4〉 [m]. Pro
δ = 1, 42 · 10−4 [m] nastává bifurkace v êi, i = 7 a následný pohyb je charakteristický
periodickou fázovou křivkou. Pro δ = 〈1, 93 · 10−4; 2, 3 · 10−4〉 [m] je výsledný pohyb kva-
ziperiodický a po následuj́ıćı bifurkaci přicháźı přechod k daľśımu stavu s téměř trvalým
kontaktem. Na obr. 6.19 jsou pak ukázány fázové trajektorie pro vybrané hodnoty v̊ule δ
naznačené svislými čárami na obr. 6.18. Bifurkačńı diagramy, jejichž př́ıklad byl uveden
výše, dostáváme ve všech uzlech, v nichž je definován potenciálńı kontakt mezi pokryt́ım
PP a sloupcem palivových tablet, tj. ve všech uzlech i = 1, 2 . . . 15.
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Obrázek 6.20.: Bifurkačńı diagram extrémů relativńıch výchylek ei(t), i = 3 v závislosti
na tuhosti buněk distančńıch mř́ıžek kg
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Obrázek 6.21.: Vlastńı frekvence pokryt́ı PP (šedě) a sloupce palivových tablet
v závislosti na tuhosti buněk distančńıch mř́ıžek kg (černě)

Bifurkačńı diagram uvedený na obr. 6.20 ukazuje analogicky závislost extrémů re-
lativńıch deformaćı v uzlu i = 3 na tuhosti buněk distančńıch mř́ıžek kg při referenčńı
hodnotě v̊ule mezi P a T δ = 6, 5 · 10−5 [m] a budićı frekvenci f = 16, 6 [Hz]. Téměř celý
uvažovaný interval je charakteristický komplexńım neperiodickým relativńım pohybem
s výjimkou nejnižš́ıch hodnot tuhost́ı kg. Tato skutečnost je zp̊usobena téměř shodnými
modálńımi vlastnostmi obou subsystémů v př́ıpadě, kdy tuhost buněk distančńıch mř́ıžek
je ńızká. V tomto př́ıpadě nedocháźı k ráz̊um, nebot’ obě kontinua kmitaj́ı s velmi bĺızkou
fáźı a velmi bĺızkým tvarem kmitu. To je ukázáno na obr. 6.21, kde je zobrazen pr̊uběh
vlastńıch frekvenćı obou subsystémů v závislosti na tuhosti buněk distančńıch mř́ıžek kg.
Vlastńı frekvence sloupce palivových tablet nejsou ovlivněny tuhostmi buněk distančńıch
mř́ıžek zat́ımco vlastńı frekvence pokryt́ı PP ano. Pro vyšš́ı hodnoty tuhosti kg se oba
systémy modálně rozlad’uj́ı, docháźı k nesoufáznému kmitáńı (r̊uzné deformace obou kon-
tinúı) a ustálený stav je charakteristický chaotickým pohybem s relativńımi výchylkami
ei, které opět nabývaj́ı celé řady lokálńıch minim a maxim v celém možném rozsahu.
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Obrázek 6.22.: Bifurkačńı diagram extrémů relativńıch deformaćı ei(t), i = 3 v závislosti
na budićı frekvenci f kinematického buzeńı

Na obr. 6.22 je ukázán bifurkačńı diagram vzhledem k budićı frekvenci f kine-
matického buzeńı dolńıho uzlu, resp. celého skeletu, při uvážeńı referenčńıch hodnot
v̊ule δ a tuhosti buněk distančńıch mř́ıžek kg. I zde jsou patrny oblasti s chaotickým,
(v́ıce)periodickým i kvaziperiodickým pr̊uběhem relativńıch výchylek ei(t).

Uvedené bifurkačńı diagramy umožňuj́ı odlǐsit pásma s kvalitativně r̊uzným charak-
terem kmitáńı. Na jejich základě lze predikovat např. takové oblasti parametr̊u, v nichž
bude docházet k rázovým jev̊um. S nimi jsou spojeny nejr̊uzněǰśı nežádoućı účinky jako
zvýšené namáháńı kontaktńıch ploch, zvýšené opotřebeńı či vyzařováńı hluku.

6.2. Model palivového proutku s uvažováńım ťreńı
v kontaktńıch bodech

Matematický model, uvedený v předchoźı podkapitole 6.1, bude dále rozš́ı̌ren o vliv třeńı
v kontaktu mezi pokryt́ım PP a buňkami distančńıch mř́ıžek i v kontaktu mezi pokryt́ım
PP a sloupcem palivových tablet [α3, β1]. Tento př́ıstup představuje přesněǰśı model
nelineárńıho kmitáńı PP, a předevš́ım umožňuje zpřesněńı výpočt̊u otěru pokryt́ı PP.
Nevýhodou je výrazné zvýšeńı výpočetńıho času, které souviśı se zvýšeńım počtu neli-
nearit a jejich typem (viz dále použitou charakteristiku třeńı v kontaktu).

Model v této kapitole rovněž respektuje axiálńı a torzńı kmity PP. To s sebou nese
daľśı zpřesněńı modelu, ale i zvýšeńı počtu stupň̊u volnosti, a tedy daľśı zvýšeńı výpočetńı
náročnosti numerických simulaćı.

Rozš́ı̌reńım matematického modelu (6.20) o zmiňované vlivy a při uvážeńı všech
šesti stupň̊u volnosti v každém uzlu lze formulovat matematický model PP s uvažováńım
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třeńı v kontaktńıch bodech ve tvaru[
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(6.59)

Výchylky uzl̊u obou subsystémů C (pokryt́ı PP) a P (sloupce palivových tablet) je
nyńı vhodné vyjádřit v souřadnicovém systému x, y, z palivového souboru, podobně jako
v (5.2) v př́ıpadě VT. Vektory zobecněných souřadnic (volných uzl̊u) jsou pak definovány
ve tvaru (viz obr. 6.23 pro uzel i = 2g)

q
(X)
F =

(
[u1, v1, w1, ϕ1, ϑ1, ψ1, . . . , ui, vi, wi, ϕi, ϑi, ψi, . . . ]

(X)
)T
, X = C,P, (6.60)

kde i = 1, . . . 15 pro subsystémX = P a i = 1, . . . 16 pro subsystémX = C. Odtud zřejmě
nC = 96 a nP = 90, a tedy celkový počet stupň̊u volnosti modelu je n = nC + nP =
96 + 90 = 186. V matematickém modelu (6.59) je levá strana formálně shodná s (6.20),
pouze koeficientové matice dimenźı odpov́ıdaj́ı modelu rozš́ı̌renému o př́ıslušné stupně
volnosti, viz kap. 3. Vektory f

(C)
L (t),f

(P )
L (t) na pravé straně modelu (6.59) představuj́ı

kinematické buzeńı zp̊usobené pohybem dolńı uṕınaćı desky a maj́ı tvar shodný s (5.11),

v němž jsou maticeM
(GT )
F,L ,B

(GT )
F,L ,K

(GT )
F,L nahrazeny maticemiM

(X)
F,L ,B

(X)
F,L ,K

(X)
F,L pro oba

subsystémy X = C,P . Vektor fSG,C

(
q

(C)
F , q̇

(C)
F , t

)
vyjadřuje śıly zp̊usobené pohybem

buněk distančńıch mř́ıžek a fP,C

(
q

(C)
F , q

(P )
F , q̇

(C)
F , q̇

(P )
F

)
,fC,P

(
q

(C)
F , q

(P )
F , q̇

(C)
F , q̇

(P )
F

)
jsou

vektory rázových sil mezi subsystémy P a C zahrnuj́ıćı i třeńı ve všech kontaktńıch
bodech.

Pohyb dolńı uṕınaćı desky a skeletu (resp. buněk obklopuj́ıćıch distančńıch mř́ıžek)
je možné formulovat opět na základě komplexńıch amplitud źıskaných z modelu PS,
jak bylo pro skelet popsáno detailně v kap. 6.1. Vektor kontaktńıch sil mezi buňkami
distančńıch mř́ıžek a pokryt́ım PP je vzhledem k možnosti rozvolněńı vazby a při uvažová-

ńı normálových i třećıch sil popsán nelineárńım vektorem fSG,C

(
q

(C)
F , q̇

(C)
F , t

)
. Normálové

složky kontaktńıch sil jsou

Nl,g = (F0 + krdl,g,rad)H(F0 + krdl,g,rad), l = 1, 2, 3, g = 1, . . . , 8. (6.61)

Aproximaci tečných (T) a axiálńıch (A) složek kontaktńıch sil lze provést pomoćı spo-
jitých funkćı jako

Tl,g = Nl,gf(cl,g)
cl,g,t
cl,g

, Al,g = Nl,gf(cl,g)
cl,g,z
cl,g

, l = 1, 2, 3, g = 1, 2, . . . 8, (6.62)
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Obrázek 6.23.: Řez palivovým proutkem a rozložeńı rychlost́ı a sil v kontaktu s distančńı
mř́ıžkou

kde cl,g je skluzová rychlost v kontaktu pokryt́ı PP s buňkou l na úrovni distančńıch
mř́ıžek g = 1, . . . 8. Jej́ı složky v tečném směru tl, resp. v axiálńım směru zl, jsou
označeny cl,g,t, resp. cl,g,z. Relativńı výchylky pokryt́ı PP v kontaktńıch bodech vzhledem
ke střed̊um buněk ve směru radiálńım (rad), tečném (t), a axiálńım (z) jsou

d1,g,rad = vg − x1,g,

d2,g,rad = −1

2
(vg − x2,g) +

√
3

2
(wg − y2,g),

d3,g,rad = −1

2
(vg − x3,g)−

√
3

2
(wg − y3,g),

(6.63)

d1,g,t = wg − y1,g + rCϕg,

d2,g,t = −
√

3

2
(vg − x2,g)−

1

2
(wg − y2,g) + rCϕg,

d3,g,t =

√
3

2
(vg − x3,g)−

1

2
(wg − y3,g) + rCϕg,

(6.64)
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d1,g,z = ug − rCψg − z1,g,

d2,g,z = ug +

√
3

2
rCϑg +

1

2
rCψg − z2,g,

d3,g,z = ug −
√

3

2
rCϑg +

1

2
rCψg − z3,g.

(6.65)

Skluzové rychlosti v tečném a axiálńım směru lze vyjádřit z deformaćı ve vztaźıch (6.64)
a (6.65) derivaćı

cl,g,t = ḋl,g,t, cl,g,z = ḋl,g,z (6.66)

a celkové skluzové rychlosti cl,g potom jsou

cl,g =
√
c2
l,g,t + c2

l,g,z, l = 1, 2, 3, g = 1, 2, . . . , 8. (6.67)

Součinitel smykového třeńı f(cl,g) je aproximován spojitou funkćı [34]

f(cl,g) =
2

π
arctan (εcl,g)

[
fd + (f0 − fd) e−dcl,g

]
, (6.68)

kde ε, f0, fd, d jsou parametry tvarováńı charakteristiky (6.68). Tato funkce je naznačena
pro konkrétńı hodnoty parametr̊u na obr. 6.24.
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Obrázek 6.24.: Aproximace třećı charakteristiky (vlevo), viz (6.68), a závislost tuhosti na
skluzové rychlosti (vpravo), viz (6.70)

Při uvažováńı všech tř́ı možných fáźı kontaktu – prokluzu, ulṕıváńı a odlehnut́ı – lze
složky třećıch sil v kontaktńıch ploškách mezi pokryt́ım PP a buňkami vyjádřit v součtu
třećıch a elastických sil

Tl,g = Nl,gf(cl,g)
cl,g,t
cl,g

+ kt(cl,g)dl,g,t, Al,g = Nl,gf(cl,g)
cl,g,z
cl,g

+ kz(cl,g)dl,g,z, (6.69)

Tuhost buněk v tečném a axiálńım směru lze aproximovat spojitou funkćı v závislosti na
skluzové rychlosti ve tvaru

kt(cl,g) = kte
−(εkcl,g)2

, kz(cl,g) = kze
−(εkcl,g)2

, (6.70)
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kde kt, kz jsou statické tuhosti buňky v tečném a axiálńım směru a parametr εk je pa-
rametr tvarováńı funkce (6.70). Aproximačńı funkce (6.70) jsou navrženy tak, aby při
mikroprokluzech (fáźıch ulṕıváńı) tuhosti buněk přibližně odpov́ıdaly statickým tuhos-
tem buněk a ve fáźıch makroprokluzu (dále jen prokluzu) se bĺıžily nule. Ekvivalentńı
náhrada kontaktńıch sil silovými bivektory v sudých uzlech i = 2g je pak

f1,g =


−A1,g

−N1,g

−T1,g

−rCT1,g

0
rCA1,g

 , f2,g =



−A2,g

0, 5N2,g +
√

3
2
T2,g

−
√

3
2
N2,g + 0, 5T2,g

−rCT2,g

−3
2
rCA2,g

0, 5rCA2,g

 , f3,g =



−A3,g

0, 5N3,g +
√

3
2
T3,g√

3
2
N3,g + 0, 5T3,g

−rCT3,g
3
2
rCA3,g

0, 5rCA3,g

 .
(6.71)

Vektor kontaktńıch sil mezi pokryt́ım PP a buňkami distančńıch mř́ıžek při uvažováńı
fáźı prokluzu, ulṕıváńı a odlehnut́ı je pak zřejmě

fSG,C

(
q

(C)
F , q̇

(C)
F , t

)
=

3∑
j=1

[
0T ,fTj,1, . . . ,f

T
j,g, . . . ,f

T
j,8

]T ∈ R96. (6.72)

Vektory fP,C

(
q

(C)
F , q

(P )
F , q̇

(C)
F , q̇

(P )
F

)
, fC,P

(
q

(C)
F , q

(P )
F , q̇

(C)
F , q̇

(P )
F

)
kontaktńıch sil me-

zi subsystémy P a C mohou být vyjádřeny analogicky jako v př́ıpadě kontaktńıch sil mezi
pokryt́ım PP a buňkami distančńıch mř́ıžek při uvažováńı jen fáźı prokluzu a odlehnut́ı.
Normálová složka kontaktńı śıly na úrovni uzlu i je

Ni = kc(ei − δi)H(ei − δi), (6.73)

kde δi je radiálńı v̊ule mezi oběma subsystémy na úrovni uzlu i a relativńı excentricita
je

ei =

√(
v

(P )
i − v(C)

i

)2

+
(
w

(P )
i − w(C)

i

)2

, i = 1, 2, . . . 15. (6.74)

Tečné a axiálńı složky kontaktńıch sil lze vyjádřit ve tvaru

Ti = f(ci)Ni
ci,t
ci
, Ai = f(ci)Ni

ci,z
ci
, (6.75)

kde složky relativńıch rychlost́ı P vzhledem k C podle obr. 6.25 jsou

ci,t = −
(
v̇

(P )
i − v̇(C)

i

)
sin γi +

(
ẇ

(P )
i − ẇ(C)

i

)
cos γi + rP

(
ϕ̇

(P )
i − ϕ̇

(C)
i

)
, (6.76)

ci,z = u̇
(P )
i − u̇

(C)
i + rP

(
ϑ̇

(P )
i − ϑ̇

(C)
i

)
sin γi − rP

(
ψ̇

(P )
i − ψ̇(C)

i

)
cos γi. (6.77)
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Obrázek 6.25.: Řez PP na úrovni uzlu i a složky rázové śıly mezi P a C

Pro goniometrické funkce úhl̊u γi plat́ı

sin γi =
w

(P )
i − w(C)

i

ei
, cos γi =

v
(P )
i − v(C)

i

ei
(6.78)

a skluzová rychlost je

ci =
√
c2
i,t + c2

i,z. (6.79)

Odtud potom pro ekvivalentńı náhradu kontaktńıch sil v uzlech subsystémů C a P
lze formulovat silové bivektory účinku P na C (viz obr. 6.25)

fP,Ci =


Ai

Ni cos γi − Ti sin γi
Ni sin γi + Ti cos γi

rPTi
rP sin γiAi
−rP cos γiAi

 , i = 1, 2, . . . 15. (6.80)

Vektory kontaktńıch sil mezi subsystémy P a C s uvažováńım fáźı prokluzu (slip) a od-
lehnut́ı (separation) jsou

fP,C =


...

fP,Ci
...
0

 ∈ R96, fC,P =


...

−fP,Ci
...

 ∈ R90. (6.81)

6.2.1. Výsledky numerických simulaćı

Numerické simulace systému popsaného matematickým modelem (6.59) byly provedeny
prostřednictv́ım řešiče ode15s systému MATLAB v implicitńım nastaveńı a v časové ob-
lasti t ∈ 〈0; 0, 5〉 [s], který se ukazuje jako dostatečný s ohledem na ustáleńı pohybu. Model
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již nyńı respektuje i třeńı v kontaktńıch bodech, v d̊usledku čehož docháźı k relativně
významným změnám v charakteru kmitáńı a zejména v rozložeńı otěru v rámci pali-
vového proutku. Simulace byly provedeny pro pět stav̊u v rámci kampaně, přičemž byla
shodně jako v kap. 6.1 uvažována lineárńı změna všech ř́ıd́ıćıch parametr̊u – v̊ule δ mezi
pokryt́ım PP a sloupcem palivových tablet, předeṕınaćı śıly fixátoru FF a předepnut́ı
buněk distančńıch mř́ıžek F0 – mezi dvěma limitńımi stavy nastávaj́ıćımi na počátku
a konci kampaně podle tab. 6.4.

Stav F0 [N] δ [µm] FF [N]
I 20 65 5
II 16, 25 48, 75 6, 25
III 12, 5 32, 50 7, 5
IV 8, 75 16, 25 8, 75
V 5 0 10

Tabulka 6.4.: Stavy uvažované při numerických simulaćıch pohybu PP s uvažováńım třeńı
v kontakńıch bodech

Na obr. 6.26 je ukázána změna skluzových rychlost́ı ve vybraných kontaktńıch bo-
dech mezi mezńımi stavy I a V v rámci kampaně. V uvedených grafech je naznačena
rovněž kritická rychlost ckrit, která odpov́ıdá maximu třećı charakteristiky (6.68) a pod
ńıž stav v daném kontaktńım bodě lze považovat za ulṕıváńı. Je zde patrná zejména
změna daná výraznou př́ıtomnost́ı ráz̊u ve stavu I, přičemž ve stavu V bĺızkém konci
kampaně jsou rázy dány pouze potenciálńım odlehnut́ım obou kontinúı, jež se jinak po-
hybuj́ı téměř shodně.
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Obrázek 6.26.: Skluzové rychlosti cl,g mezi subystémem C a buňkami distančńıch mř́ıžek
ve vybraných kontaktńıch bodech v obou limitńıch stavech v rámci kam-
paně

Ukázky normálových sil přenášených buňkami distančńıch mř́ıžek jsou zobrazeny
na obr. 6.27 opět v obou limitńıch stavech I a V. Shodně jako u modelu uvedeného
v kap. 6.1, docháźı i nyńı k oscilaćım dynamické složky śıly kolem hodnoty dané statickým
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Obrázek 6.27.: Normálové śıly Nl,g přenášené buňkami distančńıch mř́ıžek v obou li-
mitńıch stavech v rámci kampaně

předepnut́ım buněk distančńıch mř́ıžek, které je na uvedených grafech rovněž naznačeno.
Ve stavu V bĺızkém konci kampaně jsou patrné např. poklesy śıly N1,1 na nulovou úroveň,
která indikuje ztrátu kontaktu mezi pokryt́ım PP a př́ıslušnou buňkou distančńı mř́ıžky.

Na obr. 6.28 jsou ukázány normálové rázové śıly mezi P a C v obou limitńıch stavech
I a V na úrovńıch vybraných uzl̊u. Jsou zde patrné řádově vyšš́ı amplitudy rázových sil
ve stavu I, kdy je v̊ule největš́ı. Kompletńı zobrazeńı rázových sil včetně tangenciálńıch
a axiálńıch složek třećı śıly je ukázáno v př́ıloze A na obr. A.2 až obr. A.6.
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Obrázek 6.28.: Rázové śıly Ni mezi pokryt́ım PP a sloupcem palivových tablet na úrovni
vybraných uzl̊u v obou limitńıch stavech v rámci kampaně

Na obr. 6.29 jsou pro ilustraci vykresleny skluzové rychlosti v kontaktu pokryt́ı
s buňkami 3 na úrovńıch všech distančńıch mř́ıžek pro př́ıpad V, tedy pro stav bĺızký
konci kampaně, kdy statické předpět́ı buněk distančńıch mř́ıžek je minimálńı. Vzhledem
k rozbobtnáváńı paliva je radiálńı v̊ule mezi sloupcem palivových tablet a pokryt́ım
PP nulová a předepnut́ı fixačńı pružiny maximálńı. Zobrazeńı je provedeno v rovině
tangenciálně-axiálńıch rychlost́ı v kontaktńım bodě; jedná se tedy o orbitu rychlost́ı,

85
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Obrázek 6.29.: Př́ıklady skluzových rychlost́ı ve vybraných kontaktńıch bodech mezi po-
kryt́ım PP a buňkami l = 3 a kružnice představuj́ıćı kritickou rychlost
použité třećı charakteristiky

kde pr̊uvodič představuje absolutńı hodnotu rychlosti v konkrétńım časovém okamžiku.
Na všech zmı́něných charakteristikách je rovněž naznačena kružnice o poloměru ckrit.
Pohybuje-li se orbita skluzové rychlosti uvnitř naznačené kružnice, docháźı k ulṕıváńı
v daném kontaktńım bodě.

Na obr. 6.30 je ukázán vývoj orbit výchylek pokryt́ı PP a sloupce palivových tablet
ve vybraných úrovńıch po délce palivového proutku, konkrétně v uzlech i = 2, 8, 15.
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Obrázek 6.30.: Př́ıklady orbit pokryt́ı PP (C) a sloupce palivových tablet (P) ve vy-
braných úrovńıch a jejich změna v rámci kampaně ve vybraných stavech
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Vývoj je zachycen změnou orbit ve vybraných stavech I, III a V podle tab. 6.4. Je zde
patrné ovlivněńı zejména klesaj́ıćı radiálńı v̊uĺı mezi oběma subsystémy, a tedy změnou
jejich vzájemných rázových účink̊u, kde v posledńım stavu V je patrný téměř shodný
pohyb obou kontinúı.

Důležitou informaci o dynamických deformaćıch palivového proutku v pr̊uběhu
kmitáńı vybuzeného tlakovými pulsacemi chladiva lze źıskat i ze zobrazeńı maxim de-
formaćı v jednotlivých uzlech. Na obr. A.1 v př́ıloze A jsou zobrazena maxima deformaćı
v jednotlivých uzlech

q̃
(X)
i = max

t∈〈t1,t2〉

√(
v

(X)
i

)2

+
(
w

(X)
i

)2

, X = P,C, (6.82)

a jejich vývoj v rámci kampaně reprezentovaný zobrazeńım ve vybraných pěti stavech,
viz výše. Vyhodnoceńı je provedeno pro i = 1, . . . 16 pro subsystém C a i = 1, . . . 15
pro subsystém P. Je uvažováno pouze ustálené kmitáńı vymezené v časové oblasti časy
t1, t2. Z uvedených zobrazeńı je patrné postupné přimykáńı obou extrémů s postupuj́ıćım
časem v rámci kampaně, až pro stav V jsou maxima téměř shodná.

6.2.2. Vyhodnoceńı otěru

Hodinový otěr palivových proutk̊u byl definován jakožto významný parametr charakte-
rizuj́ıćı opotřebeńı pokryt́ı PP vyvolané rozkmitáńım palivového souboru od tlakových
pulsaćı chladiva pomoćı (6.29). V př́ıpadě komplexńıho modelu rázu uvažuj́ıćıho i třeńı
v kontaktńıch bodech jej lze zřejmě přeformulovat do tvaru

∆ml,g = µWl,g
3600

t2 − t1
, l = 1, 2, 3, g = 1, 2, . . . , 8, (6.83)

kde µ je otěrová konstanta v [g/J] a práce třećı śıly v daném kontaktńım bodě je

Wl,g =

∫ t2

t1

f(cl,g)|Nl,g(dj,g,r)cl,g|dt, l = 1, 2, 3, g = 1, 2, . . . , 8. (6.84)

Třećı charakteristika f(cl,g) byla definována v (6.68) a Nl,g představuje normálovou
složku rázové śıly v kontaktńım bodě daném indexem distančńı mř́ıžky g a indexem
buňky l.

Z definičńıho vztahu (6.83), resp. (6.84), je zřejmé, že hodnota otěru je závislá na
skluzových rychlostech a normálových složkách rázové śıly v kontaktńıch bodech mezi
pokryt́ım PP a buňkami distančńıch mř́ıžek. Hodnota otěru bude u modelu zpřesněného
o vliv třećıch sil na kmitáńı komponent PP odlǐsná oproti modelu s hladkým kontaktem,
nebot’ i skluzové rychlosti a normálové śıly jsou v takovém př́ıpadě odlǐsné. Porovnáńı
výsledných hodnot otěru a jejich rozložeńı je demonstrováno na obr. 6.31 na př́ıkladu
stavu I, tj. stavu bĺızkému počátku kampaně. Je zde patrných několik rozd́ıl̊u:

• Relativńı rozložeńı hodnot otěru po délce palivového proutku:

– V př́ıpadě hladkého modelu kontaktu vykazuje výrazně nejvyšš́ı hodnoty otěru
distančńı mř́ıžka g = 8, zat́ımco otěr na distančńıch mř́ıžkách g = 1, . . . 7 je
relativně vyrovnaný.
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Obrázek 6.31.: Srovnáńı hodnot otěru při uvažováńı hladkého a nehladkého modelu kon-
taktu na př́ıkladu stavu I (na počátku kampaně)

– V př́ıpadě nehladkého modelu kontaktu se naopak nejvyšš́ı hodnoty otěru
vyskytuj́ı na nejnižš́ı distančńı mř́ıžce g = 1. Se vzr̊ustaj́ıćım indexem g =
1 . . . 6 otěr klesá a následně pro g = 7, 8 mı́rně stoupá.

– Různost rozložeńı otěru je dána r̊uzným rozložeńım skluzových rychlost́ı a nor-
málových sil při použit́ı obou model̊u. Rozd́ılnost těchto rozložeńı vyplývá
z jejich odlǐsné formulace.

• Odlǐsné absolutńı hodnoty otěru u obou model̊u jsou dány zejména rozd́ılnou repre-
zentaćı třećı charakteristiky v obou př́ıpadech. Zat́ımco v př́ıpadě hladkého modelu
kontaktu je při výpočtu otěru respektován pouze dynamický součinitel smykového
třeńı f = fd, v př́ıpadě modelu rozš́ı̌reného o uvažováńı třeńı v kontaktńıch bodech
je uvážen přesněǰśı popis součinitele smykového třeńı, viz (6.68), kdy při malých
skluzových rychlostech součinitel třeńı se bĺıž́ı součiniteli adheze f0.

• Ke sńıžeńı otěru s buňkami mř́ıžky 8 přisṕıvaj́ı též fáze ulṕıváńı, kdy výkon třećıch
sil limituje k nule.

Hodnoty hodinového otěru, vycházej́ıćı z modelu rozš́ı̌reného o vliv třeńı v kon-
taktńıch bodech (6.59), jsou uvedeny na obr. 6.32 pro všechny výše definované stavy. Zde
lze konstatovat následuj́ıćı závěry:
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• Hodnoty otěru v pr̊uběhu kampaně globálně klesaj́ı, což je dáno zejména klesaj́ıćım
předepnut́ım buněk distančńıch mř́ıžek, a tedy i normálových sil v kontaktńıch
bodech.

• V pr̊uběhu kampaně docháźı k vyrovnáváńı výše diskutovaného rozložeńı otěru
po délce palivového proutku. Zat́ımco na začátku je maximálńı otěr na nejnižš́ı
distančńı mř́ıžce, na konci kampaně je otěr vyrovnaný jak v rámci buněk na dané
úrovni distančńı mř́ıžky, tak mezi jednotlivými úrovněmi distančńıch mř́ıžek.

6.3. Modelováńı interakce PP s p̌ŕıčně proud́ıćım
chladivem

Daľśım mechanismem, který zp̊usobuje rozkmitáńı palivového proutku, je p̊usobeńı okolo
proud́ıćıho chladiva [α1, α5]. Docháźı zde k interakci pevné a tekuté fáze, která obecně
představuje tř́ıdu komplexńıch úloh vyžaduj́ıćıch pokročilé modelováńı obou fáźı. Exis-
tuj́ı dvě základńı možnosti řešeńı těchto systémů, a sice tzv. sdružené a nesdružené. Při
sdruženém řešeńı docháźı k formulaci problému tak, že je současně řešena problematika
vlastńı dynamiky pevné fáze i dynamika proud́ıćı tekutiny. Druhou možnost́ı je pak ne-
sdružené řešeńı, kdy je zvlášt’ (obvykle v r̊uzných řešič́ıch) řešena vlastńı úloha dynamiky
pevného tělesa a zvlášt’ analýza tekutiny, přičemž je využ́ıváno iteračńıho postupu, kde
výsledky z jedné části se přenášej́ı do daľśı iterace v části druhé.

V této kapitole bude nejprve odvozen model sil od obtékaj́ıćıho média za předpokladu
laminárńıho prouděńı a bude formulován ve tvaru vhodném k implementaci nesdruženého
řešeńı interakce. V reálném PS však vzniká turbulentńı př́ıčný proud chladiva, a proto
bude tento model následně zobecněn o vliv v́ırových sil od př́ıčně proud́ıćıho chladiva.
Uvedené výpočty jsou motivovány snahou posoudit mı́ru vlivu jednotlivých mechanismů
buzeńı – tlakových pulsaćı a př́ıčného proudu chladiva – na kmitáńı PP.

6.3.1. Model p̌ŕıčného proudu chladiva za p̌redpokladu laminárńıho
prouděńı

Na obr. 6.33 je ukázán jeden konečný prvek MKP śıtě modelu PP, obtékaný chladivem.
Pro diferenciálně malou śılu od proud́ıćı tekutiny p̊usob́ıćı po délce dz na daný konečný
prvek e byl formulován vztah [9]

dF (e) =
1

2
ρc

(e)2
rel DCLdz, (6.85)

kde ρ je hustota chladiva, D je vněǰśı pr̊uměr PP, CL je vztlakový koeficient a crel je
relativńı rychlost definovaná pro element e jako
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Obrázek 6.32.: Změna hodinového otěru v pr̊uběhu kampaně (ve stavech uvedených
v tab. 6.4) pro všechny kontaktńı body definované indexem distančńı
mř́ıžky g a indexem buňky l
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Obrázek 6.33.: Bočńı a př́ıčný řez pokryt́ım PP obtékaným tekutinou

∣∣∣c(e)
rel

∣∣∣ =

√
(ce sinα− ẇe)2 + (ce cosα− v̇e)2, (6.86)

kde α je úhel odpov́ıdaj́ıćı poloze PP v polárńıch souřadnićıch, v̇e = v̇e(z, t), ẇe = ẇe(z, t)
jsou př́ıčné rychlosti PP. Př́ıčná rychlost chladiva v radiálńım směru (od středu PS) je
aproximována vztahem

ce = cmaxe
−κr(ru−r1)e−κz(ze−z1), (6.87)

kde cmax je maximálńı rychlost chladiva (na úrovni nejnižš́ı distančńı mř́ıžky). Prvńı ex-
ponenciálńı člen v (6.87) vyjadřuje úbytek rychlosti směrem od středu PS a druhý expo-
nenciálńı člen úbytek rychlosti směrem vzh̊uru. Prostřednictv́ım parametr̊u κr, κz, cmax ∈
R1 lze měnit rozložeńı rychlostńıho pole chladiva v rámci palivového souboru. Podle [32]
lze pro TVSA-T uvažovat parametry ρ = 748 [kg/m3], κr = κz = 0, 5, CL = 0, 2
a cmax = 1, 1 [m/s].
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Obrázek 6.34.: Uvažované rozložeńı rychlost́ı v rámci palivového souboru

Úhel βe, určuj́ıćı nositelku śıly od proud́ıćıho chladiva, lze vyjádřit uprostřed konečného
prvku e jako

sin βe(t) =
ce sinα− ẇe

(
le
2
, t
)

c
(e)
rel

(
le
2
, t
) , cos βe(t) =

ce cosα− v̇e
(
le
2
, t
)

c
(e)
rel

(
le
2
, t
) , (6.88)
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kde le je délka konečného prvku. Z těchto výraz̊u je zřejmé, že pro |v̇e| � ce, |ẇe| � ce
je βe

.
= α. Podle předběžných analýz a poměru rychlost́ı vyhovuj́ıćıch těmto podmı́nkám

by bylo možné použ́ıt uvedeného přibližného aproximačńıho vztahu. Pro větš́ı obecnost
modelu bude však nadále uvažováno kompletńı vyjádřeńı úhlu nositelky βe definované
v (6.88). Po dosazeńı (6.86) do (6.85) je

dF =
1

2
ρ
[
(ce sinα− ẇe)2 + (ce cosα− v̇e)2]DCLdz. (6.89)

Po uvážeńı aproximačńıch vztah̊u uvedených v kap. 3 lze vyjádřit śılu p̊usob́ıćı na
element jako∫

dF (e) =
1

2
ρDCL

∫ le

0

(
c2
e − 2ce cosαΦ(z)S−1

1 q̇
(e)
1 − 2ce sinαΦ(z)S−1

2 q̇
(e)
2

+ q̇
(e)T
1 S−T1 ΦT (z)Φ(z)S−1

1 q̇
(e)
1 + q̇

(e)T
2 S−T2 ΦT (z)Φ(z)S−1

2 q̇
(e)
2

)
dz. (6.90)

Po integraci přes celý prvek je

∫ le

0

Φ(z)dz = le

[
1,
le
2
,
l2e
3
,
l3e
4
,

]
= lTe ,

∫ le

0

ΦT (z)Φ(z)dz = le


1 le/2 l2e/3 l3e/4

l2e/3 l3e/4 l4e/3
l4e/5 l5e/6

sym. l6e/7

 .
(6.91)

Nyńı lze vyjádřit složky sil ve smyslu os x, y jako

F (e)
x =

1

2
ρDCL cos βe(t)Le(t), F (e)

y =
1

2
ρDCL sin βe(t)Le(t), (6.92)

kde

Le(t) = c2
ele − 2ce cosαlTe S

−1
1 q̇

(e)
1 − 2ce sinαlTe S

−1
2 q̇

(e)
2

+
(
q̇

(e)T
1 S−T1 IΦS

−1
1 q̇

(e)
1 + q̇

(e)T
2 S−T2 IΦS

−1
2 q̇

(e)
2

)
. (6.93)

Výsledný vektor sil od př́ıčně proud́ıćıho chladiva f
(C)
Fl (Fluid flow) potom bude

f
(C)
Fl =



...

0
Fix
Fiy
0
0
0
...


∈ R96, (6.94)
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kde př́ıslušné nenulové prvky představuj́ı složky śıly v konkrétńım uzlu a zahrnuj́ı součet
př́ıspěvk̊u sil od sousedńıch element̊u2. Jsou tedy dány jako

Fix =
1

2
ρDCL

(
cos βe(t)

Le(t)

2
+ cos βe+1(t)

Le+1(t)

2

)
, (6.95)

Fiy =
1

2
ρDCL

(
sin βe(t)

Le(t)

2
+ sin βe+1(t)

Le+1(t)

2

)
. (6.96)

Výsledný model PP při uvážeńı všech výše diskutovaných kontaktńıch sil, při zanedbáńı
tlakových pulsaćı chladiva a při buzeńı pouze proudem obtékaj́ıćıho chladiva za předpo-
kladu laminárńıho prouděńı pak v souladu s (6.59) nabývá tvaru[

M
(C)
F 0

0 M
(P )
F

][
q̈

(C)
F

q̈
(P )
F

]
+

[
B

(C)
F 0

0 B
(P )
F

][
q̇

(C)
F

q̇
(P )
F

]
+

+

([
K

(C)
F 0

0 K
(P )
F

]
+KF

)[
q

(C)
F

q
(P )
F

]
=

=

[
fSG,C

(
q

(C)
F , q̇

(C)
F

)
0

]
+

 fP,C (q(C)
F , q

(P )
F , q̇

(C)
F , q̇

(P )
F

)
fC,P

(
q

(C)
F , q

(P )
F , q̇

(C)
F , q̇

(P )
F

) +

[
f

(C)
Fl

(
q̇

(C)
F , t

)
0

]
.

(6.97)

Model lze formálně přepsat do tvaru

Mq̈(t) +Bq̇(t) +Kq(t) = fSG(q, q̇) + fI(q, q̇) + fFl(q̇, t). (6.98)

Postup při řešeńı spoč́ıvá v numerické integraci matematického modelu (6.97) dle násle-
duj́ıćıho iteračńıho schématu

Mq̈(k+1)(t) +Bq̇(k+1)(t) +Kq(k+1)(t) =

fSG
(
q(k+1), q̇(k+1)

)
+ fI

(
q(k+1), q̇(k+1)

)
+ fFl

(
q̇(k), t

)
, k = 0, 1, 2, 3 . . . , (6.99)

které se opakuje, dokud neńı splněna podmı́nka∣∣∣∣max
i=1

{
max
t∈(t1,t2)

{
q

(k+1)
i (t)− q(k)

i (t)
}}∣∣∣∣ < ε ∈ R0+, l = 1, 2, . . . 16, (6.100)

kde časové okamžiky t1, t2 vymezuj́ı interval s ustáleným kmitáńım PP. V iteraci k = 0
jsou śıly od př́ıčně proud́ıćıho chladiva dopoč́ıtávány za předpokladu nepohybuj́ıćıho se
PP (q̇ = 0). Výsledkem je řešeńı v iteraci k = 1

q(1)(t) =

[
q

(C),(1)
F

q
(P ),(1)
F

]
, q̇(1)(t) =

[
q̇

(C),(1)
F

q̇
(P ),(1)
F

]
, (6.101)

na jehož základě lze vyč́ıslit vektor f
(C)
Fl a dále již pokračovat podle iteračńıho nume-

rického schématu naznačeného v (6.99).

2Pro oba krajńı elementy, tj. pro e = 1 a e = 16 je uvažována pouze poměrná část sil z nejbližš́ıho uzlu.
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6.3.2. Uvážeńı v́ırových sil od p̌ŕıčně proud́ıćıho chladiva

Výše uvedený model lze rozš́ı̌rit o vliv v́ır̊u vyvolaných př́ıčným prouděńım chladiva
[9]. Posouzeńı, zda u uvažované úlohy bude docházet k v́ırově vybuzenému kmitáńı, lze
provést na základě Reynoldsova č́ısla

Re =
crelD

ν
, (6.102)

kde crel je relativńı rychlost média v̊uči PP, D je vněǰśı pr̊uměr pokryt́ı PP a ν je kinema-
tická viskozita proud́ıćıho média. S přihlédnut́ım k odhadnuté kinematické viskozitě (ν =
0, 2 · 10−6 [m2/s]) lze předběžně konstatovat, že Reynoldsovo č́ıslo Re ∈ 〈45500; 91000〉,
což podle [9] indikuje stav, kdy v́ıry za obtékaným tělesem jsou plně rozvinuty.

U št́ıhlého poddajného válce obtékaného tekutinou docháźı za daných okolnost́ı
k tvorbě v́ır̊u, které p̊usob́ı na těleso časově proměnnou silou. V prvńım přibĺıžeńı ji lze
aproximovat harmonickou silou s frekvenćı3

fvi =
Screl
D

, (6.103)

kde S je Strouhalovo č́ıslo, D je vněǰśı pr̊uměr válce a crel je relativńı rychlost média v̊uči
obtékanému válci.

Do výše uvedeného modelu byl zahrnut vliv v́ırových sil od př́ıčně proud́ıćıho chla-
diva úpravou śıly (6.85). V př́ıpadě turbulentńıho prouděńı s uvažovanými v́ıry lze postu-
povat analogicky jako v předchoźı podkapitole. Vektor sil od př́ıčně proud́ıćıho chladiva
fCFl je formálně shodný s (6.94), ale śıly (6.95), (6.96) přecházej́ı do tvaru

Fix =
1

2
ρDCL

(
cos βe(t)

Le(t)

2
+ cos βe+1(t)

Le+1(t)

2

)
sin 2πfvi,et, (6.104)

Fiy =
1

2
ρDCL

(
sin βe(t)

Le(t)

2
+ sin βe+1(t)

Le+1(t)

2

)
sin 2πfvi,et, (6.105)

kde fvi,e jsou frekvence v́ır̊u v př́ıčně proud́ıćım chladivu odpov́ıdaj́ıćı konečnému prvku
e, pro které plat́ı

fvi,e =
Sc

(e)
rel

D
. (6.106)

Rozložeńı budićıch frekvenćı od v́ır̊u př́ıčně proud́ıćıho chladiva v modelu palivového
proutku záviśı na relativńıch rychlostech c

(e)
rel jednotlivých element̊u, a tedy na rozložeńı

rychlost́ı proudu chladiva (6.87).

3Frekvence buzeńı v́ırovými silami je označena fvi (vortex-induced).
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6.3.3. Numerické simulace kmitáńı PP vybuzeného v́ırovými silami
od p̌ŕıčně proud́ıćıho chladiva

Numerické simulace kmitáńı palivového proutku vybuzeného v́ırovými silami od př́ıčně
proud́ıćıho chladiva byly provedeny za předpokladu turbulentńıho př́ıčného prouděńı při
rozložeńı rychlost́ı chladiva (6.87). Tento stav popisuje formálně model (6.97) s uvážeńım
vektoru fFl(q, t) podle (6.94) a (6.96), kde jednotlivé nenulové prvky jsou definovány
vztahy (6.104) a (6.105).

V dále uváděných výpočtech byly uvažovány následuj́ıćı parametry obtékáńı: hus-
tota obtékaj́ıćıho chladiva ρ = 748 [kg/m3], maximálńı rychlost př́ıčného proudu chladiva
cmax = 1, 1 [m/s], koeficienty κr = κz = 0, 5, vztlakový koeficient CL = 0, 2 a Strouha-
lovo č́ıslo S = 0, 2. Je uvažován stav bĺızký konci kampaně, kdy radiálńı v̊ule mezi
pokryt́ım PP a sloupcem palivových tablet δ = 1 [µm], předepnut́ı buněk distančńıch
mř́ıžek F0 = 5 [N] a osová śıla fixátoru FF = 10 [N].
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Obrázek 6.35.: Budićı frekvence od v́ır̊u př́ıčně proud́ıćıho chladiva p̊usob́ıćı na jednotlivé
konečné prvky

Rozložeńı výsledných budićıch v́ırových frekvenćı (6.106) na jednotlivých konečných
prvćıch modelu pokryt́ı je uvedeno na obr. 6.35. Je patrné, že ve shodě s předpisem pro
předpokládané rozložeńı rychlost́ı chladiva (6.87) se frekvence fvi,e po délce PP směrem
vzh̊uru snižuj́ı. Amplitudy budićıch sil byly odvozeny v kap. 6.3.1 a rovněž se v závislosti
na proudu chladiva směrem vzh̊uru snižuj́ı.

Na obr. 6.36 jsou ukázány časové pr̊uběhy výchylek v
(X)
i , X = C,P, ve vybraných

uzlech i. Je zde patrné rozkmitáńı pokryt́ı se základńı harmonickou složkou odpov́ıdaj́ıćı
př́ıslušné frekvenci v́ırového buzeńı. V sudých uzlech, tj. v uzlech vázaných v distančńıch
mř́ıžkách, jsou amplitudy kmitáńı pokryt́ı výrazně nižš́ı než v lichých uzlech, což je
dáno relativně tuhou vazbou buněk DM oproti ohybové tuhosti PP. Při uvažovaných
provozńıch podmı́nkách s relativně malou radiálńı v̊uĺı docháźı k vymezeńı radiálńı v̊ule
a rozkmitáńı sloupce palivových tablet. V d̊usledku klesaj́ıćıch amplitud harmonického
v́ırového buzeńı se také amplitudy odezvy PP směrem vzh̊uru snižuj́ı.

Ćılem této studie je zejména porovnáńı amplitud odezvy na kinematické buzeńı
tlakovými pulsacemi chladiva generovanými HCČ a na buzeńı od př́ıčně proud́ıćıho chla-
diva. Na základě provedených analýz lze konstatovat dominantńı vliv tlakových pulsaćı
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Obrázek 6.36.: Časové pr̊uběhy výchylek v
(X)
i , X = C,P na úrovńıch vybraných uzl̊u při

stavu bĺızkém konci kampaně (δ = 1 [µm], F0 = 5 [N], FF = 10 [N]).
Zobrazeny jsou výsledky v iteraci k = 3 nesdruženého řešeńı.

chladiva a řádově nižš́ı vliv proudu př́ıčně obtékaj́ıćıho chladiva na amplitudy kmitáńı
palivového proutku. Dále bylo prokázáno, že při rozkmitáńı PP vlivem př́ıčně proud́ıćıho
chladiva docháźı k vymezováńı radiálńı v̊ule v pr̊uběhu kmitáńı teprve ve fáźıch bĺızkých
konci kampaně, kdy radiálńı v̊ule mezi P a C klesá řádově na jednotky µm. Naopak
v počátečńıch fáźıch kampaně, kdy radiálńı v̊ule je řádově deśıtky µm, nedocháźı k rázové
interakci mezi sloupcem palivových tablet a pokryt́ım.
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Tato práce je zaměřena na matematické modelováńı rázového kmitáńı komponent pa-
livového souboru TVSA-T jaderného reaktoru VVER 1000. Úvodńı kap. 1 a 2 shrnuj́ı
základńı fakta o silně nelineárńıch kmitaj́ıćıch mechanických soustavách, možnostech je-
jich řešeńı a modelech rázových sil. Je zde provedeno shrnut́ı současného stavu řešené pro-
blematiky se zvláštńım zaměřeńım na aplikaci v oblasti kmitáńı komponent palivového
souboru. V kap. 3 je odvozen potřebný aparát pro matematické modelováńı kmitáńı
vertikálńıch jednorozměrných kontinúı zat́ıžených axiálńımi silami metodou konečných
prvk̊u. Toho je následně využito v aplikačńı části pro modelováńı komponent palivového
souboru TVSA-T.

Kĺıčovou část práce tvoř́ı kap. 5 a 6, kde jsou formulovány matematické modely
kmitáńı vodićıch trubek (VT) a palivových proutk̊u (PP) při uvažováńı všech potenciál-
ńıch zdroj̊u nelinearit daných rázovými účinky a třeńım v kontaktńıch bodech. Matema-
tické a výpočtové modely jsou odvozeny a implementovány v systému MATLAB v takové
podobě, aby byly konzistentńı s modely reaktoru a modely palivového souboru, které
jsou dlouhodobě vyv́ıjeny na Katedře mechaniky Fakulty aplikovaných věd ZČU v Plzni.
Pro výpočty dynamického chováńı jednotlivých komponent na komplexńıch modelech
PP a VT je využ́ıváno numerických simulaćı dynamického chováńı PS z linearizovaného
modelu palivového souboru a globálńıho modelu reaktoru za předpokladu buzeńı tla-
kovými pulsacemi chladiva od hlavńıch cirkulačńıch čerpadel. Zároveň je koncept model̊u
volen tak, že lze simulovat pohyb kteréhokoli palivového proutku, resp. vodićı trubky,
v kterémkoli palivovém souboru.

7.1. Shrnut́ı výsledk̊u provedených analýz a jejich
význam

Model VT byl podroben analýze dynamických laterálńıch deformaćı při zat́ıžeńı tla-
kovými pulsacemi chladiva a stabilitńı analýze. Na základě výsledk̊u numerických simu-
laćı lze konstatovat následuj́ıćı závěry:

• Numerické simulace pohybu VT ukazuj́ı rozložeńı maxim laterálńıch dynamických
deformaćı VT po jej́ı délce, které mohou výrazně ovlivnit propadáváńı klastr̊u. Se
zvětšuj́ıćı se v̊uĺı se maxima dynamických deformaćı globálně zvyšuj́ı, s výjimkou
uzlu na úrovni obj́ımky (nejvyšš́ı distančńı mř́ıžka). Vliv tuhosti buněk distančńıch
mř́ıžek ve zkoumaném rozsahu je slabý, nebot’ jejich radiálńı tuhost je oproti př́ıčné
tuhosti št́ıhlých a dlouhých VT řádově vyšš́ı.
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• Se změnou vybraných ř́ıd́ıćıch parametr̊u (v̊ule, tuhost buněk distančńıch mř́ıžek)
se většinou zachovává relativńı rozložeńı maxim laterálńıch dynamických deformaćı
po délce VT.

• Vzhledem k axiálńımu zat́ıžeńı je VT, procházej́ıćı skrze distančńı mř́ıžky s v̊uĺı,
nestabilńı. Ke stabilizaci docháźı teprve vymezeńım v̊ule v některých vazbách, tj.
opřeńım VT o buňky distančńıch mř́ıžek. Stabilita VT vzhledem k axiálńı tlakové
śıle a tuhosti buněk distančńıch mř́ıžek byla posuzována prostřednictv́ım analýzy
změny prvńı vlastńı frekvence při změně těchto parametr̊u. Byly ukázány stabilitńı
hranice při předpokládaných tvarech statické deformace a byla provedena konzer-
vativńı i nekonzervativńı modálńı analýza VT.

Matematický model PP byl v této práci odvozen v jednotlivých kroćıch tak, jak
byl pr̊uběžně vyv́ıjen. Nejprve byl formulován model respektuj́ıćı pouze normálové śıly
v kontaktńıch bodech mezi pokryt́ım a sloupcem palivových tablet a mezi pokryt́ım
a buňkami distančńıch mř́ıžek. Následně byl rozš́ı̌ren o vliv třećıch sil ve všech kontaktńıch
bodech a o vliv př́ıčně proud́ıćıho chladiva.

Důležitým sledovaným provozńım parametrem je otěr palivových proutk̊u, který
nese informaci o ztenčeńı pokryt́ı palivového proutku v daném kontaktńım bodě vlivem
vibraćı palivového souboru. Znalost otěru je velmi d̊uležitá, nebot’ v extrémńım př́ıpadě,
kdy ztenčeńı v mı́stě kontaktu přesáhne limitńı hodnotu, může doj́ıt ke zvýšenému úniku
štěpných produkt̊u do chladićıho média.

Na základě analýz provedených v této práci lze stran kmitáńı PP a otěru pokryt́ı
konstatovat následuj́ıćı závěry:

• Kinematické buzeńı vyvolané pohybem uṕınaćıch desek palivového souboru gene-
ruje rázové kontaktńı śıly mezi pokryt́ım a palivovými tabletami a může vyvolat
(zejm. v závěrečné fázi kampaně) odlehnut́ı (ztrátu kontaktu) pokryt́ı PP od buněk
distančńıch mř́ıžek.

• Ohledně vlivu analyzovaných parametr̊u na otěr lze učinit následuj́ıćı závěry:

– Pokles statického předepnut́ı buněk distančńıch mř́ıžek v rámci kampaně (vli-
vem předchoźıho kumulovaného otěru a iradiace) má výrazný pozitivńı vliv
na otěr.

– Zmenšováńı radiálńı v̊ule mezi pokryt́ım a tabletami (vlivem radiálńıho swel-
lingu palivových tablet) má mı́rně negativńı vliv na otěr.

– Zvětšováńı př́ıtlačné śıly fixátoru (dané iradiaćı a axiálńım swellingem pali-
vových tablet v pr̊uběhu kampaně) má mı́rně negativńı vliv na otěr.

• Všechny hodnoty otěru zde uvedené jsou vyč́ıslovány na základě výsledk̊u výpočt̊u
v relativně krátké časové oblasti a následně vztaženy na 1 hodinu prostřednictv́ım
tzv. hodinového otěru. Při výpočtech je přitom uvažován nejhorš́ı možný stav, kdy
zázněje (dané mı́rným frekvenčńım rozladěńım hlavńıch cirkulačńıch čerpadel) jsou
nejv́ıce rozvinuté. Výsledky jsou proto silně konzervativńı a pro reálněǰśı odhad by
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bylo účelné vyč́ıslovat hodinový otěr modifikovaný, kde modifikačńı faktor by byl
dán charakterem zázněj̊u, jak bylo uvedeno v [β6].

• Hodnoty otěru jsou silně závislé na hodnotě parametr̊u µ a f(ω), které jsou zji-
št’ovány experimentálně. V př́ıpadě budoućı dostupnosti přesněǰśıch hodnot těchto
parametr̊u lze zde uváděné hodnoty otěru vzhledem k lineárńı závislosti na µ a f(ω)
lineárně modifikovat bez nutnosti nové numerické integrace.

• Jak bylo ukázáno výše, hodnoty otěru jsou rovněž silně závislé i na hodnotách
a charakteru třećı charakteristiky v kontaktńıch bodech při numerické integraci.
Model respektuj́ıćı nekonstantńı spojitou třećı charakteristiku se jev́ı jako přesněǰśı
než zjednodušený model, v němž třećı śıly při vyšetřováńı kmitáńı PP numerickou
integraćı nebyly respektovány. Model bez primárńıho respektováńı třeńı v kon-
taktńıch bodech vykazuje při uvažovaných hodnotách parametr̊u globálně nižš́ı
hodnoty otěru než model s respektováńım třećı charakteristiky. Zároveň model bez
primárńıho respektováńı třeńı vykazuje nejvyšš́ı otěr na nejvyšš́ı distančńı mř́ıžce,
zat́ımco model s primárně zahrnutým třeńım na nejnižš́ı distančńı mř́ıžce.

• Charakter kmitáńı i hodnoty otěru jsou závislé na kinematickém buzeńı, daném
pohybem uṕınaćıch desek PS, které je źıskáváno s využit́ım globálńıho modelu
reaktoru. V př́ıpadě dostupnosti přesněǰśıch dat je možné zpřesnit i výsledky všech
výše uvedených výpočt̊u.

• Linearizace silně nelineárńıho modelu PP pro daný provozńı režim prostřednictv́ım
parametrické optimalizace a následná modálńı analýza linearizovaného modelu PS
se jev́ı jako nevhodná ke zjǐst’ováńı změny modálńıch vlastnost́ı PS v pr̊uběhu kam-
paně. K řešeńı daného aplikačńıho problému by př́ıpadně bylo vhodné volit jinou
metodu, např. frekvenčńı analýzu volných kmit̊u silně nelineárńıho či linearizo-
vaného modelu PS vyvolaných vhodně volenými počátečńımi podmı́nkami [α2].

• Metodika hledáńı rázových rozhrańı umožňuje na základě výpočetně nenáročné
lineárńı analýzy odlǐsit oblasti lineárńıho a nelineárńıho rázového kmitáńı PP. Me-
todu lze aplikovat na širš́ı tř́ıdu úloh rázového kmitáńı soustav s v̊ulemi.

• Bifurkačńı analýzy umožňuj́ı odlǐsit oblasti rázového kmitáńı s chaotickým pohy-
bem od oblast́ı s pohybem periodickým či kvaziperiodickým.

• Vliv v́ırového buzeńı od př́ıčného proudu chladiva na amplitudy kmitáńı PP je malý
oproti buzeńı tlakovými pulsacemi chladiva.

Metodika uvedená v této práci v př́ımé aplikaci na kmitáńı komponent palivového
souboru TVSA-T je obecně použitelná pro širokou tř́ıdu jiných aplikaćı, kde docháźı ke
kmitáńı jednorozměrných kontinúı s vnitřńımi či vněǰśımi rázovými účinky.

7.2. Daľśı rozvoj řešené problematiky

Daľśı rozvoj v oblasti řešené problematiky může být ovlivněn budoućımi aplikačńımi
požadavky. Lze dále rozv́ıjet a zpřesňovat modely zejm. v následuj́ıćıch oblastech:
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7. Závěr

• Zpřesnit výše uvedené modely přesněǰśım zjǐstěńım tangenciálńıch a axiálńı tu-
host́ı buněk distančńıch mř́ıžek prostřednictv́ım detailńıho modelu buňky za použit́ı
MKP.

• Řešit změny otěru pokryt́ı PP v pr̊uběhu kampaně na základě přesněǰśı znalosti
změny ř́ıd́ıćıch parametr̊u v pr̊uběhu vyhoř́ıváńı PP.

• Za spolupráce s experimentálńımi laboratořemi zajistit přesněǰśı experimentálńı
určeńı parametr̊u otěru a třećı charakteristiky pro dané materiály.

• Analogickou metodikou vytvořit model centrálńı trubky PS s instalovaným detekto-
rem neutronového toku (SPND) a analyzovat pohyb této soustavy výše uvedenými
nástroji.

• Vyvinout nelineárńı model PS s respektováńım rázových a třećıch sil.

7.3. Hlavńı p̌ŕınosy práce

Hlavńı př́ınosy této práce lze shrnout do následuj́ıćıch bod̊u:

• Vývoj metodiky modelováńı rázově interaguj́ıćıch jednorozměrných kontinúı při
uvažováńı axiálńıch sil, v̊uĺı a třećıch sil ve v́ıce silně nelineárńıch vazbách.

• Vývoj vlastńıch programových prostředk̊u v prostřed́ı MATLAB pro praktické apli-
kace rázového kmitáńı s možnost́ı řešit simulačně širokou tř́ıdu úloh.

• Vytvořeńı komplexńıho matematického a výpočtového modelu kmitáńı VT a analýza
dynamických složek laterálńıch deformaćı VT při uvážeńı v̊uĺı v distančńıch mř́ıžkách.

• Aplikace vyvinuté metodiky na kmitáńı hlavńıch komponent palivového souboru
jaderného reaktoru VVER 1000, komplexńı analýza otěru PP a jeho závislosti na
změně kĺıčových parametr̊u v rámci kampaně.

Poznámka

Disertačńı práce vznikla částečně v souvislosti s řešeńım kapitoly Sledováńı a hodnoceńı
mechanického chováńı aktivńı zóny jako celku, paliva jako celku a jeho komponent se
zahrnut́ım vývoje a údržby a inovace metod a SW nástroj̊u pro jejich analýzy projektu
Palivový cyklus JE, koordinovaného ÚJV Řež, a.s.
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Obrázek A.1.: Maxima laterálńıch deformaćı (6.82) palivového proutku; sloupce pali-
vových tablet P (oranžová) a pokryt́ı PP (fialová) ve všech uzlech i =
1, . . . 16
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Obrázek A.2.: Kontaktńı śıly mezi subsystémy P a C ve stavu I – normálové śıly Ni

(modrá), tangenciálńı složka Ti třećı śıly (oranžová) a axiálńı složka Ai
třećı śıly (žlutá) ve všech uzlech i = 1, . . . 15
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Obrázek A.3.: Kontaktńı śıly mezi subsystémy P a C ve stavu II – normálové śıly Ni

(modrá), tangenciálńı složka Ti třećı śıly (oranžová) a axiálńı složka Ai
třećı śıly (žlutá) ve všech uzlech i = 1, . . . 15

104
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Obrázek A.4.: Kontaktńı śıly mezi subsystémy P a C ve stavu III – normálové śıly Ni

(modrá), tangenciálńı složka Ti třećı śıly (oranžová) a axiálńı složka Ai
třećı śıly (žlutá) ve všech uzlech i = 1, . . . 15
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B. Hodnoty významných parametr̊u
použité p̌ri numerických simulaćıch

Konstanty

Výpočtová hodnota parametru otěru . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . µ = 10−9 [gJ−1]
Tuhost buňky distančńı mř́ıže . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . kg = 0, 537 · 106 [N/m]
Výpočtová hodnota koeficientu třeńı pro výpočet otěru
v kap. 6.1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . f0 = 0, 2 [-]
Experimentálně zjǐstěný koef. třeńı, viz (6.29) . . . . . . . . . . . . . . f(ω) = 0, 065 [-]
Kritická rychlost . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ckrit = 0, 001 [m/s]
Součinitel adheze f0 třećı charakteristiky (6.68) . . . . . . . . . . . f0 = 0, 2 [-]
Dynamický součinitel smykového třeńı fd třećı charakteris-
tiky (6.68) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . fd = 0, 065 [-]
Koeficient εf třećı charakteristiky (6.68) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . εf = 104 [-]
Koeficient d třećı charakteristiky (6.68) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . d = 100 [s/m]
Koeficienty kz, kt charakteristik (6.70) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . kz = kt = 106 [N/m]
Koeficient εk charakteristik (6.70) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . εk = 5 · 103 [-]
Základńı frekvence buzeńı fj = ωj/2π od HCČ j = 1,2 . . . . . fj = 16, 635 [Hz]
Základńı frekvence buzeńı fj = ωj/2π od HCČ j = 3,4 . . . . . fj = 16, 645 [Hz]
Materiálové a geometrické parametry MKP modelu VT . . . viz tab. 5.1
Materiálové a geometrické parametry MKP modelu PP . . . . viz tab. 6.1
Indexy PP náhodně vybraného pro simulace . . . . . . . . . . . . . . . u = 46, s = 3 [-]
Indexy VT náhodně vybrané pro simulace . . . . . . . . . . . . . . . . . u = 30, s = 1 [-]
Poměrný útlum použitý pro výpočet konstant α, β propor-
cionálńıho tlumeńı PP, resp. VT . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . D = 0, 05 [-]

Parametry

Vůle mezi subsystémy P a C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . δ ∈ 〈0, 65〉 [µm]
Statické předepnut́ı buněk distančńıch mř́ıž́ı . . . . . . . . . . . . . . . F0 ∈ 〈0, 20〉 [N]
Osová śıla od pružinového fixátoru . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . FF ∈ 〈5, 10〉 [N]
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[α10] Dyk, Š.: Bifurcations in Mathematical Model of Nonlinear Vibration of the Nuclear
Fuel Rod, In Engineering mechanics 2015, extended abstracts, pp. 56–57, Institute of
Theoretical and Applied Mechanics, Academy of Sciences of the Czech Republic, 2015.

113



Publikace autora souvisej́ıćı s tématem práce
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ZČU v Plzni, 2015.
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výzkumu Řež a.s., 2016.
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Shrnut́ı

Disertačńı práce je zaměřena na matematické modelováńı kmitaj́ıćıch mechanických sou-
stav s rázy v aplikaci na kmitáńı komponent palivového souboru TVSA-T jaderného
reaktoru VVER 1000/320. Je zde formulována metodika modelováńı př́ıčně rázově inter-
aguj́ıćıch poddajných těles nosńıkového typu v př́ımé aplikaci na kmitáńı vodićıch trubek
a palivových proutk̊u soubor̊u TVSA-T.

Model vodićı trubky vložené do distančńı mř́ıžky s radiálńı v̊uĺı je vytvořen me-
todou konečných prvk̊u pro jednorozměrná kontinua a respektuje potenciálńı kontaktńı
śıly mezi trubkou a buňkami distančńıch mř́ıžek včetně třećıch sil v kontaktńıch bo-
dech. Model umožňuje analýzu maximálńıch laterálńıch dynamických deformaćı vodićı
trubky v pr̊uběhu kmitáńı vyvolaného tlakovými pulsacemi chladiva od hlavńıch cir-
kulačńıch čerpadel. Laterálńı deformace jsou jedńım z významných aspekt̊u při analýze
pádu klastr̊u, jež maj́ı za úkol brzdit štěpnou reakci. Dále je zde provedena analýza sta-
bility vodićıch trubek v palivovém souboru TVSA-T vzhledem k axiálńı śıle a k tuhosti
buněk distančńıch mř́ıžek na konzervativńım i nekonzervativńım modelu.

Model palivového proutku je rovněž vytvořený metodou konečných prvk̊u pro jed-
norozměrná kontinua, přičemž se jedná o systém sestávaj́ıćı ze dvou subsystémů; pokryt́ı
palivového proutku a sloupce palivových tablet. Tyto dva subsystémy mohou v d̊usledku
radiálńıch v̊uĺı rázově interagovat. Pokryt́ı palivového proutku je nav́ıc v potenciálńı
vněǰśı rázové interakci s buňkami distančńıch mř́ıžek, mezi něž je vloženo s předpět́ım.
Ve všech kontaktńıch bodech jsou uváženy normálové a třećı śıly, respektuj́ıćı všechny tři
možné fáze kontaktu – separátńı pohyb, prokluz i ulṕıváńı. Podrobně jsou analyzovány
rázové śıly, skluzové rychlosti, výkon a práce třećıch sil a daľśı významné charakteristiky.
U palivových proutk̊u je posuzován tzv. otěr pokryt́ı palivového proutku jako d̊uležitý
parametr indikuj́ıćı úbytek hmoty v kontaktńım bodě vlivem vibraćı palivového souboru
vyvolaných tlakovými pulsacemi chladiva. Zjednodušený model palivového proutku je
podroben bifurkačńı analýze vzhledem k významným konstrukčńım a provozńım para-
metr̊um. Je analyzován vliv př́ıčně proud́ıćıho chladiva na kmitáńı palivového proutku.

Všechny výše uvedené matematické modely i všechny výpočtové modely zpraco-
vané v systému MATLAB jsou koncipovány tak, aby bylo možné analyzovat chováńı
libovolného palivového proutku, resp. vodićı trubky, v libovolném palivovém souboru
TVSA-T reaktoru VVER-1000/320. Jakožto budićı śıly jsou uvažovány polyharmonické
funkce, jež jsou výstupem z globálńıho modelu reaktoru a z linearizovaného modelu pa-
livového souboru. U vybraného palivového proutku lze analyzovat jeho chováńı v libo-
volném stavu kampaně reaktoru.

Metodika použitá při modelováńı palivových proutk̊u, resp. vodićıch trubek, může
být použita pro širš́ı tř́ıdu úloh kmitáńı poddajných jednorozměrných kontinúı s vnitřńı
i vněǰśı rázovou interakćı.



Résumé

The thesis is focused on mathematical modelling of vibro-impact systems, particularly on
the modelling of the TVSA-T fuel assembly components vibration in WWER-1000/320
reactor. A methodology of the modelling of impact-interacting flexible one-dimensional
bodies is formulated and the direct application of the method on guide thimbles and fuel
rods vibration is performed.

The model of guide thimble inserted into the spacer grids with radial clearances is
formulated using finite element method for 1D Euler-Bernoulli continua. The potential
contact forces between the thimble and spacer grid cells are respected, including friction
forces. The model allows the analysis of maximum lateral dynamical deformations of
the guide thimble during the vibration caused by pressure pulsations of coolant induced
by main circulation pumps. Further, the stability analysis of guide thimbles in TVSA-T
fuel assembly is performed with respect to axial pressure loading and spacer grid cells
stiffness; both conservative and nonconservative analyses are performed.

The model of the fuel rod is also based on finite element method for 1D continua and
it consists of two subsystems; fuel rod cladding and fuel pellets stack. These subsystems
can potentially impact-interact and the cladding can possibly impact-interact with the
spacer grid cells. In all the contact points, normal and friction forces are considered
and all three possible states are respected – separation, slip and stick. Impact forces,
sliding velocities, work and power of friction forces and other important characteristics
are analysed in detail. The fretting wear of the cladding is analysed, as it is an important
parameter that indicates mass decrease in the contact point caused by fuel assembly
vibration due to the pressure pulsations of the coolant. Bifurcation analysis with respect
to important constructional and operational parameters is performed using simplified
model of the fuel rod. The influence of the coolant cross-flow on the vibration of fuel rod
is analysed.

All the models mentioned above and all the computational models implemented in
MATLAB are composed in the way that they allow to analyse any fuel rod of any TVSA-T
fuel assembly in the VVER-1000/320 reactor. Polyharmonic kinematical excitation is
obtained as an output of the global model of the reactor and the linearized model of the
fuel assembly.

The methodology created for modelling of nuclear fuel rods or guide thimbles can be
used for wide class of the impact-vibrating 1D systems where the inner or outer impact
interactions can possibly occur.
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