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Předmluva k druhému vydáńı

Pozorováńı a poznáváńı prostřed́ı, které nás obklopuje, a tvorba popisu tohoto prostřed́ı je
ned́ılnou součást́ı lidského snažeńı. Již od prvopočátku se lidstvo snaž́ı naj́ıt popis okolńıho
prostřed́ı za účelem předpovědi jeho budoućıho vývoje, která následně umožńı efektivněji
plánovat lidskou činnost. Jako př́ıklad výše zmı́něného může být uvedeno počaśı, které
významným zp̊usobem ovlivňuje kvalitu lidského života. Proto se lidé již odnepaměti snaž́ı na
základě pozorováńı popsat vývoj počaśı formou r̊uzných pranostik1 a na jejich základě vývoj
počaśı předv́ıdat.

S rozvojem př́ırodńıch i technických věd však slovńı popis okolńıho prostřed́ı přestal dostačovat
a pozornost se začala uṕırat na popis pozorovaných jev̊u a proces̊u formou r̊uzných matema-
tických model̊u, které byly založeny nejen na r̊uzných fyzikálńıch, chemických a matematických
principech, ale i na zpracováńı dostupných pozorováńı. Tento moment lze tak považovat za
počátek rozvoje technik a metod identifikace a estimace, které se zaměřuj́ı na nalezeńı struktury
(nebo-li formy) a parametr̊u matematických model̊u okolńıch jev̊u, proces̊u a systémů na
základě měřených dat.

Ćılem těchto skript je seznámit čtenáře se základńımi myšlenkami, koncepty a metodami iden-
tifikace a estimace. Předkládaná skripta je možné chápat jako druhé vydáńı skript “Identifikace
systémů a filtrace” napsané v roce 1994 prof. Ing. Miroslavem Šimandlem, CSc. Text skript byl
nejen revidován, ale i výrazněji rozš́ı̌ren tak, aby reflektoval vývoj vědńı discipĺıny i současnou
náplň přednášek stejnojmenného předmětu vyučovaného na Katedře kybernetiky, Fakulty
aplikovaných věd, Západočeské univerzity v Plzni, v rámci magisterského studia. Skripta jsou
zpracovány podrobněji než odpov́ıdá přednášené látce, proto některé části mohou být užitečné
i posluchač̊um doktorského studia.

Tvorba skript by se neobešla bez mnoha cenných rad, podnět̊u a postřeh̊u jak od koleg̊u, tak
i student̊u předmětu, za což jim patř́ı velké d́ıky. Poděkováńı samozřejmě patř́ı i rodině za
trpělivost a podporu v př́ıpravě textu. I přes mnohá čteńı těchto skript, stále se jistě najdou
mnohé překlepy, stylistické i věcné chyby apod. Proto, jakékoliv podněty či komentáře k obsahu
skript jsou v́ıtány na e-mailové adrese “dunikj@kky.zcu.cz”.

V Plzni, 2020 Jindřich Duńık

1Slovo pranostika je odvozeno z řeckého slova prognósis znamenaj́ıćı předpověd’.



Předmluva k prvńımu vydáńı

Objevy sedmnáctého a osmnáctého stolet́ı vedly k přesvědčeńı, že př́ırodńı jevy lze popisovat
pomoćı jednoduchých matematických předpis̊u. Avšak v tomto stolet́ı zřetelně vyšlo najevo,
že pro řešeńı problémů spojených s novými technologiemi předevš́ım v komunikaćıch a ř́ızeńı
je nutné explicitńı modelováńı neurčitosti. Byly vyřešeny d̊uležité inženýrské problémy jako
kódováńı, filtrace, predikce, automatické ř́ızeńı. Nové výsledky v těchto oblastech umožnily
pokrok nejenom v pozemských aktivitách lidstva, ale též při pr̊uzkumu vesmı́ru (např. satelitńı
komunikace). Ukázalo se, že revolučńı techniky modelováńı založené na koncepci nacházeńı
matematických model̊u př́ımo z měřených dat (identifikace systémů a filtrace) přeb́ıraj́ı
význam role fyzikálně motivovaných postup̊u při tvorbě matematických model̊u (matematické
modelováńı).

V této souvislosti se ukazuje, že by měla být věnována mnohem větš́ı pozornost realitě,
která je vytvářena mutaćı r̊uznorodých proces̊u v měńıćım se prostřed́ı. V takovém př́ıpadě
je samozřejmě nezbytné vhodné modelováńı neurčitosti respektuj́ıćı složitost popisovaných
situaćı. Rozumnost modelováńı, nacházeńı a laděńı model̊u v reálném čase na základě měřených
dat je pak evidentńı. Často se nab́ıźı i analogie s funkćı mozku a procesem učeńı se z experimentu.

Ćılem těchto skript je poskytnout úvod do kybernetické teorie zabývaj́ıćı se stavbou model̊u
a zpracováńım signál̊u, která tvoř́ı základnu pro algoritmy filtrace, predikce, automatického
ř́ızeńı, adaptace i učeńı.

Skriptum se skládá ze dvou d́ıl̊u. Prvńı d́ıl se zabývá identifikaćı systémů a druhý d́ıl filtraćı.
Oba d́ıly jsou zpracovány tak, že je lze studovat nezávisle na sobě. Obsah skript tvoř́ı přednášky
pro studenty 4. ročńıku oboru Kybernetika a ř́ıdićı techniky, které proběhly v minulých letech
v rámci předmět̊u Identifikace systémů a Nelineárńı filtrace a od akademického roku 1991/92
v předmětu Identifikace systémů a filtrace na Západočeské univerzitě, Fakultě aplikovaných věd.
Některé pasáže byly součást́ı přednášek pro studenty v rámci doktorandského (kandidátského)
studia vědeckého oboru Kybernetika.

Na závěr bych rád vyjádřil poděkováńı pańı Haně Němečkové za včasné a trpělivé přepisováńı
rukopisu a realizaci nesčetných oprav při vědomı́ termı́nu odevzdáńı práce.

Listopad, 1994 Miroslav Šimandl



Historie změn v obsahu skript

1994: Prvńı vydáńı skript (listopad, 1994).

2018: Druhé vydáńı skript (únor, 2018). Korekce jazyka a vzorc̊u. Hlavńı změny:
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2.3 Ukázka použit́ı neparametrických metod . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
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4.2 Analýza . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
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4.4 Výpočetńı detaily . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
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8 Rekurzivńı metody identifikace 87
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rametr̊u . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114
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Kapitola 1

Úvod

Identifikace systémů se zabývá hledáńım matematických model̊u reálných systémů z experi-
mentálńıch dat. Dosahuje širokého uplatněńı v nejr̊uzněǰśıch sférách lidské činnosti. V oblasti
automatického ř́ızeńı se metody identifikace systémů použ́ıvaj́ı k źıskáńı vhodných model̊u pro
syntézu regulátor̊u, návrh algoritmů predikce nebo pro simulaci. V oblasti zpracováńı signál̊u
(např. v komunikaćıch, geofyzikálńım inženýrstv́ı a mechanice) jsou modely źıskané identifikaćı
použ́ıvány pro spektrálńı analýzu, detekci poruch, rozpoznáváńı obraz̊u, filtraci či adaptivńı
filtraci atd. Identifikace systémů se rovněž výrazně prosazuje i v netechnických discipĺınách jako
např. v biologii, ekonometrii či ekologii.

1.1 Typy model̊u

Modely dynamických systémů mohou být velmi rozmanité. Mezi základńı typy model̊u patř́ı:

• Mentálńı, intuitivńı či slovńı modely. Tento typ modelu použ́ıváme např. při ř́ızeńı auta
(
”
stlačeńım brzdy snižujeme rychlost“,

”
otáčeńım volantu měńıme směr j́ızdy“ atd.)

• Tabulky nebo grafy. Typickým př́ıkladem grafické reprezentace model̊u je logaritmická
frekvenčńı charakteristika. Obdobně zápis vztahu ceny a spotřeby jistého zbož́ı v tabulce
může být též chápán jako model.

• Matematické modely. Ačkoliv tabulky a grafy mohou být vńımány též jako
”
matematické“

modely, zde omeźıme tř́ıdu matematických model̊u na diferenciálńı a předevš́ım diferenčńı
rovnice. Takové modely jsou vhodné jak pro analýzu a predikci chováńı dynamických
systémů, tak i pro návrh regulátor̊u a filtr̊u. Tento typ modelu bude převážně využ́ıván
ve skriptu. Poznamenejme, že v souvislosti s matematickými modely můžeme dále mlu-
vit o lineárńıch a nelineárńıch modelech, deterministických a stochastických modelech,
časově invariantńıch a časově variantńıch (nebo-li t-invariantńı a t-variantńıch) modelech,
modelech se soustředěnými a rozloženými parametry atd.

1.2 Matematické modelováńı a identifikace systémů

Jak již bylo řečeno, matematické modely dynamických systémů jsou užitečné z mnoha d̊uvod̊u.
V podstatě jsou známy dva základńı př́ıstupy ke konstrukci matematických model̊u:

4



• Matematické modelováńı. Charakteristickým rysem matematického modelováńı je
využ́ıváńı fyzikálńıch, chemických, ekonomických a jiných známých zákon̊u k popisu dy-
namického chováńı zkoumaných systémů s ćılem vytvořeńı matematického modelu bez
nutnosti využit́ı měřených veličin. Jedná se tedy o analytický př́ıstup.

• Identifikace systémů. Charakteristickým rysem identifikace systémů je využ́ıváńı
r̊uznorodých experiment̊u prováděných na sledovaném systému, źıskáváńı reálných
měřených dat a na tomto základě vytvářeńı matematických model̊u vyhovuj́ıćıch co nejlépe
naměřeným veličinám. Jedná se tedy o experimentálńı př́ıstup.

V mnoha př́ıpadech jsou sledované systémy a procesy tak složité, že neńı možné zkonstruovat
rozumný model pouhým použit́ım matematického modelováńı (např. použit́ım kinematických
rovnic, zákona o zachováńı energie apod.). Často tak model založený na matematickém
modelováńı obsahuje jistý počet neznámých parametr̊u, které nelze určit bez analýzy měřených
dat (např. śıla větru v dané lokaci a daném obdob́ı) a je nutné provést jejich odhad pomoćı
vhodné identifikačńı metody. Oblasti matematického modelováńı a identifikace systémů jsou
tak v mnoha př́ıpadech v realitě těsně spjaty.

Modely źıskané identifikaćı maj́ı na rozd́ıl od model̊u źıskaných výhradně matematickým
modelováńım (využit́ım např. fyzikálńıho pohledu) následuj́ıćı vlastnosti:

• Je relativně snadné je navrhnout a využ́ıvat.

• Jejich platnost je limitována (jsou platné pro určitý pracovńı bod, určitý typ vstupu atd.).

• Nab́ıźı menš́ı vysvětluj́ıćı charakter o chováńı systému, protože źıskané parametry modelu
jsou mnohdy značně komplikovanou (a neznámou) funkćı skutečných parametr̊u systému,
které pro nás maj́ı zřejmý fyzikálńı, ekonomický, či chemický.

Identifikace systémů neńı snadno ovládnutelná a plně dokazatelná metodologie a nelze ji často
použ́ıt bez spolupráce s odborńıkem na daný problém. Uved’me několik d̊uvod̊u pro toto tvrzeńı:

• Muśı být nalezena vhodná struktura modelu. To může být těžký problém předevš́ım v si-
tuaćıch, kdy dynamika systému je nelineárńı.

• Vlastnosti sledovaného procesu či systému se mohou měnit v čase a pak vznikaj́ı problémy
při popisu založeném na t-invariantńım modelu.

• V reálném světě nejsou
”
dokonalá“ data. Je třeba vźıt v úvahu, že naměřená data jsou

jistě pod vlivem r̊uzných poruch či šumu.

• Může se stát, že neńı možné měřit proměnné veličiny či signály, které maj́ı stěžejńı
d̊uležitost pro zdárnou identifikaci systému.

1.3 Jak postupovat při identifikaci systémů

Věnujme se nyńı hlavńım krok̊um, které jsou prováděny při identifikaci systému. Nejdř́ıve je
provedeno vybuzeńı systému užit́ım nějakého vstupńıho signálu jako jsou např. jednotkový
skok, náhodný signál či sinusový signál. Vstupńı a výstupńı signály systému jsou pak (v určitém
určitém intervalu) sledovány a zaznamenány v paměti poč́ıtače pro následné informačńı zpra-
cováńı. Zpracováńı spoč́ıvá v nalezeńı vhodného modelu sledovaného procesu, který co nejv́ıce
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vyhovuje zaznamenané vstupńı a výstupńı sekvenci dat. To vyžaduje stanovit vhodnou formu
modelu (typický př́ıklad je lineárńı diferenčńı rovnice určitého řádu) a poté použ́ıt vhodnou
metodu k odhadu neznámých parametr̊u modelu (reprezentovaných koeficienty diferenčńı
rovnice). Výběr struktury a odhad parametr̊u modelu se v praxi často provád́ı iterativně. To
znamená, že je vybrána prozat́ımńı struktura modelu a jsou odhadnuty odpov́ıdaj́ıćı parametry.
Takto źıskaný model je pak testován, aby bylo možné rozhodnout, zda se jedná o vhodnou
reprezentaci systému. V př́ıpadě, že se nejedná o vhodnou reprezentaci, je třeba uvažovat
alternativńı strukturu modelu (např. složitěǰśı), provést odhad parametr̊u, ověřováńı výsledku
atd. Jedná se tedy o iterativńı proces hledáńı přijatelného modelu. Na závěr poznamenejme,
že zpracováńı experimentálńıch dat může být provedeno jednorázově po naměřeńı všech dat
(off-line) nebo okamžitě při př́ıchodu nové informace, nového jednotlivého měřeńı, potom
mluv́ıme o rekurzivńı identifikaci (nebo též on-line). Rekurzivńı identifikace je zvláště vhodná
tam, kde docháźı k nějakým změnám v popisu systému (tj. neznámý t-variantńı systém).
Rekurzivńı algoritmy proto tvoř́ı jádro mnoha adaptivńıch systémů.

1.4 Shrnut́ı

Tato kapitola byla věnována přibĺıžeńı předmětu identifikace a modelováńı. Bylo rovněž
naznačeno, kdy a jak identifikaci systémů využ́ıvat. Literatura zabývaj́ıćı se identifikaćı systémů
je velmi bohatá. Z česky psaných publikaćı se identifikaćı systémů zcela nebo částečně zabývaj́ı
[1]-[12], [35]-[36], [57]-[59]. Ze zahraničńı literatury pak alespoň uved’me [13]-[21], [60]-[63].
Matematické modelováńı reprezentuje např. [22],[23]. Velký význam pro rozvoj identifikace
na mezinárodńım poli maj́ı sympozia ”Symposium on System Identification (SYSID)”,
pořádané mezinárodńı federaćı automatického ř́ızeńı (International Federation of Automatic
Control (IFAC)), které se konaj́ı každé tři roky. Prvńı bylo uspořádáno v Praze v roce 1967
a zat́ım posledńı v roce 2018 ve Stockholmu. Ze špičkových časopis̊u, které se věnuj́ı identi-
fikaci jmenujme alespoň časopisy IFAC Automatica a IEEE Transactions on Automatic Control.
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Kapitola 2

Základńı pojmy a úvodńı př́ıklady

2.1 Koncepce S,M,I,X

V této kapitole zavedeme základńı pojmy, které budou d̊uležité při popisu a analýze iden-
tifikačńıch metod. Důležitost těchto pojmů budeme ilustrovat na jednoduchých př́ıkladech.
Výsledek identifikace je ovlivňován přinejmenš́ım následuj́ıćımi čtyřmi faktory, které budeme
diskutovat v této i daľśıch kapitolách.

• Systém S. V identifikaci pod pojmem systém často rozumı́me neznámou fyzikálńı realitu,
kterou chceme poznat a ze které źıskáváme experimentálńı (měřená) data. Označujeme ji
též pojmem proces, soustava, ale i objekt či reálný systém. Abychom však mohli provést
teoretickou analýzu výsledk̊u identifikace, je nutné zavést předpoklady na data. V ta-
kovém př́ıpadě budeme zde už́ıvat pojem systém pro označeńı nám známého, úplného ma-
tematického popisu generátoru dat. V praxi, když pracujeme s reálnými daty, je systém
neznámý, chceme jej poznat, identifikovat. Generováńı dat např. poč́ıtačem je naopak
založeno na dokonalé znalosti systému. Toto pojet́ı budeme použ́ıvat při zkoumáńı chováńı
r̊uzných identifikačńıch metod v r̊uzných situaćıch.

• Struktura modelu M. Identifikačńı metody jsou často děleny na neparametrické a paramet-
rické podle toho, zda poskytuj́ı neparametrický nebo parametrický model. Neparametrické
modely jsou představovány tabulkou, funkćı či křivkou. Jako př́ıklad neparametrického
modelu uved’me odezvu na jednotkový skok. Je to křivka, která přináš́ı informaci o cha-
rakteristických vlastnostech systému. Jiný př́ıklad neparametrického modelu je frekvenčńı
charakteristika. Nicméně v mnoha př́ıpadech je výhodné a d̊uležité se zabývat sṕı̌se pa-
rametrickými modely. Takové modely jsou charakterizovány vektorem parametr̊u, který
budeme označovat Θ. Jestliže Θ může nabývat hodnoty z nějaké množiny př́ıpustných
hodnot, dostáváme množinu model̊u nebo strukturu modelu M(Θ). Poznamenejme však,
že toto děleńı identifikačńıch metod na parametrické a neparametrické má sṕı̌se historické
d̊uvody, protože př́ısně vzato neparametrický model můžeme též parametrizovat.

• Identifikačńı metoda I. Doposud, jak v́ıme z rozsáhlé literatury věnované identifikaci, bylo
navrženo množstv́ı identifikačńıch metod. Nejd̊uležitěǰśı z nich budou uvedeny a disku-
továny v těchto skriptech. Poznamenejme, že některé metody mohou být z dnešńıho po-
hledu chápány jako stejné, ale jejich p̊uvodńı návrhy byly provedeny pro odlǐsné struktury
model̊u, takže mohou být známy pod r̊uznými názvy.

• Experimentálńı podmı́nky X. Pod symbolem X budeme chápat na obecné úrovni zp̊usob
provedeńı identifikačńıho experimentu. To jest výběr a generováńı vstupńıho signálu,
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možný výskyt zpětných vazeb, vzorkovaćı periodu, předfiltraci dat atd.

Předt́ım než přejdeme k př́ıklad̊um, poznamenejme, že ze čtyř pojmů S,M,I,X muśıme jako daný
a fixovaný chápat systém S. Źıskáváńı dat ze systému mohou experimentálńı podmı́nky X často
do jisté mı́ry ovlivnit. A naopak nezř́ıdka je nutné vźıt na vědomı́ r̊uzná omezeńı znemožňuj́ıćı
volný výběr experimentálńıch podmı́nek jako např. bezpečnostńı požadavky, výrobńı podmı́nky
atd. Po źıskáńı dat je třeba vybrat identifikačńı metodu I a strukturu modelu M. Na stejnou
množinu dat mohou být použity r̊uzné výběry I a M, dokud neńı dosaženo uspokojivého modelu
systému.

2.2 Generátory dat

V této části budeme definovat dva systémy, které budou sloužit v celé 2. kapitole jako generátory
dat. Ćılem kapitoly bude ukázat použit́ı r̊uzných identifikačńıch metod na tyto systémy formou
př́ıklad̊u.
Předpokládejme, že data jsou generována systémem prvńıho řádu popsaným diferenčńı rovnićı

y(t) + a0y(t− 1) = b0u(t− 1) + e(t) + c0e(t− 1), (2.2.1)

kde {e(t)} je posloupnost nezávislých náhodných proměnných identicky distribuovaných1

(tj. náhodný proces). Středńı hodnota náhodných proměnných necht’ je nula a variance λ2.
Poznamenejme, že takový typ náhodného procesu se označuje jako b́ılý šum. Dále u(t) je vstup
a y(t) výstup systému v čase t.

Dále předpokládejme dvě r̊uzné množiny hodnot parametr̊u. Pro a0 = −0, 8 b0 = 1, 0
c0 = 0, 0 λ = 1, 0 dostáváme systém S1

S1 : y(t)− 0, 8y(t− 1) = 1, 0u(t− 1) + e(t) (2.2.2)

a pro a0 = −0, 8 b0 = 1, 0 c0 = −0, 8 λ = 1, 0 dostáváme následuj́ıćı systém S2

S2 : y(t)− 0, 8y(t− 1) = 1, 0u(t− 1) + e(t)− 0, 8e(t− 1) (2.2.3)

který lze alternativně vyjádřit takto:

S2 : x(t)− 0, 8x(t− 1) = 1, 0u(t− 1) (2.2.4)

y(t) = x(t) + e(t) (2.2.5)

Všimněme si, že b́ılý šum má rozd́ılné postaveńı v uvažovaných systémech. V systému S1

p̊usob́ı jako
”
chyba rovnice“, zat́ımco v systému S2 aditivně ovlivňuje signál x(t), který lze

interpretovat jako deterministický výstup. Model (2.2.3) je tak v anglicky psané literatuře často
označován jako

”
output-error model“, což lze přeložit jako model s chybou výstupu.

Poznámka . Lineárńı vstupně-výstupńı model ve formě (2.2.3) je označován jako ARMAX model
prvńıho řádu. V této poznámce vysvětĺıme, co zkratka ARMAX v oblasti identifikace systémů
znamená, detailněǰśı diskuzi lze naj́ıt v kapitole 5. Uvažujme model systému

y(t)+a1y(t−1)+a2y(t−2)+ . . . = b1u(t−1)+b2u(t−2)+ . . .+e(t)+c1e(t−1)+c2e(t−2)+ . . .
(2.2.6)

1Pojem identicky distribuované náhodné veličiny znač́ı náhodné veličiny popsané stejnou hustotou
pravděpodobnosti.
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kde y(t) znač́ı známý výstup systému, u(t) známý vstup systému a e(t) neznámou poruchu
ovlivňuj́ıćı systém. Proměnné a1, a2, . . . , b1, b2, . . . , c1, c2, . . . představuj́ı parametry modelu. Pak
mohou nastat následuj́ıćı speciálńı př́ıpady (modely)

• autoregresńı model (označovaný zkratkou AR z anglického výrazu
”
autoregressive model“)

ve struktuře
y(t) = −a1y(t− 1)− a2y(t− 2)− . . .+ e(t) (2.2.7)

kde výstup y(t) je dán váženým součtem předchoźıch výstup̊u (tj. předchoźıch hodnot
stejného procesu). AR model tak lze chápat jako filtr s nekonečnou impulsńı odezvou
(IIR, z anglického

”
infinite impluse response“).

• klouzavý pr̊uměr (označovaný zkratkou MA z anglického výrazu
”
moving average model“)

ve struktuře
y(t) = e(t) + c1e(t− 1) + c2e(t− 2) + . . . (2.2.8)

kde výstup y(t) je dán váženým součtem předchoźıch vstup̊u (tj. hodnot jiného procesu).
MA model tak lze chápat jako filtr s konečnou impulsńı odezvou (FIR, z anglického

”
finite

impluse response“).

• ARMA model je daný kombinaćı předchoźıch model̊u a vede na

y(t) + a1y(t− 1) + a2y(t− 2) + . . . = e(t) + c1e(t− 1) + c2e(t− 2) + . . . (2.2.9)

• ARMAX model (2.2.6) vznikne doplněńım předchoźıho ARMA modelu o (filtrovaný)
vstupńı signál u(t), kdy ṕısmeno X pocháźı a z anglického výrazu

”
eXternal/eXogenous

input“.

2.3 Ukázka použit́ı neparametrických metod

V této části využijeme dvě neparametrické metody k identifikaci systému S1.

Př́ıklad 2.3.1 (Přechodová analýza)
Typický př́ıklad přechodové analýzy je zaznamenáńı odezvy reálného systému na vstupńı signál
ve tvaru jednotkového skoku. Obecně, odezva systému obsahuje některé d̊uležité charakteristické
vlastnosti systému jako je statické ześıleńı a časová konstanta. Při malé amplitudě vstupńıho
signálu systému S1, bude velmi těžké d́ıky vysoké úrovni šumu dedukovat z grafického vyjádřeńı
odezvy na jednotkový skok cokoliv o dynamických vlastnostech S1. Také je vhodné poznamenat,
že odezva systému bude odlǐsná pro r̊uzné realizace experimentu, což dále komplikuje možnost
identifikace.

Př́ıklad 2.3.2 (Korelačńı analýza)
Předpokládejme, že model výstupu systému S1 je

y(t) =
∞∑
k=0

h(k)u(t− k) + v(t) (2.3.1)

kde {h(k)} je váhová funkce (váhová sekvence) a v(t) reprezentuje poruchu. Necht’ {u(t)} je
b́ılý šum se středńı hodnotou nula a varianćı σ2, nezávislý na poruchách v(t). Vynásobeńım
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(2.3.1) u(t− τ) (τ > 0) a zavedeńım operátoru středńı hodnoty E[·] dostaneme

ryu(τ)
4
= E[y(t)u(t− τ)] =

∞∑
k=0

h(k)E[u(t− k)u(t− τ)] = σ2h(τ) (2.3.2)

kde byla využita následuj́ıćı vlastnost b́ılého šumu

E[u(t− k)u(t− τ)] = 0, pokud k 6= τ

= σ2, pokud k = τ

Ev(t)u(t− τ) = (E[v(t)])(E[u(t− τ)]) = 0

Na základě tohoto vztahu lze koeficienty váhové funkce {h(k)} odhadnout podle následuj́ıćıho
výrazu

ĥ(τ) =
1

N−τ
∑N

t=τ+1 y(t)u(t− τ)

1
N

∑N
t=1 u

2(t)
(2.3.3)

kde N označuje počet dat. Snadno můžeme simulovat systém S1 s výše definovaným vstupem
a graficky znázornit odhadnutou váhovou funkci podle (2.3.3).
Jak lze rychle ověřit, skutečná váhová sekvence systému S1 je

h(k) = 0, 8k−1 k ≥ 1 h(0) = 0

Z graficky znázorněné váhové funkce bychom opět velmi těžko zjǐst’ovali parametr pravděpodobně
exponenciálńıho poklesu odhadovaných {h(k)}.

2.4 Ukázka použit́ı parametrické metody

V následuj́ıćı části budeme identifikovat systémy S1 a S2 pomoćı jedné z parametrických metod,
a to metody nejmenš́ıch čtverc̊u. Parametrické metody můžeme obecně charakterizovat jako
prostředek pro hledáńı zobrazeńı měřených veličin na odhadovaný vektor parametr̊u.
Uvažujme strukturu modelu M , která je dána diferenčńı rovnićı

M : y(t) + ay(t− 1) = bu(t− 1) + ε(t) (2.4.1)

Struktura modelu M je stanovena lineárńı diferenčńı rovnićı prvńıho řádu. Vektor parametr̊u
je pak

Θ =

[
a
b

]
(2.4.2)

V (2.4.1) je y(t) výstupńı signál v čase t, u(t) vstupńı signál a ε(t) představuje chybu rovnice,
označovanou často jako residuum. Proměnou ε(t) v rovnici (2.4.1) lze chápat jako chybu modelu,

protože sotva můžeme doufat, že (2.4.1) s ε(t)
4
= 0 může přesně vyhovovat sekvenci měřených

dat. Tud́ıž ε(t) bude popisovat odchylku v datech od dokonalého (deterministického) lineárńıho
systému prvńıho řádu a pro danou množinu dat {u(1), y(1), u(2), y(2), ..., u(N), y(N)} je {ε(t)}
funkćı vektoru parametr̊u Θ. To můžeme jednoduše ukázat přepsáńım (2.4.1) na

ε(t) = y(t) + ay(t− 1)− bu(t− 1) = y(t)− [−y(t− 1), u(t− 1)]Θ (2.4.3)
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V následuj́ıćıch kapitolách budeme zavádět r̊uzná zobecněńı jednoduché struktury modelu
(2.4.1). Povšimněme si, že ji lze jednoduše zobecnit na lineárńı model n-tého řádu pouhým
přidáńım člen̊u aiy(t− i), biu(t− i) pro i = 1, 2, ..., n.

Nyńı specifikujme identifikačńı metodu I. V této kapitole se omeźıme na metodu nejmenš́ıch
čtverc̊u. Vektor parametr̊u je potom určen minimalizaćı kvadrát̊u chyby rovnice (residúı {ε(t)}).
To znamená, že dostaneme odhad

Θ̂ = arg min
Θ
V (Θ) (2.4.4)

kde ztrátová funkce V (Θ) je dána

V (Θ) =

N∑
t=1

ε2(t) (2.4.5)

Jak je vyjádřeno v (2.4.3), residua jsou funkćı Θ, a tud́ıž V (Θ) je definováno pro každou
hodnotu Θ.

Pro jednoduchou strukturu modelu (2.4.1), můžeme snadno zapsat explicitńı vyjádřeńı závislosti
V (Θ) na Θ. Pro zkráceńı zápisu označme

∑N
t=1 jako

∑
, pak dostaneme

V (Θ) =
∑

[y(t) + ay(t− 1)− bu(t− 1)]2

= [a2
∑

y2(t− 1) + b2
∑

u2(t− 1)− 2ab
∑

y(t− 1)u(t− 1)]

+ [2a
∑

y(t)y(t− 1)− 2b
∑

y(t)u(t− 1)] + [
∑

y2(t)] (2.4.6)

Odhad Θ je pak źıskán podle (2.4.4) minimalizaćı (2.4.6). Bod, pro který funkce nabývá
minimálńı hodnoty můžeme nalézt položeńım gradientu V (Θ) rovno nule. To jest

0 =
∂V (Θ)

∂a
= 2[â

∑
y2(t− 1)− b̂

∑
y(t− 1)u(t− 1) +

∑
y(t)y(t− 1)] (2.4.7)

0 =
∂V (Θ)

∂b
= 2[b̂

∑
u2(t− 1)− â

∑
y(t− 1)u(t− 1)−

∑
y(t)u(t− 1)]

nebo v maticové formě[ ∑
y2(t− 1) −

∑
y(t− 1)u(t− 1)

−
∑
y(t− 1)u(t− 1)

∑
u2(t− 1)

] [
â

b̂

]
=

[
−
∑
y(t)y(t− 1)∑

y(t)u(t− 1)

]
(2.4.8)

Poznamenejme, že (2.4.8) je systém lineárńıch rovnic se dvěma neznámými â a b̂.

V následuj́ıćı části se budeme zabývat odhadem parametr̊u poč́ıtaným podle (2.4.8) pro r̊uzné
př́ıpady. Budeme použ́ıvat simulovaná data generovaná poč́ıtačem a jako d̊uležitý doplněk
provedeme i teoretickou analýzu. Při analýze budeme předpokládat velký počet dat N ,
stacionaritu a ergodicitu proces̊u, a proto může být zavedena následuj́ıćı aproximace

1

N

N∑
t=1

y2(t− 1) ≈ Ey2(t− 1) (2.4.9)
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q−1

1-0.8q−1

1
1-0.8q−1

u(t)

e(t)

y(t) q−1

1-0.8q−1

u(t)

e(t)

y(t)

Systém S1 Systém S2

Obrázek 2.1: Grafické znázorněńı systémů S1 a S2.

a obdobně i pro daľśı součty. Může být ukázáno, že pro všechny zde uvažované př́ıpady bude
levá strana (2.4.9) konvergovat k pravé straně, když N se bĺıž́ı k nekonečnu. Výhoda středńı
hodnoty oproti součtu je v tom, že analýzu lze provádět v deterministickém rámci, přesněji
problém nezáviśı na konkrétńı realizaci dat. Pro deterministický signál bude mı́t operátor E
význam

lim
N→∞

1

N

N∑
t=1

Vrat’me se nyńı již k dř́ıve uvažovaným systémům S1 a S2. Poznamenejme, že pro S2 signál x(t)
může být chápán jako deterministický výstup bez př́ıtomnosti šumu. To je v́ıce zřejmé z obr.
2.1, kde jsou v grafické podobě znázorněny systémy S1 a S2. V obrázku použitý operátor q−1

znač́ı jednokrokové zpožděńı, tj. u(t− 1) = q−1u(t) a y(t− 1) = q−1y(t).

Definice 2.4.1. Uvažujme skalárńı spojitou náhodnou veličinu x s hustotou pravděpodobnosti
p(x). Pak středńı hodnota, tj. prvńı necentrálńı moment, náhodné veličiny je definována jako

E[x] =

∫ ∞
−∞

xp(x)dx

a variance, tj. druhý centrálńı moment, jako

var[x] =

∫ ∞
−∞

(x− µ)2p(x)dx

= E[x2]− µ2

Poznámka . Uvažujme dvě nezávislé skalárńı náhodné veličiny x a v se známými středńımi hod-
notami a variancemi. Uvažujme dále náhodnou veličinu z = Ax+ v, kde A je známá konstanta.
Pak prvńı dva momenty veličiny z jsou

E[z] = AE[x] + E[v]

var[z] = A2var[x] + var[v]

Definice 2.4.2. Stacionaritou rozumı́me stacionaritu v širš́ım smyslu, která je definována
následuj́ıćım zp̊usobem [68]. Předpokládejme náhodný proces (sekvenci) x(t) ∈ R. Proces je
stacionárńı v širš́ım smyslu pokud středńı hodnota je konstantńı, tj. nezávislá na čase t, a au-
tokovariančńı funkce záviśı jen na rozd́ılu časových okamžik̊u a ne na konkrétńım okamžiku t.
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Tedy, pokud pro středńı hodnotu plat́ı

E[x(t)] = µx, ∀t

a pro autokovariančńı funkci definovanou

Cxx(t1, t2) = E [(x(t1)− E[x(t1)])(x(t2)− E[x(t2)])]

plat́ı

Cxx(t1, t2) = Cxx(τ),∀τ

kde rozd́ıl τ = t2 − t1.

Definice 2.4.3. Ergodicitou rozumı́me ergodicitu ve středńı hodnotě, která je definována
následuj́ıćım zp̊usobem [68]. Předpokládejme náhodný proces x(t) ∈ R s konstantńı středńı
hodnotou µx. Proces je ergodický ve středńı hodnotě pokud

lim
T→∞

1

2T + 1

T∑
t=−T

x(t) = µx

Všimněme si konstanty 1
2T+1 zajǐst’uj́ıćı nestranný odhad středńı hodnoty µx. Odpov́ıdaj́ıćı

podmı́nky pro autokovariančńı funkci Cxx(τ) pak jsou

lim
T→∞

1

2T + 1

2T∑
τ=−2T

(
1− |τ |

2T + 1

)
Cxx(τ) = 0

∞∑
τ=−∞

|Cxx(τ)| <∞

Př́ıklad 2.4.1. Simulujme systém S1 a S2 pro 1000 časových krok̊u. Vstupńı signál necht’ je PRBS
(z anglického

”
pseudo random binary sequence“). Tento signál nabývá pouze dvě úrovně a to

takovým zp̊usobem, že jeho momenty prvńıho a druhého řádu jsou dosti podobné b́ılému šumu
se středńı hodnotou nula a varianćı σ2. Při simulaci veličiny u(t) necht’ je σ = 1. Pro odhad
parametr̊u použijeme metodu nejmenš́ıch čtverc̊u, rovnice (2.4.8). Výsledky jsou shrnuty do
tabulky 2.4.1.

parametr skutečná hodnota odhadnutá hodnota

systém S1 systém S2

a -0,8 -0,795 -0,580

b 1,0 0,941 0,959

Tabulka 2.4.1 Odhady parametr̊u pro př́ıklad 2.4.1

Z tabulky 2.4.1 je vidět, že źıskaný model dává dobré výsledky pro systém S1, zat́ımco systém
S2 je modelován dosti špatně. Vysvětĺıme nyńı tento výsledek teoretickou analýzou. Vyděĺıme
všechny členy ve (2.4.8) počtem uvažovaných dat N a použijeme aproximaci (2.4.9) (pracujeme
v oblasti stacionárńıch a ergodických proces̊u). Pak dostaneme následuj́ıćı rovnici pro odhady[

E[y2(t)] −E[y(t)u(t)]
−E[y(t)u(t)] E[u2(t)]

] [
â

b̂

]
=

[
−E[y(t)y(t− 1)]
E[y(t)u(t− 1)]

]
(2.4.10)
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Dále předpokládejme, že u(t) je b́ılý šum s nulovou středńı hodnotou a varianćı σ2. Takže
PRBS je přesná aproximace b́ılého šumu prvńım a druhým momentem. Při analýze je vhodné
použ́ıt i stacionárńıch vlastnost́ı, to jest E[y2(t)] = E[y2(t − 1)]. Pak pro systém (2.2.1) po
jednoduchých výpočtech dostaneme:

E[y2(t)] =
b20σ

2 + (1 + c2
0 − 2a0c0)λ2

1− a2
0

E[y(t)u(t)] = 0

E[u2(t)] = σ2

E[y(t)y(t− 1)] =
−a0b

2
0σ

2 + (c0 − a0)(1− a0c0)λ2

1− a2
0

E[y(t)u(t− 1)] = b0σ
2

Aplikaćı těchto výsledk̊u v (2.4.10) dostaneme následuj́ıćı výrazy pro parametrické odhady

â = a0 +
−c0(1− a2

0)λ2

b20σ
2 + (1 + c2

0 − 2a0c0)λ2
(2.4.11)

b̂ = b0

Takže pro systém S1, kde c0 = 0, jsou odhadované parametry pro nekonečný počet dat

â = −0, 8 b̂ = 1, 0 (2.4.12)

To znamená, že pro velké hodnoty N , tj asymptoticky, můžeme očekávat, že odhad parametr̊u
bude bĺızko skutečným hodnotám parametr̊u a0, b0. Tento závěr je v souladu s dosaženými
výsledky při simulaćıch.
Pro systém S2 dostaneme asymptotické odhady parametr̊u

â =
−0, 8σ2

σ2 + 0, 36λ2
≈ −0, 588 b̂ = 1, 0 (2.4.13)

Pro tento př́ıpad zjǐst’ujeme odchylku u odhadu â od skutečné hodnoty. Výsledek potvrzuje i
simulace (viz tabulka 2.4.1). Teoretická analýza nám dokazuje, že výsledek źıskaný simulaćı
nebyl ovlivněn ani malým počtem dat nebo nedostatkem štěst́ı v experimentu. Nehledě na
počet dat, i když N bude bĺızké nekonečnu, odhad parametru a bude podle (2.4.13) obsahovat
systematickou odchylku.

2.5 Strannost, konsistence a aproximace modelu

Po př́ıkladu 2.4.1 z předchoźı kapitoly je vhodné zavést daľśı pojmy, které se vztahuj́ı ke kvalitě
odhadu parametr̊u. Jmenovitě se budeme věnovat pojmům strannost, asymptotická strannost a
konzistence.
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Řekneme, že odhad Θ̂ je stranný, jestliže se jeho středńı hodnota odchyluje od skutečné
hodnoty, to jest

E[Θ̂] 6= Θ0 (2.5.1)

Rozd́ıl E[Θ̂]−Θ0 je strannost. Jestliže v (2.5.1) nastává rovnost, ř́ıkáme, že Θ̂ je nestranný odhad.

Vysvětleńı pojmu strannost. Předpokládejme zobrazeńı Z : Rnz → RnΘ , které představuje
estimátor neznámých parametr̊u Θ0 ∈ RnΘ . To znamená, že pro daná měřeńı soustředěná
do vektoru z ∈ Rnz představuje Z(z) odhad parametr̊u Θ0. Označme ho Θ̂. Jedná se tedy o
transformaci z prostoru měřeńı do prostoru parametr̊u. Je rozumné tedy požadovat, aby Z(z)
bylo definováno pro všechna možná data z. Aby Z mohlo být chápáno jako dobrý estimátor,
mělo by mı́t určité vlastnosti. Všechny úvahy vztažené ke kvalitě odhadu jsou založeny na chybě

Θ̃ = Θ0 − Z(z)

která při odhadu vzniká. Ideálně bychom si přáli, aby byla chyba nulová, popř. aby odhad Z(z)
byl roven skutečné hodnotě parametru s pravděpodobnost́ı jedna

P [Z(z) = Θ0] = 1

Obecně však, pro konečný počet dat, je to nerealizovatelný požadavek, a tud́ıž je třeba jej
oslabit. Je vhodné požadovat, aby pr̊uměrná hodnota chyby byla nulová

E[Z(z)−Θ0] = 0

nebo ekvivalentně, aby očekávaná hodnota odhadu se rovnala očekávané hodnotě parametru

E[Z(z)] = E[Θ0] = Θ0

Estimátor̊um, které vykazuj́ı tuto vlastnost ř́ıkáme nestranné.

Všimněme si, že strannost estimátoru neńı obecně funkćı počtu dostupných dat. V některých
př́ıpadech, jakými je např́ıklad v předchoźı části uvažovaný problém identifikace parametr̊u
dynamického systému, však může nastat situace, kdy odhad parametr̊u pro konečný počet dat
je stranný, zat́ımco pro nekonečný počet dat je nestranný. Tato vlastnost je obvykle označována
jako asymptotická nestrannost.

Ilustrujme pojem asymptotická strannost odhadu za pomoci př́ıkladu 2.4.1. a systému S1.
Z rovnice (2.4.8) plyne následuj́ıćı maticový vztah pro odhad neznámých parametr̊u ve smyslu
nejmenš́ıch čtverc̊u

Θ̂ =

[
â

b̂

]
= A−1

[
−
∑
y(t)y(t− 1)∑

y(t)u(t− 1)

]
kde A =

[ ∑
y2(t−1) −

∑
y(t−1)u(t−1)

−
∑
y(t−1)u(t−1)

∑
u2(t−1)

]
, který může být, dosazeńım za y(t) z popisu systému
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(2.2.2), dále upraven

Θ̂ = A−1

[
−
∑

(−a0y(t− 1) + b0u(t− 1) + e(t))y(t− 1)∑
(−a0y(t− 1) + b0u(t− 1) + e(t))u(t− 1)

]
= A−1

[ ∑
y(t− 1)2 −

∑
u(t− 1)y(t− 1)∑

−y(t− 1)u(t− 1) u(t− 1)2

]
︸ ︷︷ ︸

A

[
a0

b0

]
+A−1

[
−
∑
e(t)y(t− 1)∑

e(t)u(t− 1)

]

= Θ0 +A−1

[
−
∑
e(t)y(t− 1)∑

e(t)u(t− 1)

]
K vyhodnoceńı strannosti či nestrannosti odhadu Θ̂ je nutné naj́ıt středńı hodnotu odhadu, tj.
vypoč́ıtat

E[Θ̂] = Θ0 + E

[[ ∑
y2(t−1) −

∑
y(t−1)u(t−1)

−
∑
y(t−1)u(t−1)

∑
u2(t−1)

]−1
[
−
∑
e(t)y(t− 1)∑

e(t)u(t− 1)

]]
Z předchoźıho vztahu je patrné, že odhad Θ̂ neńı nestranný, protože středńı hodnota členu na
pravé straně nebude nulová (y(t) záviśı na všech předchoźıch vstupech a výstupech). Avšak,
pokud připust́ıme nekonečné množstv́ı dat, tj. N →∞, lze psát

E[Θ̂] = Θ0 + E

[[
E[y2(t−1)] −E[y(t−1)u(t−1)]

−E[y(t−1)u(t−1)] E[u2(t−1)]

]−1
[
−E[e(t)y(t− 1)]
E[e(t)u(t− 1)]

]]
a dále, d́ıky předpokladu bělosti šumu e(t),

E[Θ̂] = Θ0, když N →∞

Tud́ıž źıskaný odhad pro systém S1 je asymptoticky nestranný. Poznamenejme, že v literatuře
se můžeme setkat i s alternativńım označeńım asymptotické nestrannosti ř́ıkaj́ıćı, že odhad
Θ̂ konverguje ve středńı hodnotě ke skutečnému vektoru parametr̊u Θ0. Neńı těžké ověřit, že
odhad parametr̊u systému S2 již nelze považovat za asymptoticky nestranný.

Asymptotická nestrannost má v jistém smyslu bĺızko k pojmu konzistence. Ř́ıkáme, že odhad
Θ̂ je konsistentńı, jestliže

Θ̂→ Θ0 když N →∞ (2.5.2)

Protože Θ̂ je stochastická proměnná, muśıme definovat v jakém smyslu budeme brát limitu
v (2.5.2). Jednou z možnost́ı je

”
limita s pravděpodobnost́ı 1“, která je definována ∀ε > 0 jako

lim
N→∞

P [| Θ̂−Θ |< ε] = 1

Tuto definici konzistence odhadu budeme obyčejně použ́ıvat i v následuj́ıćıch kapitolách.

Provedená analýza v př́ıkladu 2.4.1 ukazuje, že Θ̂ je konsistentńı pro systém S1, ale neńı
konsistentńı pro systém S2.

Nyńı si všimneme pojmu identifikovatelnost systému. Zhruba řečeno, ř́ıkáme, že
systém je identifikovatelný, jestliže odhady parametr̊u jsou konsistentńı. Poznamenejme,
že identifikovatelnost daného systému S záviśı na struktuře modelu M , identifikačńı metodě I
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a experimentálńıch podmı́nkách X.

V následuj́ıćım př́ıkladu ukážeme, jak experimentálńı podmı́nky mohou ovlivnit výsledek
identifikace.

Př́ıklad 2.5.1 Necht’ systémy S1 a S2 jsou simulovány a je použito 1000 měřeńı. Vstupem je
jednotkový skok. Po vypočteńı odhadu ve smyslu nejmenš́ıch čtverc̊u dostaneme výsledky, které
jsou zachyceny v tabulce 2.5.1.

parametr skutečná hodnota odhadnutá hodnota

systém S1 systém S2

a -0,8 -0,788 -0,058

b 1,0 1,059 4,693

Tabulka 2.5.1 Odhady parametr̊u pro př́ıklad 2.5.1

Vid́ıme, že dostáváme dobrý model pro systém S1. Pro systém S2 dostáváme značnou odchylku
od skutečných parametr̊u. Odhad je také dosti odlǐsný od výsledk̊u, které jsme dostali v př́ıkladu
2.4.1. Např. zde je také značná odchylka v odhadu b̂.

Teoretická analýza těchto pozorováńı vyžaduje řešit rovnici (2.4.10). Nejprve vypočteme
jednotlivé kovariance. Necht’ u(t) je jednotkový skok velikosti σ. Označme statický zisk systému
S (S = b0/(1 + a0)). Pak dostaneme

E[y2(t)] = S2σ2 +
(1 + c2

0 − 2a0c0)λ2

1− a2
0

E[y(t)u(t)] = Sσ2

E[u2(t)] = σ2

E[y(t)y(t− 1)] = S2σ2 +
(c0 − a0)(1− a0c0)λ2

1− a2
0

E[y(t)u(t− 1)] = Sσ2

Dosazeńım těchto výsledk̊u do (2.4.10) odvod́ıme následuj́ıćı výrazy pro odhady parametr̊u

â = a0 −
c0(1− a2

0)

1 + c2
0 − 2a0c0

(2.5.3)

b̂ = b0 − b0c0
1− a0

1 + c2
0 − 2a0c0
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Povšimněme si, že nyńı se oba odhady parametr̊u obecně odlǐsuj́ı od skutečných hodnot
parametr̊u. Nav́ıc odchylka je nezávislá na velikosti vstupńıho skoku σ. Odchylka je nulová,
jestliže c0 = 0. Pro uvažovaný systém S1 dostaneme

â = −0, 8 b̂ = 1, 0 (2.5.4)

(jako v př́ıkladu 2.4.1), zat́ımco pro systém S2 vypočteme následuj́ıćı výsledek

â = 0, 0 b̂ =
b0

1 + a0
= 5, 0 (2.5.5)

Je zřejmé, že je velice odlǐsný od skutečných hodnot. Nicméně všimněme si, že statický zisk je
odhadnut správně, protože

b̂

1 + â
=

b0
1 + a0

Teoretické výsledky (2.5.4) a (2.5.5) jsou velmi bĺızké simulačńım výsledk̊um, které jsou uvedeny
v tabulce 2.5.1. Měli bychom poznamenat, že v př́ıpadě absolutńı nepř́ıtomnosti šumu (tj. když
λ2 = 0), nastanou problémy, protože v (2.4.10) vznikne singulárńı matice

σ2

[
S2 −S
−S 1

]
Pak řešeńı (2.4.10) může být charakterizováno

b̂

1 + â
= S

Na uvedených př́ıkladech bylo vidět, že odhady jsou pro S1 konzistentńı, zat́ımco odhady pro
systém S2 vykazuj́ı systematickou chybu. Źıskané modely pro S2 mohou být chápány jako
aproximace skutečného systému. Aproximace je zřejmě závislá na užitých experimentálńıch
podmı́nkách. V následuj́ıćım př́ıkladu ukážeme detailńı výpočty pro r̊uzné experimentálńı
podmı́nky.

Př́ıklad 2.5.2 Použijme model (2.4.1) jako základ pro výpočet predikce. Nejrozumněǰśı predikce
hodnoty y(t) na základě dat až do času t− 1 je, bez znalosti rozděleńı ε(t), dána vztahem

ŷ(t) = −ay(t− 1) + bu(t− 1) (2.5.6)

Chyba predikce bude podle (2.2.1) splňovat

ỹ(t) = y(t)− ŷ(t) = (a− a0)y(t− 1) + (b0 − b)u(t− 1) + e(t) + c0e(t− 1) (2.5.7)

Vypočtěme varianci chyby predikce W = E[ỹ2(t)] pro několik př́ıpad̊u. Pro systém S2 stále
předpokládáme c0 = a0.

Nejprve vypočtěme varianci chyby predikce pro situaci, kdy jsou pro výpočet predikce (2.5.6)
použity skutečné hodnoty parametr̊u, to jest a = a0, b = b0. Pak chyba predikce je
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ỹ(t) = e(t) + c0e(t− 1) = e(t) + a0e(t− 1)

a variance chyby predikce

W1 = λ2(1 + a2
0) (2.5.8)

bude nezávislá na experimentálńıch podmı́nkách. Dále spoč́ıtejme varianci chyby predikce pro
situaci, kdy predikce (2.5.6) je založena na odhadech parametr̊u źıskaných při buzeńı systému
jednotkovým skokem o velikosti σ. Využit́ım odhad̊u (2.5.5) dostaneme v ustáleném stavu pro
systém S2

ỹ(t) = −a0y(t− 1) + (b0 −
b0

1 + a0
)u(t− 1) + e(t) + a0e(t− 1)

= −a0[
b0

1 + a0
σ + e(t− 1)] +

a0b0
1 + a0

σ + e(t) + a0e(t− 1)

= e(t)

a tak

W2 = λ2 < W1 (2.5.9)

Povšimněme si, že jsme dostali lepš́ı výsledek (nižš́ı varianci chyby predikce) než v př́ıpadě, když
jsme použili skutečných hodnot a0 a b0. Můžeme tedy ř́ıci, že identifikačńı metoda použ́ıvá a a b
jako prostředku k źıskáńı dobré predikce. Poznamenejme, že v předchoźıch výpočtech je stěžejńı,
abychom při identifikaci použili stejné experimentálńı podmı́nky (u(t) skok o velikosti σ) jako
při výpočtu predikce. Dokumentujme toto tvrzeńı. Předpokládejme, že odhady parametr̊u jsou
určeny z experimentu, kde u(t) je b́ılý šum s varianćı σ̄2 a s nulovou středńı hodnotou. Pak
odhady parametr̊u jsou dány (2.4.11), (2.4.13). Použit́ım těchto výraz̊u pro c0 = a0 dostaneme
odhad parametr̊u. Nyńı předpokládejme, že odhadnutý model použijeme pro predikci, ale za
vstup budeme považovat skok o velikosti σ. Pak

ỹ(t) = (a− a0)y(t− 1) + e(t) + a0e(t− 1)

= (a− a0)[
b0

(1 + a0)
σ + e(t− 1)] + e(t) + a0e(t− 1)

= (a− a0)
b0

(1 + a0)
σ + e(t) + ae(t− 1)

Necht’ z označuje b20σ̄
2/[(1− a2

0)λ2]. Středńı hodnota ỹ2(t) pak bude

W3 = λ2(1 + a2) + (a− a0)2 b20
(1 + a0)2

σ2

= λ2[1 + (
a0z

z + 1
)2] + (

a0

z + 1
)2(

b0
1 + a0

)2σ2

Je zřejmé, že vždy bude W3 > W2.

V následuj́ıćı části omeźıme náš rozbor pouze na systém S1. Budeme předevš́ım analyzovat
chováńı matice vznikaj́ıćı ve (2.4.8). Předpokládejme, že tato matice je ”dobře podmı́něná”.
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Pak existuje jediné řešeńı (2.4.8). Toto řešeńı je pro systém S1 dáno asymptoticky (N → ∞).
Využit́ım skutečných parametr̊u a0, b0 a dosazeńım do pravé strany v (2.4.8) za y(t) dostaneme

1

N

[ ∑
y2(t− 1) −

∑
y(t− 1)u(t− 1)

−
∑
y(t− 1)u(t− 1)

∑
u2(t− 1)

] [
a0

b0

]
− 1

N

[
−
∑
y(t)y(t− 1)∑

y(t)u(t− 1)

]
=

1

N

[ ∑
y(t− 1)e(t)

−
∑
u(t− 1)e(t)

]
→ E

[
y(t− 1)e(t)
−u(t− 1)e(t)

]
= 0 (2.5.10)

Posledńı rovnost je splněna, protože {e(t)} je b́ılý šum, a tud́ıž je nezávislý na všech minulých
datech.

Bohužel, nelze ve všech př́ıpadech zaručit
”
dobrou podmı́něnost“ matice v rovnici (2.4.8),

popř. v (2.5.10), a t́ım i možnost jej́ı inverze. Invertovatelnost matice je do značné mı́ry dána
aktuálńımi experimentálńımi podmı́nkami, které jsou ovlivněny jak vstupńım signálem u(t),
tak i t́ım, zda systém obsahuje zpětnou vazbou či nikoliv. Proto, v následuj́ıćıch subkapitolách
se budeme v př́ıkladech věnovat situaćım, kdy čtvercová matice vyskytuj́ıćı se v (2.5.10) neńı,
z d̊uvodu experimentálńıch podmı́nek, dobře podmı́něná.

2.6 Trvale vybuzený systém

Př́ıklad 2.6.1. Simulujme systém S1 a uvažujme 1000 simulačńıch krok̊u. Vstup bude jednotkový
impuls v čase t = 1. Vypočtěme odhady parametr̊u ve smyslu nejmenš́ıch čtverc̊u. Numerické
výsledky jsou ukázány v tabulce 2.6.1.

Parametr Skutečná hodnota Odhadnutá hodnota

a -0,8 -0,796

b 1,0 2,950

Tabulka 2.6.1 Odhady parametr̊u pro př́ıklad 2.6.1

Z tabulky je zřejmé, že odhad parametru a je velmi dobrý, zat́ımco odhad parametru b je
špatný. To je přirozené, protože vstup málo ovlivňuje výstup. Informaci o b0 můžeme dostat
pouze přes y(t), které je ovlivněno vstupem. Na druhé straně, parametr a0 bude také popisovat
účinek šumu na výstup. Protože šum je obsažen ve všech datech je velmi přirozené, že a0 je
odhadnuto mnohem přesněji než b0.

Proved’me teoretickou analýzu. Uvažujme (2.4.8), kde u(t) je impuls velikosti σ v čase t = 1.
Označme

R0 =
1

N

∑
y2(t− 1) R1 =

1

N

∑
y(t)y(t− 1)
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Odhad parametr̊u lze snadno źıskat z (2.4.8)

[
â

b̂

]
=

[
NR0 −y(1)σ
−y(1)σ σ2

]−1 [ −NR1

y(2)σ

]
=

1

R0 − y2(1)/N

[
−R1 + y(1)y(2)/N
(−y(1)R1 + y(2)R0)/σ

]
(2.6.1)

Pro velké N pak zjist́ıme, že

R0 →
λ2

1− a2
0

, R1 →
−a0λ

2

1− a2
0

= −a0R0

Pro limitńı př́ıpad (tedy N →∞) dostaneme dosazeńım za R0 a R1 do (2.6.1)

â = a0

b̂ = (a0y(1) + y(2))/σ = b0 + e(2)/σ (2.6.2)

Je zřejmé, že b̂ obsahuje člen, který zp̊usobuje odchylku odhadu od skutečné hodnoty. Tato od-
chylka záviśı na konkrétńı realizaci náhodného procesu {e(t)} a velikosti impulsu σ. V uvažované
simulaci bylo e(2) = 1, 957 a σ = 1, což podle (2.6.2) by mělo dát b̂ = 2, 957. Tato hodnota je
v souladu s výsledky uvedenými v tabulce 2.6.1.
Výše pozorované chováńı odhad̊u ve smyslu nejmenš́ıch čtverc̊u lze vysvětlit. V tomto př́ıkladě
analyzovaná situace je zvláštńı ve dvou aspektech. Prvńı je, že matice v (2.6.1) vynásobená
1/N se bĺıž́ı k singulárńı matici, když N →∞. Přesto ale odhad ve smyslu nejmenš́ıch čtverc̊u
existuje a může být vypoč́ıtán pro každé N . Důležitěǰśı je však druhý aspekt. Neplat́ı totiž
vztah (2.5.10), protože součty obsahuj́ıćı vstupńı signál nesměřuj́ı k očekávaným hodnotám.
Pro systém S1, jak bylo vidět v př́ıkladech 2.4.1, 2.5.1 a 2.6.1 jsme dostali konsistentńı odhady
parametr̊u za předpokladu, že vstup je b́ılý šum nebo skoková funkce (ve druhém př́ıpadě
nav́ıc muśıme předpokládat existenci šumu p̊usob́ıćıho na systém, tedy λ2 > 0). Jestliže u(t) je
impuls, metodou nejmenš́ıch čtverc̊u neźıskáme konsistentńı odhady. Zhruba řečeno, d̊uvodem
je skutečnost, že impulsńı funkce je

”
př́ılǐs často“ rovna nule. Abychom garantovali konsistenci,

potřebujeme použ́ıt vstup, který dostatečně ovlivňuje proces. Na tomto základě definujme
pojem trvalé buzeńı.

Definice 2.6.1. Ř́ıkáme, že signál u(t) je trvale budićı - p.e. (z anglického termı́nu
”
persistently

exciting“) řádu n, jestliže

i) existuje limita

ru(τ) = lim
N→∞

1

N

N∑
t=1

[u(t+ τ)][uT (t)] (2.6.3)

ii) a následuj́ıćı matice je pozitivně definitńı

Ru(n) =


ru(0) ru(1) . . . ru(n− 1)
ru(−1) ru(0)

...
. . .

ru(1− n) ru(0)

 (2.6.4)
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Poznámka 1. Většina stacionárńıch stochastických proces̊u je ergodická. To znamená, že
v (2.6.3) můžeme limN→∞ nahradit operátorem středńı hodnoty E. Pak matice Ru(n) je
obyčejná kovariančńı matice signálu u(t) (s prvky dané autokovariančńı funkćı signálu).
Ilustrujme zavedený pojem na vstupy použité v této kapitole.

Př́ıklad 2.6.2. Necht’ u(t) je b́ılý šum s nulovou středńı hodnotou a varianćı σ2. Pak dostaneme
ru(τ) = σ2 pro τ = 0 a 0 pro τ 6= 0, a matice Ru(n) = σ2In je tedy pozitivně definitńı pro
libovolné n. Tud́ıž b́ılý šum je trvale budićı signál všech řád̊u.

Dále uvažujme u(t) jako skok o velikosti σ. Pak dostaneme ru(τ) = σ2 pro všechna τ a pak
bude Ru(1) pozitivně definitńı, zat́ımco Ru(n) pro n = 2, 3, ... bude singulárńı. Tud́ıž signál
typu skoková funkce je p.e. řádu jedna.

Konečně u(t) necht’ je impuls. To dává ru(τ) = 0, Ru(n) = 0. Tento signál neńı p.e. žádného
řádu. To vysvětluje, proč jsme nedostali konsistentńı odhad parametr̊u, když vstup byl impuls.

Poznámka 2. V praćıch zabývaj́ıćıch se adaptivńım ř́ızeńım se použ́ıvaj́ı alternativńı definice
trvale budićıho signálu.

Poznámka 3. Pojem trvale budićı signál, tak jak byl zaveden, je motivován úlohou určeńı
odhadu koeficient̊u

”
useknuté“ váhové funkce [20]. S touto úlohou se setkáme ve 3. kapitole

při výkladu neparametrických metod, konkrétně u korelačńı analýzy. Nutná podmı́nka pro
konsistentńı odhad lineárńıho systému n-tého řádu je, aby vstupńı signál byl p.e. řádu 2n.
V některých př́ıpadech při použit́ı metody nejmenš́ıch čtverc̊u stač́ı, aby signál byl p.e. řádu n.

Poznámka 4. Tvrzeńı v předchoźı poznámce jsou použitelná při hledáńı konsistentńıch odhad̊u
systémů se šumem. Pro systémy bez šumu neńı nutné, aby vstup byl p.e. Uvažujme např.
deterministický lineárńı systém n-tého řádu s nulovými počátečńımi podmı́nkami. Jako vstup
použijme impuls a zaznamenáme impulsńı odezvu. Z 2n nenulových hodnot impulsńı odezvy je
možné naj́ıt parametry systému, i když vstup neńı p.e. Důvodem je, že systém bez šumu může
být identifikován z konečného počtu dat (N < ∞), zat́ımco trvalé vybuzeńı se týká vlastnost́ı
vstupńıho signálu při použit́ı nekonečného počtu dat (N →∞), které je uvažováno při analýze
konsistence odhadu parametr̊u v systémech se šumem).

Poznámka 5. Původńı práce týkaj́ıćı se analýzy trvale budićıch signál̊u i některé současné
analýzy jsou prováděny ve frekvenčńı oblasti. Protože je však celá práce zaměřena na popis
signál̊u v časové oblasti, nebudeme se analýzami ve frekvenčńı oblasti rozsáhleji zabývat.

2.7 Vliv zpětné vazby

Viděli jsme, že muśı být zavedeno určité omezeńı na vstupńı signál, abychom garantovali, že
matice vyskytuj́ıćı se v (2.4.8) je dobře podmı́něná. V této kapitole budeme sledovat situaci,
kdy vstup je determinován výstupńı zpětnou vazbou. Při prováděńı reálného identifikačńıho
experimentu se mnohdy nelze obej́ıt bez takovéto zpětné vazby. Identifikovaný systém může
být v otevřené smyčce nestabilńı, takže bez stabilizuj́ıćı zpětné vazby může být nemožné źıskat
nějakou, třeba i nevelkou, množinu dat. Také bezpečnost nebo požadavek na normálńı pracovńı
režim může být dostatečný d̊uvod pro použit́ı zpětné vazby během identifikačńıho experimentu.
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Rovněž neńı jisté, že př́ımá vazba je lepš́ı pro identifikaci než využit́ı zpětné vazby.

Př́ıklad 2.7.1. Uvažujme systém S1 (2.2.2). Předpokládejme, že vstup je určen proporcionálńı
zpětnou vazbou

u(t) = −ky(t) (2.7.1)

Pak matice v (2.4.8)

∑
y2(t− 1)

[
1 k
k k2

]
je zřejmě singulárńı. Zároveň je zřejmé, že systém (2.2.2) se vstupem generovaným regulátorem
(2.7.1) nelze identifikovat. Je vidět, že pouze {y(t)} přináš́ı informaci o dynamice systému S1

v tom smyslu, že {u(t)} nám nemůže přinést nic nového. Kombinaćı modelu (2.4.1) a regulátoru
(2.7.1) dostaneme

ε(t) = y(t) + (a+ bk)y(t− 1) (2.7.2)

Tento výraz ukazuje, že z dat může být pouze odhadnuta lineárńı kombinace a + bk. Všechny
hodnoty a a b, které dávaj́ı stejnou hodnotu a + bk budou dávat stejná residua {ε(t)} a
stejné hodnoty ztrátové funkce. Neexistuje tedy jediné minimum ztrátové funkce, ale ta je
minimalizována množinou bod̊u. Pro asymptotický př́ıpad (N →∞) je tato množina definována

{Θ | a+ bk = a0 + b0k}

Protože neexistuje jediné minimum, matice druhých derivaćı kritéria V (Θ) muśı být singulárńı.
Vrat’me se proto k matici, která se objevuje v (2.4.8). Ta nás vede zpět k počátečńımu zjǐstěńı, že
parametry a a b nemůžeme identifikovat vstupem (2.7.1). Př́ıklad 2.7.1 nám ukazuje, že použit́ı
zpětné vazby (2.7.1) v pr̊uběhu identifikačńıho experimentu znemožňuje zajistit konsistentńı
odhad. Naštěst́ı situace neńı tak zlá. O tom nás přesvědč́ı následuj́ıćı př́ıklady.

Př́ıklad 2.7.2. Simulujme systém S1 a proved’me 1000 iteraćı. Vstup necht’ je definován jako
zpětná vazba, na kterou aditivně p̊usob́ı časově variantńı referenčńı signál

u(t) = −ky(t) + r(t) (2.7.3)

Referenčńı signál r(t) uvažujme jako PRBS velikosti 0,5 a zpětnovazebńı zisk vybereme k = 0, 5.
Vypočtěme odhady ve smyslu nejmenš́ıch čtverc̊u dle vztahu (2.4.8). Tabulka 2.7.1 shrnuje
dosažené výsledky.

parametr skutečná hodnota odhadnutá hodnota

a -0,8 -0,754

b 1,0 0,885

Tabulka 2.7.1 Odhady parametr̊u pro př́ıklad 2.7.2.

Jak je zřejmé z tabulky v tomto př́ıpadě jsme źıskali rozumné odhady, ačkoli data byla
generována za př́ıtomnosti zpětné vazby. Je vhodné také zd̊uraznit, že pro vlastńı identifikačńı
proces, tak jak je doposud uvažován, neńı zapotřeb́ı znalost zisku k ani referenčńıho signálu
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r(t). Odhad parametr̊u je poč́ıtán pouze na základě měřených vstupńıch dat u(t) a výstupńıch
dat y(t).

Analyzujme tuto situaci. Nejdř́ıve si všimněme, že (2.5.10) stále plat́ı. Je tud́ıž postačuj́ıćı
ukázat, že matice v (2.4.8) je regulárńı a dobře podmı́něná pro velké N . Za t́ım účelem
předpokládejme, že r(t) je b́ılý šum s nulovou středńı hodnotou a varianćı σ2. Pak dostaneme
pro (2.2.1), kde c0 = 0 a (2.7.3)

y(t) + (a+ bk)y(t− 1) = br(t− 1) + e(t) (2.7.4)

u(t) + (a+ bk)u(t− 1) = r(t) + ar(t− 1)− ke(t) (2.7.5)

Rovnici (2.7.4) lze interpretovat jako popis uzavřeného systému (tj. systém S1 (2.2.2) +
regulátor (2.7.1)). Po určitých výpočtech dostaneme matici

[
E[y2(t)] −E[y(t)u(t)]
−E[y(t)u(t)] E[u2(t)]

]
=

=
1

1− (a+ bk)2

[
b2σ2 + λ2 −k(b2σ2 + λ2)
−k(b2σ2 + λ2) k2(b2σ2 + λ2) + [1− (a+ bk)2]σ2

]
která je pozitivně definitńı. Poznamenejme jen, že jsme předpokládali, že uzavřený systém je
asymptoticky stabilńı (| a+ bk |) < 1.

Výše představený postup identifikace parametr̊u systému je v literatuře označován jako
př́ımá identifikace, kdy existence zpětné vazby je identifikačńı metodou v podstatě ignorována,
tj. pro určeńı parametr̊u systému nepotřebujeme znát zisk regulátoru k ani referenčńı signál
r(t). Předpokládáme však, že referenčńı signál je př́ıtomen a je dostatečně bohatý. Naproti
tomu existuje i př́ıstup označovaný jako nepř́ımá identifikace, kde je nejprve identifikován model
uzavřeného systému a pak na jeho základě a známého popisu regulátoru je určen model vlastńıho
systému. Nepř́ımá identifikace tak předpokládá známý popis regulátoru, avšak umožňuje naj́ıt
parametry modelu systému i v situaci, kdy neńı referenčńı signál dostatečně bohatý (tj. neńı
p.e. dostatečného řádu). Principiálńı rozd́ıl mezi př́ımou a nepř́ımou identifikaćı je znázorněn na
obrázku 2.2.
Dva př́ıstupy k nepř́ımé identifikaci systému S1 jsou ilustrovány v následuj́ıćıch př́ıkladech.

Př́ıklad 2.7.3. Předpokládejme známý zisk k a referenčńı signál r(t). Pak lze, analogicky k (2.4.8),
sestavit následuj́ıćı soustavu dvou rovnic na základě (2.7.4) zapsanou v maticové formě[ ∑

y2(t− 1) −
∑
y(t− 1)r(t− 1)

−
∑
y(t− 1)r(t− 1)

∑
r2(t− 1)

] [
ˆ̃a

b̂

]
=

[
−
∑
y(t)y(t− 1)∑

y(t)r(t− 1)

]
(2.7.6)

kde ã = a + bk. Řešeńı soustavy rovnic (2.7.6) umožńı nalézt odhady parametr̊u popisu
uzavřeného systému ˆ̃a a b̂ na jejichž základě lze snadno vypoč́ıtat odhad zbývaj́ıćıho neznámého
parametru a systému S1 dle vztahu â = ˆ̃a− b̂k.

Ačkoliv představený př́ıstup k nepř́ımé identifikaci je relativně př́ımočarý, je závislý na
předpokladu dostatečně bohatého referenčńıho signálu r(t), který dostatečně vybud́ı systém
(podobně jako př́ımá identifikace v př́ıkladu 2.7.2). Tento předpoklad může být v některých si-
tuaćıch limituj́ıćı (ne vždy je možné zvolit libovolný referenčńı signál r(t) s ohledem na chováńı
výstupu systému y(t)).
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Systém

Regulátor

r(t) u(t) y(t)

Př́ımá
identifikace

Nepř́ımá
identifikace

Obrázek 2.2: Ilustrace př́ımé a nepř́ımé identifikace systému se zpětnou vazbou.

Pokud tedy neńı možné použ́ıt referenčńı signál, který je trvale budićı dostatečného řádu,
můžeme použ́ıt př́ıstup založený na specifikaci regulátoru vyšš́ıho řádu. Tento př́ıstup je
ilustrován následuj́ıćım př́ıkladem.

Př́ıklad 2.7.4. Předpokládejme známý regulátor prvńıho řádu popsaný následuj́ıćım vztahem

u(t) = −k1y(t)− k2y(t− 1)

Pak popis uzavřeného systému je dán následuj́ıćı rovnićı

y(t) + (a+ bk1)y(t− 1) + bk2y(t− 2) = e(t) (2.7.7)

a soustava rovnic umožňuj́ıćı odhad neznámých parametr̊u uzavřeného systému ã = a + bk1 a
b̃ = bk2 je[ ∑

y2(t− 1)
∑
y(t− 1)y(t− 2)∑

y(t− 1)r(t− 1)
∑
y2(t− 2)

][ ˆ̃a
ˆ̃
b

]
=

[
−
∑
y(t)y(t− 1)

−
∑
y(t)y(t− 2)

]
(2.7.8)

Jakmile je proveden odhad parametr̊u uzavřeného systému ã a b̃, můžeme, vzhledem ke známému
popisu regulátoru (2.7.7), spoč́ıtat odhady parametr̊u p̊uvodńıho systému S1 dle vztah̊u

b̂ =
ˆ̃
b/k2

â = ˆ̃a− b̂k1

a to bez ohledu na př́ıtomnost či vlastnosti př́ıpadného referenčńıho signálu.

25



Poznamenejme, že představené metody pro identifikaci systému se zpětnou vazbou jsou založeny
na předpokladu stabilńıho zpětnovazebńıho systému.
Závěrem tak dodejme, že konzistentńı odhady parametr̊u systému ovlivněného zpětnou vazbou
lze źıskat bud’to za předpokladu dostatečně bohatého referenčńıho signálu z

”
exterńıho“ zdroje,

či použ́ıt regulátor stejného či vyšš́ıho řádu než je řád systému. Jinou možnost́ı, která však
nebyla zde diskutována, je použit́ı regulátoru s časově proměnnými parametry.

2.8 Shrnut́ı a zhodnoceńı výsledk̊u

Shrňme zkušenosti źıskané z př́ıklad̊u a zabývejme se závěry, které z nich mohou být vyvozeny.

1) Pro zajǐstěńı konsistence při použit́ı metody nejmenš́ıch čtverc̊u je rozhoduj́ıćı, jakým
zp̊usobem vstupuje šum do systému. Tento fakt ukazuje na význam a požadavky na
strukturu modelu M.

2) Pokud jde o experimentálńı podmı́nky X bylo vidět, že je d̊uležité, aby vstupńı signál byl
trvale budićı. To zhruba řečeno znamená, že všechny módy systému by měly být vybuzeny
a dostatečně se měnit v pr̊uběhu identifikačńıho experimentu.

3) Jestliže experimentálńı podmı́nky zahrnuj́ı zpětnou vazbu od y(t) na u(t), je v některých
př́ıpadech nemožné identifikovat parametry systému. Na druhé straně, jestliže přidáme
časově proměnný referenčńı signál p̊usob́ıćı na systém, parametry lze snadno nalézt.

Jistě neńı třeba zd̊urazňovat, že předchoźı tvrzeńı nebyla striktně dokázána. Vycházej́ı z jed-
noduchých př́ıklad̊u. Nicméně, lze ukázat, že tyto závěry plat́ı i pro mnohem obecněǰśı podmı́nky.

Vı́ce o zavedených pojmech a experimentálńıch podmı́nkách lze nalézt v [24],[20],[37].
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Kapitola 3

Neparametrické metody

3.1 Úvod

Identifikačńı metody jsou často rozdělovány na neparametrické a parametrické. Zat́ımco
parametrické metody poskytuj́ı modely ve formě rovnic, neparametrické identifikačńı metody
jsou charakteristické t́ım, že výsledné modely jsou křivky nebo funkce. Neparametrické metody
jsou mnohdy označovány jako klasické metody identifikace, jako zd̊urazněńı toho, že se obecně
jedná o straš́ı př́ıstup než jsou metody parametrické. Neparametrické metody jsou obecně
koncepčně i výpočetně jednodušš́ı, avšak v porovnańı s parametrickými metodami nenab́ızej́ı
tak široké možnosti. Proto se budeme neparametrickým metodám věnovat pouze okrajově a to
jen v této kapitole. Zbylé kapitoly skript budou věnovány metodám parametrickým. Nakonec
poznamenejme, že členěńı metod na parametrické a neparametrické je dáno sṕı̌se tradičńım
názvoslov́ım než skutečným významovým obsahem těchto pojmů. Neparametrické metody lze
totiž v jistém smyslu chápat též jako parametrické.

Po tomto stručném úvodu můžeme přej́ıt k výkladu vybraných neparametrických metod. Po-
stupně se budeme věnovat metodám založeným na:

– frekvenčńı analýze,

– přechodové analýze,

– korelačńı analýze,

– spektrálńı analýze.

3.2 Frekvenčńı analýza

Nejdř́ıve se zabývejme frekvenčńı analýzou. V tomto př́ıpadě je vhodné použ́ıvat modely spojité
v čase a vyj́ıt z modelu

Y (p) = G(p)U(p) (3.2.1)

kde Y (p) je Laplaceova transformace výstupńıho signálu y(t),
U(p) je Laplaceova transformace vstupńıho signálu u(t),
G(p) je přenos systému.

Jestliže vstupem systému je signál typu sinus

u(t) = a · sin(ωt) (3.2.2)
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a systém je asymptoticky stabilńı, pak výstup v ustáleném stavu bude

y(t) = b · sin(ωt+ ϕ) (3.2.3)

kde

b = a | G(iω) |
ϕ = arg[G(iω)] (3.2.4)

o čemž se můžeme snadno přesvědčit následuj́ıćım zp̊usobem. Necht’ systém je reprezentován
váhovou funkćı h(t)

y(t) =

∫ t

0
h(τ)u(t− τ)dτ

kde h(τ) je funkce jej́ıž Laplaceova transformace je G(p). Zaved’me

Gt(p) =

∫ t

0
h(τ)e−pτdτ

Protože sinωt = 1
2i(e

iωt − e−iωt), pak

y(t) =
a

2i

∫ t

0
h(τ)[eiω(t−τ) − e−iω(t−τ)]dτ

=
a

2i
[eiωtGt(iω)− e−iωtGt(−iω)]

=
a

2i
| Gt(iω) | [eiωtei argGt(iω) − e−iωte−i argGt(iω)]

= a | Gt(iω) | sin(ωt+ argGt(iω))

Když t→∞, pak Gt(iω)→ G(iω).

Měřeńım (či odhadem na základě měřeńı) amplitud a a b i fázové diference ϕ pro zvolené ω
pak můžeme nalézt komplexńı proměnnou G(iω) z (3.2.4). Jestliže tento postup je opakován
pro řadu frekvenćı můžeme źıskat dosti dobrou grafickou reprezentaci G(iω) jako funkci ω.
Pro klasický návrh ř́ıdićıch systémů je pak velmi vhodná Bodeho logaritmická frekvenčńı
charakteristika nebo Nyquistova křivka.

Nast́ıněný postup je však dosti citlivý na šum. V této jednoduché podobě může být v praxi
použit jen zř́ıdka. Naznačme proč. Předpokládejme, že skutečný systém může být popsán rovnićı

Y (p) = G(p)U(p) + E(p) (3.2.5)

s e(t) představuj́ıćı stochastickou poruchu a E(p) jej́ı Laplaceovu transformaci. Pak mı́sto
(3.2.3) dostaneme

y(t) = b · sin(ωt+ ϕ) + e(t) (3.2.6)

a v d̊usledku př́ıtomnosti šumu bude těžké odhadnout přesně amplitudu b a fázovou diferenci
ϕ. Pomoćı korelačńı techniky však předchoźı postup můžeme zdokonalit. Vynásobeńım výstupu
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sin(ωt) a cos(ωt) a integraćı, źıskáme signály ys a yc. Aplikace této techniky na (3.2.6) vede na

ys(T ) =

∫ T

0
y(t) sin(ωt)dt

=

∫ T

0
b sin(ωt+ ϕ) sin(ωt)dt+

∫ T

0
e(t) sin(ωt)dt

=
bT

2
cos(ϕ)− b

2

∫ T

0
cos(2ωt+ ϕ)dt+

∫ T

0
e(t) sin(ωt)dt (3.2.7)

yc(T ) =

∫ T

0
y(t) cos(ωt)dt

=

∫ T

0
b sin(ωt+ ϕ) cos(ωt)dt+

∫ T

0
e(t) cos(ωt)dt

=
bT

2
sin(ϕ)− b

2

∫ T

0
sin(2ω + ϕ)dt+

∫ T

0
e(t) cos(ωt)dt (3.2.8)

Jestliže měřeńı neobsahuje šum (e(t) = 0) a doba integrace T je násobek periody funkce sin(·),
to jest T = k2π/ω, dostaneme

ys(T ) =
bT

2
cos(ϕ)

yc(t) =
bT

2
sin(ϕ) (3.2.9)

Z těchto vztah̊u můžeme určit b a ϕ. Pak | G(iω) | můžeme vypoč́ıtat podle (3.2.4). Pozname-
nejme, že (3.2.4) a (3.2.9) implikuj́ı

ys(T ) =
aT

2
ReG(iω)

yc(T ) =
aT

2
ImG(iω) (3.2.10)

což je užitečné pro popis G(iω).

Intuitivně je zřejmé, že př́ıstup využ́ıvaj́ıćı integrál lépe omezuje vliv šumu než základńı metoda
frekvenčńı analýzy. Důvod je jednoduše v tom, že využ́ıváme informaci z deľśıho časového
intervalu.

Pro aplikaci frekvenčńı analýzy tak jak je v (3.2.5)-(3.2.10), lze použ́ıt komerčně dostupná
zař́ızeńı. Nevýhoda spojená s aplikaćı frekvenčńı analýzy spoč́ıvá v tom, že často vyžaduje
časově dlouhé experimenty. Připomeňme, že pro každou zpracovávanou frekvenci, muśıme
nejprve dostat systém do

”
stacionárńı fáze“ a pak provést integraci.

3.3 Přechodová analýza

V tomto př́ıstupu je modelem bud’ přechodová charakteristika nebo impulsńı charakteristika. To
znamená, že vstupem do reálného systému, který se nacháźı v ustáleném stavu, je jednotkový
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skok nebo impuls a odezva na výstupu je zaznamenána. Z těchto křivek pak chceme naj́ıt model
ńızkého řádu (1. nebo 2.) typu (3.2.1). Takový př́ıstup může být dosti citlivý na šum. Na druhé
straně často lze jednoduše použ́ıt. Přinejmenš́ım může dát prvńı hrubý model, který ukazuje
na zisk, dominantńı časovou konstantu, tlumeńı a př́ıpadně časové zpožděńı. Použit́ı impulsu
jako vstupu je běžné v určitých aplikaćıch, např. když vstup je vstř́ıknut́ı nějaké látky. To je
typické v

”
tekoućıch systémech“. Souhrnně řečeno, přechodová analýza je vhodný prostředek

pro źıskáńı hrubých model̊u, ale jej́ı použitelnost je limitována. Přechodovou a frekvenčńı
analýzu proto můžeme chápat jako základńı prostředky pro návrh jednoduchých regulátor̊u
(např. laděńı PID regulátor̊u Ziegler-Nicholsovým pravidlem).

3.4 Korelačńı analýza

Třet́ı př́ıstup, který budeme diskutovat, je korelačńı analýza. Použitá forma modelu je v tomto
př́ıpadě

y(t) =
∞∑
k=0

h(k)u(t− k) + v(t) (3.4.1)

kde h(k) je váhová sekvence a v(t) představuje poruchu. Předpokládejme, že vstup je
stacionárńı stochastický proces, který je nezávislý na poruše. Pak pro (auto)kovariančńı funkce
plat́ı následuj́ıćı vztah (Wiener-Hopfova rovnice)

ryu(τ) =
∞∑
k=0

h(k)ru(τ − k) (3.4.2)

kde ryu(τ) = Ey(t+ τ)u(t) a ru(τ) = Eu(t+ τ)u(t) jsou členy autokovariančńı funkce v (3.4.2),
které mohou být odhadnuty z dat

r̂yu(τ) =
1

N −max(τ, 0) + min(τ, 0)

N−max(τ,0)∑
t=1−min(τ,0)

y(t+ τ)u(t) τ = 0,±1,±2, ...

(3.4.3)

r̂u(τ) =
1

N − τ

N−τ∑
t=1

u(t+ τ)u(t) r̂u(−τ) = r̂u(τ) τ = 0, 1, 2...

Pak odhad váhové funkce {h(k)} je určen, v principu, řešeńım soustavy s nekonečným počtem
lineárńıch rovnic

r̂yu(τ) =

∞∑
k=0

ĥ(k)r̂u(τ − k) (3.4.4)

Soustava lineárńıch rovnic (3.4.4) se významným zp̊usobem zjednoduš́ı, jestliže budeme použ́ıvat
jako vstup b́ılý šum, pro který plat́ı ru(τ) = 0 pro τ 6= 0. Tud́ıž z (3.4.2) je zřejmé, že

h(k) = ryu(k)/ru(0) (3.4.5)

což lze snadno spoč́ıtat na základě odhadu r̂yu(k) (3.4.3). Poznamenejme, že jsou k dispozici
zař́ızeńı prováděj́ıćı tyto operace automaticky.
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I při použit́ı b́ılého šumu jako vstupńıho signálu máme nekonečný počet rovnic, které umožńı
odhadnout váhovou sekvenci ĥ(k). Z praktických d̊uvod̊u je vhodněǰśı použ́ıt tzv. useknutou
váhovou funkci. To vede na lineárńı systém konečného řádu. Jestliže polož́ıme

h(k) = 0 pro k ≥M (3.4.6)

pak dostaneme model s konečnou impulsńı odezvou (FIR, z anglického
”
finite impulse re-

sponse“). Takové modely se často použ́ıvaj́ı v oblasti zpracováńı signál̊u. Celé č́ıslo M by mělo
být vybráno velké ve srovnáńı s dominantńı časovou konstantou systému. Pak (3.4.6) bude
dobrá aproximace. Využit́ım (3.4.6) přejde (3.4.4) na

r̂yu(τ) =
M−1∑
k=0

ĥ(k)r̂u(τ − k) (3.4.7)

Rozeṕı̌seme-li tento vztah pro τ = 0, 1, 2, ...,M − 1, dostaneme soustavu lineárńıch rovnic

 r̂yu(0)
...

r̂yu(M − 1)

 =


r̂u(0) . . . r̂u(M − 1)
r̂u(1) . . . . . .
...

. . . . . .
r̂u(M − 1) . . . r̂u(0)


 ĥ(0)

...

ĥ(M − 1)

 (3.4.8)

Pokud je jako vstup uvažován b́ılý šum, pak matice soustavy diagonálńı. Poznamenejme, že
s korelačńı analýzou jsme se setkali již v kapitole druhé a v kapitole čtvrté bude vidět, jak
postupovat v př́ıpadě, kdy bude počet r̊uzných hodnot τ větš́ı než je M , což odpov́ıdá přeurčené
soustavě lineárńıch rovnic.

3.5 Spektrálńı analýza

Posledńı neparametrická metoda, kterou se budeme zabývat, je založená na spektrálńı analýze.
Věnujme nejdř́ıve pozornost vztahu mezi korelačńı funkćı a spektrálńı hustotou a výpočtu
spektrálńı hustoty signálu po pr̊uchodu lineárńım systémem.
Necht’ u(t) skalárńı stacionárńı stochastický proces. Předpokládejme, že jeho středńı hodnota je
mu a autokovariančńı funkce je

ru(τ) = E[u(t+ τ)−mu][u(t)−mu] (3.5.1)

Dle definice je spektrálńı hustota stochastického procesu

φu(ω)
4
=

1

2π

∞∑
τ=−∞

ru(τ)e−iτω (3.5.2)

Inverzńı vztah k (3.5.2), který umožňuje výpočet autokovariančńı funkce ze spektrálńı hustoty je

ru(τ) =

∫ π

−π
φu(ω)eiτωdω (3.5.3)

To můžeme snadno ověřit dosazeńım z (3.5.2) do (3.5.3)
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∫ π

−π

1

2π

∞∑
τ ′=−∞

ru(τ ′)e−τ
′ωeiτωdω =

1

2π

∞∑
τ ′=−∞

ru(τ ′)

∫ π

−π
ei(τ−τ

′)ωdω

=

∞∑
τ ′=−∞

ru(τ ′)δτ,τ ′ = ru(τ)

kde δτ,τ ′ = 0 pro τ 6= τ ′ a δτ,τ ′ = 1 pro τ = τ ′.

Poznamenejme, že předpokládáme periodu vzorkováńı Ts = 1 a pak standardńı interval pro ω
je (−π, π). V př́ıpadě, že máme obecné Ts, pak Nyquistova frekvence je ωN = π/Ts a integračńı
interval pro ω je ω ∈ (−ωN , ωN ).

Nyńı se zaměř́ıme na odvozeńı vztahu pro výpočet spektrálńı hustoty filtrovaného signálu.
Uvažujme lineárńı filtraci u(t) (pr̊uchod u(t) lineárńım systémem) podle vztahu

y(t) =

∞∑
k=0

h(k)u(t− k) (3.5.4)

kde y(t) skalárńı signál a {h(k)} je posloupnost definuj́ıćı váhovou funkci. Předpokládejme, že
filtr v (3.5.4) je stabilńı, to jest ‖ h(k) ‖→ 0, když k →∞. V takovém př́ıpadě y(t) je stacionárńı
signál. V následuj́ıćım vypočteme charakteristiky tohoto signálu, a to středńı hodnotu my,
vzájemnou kovariančńı funkci ryu(τ), vzájemnou spektrálńı hustotu φyu(ω), kovariančńı funkci
ry(τ) a spektrálńı hustotu φy(ω). K tomu je vhodné zavést operátor přenosu

H(q−1) =

∞∑
k=0

h(k)q−k, (3.5.5)

kde q−k je operátor zpětného k-krokového posunu. Využit́ım (3.5.5) lze model (3.5.4) zapsat jako

y(t) = H(q−1)u(t) (3.5.6)

Středńı hodnotu y(t) najdeme velmi lehce z (3.5.4)

my = Ey(t) =

∞∑
k=0

h(k)Eu(t− k) =

∞∑
k=0

h(k)mu = H(1)mu (3.5.7)

přičemž H(1) můžeme interpretovat jako ześıleńı filtru v ustáleném stavu. Před výpočtem
autokovariančńı funkce nejdř́ıve definujeme

ỹ(t)
4
= y(t)−my ũ(t)

4
= u(t)−mu

Vztah mezi ỹ(t) a ũ(t) můžeme vypoč́ıtat takto

ỹ(t) =
∞∑
k=0

h(k)u(t− k)−
∞∑
k=0

h(k)mu =
∞∑
k=0

h(k)ũ(t− k) = H(q−1)ũ(t) (3.5.8)

Při výpočtu kovariančńıch funkćı pro snazš́ı zápis předpokládejme, že mu = 0.
Nejdř́ıve vypočteme kovariančńı funkci pro y(t).
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ry(τ) = Ey(t+ τ)y(t)

=
∞∑
j=0

∞∑
k=0

h(j)Eu(t+ τ − j)u(t− k)h(k)

=

∞∑
j=0

∞∑
k=0

h(j)ru(τ − j + k)h(k) (3.5.9)

Nyńı využit́ım definičńıho vztahu (3.5.2) a vztahu (3.5.9) vypočteme spektrálńı hustotu.

φy(ω) =
1

2π

∞∑
τ=−∞

ry(τ)e−iτω

=
1

2π

∞∑
τ=−∞

∞∑
j=0

∞∑
k=0

h(j)e−ijωru(τ − j + k)e−i(τ−j+k)ωh(k)eikω

=
1

2π

∞∑
j=0

∞∑
k=0

h(j)e−ijω[
∞∑

τ ′=−∞
ru(τ ′)e−iτ

′ω]h(k)eikω

= [

∞∑
j=0

h(j)e−ijω]φu(ω)[

∞∑
k=0

h(k)eikω]

nebo-li

φy(ω) = H(e−iω)φu(ω)H(eiω) (3.5.10)

Tento vztah popisuje, jak spektrálńı hustota výstupńıho signálu záviśı na přenosové funkci
H(eiω) a spektrálńı hustotě vstupńıho signálu φu(ω).

Zbývá vypoč́ıtat vzájemnou kovariančńı funkci a vzájemnou spektrálńı hustotu.

ryu(τ) = Ey(t+ τ)u(t)

=
∞∑
j=0

h(j)Eu(t+ τ − j)u(t)

=
∞∑
j=0

h(j)ru(τ − j) (3.5.11)

φyu(ω) =
1

2π

∞∑
τ=−∞

ryu(τ)e−iτω

=
1

2π

∞∑
τ=−∞

∞∑
j=0

h(j)e−ijωru(τ − j)e−i(τ−j)ω

=
∞∑
j=0

h(j)e−ijω[
1

2π

∞∑
τ ′=−∞

ru(τ ′)e−iτ
′ω]
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nebo-li

φyu(ω) = H(e−iω)φu(ω) (3.5.12)

kde

φyu(ω) =
1

2π

∞∑
τ=−∞

ryu(τ)e−iτω

φu(ω) =
1

2π

∞∑
τ=−∞

ru(τ)e−iτω (3.5.13)

H(e−iω) =
∞∑
k=0

h(k)e−ikω

Přenosová funkce H(e−iω) může být odhadnuta z

Ĥ(e−iω) = φ̂yu(ω)/φ̂u(ω) (3.5.14)

kde odhady spektrálńıch hustot lze určit jako

φ̂yu(ω) =
1

2π

N∑
τ=−N

r̂yu(τ)e−iτω (3.5.15)

φ̂u(ω) =
1

2π

N∑
τ=−N

r̂u(τ)e−iτω (3.5.16)

Výpočet (3.5.15) by mohl být proveden následuj́ıćım zp̊usobem. Dosazeńım za r̂yu(τ) dostaneme

φ̂yu(ω) =
1

2πN

N∑
τ=−N

N−max(τ,0)∑
t=1−min(τ,0)

y(t+ τ)u(t)e−iτω

Zavedeńım substituce s = t+ τ dostaneme

φ̂yu(ω) =
1

2πN

N∑
s=1

N∑
t=1

y(s)u(t)e−isωeitω

=
1

2πN
YN (ω)UN (−ω) (3.5.17)

kde

YN (ω) =
N∑
s=1

y(s)e−isω

(3.5.18)

UN (ω) =

N∑
s=1

u(s)e−isω
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jsou diskrétńı Fourierovy transformace sekvenćı {y(t)} a {u(t)}. Pro ω = 0, 2π/N, 4π/N, ..., π
mohou být vypočteny rychlou Fourierovou transformaćı (FFT, z anglického

”
fast Fourier

transform“).

Obdobně

φ̂u(ω) =
1

2πN
UN (ω)UN (−ω) =

1

2πN
| UN (ω) |2 (3.5.19)

Takový odhad spektrálńı hustoty se nazývá periodogram. Z (3.5.14), (3.5.17), (3.5.19) zjist́ıme
odhad přenosové funkce

Ĥ(e−iω) = YN (ω)/UN (ω) (3.5.20)

Předchoźı postup k źıskáńı odhadu spektrálńıch hustot a následně odhadu přenosové funkce
vede k nepř́ılǐs přesným výsledk̊um. Jedńım z d̊uvod̊u pro toto chováńı je, že odhad r̂yu(τ)
bude dost nepřesný pro velké hodnoty τ , ale jednotlivé r̂yu(τ) jsou váženy se stejnou vahou (v
(3.5.15)). Dále v (3.5.15) je sč́ıtáno 2N + 1 člen̊u. Přestože estimačńı chyba každého členu se
bĺıž́ı nule pro N → ∞, neńı žádná jistota, že celková estimačńı chyba součtu také směřuje k
nule. Tyto problémy mohou být překonány, jestliže v (3.5.15) členy s velkými hodnotami τ maj́ı
odlǐsnou váhu. Takže mı́sto (3.5.15) je vhodněǰśı použ́ıt následuj́ıćı odhad pro vzájemné spektrum

φ̂yu(ω) =
1

2π

N∑
τ=−N

r̂yu(τ)w(τ)e−iτω (3.5.21)

kde w(τ) je tzv. zpožd’ovaćı okénko. Obecně je okénko voleno tak, aby bylo rovno jedné pro
τ = 0, a klesalo s rostoućım τ , a bylo rovno nule pro

”
velké hodnoty“ τ .

”
Velké hodnoty“

znamená 5-10 procent z počtu dat N . Analogické úvahy plat́ı pro φ̂u(ω). V literatuře jsou
uváděny nejčastěji tyto typy okének:

w1(τ) = 1 | τ |≤M pravoúhlé

w1(τ) = 0 | τ |> M (3.5.22)

w2(τ) = 1− | τ | /M | τ |≤M Barlettovo

w2(τ) = 0 | τ |> M (3.5.23)

w3(τ) =
1

2

(
1 + cos

(πτ
M

))
| τ |≤M Hammingovo

w3(τ) = 0 | τ |> M (3.5.24)

Spektrálńı analýza nemá žádné speciálńı omezeńı na vstupńı signál kromě toho, že muśı být
nekorelovaný s poruchou. Proto je poměrně obĺıbená pro nejr̊uzněǰśı aplikace, od analýzy řeči a
testováńı mechanických vibraćı až ke geofyzikálńım výzkumům, nehledě na užit́ı při analýze a
syntéze ř́ıdićıch systémů.
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3.6 Shrnut́ı

Na závěr této kapitoly charakterizujme jednotlivé metody:

– Frekvenčńı analýza vyžaduje dosti dlouhé identifikačńı experimenty zvláště tehdy, jestliže
chceme použ́ıt nějakou techniku na redukci šumu. Vstupńı signál je typu sinus.

– Přechodová analýza je snadno aplikovatelná, ale velmi citlivá na šum, a tud́ıž můžeme
očekávat pouze hrubý model. Vstupńı signál je skok nebo impuls.

– Korelačńı analýza je založena na použit́ı b́ılého šumu jako vstupu. Výsledným modelem je
váhová funkce. Je málo citlivá na aditivńı šum ovlivňuj́ıćı výstupńı signál.

– Spektrálńı analýza je necitlivá na šum. Může být použita pro poměrně libovolný vstupńı
signál. Přenosová funkce je źıskána ve formě logaritmické frekvenčńı charakteristiky
(nebo jiné ekvivalentńı formy). Pro źıskáńı rozumně přesného odhadu muśı být použito
zpožd’ovaćı okénko.

Neparametrickými identifikačńımi metodami se zabývaj́ı např. práce [2], [10], [15], [20], [25] -
[31], [58], [59].
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Kapitola 4

Lineárńı regrese

4.1 Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u

V této kapitole se budeme věnovat lineárńı regresi, která je velmi často použ́ıvaná a to nejen ve
statistice. Struktura modelu pro lineárńı regresi může být vyjádřena vztahem

y(t) = ϕT (t)Θ (4.1.1)

kde y(t) je měřitelná veličina, ϕ(t) je známý vektor dimenze n a Θ je vektor neznámých
parametr̊u dimenze n. Prvky vektoru ϕ(t) jsou často nazývány regresńı proměnné nebo prostě
regresory. Vektor Θ nazývejme vektor parametr̊u. Model (4.1.1) lze př́ımočarým zp̊usobem
zobecnit na v́ıcerozměrný př́ıpad. Model s v́ıce měřitelnými veličinami lze zapsat jako

y(t) = ΦT (t)Θ (4.1.2)

kde y(t) je vektor dimenze p, tj. dim(y(t)) = p, Φ(t) je matice dimenze n/p a Θ je vektor
dimenze n. Je velmi přirozené interpretovat t jako čas, ale pro statické modely to neńı nutné,
jak bude v této kapitole ukázáno.

Nyńı uvedeme několik př́ıklad̊u lineárńıch regresńıch model̊u.

Př́ıklad 4.1.1 (Polynomiálńı trend)
Necht’ model je polynomiálńı trend a má formu

y(t) = a0 + a1t+ ...+ art
r

kde r je řád polynomu a a0, ..., ar jsou neznámé koeficienty. Výše uvedenou formu modelu
(4.4.1) źıskáme, pokud zavedeme značeńı

ϕ(t) = [1, t, ..., tr]T

Θ = [a0, a1, ..., ar]
T

Tento model může být použit k popisu časových řad, kde řád polynomu r je volen jako celé
č́ıslo. Když r = 0 model popisuje pouze konstantu, pro r = 1 popisuje už jakoukoliv lineárńı
funkci, pro r = 2 kvadratickou atd. Všimněme si tedy, že ačkoliv se jedná o lineárńı regresi,
výsledný model může popisovat nelineárńı funkci. Význam slova

”
lineárńı“ tak zd̊urazňuje
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lineárńı závislost výstupńı veličiny y(t) na hledaných parametrech Θ.

Př́ıklad 4.1.2 (Vážený součet exponenciál)
Při analýze přechodových proces̊u je vhodný model

y(t) = b1e
−k1t + ...+ bne

−knt

Předpokládejme, že k1, ..., kn jsou známé inverzńı časové konstanty, ale váhy b1, ..., bn jsou
neznámé. V tomto př́ıpadě můžeme položit

ϕ(t) = [e−k1t, ..., e−knt]T

Θ = [b1, ..., bn]T

Př́ıklad 4.1.3 (Váhová funkce)
Model dynamického systému založený na

”
useknuté“ váhové funkci. Takový model lze vyjádřit

vztahem

y(t) = h0u(t) + h1u(t− 1) + ...+ hM−1u(t−M + 1)

Vstupńı signál u(t) je zaznamenán během experimentu a může být proto považován za známý.
V tomto př́ıpadě

ϕ(t) = [u(t), u(t− 1), ..., u(t−M + 1)]T

Θ = (h0, ..., hM−1)T

Abychom dostali dostatečně přesný popis dynamiky systému, vyžaduje tento model často
mnoho parametr̊u (M může být 20-50, v oblasti aplikaćı zpracováńı signál̊u několik set nebo
dokonce tiśıc). Nicméně takový př́ıstup je koncepčně dosti jednoduchý a patř́ı do rámce této
kapitoly.

Po uvedeńı několika př́ıklad̊u regresńıch model̊u se nyńı budeme věnovat odhadu parametr̊u.
Chceme nalézt odhad Θ̂ vektoru parametr̊u Θ z měřeńı y(1), y(2), . . . , y(N) a regresor̊u
ϕ(1), ϕ(1), . . . , ϕ(N). Za tohoto předpokladu můžeme sestavit soustavu lineárńıch rovnic

y(1) = ϕT (1)Θ

y(2) = ϕT (2)Θ

.

.

.

y(N) = ϕT (N)Θ

V maticovém zápisu pak
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Y = ΦΘ (4.1.3)

kde

Y =


y(1)
.
.
.

y(N)

 vektor dimenze N

(4.1.4)

Φ =


ϕT (1)
.
.
.

ϕT (N)

 matice N/n

Jedna možnost jak nalézt Θ z (4.1.3), je samozřejmě použ́ıt takové množstv́ı měřeńı, aby N = n.
Pak Φ bude čtvercová matice. Jestliže je tato matice regulárńı, má pak soustava lineárńıch
rovnic (4.1.3) jednoznačné řešeńı. S ohledem na výskyt šumu, poruch, nedokonalého modelu
je v praxi rozumné použ́ıt větš́ı počet dat než je n. Pak je možné očekávat i zlepšený odhad.
Avšak pro N > n je soustava lineárńıch rovnic (4.1.3) přeurčená a ve většině př́ıpad̊u nemá
jednoznačné řešeńı. Z těchto d̊uvod̊u je vhodné zavést chyby rovnice

ε(t) = y(t)− ϕT (t)Θ (4.1.5)

a z těchto hodnot vytvořit vektor ε

ε =


ε(1)
.
.
.

ε(N)


Ve statistické literatuře jsou chyby rovnice nazývány rezidua. Odhad Θ ve smyslu nejmenš́ıch
čtverc̊u je definován jako vektor Θ̂, který minimalizuje ztrátovou funkci

V (Θ) =
1

2

N∑
t=1

ε2(t) =
1

2
εT ε =

1

2
‖ ε ‖2 (4.1.6)

kde ‖ . ‖ označuje Euklidovu normu. Z (4.1.5) je zřejmé, že chyba rovnice ε(t) je lineárńı funkćı
vektoru parametr̊u Θ.

Řešeńı tohoto optimalizačńıho problému ukazuje následuj́ıćı věta.

Věta 4.1.1 Uvažujme ztrátovou funkci V (Θ) určenou (4.1.5) a (4.1.6). Předpokládejme, že
matice ΦTΦ je pozitivně definitńı. Pak V (Θ) má jediné minimum
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Θ̂ = (ΦTΦ)−1ΦTY

= Φ†Y (4.1.7)

Odpov́ıdaj́ıćı minimálńı hodnota V (Θ) je pak

min
Θ
V (Θ) = V (Θ̂) =

1

2
[Y TY − Y TΦ(ΦTΦ)−1ΦTY ] (4.1.8)

=
1

2
Y T [IN − Φ(ΦTΦ)−1ΦT ]Y

Poznamenejme, že výraz

• Φ† = (ΦTΦ)−1ΦT se označuje jako Moore-Penroseova pseudoinverse či zobecněná inverse
obdélńıkové matice Φ. Pseudoinverse přecháźı v inverzi, pokud Φ je čtvercová regulárńı
matice a

• Φ⊥ = [IN − Φ(ΦTΦ)−1ΦT ] znač́ı ortogonálńı projekci s vlastnost́ı Φ⊥Φ = 0,

kde IN znač́ı jednotkovou matici dimenze N .

Důkaz. Použit́ım (4.1.3), (4.1.5) a (4.1.6) můžeme nalézt explicitńı vyjádřeńı ztrátové funkce
V (Θ). Lze vidět, že V (Θ) jako funkce Θ má kvadratický, lineárńı a konstantńı člen. Tud́ıž je
možné použ́ıt techniku doplněńı na čtverec. Máme

ε = Y − ΦΘ

a

V (Θ) =
1

2
[Y − ΦΘ]T [Y − ΦΘ]

=
1

2
[ΘTΦTΦΘ−ΘTΦTY − Y TΦΘ + Y TY ]

Pak

V (Θ) =
1

2
[Θ− (ΦTΦ)−1ΦTY ]TΦTΦ[Θ− (ΦTΦ)−1ΦTY ]

+
1

2
[Y TY − Y TΦ(ΦTΦ)−1ΦTY ]

kde druhý člen nezáviśı na Θ. Protože ΦTΦ je podle předpokladu pozitivně definitńı, bude
prvńı člen vždy větš́ı nebo roven nule. Tud́ıž můžeme minimalizovat V (Θ) položeńım prvńıho
členu rovno nule. Ale t́ım dostaneme přesně (4.1.7) a zároveň okamžitě i minimálńı hodnotou
ztrátové funkce.

Poznámka . Matice ΦTΦ, jak vyplývá z konstrukce, je vždy nonnegativně definitńı (nebo-li
pozitivně semi-definitińı). Jestliže je singulárńı (pozitivně semidefinitńı), předchoźı výpočty
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neplat́ı. Pak můžeme vypoč́ıtat gradient ztrátové funkce. Dostaneme

0 =
dV (Θ)

dΘ
= −Y TΦ + ΘT (ΦTΦ)

nebo-li

(ΦTΦ)Θ = ΦTY (4.1.9)

Když ΦTΦ je singulárńı, pak Φ nemá plnou hodnost (to jest hodnost Φ < n). Jestliže však jsou
experiment a struktura modelu dobře zvoleny a je dostatečný počet rovnic N , pak matice Φ by
měla mı́t plnou hodnost.

Př́ıklad 4.1.4. Uvažujme model (4.1.1) ve tvaru

y(t) = b.

To znamená, že chceme odhadnout konstantu z měřeńı, které mohou být pod vlivem šumu.
Dostaneme

ϕ(t) = 1 Θ = b

Φ =


1
.
.
.
1


a tud́ıž (4.1.7) je

Θ̂ =
1

N
[y(1) + ...+ y(N)]

tedy jednoduše aritmetický pr̊uměr všech měřeńı.

Poznámka . V př́ıpadě, že je k dispozici méně rovnic N než je neznámých n, tj. N < n, existuje
nekonečně mnoho řešeńı soustavy (4.1.3) pro odhad parametr̊u Θ. Uvažujme pro jednoduchost
následuj́ıćı nedourčenou soustavu N (deterministických) lineárńıch rovnic o n neznámých

Y = ΦΘ

kde N < n a dimenze Θ je N . Jednou z možnost́ı pro nalezeńı odhadu Θ je pak zvolit n −
N hledaných parametr̊u na základě apriorńı znalosti a zbylé dopoč́ıtat “standardńı” metodou
nejmenš́ıch čtverc̊u. Druhou možnost́ı, při nedostatku apriorńıch znalost́ı, je následuj́ıćı odhad

Θ̂minNorm = ΦT (ΦΦT )−1Y (4.1.10)

který je optimálńı dle následuj́ıćıho kriteria

Θ̂minNorm = arg min
Θ
‖Θ‖2 (4.1.11)
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Platnost tohoto tvrzeńı lze snadno ověřit následuj́ıćım výpočtem. Uvažujme libovolný vektor Θ
splňuj́ıćı rovnost Y = ΦΘ, pak lze psát

‖Θ‖2 = ΘTΘ

= (Θ− Θ̂minNorm + Θ̂minNorm)T (Θ− Θ̂minNorm + Θ̂minNorm)

= (Θ− Θ̂minNorm)T (Θ− Θ̂minNorm) + Θ̂T
minNormΘ̂minNorm

= ‖Θ− Θ̂minNorm‖2 + ‖Θ̂minNorm‖2

≥ ‖Θ̂minNorm‖2 (4.1.12)

kde byla použita rovnost

(Θ− Θ̂minNorm)T Θ̂minNorm = (Θ− Θ̂minNorm)TΦT (ΦΦT )−1Y

= (Φ(Θ− Θ̂minNorm))T (ΦΦT )−1Y

= (ΦΘ− ΦΘ̂minNorm)T (ΦΦT )−1Y

= (Y − ΦΦT (ΦΦT )−1Y )T (ΦΦT )−1Y

= 0 (4.1.13)

Odhad (4.1.10) lze tedy chápat jako řešeńı optimalizačńıho problému (4.1.11) s omezeńım Y =
ΦΘ a odhad je tedy stranný. Poznamenejme ještě, vzhledem k vlastnostem kvadratické funkce,
která je minimalizována, nebudou typicky jednotlivé elementy odhadu Θ̂minNorm (4.1.10) nabývat

”
extrémńıch“ hodnot (např. prvńı element vektoru Θ̂minNorm(1) bĺızký nule, zat́ımco Θ̂minNorm(2)

v řádech tiśıc̊u), ale sṕı̌se elementy odhadu budou nabývat
”
podobných“ hodnot. To může být

užitečné z hlediska numerického.

4.2 Analýza

Nyńı se budeme věnovat statistickým vlastnostem odhadu (4.1.7). Nejprve stanovme
předpoklady na data. Necht’ data vyhovuj́ı následuj́ıćımu vztahu

y(t) = ϕT (t)Θ0 + e(t) (4.2.1)

kde Θ0 je vektor skutečných parametr̊u a ϕT (t) je deterministický vektor regresor̊u. Dále
předpokládejme, že e(t) je stochastická absolutně náhodná proměnná s nulovou středńı hodno-
tou a varianćı λ2, tj. b́ılý šum. Maticový zápis rovnice (4.2.1) je

Y = ΦΘ0 + e (4.2.2)

kde

e =


e(1)
.
.
.

e(N)


Statistické vlastnosti odhadu pak ukazuje následuj́ıćı věta.
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Věta 4.2.1. Uvažujme odhad (4.1.7). Předpokládejme, že data splňuj́ı (4.2.1), kde e(t) je b́ılý
šum s nulovou středńı hodnotou a varianćı λ2. Pak

i) Θ̂ je nestranný odhad Θ0

ii) Kovariančńı matice Θ̂ je λ2(ΦTΦ)−1

iii) Nestranný odhad λ2 je dán s2 = 2V (Θ̂)/(N − n).

Důkaz. Použit́ım rovnic (4.1.7) a (4.2.1) dostaneme

Θ̂ = (ΦTΦ)−1ΦT {ΦΘ0 + e} = Θ0 + (ΦTΦ)−1ΦT e

a tud́ıž

EΘ̂ = Θ0 + (ΦTΦ)−1ΦTE[e] = Θ0

což dokazuje bod i).

Pro d̊ukaz bodu ii) poznamenejme, že předpoklad na b́ılý šum implikuje EeeT = λ2I. Pak

E(Θ̂ − Θ0)(Θ̂ − Θ0)T = E[(ΦTΦ)−1ΦT e][(ΦTΦ)−1ΦT e]T = (ΦTΦ)−1ΦTE[eeT ]Φ(ΦTΦ)−1 =
(ΦTΦ)−1ΦTλ2IΦ(ΦTΦ)−1 = λ2(ΦTΦ)−1

což dokazuje bod ii).

Minimálńı hodnota V (Θ̂) ztrátové funkce může být podle (4.1.8) a (4.2.2) zapsána

V (Θ̂) =
1

2
[ΦΘ0 + e]T [I − Φ(ΦTΦ)−1ΦT ][ΦΘ0 + e]

=
1

2
eT [I − Φ(ΦTΦ)−1ΦT ]e

Středńı hodnota odhadu s2 může pak být vypočtena takto:

E[s2] = 2E[V (Θ̂)/(N − n)] = E[tr{eT [I − Φ(ΦTΦ)−1ΦT ]e}/(N − n)]

= E[tr{[IN − Φ(ΦTΦ)−1ΦT ]eeT }/(N − n)]

= tr[IN − Φ(ΦTΦ)−1ΦT ]λ2IN/(N − n)

= [trIN − tr{Φ(ΦTΦ)−1ΦT }]λ2/(N − n)

= [trIN − tr{(ΦTΦ)−1(ΦTΦ)}]λ2/(N − n)

= [trIN − trIn]λ2/(N − n) = (N − n)λ2/(N − n) = λ2

Při výpočtech IN (In) označuje identickou matici řádu N(n) a symbol tr je stopa matice.
Ukázali jsme, že s2 je nestranný odhad λ2, což dokazuje bod iii).

Poznámka . Poznamenejme, že v d̊ukazu je nezbytné, aby Φ byla deterministická matice. Pak
bylo možné vytknout matici Φ ze středńı hodnoty a dokázat zmı́něné statistické vlastnosti
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odhadu. Při uvažováńı stochastické matice Φ je odvykle nezbytné diskutovat vlastnosti odhadu
za předpokladu nekonečně mnoha dat, jak bylo naznačeno v kapitole 2.5.

Ve větě 4.2.1 jsme předpokládali, že porucha e(t) ve (4.2.1) je b́ılý šum, to jest, že e(t) a e(s)
jsou nekorelované pro všechna t 6= s. Zkoumejme nyńı co se stane, jestliže předpoklad neńı
splněn. Předpokládejme, že (4.2.1) plat́ı, ale

E[eeT ] = R (4.2.3)

kde R je pozitivně definitńı matice s nenulovými prvky mimo diagonálu. Z d̊ukazu věty je vidět,
že Θ̂ bude stále nestranný odhad Θ0. Avšak kovariančńı matice Θ̂ bude nyńı

cov[Θ̂] = (ΦTΦ)−1ΦTRΦ(ΦTΦ)−1 (4.2.4)

4.3 Nejlepš́ı lineárńı nestranný odhad

Rozšǐrme tř́ıdu identifikačńıch metod a uvažujme obecný lineárńı odhad Θ. Takový odhad lze
zapsat ve tvaru

Θ̂ = ZY, (4.3.1)

kde Z je matice n/N závislá na matici regresor̊u Φ. Všimněme si, že odhad ve smyslu nejmenš́ıch
čtverc̊u (4.1.7) je speciálńı př́ıpad (4.3.1), který dostaneme pro

Z = Φ† = (ΦTΦ)−1ΦT

Ukážeme nyńı, jak vybrat Z, aby odhad byl nejen nestranný, ale aby měl i minimálńı kovariančńı
matici. Takový odhad je nazýván jako nejlepš́ı lineárńı nestranný odhad (BLUE, z anglického

”
best linear unbiased estimate“) nebo také Markovský odhad.

Věta 4.3.1. Uvažujme odhad (4.3.1). Předpokládejme, že data splňuj́ı (4.2.1), popř. (4.2.3). Necht’

Z∗ = (ΦTR−1Φ)−1ΦTR−1 (4.3.2)

Pak odhad Θ̂∗ = Z∗Y je nestranný odhad Θ0. Dále, kovariančńı matice chyby odhadu je
minimálńı ve smyslu

covZ∗ [Θ̂
∗] = (ΦTR−1Φ)−1 ≤ covZ [Θ̂] (4.3.3)

pro všechny nestranné lineárńı odhady Θ̂ (4.3.1). Poznamenejme, že maticová nerovnost
P1 ≤ P2 znač́ı, že P2 − P1 je pozitivně semi-definitńı matice.

Důkaz. Požadavek na nestranný odhad je

Θ0 = E[Θ̂] = E[Z(ΦΘ0 + e)] = ZΦΘ0

Jelikož Θ0 je libovolné, muśı platit

ZΦ = I (4.3.4)
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Poznamenejme, že výběr (4.3.2) splňuje (4.3.4). Pak kovariančńı matice, v obecném př́ıpadě,
bude

covZ [Θ̂] = E[(ZY −Θ0)(ZY −Θ0)T ] = ZRZT (4.3.5)

Jestliže vybereme Z = Z∗ ze (4.3.2) dostaneme

covZ∗ [Θ̂
∗] = (ΦTR−1Φ)−1ΦTR−1RR−1Φ(ΦTR−1Φ)−1 = (ΦTR−1Φ)−1 (4.3.6)

z čehož vyplývá rovnost v (4.3.3). Zabývejme se nyńı nerovnost́ı v (4.3.3).
Necht’ Θ̃ označuje chybu odhadu Θ̂ − Θ0 pro obecný odhad ve smyslu (4.3.1) a Θ̃∗ pro odhad
Θ̂∗ spočtený na základě (4.3.2). Pak dostaneme

covZ [Θ̂] = E[Θ̃Θ̃T ] = E[Θ̃− Θ̃∗][Θ̃− Θ̃∗]T + E[Θ̃Θ̃∗T ] + E[Θ̃∗Θ̃T ]− E[Θ̃∗Θ̃∗T ] (4.3.7)

Avšak již v́ıme, že

E[Θ̃∗Θ̃∗T ] = (ΦTR−1Φ)−1

Snadno dostaneme

E[Θ̃Θ̃∗T ] = E[ZeeT (Z∗)T ] = ZR(Z∗)T = ZRR−1Φ(ΦTR−1Φ)−1

= ZΦ(ΦTR−1Φ)−1 = (ΦTR−1Φ)−1 = EΘ̃∗Θ̃∗T

=
(
E[Θ̃∗Θ̃T ]

)T
Při výpočtech jsme použili (4.3.4). Nyńı (4.3.7) dává

covZ [Θ̂] = E[Θ̃− Θ̃∗][Θ̃− Θ̃∗]T + (ΦTR−1Φ)−1 ≥ (ΦTR−1Φ)−1

což dokazuje (4.3.3).
Poznámka . Předpokládejme R = λ2I. Pak dostaneme Z∗ = (ΦTΦ)−1ΦT Odhad parametr̊u pak
přejde na odhad ve smyslu nejmenš́ıch čtverc̊u (4.1.7).

Poznámka . Odhad (4.3.2) je v literatuře mnohdy označován jako odhad ve smyslu vážených
nejmenš́ıch čtverc̊u.

Poznámka . Může existovat nelineárńı odhad s lepš́ı přesnost́ı? Lze ukázat, že pokud e(t) je
gaussovské, pak lineárńı odhad (4.3.1) s (4.3.2) je nejlepš́ı mezi všemi nelineárńımi nestrannými
odhady.

V následuj́ıćım př́ıkladu budeme ilustrovat BLUE (4.3.1), (4.3.2).

Př́ıklad 4.3.1. Necht’ model je dán

y(t) = b0 + e(t)

kde chyby měřeńı jsou nezávislé, ale maj́ı odlǐsné variance, takže

Ee2(t) = λt
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Tud́ıž máme

Φ =


1
.
.
.
1

 R =



λ2
1 0

λ2
2

.
.
.

0 λ2
N


Pak odhad parametru b ve smyslu BLUE je

Θ̂ = b̂ =
1∑N

j=1(1/λ2
j )

N∑
i=1

(1/λ2
i )y(i)

Jedná se o vážený aritmetický pr̊uměr jednotlivých pozorováńı. Poznamenejme, že váhy u y(i)

1∑N
j=1(1/λ2

j )
1/λ2

i

jsou malé, jestliže měřeńı je nepřesné (λi je velké) a naopak.

4.4 Výpočetńı detaily

V této podkapitole se budeme zabývat numerickými aspekty výpočtu odhadu ve smyslu
nejmenš́ıch čtverc̊u (4.1.7) na základě soustavy rovnic (4.1.9). Povšimneme si následuj́ıćıch
př́ıstup̊u:

– řešeńı normálńıch rovnic,

– ortogonálńı triangularizace,

– rekurzivńı algoritmy.

Prvńı př́ıstup je stanovit matice ΦTΦ a ΦTY a pak řešit soustavu normálńıch rovnic

(ΦTΦ)Θ = ΦTY (4.4.1)

To je samozřejmě jednoduchý, př́ımočarý př́ıstup, ale je citlivý na numerické chyby při
zaokrouhlováńı. Pro ilustraci předpokládejme, že

Φ =

[
1 1− ε
1 1 + ε

]
Y =

[
2
4

]
(4.4.2)

kde ε je malé č́ıslo. Pak normálńı rovnice (4.4.1) budou[
2 2
2 2 + 2ε2

]
Θ =

[
6

6 + 2ε

]
(4.4.3)

a exaktńı řešeńı je

Θ =

[
3− 1/ε

1/ε

]
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Dále pak předpokládejme, že přesnost numerických výpočt̊u je η (to jest nemůžeme rozlǐsit
mezi 1 a 1 + η. Necht’ ε2 < η, ε > η. Pak numerické chyby zp̊usob́ı, že normálńı rovnice

[
2 2
2 2

]
Θ =

[
6
6 + 2ε

]
nemaj́ı žádné řešeńı! Mohou být konstruovány i jiné př́ıklady na ukázku, jak zaokrouhlovaćı
chyby drasticky ovlivňuj́ı řešeńı. V takových př́ıpadech má matice Φ sńıženou hodnost, to jest
sloupce jsou většinou lineárně závislé.

Druhý př́ıstup, ortogonálńı triangularizace, je také známý jako QR metoda. Idea je následuj́ıćı.
Pomoćı QR metody spoč́ıtáme rozklad matice Φ na matici ortogonálńı Q a matici čtvercovou
trojúhelńıkovou R splňuj́ıćı následuj́ıćı rovnost

Φ = QT
[
R
0

]
(4.4.4)

Poznamenejme, že pro ortogonálńı matici Q plat́ı Q−1 = Q, QTQ = I a tedy i QQT = I. Pak,
namı́sto p̊uvodńı přeurčené soustavy lineárńıch rovnic

ΦΘ = Y (4.4.5)

po vynásobeńı zleva ortogonálńı matićı Q dostaneme

QΦΘ = QY (4.4.6)

To neovlivńı ztrátovou funkci (4.1.6), protože

‖ QY −QΦΘ ‖2=‖ Q(Y −ΦΘ) ‖2= (Y −ΦΘ)TQTQ(Y −ΦΘ) = (Y −ΦΘ)T (Y −ΦΘ) =‖ Y −ΦΘ ‖2

Členy na pravé a levé stranně rovnice (4.4.5) pak můžeme napsat ve formě

QΦ =

[
R
0

]
QY =

[
z1

z2

]
(4.4.7)

což následně vede k následuj́ıćımu tvaru ztrátové funkce

V (Θ) =‖ QΦΘ−QY ‖2=‖ RΘ− z1 ‖2 + ‖ z2 ‖2 (4.4.8)

která je minimalizována, když

RΘ = z1 (4.4.9)

Lze vidět, minimálńı hodnota, kterou může kriteriálńı funkce (4.4.7) nabýt je

min
Θ
V (Θ) =‖ z2 ‖2= zT2 z2 (4.4.10)

Za předpokladu, že R je regulárńı (což je ekvivalentńı, že Φ má plnou hodnost a také ΦTΦ
je regulárńı) lze snadno řešit lineárńı soustavu (4.4.8) zpětným chodem substitučńı metody,
protože R je trojúhelńıková matice.

Metoda QR vyžaduje přibližně dvanáctkrát v́ıce operaćı než př́ımé řešeńı normálńıch rovnic.
Jej́ı výhodou je, že je mnohem méně citlivá na chyby zaokrouhleńı. Předpokládejme, že relativńı
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chyby v datech jsou velikosti ε a že přesnost operace je η. Pak, abychom se vyhnuli nerozumným
chybám ve výsledku, měli bychom požadovat, aby η < ε2 pro normálńı rovnice, zat́ımco pro QR
metodu je postačuj́ıćı η < ε.

Třet́ı př́ıstup je použ́ıt rekurzivńı algoritmy. Matematický popis a analýza těchto algoritmů
jsou uvedeny v kapitole 8. Idea je přepsat odhad (4.1.7) do formy

Θ̂(t) = Θ̂(t− 1) +K(t)[y(t)− ϕT (t)Θ̂(t− 1)] (4.4.11)

kde Θ̂(t) označuje odhad založený na t rovnićıch (t-tý řádek v Φ). Výraz y(t) − ϕT (t)Θ̂(t − 1)
může být chápán jako chyba predikce. Ukazuje, jak dobře může být predikováno skutečné
měřeńı y(t) vektorem parametr̊u Θ̂(t − 1), který je źıskán z předchoźıch dat. Pro vektor zisku
K(t) je typické, že s rostoućım t klesá jako 1/t. Rozd́ıl mezi jednotlivými rekurzivńımi algoritmy
je právě v tom, jak vyb́ıraj́ı K(t).

4.5 Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u s lineárńım omezeńım

Až doposud jsme sa zabývali metodou nejmenš́ıch čtverc̊u bez ohledu na význam či interpretaci
odhadovaných parametr̊u formuj́ıćıch vektor Θ. Předpokládali jsme, že parametry mohou nabýt
libovolných hodnot v oboru reálných č́ısel. V mnoha situaćıch však tento předpoklad neńı platný
a odhadované parametry mohou ležet jen v jisté podmnožině reálných č́ısel. Jako př́ıklad uved’me
dvě následuj́ıćı situace:

a) Předpokládejme určováńı polohy (longitudinálńı, laterálńı i výškové) objektu na základě
satelitńıch měřeńı systému GPS. Typicky je tato úloha řešena metodou nejmenš́ıch čtverc̊u,
kdy hledaná poloha objektu je součást́ı vektoru neznámých parametr̊u a vektor regresor̊u
je dán známou polohou satelit̊u. Takovéto řešeńı je plně dostačuj́ıćı např. v situaci, kdy
určujeme polohu letadla, které se v principu může pohybovat kdekoliv. Pokud bychom
ale uvažovali úlohu hledáńı pozice vlaku, situace je už jiná; vlak nemůže být kdekoliv,
ale pouze na kolej́ıch. Z d̊uvodu zašuměných satelitńıch měřeńı lze jen stěž́ı předpokládat,
že odhadnutá pozice vlaku pomoćı doposud uvažované metody nejmenš́ıch čtverc̊u bude
odpov́ıdat umı́stěńı kolej́ı a velmi pravděpodobně bude odhad pouze v jejich okoĺı.

Jedno z možných řešeńı tohoto problému je použ́ıt metodu nejmenš́ıch čtverc̊u s rovnostńım
omezeńım. Rovnostńı omezeńı, definuj́ıćı podmnožinu reálných č́ısel, může být v tomto
př́ıpadě chápáno jako nějaká křivka v horizontálńı rovině popsaná vztahem

g(Θ) = 0

dávaj́ıćı do vztahu longitudinálńı a laterálńı pozici kolej́ı, resp. vlaku.

b) Předpokládejme úlohu, kdy ćılem je odhad koncentrace chemických látek v roztoku na
základě měřeńı elektrických vlastnost́ı roztoku. Koncentrace jako taková může nabývat
jen kladných hodnot. Avšak z d̊uvodu nepřesných měřeńı může odhad koncentrace látky
vyj́ıt záporný, což nemůže odpov́ıdat realitě.

Možné řešeńı této úlohy spoč́ıvá v použit́ı metody nejmenš́ıch čtverc̊u s explicitńım
uvažováńım nerovnostńıho omezeńı, které je, v tomto př́ıpadě, dáno nerovnost́ı

Θ ≥ 0
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Podobných situaćı, kdy hledáme odhad na jisté podmnožině reálných č́ısel, bychom v aplikaćıch
našli bezpočet. Proto byla značná pozornost věnována odhadu při explicitńım uvažováńı jistého
omezeńı hledaných parametr̊u. V následuj́ıćı částech je proto formulována úloha odhadu stavu
s rovnostńım a nerovnostńım lineárńım omezeńım a ukázáno jej́ı řešeńı.

4.5.1 Rovnostńı omezeńı

Uvažujme soustavu N lineárńıch rovnic o n neznámých zapsaných v již dř́ıve uvažovaném ma-
ticovém zápisu

Y = ΦΘ + E (4.5.12)

kde Φ je matice s plnou sloupcovou hodnost́ı. Mějme také danou množinu m lineárńıch omezeńı
hledaných parametr̊u dané lineárńı maticovou rovnićı

DΘ = d (4.5.13)

kde m < n, D je známá matice o rozměrech m/n s plnou řádkovou hodnost́ı a d je známý
vektor o m prvćıch. Ćılem je nalézt odhad vektoru parametr̊u Θ̂ ve smyslu nejmenš́ıch čtverc̊u
s ohledem na omezeńı (4.5.13), tj. hledáme následuj́ıćı odhad

Θ̂ = arg min
Θ

1
2 [Y − ΦΘ]T [Y − ΦΘ] s.t. DΘ = d (4.5.14)

kde zkratka s.t. znač́ı
”
s ohledem na“ (z anglického

”
subject to“). V literatuře existuje několik

postup̊u řešeńı optimalizačńıho problému (4.5.14), avšak zde bude pozornost věnována třem
významným zástupc̊um, a to (i) reformulace a algebraické řešeńı, (ii) aproximačńı řešeńı me-
todou vážených nejmenš́ıch čtverc̊u a (iii) minimalizace použit́ım Lagrangeových multiplikátor̊u.

Reformulace a algebraické řešeńı vztahu (4.5.14) je založena na př́ımočaré myšlence redukce
počtu lineárńıch rovnic (4.5.12) pomoćı rovnic daných omezeńı (4.5.13) a následném řešeńı sou-
stavy N o n−m neznámých standardńı metodou nejmenš́ıch čtverc̊u. Nejlépe lze tento př́ıstup
ilustrovat následuj́ıćım jednoduchým př́ıkladem, kdy uvažujeme dvě rovnice o dvou neznámých
Θ = [Θ1,Θ2]T

y(1) = [1, 2]Θ + e(1) (4.5.15)

y(2) = [2, 3]Θ + e(2) (4.5.16)

a ohledem na omezeńı

Θ1 + Θ2 = 3 (4.5.17)

Pak z rovnice omezeńı (4.5.17) lze vyjádřit např. Θ1 = 3−Θ2 a dosadit do (4.5.15), což vede na
soustavu dvou rovnic o jedné neznámé př́ımo řešitelnou dř́ıve představenou metodou nejmenš́ıch
čtverc̊u. Ačkoliv se jedná o př́ımočaré řešeńı, pro úlohy větš́ıch rozměr̊u je nevhodné.

Aproximačńı řešeńı metodou vážených nejmenš́ıch čtverc̊u je založeno na rozš́ı̌reńı soustavy rov-
nic (4.5.12) o rovnice dané omezeńım (4.5.13), tj. na řešeńı následuj́ıćı rozš́ı̌rené soustavy N +m
rovnic [

Y
d

]
︸︷︷︸
Ỹ

=

[
Φ
D

]
︸︷︷︸

Φ̃

Θ +

[
E
0

]
︸︷︷︸
Ẽ

(4.5.18)
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Takto definovaná soustava rovnic přirozeně vede na metodu vážených nejmenš́ıch čtverc̊u po-
skytuj́ıćıch odhad

Θ̂ = (Φ̃TW Φ̃)−1Φ̃TWỸ (4.5.19)

Váhová matice W je uživatelem volená jako diagonálńı matice, kde prvńıch N diagonálńıch
prvk̊u je zvoleno jako “malá” č́ısla a posledńıch m prvk̊u jako “velká” č́ısla. Motivace pro tuto
volbu vycháźı z faktu, že rovnostńı omezeńı lze chápat jako naprosto přesná měřeńı, jimž při
řešeńı věř́ıme nejv́ıce.
Ačkoliv se opět jedná o jednoduché řešeńı za pomoci již představeného standardńıho algoritmu,
má několik nevýhod. Prvńı spoč́ıvá ve vhodné volbě váhové matice. Pokud jsou diagonálńı
prvky zvoleny př́ılǐs odlǐsně, bude řešeńı rovnice (4.5.19) špatně podmı́něné a může vést
k numerickým problémům. Z podstaty věci, také nelze očekávat, že výsledný odhad bude plně
vyhovovat omezeńı. Jak daleko bude odhad od splněńı omezeńı záviśı na konkrétńı volbě váhové
matice.

Minimalizace použit́ım Lagrangeových multiplikátor̊u vycháźı z teorie hledáńı optima při daném
rovnostńım omezeńı, kde je kriteriálńı funkce nejmenš́ıch čtverc̊u (4.1.6) rozš́ı̌rena o rovnostńı
omezeńı (4.5.13). Rozš́ı̌rená kriteriálńı funkce pro minimalizaci je dána

L(Θ, λ) = 1
2 [Y − ΦΘ]T [Y − ΦΘ] + λT (DΘ− d) (4.5.20)

kde λ je m dimenzionálńı vektor neznámých Lagrangeových multiplikátor̊u. Minimum (4.5.20)
s ohledem na parametry Θ a multiplikátory λ vycháźı z parciálńıch derivaćı kritéria (4.5.20)

∂L(Θ, λ)

∂Θ
= −(Y − ΦΘ)TΦ + λTD

!
= 0 (4.5.21)

∂L(Θ, λ)

∂λ
= DΘ− d !

= 0 (4.5.22)

které mohou být zapsány ve formě soustavy lineárńıch rovnic[
ΦTΦ DT

D 0

] [
Θ
λ

]
=

[
ΦTY
d

]
(4.5.23)

Z rovnice (4.5.21), s použit́ım substituce P = (ΦTΦ)−1, plyne

Θ̂ = P (ΦTY −DTλ) (4.5.24)

Dosazeńım (4.5.24) do (4.5.22) vede na vztah pro výpočet multiplikátor̊u

λ = (DPDT )−1(DPΦTY − d) (4.5.25)

jehož dosazeńım do (4.5.24) źıskáme finálńı vztah pro odhad parametr̊u ve smyslu nejmenš́ıch
čtverc̊u při respektováńı omezeńı

Θ̂ =
(
P − PDT (DPDT )−1DP

)
ΦTY + PDT (DPDT )−1d (4.5.26)

Řešeńı uvažovaného problému pomoćı Lagrangeových multiplikátor̊u sice vede na kompliko-
vaněǰśı vztah, avšak pro jeho použit́ı neńı nutná specifikace jakéhokoliv parametru uživatelem
a výsledný odhad zaručeně splňuje omezeńı. Pokud by bylo zapotřeb́ı, lze k tomuto odhadu
dopoč́ıtat i kovariančńı matici chyby odhadu, jak je ukázáno např. v [62].
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4.5.2 Nerovnostńı omezeńı

V př́ıpadě nerovnostńıho omezeńı opět uvažujeme soustavu lineárńıch rovnic (4.5.12), avšak
omezeńı je dáno soustavou nerovnic zapsaných v maticové formě jako

dL ≤ DΘ ≤ dU (4.5.27)

kde D je známá matice o rozměrech m/n a dL, dU jsou známé vektory o m prvćıch. Ćılem je
nalézt odhad vektoru parametr̊u Θ̂ ve smyslu nejmenš́ıch čtverc̊u s ohledem na omezeńı (4.5.27),
tj. hledáme následuj́ıćı odhad

Θ̂ = arg min
Θ

1
2 [Y − ΦΘ]T [Y − ΦΘ] s.t. dL ≤ DΘ ≤ dU (4.5.28)

Tato formulace př́ımo vede na úlohu kvadratického programováńı, jako podskupinu metod pro-
gramováńı nelineárńıho. Bližš́ı představeńı metod kvadratického programováńı by bylo nad
rámec těchto skript i předmětu, proto se omeźıme jen na konstatováńı, že úlohu kvadratického
programováńı lze řešit mnoha softwarovými nástroji, mezi kterými můžeme zmı́nit program
MATLAB R© a jeho funkci lsqlin. Detailńı informace o metodách kvadratického programováńı
v rámci metody nejmenš́ıch čtverc̊u lze naj́ıt např. v [63].

4.6 Shrnut́ı

Proved’me shrnut́ı této kapitoly. Definovali jsme lineárńı regresńı modely a odvodili odhad
neznámých parametr̊u ve smyslu nejmenš́ıch čtverc̊u. Pak jsme se zabývali statistickými
vlastnostmi. Byl využit významný předpoklad, že regresńı proměnné jsou deterministické a
známé funkce. Poté jsme rozš́ı̌rili analýzu na obecné lineárńı nestranné odhady. Konkrétně jsme
odvodili odhady parametr̊u maj́ıćı nejmenš́ı kovariančńı matici a odhady s ohledem na lineárńı
omezeńı.

Lineárńı regrese je velmi prozkoumaná oblast. Rozsáhlá a kvalitńı publikace v češtině je [32] a
v angličtině např. [62]. Z oblasti ekonometrické literatury či časových řad např. uved’me [10],
[20], [33] - [36].
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Kapitola 5

Parametrizace model̊u

5.1 Klasifikace model̊u

V této kapitole se budeme zabývat významem a roĺı struktury modelu M . Zavedeme obecný
popis lineárńıch model̊u a výklad podpoř́ıme řadou př́ıklad̊u.

Nejprve se však budeme věnovat obecným poznámkám týkaj́ıćıch se klasifikace model̊u. Po-
znamenejme, že tohoto tématu jsme se dotkli již v 1. kapitole. Klasifikace může být provedena
podle r̊uzných kritéríı. Můžeme rozlǐsovat:

–
”
Intuitivńı“ či

”
mentálńı“ modely (např. pokud nejsou mraky na obloze, nebude pršet),

– Slovně popsané modely (např. r̊uzné pranostiky; poznamenejme, že slovo pranostika
pocháźı z řeckého slova

”
prognósis“, tedy předpověd’),

– Modely ve formě tabulek či graf̊u (např. impulsńı charakteristika),

– Matematické modely (např. algebraická, diferenčńı, či diferenciálńı rovnice),

– Fyzikálńı modely (např. funkčńı model technologického procesu, který ma stejné významné
charakteristiky jako zkoumaný reálný objekt).

Náplńı těchto skript je tvorba matematických model̊u. Zájem o matematické modely je ve
vědńıch discipĺınách motivován r̊uznými d̊uvody, např. potřebou źıskat popis zkoumaného
fyzikálńıho jevu nebo procesu pro predikci vývoje či źıskáńım prostředku pro návrh regulátoru,
filtru nebo detektoru poruch v systému. Matematické modely mohou být odvozeny dvěma
zp̊usoby (jak již bylo řečeno v 1. kapitole) a to:

– Matematickým modelováńım, které se odvolává na základńı zákony fyziky, matematiky,
chemie, biologie, ekonomie atd. Často využ́ıvá základńıch rovnic rovnováhy jako

”
čistá

akumulace = vstupńı tok - výstupńı tok“, což může být aplikováno na r̊uzné proměnné
jako energie, hmota, peńıze atd.

– Identifikaćı, která se zabývá navrhováńım (dynamických) model̊u z experimentálńıch dat
mnohdy bez znalosti vnitřńı princip̊u zkoumaného systému, např. z d̊uvodu jeho složitosti.
Jako př́ıklad může být uveden vývoj cen akcíı, který je ovlivněn nejen racionálńım,
ale i velmi nepředv́ıdatelným lidským chováńım znemožňuj́ıćım použ́ıt matematické
modelováńı. Proces identifikace v sobě zahrnuje źıskáńı dat, určeńı vhodné formy modelu,
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návrh identifikačńıho experimentu, určeńı parametr̊u modelu a ověřeńı tohoto modelu.

Matematické modely dynamických systémů mohou být klasifikovány opět z r̊uzných hledisek.
V následuj́ıćı části ukážeme řadu alternativńıch model̊u, které jsou nejčastěji použ́ıvány.

– Modely s jedńım vstupem a s jedńım výstupem (SISO) -
modely s v́ıce vstupy v́ıce výstupy (MIMO)

SISO modely se použ́ıvaj́ı k popisu proces̊u, kde existuje vliv jednoho vstupu (v angličtině
je použ́ıván termı́n

”
single input“) na jeden výstup (v angličtině

”
single output“). Jestliže

je použito v́ıce proměnných, hovoř́ıme o modelech s v́ıce vstupy (v angličtině
”
multi input“)

a v́ıce výstupy (v angličtině
”
multi output“) MIMO. Většina teoretických výsledk̊u plat́ı

pro MIMO modely, ačkoliv pro ilustraci často použ́ıváme modely SISO. Poznamenejme,
že modely s v́ıce vstupy a jedńım výstupem (MISO) jsou ve většině př́ıpad̊u snadno odvo-
ditelné obdobně jako modely SISO, zat́ımco modely s dvěma nebo v́ıce výstupy přinášej́ı
již strukturálńı problémy.

– Lineárńı modely - nelineárńı modely. Model je lineárńı, jestliže je např. popsán lineárńı di-
ferenčńı rovnićı. Až na některé výjimky se budeme zabývat v 1. d́ıle skript pouze lineárńımi
modely, zat́ımco ve 2. d́ıle i nelineárńımi.

– Parametrické modely - neparametrické modely. Parametrický model může být popsán
množinou parametr̊u. Jednoduché parametrické modely jsme použili již v kapitole 2. a
4. a na tyto modely se soustřed́ıme i v následuj́ıćıch kapitolách. Ve 3. kapitole byly uve-
deny př́ıklady neparametrických model̊u, které jsou reprezentovány grafem.

– Časově invariantńı modely - časově variantńı modely. Časově invariantńı modely jsou
určitě nejběžněǰśı. Pro časově variantńı modely je potřeba použ́ıt speciálńı identifikačńı
metody. V př́ıpadech, kdy parametry modelu se s časem měńı, mluv́ıme o sledováńı pa-
rametr̊u nebo identifikaci v reálném čase nebo též o filtraci, jak bude vidět ve 2. d́ıle
skript.

– Modely v časové oblasti - modely ve frekvenčńı oblasti. Typickými př́ıklady model̊u
v časové oblasti jsou diferenciálńı a diferenčńı rovnice, zat́ımco spektrálńı a logaritmická
frekvenčńı charakteristika jsou př́ıklady model̊u ve frekvenčńı oblasti. Převážná část skript
se zabývá modely v časové oblasti.

– Modely diskrétńı v čase - modely spojité v čase. Model diskrétńı v čase popisuje vztah
mezi vstupy a výstupy pouze v určitých časových okamžićıch. Budeme předpokládat
ekvidistantńı dobu mezi těmito okamžiky a tuto dobu uvažujme jako časovou jednotku.
Tud́ıž pro modely diskrétńı v čase, které maj́ı dominantńı postaveńı v těchto skriptech,
se už́ıvá čas t=1,2,... nebo k=1,2.... Poznamenejme, že modely spojité v čase ve formě
diferenciálńıch rovnic, mohou velmi dobře vyhovovat dat̊um diskrétńım v čase.

– Modely se soustředěnými parametry - modely s rozloženými parametry. Modely se
soustředěnými parametry jsou popsány nebo založeny na konečném počtu obyčejných di-
ferenciálńıch nebo diferenčńıch rovnic. Jestliže tento počet rovnic je nekonečný nebo model
je založen na parciálńıch diferenciálńıch rovnićıch, pak mluv́ıme o modelu s rozloženými
parametry. V těchto skriptech se omeźıme na modely se soustředěnými parametry.

– Deterministické modely - stochastické modely. U deterministického modelu výstup může
být zhruba řečeno přesně vypočten, jakmile vstupńı signál je známý. Naopak stochas-
tický model obsahuje náhodné složky popisuj́ıćı poruchy, které znemožňuj́ı takový přesný
výpočet. Ve skriptech se použ́ıvaj́ı převážně stochastické modely.
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Toto členěńı jistě neńı konečné. Mohli bychom pokračovat v klasifikaci model̊u např. na
fenomenologické, tj. vstupně-výstupńı, modely, které jsou použ́ıvány převážně v tomto d́ılu a
stavové modely, které budou převážně využ́ıvány ve 2. d́ılu těchto skript.

5.2 Struktura modelu

Budeme použ́ıvat následuj́ıćı obecnou formu struktury modelu

M(Θ) : y(t) = G(q−1; Θ)u(t) +H(q−1; Θ)e(t) (5.2.1)

Ee(t)eT (s) = Λ(Θ)δt,s

V (5.2.1) y(t) je ny dimenzionálńı výstup v čase t a u(t) je nu dimenzionálńı vstup. Dále e(t) je
b́ılý ne dimenzionálńı šum, tedy posloupnost nezávislých náhodných proměnných, zde nav́ıc se
stejným rozložeńım a s nulovou středńı hodnotou. V (5.2.1) je G(q−1; Θ) ny/nu dimenzionálńı
a H(q−1; Θ) ny/ne dimenzionálńı filtr. Argument q−1 označuje operátor zpětného posuvu,
to jest q−1u(t) = u(t − 1) atd. a δt,s = 0 pro t 6= s a δt,s = 1 pro t = s. Filtry G(q−1; Θ) a
H(q−1; Θ), stejně jako kovariančńı matice šumu Λ(Θ), jsou funkce vektoru parametr̊u Θ, který
předpokládáme nΘ dimenzionálńı. Často muśıme omezit Θ, aby leželo v podmnožině RnΘ. Tato
podmnožina je dána

D = {Θ | H−1(q−1; Θ) a H−1(q−1; Θ)G(q−1; Θ)

jsou asymptoticky stabilńı, Λ(Θ) je pozitivně semi-definitńı} (5.2.2)

Důvody pro zavedeńı těchto omezeńı v definici podmnožiny D budou zřejmé v následuj́ıćı
kapitole, kde bude ukázáno, že pro Θ ∈ D lze naj́ıt optimálńı prediktor y(t) za podmı́nky
známých dat {y(t− 1), u(t− 1), y(t− 2), u(t− 2), . . . , y(1), u(1)}. Poznamenejme, že H(q−1; Θ)
nemuśı být vždy uvažováno jako asymptoticky stabilńı. Modely s nestabilńım H(q−1; Θ)
mohou být užitečné pro popis např. driftu. Stacionárńı poruchy lze modelovat fakticky bez
omezeńı modelem (5.2.2), protože v́ıme, že podle věty o spektrálńı faktorizaci, každý stacionárńı
proces může být chápán jako výstup systému, který je reprezentován přenosovým operátorem
H(q−1; θ), na jehož vstupu je b́ılý šum, přičemžH(q−1; Θ) lze vždy naj́ıt tak, aby splňoval (5.2.2).

V následuj́ıćı části představ́ıme na př́ıkladech celou řadu typických a často použ́ıvaných
struktur modelu, které jsou speciálńımi př́ıklady obecného lineárńıho modelu (5.2.1), a zároveň
poṕı̌seme, jak G(q−1; Θ), H(q−1; Θ) a Λ(Θ) záviśı na Θ.

Př́ıklad 5.2.1 (ARMAX model)
Necht’ y(t) a u(t) jsou skalárńı signály a uvažujme strukturu modelu

A(q−1)y(t) = B(q−1)u(t) + C(q−1)e(t) (5.2.3)

kde

A(q−1) = 1 + a1q
−1 + ...+ anaq

−na

B(q−1) = b1q
−1 + ...+ bnbq

−nb (5.2.4)

C(q−1) = 1 + c1q
−1 + ...+ cncq

−nc
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Vektor parametr̊u je dán

Θ = [a1, . . . , ana, b1, . . . , bnb, c1, . . . , cnc]
T (5.2.5)

Model (5.2.3) může být explicitně zapsán jako diferenčńı rovnice

y(t)+a1y(t−1)+...+anay(t−na) = b1u(t−1)+...+bnbu(t−nb)+e(t)+c1e(t−1)+...+cnce(t−nc)
(5.2.6)

avšak vyjádřeńı (5.2.3) využ́ıvaj́ıćı polynomiálńı formalismus je pro teoretické použit́ı vhodněǰśı.
Je možné rozš́ı̌rit vektor parametr̊u o varianci šumu

λ2 = Ee2(t) (5.2.7)

pak

Θe = [ΘT , λ2]T

je nový vektor parametr̊u dimenze na+ nb+ nc+ 1.
Poznamenejme, že (5.2.3) může být snadno přepsáno ve smyslu relace (5.2.1), to jest

y(t) =
B(q−1)

A(q−1)
u(t) +

C(q−1)

A(q−1)
e(t)

Pak pro strukturu modelu (5.2.3) dostaneme

G(q−1; Θ) =
B(q−1)

A(q−1)

H(q−1; Θ) =
C(q−1)

A(q−1)
(5.2.8)

Λ(Θ) = λ2

Množina D je v tomto př́ıpadě zřejmě:

D = {Θ | Polynom C(q−1) má všechny nuly vně jednotkového kruhu}.
Běžněǰśı formulace požadavk̊u na Θ ∈ D je, že reciproký polynom

C∗(q) = qnc + c1q
nc−1 + ...+ cnc = qncC(q−1)

má všechny kořeny uvnitř jednotkového kruhu.
Poznámka . q má pro nás zejména význam operátoru časového posunu, tj. q−1y(t) = y(t− 1) a
qy(t) = y(t+ 1). Neńı nutné jej chápat nezbytně jako operátor z transformace.

Všimněme si několika d̊uležitých speciálńıch př́ıpad̊u (5.2.3).

• Pro nb = nc = 0 dostaneme autoregresńı model AR (z anglického
”
autoregressive“).

(Pak je modelována čistá časová posloupnost, časová řada, kde žádný vstupńı signál neńı
uvažován). V tomto př́ıpadě dostaneme

A(q−1)y(t) = e(t) (5.2.9)

Θ = [a1, . . . , ana]
T
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• Pro na = nb = 0 dostaneme klouzavý pr̊uměr MA (z anglického
”
moving average“). Pak

máme

y(t) = C(q−1)e(t) (5.2.10)

Θ = [c1, . . . , cnc]
T

• Pro nb = 0 dostaneme ARMA model

A(q−1)y(t) = C(q−1)e(t) (5.2.11)

Θ = [a1, . . . , ana, c1, . . . , cnc]
T

• Daľśı speciálńı př́ıpad je, když nc = 0. Struktura modelu pak přejde

A(q−1)y(t) = B(q−1)u(t) + e(t) (5.2.12)

Θ = [a1, . . . , ana, b1, . . . , bnb]
T

Tento model je někdy nazýván ARX (X je z anglického
”
exogenous“ a souviśı s použ́ıváńım

exogenńıch proměnných v ekonometrii, ř́ızený autoregresńı model). Tato struktura může být
v jistém smyslu chápána jako lineárńı regrese. Model (5.2.12) lze vskutku ekvivalentně zapsat
ve formě

y(t) = ϕT (t)Θ + e(t) (5.2.13)

kde

ϕ(t) = [−y(t− 1), . . . ,−y(t− na), u(t− 1), . . . , u(t− nb)]T

Nicméně poznamenejme, že regresory (prvky ϕ(t)) zde nejsou deterministické funkce. To
znamená, že analýza provedená ve 4. kapitole pro lineárńı regresńı modely, nemůže být
aplikována na př́ıpad (5.2.13). Důvodem je, že Φ neńı deterministická matice a nelze tedy
obecně v d̊ukazu věty 4.2.1 vytknout Φ† ze členu E[Φ†e], jak bylo ilustrováno i v podkapitole 2.5.

Př́ıklad 5.2.2 (Obecná struktura modelu SISO)
Struktura ARMAX (5.2.3) je do určité mı́ry obecná. Každý lineárńı systém konečného řádu se
stacionárńı poruchou maj́ıćı racionálńı spektrálńı hustotu může být popsán ARMAX modelem.
(Samozřejmě na, nb, nc i Θ a λ nabývaj́ı určitých hodnot, které jsou r̊uzné př́ıpad od př́ıpadu.)
Nicméně, pro parametrizaci lineárńıch systémů konečného řádu existuj́ı i obecněǰśı cesty.
Zaved’me následuj́ıćı strukturu

A(q−1)y(t) =
B(q−1)

F (q−1)
u(t) +

C(q−1)

D(q−1)
e(t), E(e2(t)) = λ2 (5.2.14)

kde A(q−1), B(q−1), C(q−1) jsou jako v (5.2.4) a

D(q−1) = 1 + d1q
−1 + ...+ dndq

−nd

F (q−1) = 1 + f1q
−1 + ...+ fnfq

−nf (5.2.15)

Vektor parametr̊u je v tomto př́ıpadě

Θ = [a1, . . . , ana, b1, . . . , bnb, c1, . . . , cnc, d1, . . . , dnd, f1, . . . , fnf ]T (5.2.16)
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Faktem je, že zř́ıdka v praxi existuje d̊uvod pro použit́ı této struktury modelu v jeho obecné
podobě. Při praktickém použit́ı je jeden nebo v́ıce polynomů rovno jedné. Např. ARMAX model
dostaneme pro nd = nf = 0, to jest D(q−1) = F (q−1) = 1. Význam formy (5.2.14) spoč́ıvá
v jej́ı obecnosti, protože zahrnuje řadu d̊uležitých forem jako speciálńı př́ıpady. To znamená,
že můžeme popisovat a analyzovat, v př́ıpadě použit́ı (5.2.14), několik př́ıpad̊u najednou. Při
použit́ı (5.2.14) dostaneme

G(q−1; Θ) =
B(q−1)

A(q−1)F (q−1)
(5.2.17)

H(q−1; Θ) =
C(q−1)

A(q−1)D(q−1)

Λ(Θ) = λ2

Ukažme v následuj́ıćım některé speciálńı př́ıpady

• Jestliže nd = nf = 0 dostaneme ARMAX model

A(q−1)y(t) = B(q−1)u(t) + C(q−1)e(t) (5.2.18)

a jeho r̊uzné varianty, které jsou diskutovány v př́ıkladu 5.1.1.

• Jestliže na = nc = nd = 0 dostaneme

y(t) =
B(q−1)

F (q−1)
u(t) + e(t) (5.2.19)

V tomto př́ıpadě H(q−1; Θ) = 1. Můžeme také ř́ıci, že v (5.2.19) jsou popsány poruchy
bez dynamiky a že vstupuj́ı př́ımo na výstup. Strukturu (5.2.19) budeme někdy nazývat
model chyby výstupu, protože (5.2.19) implikuje, že

e(t) = y(t)− B(q−1)

F (q−1)
u(t) (5.2.20)

je chyba výstupu, to jest rozd́ıl mezi měřitelným výstupem y(t) a
”
deterministickou

výstupńı komponentou B(q−1)/F (q−1)u(t)“.

• Jestliže na = 0 dostaneme strukturu

y(t) =
B(q−1)

F (q−1)
u(t) +

C(q−1)

D(q−1)
e(t) (5.2.21)

Speciálńı vlastnost́ı této struktury je, že G(q−1; Θ) a H(q−1; Θ) nemaj́ı oproti (5.2.17)
žádné společné parametry. V určitých př́ıpadech, to může mı́t pozitivńı vliv na výsledky
identifikace v určitých př́ıpadech.

Doposud jsme se zabývali pouze lineárńımi modely. V mnohých př́ıpadech však může vznik-
nout nelineárńı dynamika. Někdy nelinearita vznikne pouze nelineárńı transformaćı signál̊u
obsažených v modelu. Takové př́ıpady ovšem mohou být zahrnuty do lineárńıho rámce pouhým
předefinováńım veličin. Demonstrujme tuto situaci na Hammersteinově modelu.
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Př́ıklad 5.2.3 (Hammerstein̊uv model)
Uvažujme skalárńı model

A(q−1)y(t) = B1(q−1)u(t) +B2(q−1)u2(t) + ...+Bm(q−1)um(t) + e(t) (5.2.22)

Nelinearity v tomto modelu vznikaj́ı jako mocniny vstupu u(t). Definováńım nového umělého
vstupu

ū(t) =


u(t)
u2(t)

...
um(t)


a položeńım

B̄(q−1) = [B1(q−1), B2(q−2), . . . , Bm(q−m)]

můžeme zapsat model (5.2.22) takto:

A(q−1)y(t) = B̄(q−1)ū(t) + e(t) (5.2.23)

Model (5.2.23) je již standardńı lineárńı model, jestliže chápeme ū(t) jako vstupńı signál. Takže
použit́ım ū(t) jako vstupu jsme źıskali lineárńı model. To znamená, že pro odhad parametr̊u
můžeme využ́ıt stejnou techniku jako pro lineárńı modely. Poznamenejme, že identifikaci
nelineárńıch model̊u je věnována pozornost v kapitole 9.

Poznámka . Jak již bylo zmı́něno, operátor q−1 znač́ı zpětný posuv v čase, tj. q−1u(t) = u(t−1).
Pokud však provedeme substituci q−1 = e−iωτ , kde i znač́ı imaginárńı proměnnou, ω frekvenci
signálu a τ periodu vzorkováńı, pak lze převést model (5.2.14) v časové oblasti do oblasti frek-
venčńı. Model ve frekvenčńı oblasti je vhodný např. pro výpočet ustáleného ześıleńı, které je
dáno modelem při uvažováńı ω = 0, tj. kdy q−1 = e0 = 1. Modely ve frekvenčńı oblasti jsou
krátce diskutovány v kapitole 3.

5.3 Jednoznačnost

Až doposud jsme se zabývali popisem obecné struktury modelu (5.2.1) pro lineárńı modely.
Ukázali jsme také několik typických př́ıklad̊u. Věnujme se nyńı otázce, jak určit vhodnou
strukturu modelu z daných dat. V této chv́ıli považujme za postačuj́ıćı uvést, že je v́ıce faktor̊u,
které maj́ı vliv na výběr struktury modelu. Uved’me čtyři nejd̊uležitěǰśı:

– Flexibilita. Struktura modelu by měla umožnit úplný popis dynamického chováńı zkou-
maného systému ve všech jeho pracovńıch módech, které mohou být očekávány při běhu
systému. Důležitý je jak počet volných parametr̊u, tak zp̊usob jak jsou vloženy do modelu.

– Úspornost. Struktura modelu by měla být úsporná. To znamená, že model by měl obsa-
hovat nejmenš́ı počet volných parametr̊u, které jsou zapotřeb́ı k adekvátńı reprezentaci
skutečného systému.

– Algoritmická složitost. Některé identifikačńı metody, jako např. metoda chyby predikce
(z anglického názvu

”
prediction error method“, PEM) viz 6. kapitola, mohou být apli-

kovány pro r̊uzné struktury model̊u. Avšak vybraná forma struktury může značně ovlivnit
množstv́ı potřebných výpočetńıch operaćı.
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– Vlastnosti kriteriálńı funkce. Asymptotické vlastnosti odhad̊u źıskaných metodou chyby
predikce významně záviśı na ztrátové funkci. Výskyt lokálńıch minim i neexistence jediného
globálńıho minima jsou velmi závislé na použité struktuře modelu a i kriteriálńı funkci.

Měli bychom si všimnout jedné otázky, která se vztahuje k úspornosti a to, za jakých
podmı́nek může být daný systém adekvátně a jednoznačně popsán v rámci určité struktury
modelu. Abychom mohli tento problém formalizovat, muśıme zavést na systém generuj́ıćı
data u(1), y(1), u(2), y(2), ... nějaké předpoklady. Ovšem takové předpoklady jsou potřebné
pouze pro analýzu. Aplikace identifikačńı techniky neńı striktně závislá na platnosti takových
předpoklad̊u, protože je nutno vźıt v úvahu řadu daľśıch okolnost́ı (inženýrský pohled).
Předpokládejme tedy, že skutečný systém je lineárńı, diskrétńı a že je rušen signálem s racionálńı
spektrálńı hustotou. Takže

y(t) = Gs(q
−1)u(t) +Hs(q

−1)es(t) (5.3.1)

Ees(t)e
T
s (l) = Λsδt,l

kde index s označuje
”
skutečný“ systém a δt,l = 0 pro t 6= l a δt,l = 1 pro t = l. Zaved’me nyńı

množinu parametr̊u Θ

DT (S,M) = {Θ | Gs(q−1) ≡ G(q−1; Θ), Hs(q
−1) ≡ H(q−1; Θ), Λs = Λ(Θ)} (5.3.2)

Můžeme ř́ıci, že množina DT (S,M) se skládá z takových parametr̊u, pro které struktura modelu
umožňuje dokonalý popis skutečného systému. Mohou vzniknout tři situace:

– Množina DT (S,M) je prázdná. To znamená, že nemůže být źıskán přesný popis systému
v M , bez ohledu na výběr parametr̊u. Můžeme ř́ıci, že struktura modelu byla vybrána
př́ılǐs

”
malá“ nebo má př́ılǐs málo parametr̊u k adekvátńımu popisu systému. Jako př́ıklad

zde můžeme uvést situaci z 2. kapitoly, kdy generátor dat byl systém S2 ve struktuře
ARMAX s parametry Θ = {a, b, c}, avšak model použitý metodou nejmenš́ıch čtverc̊u byl
ve struktuře ARX odpov́ıdaj́ıćı struktuře S1, tj. pouze s parametry Θ = {a, b}.

– Množina DT (S,M) obsahuje jeden bod. Označme jej Θ∗. To je samozřejmě ideálńı situace.
Vektor Θ∗ bude skutečný vektor parametr̊u. Jako př́ıklad zde můžeme uvést opět situaci
z 2. kapitoly, kdy jak generátor dat, tak i model použitý metodou nejmenš́ıch čtverc̊u, byl
ve struktuře ARX popisu S1. Tedy, jak generátor, tak i model uvažovaly stejný vektor
parametr̊u Θ = {a, b}.

– Množina DT (S,M) obsahuje několik bod̊u. Neexistuje jediný model v rámci model̊u
dávaj́ıćıch přesný popis systému. Při hledáńı odhad̊u parametr̊u můžeme pak očekávat
numerické problémy. Taková situace je někdy označována jako přeparametrizace. Pokud
bychom se opět vrátili k model̊um v kapitole 2, tato situace by nastala, pokud by ge-
nerátor byl dán systémem S1 s jednoduchou ARX strukturou, kdežto model pro metodu
nejmenš́ıch čtverc̊u by byl S2, tj. měl by složitěǰśı strukturu s v́ıce parametry.

Poznamenejme, že v reálných aplikaćıch bez dostatečného fyzikálńıho náhledu týkaj́ıćı se chováńı
zkoumaného systému, lze prostředńı situaci považovat za velmi nepravděpodobnou.
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5.4 Identifikovatelnost

V této části kapitoly budeme zkoumat pojem identifikovatelnost. Tento pojem může být
zaveden r̊uznými zp̊usoby, ale s ohledem na naše ćıle je vhodný následuj́ıćı zp̊usob.

Použijeme-li v parametrickém modelu strukturu M , identifikačńı metodu I a experimentálńı
podmı́nky X, výsledný odhad budeme nazývat Θ̂(N ;S,M, I,X). Zřejmě odhad nezáviśı pouze
na I, M , X, ale také na množstv́ı dat N a skutečném systému S. Pak ř́ıkáme, že systém S je
identifikovatelný systém za podmı́nek M, I a X, zkráceně SI(M, I,X), jestliže

Θ̂(N ;S,M, I,X)→ DT (S,M), N →∞ (5.4.1)

Pro SI(M, I,X) je zejména požadováno, aby množina byla DT (S,M) neprázdná. Jestliže tato
množina obsahuje v́ıce než jeden bod, pak (5.4.1) muśı být interpretováno jako

lim
N→∞

inf
Θ∈DT (S,M)

‖ Θ̂(N ;S,M, I,X)−Θ ‖= 0 (5.4.2)

Můžeme dále ř́ıkat, že systém S je parametricky identifikovatelný za podmı́nky M, I a X,
zkráceně PI(M, I,X), jestliže SI(M, I,X) a DT (S,M) se skládaj́ı přesně z jednoho prvku. To
je ideálńı př́ıpad. Jestliže systém je PI(M, I,X), pak odhad parametr̊u bude jediný pro velké
N a také konsistentńı, to jest konverguje ke skutečné hodnotě, jak je dáno v definici DT (S,M).

5.5 Chyba modelu

Výše představené pojmy jednoznačnost a identifikovatelnost jsou velmi d̊uležité z pohledu te-
oretické analýzy identifikačńıch metod. Z praktického pohledu, kdy neznáme skutečnou struk-
turu systému (tj. generátoru dat), jsou však obt́ıžně vyhodnotitelné a namı́sto těchto pojmů se
můžeme setkat s pojmem chyba modelu (v anglicky psané literatuře označované jako

”
model

error“ [62], [71]). Chyba modelu je definována jako rozd́ıl mezi výstupem reálného systému a
predikćı jeho výstupu určeného na základě modelu a minulých dat1. Chyba modelu vzniká ze
dvou d̊uvod̊u [71]:

1. Model neńı dostatečně flexibilńı a neumožňuje dostatečně přesný popis chováńı systému.
Jako př́ıklad můžeme uvést situaci, kdy systém je druhého řádu, zat́ımco uvažovaný model
je řádu prvńıho. Tato chyba je označována jako bias modelu.

2. Model neńı dostatečně jednoduchý, tj. řád modelu je nerealisticky vysoký, a je k dispo-
zici málo trénovaćıch dat. Pak uvažovaná struktura modelu má mnoho stupň̊u volnosti a
výsledný identifikovaný model je výrazně ovlivněn př́ıpadnými odhlehlými měřeńımi (nebo-
li tzv, outliery), na který se model identifikaćı adaptuje. Č́ım v́ıce je model adaptován na
danou trénovaćı množinu dat, t́ım větš́ı chybu modelu lze očekávat (jak při úloze interpo-
lace, tak i extrapolace2). Tato chyba, která roste s rostoućım zvoleným řádem modelu, je
označována jako variance modelu.

1Z hlediska terminologie zavedené v následuj́ıćıch kapitolách, lze chybu modelu chápat jako chybu predikce
výstupu.

2Pod pojmem interpolace lze rozumět vyhodnoceńı modelu v bodě, který spadá do rozsahu trénovaćıch dat,
zat́ımco pod pojmem extrapolace lze rozumět vyhodnoceńı modelu v bodě, který spadá mimo rozsah trénovaćıch
dat.
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Při výběru či volbě řádu (a struktury) modelu je tak nutné vźıt v potaz jak vliv biasu, tak
i variance modelu, a naj́ıt takový řád modelu minimalizuj́ıćı celkovou chybu. Volba vhodné
struktury modelu je tak rekurzivńı proces.

5.6 Shrnut́ı

Tato kapitola se zabývala r̊uznými aspekty výběru struktury modelu. Nejprve jsme popsali
r̊uzné zp̊usoby klasifikace struktur model̊u. Pak jsme zavedli obecnou formu struktury modelu
pro lineárńı systémy a omezeńı na parametry modelu. Na př́ıkladech byla ukázána řada dobře
známých struktur, které mohou být chápány jako speciálńı př́ıpad obecné formy (5.2.1).
Konečně byly zavedeny některé pojmy týkaj́ıćı se identifikovatelnosti.

Ucelený výklad parametrizace je dán např. v [18]. Parametrizaćı se zabývaj́ı dále např. práce
[20], [38], [40], [41]. Algoritmy spektrálńı faktorizace poskytuje [39].
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Kapitola 6

Metoda chyby predikce

V této a př́ı̌st́ı kapitole se budeme zabývat identifikačńımi metodami, které jsou aplikovatelné
pro širš́ı tř́ıdu model̊u než tomu bylo v př́ıpadě metody nejmenš́ıch čtverc̊u. Nyńı se budeme
věnovat tzv. metodám chyby predikce, v 7. kapitole metodám př́ıdavné proměnné.

Metoda chyby predikce, v anglicky psané literatuře označované jako “prediction error method,
PEM”, může být v jistém smyslu chápána jako rozš́ı̌reńı základńı myšlenky metody nejmenš́ıch
čtverc̊u pro složitěǰśı modely. Ve 2. kapitole bylo ilustrováno, že metoda nejmenš́ıch čtverc̊u
poskytuje asymptoticky nestranné odhady jen pro modely ve struktuře ARX. Pro složitěǰśı mo-
dely, např. ARMAX model obsahuj́ıćı korelovanou poruchu, jsou odhady poskytnuté metodou
nejmenš́ıch čtverc̊u stranné. Základńı myšlenka v této kapitole představené metody chyby pre-
dikce spoč́ıvá v nalezeńı optimálńıho prediktoru pro uvažovaný (libovolně složitý) model a pak
v následném odhadu parametr̊u prediktoru vedoućı na minimálńı hodnotu kvadrátu chyby pre-
dikce. Tedy metodu chyby predikce muśıme chápat sṕı̌se jako koncept, zahrnuj́ıćı mimo jiné i
metodu nejmenš́ıch čtverc̊u jako speciálńı př́ıpad, než jako jeden konkrétńı algoritmus.

6.1 Optimálńı predikce

Použit́ı modelu źıskaného z identifikace je r̊uzné. Zálež́ı na ćıli, př́ıčině modelováńı. Společná
vlastnost mnohých aplikaćı je použit́ı modelu pro predikci. Poznamenejme, že použit́ı modelu
pro predikci je často neoddělitelné od funkce modelu jako základu pro syntézu ř́ıdićıho či
estimačńıho systému. V takovém př́ıpadě je významné vědět v čase t, jak bude pravděpodobně
vypadat výstup v čase t+ 1, abychom mohli navrhnout vhodný ř́ıdićı zásah, to jest určit vstup
u(t).

Intuitivně má tedy smysl určit vektor parametr̊u Θ uvažovaného modelu tak, aby chyba predikce

ε(t,Θ) = y(t)− ŷ(t | t− 1; Θ) (6.1.1)

byla malá.

V (6.1.1) ŷ(t | t − 1; Θ) označuje optimálńı predikci y(t) ve smyslu středńı kvadratické chyby
z dat až do času t − 1 (to jest y(t − 1), u(t − 1), y(t − 2), u(t − 2), . . . , y(1), u(1)) založenou
na modelu s vektorem parametr̊u Θ. Otázka zńı, jak naj́ıt postup výpočtu ŷ(t | t − 1; Θ).
Pro ilustraci uved’me nejdř́ıve př́ıklad. Pak se budeme zabývat optimálńı predikćı pro model s
obecnou lineárńı strukturou.
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Př́ıklad 6.1.1 (Predikce pro ARMAX model)
Uvažujme tuto strukturu modelu

y(t) + ay(t− 1) = bu(t− 1) + e(t) + ce(t− 1) (6.1.2)

kde {e(t)} je b́ılý šum s nulovou středńı hodnotou a známou varianćı λ2. Vektor parametr̊u je

Θ = [a, b, c]T

a je taktéž znám. Výstup v čase t pak zřejmě splňuje

y(t) = [−ay(t− 1) + bu(t− 1) + ce(t− 1)] + [e(t)] (6.1.3)

Dva členy na pravé straně (6.1.3) jsou nezávislé, jelikož e(t) je b́ılý šum. Jestliže y∗(t) je predikce
y(t) (založená na datech až do času (t− 1)), dostaneme

E[y(t)− y∗(t)]2 = E
[
(−ay(t− 1) + bu(t− 1) + ce(t− 1)− y∗(t))2

]
+ λ2 ≥ λ2 (6.1.4)

Takže zřejmě dolńı mez variance chyby predikce je λ2. Optimálńı predikce ŷ(t | t − 1; θ) je
charakteristická t́ım, že variance př́ıslušné chyby predikce je minimálńı. Můžeme źıskat tedy
rovnost v (6.1.4)? Jestliže ano, pak predikce muśı splňovat

ŷ(t | t− 1; Θ) = −ay(t− 1) + bu(t− 1) + ce(t− 1) (6.1.5)

Problém s predikćı ve formě (6.1.5) je samozřejmě v tom, že veličina e(t − 1) neńı měřitelná.
Takže odsud nelze př́ımo generovat ŷ(t | t − 1; Θ). Avšak lze provést rekonstrukci neměřitelné
poruchy e(t−1) z naměřených dat y(t−2), u(t−2), ..., y(1), u(1) jak bude ukázáno dále. Užit́ım
(6.1.2) dostaneme

ŷ(t | t− 1; Θ) = −ay(t− 1) + bu(t− 1) + c[y(t− 1) + ay(t− 2)− bu(t− 2)− ce(t− 2)]

= (c− a)y(t− 1) + acy(t− 2) + bu(t− 1)− bcu(t− 2)

− c2[y(t− 2) + ay(t− 3)− bu(t− 3)− ce(t− 3)]

= (c− a)y(t− 1) + (ac− c2)y(t− 2)− ac2y(t− 3) + bu(t− 1)

− bcu(t− 2) + bc2u(t− 3) + c3e(t− 3)

= ... =
t−1∑
i=1

(c− a)(−c)i−1y(t− i)− a(−c)t−1y(0)

+ b
t∑
i=1

(−c)i−1u(t− i)− (−c)te(0) (6.1.6)

Jestliže předpokládáme, že | c |< 1, což je splněno podle definice pro Θ ∈ D, můžeme pro velké t
zanedbat posledńı člen v (6.1.6), jehož vliv s přibývaj́ıćım časem klesá. Zanedbáńım posledńıho
členu, nabývá prediktor (6.1.6) následuj́ıćı formy

ŷ(t | t− 1; Θ) =

t−1∑
i=1

(c− a)(−c)i−1y(t− i)− a(−c)t−1y(0) + b

t∑
i=1

(−c)i−1u(t− i) (6.1.7)

která je již realizovatelná, tj. záviśı pouze na známých veličinách. Výraz (6.1.7) však neńı vhodný
pro praktickou implementaci, protože v každém časovém okamžiku vyžaduje zpracováńı celé
sekvence měřených dat. Pro nalezeńı vhodněǰśıho algoritmu je užitečné rozepsat součet na pravé
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straně, a pak je zřejmé, že přičteńım výrazu cŷ(t − 1 | t − 2; Θ) na obě strany (6.1.7) se pravá
strana zjednoduš́ı a dostaneme

ŷ(t | t− 1; Θ) + cŷ(t− 1 | t− 2; Θ) = (c− a)y(t− 1) + bu(t− 1) (6.1.8)

což umožňuje jednoduchý rekurzivńı výpočet optimálńı predikce. Chyba predikce ε(t,Θ), bude
popsána podobnou rekurźı. Snadno źıskáme

ε(t,Θ) + cε(t− 1,Θ) = y(t) + cy(t− 1)− [(c− a)y(t− 1) + bu(t− 1)]

= y(t) + ay(t− 1)− bu(t− 1) (6.1.9)

Rekurze (6.1.9) vyžaduje použ́ıt počátečńı hodnotu ε(0,Θ), která je však neznámá. Uvedený
problém lze však vyřešit ve většině př́ıpad̊u položeńım ε(0,Θ) = 0. Protože podle předpokladu
| c |< 1, efekt této nepřesnosti bude mı́t s přibývaj́ıćım časem klesaj́ıćı význam.

Uved’me k předchoźımu několik poznámek. Nejprve si povšimněme podobnosti mezi modelem
(6.1.2) a rovnićı (6.1.9) pro chybu predikce ε(t,Θ)! Dále je vhodné ukázat, že optimálńı pre-
diktor je možné odvodit mnohem snáze pomoćı a v kompaktńı formě použit́ım polynomiálńıho
formalismu. Výstup modelu (6.1.2) může být zapsán

y(t) =
bq−1

1 + aq−1
u(t) +

1 + cq−1

1 + aq−1
e(t)

=

(
bq−1

1 + aq−1
u(t) +

(c− a)q−1

1 + aq−1
e(t)

)
+ e(t)

=

(
bq−1

1 + aq−1
u(t) +

(c− a)q−1

1 + aq−1

1

1 + cq−1
[(1 + aq−1)y(t)− bq−1u(t)]

)
+ e(t)

=

(
bq−1

(1 + aq−1)(1 + cq−1)
[(1 + cq−1)− (c− a)q−1]u(t) +

(c− a)q−1

1 + cq−1
y(t)

)
+ e(t)

a tedy dostaneme

ŷ(t | t− 1; Θ) =
bq−1

1 + cq−1
u(t) +

(c− a)q−1

1 + cq−1
y(t) (6.1.10)

což je jen jiná forma (6.1.8). Poznamenejme, že (6.1.10) je vlastně filtr s nekonečnou impulsńı
odezvou a v takovém př́ıpadě by měla být známa data na nekonečném intervalu, aby statistické
vlastnosti chyby predikce ε(t,Θ) (6.1.1) nabyly ustáleného stavu. Pak vliv počátečńıch hodnot
ε(0,Θ) v (6.1.9) zanedbatelný.
Přestože polynomiálńı formalismus umožňuje rychlé a elegantńı odvozeńı optimálńı predikce,
pro praktickou implementaci prediktoru může být diferenčńı rovnice ve formě (6.1.8) vhodněǰśı.
Např́ıklad, pro realizaci prediktoru v prostřed́ı MATLAB R© je vhodná diferenčńı rovnice
(6.1.8), zat́ımco pro realizaci v grafickém prostřed́ı MATLAB R© Simulink je vhodná forma
s přenosovými funkcemi (6.1.10). Samozřejmě výsledek (6.1.10) může být snadno přepsán na
diferenčńı rovnici (6.1.8) a naopak.

Nyńı uvažujme obecný lineárńı model

y(t) = G(q−1; Θ)u(t) +H(q−1; Θ)e(t)

Ee(t)eT (s) = Λ(Θ)δt,s, (6.1.11)
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který byl zaveden v (5.2.1). Předpokládejme, že G(0; Θ) = 0, H(0; Θ) = I a necht’ H−1(q−1; Θ) a
H−1(q−1; Θ)G(q−1; Θ) jsou asymptoticky stabilńı, to jest Θ ∈ D, jak je definováno v (5.2.2). Op-
timálńı predikci je pak možno snadno nalézt s využit́ım polynomiálńıho formalismu následuj́ıćım
zp̊usobem. Model (6.1.11) lze psát

y(t) = G(q−1; Θ)u(t) + [H(q−1; Θ)− I]e(t) + e(t)

= {G(q−1; Θ)u(t) + [H(q−1; Θ)− I]H−1(q−1; Θ)[y(t)−G(q−1; Θ)u(t)]}+ e(t)

= {H−1(q−1; Θ)G(q−1; Θ)u(t) + [I −H−1(q−1; Θ)]y(t)}+ e(t) (6.1.12)

Tud́ıž, výsledný tvar jednokrokového prediktoru je

ŷ(t | t− 1; Θ) = H−1(q−1; Θ)G(q−1; Θ)u(t) + [I −H−1(q−1; Θ)]y(t) (6.1.13)

ŷ(t | t− 1; Θ) = L1(q−1; Θ)y(t) + L2(q−1; Θ)u(t) (6.1.14)

kde

L1(q−1; Θ) = [I −H−1(q−1; Θ)]

L2(q−1; Θ) = H−1(q−1; Θ)G(q−1; Θ)

Chyba predikce pak zřejmě splňuje následuj́ıćı vztah

ε(t,Θ) = e(t) = H−1(q−1; Θ)[y(t)−G(q−1; Θ)u(t)] (6.1.15)

Poznamenejme, že rovnost ε(t,Θ) = e(t) je nutné chápat jako asymptotickou, tj. kdy t → ∞,
pokud nejsou zcela shodné počátečńı podmı́nky systému (generátoru dat) a prediktoru. Také
bychom měli zmı́nit, že použit́ı množiny D, která byla zavedena v (5.2.2) přesně znamená,
že jsme se omezili na takové hodnoty Θ, že predikce (6.1.13) je asymptoticky stabilńı. Pro
konkrétńı př́ıpad uvažovaný v př́ıkladu 6.1.1 máme

G(q−1; Θ) =
bq−1

1 + aq−1
H(q−1; Θ) =

1 + cq−1

1 + aq−1
.

což, vzhledem k (6.1.13), vede na výraz

ŷ(t | t− 1; Θ) =
1 + aq−1

1 + cq−1

bq−1

1 + aq−1
u(t) +

(
1− 1 + aq−1

1 + cq−1

)
y(t)

=
bq−1

1 + cq−1
u(t) +

(c− a)q−1

1 + cq−1
y(t)

plně shodný se vztahem (6.1.10).

Bylo ukázáno, jak vypoč́ıtat optimálńı predikci a chybu predikce pro obecný lineárńı model.
K odvozeńı predikce bylo využito předpokladu, že e(t) v (6.1.11) je b́ılý šum. Predikci (6.1.13)
můžeme použ́ıt i tehdy, jestliže tento předpoklad nebude splněn. Pak ovšem samozřejmě
nedostaneme optimálńı prediktor.
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6.2 Analýza metody nejmenš́ıch čtverc̊u

Ve 4. kapitole jsme použili metodu nejmenš́ıch čtverc̊u na lineárńı statické regresńı modely.
Odvozené výsledky záviśı pouze na algebraické struktuře. V této subkapitole ukážeme aplikaci
metody i na dynamické modely. Bude vidět, že statistická analýza ze 4. kapitoly automaticky
neplat́ı pro tento typ model̊u.
Pro aplikaci lineárńı regrese na dynamické modely uvažujme

A(q−1)y(t) = B(q−1)u(t) + ε(t) (6.2.1)

kde

A(q−1) = 1 + a1q
−1 + ...+ anaq

−na

B(q−1) = b1q
−1 + ...+ bnbq

−nb

V (6.2.1) člen ε(t) označuje chybu rovnice. Model (6.2.1) lze ekvivalentně vyjádřit jako

y(t) = ϕT (t)Θ + ε(t) (6.2.2)

kde

ϕT (t) = [−y(t− 1), . . . ,−y(t− na), u(t− 1), . . . , u(t− nb)]
Θ = [a1, . . . , ana, b1, . . . , bnb]

T

Model (6.2.2) je formálně shodný s těmi modely, kterými jsme se zabývali ve 4. kapitole. Vı́me
proto, že optimálńı odhad parametr̊u ve smyslu minimalizace kritéria

VN (Θ) =
1

N

N∑
t=1

ε2(t) (6.2.3)

je

Θ̂ = [
1

N

N∑
t=1

ϕ(t)ϕT (t)]−1[
1

N

N∑
t=1

ϕ(t)y(t)] (6.2.4)

Tato identifikačńı metoda je známa pod názvem metoda nejmenš́ıch čtverc̊u. Někdy se použ́ıvá
též název ”metoda chyby rovnice”, protože se minimalizuje chyba rovnice.

Je zřejmé, že diskuse týkaj́ıćı se algoritmu výpočtu Θ̂ provedená ve 4. kapitole plat́ı i zde, jelikož
algebraická struktura odhadu je stejná. Pro statistické vlastnosti odhadu je však rozhoduj́ıćı, zda
ϕ(t) je předem daná, jako tomu bylo ve 4. kapitole nebo zda se jedná o realizaci stochastického
procesu, tak jako v (6.2.2).
Proved’me analýzu odhadu (6.2.4) pro model (6.2.1), (6.2.2). Předpokládejme, že data splňuj́ı

A0(q−1)y(t) = B0(q−1)u(t) + v(t) (6.2.5)

nebo-li
y(t) = ϕT (t)Θ0 + v(t) (6.2.6)

kde Θ0 je vektor skutečných parametr̊u a {v(t)} je stacionárńı stochastický proces nezávislý na
vstupńım signálu.
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Kvalitu odhadu Θ̂ jsme v kapitole 4 posuzovali prostřednictv́ım strannosti a konzistence odhadu.
Pro analýzu kvality odhadu metodou nejmenš́ıch čtverc̊u je tedy vhodné zavést následuj́ıćı chybu
odhadu.

Θ̂−Θ0 =

(
1

N

N∑
t=1

ϕ(t)ϕT (t)

)−1(
1

N

N∑
t=1

ϕ(t)y(t)− { 1

N

N∑
t=1

ϕ(t)ϕT (t)}Θ0

)

=

(
1

N

N∑
t=1

ϕ(t)ϕT (t)

)−1(
1

N

N∑
t=1

ϕ(t){ϕTΘ0 + v(t)} − { 1

N

N∑
t=1

ϕ(t)ϕT (t)}Θ0

)

=

(
1

N

N∑
t=1

ϕ(t)ϕT (t)

)−1(
1

N

N∑
t=1

ϕ(t)v(t)

)
(6.2.7)

Nyńı je zřejmé, že odhad Θ̂ je konsistentńı (Θ̂→ Θ0, když N →∞), jestliže

E[ϕ(t)ϕT (t)] je nonsingulárńı (6.2.8)

a
E[ϕ(t)v(t)] = 0 (6.2.9)

Podmı́nka (6.2.8) je splněna v mnoha př́ıpadech. Nicméně jsou př́ıpady, kdy tomu tak neńı:

– vstup neńı trvale budićı alespoň dostatečného řádu,

– výstup systému neobsahuje šum (v(t) ≡ 0), popř. řád modelu je vybrán př́ılǐs vysoký,

– vstup u(t) je generován lineárńı zpětnou vazbou od výstupu př́ılǐs ńızkého řádu.

Na rozd́ıl od podmı́nky (6.2.8), neńı podmı́nka (6.2.9) splněna ve většině př́ıpad̊u. Výjimkou je
ta situace, kdy porucha v(t) je b́ılý šum se středńı hodnotou nula, pak je rovnost (6.2.9) jistě
splněna. Avšak, jestliže v(t) neńı b́ılý šum, pak bude nejsṕı̌se korelován s minulými výstupy,
protože y(t) záviśı podle (6.2.5) na v(s) pro s ≤ t, a tedy vztah (6.2.9) neplat́ı. Jak bylo výše
ukázáno, i když metoda nejmenš́ıch čtverc̊u je relativně jednoduchá, poskytuje konsistentńı para-
metrické odhady při splněńı dosti tvrdých podmı́nek. V některých př́ıpadech problémy s konsis-
tenćı odhadu mohou být tolerovány. Např́ıklad, jestliže je poměr signál šum velký, bude strannost
odhadu malá. Rovněž při syntéze regulátoru, který je založen na identifikovaném modelu, může
být strannost přijatelná, protože dobře navržený regulátor by měl mı́t uzavřený systém necitlivý
na parametrické změny v otevřené smyčce. Avšak v jiných situaćıch může být značně d̊uležité
požadovat konsistentńı odhady parametr̊u. Proto jsou v této a následuj́ıćı kapitole ukázány dvě
modifikace metody nejmenš́ıch čtverc̊u, které dávaj́ı konsistentńı odhad při mnohem slabš́ıch
omezeńıch. O jaké modifikace jde:

– Minimalizace chyby predikce zvolenou (detailńı) strukturu modelu odpov́ıdaj́ıćı generátoru
dat. Tato myšlenka vede na metodu chyby predikce, kterou se budeme zabývat v této
kapitole.

– Úprava rovnic spojených s odhadem metodou nejmenš́ıch čtverc̊u (zejména pak vztah
(6.2.4)). Tato idea vede na metodu př́ıdavné proměnné, která je diskutována v následuj́ıćı
kapitole.
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6.3 Popis metody chyby predikce

Princip identifikace pomoćı metody chyby predikce je založen na takovém výběru vektoru
parametr̊u Θ, aby chyby predikce {ε(t,Θ)} byly minimálńı. Formalizace takové myšlenky
může být následuj́ıćı. Předpokládejme známá nebo změřená data {u(1), y(1), . . . , u(N), y(N)}
(tedy N vzorkovaćıch okamžik̊u). Aplikaćı (6.1.15) můžeme vypoč́ıtat chyby predikce
{ε(1,Θ), . . . , ε(N,Θ)}. Utvořme výběrovou kovariančńı matici

RN (Θ) =
1

N

N∑
t=1

ε(t,Θ)εT (t,Θ) (6.3.1)

Jestliže systém má pouze jeden výstup (ny = 1), pak ε(t,Θ) je skalár a stejně tak i RN (Θ). Pak
můžeme RN (Θ) chápat nejen jako ztrátovou funkci, ale i jako vhodné kriterium k minimalizaci.
Pro MIMO systém je RN (Θ) pozitivně semi-definitńı matice a jako kriterium můžeme uvažovat

VN (Θ) = h(RN (Θ)) (6.3.2)

kde h(·) je vhodná skalárńı funkce splňuj́ıćı určité podmı́nky. Funkci VN (Θ) budeme nazývat
ztrátovou funkćı. Poznamenejme, že počet dat N jsme použili jako index u ztrátové funkce.
Požadavkem na funkci h(·) je, aby byla spojitá a platilo

h(Q+4Q) ≥ h(Q) (6.3.3)

kde Q a 4Q jsou pozitivně semi-definitńı matice.
Nyńı v př́ıkladu ukážeme některé možnosti výběru h(Q).

Př́ıklad 6.3.1 (Kriteriálńı funkce) Jedna možnost výběru h(Q) je

h1(Q) = tr(SQ) (6.3.4)

kde S je symetrická pozitivně definitńı váhová matice a funkce tr(·) znač́ı stopu matice. Pak
můžeme zapsat S jako S = GGT a dosazeńım do (6.3.3) dostaneme

h1(Q+4Q)− h1(Q) = trS4Q = trGGT4Q = trGT4QG ≥ 0

takže podmı́nka (6.3.3) je vždy splněna.

Jiná možnost výběru h(Q) je
h2(Q) = det(Q) (6.3.5)

kde funkce det(·) znamená determinant.

Nyńı shrňme vše co bylo doposud řečeno o metodě chyby predikce. Metoda může být
popsána takto:

– Výběr struktury modelu ve formě (6.1.11) a formy prediktoru (6.1.13).

– Výběr ztrátové funkce h(·), viz (6.3.2).

– Určeńı odhadu parametr̊u Θ̂, pro který ztrátová funkce h(RN (Θ)) nabývá (globálńı) mini-
mum, tedy Θ̂ = arg minΘ h(RN (Θ)), což znamená hodnotu, která minimalizuje h(RN (Θ)).
Minimalizace je ve většině př́ıpad̊u numerická, a tak je ztrátová funkce vyhodnocována
pro iteračně źıskávané odhady vektoru Θ na základě př́ıslušné sekvence chyby predikce
{ε(t,Θ)}Nt=1 spočtené dle (6.1.15) a aktuálńıho odhadu parametr̊u. Výběrovou kovariančńı
matici RN (Θ) pak můžeme vypoč́ıtat podle (6.3.1).
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Z předchoźıch bod̊u charakterizuj́ıćıch metodu chyby predikce je zřejmé, že se jedná o postup,
který v sobě zahrnuje množstv́ı speciálńıch operaćı definovaných konkrétńım výběrem struktury
modelu, prediktoru, ztrátové funkce a zp̊usobu minimalizace. Právě pro takové konkrétńı
vymezeńı byly navrženy postupy odhadu parametr̊u a jsou známy jako samostatné metody,
což vedlo k určité roztř́ı̌stěnosti pohledu na identifikaci jako takovou. Protože však všechny
tyto metody jsou založeny na výše uvedeném př́ıstupu, je možné je chápat jako jeden postup
označovaný metoda (metody) chyby predikce.
Jako př́ıklad r̊uzné volby ztrátové funkce si uved’me pro skalárńı př́ıpad (např. systém s jedńım
vstupem a jedńım výstupem) nejjednodušš́ı možnou

VN (Θ) =
1

N

N∑
t=1

ε2(t,Θ) (6.3.6)

kdy všechny chyby predikce maj́ı stejnou váhu a

VN (Θ) =
1

N

N∑
t=1

β(t)ε2(t,Θ) (6.3.7)

kdy jsou explicitně váženy funkćı β(t). Tato rozd́ılnost se pak projev́ı i v názvu identifikačńı
metody, jak bude vidět později.

Za př́ıklad volby struktury modelu nám poslouž́ı ARX struktura, pro kterou vektor regresor̊u
je dán

ϕ(t) = [−y(t− 1),−y(t− 2), . . . ,−y(t− na), u(t− 1), . . . , u(t− nb)]T

Optimálńı predikce je pak

ŷ(t | t− 1; Θ) = (1−A(q−1))y(t) +B(q−1)u(t) = ϕT (t)Θ

tedy

L1(q−1; Θ) = 1−A(q−1), L2(q−1; Θ) = A(q−1)B(q−1)/A(q−1) = B(q−1) (6.3.8)

a chyba predikce
ε(t,Θ) = y(t)− ŷ(t | t− 1; Θ) (6.3.9)

Jestliže stanov́ıme ztrátovou funkci

VN (Θ) =
1

N

N∑
t=1

[y(t)− ϕT (t)Θ]2 =
1

N

N∑
t=1

ε2(t,Θ) = RN (Θ) (6.3.10)

pak optimálńı odhad parametr̊u můžeme vypoč́ıtat analyticky

Θ̂ = arg min
Θ
VN (Θ) = [

1

N

N∑
t=1

ϕ(t)ϕT (t)]−1 1

N

N∑
t=1

ϕ(t)y(t) (6.3.11)

a lze konstatovat, že metoda chyby predikce použitá na tuto strukturu modelu je známa též jako
metoda nejmenš́ıch čtverc̊u. Pokud bychom uvažovali kriterium ve formě

VN (Θ) =
1

N

N∑
t=1

β(t)[y(t)− ϕT (t)Θ]2 (6.3.12)
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výsledný odhad parametr̊u by byl

Θ̂ = [
1

N

N∑
t=1

β(t)ϕ(t)ϕT (t)]−1 1

N

N∑
t=1

β(t)ϕ(t)y(t) (6.3.13)

Tento postup bývá označován jako metoda vážených nejmenš́ıch čtverc̊u.

V podkapitole 6.2 bylo ukázáno, za jakých podmı́nek metoda nejmenš́ıch čtverc̊u poskytuje
konsistentńı odhady. V př́ıpadě, že v(t) v (6.2.5) neńı b́ılý šum nelze obecně zaručit konsistentńı
odhad. V následuj́ıćım si ukážeme dvě situace, kdy lze aplikovat metodu nejmenš́ıch čtverc̊u i
přesto, že v(t) v (6.2.5) neńı b́ılý.

Př́ıklad 6.3.1. Předpokládejme, že ai, bi v (6.2.5) jsou neznámé a v(t) je výstup ze známého filtru,
tedy mějme

A(q−1)y(t) = B(q−1)u(t) + C(q−1)e(t) (6.3.14)

A(q−1), B(q−1) jsou polynomy s neznámými koeficienty, zat́ımco C(q−1) je známý a {e(t)} je
b́ılý šum. Pak přestože v(t) = C(q−1)e(t) neńı b́ılý proces, můžeme použ́ıt metodu nejmenš́ıch
čtverc̊u na upravený model

A(q−1)yF (t) = B(q−1)uF (t) + e(t) (6.3.15)

kde C(q−1)yF (t) = y(t) a C(q−1)uF (t) = u(t). Poznamenejme však, že toto neńı př́ılǐs reálná
situace.

Př́ıklad 6.3.2. Předpokládejme nyńı v (6.2.5) v(t) ve tvaru

D(q−1)v(t) = e(t) (6.3.16)

kde D(q−1) je stupně nd. Pak

A(q−1)y(t) = B(q−1)u(t) +
1

D(q−1)
e(t) (6.3.17)

Tento vztah ale můžeme přepsat na

A(q−1)D(q−1)y(t) = B(q−1)D(q−1)u(t) + e(t) (6.3.18)

Aplikaćı metody nejmenš́ıch čtverc̊u na odhad parametr̊u polynomu A(q−1)D(q−1) řádu na+nd
a B(q−1)D(q−1) řádu nb + nd dostaneme konsistentńı odhady A(q−1)D(q−1) a B(q−1)D(q−1)
a přenosová funkce z u na y

B(q−1)D(q−1)

A(q−1)D(q−1)
=
B(q−1)

A(q−1)

bude odhadnuta správně (za předpokladu t→∞).

Př́ıklad 6.3.3. Volme tuto strukturu modelu

y(t) = G(q−1; Θ)u(t) + e(t) (6.3.19)

Pak chyba predikce vypočtená podle (6.1.15) bude
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ε(t, θ) = y(t)−G(q−1; Θ)u(t)

to jest rozd́ıl mezi měřeným výstupem y(t) a
”
modelovaným deterministickým výstupem“

G(q−1; Θ)u(t). V takovém př́ıpadě PEM je často nazývána metoda výstupńı chyby (v anglicky
psané literatuře označované

”
output error method“).

Př́ıklad 6.3.4. V předchoźım textu při popisu PEM jsme se doposud nezabývali vztahem PEM
a metody maximálńı věrohodnosti ML (v anglicky psané literatuře označované

”
maximum like-

lihood method“).
K vyjasněńı této problematiky zaved’me daľśı předpoklad na šum v modelu (6.1.11).
Předpokládejme, že má gaussovské rozložeńı. Odhad Θ ve smyslu maximálńı věrohodnosti
źıskáme maximalizaćı věrohodnostńı funkce, v tomto př́ıpadě hustoty pravděpodobnosti pozo-
rováńı podmı́něné vektorem parametr̊u Θ. Protože existuje vzájemně jednoznačná transformace
mezi {y(t)} a {e(t)} daná (6.1.11), můžeme rovněž dobře vyj́ıt i z hustoty pravděpodobnosti
poruchy (6.1.15). Užit́ım ny rozměrného gaussovského rozděleńı nalezneme, že věrohodnostńı
funkce je dána

L(Θ) =
1

(2π)Nny/2[detΛ(Θ)]N/2
exp[−1/2

N∑
t=1

εT (t,Θ)Λ−1(Θ)ε(t,Θ)] (6.3.20)

nebo po zlogaritmováńı obou stran přirozeným logaritmem dostaneme

logL(Θ) = −1

2

N∑
t=1

εT (t,Θ)Λ−1(Θ)ε(t, θ)− N

2
log det Λ(Θ) + konstanta (6.3.21)

Předpokládejme, že ε(t,Θ) a Λ(Θ) nemaj́ı společné parametry. Pro zjednodušeńı zápisu
považujme parametry v Λ za parametry, které jsou nav́ıc k Θ, a proto vynecháme argument
Θ v Λ(Θ). Pro jednoduchost uvažujme pouze skalárńı př́ıpad (ny = 1, ε(t,Θ) a Λ jsou skaláry).
Odhady Θ̂, Λ̂ źıskané metodou ML, maximalizuj́ı L(Θ,Λ). Nejdř́ıve maximalizujme podle Λ
výraz

logL(Θ,Λ) = −1

2

1

Λ

N∑
t=1

ε2(t,Θ)− N

2
log Λ + konstanta

= −N
2

[RN (Θ)/Λ + log Λ] + konstanta (6.3.22)

Parciálńı derivaci podle Λ polož́ıme rovnu nule.

−N
2

[−RN (Θ)/Λ2 + 1/Λ] = 0

Z předchoźı rovnice vyplývá, že odhad Λ je

Λ̂ = RN (Θ) (6.3.23)

Poznamenejme k tomu, že plat́ı ∂2

∂Λ2 logL < 0, takže se jedná skutečně o maximum. Dosazeńım
(6.3.23) do (6.3.22) dostaneme

logL(Θ, Λ̂) = −N
2

log(RN (Θ)) + jiná konstanta
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Odhad Θ̂ pak źıskáme maximalizaćı − log(RN (Θ)) vzhledem k Θ. Bod, ve kterém RN (Θ)
nabývá minimálńı hodnoty, je odhad Θ̂ a minimálńı hodnota RN (Θ) bude odhad Λ̂.

Předchoźı analýza demonstrovala zaj́ımavý vztah mezi PEM a metodou ML. Jestliže
předpokládáme, že poruchy v modelu jsou gaussovské, pak metoda ML přejde na metodu chyby
predikce.

6.4 Analýza

V předchoźı části kapitoly jsme se zabývali metodou chyby predikce. Tato metoda, či sṕı̌se
př́ıstup, i daľśı parametrické metody identifikace, které zahrnuje, představuje zobrazeńı množiny
dat do vektoru parametr̊u Θ̂N ∈ D

{y(1), u(1), ..., y(N), u(N)} → Θ̂N ∈ D (6.4.1)

Zkoumáńı vlastnost́ı tohoto zobrazeńı může být prováděno v principu dvěma zp̊usoby:

1. Generovat data se známými charakteristikami. Provést zobrazeńı (6.4.1) s využit́ım
konkrétńı identifikačńı metody a ohodnotit vlastnosti odhadnutých parametr̊u Θ̂N . Tento
postup bývá nazýván simulace.

2. Předpokládat vlastnost dat a pokusit se odvodit jaké vlastnosti bude mı́t odhad Θ̂N . Tento
postup se nazývá analýza.

Připomeňme si, že oba postupy jsme prováděli na jednoduchých př́ıkladech ve 2. kapitole.

Nyńı se budeme věnovat analýze metody chyby predikce, konkrétně odhadu parametr̊u Θ̂N ,
když N se bĺıž́ı k nekonečnu. Protože teoretická analýza je poměrně náročná, omeźıme se zde
pouze na výsledky, které poskytuje. Předpokládejme

P1 Data {u(t), y(t)} jsou stacionárńı procesy.

P2 Vstup je trvale budićı signál.

P3 V
′′
N (Θ) je nonsingulárńı matice přinejmenš́ım v bĺızkosti bodu minimalizuj́ıćıho VN (Θ).

P4 Filtry G(q−1; Θ) a H(q−1; Θ) jsou hladké (diferencovatelné) funkce vektoru parametr̊u Θ.

P5 Množina DT (S,M) zavedená v 5. kapitole obsahuje přesně jeden bod.

Předpoklad P5 je potřebný jen někdy. Pro N bĺıž́ıćı se nekonečnu výběrové kovariance podle
ergodické teorie konverguj́ı k odpov́ıdaj́ıćı středńı hodnotě. Protože funkce h(·) je spojitá, lze
tvrdit, že

VN (Θ) = h(RN (Θ))→ h(R∞(Θ))
4
= V∞(Θ) pro N →∞ (6.4.2)

kde

R∞ = E[ε(t,Θ)εT (t,Θ)] (6.4.3)

Bylo dokázáno, že (6.4.2) konverguje stejnoměrně. Pak Θ̂N konverguje k bodu minimalizuj́ıćımu
V∞(Θ). Označme tento bod Θ∗. Poznamenejme, že pro tento výsledek neńı třeba předpoklad
P5. Jestliže totiž množina DT (S,M) je prázdná, pak źıskáme

”
nejrozumněǰśı“ aproximaci.

Vektor parametr̊u Θ je takový, že chyba predikce ε(t,Θ) má nejmenš́ı možnou varianci. Dále
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předpokládejme, že množina DT (S,M) je neprázdná. Necht’ Θ0 je libovolný prvek DT (S,M).
To znamená, že skutečný systém splňuje

y(t) = G(q−1; Θ0)u(t) +H(q−1; Θ0)e(t) E[e(t)eT (t)] = Λ(Θ0) (6.4.4)

Kdyby DT (S,M) měla pouze jeden bod (P5), pak Θ0 lze považovat za skutečný vektor para-
metr̊u. Zkoumejme nyńı minima R∞(Θ). Z (6.1.1), (6.1.12), (6.1.15) a (6.4.4) vyplývá, že

ε(t,Θ) = H−1(q−1; Θ)[G(q−1; Θ0)u(t) +H(q−1; Θ0)e(t)−G(q−1; Θ)u(t)]

= H−1(q−1; Θ)[G(q−1; Θ0)−G(q−1Θ)]u(t)

+ H−1(q−1; Θ)H(q−1; Θ0)e(t) (6.4.5)

Protože G(0,Θ) = 0, H(0; Θ) = H−1(0; Θ) = I pro všechny Θ dostaneme

ε(t,Θ) = e(t) + člen nezávislý na e(t)

Tud́ıž
R∞(Θ) = E[ε(t,Θ)εT (t,Θ)] ≥ E[e(t)eT (t)] = Λ(Θ0) (6.4.6)

za předpokladu, že př́ıpadná zpětná vazba je kauzálńı. Jelikož (6.4.6) dává spodńı mez
dosažitelnosti pro Θ = Θ0, můžeme učinit závěr, že limitńı odhad Θ∗ je roven Θ0. Dokážeme,
že pro systém pracuj́ıćı v otevřené smyčce jsou prvky minimalizuj́ıćı R∞, body Θ0 z DT . Pro
systém se zpětnou vazbou je problém složitěǰśı.
Necht’ systém pracuje v otevřené smyčce a u(t) a e(s) jsou nezávislé pro všechna t a s. Pak
R∞(Θ) = Λ(Θ0) implikuje, viz (6.4.5), dva vztahy

H−1(q−1; Θ)[G(q−1; Θ0)−G(q−1; Θ)]u(t) = 0

H−1(q−1; Θ)H(q−1; Θ0) = I

Z druhé relace zřejmě vyplývá, že

H(q−1; Θ) = H(q−1; Θ0)

Pokud plat́ı P2, pak lze z prvńı identity odvodit, že

G(q−1; Θ) = G(q−1; Θ0)

Tud́ıž máme Θ ∈ DT (S,M). Předchoźı výsledek pak znamená, že odhad Θ̂N ve smyslu chyby
predikce je konsistentńı. Poznamenejme, že při splněńı P1-P4 je systém identifikovatelný a
jestliže je splněn i P5, pak systém je parametricky identifikovatelný.

Po této analýze o limitě Θ̂N budeme pokračovat ve zkoumáńı limity rozložeńı. Bude ukázáno, že
odhad Θ̂N má asymptoticky gaussovské rozložeńı. Odhad Θ̂N je bod, ve kterém ztrátová funkce
VN (Θ) nabývá svého minima. Předpokládejme, že množina DT (S,M) má přesně jeden bod, to
jest existuje jediný správný vektor Θ0 (předpoklad P5). Proved’me Taylor̊uv rozvoj V ′TN (Θ̂N )
v bodě Θ0 a ponechme pouze prvńı dva členy

V ′TN (Θ̂N ) ≈ V ′TN (Θ0) + V ′′N (Θ0)(Θ̂N −Θ0)

Jelikož v bodě extrému muśı být prvńı derivace nulová, tj. V ′TN (Θ̂N ) = 0, źıskáme

0 ≈ V ′TN (Θ0) + V ′′∞(Θ0)(Θ̂N −Θ0) (6.4.7)
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kde V ′′N (Θ0) bylo nahrazeno limitou V ′′∞(Θ0), která plat́ı s pravděpodobnost́ı 1.

Zde V ′ označuje gradient V a V ′′ je matice druhých derivaćı. Z (6.4.7) dostaneme pro velké N

√
N(Θ̂N −Θ0) ≈ −[V ′′∞(Θ0)]−1[

√
NV ′TN (Θ0)] (6.4.8)

Matice V ′′∞(Θ0) je deterministická. Vektor
√
N V ′TN (Θ0) je však náhodná proměnná, která má

asymptoticky gaussovské rozložeńı se středńı hodnotou nula a kovariančńı matićı P (viz zněńı
centrálńı limitńı věty). Pak můžeme psát

√
N(Θ̂N −Θ0)

dist−−→ N(0, P ) (6.4.9)

kde symbol
dist−−→ znamená konvergenci v rozložeńı a

P = [V ′′∞(Θ0)]−1P0[V ′′∞(Θ0)]−1 (6.4.10)

V př́ıpadě skalárńıho systému můžeme matici P lze vyhodnotit následuj́ıćım zp̊usobem.
Uvažujme kritérium

VN (Θ) =
1

N

N∑
t=1

ε2(t,Θ), V∞(Θ) = Eε2(t,Θ) (6.4.11)

a zaved’me nΘ dimenzionálńı vektor ψ(t,Θ) = −(∂ε(t,Θ)
∂Θ )T . Bylo dokázáno (d̊ukazem se nebu-

deme zabývat), že
P = Λ[Eψ(t,Θ0)ψT (t,Θ0)]−1 (6.4.12)

Jako odhad P , dále značený P̂ , můžeme tedy použ́ıt

P̂ = Λ̂[
1

N

N∑
t=1

ψ(t, Θ̂N )ψT (t, Θ̂N )]−1 (6.4.13)

To znamená, že (6.4.13) poskytuje obraz o kvalitě odhadu parametr̊u a lze jej vypoč́ıtat z dat.
Ukažme výpočet odhadu matice P na jednodušš́ıch př́ıkladech.

Př́ıklad 6.4.1. (Lineárńı regrese)
Předpokládejme, že struktura modelu je

A(q−1)y(t) = B(q−1)u(t) + e(t)

kterou zapǐsme ve formě
y(t) = ϕT (t)Θ + e(t)

Pak máme ε(t) = y(t)− ϕT (t)Θ. To znamená, že

ψ(t,Θ) = −
(
∂ε(t)

∂Θ

)T
= ϕ(t)

Takže z (6.4.12) dostaneme
P = Λ[Eϕ(t)ϕT (t)]−1 (6.4.14)

Zaj́ımavé je srovnat (6.4.14) s odpov́ıdaj́ıćım výsledkem pro statický př́ıpad ze 4. kapitoly. S nyńı
uvažovanou notaćı a pro konečné množstv́ı dat máme
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i) Θ̂ je nestranné,

ii)
√
N(Θ̂−Θ0) má gaussovské rozložeńı N(0, P ), kde P = Λ[ 1

N

∑N
t=1 ϕ(t)ϕT (t)]−1.

V dynamickém př́ıpadě tyto výsledky exaktně neplat́ı pro konečné N . Mı́sto nich máme asympto-
tické výsledky:

i) Θ̂ je konsistentńı,

ii)
√
N(Θ̂−Θ0) je asymptoticky gaussovské rozložeńı N(0, P ), kde P = Λ[Eϕ(t)ϕT (t)]−1.

Konkrétně v př́ıpadě, že máme ARX model 1. řádu (a systém), pak

ϕ(t) = [−y(t− 1), u(t− 1)]T

a P v (6.4.14) bude

P = Λ

[
E[y2(t− 1)] −E[y(t− 1)u(t− 1)]
−E[y(t− 1)u(t− 1)] E[u2(t− 1)]

]−1

(6.4.15)

Př́ıklad 6.4.2 (ARMA proces 1. řádu)
Mějme strukturu modelu

y(t) + ay(t− 1) = e(t) + ce(t− 1), E[e2(t)] = Λ, Θ = [a c]T (6.4.16)

Pak máme

ε(t,Θ) =
1 + aq−1

1 + cq−1
y(t)

∂ε(t,Θ)

∂a
(t,Θ) =

q−1

1 + cq−1
y(t) = q−1yF (t)

∂ε

∂c
(t,Θ) = − 1 + aq−1

(1 + cq−1)2
q−1y(t) = − q−1

1 + cq−1
ε(t,Θ) = −q−1εF (t)

Tud́ıž dostaneme

P = Λ

[
E[(yF (t− 1))2] −E[yF (t− 1)εF (t− 1)]
−E[yF (t− 1)εF (t− 1)] E[(εF (t− 1))2]

]−1

kde

yF (t) =
1

1 + cq−1
y(t), εF (t) = − 1

1 + cq−1
ε(t)

a kde byla pro jednoduchost zanedbána explicitńı závislost filtrovaných veličin na vektoru para-
metr̊u Θ.
Ve výpočtu matice P můžeme dále pokračovat. Pro Θ = Θ0 dostaneme, s vyžit́ım (6.4.16),
následuj́ıćı filtrované veličiny

yF (t) =
1

1 + aq−1
e(t), εF (t) = − 1

1 + cq−1
e(t)

Nyńı muśıme vypoč́ıtat postupně E[(yF (t− 1))2], E[yF (t− 1)εF (t− 1)] a E[(εF (t− 1))2]. Takže

75



E[(yF (t− 1))2] = E[(−ayF (t− 2) + e(t− 1))2] = a2E[(yF (t− 2))2] + Λ

E[(yF (t− 1))2]− a2E[(yF (t− 1))2] = Λ

E[(yF (t− 1))2] =
Λ

1− a2

E[yF (t− 1)εF (t− 1)] = E[−ayF (t− 2) + e(t− 1)][−cεF (t− 2) + e(t− 1)]

= ac[EyF (t− 2)εF (t− 2)] + Λ

E[yF (t− 1)εF (t− 1)] =
Λ

1− ac

E[(εF (t− 1))2] = E[−cεF (t− 2) + e(t− 1)]2 = c2E[(εF (t− 1))2] + Λ

E[(εF (t− 1))2] =
Λ

1− c2

Vypočtené výrazy dosad́ıme do matice P a dostaneme

P = Λ

[
Λ/(1− a2) −Λ/(1− ac)
−Λ/(1− ac) Λ/(1− c2)

]−1

=
1

(c− a)2

[
(1− a2)(1− ac)2 (1− a2)(1− ac)(1− c2)
(1− a2)(1− ac)(1− c2) (1− ac)2(1− c2)

]
Matice P je nezávislá na varianci šumu Λ. Povšimněme si, že prvky kovariančńı matice budou
velmi velké, když c je bĺızko a. Všimněme si také, že pro c = a, kdy výstup skutečného systému
je b́ılý šum, je model přeparametrizován. V takové situaci nemůžeme očekávat konvergenci
odhadu Θ̂N k určitému bodu. Pro tento př́ıpad nebude mı́t asymptotická ztrátová funkce jediné
minimum.

6.5 Výpočetńı aspekty minimalizace a př́ıklad implementace

V této části se budeme zabývat některými výpočetńımi aspekty minimalizace kriteriálńı funkce
metody chyby predikce. Vyjma lineárńıho regresńıho modelu ve struktuře ARX, kde ε(t,Θ)
záviśı lineárně na Θ, muśı být často minimalizace VN (Θ) provedena numerickým zp̊usobem.
Běžně použ́ıvaný postup hledáńı extrému představuje algoritmus typu Newton-Raphson, kde
iteračńı krok nabývá formy:

Θ̂(k+1) = Θ̂(k) − αk[V ′′N (Θ̂(k))]−1V ′TN (Θ̂(k)) (6.5.1)

Zde Θ̂(k) představuje odhad v k-té iteraci při hledáńı extrému. Skalárńı veličina αk určuje délku
kroku při hledáńı minima v (6.5.1), a t́ım ovlivňuje rychlost postupu. Základńı verze algoritmu
použ́ıvá αk = 1, avšak při praktickém použit́ı je vhodná proměnná délka kroku. Důvodem může
být potřeba zajistit, aby Θ(k+1) ∈ D pro všechna k nebo zlepšit konvergenci (6.5.1) a vybrat αk
tak, aby

αk = arg min
α

(
VN (Θ̂(k))− α[V ′′N (Θ̂(k))]−1V ′TN (Θ̂(k))

)
(6.5.2)
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Definujme vektor prvńıch derivaćı vektoru chyby predikce ε(t,Θ)

ψ(t,Θ) = −(
∂ε(t,Θ)

∂Θ
)T (6.5.3)

Pak, s ohledem na (6.4.11) snadno źıskáme prvńı i druhou derivaci kriteriálńı funkce VN (Θ) z
(6.5.1) ve formě

V ′N (Θ) = − 2

N

N∑
t=1

ε(t,Θ)ψT (t,Θ) (6.5.4)

V ′′N (Θ) =
2

N

N∑
t=1

ψ(t,Θ)ψT (t,Θ) +
2

N

N∑
t=1

ε(t,Θ)
∂2

∂Θ2
ε(t,Θ) (6.5.5)

Protože pro N →∞ se ε(t,Θ) bĺıž́ı k b́ılému šumu, lze (6.5.5) aproximovat na

V ′′N (Θ) ∼ 2

N

N∑
t=1

ψ(t,Θ)ψT (t,Θ) (6.5.6)

To nám umožńı výrazně zjednodušit výpočet a (6.5.1) nabývá tvaru

Θ̂(k+1) = Θ̂(k) + αk[
N∑
t=1

ψ(t, Θ̂(k))ψT (t, Θ̂(k))]−1[
N∑
t=1

ε(t, Θ̂(k))ψT (t, Θ̂(k))] (6.5.7)

Tento postup je nazýván Gauss-Newton̊uv algoritmus.

Př́ıklad 6.5.1. (Algoritmus metody chyby predikce pro model ve struktuře ARMA)
Vrat’me se nyńı k formulaci problému v př́ıkladu 6.4.2, tedy k odhadu parametr̊u ARMA
modelu metodou chyby predikce. Jak již bylo řečeno, metoda chyby predikce by měla být sṕı̌se
chápána jako myšlenkový koncept, který vede na mnoho r̊uzných identifikačńıch metod při
uvažováńı konkrétńı struktury modelu. V tomto př́ıkladě bude navržena metoda chyby predikce
pro ARMA model formou algoritmu, který může být použit jako základ pro implementaci.
Algoritmus metody chyby predikce může být dán následuj́ıćımi čtyřmi kroky.

Algoritmus metody chyby predikce pro model ve struktuře ARMA

(i) Předpokládejme sekvenci měřených dat {y(t)}Nt=1. Z d̊uvodu nastartováńı rekurzivńı mini-
malizace (6.5.7) zvolme počátečńı odhad hledaných parametr̊u a a c, tj., definujme vektor
Θ̂(1) = [â(1), ĉ(1)]T . Nastavme k = 1 a definujme si práh pro ukončeńı rekurze δthr, popř.
maximálńı počet iteraćı minimalizačńıho algoritmu kmax.

(ii) Abychom mohli provést iteračńı krok optimalizačńıho algoritmu a minimalizovat ztrátovou
funkci (6.3.2) algoritmem (6.5.7) muśıme spoč́ıtat vektor parciálńıch derivaćı ψ(t,Θ) (6.5.3)
pro všechny časové okamžiky. Vektor je formován, jak je ukázáno v př́ıkladu 6.4.2, filtro-
vanými veličinami yF (t) a εF (t), které lze, v k-té iteraci rekurze, spoč́ıtat jako

yF (t) = −ĉ(k)yF (t− 1) + y(t), ∀t (6.5.8)

εF (t) = −ĉ(k)εF (t− 1) + ε(t),∀t (6.5.9)

kde chyba predikce, vycházej́ıćı ze vztahu (6.1. 15), je dána

ε(t) = −ĉ(k)ε(t− 1) + y(t) + â(k)y(t− 1),∀t (6.5.10)

Počátečńı podmı́nky rekurzivńıch vztah̊u (6.5.8)–(6.5.10) mohou být zvoleny jako nulové.
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(iii) Odhad parametr̊u pro následuj́ıćı iteraci k + 1, tj. Θ̂(k+1), je dán vztahem (6.5.7), kde

ψ(t, Θ̂(k)) = [yF (t− 1), εF (t− 1)]T (6.5.11)

(iv) Pokud ‖Θ̂(k+1)−Θ̂(k)‖ > δthr a k < kmax, pak algoritmus pokračuje krokem (ii) s k ← k+1.
Jinak algoritmus konč́ı a posledńı Θ̂(k+1) je považováno za výsledný odhad parametr̊u
metodou chyby predikce.

Na závěr poznamenejme, že alternativa k (6.5.1) či (6.5.7) jsou rekurzivńı algoritmy identifikace,
kterými se budeme zabývat v 8. kapitole.

6.6 Shrnut́ı

Ćılem této kapitoly bylo přibĺıžit metodu chyby predikce. K tomu bylo zapotřeb́ı nejdř́ıve
zvládnout techniku výpočtu optimálńı predikce. Po analýze metody nejmenš́ıch čtverc̊u jsme
pak přistoupili k formulaci základńıch krok̊u charakterizuj́ıćıch PEM. Na př́ıkladech byl dále
ukázán vztah k některým identifikačńım metodám. Závěr kapitoly byl věnován analýze metody
a výpočetńım aspekt̊um minimalizace.

Podrobná analýza vlastnost́ı metod chyby predikce je uvedena např. v [15], [20], [42], [43] a
možné optimalizačńı postupy v [44], [57].
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Kapitola 7

Metoda př́ıdavné proměnné

7.1 Základńı verze metody př́ıdavné proměnné

Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u, kterou jsme popisovali ve 2. a 4. kapitole umožňuje źıskat analy-
tickým zp̊usobem optimálńı odhad parametr̊u. Přitažlivost takového řešeńı spoč́ıvá na existenci
jednoho extrému, globálńıho minima. Nicméně tato atraktivnost řešené úlohy parametrické iden-
tifikace byla podmı́něna tvrdými podmı́nkami kladených na systém, bez jejichž splněńı nelze
źıskat konsistentńı odhady. Proto byla v předcházej́ıćı kapitole představena metoda chyby pre-
dikce, která poskytuje konsistentńı odhad parametr̊u pro širokou tř́ıdu model̊u. Metoda chyby
predikce, podobně jako metoda nejmenš́ıch čtverc̊u, byla založena na minimalizaci kvadrátu
chyby predikce.
Oproti tomu, metoda př́ıdavné proměnné, kterou se budeme zabývat v této kapitole, je založena
na zcela jiné základńı myšlence, kdy nehledáme nejlepš́ı odhad minimalizuj́ıćı nějakou kriteriálńı
(často kvadratickou) funkci, ale snaž́ıme se naj́ıt jakýkoliv nestranný odhad parametr̊u. Tato
metoda je svázána s výrazně měkč́ımi předpoklady než metoda nejmenš́ıch čtverc̊u a, oproti
metodě chyby predikce, je jednorázová, a tud́ıž snadno aplikovatelná. Je též velmi rozpracovaná,
ale v této práci se budeme věnovat pouze jej́ım základ̊um, které jsou vhodné pro představeńı
hlavńı idee tohoto př́ıstupu. Pro metodu př́ıdavné proměnné se, v anglicky psané literatuře,
vžilo označeńı “instrumental variable method, IVM”.

Metoda př́ıdavné proměnné je použ́ıvána k odhadu dynamiky systému (přenosu od vstupu u(t)
na výstup y(t)) a neumožňuje zjistit vlastnosti šumu. Předpokládejme strukturu modelu, se
kterou jsme se již v́ıcekrát setkali

y(t) = ϕT (t)Θ + ε(t) (7.1.1)

kde y(t) je skalárńı výstup v čase t. Vektor regresor̊u ϕ(t) obsahuje zpožděné výstupy a vstupy,
Θ je nΘ dimenzionálńı vektor parametr̊u a konečně ε(t) je chyba rovnice. Z 5. kapitoly v́ıme, že
model (7.1.1) mohl vzniknout z

A(q−1)y(t) = B(q−1)u(t) + ε(t) (7.1.2)

kde

A(q−1) = 1 + a1q
−1 + . . .+ anaq

−na

B(q−1) = b1q
−1 + . . .+ bnbq

−nb
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Vektor parametr̊u je určen
Θ = [a1, a2, . . . , ana, b1, . . . , bnb]

T (7.1.3)

a vektor regresor̊u

ϕ(t) = [−y(t− 1), . . . ,−y(t− na), u(t− 1), . . . , u(t− nb)]T (7.1.4)

Dále předpokládejme, že systém je popsán

y(t) = ϕT (t)Θ0 + v(t) (7.1.5)

kde v(t) je stochastická porucha.
Nejprve se zabývejme odhadem parametr̊u Θ ve smyslu nejmenš́ıch čtverc̊u. Ten, jak v́ıme
z předchoźıch kapitol, je

Θ̂ = [

N∑
t=1

ϕ(t)ϕT (t)]−1[

N∑
t=1

ϕ(t)y(t)]

= [
1

N

N∑
t=1

ϕ(t)ϕT (t)]−1[
1

N

N∑
t=1

ϕ(t)y(t)] (7.1.6)

Využit́ım popisu systému (7.1.5) v (7.1.6) dostaneme

Θ̂ = [
1

N

N∑
t=1

ϕ(t)ϕT (t)]−1[
1

N

N∑
t=1

ϕ(t)ϕT (t)Θ0]

+ [
1

N

N∑
t=1

ϕ(t)ϕT (t)]−1[
1

N

N∑
t=1

ϕ(t)v(t)]

Když N se bĺıž́ı nekonečnu, lze předchoźı vztah zapsat jako

Θ̂−Θ0 = [Eϕ(t)ϕT (t)]−1Eϕ(t)v(t) (7.1.7)

To ale znamená, že odhad (7.1.6) je obecně asymptoticky stranný a nekonsistentńı. Výjimku
samozřejmě tvoř́ı př́ıpad, kdy

Eϕ(t)v(t) = 0 (7.1.8)

Všimněme si však, že ϕ(t) záviśı na výstupu, a tud́ıž záviśı implicitně také na starých hodnotách
v(t). To znamená, že (7.1.8) je dosti tvrdý požadavek. Je těžké splnit (7.1.8) kromě situace, kdy
v(t) je b́ılý šum se středńı hodnotou nula. V př́ıkladech ve druhé kapitole jsme podobný př́ıpad
vyšetřovali. Právě tento moment při hledáńı odhadu je rozhoduj́ıćı pro motivaci zavedeńı metody
př́ıdavné proměnné (v anglicky psané literatuře označované jako

”
instrumental variable“, IV).

Základńı idea charakterizuj́ıćı IV odhad vektoru parametr̊u Θ0 může být objasněna několika
zp̊usoby. Př́ımočarý a jednoduchý zp̊usob je tento. Předpokládejme, že ζ(t) je známý nζ dimen-
zionálńı vektor (v př́ıpadě, že bychom uvažovali v́ıcerozměrný výstup např. dim(y(t)) = ny, pak
ζ(t) by byla matice nζ/ny), jehož prvky jsou jistě nekorelované s náhodným procesem v(t). Tuto
vlastnost můžeme využ́ıt k odhadu parametr̊u v (7.1.1). Požadujeme, aby

1

N

N∑
t=1

ζ(t)v(t) =
1

N

N∑
t=1

ζ(t)[y(t)− ϕT (t)Θ] = 0 (7.1.9)
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pro N →∞. Dostali jsme soustavu lineárńıch rovnic pro neznámou Θ. Jestliže nζ = nΘ (a tedy
i nζ = nϕ), pak z (7.1.9) snadno dostaneme tzv. základńı IV odhad Θ, a to

Θ̂ = [
1

N

N∑
t=1

ζ(t)ϕT (t)]−1[
1

N

N∑
t=1

ζ(t)y(t)] (7.1.10)

který může být v maticovém zápisu obdobném k metodě nejmenš́ıch čtverc̊u (4.1.7) zapsán jako

Θ̂ = (ΨTΦ)−1ΨTY (7.1.11)

kde řádky matice Ψ jsou dány vektorem př́ıdavné proměnné ζ(t) v po sobě jdoućıch časových
okamžićıch t, obdobně jak je tomu u matice Φ a vektoru regresor̊u ϕ(t).
Samozřejmě předpokládáme, že inverze existuje. Prvky vektoru př́ıdavné proměnné ζ(t) jsou
obyčejně nazývány instrumenty. Mohou být vybrány r̊uzně, jak ukážeme v následuj́ıćı podka-
pitole, ale vždy s podmı́nkou na zajǐstěńı konsistentńıho odhadu parametr̊u. Vektor př́ıdavné
proměnné (vektor instrument̊u) by tedy měl splňovat

E[ζ(t)ϕT (t)] ∼ 1

N

N∑
t=1

ζ(t)ϕT (t) (7.1.12)

je nonsingulárńı matice a

E[ζ(t)v(t)] ∼ 1

N

N∑
t=1

ζ(t)v(t) = 0 (7.1.13)

Tyto vztahy znamenaj́ı, že instrumenty muśı být korelované s regresory, ale nesmı́ být kore-
lovány se šumem.

7.2 Výběr př́ıdavné proměnné

Předpokládejme strukturu modelu (7.1.2), tedy

A(q−1)y(t) = B(q−1)u(t) + ε(t) (7.2.1)

a systém typu (7.1.5)

A0(q−1)y(t) = B0(q−1)u(t) + v(t)

kde koeficienty polynomů A0(q−1) a B0(q−1) tvoř́ı vektor Θ0. Přirozená možnost, jak generovat
instrumenty je následuj́ıćı

ζ(t) = K(q−1)[−x(t− 1),−x(t− 2), . . . , x(t− na), u(t− 1), . . . , u(t− nb)]T (7.2.2)

kde K(q−1) je lineárńı filtr a x(t) je výstup lineárńıho systému na jehož vstupu je u(t)

N(q−1)x(t) = M(q−1)u(t) (7.2.3)

kde

N(q−1) = 1 + n1q
−1 + . . .+ nnnq

−nn
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M(q−1) = m0 +m1q
−1 + . . .+mnmq

−nm

Je zřejmé, že ζ(t) je źıskáno z minulých vstup̊u, které jsou lineárně filtrovány, což lze vyjádřit
jako

ζ(t) = ζ(t, u(t− 1), u(t− 2), . . .)

Jestliže vstup je generován v otevřené smyčce, pak nezáviśı na v(t) ze systému a (7.1.13) plat́ı.
Protože vektory ϕ a ζ jsou generovány ze stejné vstupńı sekvence, můžeme očekávat, že (7.1.12)
by mělo též být splněno. Uved’me nyńı nějaké speciálńı př́ıpady volby filtr̊u N(q−1), M(q−1) a
K(q−1).

Př́ıklad 7.2.1 Konkrétně bychom mohli postupovat např. t́ımto zp̊usobem. Nejdř́ıve použ́ıt
metodu nejmenš́ıch čtverc̊u na odhad parametr̊u v A(q−1) a B(q−1) modelu (7.2.1) a tento
odhad využ́ıt pro stanoveńı N(q−1) a M(q−1) v (7.2.3). Dále položeńım K(q−1) = 1 pak
dostaneme z (7.2.2) vektor instrument̊u.

Př́ıklad 7.2.2 Jiná jednoduchá možnost je následuj́ıćı. Volme N(q−1) = 1 a M(q−1) = −q−nb.
Pak po přeuspořádáńı prvk̊u v ζ dostaneme

ζ(t) = [u(t− 1), u(t− 2), . . . , u(t− na− nb)]T

Poznamenejme, že přeuspořádáńı vektoru instrument̊u nemá žádný vliv na odhad. Změna
instrument̊u z ζ(t) na Tζ(t), kde T je nonsingulárńı matice, nezměńı parametrický odhad
(7.1.10).

Poznámka . Uvažujme systém ve formě ARMAX, tj.

A(q−1)y(t) = B(q−1)u(t) + C(q−1)e(t)

Metoda př́ıdavné proměnné je vhodná pro nalezeńı nestranného odhadu parametr̊u polynomů
A(q−1), B(q−1). Parametry polynomu C(q−1) nelze obecně naj́ıt. Avšak, v literatuře je věnováno
hodně pozornosti tzv. modelu s výstupńı chybou, který již byl krátce diskutován a ilustrován v
kapitole 2. Model s výstupńı chybou je ARMAX model, kde plat́ı rovnost

C(q−1) = A(q−1) (7.2.4)

tzn. že identifikaćı polynomu A(q−1) metodou př́ıdavné proměnné źıskáme automaticky i odhad
polynomu C(q−1).

7.3 Yule-Walkerovy rovnice

V této části se budeme zabývat problémem, jak použ́ıt metodu př́ıdavné proměnné na odhad
parametr̊u časové řady a jak souviśı tzv. Yule-Walkerovy rovnice s technikou př́ıdavné proměnné.
Uvažujme problém odhadu autoregresńıch parametr̊u skalárńıho ARMA procesu definovaného
již v 5. kapitole jako speciálńı př́ıpad obecné struktury modelu. Necht’ tedy

A(q−1)y(t) = C(q−1)e(t) (7.3.1)

kde
A(q−1) = 1 + a1q

−1 + . . .+ anaq
−na
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C(q−1) = 1 + c1q
−1 + . . .+ cncq

−nc

E[e(t)] = 0, E[e(t)e(s)] = λ2δt,s

Dále definujme

rk
4
= E[y(t)y(t− k)] k = 0,±1,±2, ... (7.3.2)

Všimněme si, že pro k > nc plat́ı

E[C(q−1)e(t)y(t− k)] = 0 (7.3.3)

což lze považovat za základńı vlastnost umožňuj́ıćı odvozeńı Yule-Walkerových rovnic.
Nyńı, vynásob́ıme-li obě strany rovnice (7.3.1) veličinou y(t − k) a provedeme-li operaci
ustředněńı, dostaneme

rk + a1rk−1 + ...+ anark−na = 0 pro k = nc+ 1, nc+ 2, ... (7.3.4)

To je soustava lineárńıch rovnic pro parametry {ai} (koeficienty autoregresńıho polynomu).
Rovnice (7.3.4) jsou nazývány Yule-Walkerovy rovnice. Zapǐsme prvńıch m rovnic maticovým
zp̊usobem

Ra = −r (7.3.5)

kde
a = [a1, a2, ..., ana]

T

r = [rnc+1, ..., rnc+m]T

R =

 rnc · · · rnc+1−na
...

...
rnc+m−1 · · · rnc+m−na


Počet rovnic m voĺıme jako celé č́ıslo tak, aby platil vztah m ≥ na.

Lze dokázat, že matice R má plnou hodnost. Prvky kovariančńı matice R a vektoru r lze od-
hadnout z množiny pozorováńı {y(1), y(2), ..., y(N)}. Necht’ R̂ a r̂ označuj́ı odhady R a r. Pak
â, odhad a, dostaneme ze vztahu

R̂â = −r̂ (7.3.6)

a bude konsistentńı. Poznamenejme, že pro

m = na je â nazýván minimálńı Yule-Walker̊uv odhad.
m > na je přeurčený systém rovnic a muśıme hledat â ve smyslu

nejmenš́ıch čtverc̊u, minimalizuj́ıćı ‖ R̂â + r̂ ‖2Q. V tomto
př́ıpadě â je nazýván přeurčený Yule-Walker̊uv odhad. Od-
had, který minimalizuje ‖ R̂â + r̂ ‖2Q pro nějakou pozitivně
definitńı matici Q 6= I, je nazýván vážený přeurčený Yule-
Walker̊uv odhad.
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Zřejmě se jedná o jistý typ korelačńı techniky, se kterou jsme se setkali v této kapitole pod
názvem metoda př́ıdavné proměnné. Jestliže totiž zaṕı̌seme R̂ a r̂ takto

R̂ =
1

N − nmax

N∑
t=nmax

 y(t− nc− 1)
...

y(t− nc−m)

 [y(t− 1), . . . , y(t− na)] (7.3.7)

r̂ =
1

N − nmax

N∑
t=nmax

 y(t− nc− 1)
...

y(t− nc−m)

 y(t) (7.3.8)

kde nmax = max{nc+m− 1, na+ 1}, pak odhad â může být interpretován jako odhad źıskaný
technikou př́ıdavné proměnné pro systém

y(t) = −[y(t− 1), . . . , y(t− na)]a+ C(q−1)e(t)

a vektor př́ıdavné proměnné

ζ(t) = [−y(t− nc− 1), . . . ,−y(t− nc−m)]T

Yule-Walkerovy rovnice nám tedy umožňuj́ı nalézt odhad vektoru a, aniž známe koeficienty
polynomu C(q−1). Podobně jako u metody př́ıdavné proměnné se nedozv́ıme jaké jsou vlastnosti
šumu. To je ale pochopitelné, protože jsme ukázali na úzký vztah mezi těmito dvěma př́ıstupy.

Na závěr této podkapitoly ještě ukážeme, jak budou výše uvedené vztahy zjednodušeny pro
autoregresńı proces. V tomto př́ıpadě lze rovněž snadno źıskat odhad λ2. Můžeme totiž zapsat

λ2 4= E[e2(t)] = E[e(t)A(q−1)y(t)] (7.3.9)

protože pro autoregresńı proces plat́ı

A(q−1)y(t) = e(t) (7.3.10)

Protože {e(t)} je b́ılý šum, tedy plat́ı E[A(q−1)y(t)e(t)] = E[y(t)e(t)], výraz ze (7.3.9) můžeme
dále upravit

E[e(t)A(q−1)y(t)] = E[e(t)y(t)] = E[A(q−1)y(t)y(t)]

= r0 + a1r1 + . . .+ anarna

= λ2 (7.3.11)

což lze dále psát

−r0 = −E[y(t)y(t)] = −E[(−a1y(t− 1)− a2y(t− 2)− . . .+ anay(t− na) + e(t))y(t)]

= a1r1 + a2r2 + . . .+ anarna − λ2

Jednokroková korelace je pak, vzhledem ke skutečnosti E[e(t)y(t− 1)] = 0, dána

−r1 = −E[y(t)y(t− 1)] = −E[(−a1y(t− 1)− a2y(t− 2)− . . .− anay(t− na) + e(t))y(t− 1)]

= a1r0 + a2r1 + . . .+ anarna−1

Dvoukroková korelace je

−r2 = −E[y(t)y(t− 2)] = −E[(−a1y(t− 1)− a2y(t− 2)− . . .− anay(t− na) + e(t))y(t− 2)]

= a1r1 + a2r0 + . . .+ anarna−2
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a tak můžeme pokračovat až k na-krokové korelaci

−rna = −E[y(t)y(t− na)] = −E[(−a1y(t− 1)− a2y(t− 2)− . . .− anay(t− na) + e(t))y(t− na)]

= a1rna−1 + a2rna−2 + . . .+ anar0

Pak konsistentńı odhad parametr̊u {ai} a λ2 AR procesu lze naj́ıt z následuj́ıćı soustavy rovnic,
vycházej́ıćı z předchoźıch rovnic pro korelaci výstupu, tj.

−1 r1 r2 · · · rna
0 r0 r1 · · · rna−1

0 r1 r0 · · · rna−2
...

...
...

...
0 rna−1 rna−2 · · · r0




λ2

a1
...
ana

 =


−r0

−r1

−r2
...
−rna

 (7.3.12)

přičemž ri jsou korelace, které mohou být snadno odhadnuty z dostupných měřeńı
{y(1), . . . , y(N)} dle vztahu

r̂i =
1

N − i

N∑
t=i+1

y(t)y(t− i) (7.3.13)

7.4 Modifikované verze metody př́ıdavné proměnné

Metoda př́ıdavné proměnné zahrnuje řadu modifikaćı. Základńı verze, která byla uvedena v pod-
kapitole 7.1 může být zobecněna následuj́ıćım zp̊usobem. Předpokládejme, že nζ ≥ nΘ, F (q−1)
je nějaký asymptoticky stabilńı filtr a ‖x‖2Q = xTQx, kde Q je pozitivně definitńı váhová
matice. Pak

Θ̂ = arg min
Θ
‖[

N∑
t=1

ζ(t)F (q−1)ϕT (t)]θ − [

N∑
t=1

ζ(t)F (q−1)y(t)]‖2Q (7.4.1)

je odhad podle metody rozš́ı̌rené př́ıdavné proměnné. Jestliže nζ = nΘ, F (q−1) = 1 a Q = 1
pak odhad (7.4.1) přejde na základńı verzi metody z 7.1, vztah (7.1.10).
Při podrobněǰśım pohledu na (7.4.1) zjist́ıme, že se jedná o řešeńı přeurčené soustavy lineárńıch
rovnic ve smyslu vážených nejmenš́ıch čtverc̊u. K dispozici je nζ rovnic pro nΘ neznámých.
Explicitńı řešeńı (7.4.1) lze vyjádřit následuj́ıćım zp̊usobem:

Θ̂ = (RTNQRN )−1RTNQrN (7.4.2)

kde

RN =
1

N

N∑
t=1

ζ(t)F (q−1)ϕT (t) (7.4.3)

rN =
1

N

N∑
t=1

ζ(t)F (q−1)y(t) (7.4.4)

Pro praktický výpočet odhadu parametr̊u se však nepouž́ıvá př́ımo výraz (7.4.2), ale numericky
stabilněǰśı verze.

Na závěr této podkapitoly se ještě krátce věnujme teoretické analýze metody. Za poměrně slabých
předpoklad̊u je možné dokázat, že metoda př́ıdavné proměnné produkuje konsistentńı odhad (to
jest limN→∞ Θ̂ = Θ0), jestliže
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– matice R má plnou hodnost (= nΘ) a

– Eζ(t)F (q−1)v(t) = 0,

kde R = Eζ(t)F (q−1)ϕ̃T (t) = limN→∞RN = Eζ(t)F (q−1)ϕT (t). Vektor ϕ̃(t) je část ϕ(t)
”bez šumu”. Jestliže ϕ(t) obsahuje zpožděné vstupy a výstupy a porucha v(·) je odečtena od
prvk̊u ϕ(t), pak źıskáme ϕ̃(t) ”bez šumu”. To můžeme dokumentovat na následuj́ıćım př́ıkladu.
Uvažujme systém

A(q−1)y(t) = B(q−1)u(t) + v(t)

pro který

ϕT (t) = [−y(t− 1), ...,−y(t− na), u(t− 1), ..., u(t− nb)]T

pak ϕ̃T (t) je

ϕ̃T (t) = [−x(t− 1), ...,−x(t− na), u(t− 1), ..., u(t− nb)]T

kde x(t) je část výstupu
”
bez šumu“, která je dána

A(q−1)x(t) = B(q−1)u(t)

Kovariančńı matice odhadu, řekněme PIV , samozřejmě záviśı na výběru ζ(t), F (q−1) a Q. Proto
můžeme též zkoumat, pro jaký výběr dostaneme minimálńı matici PIV . K tomu nám slouž́ı tzv.
optimálńı metoda př́ıdavné proměnné.

7.5 Shrnut́ı

Bylo ukázáno, že metoda př́ıdavné proměnné je vhodný nástroj pro odhad parametr̊u dy-
namického systému i pro situace, kdy systém obsahuje barevný šum. Základńı idea metody
př́ıdavné proměnné je bĺızká postupu, který vede na tzv. Yule-Walkerovy rovnice. Kromě
základńı metody byla v této kapitole naznačena i složitěǰśı, modifikovaná verze a na př́ıkladech
byly ukázány možnosti volby př́ıdavné proměnné.

Pro hlubš́ı studium metody př́ıdavné proměnné (IVM) lze doporučit [19], [45]-[47].
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Kapitola 8

Rekurzivńı metody identifikace

8.1 Úvod

Jak dobře v́ıme, identifikace se zabývá hledáńım postup̊u k nalezeńı modelu systému z experi-
mentálńıch dat. Doposud jsme v podstatě rozlǐsovali metody identifikace na neparametrické a
parametrické. Nicméně soubor naměřených dat byl v obou př́ıpadech jednorázově zpracován.
Proto v takových př́ıpadech mluv́ıme o jednorázové identifikaci, která je charakteristická t́ım, že
nejdř́ıve jsou naměřena všechna data a pak jsou najednou zpracována. Někdy je takový postup
označován také jako off-line identifikace, tedy identifikace neprob́ıhaj́ıćı ”pr̊uběžně v čase”. Pod
pojmem rekurzivńı identifikace či rekurzivńı identifikačńı metody se rozumı́ výpočet parametr̊u,
který zpracovává data rekurzivně. Někdy je též použ́ıván pojem on-line. To znamená, že jestliže
odhad Θ̂(t − 1) je založen na datech až do okamžiku t − 1, pak odhad Θ̂(t) je vypoč́ıtán na
základě Θ̂(t − 1) a využit́ım nové daľśı informace, měřeńı v čase t. Celý 2. d́ıl těchto skript
bude založen na rekurzivńıch výpočtech, rekurzivńım zpracováńı měřeńı. Poznamenejme, že
je samozřejmě rozd́ıl mezi rekurzivńım zpracováńım dat a rekurzivńım zpracováńım dat v
reálném čase. Zat́ımco v prvńım př́ıpadě můžeme mı́t na mysli postup, kdy nejprve naměř́ıme
soubor dat, a pak provedeme rekurzivńı výpočet parametr̊u (data postupně zpracujeme),
tak ve druhém př́ıpadě jednoznačně požadujeme v reálném čase źıskaná data též okamžitě
v reálném čase zpracovat. Nicméně v obou př́ıpadech se jedná o rekurzivńı postup. Z výše
uvedeného vyplývá, že identifikačńı metody či sṕı̌se zp̊usoby zpracováńı dat můžeme též dělit
na jednorázové a rekurzivńı. V této kapitole se budeme věnovat právě rekurzivńım postup̊um.

Rekurzivńı identifikačńı metody maj́ı následuj́ıćı obecné vlastnosti:

– Představuj́ı jádro (centrálńı část) adaptivńıch systémů použ́ıvaných k automatickému
ř́ızeńı nebo pro zpracováńı signál̊u, kdy ř́ızeńı a filtrace je založena na aktuálńım modelu
reálného systému.

– Požadavky na pamět’ jsou výrazně menš́ı než v př́ıpadě jednorázové identifikace, protože
data jsou v př́ıpadě on-line identifikace okamžitě zpracována.

– Jsou vhodné pro práci v reálném čase, např. sledováńı proměnných parametr̊u v čase
je zajǐstěno pouhou modifikaćı základńıch algoritmů určených pro odhad konstantńıch
parametr̊u.

– Jsou ned́ılnou součást́ı metod zabývaj́ıćıch se hledáńım významných poruch či změn na
sledovaném reálném systému.
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Vrat’me se k výše uvedeným bod̊um poněkud podrobněji. Většina adaptivńıch systémů je
založena na rekurzivńı identifikaci, a to bud’ explicitńı, kdy ćılem je źıskat model reálného
systému nebo implicitńı, kdy ćılem je źıskat př́ımo model regulátoru nebo procesoru (systému
na zpracováńı signálu). Pak samozřejmě v každém okamžiku muśı být dostupný aktuálńı
model. V př́ıpadě, že systém je t-variantńı, pak i odhadované parametry regulátoru nebo
procesoru se budou v čase měnit. Informačńı tok, v tomto př́ıpadě reálný systém (proces)
→ model→ regulátor, se bude neustále opakovat, a proto ř́ıkáme, že regulátor se adaptuje
na měńıćı se podmı́nky (charakteristiky) ř́ızeného procesu. Výraznou vlastnost́ı rekurzivńıch
identifikačńıch metod pracuj́ıćıch v reálném čase je, že množstv́ı paměti pro data se s časem
nezvyšuje. Požadavky na pamět’ jsou tedy malé a konstantńı. Jestliže budeme aplikovat
rekurzivńı algoritmy navržené pro systémy s konstantńımi parametry na systémy s proměnnými
parametry, pak samozřejmě Θ̂(t) nebude konvergovat pro t bĺıž́ıćı se nekonečnu, tak jak
jsme doposud byli zvykĺı u jednorázových metod. Rovněž významnou roli hraj́ı rekurzivńı
algoritmy v metodách zabývaj́ıćıch se sledováńım systémů, které čas od času výrazně měńı své
charakteristiky. K zjǐstěńı takových změn, at’ již se jedná o změny dynamiky systému nebo
změny vlastnost́ı šumu, se použ́ıvaj́ı algoritmy detekce chyb. Pro tyto účely je nutno rekurzivńı
identifikačńı metody upravit tak, aby vyhovovaly specifické úloze např. detekce okamžiku změny.

Rekurzivńı identifikačńı metody lze odvodit z jednorázových identifikačńıch metod, i když je
někdy nutné použ́ıt jisté aproximace. V následuj́ıćı části budeme též při odvozeńı rekurzivńıch
algoritmů vycházet z off-line př́ıstup̊u.

8.2 Rekurzivńı metoda nejmenš́ıch čtverc̊u

V této části se budeme zabývat odvozeńım rekurzivńı metody nejmenš́ıch čtverc̊u nebo zkráceně
rekurzivńıch nejmenš́ıch čtverc̊u. Vyjdeme z výsledk̊u, které známe již ze 4. a 6. kapitoly. Nicméně
pro účely odvozeńı rekurzivńıho algoritmu si základńı jednorázový postup připomeneme.
Předpokládejme pro skalárńı systém a ztrátovou funkci

Vt(Θ) =

t∑
s=1

(y(s)− ϕT (s)Θ)2 (8.2.1)

které je analogické kritériu ze 4. kapitoly. Zde však budeme použ́ıvat t jako označeńı současného
okamžiku mı́sto N , abychom si připravili p̊udu pro návrh rekurzivńı verze metody nejmenš́ıch
čtverc̊u vhodné pro zpracováńı dat i v reálném čase. Protože nemuśı být vhodné vážit rozd́ıl
mezi naměřenou veličinou y(s) a predikovanou veličinou ŷ(s) = ϕT (s)Θ pro každý okamžik stejně
použijeme modifikované kritérium

Vt(Θ) =
t∑

s=1

(y(s)− ϕT (s)Θ)2αs, (8.2.2)

kde αs je váhový koeficient větš́ı než nula a může např. odpov́ıdat inverzi variance šumu měřeńı,
tj. inverzi λ2

s = E[e(s)e(s)], pokud je známa. Úpravou (8.2.2) dostaneme (ϕT (s)Θ = ΘTϕ(s))

Vt(Θ) = ΘT [

t∑
s=1

αsϕ(s)ϕT (s)]Θ−ΘT [

t∑
s=1

αsϕ(s)y(s)]

− [

t∑
s=1

αsy(s)ϕT (s)]Θ +

t∑
s=1

αsy
2(s)
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Minimalizace ztrátové funkce, tedy derivace Vt(Θ) podle parametr̊u, vede na soustavu

2ΘT [
t∑

s=1

αsϕ(s)ϕT (s)]− 2[
t∑

s=1

αsϕ(s)y(s)] = 0

z čehož vyplývá

[
t∑

s=1

αsϕ(s)ϕT (s)]Θ̂(t) = [
t∑

s=1

αsϕ(s)y(s)] (8.2.3)

S předchoźım vztahem jsme se v principu setkali již dř́ıve. Jedná se o tzv. normálńı rovnice,
jejichž řešeńım dostaneme odhad parametr̊u jednorázovým výpočtem.
Nyńı přejděme k odvozeńı rekurzivńıho algoritmu. Zaved’me

R̄(t)
4
=

t∑
s=1

αsϕ(s)ϕT (s) (8.2.4)

pak můžeme (8.2.3) zapsat

R̄(t)Θ̂(t) =
t∑

s=1

αsϕ(s)y(s) (8.2.5)

Roztržeńım R̄(t) na současnost a minulost dostaneme

R̄(t) = R̄(t− 1) + αtϕ(t)ϕT (t) (8.2.6)

Odhad parametr̊u pak z (8.2.5) a (8.2.6) bude

Θ̂(t) = R̄−1(t)

(
t−1∑
s=1

αsϕ(s)y(s) + αtϕ(t)y(t)

)
= R̄−1(t)(R̄(t− 1)Θ̂(t− 1) + αtϕ(t)y(t))

= R̄−1(t)
(

(R̄(t)− αtϕ(t)ϕT (t))Θ̂(t− 1) + αtϕ(t)y(t)
)

z čehož vyplývá
Θ̂(t) = Θ̂(t− 1) + αtR̄

−1(t)ϕ(t)[y(t)− ϕT (t)Θ̂(t− 1)] (8.2.7)

Z předchoźıho vztahu je zřejmé, že odhad parametr̊u v čase t, Θ̂(t) je vypoč́ıtán z odhadu
parametr̊u v čase (t− 1), Θ̂(t− 1) a vážené chyby predikce. Otázka nyńı je, jak se vyv́ıj́ı v čase

matice R̄(t). Zaved’me R(t)
4
= R̄(t)/t, pak

R(t) =
1

t
[R̄(t− 1) + αtϕ(t)ϕT (t)]

=
1

t
[(t− 1)R(t− 1) + αtϕ(t)ϕT (t)]

=
t− 1

t
R(t− 1) +

αt
t
ϕ(t)ϕT (t) +

1

t
R(t− 1)− 1

t
R(t− 1)

což vede na

R(t) = R(t− 1) +
1

t
[αtϕ(t)ϕT (t)−R(t− 1)] (8.2.8)
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Po dosazeńı za R̄(t) do (8.2.7) dostaneme

Θ̂(t) = Θ̂(t− 1) +
αt
t
R−1(t)ϕ(t)[y(t)− ϕT (t)Θ̂(t− 1)] (8.2.9)

Posledńı dva vztahy (8.2.9) a (8.2.8) bychom mohli pokládat za rekurzivńı algoritmus výpočtu
odhadu parametr̊u. Avšak z těchto rovnic je rovněž zřejmé, že v (8.2.9) potřebujeme invertovat
matice R, což je nepř́ıjemná numerická operace. Vrat’me se proto zpět k rovnici (8.2.7) a ukažme
alternativńı postup odvozeńı vedoućı k odstraněńı této nepř́ıjemnosti. Zaved’me

P (t)
4
= R̄−1(t) = [

t∑
s=1

αsϕ(s)ϕT (s)]−1 (8.2.10)

Pak

Θ̂(t) = Θ̂(t− 1) + αtP (t)ϕ(t)[y(t)− ϕT (t)Θ̂(t− 1)] (8.2.11)

P−1(t) = P−1(t− 1) + αtϕ(t)ϕT (t) (8.2.12)

Vztah (8.2.12) můžeme upravit pomoćı tzv. maticové inverzńı identity

[A+BCD]−1 = A−1 −A−1B[C−1 +DA−1B]−1DA−1

ze které položeńım za A = P−1(t− 1), B = ϕ(t), C = αt, D = ϕT (t) dostaneme

P (t) = [A+BCD]−1

P (t) = P (t− 1)− P (t− 1)ϕ(t)[
1

αt
+ ϕT (t)P (t− 1)ϕ(t)]−1ϕT (t)P (t− 1) (8.2.13)

Protože inverze se v předchoźı rovnici týká skalárńı veličiny, jedná se zde pouze o děleńı č́ıslem.
Nyńı již zbývá pouze vypoč́ıtat αtP (t)ϕ(t) v rovnici (8.2.11). Pro výpočet využijeme (8.2.13).

αtP (t)ϕ(t) = αtP (t− 1)ϕ(t)− αtP (t− 1)ϕ(t)ϕT (t)P (t− 1)ϕ(t)/[1/αt + ϕT (t)P (t− 1)ϕ(t)]

= P (t− 1)ϕ(t){αt − αtϕT (t)P (t− 1)ϕ(t)/[
1

αt
+ ϕT (t)P (t− 1)ϕ(t)]}

Odsud již po snadné úpravě dostaneme

αtP (t)ϕ(t) = P (t− 1)ϕ(t)/[
1

αt
+ ϕT (t)P (t− 1)ϕ(t)] (8.2.14)

Shrňme nyńı dosažené výsledky. Pro strukturu modelu

y(t) = ϕT (t)Θ + v(t) (8.2.15)

která zahrnuje např. systém typu ARX

A(q−1)y(t) = B(q−1)u(t) + e(t) (8.2.16)

a identifikačńı metodu nejmenš́ı čtverce definovanou minimalizaćı kritéria

Vt(Θ) =

t∑
s=1

[y(s)− ϕT (s)Θ]2αs (8.2.17)
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bude jednorázový odhad Θ̂(t) definován

Θ̂(t) = [

t∑
s=1

αsϕ(s)ϕT (s)]−1[

t∑
s=1

αsϕ(s)y(s)] (8.2.18)

a rekurzivńı odhad popsán vztahy

Θ̂(t) = Θ̂(t− 1) + L(t)ε(t) (8.2.19)

ε(t) = y(t)− ϕT (t)Θ̂(t− 1) (8.2.20)

L(t) =
P (t− 1)ϕ(t)

1
αt

+ ϕT (t)P (t− 1)ϕ(t)
(8.2.21)

P (t) = P (t− 1)− P (t− 1)ϕ(t)ϕT (t)P (t− 1)
1
αt

+ ϕT (t)P (t− 1)ϕ(t)
(8.2.22)

Poznamenejme, že ε(t) často bývá označováno jako chyba predikce a vektor L(t) v (8.2.19)
je zisk ukazuj́ıćı, jak bude chyba predikce modifikovat jednotlivé prvky vektoru parametr̊u.
Všimněme si také, že matice P (t) s zvyšuj́ıćım se t monotónně klesá a pro t→∞ se bude bĺıžit
nule. Pak i zisk estimátoru L(t) bude nulový a odhad parametr̊u Θ̂(t) ustane. Tato situace může
nastat i v konečném časovém intervalu, a to z d̊uvodu omezené přesnosti výpočtu výpočetńıch
prostředk̊u.

Poznámka . Váhový koeficient αt může být volen jako libovolné kladné reálné č́ıslo. Pokud však
bude zvolen jako

αt = 1/λ2
t

kde λ2
t je variance šumu, tj. λ2 = E[e(t)2], pak, po odezněńı vlivu počátečńıch podmı́nek, je

výsledný odhad nejlepš́ı lineárńı nestranný odhad (BLUE), tak jak byl diskutován v kapitole
4.3, a matice P (t) může být chápána jako kovariančńı matice chyby odhadu. Poznamenejme
rovněž, že rekurzivńı metoda nejmenš́ıch čtverc̊u s diskutovanou volbou váhového koeficientu
je zjednodušenou verźı Kalmanova filtru, jakožto optimálńıho estimátoru stavu pro lineárńı
stochastické systémy, konfigurovaného pro odhad konstantńıch parametr̊u. Tato skutečnost je
detilně diskutována v návazném d́ıle těchto skript.

Poznámka . Abychom mohli předchoźı algoritmus použ́ıt, muśıme stanovit počátečńı podmı́nky.
Účinek počátečńıch podmı́nek Θ(0), P (0), na odhad Θ̂(t) bude zřejmý z následuj́ıćı analýzy.
Uvažujme algoritmus (8.2.19)-(8.2.22) s αt = 1 pro všechna t. Z rovnice (8.2.12) plat́ı

P−1(t) = P−1(0) +

t∑
s=1

ϕ(s)ϕT (s)

Zavedeńım pomocné veličiny x(t) ve tvaru

x(t)
4
= P−1(t)Θ̂(t) (8.2.23)

a využit́ım (8.2.11), (8.2.12), (8.2.20) dostaneme

x(t) = P−1(t)Θ̂(t− 1) + ϕ(t)ε(t)

= [P−1(t− 1) + ϕ(t)ϕT (t)]Θ̂(t− 1) + ϕ(t)[y(t)− ϕT (t)Θ̂(t− 1)]

= x(t− 1) + ϕ(t)y(t)

= x(0) +

t∑
s=1

ϕ(s)y(s)
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Z (8.2.23) můžeme vyjádřit Θ̂(t) jako

Θ̂(t) = P (t)x(t)

a po dosazeńı za P (t) z (8.2.12) a x(t) z předposledńıho vztahu źıskáme

Θ̂(t) = [P−1(0) +
t∑

s=1

ϕ(s)ϕT (s)]−1[P−1(0)Θ̂(0) +
t∑

s=1

ϕ(s)y(s)] (8.2.24)

který je v úzkém vztahu s jednorázovou metodou nejmenš́ıch čtverc̊u. Nyńı je již zřejmé, že
pro P−1(0) malé bude odhad přibližně roven jednorázovému odhadu. Odtud plyne často do-
poručovaný postup volit v př́ıpadě, že nemáme apriorńı informace o parametrech, volit

θ̂(0) = 0 a P (0) = ρI

kde ρ je nějaké
”
velké“ č́ıslo.

Na závěr této podkapitoly se krátce zmı́ńıme o jiné možnosti jednoduché volby váhového ko-
eficientu αs v kritériu při požadavku exponenciálńı rychlosti zapomı́náńı starých dat. Tento
požadavek je motivován situaćı, kdy řešitel úlohy identifikace předpokládá možnost pomalé
změny parametr̊u (doposud jsme vždy předpokládali konstantńı parametry), a proto starým
dat̊um přǐrazuje menš́ı vypov́ıdaćı schopnost o aktuálńı hodnotě parametr̊u. Pak αs ve (8.2.12)
můžeme definovat

αs = τ t−s

kde τ je tzv. faktor zapomı́náńı v tomto př́ıpadě konstantńı a jeho hodnota je menš́ı nebo rovna
jedné. Často se vyb́ırá z intervalu 0.95-0.99. Volba faktoru zapomı́náńı může vycházet např.
z apriorńı znalosti o rychlosti změny (tj. o časové konstantě) hledaných parametr̊u. Obecně se
dá ř́ıci, že č́ım menš́ı je τ , t́ım rychleǰśı je zapomı́náńı.
T́ım, že takto zvolený parametr αs explicitně záviśı na posledńım časovém okamžiku t, nelze
jej jednoduše dosadit do rekurzivńıho algoritmu metody nejmenš́ıch čtverc̊u (8.2.19)-(8.2.22). Je
nutné tedy algoritmus znovu odvodit. Nicméně, odvozeńı rekurzivńı metody nejmenš́ıch čtverc̊u s
váhovým koeficientem závislým na t je do značné mı́ry analogické k odvozeńı algoritmu (8.2.19)-
(8.2.22), a proto zde uvedeme jen finálńı algoritmus rekurzivńı metody nejmenš́ıch čtverc̊u s
exponenciálńım zapomı́náńım dat, který je

Θ̂(t) = Θ̂(t− 1) + L(t)ε(t) (8.2.25)

ε(t) = y(t)− ϕT (t)Θ̂(t− 1)

L(t) = P (t)ϕ(t) = P (t− 1)ϕ(t)/[τ + ϕT (t)P (t− 1)ϕ(t)]

P (t) = {P (t− 1)− P (t− 1)ϕ(t)ϕT (t)P (t− 1)/[τ + ϕT (t)P (t− 1)ϕ(t)]}/τ

Všimněme si, že na rozd́ıl od nevážené verze, může matice P (t) i r̊ust s přibývaj́ıćım počtem
měřeńı.
V současnosti jsou známy i daľśı postupy pro odhad pomalu se měńıćıch parametr̊u, např. tzv.
směrové zapomı́náńı nebo Kalman̊uv filtr, který bude detailně popsán ve 2. d́ıle skript a je
založen na odlǐsném popisu neznámých parametr̊u (parametry jsou uvažovány jako náhodné
veličiny).
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8.3 Rekurzivńı metoda př́ıdavné proměnné

V kapitole 7. jsme se zabývali předevš́ım základńı variantou metody př́ıdavné proměnné.
Výpočet odhadu parametr̊u vycházel ze vztahu

Θ̂(t) = [
t∑

s=1

ζ(s)ϕT (s)]−1[ζ(s)y(s)] (8.3.1)

Je zřejmé, že tento výraz je velmi strukturálně podobný s (8.2.3) pro αs = 1 a analogickým
postupem jako u odvozeńı rekurzivńıch nejmenš́ıch čtverc̊u bychom dostali následuj́ıćı rekurzivńı
algoritmus odhadu parametr̊u.

Θ̂(t) = Θ̂(t− 1) + L(t)ε(t) (8.3.2)

ε(t) = y(t)− ϕT (t)Θ̂(t− 1)

L(t) = P (t)ζ(t) = P (t− 1)ζ(t)/[1 + ϕT (t)P (t− 1)ζ(t)]

P (t) = P (t− 1)− P (t− 1)ζ(t)ϕT (t)P (t− 1)/[1 + ϕT (t)P (t− 1)ζ(t)]

Jediný rozd́ıl mezi jednorázovou i rekurzivńı metodou nejmenš́ıch čtverc̊u a metodou př́ıdavné
proměnné rovněž v obou variantách je v záměně vektoru ϕ(t) za vektor př́ıdavné proměnné ζ(t).
Ale ϕT (t) z̊ustává stejné. Pro rekurzivńı algoritmus můžeme provést např. následuj́ıćı volbu
vektoru př́ıdavné proměnné

ζT (t) = [−ym(t− 1), . . . ,−ym(t− na), u(t− 1), . . . , u(t− nb)]

kde ym(t) je výstup deterministického systému

ym(t) + â1(t)y(t− 1) + . . .+ âna(t)ym(t− na) = b̂1(t)u(t− 1) + . . .+ b̂nb(t)u(t− nb)

s proměnnými parametry, které generuje rekurzivńı algoritmus identifikace.

8.4 Rekurzivńı metoda chyby predikce

Metodou chyby predikce jsme se již zabývali v 6. kapitole. Ćılem této subkapitoly je źıskat
rekurzivńı algoritmus výpočtu odhadu metodou chyby predikce pro obecný model, s jedńım
vstupem a jedńım výstupem. Toto omezeńı neńı samozřejmě nutné, ale pro zlepšeńı porozuměńı
při odvozeńı je vhodné. Začneme volbou ztrátové funkce. Uvažujme

Vt(Θ) =
1

2

t∑
s=1

λt−sε2(s) (8.4.1)

Pro λ = 1 se ztrátová funkce redukuje na standardńı tvar se stejnou vahou pro všechna data.
Takto uvažujeme exponenciálńı zapomı́náńı dat. Poznamenejme, že odhad Θ̂t źıskaný z jed-
norázové identifikace minimalizuj́ıćı (8.4.1) nelze naj́ıt analyticky, kromě speciálńıch př́ıpad̊u
zkoumaných již dř́ıve v textu. Proto muśı být prováděna numerická optimalizace. To je rovněž
d̊uvod, proč nelze odvodit rekurzivńı algoritmus přesně odpov́ıdaj́ıćı jednorázové identifikaci.
Bude potřeba provádět jisté aproximace. Předpokládejme, že Θ̂(t − 1) minimalizuje Vt−1(Θ) a
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že minimum Vt(Θ) je bĺızko Θ̂(t − 1). Pak je přijatelné aproximovat Vt(Θ) Taylorovou řadou
okolo bodu Θ̂(t− 1). Proved’me Taylor̊uv rozvoj a ponechme pouze prvńı tři členy.

Vt(Θ) ∼ Vt(Θ̂(t− 1)) + V
′T
t (Θ̂(t− 1))(Θ− Θ̂(t− 1))

+
1

2
(Θ− Θ̂(t− 1))TV

′′
t (Θ̂(t− 1))(Θ− Θ̂(t− 1)) (8.4.2)

Pravá strana (8.4. 2) je kvadratická funkce vzhledem k Θ. Při hledáńı extrému postupujme
standardńım zp̊usobem, tedy prvńı derivaci aproximace v (8.4. 2) polož́ıme rovnu nule

V
′T
t (Θ̂(t− 1)) + V

′′
t (Θ̂(t− 1))[Θ− Θ̂(t− 1)] = 0 (8.4.3)

Nový optimálńı odhad v čase t pak můžeme stanovit z (8.4.3)

Θ̂(t) = Θ̂(t− 1)− [V
′′
t (Θ̂(t− 1))]−1[V ′t (Θ̂T (t− 1))]T (8.4.4)

Tento optimalizačńı postup odpov́ıdá tzv. Newton-Raphson algoritmu pro hledáńı extrému
funkce. Nicméně rekurzivńı vztah muśıme źıskat i pro derivace ztrátové funkce Vt(Θ). Vyjděme
z (8.4.1) a postupně derivujme Vt(Θ)

Vt(Θ) = λVt−1(Θ) +
1

2
ε2(t)

V ′t (Θ) = λV ′t−1(Θ) + ε(t)
∂ε(t)

∂Θ
= λV ′t−1(Θ) + ε(t)ε′(t)

V
′′
t (Θ) = λV

′′
t−1(Θ) + ε(t)ε(t)

′′
+ ε

′
(t)ε′(t)

Proved’me následuj́ıćı aproximace

V ′t−1(Θ̂(t− 1)) = 0 (8.4.5)

V
′′
t−1(Θ̂(t− 1)) = V

′′
t−1(Θ̂(t− 2)) (8.4.6)

ε(t)ε
′′
(t) = 0 (8.4.7)

Důvod pro zavedeńı (8.4.5) je v předpokladu, že funkce Vt−1(Θ) nabývá minimálńı hodnoty
v bodě Θ̂(t − 1). Vztah (8.4.6) ř́ıká, že druhá derivace se skoro neměńı s Θ a konečně (8.4.7)
podporuje skutečnost, že pro hledané parametry (parametry systému) bude ε(t) b́ılý šum (Θ̂→
Θ0 ⇒ ε(t,Θ0) je b́ılý šum) a Eε(t)ε

′′
(t) = 0. Použit́ım (8.4.5)-(8.4.7) na výše vypočtené V ′t a V

′′
t

dostaneme
V ′t (Θ̂(t− 1)) = −ε(t, Θ̂(t− 1))ψ(t, Θ̂(t− 1)) (8.4.8)

V
′′
t (Θ̂(t− 1)) = λV

′′
t−1(Θ̂(t− 2)) + ψ(t, Θ̂(t− 1))ψT (t, Θ̂(t− 1)) (8.4.9)

kde

ψ(t,Θ) = −[
∂ε(t,Θ)

∂Θ
]T (8.4.10)
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Vztah pro odhadované parametry (8.4.4) můžeme již konkretizovat dosazeńım z (8.4.8)-(8.4.10)
a tak dostaneme

Θ̂(t) = Θ̂(t− 1) + [V
′′
t (Θ̂((t− 1)]−1ε(t, Θ̂(t− 1))ψ(t, Θ̂(t− 1)) (8.4.11)

Zaved’me R̄(t)
4
= V

′′
t (Θ̂(t− 1)), pak (8.4.11) a (8.4.9) nabude tvar

Θ̂(t) = Θ̂(t− 1) + R̄−1(t)ψ(t, Θ̂(t− 1))ε(t, Θ̂(t− 1)) (8.4.12)

R̄(t) = λR̄(t− 1) + ψ(t, Θ̂(t− 1))ψT (t, Θ̂(t− 1)) (8.4.13)

V tuto chv́ıli si muśıme položit otázku, jak vypoč́ıtáme ψ(t, Θ̂(t−1)) a ε(t, Θ̂(t−1)). Pro výpočet
těchto veličin již nutně potřebujeme znát konkrétńı strukturu modelu. Pro některé struktury
vyžaduje výpočet ε(t, Θ̂(t− 1)) zpracováńı všech dat až do času t a podobně pro ψ(t, Θ̂(t− 1)).
Abychom tyto veličiny mohli poč́ıtat pouze z posledńıch dat, proved’me posledńı aproximaci

ε(t) ∼ ε(t, Θ̂(t− 1))

ψ(t) ∼ −[ε′(t, Θ̂(t− 1))]T

která umožńı vyhodnoceńı veličin ε(t), ψ(t) pr̊uběžně v čase. Konkrétńı forma a zp̊usob jejich
implementace však zálež́ı na aktuálńı struktuře modelu, jak bude vidět v př́ıkladu 8.4.1.

Daľśı problém, který přináš́ı (8.4.12) a (8.4.13) je opět nekompatibilita těchto rovnic vzhledem
k matici R̄(t), protože v (8.4.12) je jej́ı inverze. Podobný jev nastal i při odvozováńı metody
rekurzivńıch nejmenš́ıch čtverc̊u. Pro odstraněńı inverze proto můžeme použ́ıt stejný postup
jako v podkapitole 8.2.

Zaved’me
P (t) = [V

′′
t (Θ̂(t− 1))]−1 (8.4.14)

pak z (8.4.9) plyne
P−1(t) = λP−1(t− 1) + ψ(t)ψT (t) (8.4.15)

Předchoźı vztah můžeme použit́ım maticové inverzńı identity zapsat (podobně jako z (8.2.12)
na (8.2.13))

P (t) = {P (t− 1)− P (t− 1)ψ(t)ψT (t)P (t− 1)/[λ+ ψT (t)P (t− 1)ψ(t)]}/λ (8.4.16)

T́ım jsme odstranili nutnost provádět v každém kroku inverzi matice dimenze nΘ/nΘ, protože
v (8.4.16) je nutné pouze dělit č́ıslem. Nyńı již lze předvést výsledný rekurzivńı algoritmus
metody chyby predikce:

Θ̂(t) = Θ̂(t− 1) + L(t)ε(t) (8.4.17)

L(t) = P (t)ψ(t) (8.4.18)

P (t) = {P (t− 1)− P (t− 1)ψ(t)ψT (t)P (t− 1)/[λ+ ψT (t)P (t− 1)ψ(t)]}/λ (8.4.19)
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nebo po úpravě výpočtu ziskového vektoru L(t) podobně jako u nejmenš́ıch čtverc̊u

L(t) = P (t− 1)ψ(t)/[λ+ ψT (t)P (t− 1)ψ(t)] (8.4.20)

Algoritmus (8.4.17)-(8.4.19) př́ıpadně (8.4.20) je použitelný na r̊uzné struktury model̊u.
Výpočet ε(t) a ψ(t) bude závislý na konkrétńı struktuře. Např́ıklad pro ARX model bude
tento algoritmus totožný s (8.2.19)-(8.2.22) pro nejmenš́ı čtverce. To znamená, že ψ(t) = ϕ(t)
a ε(t) = y(t) − ϕT (t)Θ̂(t − 1). Pro ARMAX model však bude výpočet těchto veličin složitěǰśı.
Věnujme se proto podrobně aplikaci odvozeného algoritmu pro ARMAX model.

Př́ıklad 8.4.1 Aplikace rekurzivńı metody chyby predikce na ARMAX model.
Předpokládejme ARMAX strukturu

A(q−1)y(t) = B(q−1)u(t) + C(q−1)e(t) (8.4.21)

kde
A(q−1) = 1 + a1q

−1 + ...+ anaq
−na

B(q−1) = b1q
−1 + ...+ bnbq

−nb

C(q−1) = 1 + c1q
−1 + ...+ cncq

−nc

Z 6. kapitoly v́ıme, že
C(q−1)ε(t,Θ) = A(q−1)y(t)−B(q−1)u(t) (8.4.22)

Parciálńı derivace ε(t,Θ) podle parametru ai, kde i = 1, ..., na, splňuje

C(q−1)
∂ε(t,Θ)

∂ai
= y(t− i) (8.4.23)

nebo-li

∂ε(t,Θ)

∂ai
=

1

C(q−1)
y(t− i)

Obdobně parciálńı derivace podle parametr̊u bi, kde i = 1, ..., nb, splňuje

C(q−1)
∂ε(t,Θ)

∂bi
= −u(t− i) (8.4.24)

a konečně analogicky pro parametry ci, kde i = 1, ..., nc, lze odvodit

C(q−1)
∂ε(t,Θ)

∂ci
= −ε(t− i,Θ) (8.4.25)

Abychom mohli předchoźı výsledky zapsat kompaktńım zp̊usobem, definujeme filtrované signály

yF (t)
4
=

1

C(q−1)
y(t) (8.4.26)

uF (t)
4
=

1

C(q−1)
u(t) (8.4.27)

εF (t)
4
=

1

C(q−1)
ε(t) (8.4.28)
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pak derivace pro všechny parametry je dána

ψ(t,Θ) = −[yF (t−1), . . . , yF (t−na),−uF (t−1), . . . ,−uF (t−nb),−εF (t−1), . . . ,−εF (t−nc)]T
(8.4.29)

Kromě př́ıpadu, kdy C(q−1) = 1 jsou (8.4.22)-(8.4.29) filtry s nekonečnou impulsńı odezvou
(vstupem je u(·) a y(·) a výstupem ε(·) a ε′(·)). Také je zřejmé, že k výpočtu ε(t,Θ) i ε′(t,Θ) pro
libovolnou hodnotou Θ je zapotřeb́ı zpracovat všechna data až do okamžiku t. Vhodný zp̊usob,
jak aproximovat výpočet těchto hodnot je nahradit při výpočtu ε(t,Θ) neznámé parametry jejich
odhady v okamžiku t− 1, tedy

ε(t) = y(t) + â1(t− 1)y(t− 1) + ...+ ân(t− 1)y(t− na)

− b̂1(t− 1)u(t− 1)− ...− b̂n(t− 1)u(t− nb)
− ĉ1(t− 1)ε(t− 1)− ...− ĉn(t− 1)ε(t− nc) (8.4.30)

a podobně pro prvky ψ(t) s t́ım, že odhad lze použ́ıt až po okamžik t

yF (t) = y(t)− ĉ1(t)yF (t− 1)− ...− ĉnc(t)yF (t− nc) (8.4.31)

uF (t) = u(t)− ĉ1(t)uF (t− 1)− ...− ĉnc(t)uF (t− nc) (8.4.32)

εF (t) = ε(t)− ĉ1(t)εF (t− 1)− ...− ĉnc(t)εF (t− nc) (8.4.33)

Poznamenejme, že
”
přesný“ výpočet ε(s, ·) a ε′(s, ·) by vyžadoval filtraci s pevným Θ̂(t − 1)

od t = 1 do t = s. Takto provedeme filtraci pouze jednou s inicializaćı v každém časovém
okamžiku s použit́ım aktuálńıho odhadu parametr̊u Θ̂(t− 1) z předchoźıch hodnot ε a ε′. Nyńı
již můžeme realizovat obecný algoritmus (8.4.17)-(8.4.20), protože veličiny, které souviśı se
strukturou modelu ε a ψ jsou již známy.

Na závěr poznamenejme, že ε(t) z (8.4.7) bychom mohli poč́ıtat
”
lépe“ než v (8.4.30), protože

pro výpočet ε(t − 1) v (8.4.30) můžeme použ́ıt již odhad Θ̂(t − 1) mı́sto Θ̂(t − 2) atd. To by
umožnilo nalézt modifikovaný algoritmus s lepš́ımi vlastnostmi než má výše uvedený.

V daľśım př́ıkladu ukážeme, jaký je vztah mezi značně populárńı metodou pseudolineárńı
regrese a metodou chyby predikce při aplikaci na ARMAX model.

Př́ıklad 8.4.2 Pseudolineárńı regrese (nebo-li rozš́ı̌rená metoda nejmenš́ıch čtverc̊u) pro ARMAX
model.
Zapǐsme ARMAX model (8.4.21) jako lineárńı regresi

y(t) = ϕT (t)Θ + e(t)

kde

ϕ(t) = [−y(t− 1), . . . ,−y(t− na), u(t− 1), . . . , u(t− nb), e(t− 1), . . . , e(t− nc)]T

Θ = [a1, . . . , ana, b1, . . . , bnb, c1, . . . , cnc]
T
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Samozřejmě nelze aplikovat metodu nejmenš́ıch čtverc̊u, protože regresory {e(t−1), . . . , e(t−nc)}
nejsou známy. Avšak jestliže je nahrad́ıme odhadnutou chybou predikce ε(t), dostaneme rekur-
zivńı algoritmus (pro αs = 1 v kritériu)

Θ̂(t) = Θ̂(t− 1) + L(t)ε(t)

ε(t) = y(t)− ϕT (t)Θ̂(t− 1)

L(t) = P (t− 1)ϕ(t)/[1 + ϕT (t)P (t− 1)ϕ(t)]

P (t) = P (t− 1)− P (t− 1)ϕ(t)ϕT (t)P (t− 1)/[1 + ϕT (t)P (t− 1)ϕ(t)]

ϕ(t) = [−y(t− 1)...− y(t− n)u(t− 1)...u(t− n)ε(t− 1)...ε(t− n)]T

Ačkoliv tento algoritmus reprezentuj́ıćı metodu pseudolineárńı regrese je velmi podobný
rekurzivńı metodě chyby predikce, je zde však přece rozd́ıl v absenci filtru ve vektoru regresor̊u.
Rovněž vlastnosti spojené s konvergenćı a kvalitou odhadu jsou výrazně horš́ı. Pro zajǐstěńı
globálńı konvergence by muselo platit, že

Re[
1

C0(eiω)
− 1

2
] > 0

pro všechny ω, což je samozřejmě splněno jen pro některé C0(q−1) [15].

8.5 Metoda stochastické aproximace

Pojem stochastická aproximace byl zaveden ve statistice pro sekvenčńı odhad parametr̊u.
Nejdř́ıve se pokuśıme ukázat hlavńı myšlenku stochastické aproximace a jej́ı vztah k rekurzivńı
identifikaci. Uvažujme model

y(t) = ϕT (t)Θ + v(t) (8.5.1)

kde y(t) a ϕ(t) jsou měřené veličiny, Θ je vektor parametr̊u, který má být určen a proměnná
v(t) je chyba rovnice. Je přirozené vybrat Θ tak, aby variance v(t) byla minimalizována to jest
řeš́ıme optimalizačńı problém

min
Θ
V (Θ)

kde

V (Θ) =
1

2
E[y(t)− ϕT (t)Θ]2 (8.5.2)

Protože V (Θ) je kvadratická v Θ lze min V (Θ) nalézt řešeńım

[− d

dΘ
V (Θ)]T = Eϕ(t)[y(t)− ϕT (t)Θ] = 0

Jelikož neznáme hustoty pravděpodobnosti veličin y(t) ani ϕ(t) nelze středńı hodnotu ohodnotit.
Samozřejmě můžeme středńı hodnotu nahradit v tomto smyslu

E[f(t)] ≈ (1/N)
N∑
t=1

f(t)

a pak vlastně přej́ıt na metodu nejmenš́ıch čtverc̊u.
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Nyńı se věnujme typické formulaci problému řešeného stochastickou aproximaćı. Necht’ {e(t)}
je sekvence náhodných proměnných se stejným rozložeńım. Dále předpokládejme, že je dána
funkce Q(x, e(t)) proměnných e(t), x a hledáme řešeńı rovnice

E[Q(x, e(t))] = f(x) = 0,

kde E označuje středńı hodnotu přes e(t). Řešitel úlohy nezná rozložeńı e(t). Rovněž přesný tvar
funkce Q může být neznámý. Avšak realizace Q(x, e) jsou pozorovány nebo mohou být nějak
zjǐstěny pro vybraná x. Řečeno jinými slovy, uživatel vybere x a dostane realizaci Q(x, e(t)).
Snadno se lze přesvědčit, že problém nalezeńı parametr̊u regresńıho modelu je speciálńım
př́ıpadem této obecné úlohy. Stač́ı, pokud zavedeme

x = Θ

e(t) = [y(t), ϕT (t)]T

Q(x, e(t)) = ϕ(t)[y(t)− ϕT (t)Θ]

V tomto př́ıpadě e(t) je měřeno (nebo známo) a Q(x, e(t)) je známá funkce x a e(t), ale rozložeńı
e(t) je neznámé. Vrat’me se však k obecné rovnici

E[Q(x, e(t))] = f(x) = 0

Otázkou z̊ustává jak generovat posloupnost aproximativńıch řešeńı x(t) pro t = 1, 2, . . .,
na základě pozorovaných realizaćı Q(x(t), e(t)) tak, aby byla zajǐstěna konvergence k řešeńı.
Myšlenkově jednoduchý a na provedeńı zdlouhavý by byl následuj́ıćı postup. Použ́ıt nějaké x a
provést velký počet pozorováńı, pak odhadnout středńı hodnotu jako pr̊uměr. T́ımto bychom
źıskali odhad hodnoty f(x) pro jedno konkrétńı x a postup opakovat pro jiné x tak dlouho, dokud
nenajdeme řešeńı. Tato cesta je samozřejmě velmi neefektivńı, protože vlastně nesystematicky
procháźıme možné x. Efektivněǰśı postup navrhli Robbins a Monro ve formě následuj́ıćıho re-
kurzivńıho řešeńı

x̂(t) = x̂(t− 1) + γ(t)Q(x̂(t− 1), e(t)) (8.5.3)

kde {γ(t)} je sekvence reálných č́ısel s následuj́ıćımi vlastnostmi

γ(t) ≥ 0,

∞∑
t=1

γ(t) =∞,
∞∑
t=1

γ2(t) <∞

Těmto podmı́nkám vyhovuje např. γ(t) = 1/t. Bylo dokázáno, že x̂(t) bude konvergovat k
řešeńı rovnice za určitých předpoklad̊u. Typický předpoklad je, že {e(t)} je sekvence nezávislých
náhodných vektor̊u, což v naš́ı aplikaci na regresńı model nemuśı být splněno.

Vrat’me se opět k lineárńı regresi (8.5.1). Algoritmus stochastické aproximace založený na (8.5.3)
bude pro (8.5.1)

Θ̂(t) = Θ̂(t− 1) + γ(t)ϕ(t)
(
y(t)− ϕT (t)Θ̂(t− 1)

)
(8.5.4)

Tento algoritmus byl velmi obĺıbený v oblasti adaptivńıho zpracováńı signál̊u.

Vrat’me se k p̊uvodńımu minimalizačńımu problému (8.5.2). Obecně můžeme ř́ıci, že chceme
minimalizovat

min
x
V (x) pro V (x) = E[H(x, e(t))]
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Necht’

− d

dx
V (x) = fT (x)

a dále předpokládejme, že gradient

− ∂

∂x
H(x, e(t)) = QT (x, e(t))

lze vyjádřit pro vybrané x. Pak řešeńı minimalizačńıho problému je převedeno na řešeńı rovnice

0 = (− d

dx
V (x))T = f(x) = E[Q(x, e(t))]

ve které byla provedena záměna operaćı ustředněńı a derivace. Tedy nastaveńı x je prováděno
ve směru negativńıho gradientu, a proto se někdy použ́ıvá pro algoritmy typu Robbins-Monro
označeńı stochastické gradientńı metody.
Stochastické gradientńı metody lze chápat jako stochastickou analogii metody největš́ıho spádu

”
steepest descent“ pro numerickou minimalizaci deterministické funkce. Tato metoda pracuje

takto

x(t+1) = x(t) − γ(t)

(
d

dx
V (x)

)T
|x=x(t)

kde γ(t) je vhodně vybrané kladné č́ıslo a x(t) označuje t-tou iteraci. Je dobře známo, že tento
postup neńı př́ılǐs účinný, když se iterace bĺıž́ı minimu. Takzvané Newtonovy metody poskytuj́ı
lepš́ı výsledky. V těchto metodách je směr postupu, záporný gradient, nahrazen za(

− d2

dx2
V (x)

)−1(
d

dx
V (x)

)T
(8.5.5)

Pak iteračńı schema bude mı́t tvar

x(t+1) = x(t) − γ(t)

(
d2

dx2
V (x)

)−1(
d

dx
V (x)

)T
|x=x(t)

Stochastická varianta Newtonovy metody spoč́ıvá v konstrukci aproximace V
′′
(x) na základě

předchoźıch pozorováńı. Označ́ıme-li odhad druhé derivace V̄
′′

dostaneme přirozenou variantu
metody stochastického gradientu

x̂(t) = x̂(t− 1) + γ(t)
(
V̄
′′
(x̂(t− 1), et)

)−1
Q(x̂(t− 1), e(t))

kde et = [e(t), e(t− 1), ..., e(1)]. Tato iterace je základem stochastického Newtonova algoritmu.

Odvod’me Newton̊uv algoritmus pro regresńı model, tedy pro (8.5.1). Nejprve zjist́ıme, že pro
kvadratické kritérium je

d2

dΘ2
V (Θ) = Eϕ(t)ϕT (t)

Matici druhých derivaćı lze určit jako řešeńı R z

E[ϕ(t)ϕT (t)−R] = 0 (8.5.6)
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Aplikaćı Robbins-Monro postupu na (8.5.6) dostaneme

R(t) = R(t− 1) + γ(t)(ϕ(t)ϕT (t)−R(t− 1))

Odhad d2V (Θ)/dΘ2 v čase t je tedy R(t). Využit́ım tohoto odhadu źıskáme stochastický
Newton̊uv algoritmus

Θ̂(t) = Θ̂(t− 1) + γ(t)R−1(t)ϕ(t)(y(t)− ϕT (t)Θ̂(t− 1)) (8.5.7)

který je úzce svázán s metodou rekurzivńıch nejmenš́ıch čtverc̊u. Pro γ((t) = 1/t a αt = 1
dostaneme rekurzivńı algoritmus nejmenš́ıch čtverc̊u z podkapitoly 8.2.

8.6 Numerické ošetřeńı rekurzivńıch algoritmů

Na závěr této kapitoly si všimněme jednoho problému spojeného s realizaćı všech, v této
kapitole představených, rekurzivńıch algoritmů. Problém se týká výpočtu matice P (t), která
je dána rozd́ılem dvou matic. Vlivem zaokrouhlovaćıch chyb a při deľśım chodu rekurze může
doj́ıt ke ztrátě pozitivńı (semi-)definitnosti této matice, která je základem pro stanoveńı zisku
rekurzivńıch algoritmů, a to ve svém d̊usledku obrát́ı směr hledáńı extrému, d́ıky čemuž
algoritmus diverguje. Proto byly vyvinuty algoritmy, které toto nebezpeč́ı odstraňuj́ı. Princip
algoritmů bude představen na výpočtu matice P (t) (8.4.19) v rekurzivńı verzi metody chyby
predikce při uvažováńı λ = 1. Pro ostatńı rekurzivńı identifikačńı metody je postup analogický.

Prvńı z možnost́ı jsou odmocninové filtry, které se děĺı na tzv. UDUT filtry a SST filtry.
Prvńı z nich rozkládaj́ı matici P na součin diagonálńı D a trojúhelńıkových matic U,UT ,
tedy P = UDUT . Druhý zp̊usob spoč́ıvá v rozkladu matice P = SST , kde na formu matice
nejsou v principu kladeny žádné předpoklady. Druhý zp̊usob rozkladu má obdobné numerické
vlastnosti, avšak vede na jednodušš́ı výsledný algoritmus. Proto zde bude pro ilustraci uveden
bez detailńıho odvozeńı.

Definujeme matici S(t) takto

P (t)
4
= S(t)ST (t) (8.6.1)

Hledejme časový vývoj S(t) mı́sto P (t). Připomeňme si základńı rovnici pro výpočet P (t) při
λ = 1

P (t) = P (t− 1)− P (t− 1)ψ(t)ψT (t)P (t− 1)/[1 + ψT (t)P (t− 1)ψ(t)]

Výpočet S(t) se pak skládá z těchto výsledných vztah̊u

f(t) = ST (t− 1)ψ(t)

β(t) = 1 + fT (t)f(t)

α(t) = 1/[β(t) +
√
β(t)]

K(t) = S(t− 1)f(t)

S(t) = S(t− 1)− α(t)K(t)fT (t)
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Zisk L(t) se vypoč́ıtá z K(t)

L(t) = K(t)/β(t)

Z d̊uvodu ušetřeńı numerických operaćı je pak vhodné výpočet parametr̊u provést takto

Θ̂(t) = Θ̂(t− 1) +K(t)[ε(t)/β(t)]

což ušetř́ı nΘ− 1 děleńı, oproti výpočtu L(t) a následnému násobeńı s ε(t).

Druhá možnost, jak se vypořádat s možnou ztrátou pozitivńı semi-definitnosti matice P (t),
spoč́ıvá v použit́ı tzv. Josephovy formy pro výpočet matice P (t), kterou lze zapsat ve tvaru

P (t) = (I − L(t)ψT (t))P (t− 1)(I − L(t)ψT (t))T + L(t)LT (t) (8.6.2)

kde I je jednotková matice o rozměrech nΘ/nΘ a zisk L(t) je dán rovnićı (8.4.20), tedy vztahem

L(t) = P (t− 1)ψ(t)/(1 + ψT (t)P (t− 1)ψ(t))

Jednoduchým výpočtem lze ověřit, že vztahy (8.6.2) a (8.4.19) jsou identické. Roznásobeńım a
dosazeńım vztahu pro výpočet zisku L(t) do (8.6.2) lze psát

P (t) = P (t− 1)− P (t− 1)ψLT︸ ︷︷ ︸
a

−LψTP (t− 1)︸ ︷︷ ︸
b

+LψTP (t− 1)ψLT︸ ︷︷ ︸
c

+LLT︸︷︷︸
d

= P (t− 1)− 2P (t−1)ψψTP (t−1)
ζ︸ ︷︷ ︸

a+b

+ P (t−1)ψ(ψTP (t−1)ψ+1)ψTP (t−1)
ζ2︸ ︷︷ ︸

c+d

= P (t− 1)− 2P (t−1)ψψTP (t−1)
ζ + P (t−1)ψψTP (t−1)

ζ

= P (t− 1)− P (t− 1)ψ(t)ψT (t)P (t− 1)/[1 + ψT (t)P (t− 1)ψ(t)] (8.6.3)

kde ψ = ψ(t), L = L(t) a ζ = ζ(t) = (1 + ψT (t)P (t− 1)ψ(t)).

Ze vztah̊u (8.6.1) a (8.6.2) je již patrné, že při výpočtu matice P (t) nedocháźı k odečtu dvou
matic a výsledná matice je tak zcela jistě pozitivně semi-definitńı.

8.7 Shrnut́ı

Rekurzivńı algoritmy identifikace jsou velmi vhodné pro nejr̊uzněǰśı aplikace. V této kapitole
byly postupně odvozeny nejd̊uležitěǰśı rekurzivńı postupy: rekurzivńı metoda nejmenš́ıch
čtverc̊u, rekurzivńı metoda př́ıdavné proměnné, rekurzivńı metoda chyby predikce, včetně apli-
kace na některé problémy. V závěru kapitoly byla naznačena metoda stochastické aproximace a
provedeno jedno z možných numerických ošetřeńı rekurzivńıch algoritmů.

Rekurzivńı identifikačńı metody jsou velmi zaj́ımavé nejenom z hlediska identifikace, ale i pro
adaptivńı systémy ř́ızeńı či zpracováńı signálu. Uved’me např. alespoň tyto publikace [1], [4], [7],
[10], [11], [18], [20], [48]-[51], [56]. Postupy pro numerické ošetřeńı algoritmů jsou uvedeny v [10],
[52], [54], [57]. Aplikaćı rekurzivńı identifikace v úloze detekce chyb v systému se zabývá [53].
Algoritmy umožňuj́ıćı sledovat proměnlivé parametry reprezentuje např. [55] a jsou uvedeny
rovněž ve 2. d́ıle skript.
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Kapitola 9

Identifikace nelineárńıch systémů

Předchoźı kapitoly se věnovaly identifikaci lineárńıch systémů. Ovšem v mnoha situaćıch je
chováńı systému nelineárńı a jeho popis modelem lineárńım je nedostatečný, tj. lineárńı mo-
del vede na velkou chybu predikce výstupu nelineárńıho systému. Značná pozornost je proto
věnována popisu (či modelováńı) nelineárńıch dynamických systémů.
Ćılem této kapitoly je představit některé ze základńıch koncept̊u a idej́ı identifikace parametr̊u
nelineárńıch vstupně-výstupńıch model̊u.

9.1 Nelineárńı vstupně-výstupńı model a formulace problému

Uvažujme nelineárńı systém, který je popsán následuj́ıćı rovnićı

y(t) = g0

(
y(t− 1), y(t− 2), . . . , y(t− na,0),

u(t− 1), . . . , u(t− nb,0),

e(t− 1), . . . , e(t− nc,0); Θ0

)
+ e(t) (9.1.1)

kde proměnné y(t), u(t) a e(t) jsou definovány v souladu se zavedeným značeńım, tj. jako výstup,
vstup a porucha a funkce g0(·; Θ0) je neznámá, obecně nelineárńı, funkce závisej́ıćı na množině
neznámých parametr̊u Θ0.
Protože funkce g0(·; Θ) může být velmi složitá funkce s neznámou a mnohdy stěž́ı zjistitelnou
strukturou, tak ćıl nelineárńı identifikace je nalézt model

y(t) = g
(
y(t− 1), y(t− 2), . . . , y(t− na),

u(t− 1), . . . , u(t− nb),

ε(t− 1), . . . , ε(t− nc); Θ
)

+ ε(t) (9.1.2)

dostatečně přesně1 popisuj́ıćı (aproximuj́ıćı) chováńı systému (9.1.1), kde proměnnou ε(t)
můžeme chápat jako chybu predikce nebo chybu modelu. Na rozd́ıl od lineárńı identifikace, kde
jsme většinou předpokládali shodný popis systému (9.1.1) i modelu (9.1.2), zde tento předpoklad
povětšinou neplat́ı a funkce g0(·; Θ0) v (9.1.1) a g(·; Θ) v (9.1.2) nemuśı být2 shodné. V rámci

1Pod pojmem
”
dostatečně přesný“ rozumı́me odhad např. s minimálńı varianćı chyby predikce modelu v dané

struktuře.
2Pokud je opuštěn předpoklad shodné struktury popisu systému a modelu, tak pojmy jako strannost a kon-

zistence odhadu postrádaj́ı sv̊uj smysl.
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úlohy identifikace nelineárńıch systémů je tedy nutné se nav́ıc zabývat i vhodnou volbou (či de-
finićı) nelineárńı funkce modelu g(·; Θ). To lze provést např. na základě nějaké apriorńı znalosti
či zkušenosti ohledně systému a odhadu parametr̊u Θ z dostupných dat {y(t), u(t)}.
V následuj́ıćı části se zaměř́ıme na dva základńı principy identifikace nelineárńıch systémů, a to
na popis nelineárńıho chováńı pomoćı

• identifikace nelineárńıho modelu s lineárńı funkćı odhadovaných parametr̊u, kde budeme
uvažovat následuj́ıćı tři př́ıstupy:

– množiny lineárńıch model̊u,

– nelineárńıho rozš́ı̌reńı tř́ıdy model̊u ARMAX,

– neuronové śıtě a

• identifikace nelineárńıho modelu s nelineárńı funkćı odhadovaných parametr̊u.

9.2 Identifikace nelineárńıho modelu s lineárńı funkćı odhado-
vaných parametr̊u

Začněme s představeńım identifikačńıch metod, kde struktura systému (9.1.1), tj. nelineárńı
funkce g0(·; Θ0), je neznámá. V této části představené identifikačńı techniky jsou pak založeny
na takové volbě struktury modelu (9.1.2), kde odhadované parametry Θ vystupuj́ı v lineárńı
formě vzhledem k dostupným měřeńım. Výhoda tohoto př́ıstupu spoč́ıvá v tom, že pro odhad
parametr̊u nelineárńıho modelu můžeme využ́ıt známé techniky z identifikace lineárńıch systémů
(např. metodu nejmenš́ıch čtverc̊u, př́ıdavné proměnné či chyby predikce).

9.2.1 Identifikace po částech lineárńıho modelu

Tento př́ıstup je založen na jednoduché myšlence spoč́ıvaj́ıćı v identifikaci množiny lokálńıch
lineárńıch model̊u, které aproximuj́ı nelineárńı model v několika pracovńıch bodech [70]. Hlavńı
přednost́ı tohoto př́ıstupu je možnost využit́ı široké palety identifikačńıch a ř́ıdićıch algoritmů
pro lineárńı modely (z oblasti identifikačńıch algoritmů lze zmı́nit MNČ, IVM, PEM představené
v předcházej́ıćıch kapitolách). Na druhou stranu za nevýhodu lze považovat nutnost určeńı počtu
pracovńıch bod̊u, ve kterých bude provedena identifikace, jejich specifikaci a rovněž i určeńı
indikátor̊u, které umožńı spolehlivé přeṕınańı3 lokálńıch lineárńıch model̊u použitých např. pro
predikci nebo ř́ızeńı výstupu systému.

9.2.2 Identifikace modelu ve struktuře NARMAX

Převážná část model̊u uvažovaných v kapitolách 4 až 7 byla reprezentována lineárńımi modely
ve struktuře ARMAX (např. model (5.2.3)), kde výstup systému y(t) je lineárńı kombinace
výstup̊u v předchoźıch časových okamžićıch {y(t − i)}nai=1, předchoźıch vstup̊u {u(t − i)}nbi=1 a
poruch {e(t− i)}nci=0. Pro popis nelineárńıch systémů bylo v 80. letech minulého stolet́ı navrženo
rozš́ı̌reńı struktury ARMAX zahrnuj́ıćı i nelineárńı (typicky polynomiálńı) funkce signál̊u
{y(t), u(t), e(t)}. Tato rozš́ı̌rená tř́ıda model̊u je často označována zkratkou NARMAX z an-
glického názvu

”
nonlinear autoregressive moving average model with exogenous inputs“ [70, 71].

3Přeṕınáńı, nebo-li volba, modelu může být založena např. na definici pracovńıch interval̊u vstupńıch a
výstupńıch signál̊u (např. intervaly pro měřeńı teploty) nebo na hodnotách exterńıho signálu, který nemuśı př́ımo
vstupovat do modelu, ale systém nějakým zp̊usobem ovlivňuje (např. tlak, vlhkost, ročńı obdob́ı).
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Vzhledem k obecnému modelu (9.1.2), polynomiálńı NARMAX model má následuj́ıćı strukturu
[70]

y(t) = θ0 +
n∑
i=1

θixi(t) +
n∑
i=1

n∑
j=1

θijxi(t)xj(t) +
n∑
i=1

n∑
j=1

n∑
k=1

θijkxi(t)xj(t)xk(t) + . . .+ ε(t)

(9.2.3)

kde n = na+ nb+ nc, vektorová proměnná x(t) = [x1(t), x2(t), . . . , xn(t)]T je definována jako

xm(t) =


y(t−m), 1 ≤ m ≤ na
u(t− (m− na)), na+ 1 ≤ m ≤ na+ nb

ε(t− (m− na− nb)), na+ nb+ 1 ≤ m ≤ n
(9.2.4)

tj. x(t) zahrnuje minulé vstupně-výstupńı signály {y(t), u(t), ε(t)} a vektor neznámých para-
metr̊u je dán

Θ = [θ0, θ1, . . . , θn, θ11, θ12, . . . , θnn, θ111, . . . , θnnn, . . .]
T (9.2.5)

Poznamenejme, že nejvyšš́ı uvažovaný stupeň polynomu určuje i stupeň modelu. Jako př́ıklad
polynomiálńıho modelu můžeme uvést např. následuj́ıćı NARMAX model druhého stupně

y(t) = θ0 + θ1y(t− 1) + θ2u(t− 1) + θ11(y(t− 1))2

+ θ12y(t− 1)u(t− 2) + ε(t) + θ31ε(t− 1)ε(t− 2) (9.2.6)

NARMAX model je tedy nelineárńı (konkrétně polynomiálńı) funkćı vstupně-výstupńıch
proměnných, avšak je lineárńı funkćı vzhledem k parametr̊um ve vektoru Θ. To jest, model
(9.2.6) lze zapsat v nám již známé lineárńı struktuře

y(t) = [1, y(t− 1), u(t− 1), (y(t− 1))2, y(t− 1)u(t− 2), ε(t− 1)ε(t− 2)]Θ + ε(t) (9.2.7)

kde pro odhad vektoru parametr̊u Θ = [θ0, θ1, θ2, θ11, θ12, θ31]T můžeme použ́ıt dř́ıve
představenou metodu rozš́ı̌rených nejmenš́ıch čtverc̊u, metodu chyby predikce nebo i metodu
př́ıdavné proměnné (pro odhad některých neznámých parametr̊u).

Pro úspěšnou identifikaci je kĺıčová rozumná volba struktury modelu (podobně jako tomu bylo
u lineárńıch model̊u, kde volba struktury byla diskutována v kapitole 5). Struktura modelu by
měla být dostatečně bohatá, aby popsala chováńı systému s dostatečnou přesnost́ı. Zároveň by
struktura měla být úsporná, aby identifikovaný model nebyl zbytečně složitý. Složitý nebo př́ılǐs
jednoduchý model může vést k velkým chybám. Volba struktury vycháźı z apriorńı znalosti o
systému a je často v rukách návrháře.

Poznámka . Tř́ıda NARMAX model̊u rozšǐruje nebo zobecňuje mnoho nelineárńıch model̊u,
které byly v literatuře rozv́ıjeny od konce 19. stolet́ı. Jako př́ıklad zde můžeme uvést Hammer-
stein̊uv, Wiener̊uv nebo Volterr̊uv model [71]. Poznamenejme rovněž, že se statickými modely
ve struktuře NARMAX jsme se již krátce setkali v úvodu kapitoly 4 a v kapitole 5.

Poznámka . Speciálńım př́ıpadem NARMAX modelu, je model NARX, kde porucha ovlivňuj́ıćı
výstup systému je uvažována jako b́ılá (tj. NARX je nelineárńı obdoba modelu ARX). NARX
model lze tedy formálně zapsat jako model (9.2.3), kde n = na+nb a proměnná x(t) je definována
jako

xm(t) =

{
y(t−m), 1 ≤ m ≤ na
u(t− (m− na)), na+ 1 ≤ m ≤ n

(9.2.8)
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Obrázek 9.1: Ilustrace struktury neuronové śıtě modeluj́ıćı systém v úloze identifikace.

Pro odhad parametr̊u NARX modelu je vhodná metoda nejmenš́ıch čtverc̊u (v rekurzivńı i
jednorázové podobě).

9.2.3 Identifikace modelu ve formě neuronových śıt́ı

Identifikačńı metody založené na neuronových śıt́ıch jsou intenzivně rozv́ıjeny a aplikovány od
90. let minulého stolet́ı v mnoha oblastech zahrnuj́ıćıch např. zpracováńı signál̊u, ř́ızeńı, roz-
poznáváńı řeči nebo obrázk̊u. Neuronové śıtě tak hraj́ı d̊uležitou roli v systémech využ́ıvaj́ıćıch
umělé inteligence.
T́ım, že neuronové śıtě byly rozv́ıjeny v mnoha r̊uznorodých oblastech, je použ́ıvaná terminologie
odlǐsná od terminologie použ́ıvané v oblasti identifikace systémů. Proto terminologie použitá
pro představeńı neuronových śıt́ı bude odlǐsná od terminologie v předchoźıch kapitolách těchto
skript. Na závěr však použ́ıvané termı́ny v neuronových śıt́ıch a identifikaci sjednot́ıme.

Neuronové śıtě, v anglicky psané literatuře označované pojmem
”
neural networks“, jsou

použ́ıvány k aproximaci nelineárńıch funkćı, popř. popisu chováńı nelineárńıho systému, na
základě měřených dat. Za základńı strukturu neuronové śıtě je považována śıt’ s jednou skrytou
vrstvou. V anglicky psané literatuře se lze setkat s pojmy

”
single-hidden-layer network“ nebo

”
single-layer network“ (SLN) [70]. Tato základńı struktura je založena na následuj́ıćım matema-

tickém modelu

y(t) = w0 +

m∑
i=1

wiφi(x(t)) + ε(t) (9.2.9)

kde proměnná x(t) obsahuj́ıćı minulé vstupy a výstupy je definována vztahem (9.2.8), φi(·) je tzv.
aktivačńı funkce (v anglicky psané literatuře označované jako

”
activation function“), {wi}mi=0 je

množina vah a m je počet aktivačńıch funkćı tvoř́ıćı jednotlivé neurony4. Pro lepš́ı představu je
neuronová śıt’ (9.2.9) znázorněna na obrázku 9.1.

4Matematicky formulované neurony tvořené nelineárńı funkćı byly ve 50. letech minulého stolet́ı použity k po-
pisu chováńı vazeb mezi biologickými neurony a vstupńımi a výstupńımi signály [71].
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Aktivačńı funkce jsou voleny uživatelem. V literatuře bylo navrženo několik vhodných ak-
tivačńıch funkćı [70, 71]. Mezi nejpouž́ıvaněǰśı můžeme zařadit následuj́ıćı

• sigmoida popsaná

φi(x) =
1

1 + e−p
T
i x

(9.2.10)

kde pi = [pi,1, pi,2, . . . , pi,n] je vektor parametr̊u aktivačńı funkce shodné dimenze jakou má
vektor x, tj. dim(pi) = dim(x) = n, a každý element vektoru pi je kladný, tj. pi > 0, ∀i,

• hyperbolickou tangenciálu popsanou

φi(x) = tanh(pTi x) =
ep

T
i x − e−pTi x

ep
T
i x + e−p

T
i x

(9.2.11)

kde pro parametry plat́ı pi,j > 0, ∀j,

• gaussovskou funkci popsanou

φi(x) = e−
1
2

(x−µi)T Σ−1
i (x−µi) (9.2.12)

kde Σi ∈ Rn×n je diagonálńı čtvercová matice s vektorem [σ2
i,1, σ

2
i,2, . . . , σ

2
i,n]T na diagonále

a µi ∈ Rn. Elementy matice Σi a vektoru µi tvoř́ı vektor parametr̊u pi.

Aby bylo možné pro odhad neznámých parametr̊u modelu opět využ́ıt lineárńıch estimačńıch
algoritmů, muśı uživatel při modelováńı systému neuronovými śıtěmi zvolit (nebo-li definovat)
aktivačńı funkci a m vektor̊u parametr̊u pi pro i = 1, 2, . . . ,m. Každá aktivačńı funkce v
(9.2.9) je definována jiným vektorem parametr̊u, tj. φi(x(t)) = φi(x(t); pi). Počet a typ neuron̊u
a př́ıslušné vektory parametr̊u by měly být voleny tak, aby výsledný model byl schopný
dostatečně přesně popsat chováńı systému (9.1.1) a obsáhnout rozsah vstupńıch a výstupńıch
veličin. Jedná se tak o velmi d̊uležitou volbu návrháře. Ilustrace volby parametr̊u neuronové
śıtě je dána v následuj́ıćı části.

Ćılem identifikace modelu ve formě neuronových śıt́ı je následně nalézt odhad vah neuronové śıtě
{wi}mi=0 na základě vstupńıch a výstupńıch dat a definovaných aktivačńıch funkćı. Tento proces
se označuje jako trénováńı neuronové śıtě nebo učeńı (v anglicky psané literatuře

”
network

training“ nebo
”
learning“).

Pokud se pod́ıváme na strukturu modelu (9.2.9), je patrné, že se při daných aktivačńıch funkćıch
jedná o lineárńı strukturu, kterou můžeme opět zapsat ve formě lineárńıho regresńıho modelu
(4.1.1), tj.

y(t) = [1, φ1(x(t)), . . . , φm(x(t))]︸ ︷︷ ︸
ϕT (t)

Θ + ε(t) (9.2.13)

kde Θ = [w0, w1, . . . , wm]. Pro trénováńı neuronové śıtě, tj. pro odhad vah sumarizovaných ve
vektoru Θ, tak můžeme použ́ıt nám známou metodu nejmenš́ıch čtverc̊u.

Poznámka . Terminologie použ́ıvaná v neuronových śıt́ıch se odlǐsuje od té, která je použ́ıvána
v oblasti identifikace systémů. Ale po představeńı neuronových śıt́ı můžeme naj́ıt terminologické
ekvivalenty, tj. váhy jsou neznámá (hledané) parametry modelu, aktivačńı funkce jsou bázové
funkce a trénováńı śıtě je vlastně proces odhadu parametr̊u. Poznamenejme, že neuronová śıt’
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s gaussovskou aktivačńı funkćı je v anglicky psané literatuře označována jako
”
radial basis

function (RBF) network“.

Poznámka . Jak již bylo zmı́něno, kĺıčem k úspěchu je vhodná volba aktivačńıch funkćı a
parametr̊u neuronové śıtě. Pokud nemáme žádnou apriorńı informaci, která by umožnila
rozumnou volbu parametr̊u, můžeme tyto parametry odhadovat společně s váhami. V tomto
př́ıpadě se už ale jedná o nelineárńı optimalizačńı úlohu a muśıme použ́ıt nelineárńı estimátor.
Pro śıtě, kde se odhaduj́ı jak váhy, tak i parametry plat́ı, že je nutné použ́ıt nelineárńı trénovaćı
algoritmy [70, 71]. Ty jsou často založeny na nelineárńıch metodách pro odhad stavu a jsou
diskutovány a ilustrovány v následuj́ıćım d́ıle skript věnovaném odhadu stavu.

Poznámka . Neuronová śıt’ může mı́t v́ıce vrstev (úrovńı) neuron̊u. Takováto śıt’ se označuje
jako neuronová śıt’ s v́ıce vrstvami (v anglicky psané literatuře označovaná pojmem multi-layer
neural network) [70, 71]. Množstv́ı vrstev je obecně svázáno s nelinearitou systému.

Poznámka . Všimněme si, že NARX model je vlastně vážený součet polynomiálńıch funkćı
minulých vstup̊u a výstup̊u systému, kdežto neuronová śıt’ je vážený součet aktivačńıch funkćı
minulých vstup̊u a výstup̊u. Aktivačńı funkce mohou být jak polynomiálńı, tak i exponenciálńı,
nebo jejich kombinace.

Poznámka . V literatuře se lze setkat i s pojmem
”
wavelet network“. Zde se jedná v podstatě o

neuronovou śıt’ se speciálńı volbou aktivačńıch funkćı [70].

9.2.4 Ilustrace nelineárńıch identifikačńıch metod

Závěrem sekce věnované identifikaci nelineárńıch systémů se budeme věnovat ilustraci použit́ı
představených identifikačńıch metod. Uvažujme následuj́ıćı nelineárńı systém generuj́ıćı data

S : y(t+ 1) = 0.5 + 0.1y(t) + u(t)− 0.2y(t)u(t) + 0.8 sin(y(t)) + e(t), t = 0, 1, . . . , τ (9.2.14)

kde vstupńı signál u(t) je b́ılý gaussovský proces s nulovou středńı hodnotou a jednotkovou
varianćı, tj.

u(t) ∼ N{u(t); 0, 1}, ∀t (9.2.15)

a porucha e(t) ∼ N{u(t); 0, σ2}, ∀t, je taktéž b́ılý proces s σ2 = 0.01.

Ćılem je na základě měřených vstupně-výstupńıch dat {y(t), u(t)} naj́ıt model (tj. strukturu i
parametry) systému. V tomto př́ıkladu jsou uvažovány tři modely:

i) ARX model prvńıho řádu (5.2.12) s na = 1 a nb = 1 zapsaný v lineárńı regresńı struktuře

MARX : y(t+ 1) = [1, y(t), u(t)]ΘARX + ε(t) (9.2.16)

kde hledaný vektor parametr̊u je ΘARX = [θ0, θ1, θ2]T a ε(t) je chyba modelu (či predikce),
která je identifikačńı metodou minimalizována.

ii) NARX model prvńıho řádu a třet́ıho stupně (9.2.3) s (9.2.8), na = 1 a nb = 1 zapsaný
v lineárńı regresńı struktuře

MNARX : y(t+ 1) = [1, y(t), u(t), (y(t))2, (u(t))2, y(t)u(t), (y(t))3, (u(t))3, . . . ,

(y(t))2u(t), y(t)(u(t))2]ΘNARX + ε(t) (9.2.17)

kde hledaný vektor parametr̊u je ΘNARX = [θ0, . . . , θ9]T .
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Obrázek 9.2: Histogram vstupńıho a výstupńıho signálu přes všechny časové okamžiky pro
systém S (9.2.14).

iii) Model ve formě neuronové śıtě (9.2.9) zapsaný v lineárńı regresńı struktuře

MNN : y(t+ 1) = [1, φ1(y(t), u(t)), φ2(y(t), u(t)), . . . , φm(y(t), u(t))]ΘNN + ε(t) (9.2.18)

kde m = 221, hledaný vektor parametr̊u je ΘNN = [θ0, . . . , θ221]T a aktivačńı funkce je
zvolena jako Gaussova funkce (9.2.12)

φi(y(t), u(t)) =
(
e−

1
2

(y(t)−µi,1)2/σ2
i,1

)(
e−

1
2

(u(t)−µi,2)2/σ2
i,2

)
(9.2.19)

tj. s uživatelem volenými parametry pi = {µi,1, σ2
i,1, µi,2, σ

2
i,2}, kde parametry µi,1, σ

2
i,1 jsou

vytaženy k výstupńımu signálu y(t) a parametry µi,2, σ
2
i,2 jsou vztaženy k vstupńımu signálu

u(t).

Uvažujme, že máme k dispozici τ = 105 měřených dat. Pro ilustraci jsou ukázány histogramy
vstupńıho a výstupńıho signálu přes všechny časové okamžiky na obrázku 9.2. Odhadu para-
metr̊u ARX a NARX modelu již nestoj́ı nic v cestě, máme definovanou strukturu model̊u (9.2.16),
(9.2.17) a máme k dispozici měřená data. Snadno tedy urč́ıme soustavu τ lineárńıch rovnic a
odhadneme vektor hledaných parametr̊u ΘARX a ΘNARX metodou nejmenš́ıch čtverc̊u. Avšak
pro odhad parametr̊u ΘNN modelu ve formě neuronových śıt́ı ještě muśıme specifikovat množiny
parametr̊u pi, ∀i, pro všechny aktivačńı funkce. K tomu nám dopomůžou histogramy vstupńıho
a výstupńıho signálu. Z nich lze vyč́ıst, že vstupńı signál je zhruba v rozmeźı u(t) ∈ (−3, 3)
a výstupńı signál v rozmeźı y(t) ∈ (−4, 4). Proto zvolme následuj́ıćı hodnoty parametr̊u ak-
tivačńıch funkćı, které pokrývaj́ı definičńı obor obou signál̊u (při použit́ı notace programového
prostřed́ı MATLAB R©):

i) µi,1 ∈ {−4 : 0.5 : 4}, tj. 17 hodnot pro pokryt́ı rozsahu signálu y(t),

ii) µi,2 ∈ {−3 : 0.5 : 3}, tj. 13 hodnot pro pokryt́ı rozsahu signálu u(t),

iii) σi,1 = 0.5,

iv) σi,2 = 0.5,
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ARX NARX NN

MSE 0.116 0.0145 0.0138

Tabulka 9.1: Středńı kvadratická chyba model̊u v nelineárńı identifikaci pro systém (9.2.14).

což vede na celkem m = 17 × 13 = 221 unikátńıch vektor̊u parametr̊u pi, a t́ım i na m
unikátńıch aktivačńıch funkćı φi(y(t), u(t)) definovaných v (9.2.18). T́ımto máme rovněž plně
specifikovanou strukturu modelu s neuronovými śıtěmi a metodou nejmenš́ıch čtverc̊u již lze
snadno odhadnout vektor parametr̊u ΘNN. Všimněme si, že variance gaussovské funkce σi je
zvolena jako krok mř́ıžky pro umı́stěńı středńıch hodnot µi. Důvodem této volby je to, že
gaussovská funkce nabývá významných hodnot na intervalu (µi − σi, µi + σi), a t́ım je tedy
i zajǐstěno pokryt́ı definičńıho oboru signál̊u gaussovskou funkćı mezi definovanými body mř́ıžky.

Pro porovnáńı a ohodnoceńı kvality identifikovaných model̊u MARX, MNARX a MNN můžeme
(pro jednu naměřenou trajektorii) použ́ıt středńı kvadratickou chybu predikce výstupu defino-
vanou jako

MSE =
1

τ

τ∑
i=1

(y(t)− ŷ(t|t− 1; Θ̂))2 =
1

τ

τ∑
i=1

(ỹ(t|t− 1; Θ̂))2 (9.2.20)

kde y(t) je skutečný výstup systému S (9.2.14), ŷ(t|t− 1; Θ̂) je jednokroková predikce výstupu
systému spočtená na základě uvažovaných model̊u (např. model MARX (9.2.16)), kde namı́sto
parametr̊u ΘARX byly použity identifikované parametry metodou nejmenš́ıch čtverc̊u Θ̂ARX, a
ỹ(t|t− 1; Θ̂) = y(t)− ŷ(t|t− 1; Θ̂) je chyba predikce. Výsledky jsou shrnuty v tabulce 9.1. Z nich
je patrné, že nejméně kvalitńı odhad poskytuje ARX model. Tato skutečnost je pochopitelná,
protože ARX model je model lineárńı a snaž́ıme se popsat chováńı nelineárńıho systému.
Výrazně lépe popisuj́ı systém nelineárńı modely NARX a NN. Zde je středńı kvadratická chyba
odhadu bĺızká varianci chyby měřeńı σ2 = 0.01, tj. oba modely poskytuj́ı téměř optimálńı
predikci. Model NN je v tomto ohledu o něco kvalitněǰśı, avšak obsahuje daleko větš́ı počet
neznámých parametr̊u a také vyžaduje větš́ı interakci s návrhářem kv̊uli specifikaci parametr̊u
aktivačńıch funkćı.

Pro úplnost ještě vykresĺıme funkčńı hodnotu výstupu systému y(t+1) v závislosti na hodnotách
y(t) ∈ (−2, 2) a u(t) ∈ (−2, 2) bez uvažováńı šumu e(t). To samé vykresĺıme i pro modely ARX,
NARX a NN, kde vektory parametr̊u jsou odhadnuty z dat. Ideálně bychom chtěli, aby modely
co nejpřesněji popisovaly systém. Pr̊uběhy jsou vykresleny na obrázku 9.3. Chyba modelu oproti
systému je pak vykreslena na obrázku 9.4.

Z obrázk̊u lze vyč́ıst, že modely NARX i NN poskytuj́ı kvalitńı aproximaci systému, avšak chyba
každého modelu má jiný charakter. Kvalitńı aproximace je však v oblasti, kde byl dostatečný
počet trénovaćıch dat (měřeńı). Pro zvětšuj́ıćı se obor hodnot pro y(t) a u(t) se kvalita apro-
ximace zhoršuje (zejména na okraj́ıch oboru hodnot) v d̊usledku menš́ıho počtu trénovaćıch
dat (z histogramů 9.2 lze vidět, že na okraj́ıch uvažovaných obor̊u hodnot je malé množstv́ı
dostupných dat). Zhoršuj́ıćı se kvalita aproximace pro větš́ı obor hodnot y(t) ∈ (−4, 4) a
u(t) ∈ (−4, 4) je ilustrována na obrázku 9.5. Všimněme si tedy, že identifikované modely maj́ı
lokálńı platnost, která vycháźı z použitých experimentálńıch (trénovaćıch) dat. Pro vstupńı
signál v jiném rozsahu bychom dostali jiné modely.
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Obrázek 9.3: Výstup systému y(t+ 1) a model̊u ŷ(t+ 1|t) v závislosti na y(t) a u(t) pro (9.2.14).
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Obrázek 9.4: Chyba výstupu model̊u ỹ(t+ 1|t) v závislosti na y(t) a u(t) pro (9.2.14).
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Obrázek 9.5: Výstup systému y(t+ 1) a model̊u ŷ(t+ 1|t) v závislosti na y(t) a u(t) pro (9.2.14)
(větš́ı obor hodnot).
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9.3 Identifikace nelineárńıho modelu se známou nelineárńı
funkćı odhadovaných parametr̊u

Doposud jsme v této kapitole uvažovali situaci, kdy struktura ani parametry systému (9.1.1)
nejsou známy. Pak představený př́ıstup k identifikaci byl založen na vhodné volbě struktury
modelu (např. NARMAX (9.2.3) či neuronové śıtě (9.2.9)), která je typicky nelineárńı vzhledem
k měřeným veličinám, ale lineárńı vzhledem k parametr̊um. V d̊usledku tak pro odhad parametr̊u
nelineárńıch model̊u využ́ıváme známé techniky z oblasti identifikace lineárńıch systémů.
Může však nastat situace, kdy struktura systému, tj. funkce g0(·; Θ0), je známá a nelineárńı
vzhledem k hledaným parametr̊um Θ0. Jedńım z př́ıklad̊u takového systému, je navigačńı systém
pro určeńı polohy objektu na základě satelitńıch měřeńı (tzv. pseudo-vzdálenost́ı mezi objektem a
daným satelitem) [62], [63], kde struktura plyne z fyzikálńı podstaty funkce navigačńıho systému.
Zjednodušený model měřené pseudo-vzdálenosti mezi objektem a satelitem můžeme napsat ve
formě

y(t) =
√

(px(t)− θ1)2 + (py(t)− θ2)2 + (pz(t)− θ3)2 + ε(t) (9.3.21)

kde p(t) = [px(t), py(t), pz(t)]
T je známá poloha satelitu5 a Θ = [θ1, θ2, θ3]3 je hledaná poloha

objektu v kartézských souřadnićıch, která je pro jednoduchost uvažována konstantńı. Model je
tedy nelineárńı k hledaným parametr̊u a můžeme ho pro jednoduchost formálně zapsat jako

y(t) = g(p(t); Θ) + ε(t) (9.3.22)

Zd̊urazněme, že model (9.3.22) nelze zapsat ve formě lineárńıho regresńıho modelu (4.1.1) jako
tomu bylo v př́ıpadě NARMAX modelu či neuronových śıt́ı.

Možné řešeńı identifikace nelineárně svázaných parametr̊u Θ modelu (9.3.22) spoč́ıvá v lineari-
zaci nelineárńı funkce g(p(t); Θ) v okoĺı jednoho či v́ıce uživatelem zvolených linearizačńıch bod̊u
ΘLIN např. pomoćı Taylorova rozvoje prvńıho řádu [62]. Využit́ı Taylorova rozvoje nelineárńı
funkce g(p(t); Θ) umožńı zapsat model (9.3.22) ve formě

y(t) ≈ ΘLIN +G(p(t); ΘLIN) (Θ−ΘLIN) + ε(t) (9.3.23)

kde G(ΘLIN) = G(p(t); ΘLIN) = dg(p(t);Θ)
dΘ |Θ=ΘLIN

je známý Jacobián (tj. matice prvńıch derivaćı)
nelineárńı funkce g(p; Θ) vyhodnocený v linearizačńım bodě ΘLIN. Protože linerizačńı bod je
známý lze přepsat (9.3.23) do formy

(y(t)−ΘLIN) +G(ΘLIN)ΘLIN ≈ G(ΘLIN)Θ + ε(t) (9.3.24)

která je již lineárńı vzhledem k hledaným parametr̊um Θ a pro odhad parametr̊u můžeme
použ́ıt identifikačńı techniky z oblasti lineárńıch systémů, jakou je např. metoda nejmenš́ıch
čtverc̊u.

Poznámka . Taylor̊uv rozvoj je jen jednou z mnoha technik linearizace nelineárńı funkce.
Mezi jinými můžeme např. zmı́nit Stirlingovu interpolaci nebo statistickou linearizaci. Po-
znamenejme, že r̊uzným technikám linearizace je věnována obsáhlá diskuze v druhém d́ıle skript.

Poznámka . Při identifikaci linearizovaných model̊u je nutné vźıt v potaz vliv linearizačńı chyby.
Někdy linearizačńı chyba může být zanedbatelná (např. vzhledem k chybě měřeńı), jindy může

5Index t nemuśı v př́ıpadě satelitńı navigace nutně znamenat časový index měřeńı, ale může být chápán i jako
index satelitu.
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být natolik významná, že může výrazným zp̊usobem ovlivnit kvalitu výsledných odhad̊u.

Poznámka . Jinou možnost́ı je ignorovat znalost o struktuře systému, tj. o funkci g(·; Θ) a použ́ıt
nějaký obecný nelineárńı regresńı model, jakým je např. neuronová śıt’. V tomto př́ıpadě však
můžeme očekávat model s větš́ı chybou predikce výstupu.

9.4 Shrnut́ı a zhodnoceńı výsledk̊u

V této kapitole jsme se seznámili s modelováńım a identifikaćı parametr̊u nelineárńıho systému.
Pozornost byla upřena zejména na popis systému modelem ve struktuře NARMAX, modelem
ve formě neuronových śıt́ı a modelem s nelineárńı funkćı hledaných parametr̊u. Identifikace
nelineárńıch systémů je velmi aktuálńı a aktivně rozv́ıjené téma s aplikacemi např́ıč téměř všemi
obory lidského snažeńı. Pro daľśı studium identifikace nelineárńıch systémů lze doporučit knihy
[15], [62], [70]-[73], kde kromě detailńıho rozboru identifikačńıch metod lze naj́ıt i daľśı typy
umožňuj́ıćı vhodnou volbu struktury modelu. Poznamenejme také, že metody pro identifikaci
nelineárńıch systémů jsou implementovány v mnoha programových baĺıčćıch, které jsou volně
dostupné.
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Kapitola 10

Identifikace parametr̊u lineárńıch
stavových model̊u

V předcházej́ıćıch kapitolách jsme se soustředili zejména na identifikaci vstupně-výstupńıch mo-
del̊u. Moderńı algoritmy pro automatické ř́ızeńı, detekci poruch a predikci výstupu systému jsou
však mnohdy založeny na popisu systému stavovým modelem. Stavový model lze chápat jako
alternativu k modelu vstupně-výstupńımu, která umožńı popsat systém a jeho vnitřńı strukturu
detailněji. Stavový model, či jeho struktura, tak často vycháźı z matematicko-fyzikálńıho mode-
lováńı uvažovaného systému. Jako př́ıklad zde můžeme uvést kinematický model pohybu tělesa
[63].
Ćılem této kapitoly je představit základńı koncepty a ideje metod pro identifikaci parametr̊u
stavových model̊u.

10.1 Stavový model a formulace problému

Časově invariatńı stavový model je dán následuj́ıćımi rovnicemi

xk+1 = Fxk +Guk + wk (10.1.1)

zk = Hxk + Juk + vk (10.1.2)

kde

• xk ∈ Rnx je neznámý stav systému dimenze nx,

• uk ∈ Rnu je známý vstup dimenze nu,

• zk ∈ Rnz je dostupné měřeńı dimenze nz,

• wk ∈ Rnx je neznámý stavový šum dimenze nx,

• vk ∈ Rnz je neznámý šum v rovnici měřeńı dimenze nz,

• F ∈ Rnx×nx , G ∈ Rnx×nu , H ∈ Rnz×nx a J ∈ Rnz×nu jsou matice modelu (jmenovitě
matice dynamiky, vstupńı matice, výstupńı matice a matice př́ımého p̊usobeńı vstupu na
výstup),

• k = 0, 1, 2, . . . , τ znač́ı časový okamžik.
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Rovnice (10.1.1) popisuje (modeluje) vývoj neznámého stavu v čase a nazývá se stavová rovnice.
Rovnice (10.1.2) popisuje vztah mezi neznámým stavem a dostupným měřeńım a nazývá se
rovnice měřeńı.

Obecným ćılem úlohy odhadu parametr̊u stavového modelu je nalézt nejen odhad matic
F , G, H a J , ale i dimenzi stavového vektoru nx statistickým zpracováńım dostupných
vstupně-výstupńıch dat uτ = [u0, u1, . . . , uτ ] a zτ = [z0, z1, . . . , zτ ].

Poznámka . Detailńı informace a př́ıklady stavového modelu lze nalézt ve druhém d́ıle skript,
který je věnován estimačńım a identifikačńım metodám založených na stavovém modelu.
V druhém d́ıle skript jsou tak rovněž uvedeny i postupy k převodu stavového modelu na vstupně-
výstupńı a naopak. Zat́ımco převod stavového modelu na vstupně-výstupńı je jednoznačný,
přechod ze vstupně-výstupńıho modelu vede na nekonečně mnoho model̊u stavových. Proto,
parametry stavového modelu nemuśı být vždy fyzikálně interpretovatelné.

10.2 Př́ımá identifikace: Metoda podprostor̊u

Rozvoj identifikačńı metody podprostor̊u, v anglicky psané literatuře označované jako
”
subspace

identification“, začal v devadesátých letech minulého stolet́ı. Tyto metody umožňuj́ı odhad pa-
rametr̊u stavového modelu na základě výpočtu řádkových či sloupcových podprostor̊u vhodně
strukturovaných matic obsahuj́ıćıch dostupná vstupně-výstupńı data [61], [65].
V literatuře lze naj́ıt několik př́ıstup̊u k návrhu této identifikačńı metody, které se v podstatě
lǐśı volbou hledaných podprostor̊u [66]. V této kapitole se budeme věnovat metodě v literatuře
označované zkratkou MOESP (pocházej́ıćı z anglického označeńı metody

”
multivariable output-

error state space“) [61]. Metodu představ́ıme ve třech kroćıch, nejprve pro odhad parametr̊u
deterministického autonomńıho stavového modelu, pak metodu rozš́ı̌ŕıme o možnost uvažováńı
vstupńıho signálu a nakonec představ́ıme identifikačńı metodu při explicitńım uvažováńı poruch
(tj. při uvažováńı stochastického stavového modelu).

10.2.1 Autonomńı deterministický model: Ilustrace základńıho konceptu a
idej́ı

Pro ilustraci základńıho konceptu identifikačńı metody podprostor̊u uvažujme nejprve determi-
nistický autonomńı model druhého řádu popsaný modelem

xk+1 = Fxk (10.2.3)

zk = Hxk (10.2.4)

kde nx = 2, nz = 1. Předpokládejme dále, že systém je pozorovatelný, tj. (rozš́ı̌rená) matice
pozorovatelnosti

Os =


H
HF
HF 2

...

HF (s−1)

 (10.2.5)

má plnou hodnost, tj. rank(Os) = nx, a s ≥ nx. Značeńı hodnosti matice vycháźı z pojmu

”
rank“ použ́ıvaného v anglicky psané literatuře.
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Identifikačńı metody podprostor̊u jsou založeny na výpočtu podprostor̊u (řádkového či sloup-
cového) matic v tzv. Hankelově struktuře1 konstruovaných z dostupných dat. Uvažujme τ = 4
dostupných měřeńı {zk}4k=0 a zvolme parametr s = 3. Pak Hankelova matice výstupu může být
definována jako

Z =

z0, z1, z2

z1, z2, z3

z2, z3, z4

 (10.2.6)

Hankelovu matici lze, vzhledem k popisu systému (10.2.3), (10.2.4), zapsat pomoćı matice po-
zorovatelnosti (10.2.5) následuj́ıćım zp̊usobem

Z = OsX (10.2.7)

kde rozš́ı̌rená matice stavu X je dána

X = [x0, x1, x2]

= [x0, Fx0, F
2x0] (10.2.8)

Kĺıčová myšlenka umožňuj́ıćı návrh identifikačńı metody je založena na skutečnosti, že Hankelova
matice výstupu Z má hodnost shodnou s dimenźı stavu, tj.

rank(Z) = nx (10.2.9)

Důkaz vztahu (10.2.9) vycháźı ze Sylvestrova kriteria a je dán ńıže. Pak lze, bez dopadu na hod-
nost, vybrat z matic Z a X pouze nx sloupc̊u. Vzhledem k uvažovanému př́ıkladu můžeme tedy
vybrat např. prvńı dva sloupce a psát (při použit́ı notace programového prostřed́ı MATLAB R©)

Z(:, 1 : 2) = OsX(:, 1 : 2) (10.2.10)z0, z1

z1, z2

z2, z3

 =

Os(1, 1), Os(1, 2)
Os(2, 1), Os(2, 2)
Os(3, 1), Os(3, 2)

[X(1, 1), X(1, 2)
X(2, 1), X(2, 2)

]
(10.2.11)

kde značeńı Os(i, j) znamená prvek matice Os v i-té řádce a j-tém sloupci a Os(:, j) znamená
j-tý sloupec matice Os, tj. Os(:, j) = [Os(1, j), Os(2, j), Os(3, j)]

T . Tedy, čtvercovou matici X(1 :
2, 1 : 2) lze zapsat jako X = [x0, x1] = [X(:, 1), X(:, 2)]. Roznásobeńım pravé strany (10.2.11)
źıskáme následuj́ıćı d̊uležitý vztah

Z(:, 1 : 2) = [Os(:, 1)X(1, 1) +Os(:, 2)X(2, 1), Os(:, 1)X(1, 2) +Os(:, 2)X(2, 2)] (10.2.12)

který ř́ıká, že sloupce matice výstup̊u Z jsou lineárńı kombinaćı sloupc̊u matice pozorovatelnosti
Os. To znamená, že matice Os a Z(:, 1 : 2) maj́ı shodný sloupcový podprostor, tj. matice jsou
shodné až na transformačńı matici danou X. Sloupcový podprostor je v anglicky psané literatuře
označován pojmem

”
range“ a tedy lze psát

range(Z(:, 1 : 2)) = range(Os) (10.2.13)

Všimněme si rovněž, že matice X je determinována počátečńı podmı́nkou systému x0 a má plnou
hodnost nx.
Vztahy (10.2.10) a (10.2.13) jsou zásadńımi vztahy, ze kterých vycháźı celý koncept identi-
fikačńı metody podprostor̊u. Věnujme se jim proto podrobněji. Matice výstupu Z na levé straně

1Pro prvky Hankelovy matice Z plat́ı Z(i, j) = Z(i + k, j − k) pro i ≤ j a k = 0, 1, . . . , j − i.
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(10.2.10) je známá, protože je tvořena dostupnými měřeńımi. Naproti tomu matice pozorovatel-
nosti Os a matice stavu X tvoř́ıćı pravou stranu rovnice jsou neznámé, jelikož záviśı na hledaných
matićıch popisu systému F,H a neznámém počátečńım stavu.
Avšak ze vztahu (10.2.13) v́ıme, že matice Os a Z(:, 1 : 2) maj́ı stejný sloupcový podprostor a
ten jsme schopni snadno určit singulárńım rozkladem známé matice Z. Singulárńı rozklad v re-
dukované formě, v anglicky psané literatuře označovaný pojmem

”
singular value decomposition“

(SVD), matice Z(:, 1 : 2) vede na

Z(:, 1 : 2) = USV T (10.2.14)

kde U ∈ Rs×nx = R3×2 je ortonormálńı matice vlastńıch (bázových) vektor̊u reprezentuj́ıćı
sloupcový podprostor matice, V ∈ Rnx×s = R2×3 je ortonormálńı matice vlastńıch (bázových)
vektor̊u reprezentuj́ıćı řádkový podprostor matice a S ∈ Rnx×nx = R2×2 je diagonálńı matice
singulárńıch č́ısel. Dle (10.2.13) maj́ı matice Z(:, 1 : 2) a Os stejný sloupcový podprostor a tedy
lze, vzhledem k (10.2.10), psát

U = OsT (10.2.15)

kde T je neznámá regulárńı transformačńı matice. Vztah (10.2.15) pro matici U lze dále upravit
jako

U =

 H
HF
HF 2

T =

 HT
HFT
HF 2T

 =

 HT
HTT−1FT

HTT−1FTT−1FT

 =

 HT

HTFT
HTF

2
T

 (10.2.16)

kde matice

FT = T−1FT (10.2.17)

HT = HT (10.2.18)

jsou transformované matice popisu systému (10.2.3), (10.2.4).

Ortogonálńı matice U , která je známá, je tak funkćı transformovaných matic popisu systému FT
a HT . Transformované matice lze proto určit, s přihlédnut́ım k (10.2.16), následuj́ıćım zp̊usobem:

(1) transformovaná matice měřeńı HT je, vzhledem k dimenzi měřeńı nz = 1, př́ımo dána prvńı
řádkou matice U , tj.

HT = U(1, :) (10.2.19)

(2) transformovaná matice dynamiky FT je, vzhledem ke splněné podmı́nce s > nx a rovnici
(10.2.16), dána řešeńım následuj́ıćı rovnice[

HT

HTFT

]
FT =

[
HTFT
HTF

2
T

]
(10.2.20)

U(1 : 2, :)FT = U(2 : 3, :) (10.2.21)

Tedy, matici dynamiky spočteme v našem př́ıpadě jako

FT = (U(1 : 2, :))−1 U(2 : 3, :) (10.2.22)

Zaměřme se na vztahy (10.2.7), (10.2.8), (10.2.14) a (10.2.15). Vztahy ř́ıkaj́ı, že
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• známá matice výstupu Z je funkćı neznámé matice pozorovatelnosti Os a neznámé matice
stavu X,

• ortogonálńı matice U je funkćı známé matice výstupu stavu Z, a tud́ıž je známá,

• ortogonálńı matice U je funkćı neznámé matice pozorovatelnosti Os a neznámé trans-
formačńı matice T .

V d̊usledku můžeme ř́ıci, že transformačńı matice T je funkćı matice stavu X (tedy i neznámé
počátečńı podmı́nky systému x0) a je neznámá. Nelze proto źıskat p̊uvodńı stavovou reprezentaci
(10.2.3), (10.2.4) danou maticemi F a H. Avšak, obě reprezentace, tj. F,H a FT , HT , vedou na
stejný vstupně-výstupńı model a obě matice dynamiky maj́ı tedy shodná vlastńı č́ısla.

Definice 9.1.1 Sylvesterovo pravidlo (zjednodušené) [61]: Uvažujme dvě matice A ∈ Rm×n a
B ∈ Rn×p, kde n ≤ p a n ≤ m, maj́ıćı plnou hodnost n. Pak Sylvesterovo pravidlo ř́ıká, že

rank(AB) = n (10.2.23)

Definice 9.1.2 Základńı podprostory matice [61]: Uvažujme matici A ∈ Rm×n, která reprezentuje
lineárńı transformaci z n-dimenzionálńıho prostoru do prostoru m-dimenzionálńıho. Pak existuj́ı
čtyři základńı podprostory této matice, a to

• sloupcový podprostor matice definovaný

range(A) = {y ∈ Rm|y = Ax,∀x ∈ Rn} (10.2.24)

• řádkový podprostor matice definovaný

range(AT ) = {x ∈ Rn|x = AT y,∀y ∈ Rm} (10.2.25)

• jádro matice, v anglicky psané literatuře označované jako
”
kernel, null space“, definované

ker(A) = {x ∈ Rn|Ax = 0,∀x ∈ Rn} (10.2.26)

• levé jádro matice, v anglicky psané literatuře označované jako
”
cokernel, left null space“,

definované

ker(AT ) = {y ∈ Rm|AT y = 0, ∀x ∈ Rn} (10.2.27)

Definice 9.1.3 Singulárńı rozklad [61, 67]: Každou matici A ∈ Rm×n s hodnot́ı rank(A) = r lze
následuj́ıćım zp̊usobem dekomponovat

A = USV T (10.2.28)

kde matice U ∈ Rm×m a V ∈ Rn×n jsou ortonormálńı matice, tj. UUT = I a V V T = I, a matice
S ∈ Rm×n je diagonálńı matice s nezápornými reálnými č́ısly na diagonále, pro které plat́ı

σ1 ≥ σ2 ≥ . . . ≥ σr > σr+1 = . . . = σmin(m,n) = 0 (10.2.29)

Č́ısla {σi}ri=1 označujeme jako singulárńı č́ısla, sloupce matice U jako levé singulárńı vektory a
sloupce matice V (tj. řádky matice V T ) jako pravé singulárńı vektory. Sloupce matice U tak
můžou být chápány jako vlastńı vektory matice AAT a sloupce matice V jako vlastńı vektory
matice ATA.
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Pokud pro hodnost matice A označenou proměnou r plat́ı r < m a r < n, pak singulárńı
dekompozice vede na speciálńı formu

A =
[
Ur U(m−r)

] [Sr 0
0 0

] [
V T
r

V T
(n−r)

]
= UrSrV

T
r (10.2.30)

kde Ur ∈ Rm×r, U(m−r) ∈ Rm×(m−r), Sr ∈ Rr×r, Vr ∈ Rn×r a V(n−r) ∈ Rn×(n−r). Trojice matic
Ur, Sr, Vr je označována jako singulárńı rozklad matice v redukované formě.

Poznámka . Singulárńı dekompozice, či rozklad, je numericky dobře podmı́něná faktorizace, která
je dostupná v mnoha statistických programech, jakým je např. MATLAB R©. Dekompozice je
obvykle dostupná jak v plné tak i redukované formě, viz funkce svd.

10.2.2 Autonomńı deterministický model: Obecná metoda MOESP

Uvažujme obecný autonomńı stavový model (10.2.3), (10.2.4) bez omezeńı na dimenzi stavu a
měřeńı. Definujme rovněž dva parametry s a N , které definuj́ı rozměr Hankelovy matice výstupu

Z0,s,N =


z0 z1 . . . zN−1

z1 z2 . . . zN
...

...
. . .

...
zs−1 zs . . . zN+s−2

 (10.2.31)

a které splňuj́ı následuj́ıćı nerovnosti

s > nx (10.2.32)

N ≥ s (10.2.33)

Pak lze, podobně jako tomu bylo v př́ıpadě (10.2.7), psát

Z0,s,N = OsX0,N (10.2.34)

kde

X0,N = [x0, Fx0, F
2x0, . . . , F

N−1x0] (10.2.35)

Na základě vztahu (10.2.34) lze za určitých mı́rných podmı́nek ukázat, že matice Z0,s,N a OsX0,N

maj́ı stejné sloupcové podprostory, tedy

range(Z0,s,N ) = range(OsX0,N ) (10.2.36)

To znamená, že sloupcový podprostor Hankelovy matice je shodný se sloupcovým podprostorem
matice pozorovatelnosti Os a tedy lze psát

Unx = OsT =


HT

HTFT
...

HTF
s−1
T

 (10.2.37)

kde T ∈ Rnx×nx je neznámá transformačńı matice obecně neznámé dimenze nx, FT = T−1FT ,
HT = HT a Unx ∈ Rsnz×nx je matice levých singulárńıch vektor̊u spočtená následuj́ıćı reduko-
vanou singulárńı dekompozićı

Z0,s,N = UnxSnxV
T
nx

(10.2.38)

Maj́ıce spočtenou matici levých singulárńıch vektor̊u Unx , transformované matice systému FT ,
HT mohou být dle (10.2.37) určeny následovně:
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(1) matice měřeńı HT = Unx(1 : nz, :),

(2) matice dynamiky FT = (Unx(1 : (s− 1)nz, :))
† Unx(nz + 1 : snz, :).

10.2.3 Deterministický model

Přejděme nyńı k deterministickému stavovému modelu s uvažováńım vstupu ve formě

xk+1 = Fxk +Guk (10.2.39)

zk = Hxk + Juk (10.2.40)

Podobně jako v př́ıpadě autonomńıho modelu, definujme nyńı rovnici odpov́ıdaj́ıćı Hankelově
matici výstupu (10.2.31) pro model (10.2.39), (10.2.40). Rovnice pro matici výstupu nabývá
následuj́ıćıho tvaru

Z0,s,N = OsX0,N + CsU0,s,N (10.2.41)

kde matice Os, X0,N jsou definovány shodně s předchoźı část́ı, matice U0,s,N je Hankelova matice
vstupu definovaná shodně s Z0,s,N a matice Cs je definována jako

Cs =


J 0 0 · · · 0
HG J 0 · · · 0
HFG HG J · · · 0

...
...

...
. . .

...
HF s−2G HF s−3G . . . HG J

 (10.2.42)

Aby bylo možné použ́ıt podobný př́ıstup pro výpočet transformovaných matic systému jako v
př́ıpadě autonomńıho modelu, je vhodné upravit rovnici (10.2.41) do formy (10.2.34), tj.

”
od-

stranit“ součet matic na pravé straně. To lze provést např́ıklad s využit́ım projekčńı matice2

U⊥0,s,N definované jako

U⊥0,s,N = IN − UT0,s,N
(
U0,s,NU

T
0,s,N

)−1
U0,s,N (10.2.43)

která má následuj́ıćı d̊uležitou vlastnost

U0,s,NU
⊥
0,s,N = 0 (10.2.44)

Vynásobeńım (10.2.41) projekčńı matićı U⊥0,s,N źıskáme, d́ıky rovnosti (10.2.44), vztah

Z0,s,NU
⊥
0,s,N = OsX0,NU

⊥
0,s,N (10.2.45)

který je formálně shodný se vztahem (10.2.34) odvozeným pro autonomńı model. Všimněme si,
že vynásobeńım (10.2.41) projekčńı matićı U⊥0,s,N jsme odstranili vliv vstupu na výstup.

Za předpokladu vhodného3 vstupńıho signálu lze ukázat [61], že plat́ı

rank(Z0,s,NU
⊥
0,s,N ) = rank(Os) = nx (10.2.46)

a tedy, že sloupcové podprostory uvažovaných matic jsou shodné, tj.

range(Z0,s,NU
⊥
0,s,N ) = range(Os) (10.2.47)

Výpočet transformovaných matic modelu FT , HT je pak následuj́ıćı:

2Nutnou podmı́nkou pro výpočet inverze součinu matic U0,s,NUT
0,s,N je podmı́nka (10.2.33). Aby však výsledná

projekčńı matice nebyla nulová je nutné, aby matice U0,s,N nebyla čtvercová, tj. pro existenci nenulové projekčńı
matice je nutná podmı́nka N > s.

3Pojem
”
vhodný signál“ bude diskutován později.
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(1) Matice FT , HT vycháźı opět z redukované singulárńı dekompozice

Z0,s,NU
⊥
0,s,N = UnxSnxV

T
nx

(10.2.48)

a vypočteme je tedy shodně s předchoźı část́ı z matice Unx .

(2) Při známých (tj. již odhadnutých) matićıch FT , HT , výpočet matic GT , JT a vektoru4 xT,0
vycháźı ze soustavy lineárńıch rovnic

zk = HTF
k
TxT,0 +

(
k−1∑
t=0

uTt ⊗HTF
k−t−1
T

)
(GT )s +

(
uTk ⊗ Inz

)
(JT )s (10.2.49)

pro k = 0, 1, 2, . . . , τ , které př́ımo vycháźı z popisu modelu (10.2.39), (10.2.40). V rovnici
(10.2.49) je použita notace (A)s označuj́ıćı vektor, který je tvořen sloupci matice A na-
skládanými pod sebe, a symbol ⊗ znamenaj́ıćı Kronecker̊uv součin5 [69].

Poznámka . V odvozeńı metody podprostor̊u pro model (10.2.39), (10.2.40) jsme předpokládali
vhodný, tj. dostatečně bohatý vstupńı signál uk. Podobně jako tomu bylo u identifikace vstupně-
výstupńıch model̊u, i u identifikace stavových model̊u je nutné, aby vstupńı signál byl tr-
vale bud́ıćı daného řádu. Dostatečně bohatý vstupńı signál zaruč́ı, že existuje inverze matice
U0,s,NU

T
0,s,N , která je nutná pro výpočet projekčńı matice U⊥0,s,N (10.2.43).

Detailněǰśı diskuzi ohledně vstupńıho signálu lze naj́ıt v [61], kde je odvozena i verze identifikačńı
metody podprostor̊u vhodná při uvažováńı vstupńıho signálu ve formě jednotkového impulsu.

Poznámka . Podobně jako tomu bylo u návrhu metody př́ıdavné proměnné diskutované v kapitole
7, odvozeńı metody podprostor̊u nevycháźı primárně z minimalizace kriteriálńı funkce. Avšak,
jak bylo ukázáno v [61], źıskaný odhad matic systému lze chápat jako odhad minimalizuj́ıćı
následuj́ıćı kvadratickou kriteriálńı funkci

min
Cs

‖Z0,s,N − CsU0,s,N‖ (10.2.50)

Všimněme si, že matice Cs je funkćı všech matic systému F , G, H a J .

Poznámka . Singulárńı dekompozice použitá pro výpočet vlastńıch vektor̊u je spolehlivá metoda,
která však pro velké Hankelovy matice může být velmi výpočetně náročná. Jako alternativu lze
použ́ıt výpočetně přijatelněǰśı RQ dekompozici [61].

10.2.4 Stochastický model

Doposud jsme při odvozeńı metody podprostor̊u předpokládali deterministický model, tj. model,
který nebyl ovlivněn šumem. V této sekci opět rozš́ı̌ŕıme tř́ıdu uvažovaných model̊u. Budeme
uvažovat model s chybou výstupu, se kterým jsme se již setkali v kapitolách 2 a 7.
Uvažujme tedy stavový stochastický model

xk+1 = Fxk +Guk (10.2.51)

zk = Hxk + Juk + vk (10.2.52)

4Jako vedleǰśı produkt výpočtu matic je vypočten i neznámý počátečńı stav transformovaného systému xT,0 =
T−1x0.

5S Kroneckerovou algebrou se detailněji seznámı́me v druhém d́ıle skript.
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pro který rovnice odpov́ıdaj́ıćı Hankelově matici výstupu je ve tvaru

Z0,s,N = OsX0,N + CsU0,s,N + V0,s,N (10.2.53)

kde nová matice V0,s,N je Hankelova matice šumu měřeńı vk definovaná analogicky k Z0,s,N . Šum
v rovnici měřeńı je v tomto př́ıpadě předpokládán jako absolutně náhodný signál nezávislý na
vstupu uk (tj. jako b́ılý šum).
V př́ıpadě stochastického modelu s chybou výstupu (10.2.51), (10.2.52) lze použ́ıt analogický
postup jako pro deterministický model (10.2.39), (10.2.40) představený v předchoźı kapitole.
Dle d̊ukazu v [61] plat́ı, že odhady matic FT , GT , HT a JT konverguj́ı ke skutečným hodnotám
s N →∞, tj. metoda podprostor̊u poskytuje v tomto př́ıpadě konzistentńı odhady.

Identifikačńı metoda podprostor̊u je značně teoreticky rozpracovaná. Metoda byla navržena i
pro modely s explicitńım uvažováńım šumu v rovnici stavu nebo pro situace, kdy šumy nejsou
b́ılé, ale jsou v čase či navzájem korelované. Vlastnosti šumů lze v některým př́ıpadech taktéž
identifikovat. Daľśı informace k identifikačńı metodě podprostor̊u lze nalézt např. v [61], [65],
[66].

10.2.5 Ilustrace metody podprostor̊u

Ilustrujme použit́ı metody podprostor̊u pro identifikaci deterministického stavového modelu
(10.2.39), (10.2.40) s maticemi

F =

[
0.8 0.5
−0.7 0.1

]
, G =

[
1
1

]
, H =

[
0.5 1

]
, J = 0 (10.2.54)

kde dimenze stavu a měřeńı jsou nx = 2, nz = 1, k = 0, 1, . . . , τ , τ = 9, počátečńı stav x0 = [0, 0]T

a vstupńı signál je generován jako gaussovský pseudo-náhodný proces s nulovou středńı hodnotou
a varianćı 1, tj. E[uk] = 0 a var[uk] = 1, ∀k.
Použit́ı metody podprostor̊u je svázáno s definićı dvou parametr̊u s a N , které ve svém d̊usledku
definuj́ı dimenzi Hankelovy matice vstupu U0,s,N a výstupu Z0,s,N . V tomto př́ıkladě zvolme
s = 3 a N = 6.
Identifikace parametr̊u stavového modelu je dána následuj́ıćımi kroky:

(1) Z dostupných vstupńıch a výstupńıch dat zk a uk vytvořme Hankelovy matice U0,s,N a
výstupu Z0,s,N ve struktuře (10.2.31).

(2) Dle (10.2.43) vypočtěme projekčńı matici vstupu U⊥0,s,N .

(3) Vypočtěme matice U, S a V singulárńı dekompozićı součinu matic Z0,s,NU
⊥
0,s,N , která má

stejný sloupcový prostor jako rozš́ı̌rená matice pozorovatelnosti Os (viz (10.2.45) a následná
diskuze).

(4) Stanovme dimenzi identifikovaného modelu. Zde můžeme využ́ıt bud’ př́ıpadnou apriorńı
znalost o systému nebo můžeme analyzovat singulárńı č́ısla uspořádané na diagonále matice
S. Za vhodný řád systému/modelu můžeme považovat počet významných (tj. nenulových)
singulárńıch č́ısel. V našem př́ıkladě, pro uvažovanou realizaci, nabývá matice S následuj́ıćıch
hodnot

S =

2.68 0 0 0 0 0
0 0.45 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 (10.2.55)

a tedy řád modelu zvoĺıme nx = 2.
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(5) Určeme redukovanou formu Ur matice levých singulárńıch vektor̊u U dle (10.2.30), tj.

Ur =

 0.94 −0.14
0.31 0.70
−0.13 0.69

 (10.2.56)

Matice Ur má nx sloupc̊u a dle (10.2.16) má stejný sloupcový podprostor jako matice pozo-
rovatelnosti Os. Tud́ıž, pro s = 3, nz = 1, plat́ı

Ur =

 HT

HTFT
HTF

2
T

 (10.2.57)

kde HT = HT , FT = T−1FT a T je neznámá transformačńı matice.

(6) Ze vztahu (10.2.57) plyne, že transformovaná matice měřeńı HT je dána prvńı řádkou matice
Ur, tj.

HT = Ur(1, :) = [0.94,−0.14] (10.2.58)

a transformovanou matice dynamiky FT lze spoč́ıtat vzhledem ke struktuře (10.2.57) a
vztahu (10.2.22) jako

FT = (Ur(1 : 2, :))−1Ur(2 : 3, :) =

[
0.28 0.84
−0.30 0.62

]
(10.2.59)

(7) Posledńı transformovanou matici GT lze dopoč́ıtat z (10.2.49) vedoućı, pro prvńı čtyři časové
okamžiky, na následuj́ıćı soustavu rovnic (Kronecker̊uv součin přecháźı v standardńı součin
pro skalárńı vstup u(t))

z0

z1

z2

z3

 =


HT 01×2

HTFT u0HT

HTF
2
T u0HTFT + u1HT

HTF
2
T u0HTF

2
T + u1HTFT + u2HT

[xT,0GT

]
(10.2.60)

Výsledný odhad matice GT je

GT =

[
1.50
−0.59

]
(10.2.61)

Všimněme si, že vedleǰśı efekt odhadu GT je i odhad transformovaného počátečńıho stavu
xT,0 = T−1x0.

Poznamenejme také, že můžeme samozřejmě sestavit tolik lineárńıch rovnic (10.2.49), kolik
máme měřeńı, tj. τ . V našem př́ıkladě však uvažujeme deterministický systém a pro od-
had dvou neznámých veličin, jmenovitě xT,k(0), GT , které obsahuj́ı celkem čtyři prvky, jsou
postačuj́ıćı právě čtyři rovnice.

Skutečné matice F,G,H (10.2.54) a identifikované transformované matice FT (10.2.59), GT
(10.2.61), HT (10.2.58) nejsou č́ıselně stejné. Jsou však svázány přes transformačńı matici T ,
kterou lze snadno vypoč́ıtat ze znalosti p̊uvodńıch a transformovaných matic a s přihlédnut́ım
ke vztahu (10.2.37) jako

T = O†sUnx =

[
0.04 −1.59
0.92 0.65

]
(10.2.62)

Oba stavové modely samozřejmě také vedou na stejný vstupně-výstupńı model v ARX struktuře

zk − 0.9zk−1 + 0.43zk−2 = 1.5uk−1 − 1.3uk−2 (10.2.63)

a obě matice dynamiky F a FT maj́ı shodná vlastńı č́ısla.
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10.3 Nepř́ımá identifikace

Nepř́ımá identifikace spoč́ıvá v identifikaci vstupně-výstupńıho modelu (např. ve struktuře ARX,
ARMAX) a jeho následném převodu na model stavový. Převod je detailně diskutován ve druhém
d́ıle skript.

10.4 Metody odhadu stavu v úloze identifikace

Daľśı možnost odhadu parametr̊u stavového modelu spoč́ıvá ve využit́ı technik z oblasti odhadu
stavu (např. využit́ı Kalmanova filtru). Tyto techniky jsou vhodné pro identifikaci parametr̊u
široké množiny model̊u, at’ již vstupně-výstupńıch či stavových, lineárńıch či nelineárńıch, popř.
časově variantńıch či invariantńıch. Detailńı popis metod odhadu stavu spolu s diskuźı o jejich
využit́ı v identifikaci lze nalézt v druhém d́ıle těchto skript.

10.5 Shrnut́ı a zhodnoceńı výsledk̊u

V této kapitole byla upřena pozornost na přestaveńı stavových model̊u a identifikaci jejich pa-
rametr̊u zejména metodou podprostor̊u. Kapitola tak může být brána jako pozvolný přechod
k druhému d́ılu skript, které se věnuj́ı algoritmům využ́ıvaj́ıćı stavové modely.
Metoda podprostor̊u je relativně nová identifikačńı metoda, která byla v posledńıch letech značně
rozpracována jak v teoretické, tak i algoritmické rovině. V literatuře lze proto naj́ıt nepřeberné
množstv́ı verźı metody podprostor̊u lǐśıćıch se zejména výpočtem ortogonálńıch matic. Velký
zájem o tyto metody byl rovněž motivaćı pro vznik mnoha programových nástroj̊u, kde r̊uzné
verze metody podprostor̊u byly implementovány. Tyto nástroje jsou volně dostupné pro po-
pulárńı (statistické) programové prostřed́ı, jakým je např. produkt MATLAB R© nebo jazyk
Python. Jako vhodnou literaturu pro daľśı studium identifikace stavových model̊u lze doporučit
např. knihy [61], [65].

126



Kapitola 11

Závěr

Obsah tohoto d́ılu skript můžeme chápat jako úvod do problematiky identifikace systémů.
Po úvodńıch motivačńıch př́ıkladech byly krátce představeny neparametrické metody. Hlavńı
pozornost byla věnována parametrické jednorázové identifikaci lineárńıch stochastických
systémů. Odvozené algoritmy jednorázové identifikace pak byly převedeny do v́ıce atraktivńıho
rekurzivńıho rámce.

Pro studium i aplikace identifikace je velmi d̊uležité mı́t nejen teoretické zázemı́, ale i kvalitńı
programové vybaveńı umožňuj́ıćı zpracováńı dat, použit́ı identifikačńıch metod, grafické
znázorněńı pr̊uběh̊u sledovaných veličin a daľśı služby pokud možno v interaktivńım režimu. Za
takový prostředek můžeme dnes považovat produkt MATLAB R© se speciálńımi programovými
baĺıky na identifikaci. Samostatné zkušenosti s realizaćı identifikačńıch algoritmů źıskané např.
při laboratorńıch cvičeńıch výrazně pomáhaj́ı pochopit vlastnosti metod a vedou k źıskáńı
potřebné jistoty na poli identifikace.

Pro hlubš́ı teoretické poznáńı identifikačńıch př́ıstup̊u a jednotlivých metod je nutné věnovat
mnohem větš́ı pozornost než v těchto skriptech teoretické analýze, umožňuj́ıćı naj́ıt podmı́nky
konsistence odhad̊u, podmı́nky identifikovatelnosti při použit́ı zpětné vazby, řád modelu atd.
Zdárná aplikace identifikačńıch př́ıstup̊u vyžaduje testováńı správnosti předpoklad̊u spojených
s určitým postupem. Sem patř́ı test linearity, časové invariance, existence zpětné vazby atd.

Stále větš́ı význam má identifikace systémů v oblasti zpracováńı signál̊u, časových řad, detekce
chyb, adaptivńı predikci a adaptivńıho ř́ızeńı. Jádrem každého adaptivńıho systému at’ už
z oblasti zpracováńı signál̊u nebo automatického ř́ızeńı je právě identifikačńı algoritmus
reprezentuj́ıćı nutnost kontinuálńıho poznáváńı.
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[4] Eck, V.: Identifikace a modelováńı. Skriptum ČVUT Praha, 1989, 215s.
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201s.
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Kapitola 1

Úvod

V tomto d́ılu se v převážné mı́̌re budeme zabývat úlohou estimace stochastických proces̊u, která
je alternativně nazývána úloha filtrace. Estimaci parametr̊u nebo též parametrickou identifikaci
bychom mnohdy mohli chápat jako speciálńı př́ıpad úlohy filtrace.

Vývoj teorie filtrace můžeme rozdělit do tř́ı vývojových etap. Prvńı etapa je založena na
Wiener-Kolmogorovově teorii a je reprezentována předevš́ım Wienerovým filtrem odvozeným
v práci [1] pro stacionárńı stochastické procesy. Hlavńımi prostředky k syntéze filtru byly
spektrálńı faktorizace, Fourierova transformace a integrálńı rovnice. Uvedené matematické
prostředky komplikovaly jeho širš́ı pochopeńı a aplikaci Wienerovy filtrace. Základem pro
druhou etapu, která se zabývá i nestacionárńımi stochastickými procesy a už́ıvá stavovou
teorii je Kalmanova teorie filtrace [2]. Třet́ı etapa se zabývá teoríı a aproximačńım řešeńım
problému nelineárńı filtrace [3], [4], [5], jej́ıž daľśı vývoj podńıtily významnou měrou sympozia
o nelineárńı filtraci a jejich aplikaćıch [6], [7].

Rostoućı zájem o nelineárńı filtraci však neznamená, že prvńı dvě etapy jsou uzavřeny. Např.
technika syntézy Wienerova filtru je nyńı založena na polynomiálńım př́ıstupu [8], [9] a jeho
použit́ı je velmi populárńı pro zpracováńı a estimaci signál̊u. Rovněž Kalman̊uv filtr, obecněji,
kalmanovský př́ıstup má široké uplatněńı a je hluboce rozpracováván [9]-[12], [84]. Tento
př́ıstup proniká i do oblast́ı zdánlivě mimo oblast automatického ř́ızeńı či teorie systémů jako je
např. ekonometrie a finančńı management, kde pro modelováńı časových řad se použ́ıvá stavová
teorie a k estimaci následně Kalman̊uv filtr [13]. Linearita a gaussovost, což jsou předpoklady
pro exaktńı použit́ı tohoto př́ıstupu, jsou však velmi omezuj́ıćı pro daľśı širš́ı uplatněńı. Proto
bude v této práci věnována značná pozornost situaćım, které překračuj́ı rámec linearity a
gaussovosti. Estimace stavu nelineárńıch a negaussovských systémů vede na problém nelineárńı
estimace. Př́ıstupy, které se t́ımto problémem zabývaj́ı můžeme rozdělit na lokálńı a globálńı
[14], pokud sledujeme hledisko platnosti źıskaných výsledk̊u ve stavovém prostoru nebo na
analytické a numerické, pokud sledujeme zp̊usob řešeńı bayesovských rekurzivńıch vztah̊u [15].

V této práci se soustřed́ıme jak na analytický, tak i numerický př́ıstup a Kalman̊uv filtr nám
mnohdy poslouž́ı často jako základńı stavebńı kámen při návrhu estimačńıch algoritmů pro
nelineárńı a negaussovské systémy. Uvedený postup zároveň vytvoř́ı př́ıznivé podmı́nky i pro
řešeńı úloh identifikace, detekce chyby, odhad̊u skokově se měńıćıch parametr̊u, modelováńı
hrubých chyb měřeńı, syntézy robustńıch filtr̊u a daľśıch.

Ćılem tohoto d́ılu skript je vytvořit ucelený pohled na modelováńı a estimaci stavu (diskrétńıch)
stochastických systémů v rámci analytického př́ıstupu k syntéze estimačńıch algoritmů. Při
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zpracováńı tématu použijeme zpravidla induktivńı př́ıstup. Základem pro syntézu všech
estimačńıch algoritmů bude bayesovský př́ıstup. Rovněž snaha o plynulý přirozený přechod od
lineárńı filtrace k nelineárńı filtraci bude evidentńı.

Tento d́ıl je členěn do dev́ıti kapitol a jejich obsah je následuj́ıćı. Ve druhé kapitole je formu-
lována úloha estimace stavu pro obecný diskrétńı stochastický systém. Třet́ı kapitola se zabývá
odvozeńım Kalmanova filtru z bayesovských vztah̊u, protože použit́ı standardńıch postup̊u
využ́ıvaj́ıćıch podmı́nky ortogonality nebo využit́ı známých vztah̊u o náhodných veličinách
nejsou z pohledu záměr̊u této práce konstruktivńı. Syntéza estimačńıch algoritmů pro složitěǰśı
problémy bude využ́ıvat řadu vztah̊u a obrat̊u právě z tohoto odvozeńı. Čtvrtá kapitola bude
věnována klasickým i moderńım lokálńım nelineárńım filtr̊um, a to postupně rozš́ı̌renému
Kalmanovu filtru, filtru druhého řádu, diferenčńımu filtru, unscentovanému filtru i iteračńımu
filtru. V páté kapitole odvod́ıme jednak globálńı filtr s v́ıcenásobnou linearizaćı, jednak filtr pro
negaussovský systém. Šestá kapitola je zaměřena na modelováńı specifických jev̊u takových,
jako jsou skokové změny stavu či parametr̊u, modelováńı hrubých chyb měřeńı a následně pak
se zabývá odhadem stavu systémů obsahuj́ıćıch tyto speciálńı jevy. Sedmá kapitola je věnována
numerickému řešeńı bayesovských vztah̊u a je odvozena metoda bodových mas. V osmé kapitole
jsou ukázány daľśı možnosti použit́ı nelineárńı filtrace jako např. při rozhodováńı. Taktéž je
ukázána spojitost mezi oblast́ı identifikace a filtrace. Konečně v deváté kapitole je provedeno
stručné zhodnoceńı.
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Kapitola 2

Problém modelováńı a estimace

Ćılem modelováńı systémů v technických i netechnických oblastech a z pohledu této práce
předevš́ım dynamických systémů je postavit model systému. T́ımto úkolem se zabývá jednak
matematické modelováńı, které využ́ıvá známých fyzikálńıch, ekonomických a daľśıch zákon̊u a
jednak identifikace systémů založená na zpracováńı experimentálńıch dat. Mnohdy nejúčelněǰśı
bývá kombinace těchto př́ıstup̊u.
Modely jsou základńım opěrným bodem v úlohách rozhodováńı, estimace nebo-li odhadu a
ř́ızeńı. Úspěšnost a složitost řešeńı těchto úloh je závislá na vhodně postaveném modelu. Modely
dynamických systémů mohou mı́t r̊uzný charakter podle zp̊usobu pohledu a popisu. Můžeme
např́ıklad použ́ıvat modely verbálńı (učitel autoškoly popisuje slovně chováńı auta), modely
ve formě graf̊u a tabulek nebo modely založené na matematických rovnićıch. Právě posledně
jmenované, konkrétněji diferenčńı stochastické rovnice, budeme nejčastěji použ́ıvat v této práci,
i když někdy budou motivovány verbálńım popisem sledovaných jev̊u.
S ohledem na zaměřeńı tohoto d́ılu se nyńı stručně budeme zabývat vývojem estimačńı teorie
včetně model̊u, které jsou součást́ı formulace estimačńıch úloh.

2.1 Základńı úvahy

Estimaćı parametr̊u modelu systému využit́ım pozorovaných dat se zabývali již babylónšt́ı
astronomové 300 let před naš́ım letopočtem. Rovněž později byly astronomické studie stimulem
pro rozvoj této discipĺıny. Připomeňme alespoň jména Cotes, Euler, Bernoulli. Důležitý výsledek
pro estimačńı teorii a pro tuto práci byl dán Thomasem Bayesem v roce 1761, který formuloval
Bayesovo pravidlo. Základy nejznáměǰśı a nejpouž́ıvaněǰśı metody odhadu metody nejmenš́ıch
čtverc̊u položil v roce 1806 Legendre a 1809 Gauss. V roce 1835 Cauchy zkoumal problém řešeńı
soustavy lineárńıch rovnic a ukázal, že čtvercovou nesymetrickou matici lze zapsat jako součin
dvou trojúhelńıkových matic. Za významný př́ıspěvek do teorie odhadu lze jistě pokládat práce
Fishera, zvláště pak metodu maximálńı věrohodnosti z roku 1911.
Výrazný zlom v náhledu na estimačńı problém chápaný jako problém estimace parametr̊u
nastává ve 40tých letech s př́ıchodem Wiener Kolmogorovovy teorie a následné aplikaci
v komunikačńı a vojenské technice. Wiener [1] chápe pozorovaná data jako součet signálu a
šumu a předpokládá, že signál i šum jsou stacionárńı náhodné procesy. Estimátor-filtr snaž́ıćı
se oddělit signál od šumu z měřených dat a generuj́ıćı odhadovaný signál je navrhován pomoćı
Fourierovy transformace a spektrálńı faktorizace. Vznik stavové teorie systémů v rámci teorie
automatického ř́ızeńı, která nastupuje po klasické teorii ř́ızeńı založené na vstupně-výstupńıch
charakteristikách se odrazil i v estimačńı teorii. V roce 1960 publikoval Kalman článek o
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rekurzivńı filtraci [2] využ́ıvaj́ıćı stavový popis systému poskytuj́ıćı optimálńı odhad stavu
pro t-variantńı lineárńı gaussovské systémy. Můžeme ř́ıci, že s méně náročným matematickým
aparátem řeš́ı složitěǰśı problém než Wiener. Historický vývoj estimace i s bibliografickými
údaji je kvalitně popsán v [16].

Po tomto stručném velmi obecném představeńı vývoje teorie estimace se nyńı budeme věnovat
úloze estimace a modelováńı konkrétněji. Uvažujme jako přirozený základ pro diskusi o odhadu
parametr̊u a odhadu stavu následuj́ıćı rovnici

zk = yk + vk k = 0, 1, ... (2.1.1)

kde zk je měřeńı na systému dostupné v čase tk
yk je výstup systému v čase tk
vk reprezentuje šum měřeńı neboli poruchu v čase tk

Problém je naj́ıt odhad yk z měřeńı zk pro všechna k. Je zřejmé, že rozumný odhad by mohl
být

ŷk
4
= zk (2.1.2)

Chyba odhadu by v tomto př́ıpadě byla

ỹk
4
= yk − ŷk = zk − vk − zk = −vk (2.1.3)

Ćıl estimačńı teorie je navrhnout takový postup při stanoveńı odhadu, který bude redukovat
chybu odhadu na menš́ı, než kterou dává primitivńı estimátor (2.1.2). Chyba ỹk nemůže být
určena explicitně, protože ani yk ani vk nejsou známy. Proto je třeba znát v́ıce o signálu yk.
Předpokládejme nejdř́ıve, že yk = θ tj. výstup je konstantńı signál. Pak měřeńı vyhovuje rovnici

zk = θ + vk k = 0, 1, 2, ..., N (2.1.4)

Odhad θ můžeme provést následuj́ıćım zp̊usobem. Sečteme všechna měřeńı a součet vyděĺıme
jejich počtem, tedy

(

N∑
k=0

zk)/(N + 1) = θ + (

N∑
k=0

vk)/(N + 1)

Rozumný odhad θ by pak mohl být

θ̂
4
= (

N∑
k=0

zk)/(N + 1) (2.1.5)

a chyba odhadu

θ̃ = θ − θ̂ = −(

N∑
k=0

vk)/(N + 1)

Jestliže však vk je také konstantńı pro všechna k tj. vk = v, pak k žádnému zlepšeńı odhadu
vzhledem k odhadu definovanému v (2.1.2) nedojde, přestože jsme věděli v́ıce o výstupu yk a
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použili statistický př́ıstup. Ukazuje se, že je d̊uležité pro zlepšeńı odhadu, aby signál a šum měli
rozd́ılné charakteristiky.
Z předchoźıho je zřejmé, že velikost chyby odhadu může být redukována pr̊uměrováńım měřeńı
pouze za předpokladu, že šum bude mı́t např. tu vlastnost, že bude měnit znaménko. Kdyby šum
měl pr̊uměrnou hodnotu nula a počet měřeńı by byl dostatečně velký, pak odhad bude bĺızko
pr̊uměrné hodnotě měřeńı. Jinými slovy, tento postup při syntéze estimátoru transformuj́ıćıho
měřeńı na odhadované parametry může významně zmenšit chybu odhadu, redukovat vliv
šumu na odhad, i když šum bude zatěžovat měřeńı velmi rozd́ılnými hodnotami. Ukazuje se,
že problém modelováńı v souvislosti s úlohou odhadu je vhodné chápat strukturálně, tedy z
pohledu vztah̊u mezi veličinami a zároveň je nutné věnovat pozornost i bližš́ı specifikaci poruch,
např. využit́ım teorie pravděpodobnosti.

2.2 Strukturálńı modelováńı

Rozšǐrme úvahy z předcházej́ıćı části, kdy výstup systému byla konstanta a rovnice (2.1.1)
obsahovala pouze skalárńı veličiny, na situaci popsanou rovnićı

yk = hk(Θ), k = 0, 1, 2, . . . (2.2.1)

kde hk(·) je známá vektorová funkce a yk, zk a vk jsou vektory. Často se rovněž předpokládá
speciálńı př́ıpad ve tvaru

yk = HkΘ, k = 0, 1, 2, . . . (2.2.2)

kde Hk je známá matice př́ıslušných dimenźı. Rovnice (2.2.1) definuje pak nelineárńı model pro
problém estimace parametr̊u Θ a (2.2.2) lineárńı problém.

Mnohdy však neńı možné uvažovat neznámé jako konstantńı veličiny, protože se jedná o
proměnné v čase, a tud́ıž výstupńı signál by měl být reprezentován sṕı̌se takto

yk = hk(xk) (2.2.3)

kde hk(·) je opět známá funkce a vývoj vektorové proměnné xk je popsán diferenčńı rovnićı

xk+1 = fk(xk) + wk (2.2.4)

kde fk(·) je známá vektorová funkce
wk je neznámý vektor reprezentuj́ıćı šum v čase tk.

Proměnná xk je označována jako stav a (2.2.3), (2.2.4) definuj́ı model pro problém nelineárńı
estimace stavu. Poznamenejme však, že takto vymezený problém nelineárńı estimace stavu
neńı zcela vyčerpávaj́ıćım zp̊usobem charakterizován a k této problematice se ještě vrát́ıme
po přesněǰśım vymezeńı stavu xk a šumů {wk}, {vk}. Šum wk ve stavové rovnici reprezentuje
neznámé okolnosti, neurčitosti ovlivňuj́ıćı dynamický vývoj stavu a z pohledu teorie ř́ızeńı
ho můžeme chápat jako neznámý, neměřitelný vstupńı signál p̊usob́ıćı na systém definovaný
rovnicemi (2.2.3), (2.2.4).

Problém lineárńı estimace stavu pak může vzniknout jako speciálńı př́ıpad předchoźı situace a
je založen na modelu
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xk+1 = Fkxk + wk (2.2.5)

yk = Hkxk (2.2.6)

kde Fk a Hk jsou známé matice př́ıslušných dimenźı.

Je zřejmé, že problém odhadu stavu a odhadu parametr̊u spolu úzce souviśı. Problém estimace
stavu zavád́ı př́ıdavné struktury pro vývoj stavu v čase. Povšimněme si, že pro

xk+1 = xk = Θ (2.2.7)

přecháźı (2.2.4) na (2.2.1). Dále, jestliže

xk+1 = fk(xk) (2.2.8)

tedy stavový šum je nulový pro všechna k, pak problém estimace stavu může být rovněž chápán
jako problém estimace parametr̊u. Vysvětleńı je jednoduché. Protože xk může být formálně
vyjádřeno jako funkce počátečńıho stavu

xk = φk,0(x0) (2.2.9)

pak parametr lze chápat jako počátečńı stav zavedený do (2.2.1).
Na závěr této sekce poznamenejme, že šum vk v rovnici měřeńı (2.1.1) i stavový šum wk ve
(2.2.4) p̊usob́ı aditivně. Zobecněńı je jistě možné, např. vývoj stavu by byl popsán vztahem

xk+1 = fk(xk, wk)

kde fk(·, ·) je známá funkce. Toto zvýšeńı obecnosti však nese i značné zvýšeńı složitosti řešeńı
estimačńı úlohy. Obdobně rovnici měřeńı (2.1.1) lze zobecnit na tvar

zk = hk(xk, vk)

kde hk(·, ·) je známá funkce. S daľśım alternativńım vyjádřeńım, které se využ́ıvá jako základńı
struktura v rámci identifikace systémů a zpracováńı signál̊u se setkáme ve 3. kapitole.

Dosud jsme se věnovali modelováńı struktury systémů, jakožto významného aspektu mode-
lováńı a konstituováńı úlohy estimace. Poznamenejme, že metoda nejmenš́ıch čtverc̊u využ́ıvá
právě strukturálńı vlastnosti, což zp̊usobuje jednoduchost při aplikaci, ale zároveň vznikaj́ı
problémy s kvalitativńım ohodnoceńım přesnosti odhadu, jelikož poruchy nejsou specifikovány.
V následuj́ıćı sekci se budeme věnovat specifikaci vlastnost́ı poruch, tedy šumu měřeńı a
stavového šumu.

2.3 Pravděpodobnostńı modelováńı

K popisu neurčitosti se tradičně použ́ıvá počtu pravděpodobnosti. Alternativńı možnost́ı je
množinový př́ıstup [17], [18], př́ıpadně jiné techniky. V této práci budeme využ́ıvat výhradně
pravděpodobnostńı př́ıstup.

Z předchoźı sekce o strukturálńım modelováńı vyplývá, že bude existovat značná závislost mezi
jednotlivými vzorky signálu. Na druhé straně by bylo žádoućı, aby šum, který nyńı budeme
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považovat za stochastický proces, nevykazoval žádné možnosti predikce. Nejlépe, aby hustota
pravděpodobnosti náhodného procesu vN = (v0, v1, ..., vN ), šumu měřeńı, splňovala vlastnost

p(vN ) = p(v0, v1, ..., vN ) = p(v0).p(v1)...p(vN ) (2.3.1)

Takovýto stochastický proces bývá označován jako b́ılý šum, neboli absolutně nezávislý proces a
tedy též nepredikovatelný proces. Z hlediska diskuse v sekci 2.1 týkaj́ıćı se rozd́ılných vlastnost́ı
signálu a šumu pak ”ideálńı”situace pro úlohu estimace nastane v př́ıpadě, kdy uvažujeme
konstantńı parametry a b́ılý šum, jelikož rozd́ıl mezi signálem a šumem je největš́ı. Hlavńı
výsledky estimačńı teorie jsou založeny právě na takových předpokladech.

Co se týče popisu stavového šumu, zde je situace jednoduchá, a to z toho d̊uvodu, že pokud
chápeme stav systému v tradičńım smyslu, pak, zhruba řečeno, stav xk muśı obsahovat veškerou
informaci o minulosti do času tk, která je potřebná pro určeńı jeho budoućıho vývoje, a tud́ıž
stavový šum wk nesmı́ vykazovat žádnou závislost do minulosti. Tud́ıž požadujeme, aby opět
hustota pravděpodobnosti náhodného procesu wk splňovala vztah

p(wk) = p(w0, w1, ..., wk) = p(w0).p(w1)...p(wk) (2.3.2)

neboli, aby se jednalo o b́ılý šum.
Výše uvedená vlastnost stavu pak dále implikuje i nutnost vzájemné nezávislosti stavového
šumu, šumu měřeńı a počátečńıho stavu x0, který se v této pravděpodobnostńı interpretaci
stává náhodnou veličinou.
Poznamenejme, že v tomto př́ıpadě xk pro k = 0, 1, 2, ... reprezentuje markovský proces. Pokud
by tyto předpoklady nebyly splněny je vhodněǰśı považovat za stav dvojici (xk, zk), kde xk je
neznámá složka stavu a zk je známá složka stavu. K tomuto problému se ještě podrobně vrát́ıme
ve třet́ı kapitole. Alternativńım pojet́ım pojmu stav se zabývá moderńı teorie systémů, která je
prezentována v [19].
Z předchoźı části implicitně vyplývá, že teoreticky požadujeme znalost hustot pravděpodobnosti
stavového a výstupńıho šumu. Z praktického hlediska je však znalost těchto hustot problema-
tická. Nicméně na tuto skutečnost můžeme nahĺıžet následuj́ıćım zp̊usobem: 1. Předpokládat,
že p(vk) je gaussovské rozložeńı s jistou středńı hodnotou a kovarianćı s od̊uvodněńım, že
gaussovské rozložeńı má největš́ı entropii (mı́ra nepořádku je největš́ı). 2. Neuvažovat žádné
rozložeńı, ale předpokládat pouze znalost prvńıch dvou moment̊u. Odhad těchto moment̊u šumu
měřeńı lze provést zavedeńım známého, pouze pro tento odhad, signálu yk.

Problém estimace parametr̊u.

Mějme vektor měřeńı zk popsaný rovnićı

zk = hk(Θ) + vk k = 0, 1, 2, ..., N, (2.3.3)

kde E[vk] = 0, E[vkv
T
l ] = Rkδkj , δkj = 1, k = j; δkj = 0, k 6= j

hk(·) je známá vektorová funkce.

Ćılem je určit odhad neznámých konstantńıch parametr̊u Θ.
Při řešeńı této úlohy se někdy předpokládá, na rozd́ıl od 1. d́ılu, že Θ je náhodný vektor se
středńı hodnotou Θ̂′0 a kovarianćı P ′0, kde Θ a vk jsou nezávislé. K diskusi takového postupu se
ještě vrát́ıme.
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Nyńı formulujeme problém estimace časově proměnných parametr̊u nazývaných stavové
proměnné.

Problém estimace stavu

Mějme vektor měřeńı zk popsaný

zk = hk(xk) + vk k = 0, 1, 2, ..., N (2.3.4)

kde E[vk] = 0, E[vkv
T
j ] = Rkδkj

hk(·) je známá vektorová funkce

a vektor stavu se vyv́ıj́ı podle rovnice

xk+1 = fk(xk) + wk k = 0, 1, 2, ..., N (2.3.5)

kde E[wk] = 0, E[wkw
T
j ] = Qkδkj

fk(·) známá vektorová funkce

Ćılem je odhadnout stav xk.

Poznamenejme, že pokud stavový šum bude nulový, pak problém estimace stavu můžeme
převést na problém estimace parametr̊u, jak již bylo naznačeno dř́ıve.

V následuj́ıćı části se budeme věnovat bayesovskému př́ıstupu k řešeńı estimačńıho problému.

2.4 Bayesovský př́ıstup

Předchoźı formulace úlohy estimace je základem pro r̊uzné př́ıstupy k řešeńı problému estimace.
V této práci budeme preferovat výhradně bayesovský př́ıstup. K přibĺıžeńı tohoto př́ıstupu
použijeme konfrontaci s klasickým postupem k problému odhadu.

Uvažujme náhodný vektor z = [z1, z2, ..., zN ] s hustotou pravděpodobnosti p(z; Θ), kde
Θ = [Θ1,Θ2, ...,Θl]

T je vektor parametr̊u. Při klasickém př́ıstupu k problému odhadu Θ
považujeme parametry za neznámé konstanty a k závěr̊um o Θ použijeme pouze z a tvar
rozděleńı z. Při bayesovském př́ıstupu k závěr̊um o parametru Θ, tentokrát chápaného jako
náhodná proměnná použijeme kromě toho ještě apriorńı informaci o parametru Θ, kterou
máme k dispozici nezávisle na realizaci z. Apriorńı informace se vyjadřuje předpokladem, že
Θ je náhodný vektor s jistým rozložeńım. Tato informace může mı́t objektivńı i subjektivńı
charakter. K objasněńı objektivńı i subjektivńı apriorńı informace použijeme dva hypotetické
př́ıklady.

Př́ıklad 2.4.1 Vyšetřeńım vestibulárńıho ústroj́ı se má rozhodnout, zda pacient trṕı poruchou
tohoto ústroj́ı. Z předchoźıch výzkumů vyplývá, že touto chorobou trṕı 10% populace. To je
možné pokládat za objektivńı apriorńı informaci.

Př́ıklad 2.4.2 Biolog má odhadnout jistou konstantu Θ. Má určitou představu o možných hod-
notách Θ, ale dává jim r̊uznou váhu. Považuje je za náhodné veličiny s určitou pravděpodobnost́ı.
Avšak jiný biolog pro stejnou úlohu přǐrad́ı podle své zkušenosti těmto hodnotám jiné
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pravděpodobnosti. Jedná se tedy o subjektivńı apriorńı informaci.

Použit́ım klasického a bayesovského př́ıstupu můžeme dostat, jak lze tušit z předchoźıho, velmi
r̊uzné výsledky odhadu. Dále lze ukázat, že i když jsou oba př́ıstupy odlǐsné v chápáńı neznámých
parametr̊u, protože v klasickém postupu chápeme neznámý parametr jako konstantu, zat́ımco
bayesovský př́ıstup pracuje s náhodnými veličinami, můžeme tyto př́ıstupy sbĺıžit t́ım, že
apriorńı rozděleńı parametru bude rovnoměrné na nekonečném intervalu nebo gaussovské
s kovarianćı jdoućı do nekonečna, tedy rozložeńı nepreferuj́ıćı žádné hodnoty parametr̊u.
K tomuto problému se ještě vrát́ıme při diskusi odhad̊u ve smyslu maximálńı věrohodnosti a
maximálńı aposteriorńı pravděpodobnosti v následuj́ıćı sekci. Co se týče významu subjektivńı
a objektivńı apriorńı informace u bayesovského př́ıstupu na aposteriorńı odhad poznamenejme,
že při opakovaném použit́ı tohoto př́ıstupu vliv této informace klesá.

Z předchoźı diskuse vyplývá, že bayesovský př́ıstup je vhodný nástroj k řešeńı estimačńıch
úloh, protože umožňuje pracovat s apriorńı informaćı a zároveň zahrnuje v př́ıpadě potřeby i
klasický postup.
Nyńı můžeme přistoupit k formulaci obecného řešeńı problému estimace parametr̊u.
Necht’ zk = [z0, z1, ..., zk] obsahuje naměřené hodnoty v čase t0, t1, ...tk. Předpokládejme, že Θ
a vk jsou spojité náhodné veličiny se známými hustotami pravděpodobnosti. Pak aposteriorńı
hustota pravděpodobnosti Θ pro dané zk je podle Bayesova pravidla

p(Θ | zk) =
p(zk | Θ).p(Θ)

p(zk)
(2.4.1)

kde p(zk) =
∫
p(zk | Θ).p(Θ)dΘ.

Za předpokladu, že Θ a vk = (v0, v1, ..., vk) jsou nezávislé, p(zk | Θ) je známa z p(vk), protože
vycháźıme z platnosti modelu měřeńı

zk = hk(Θ) + vk k = 0, 1, 2, ... (2.4.2)

a tedy

p(zk | Θ) = pv(z
k − h(Θ)) (2.4.3)

kde pv() označuje hustotu pravděpodobnosti šumu měřeńı. Později tento postup budeme často
použ́ıvat i v jiných situaćıch, ale hustoty již nebudeme značit speciálńım symbolem.
Poznamenejme, že hustota p(zk) nezáviśı na Θ a slouž́ı jako normalizačńı konstanta. Na-
lezeńı p(Θ | zk) umožńı zjistit efekt měřeńı na zvýšeńı informace o Θ a poskytne úplný
pravděpodobnostńı popis parametru Θ.
Po formulaci př́ıstupu k řešeńı parametrického odhadu přejděme k řešeńı problému estimace
stavu. Pro odhad stavu se parametry, nyńı chápané jako stavové proměnné, měńı v čase. Při
použit́ı bayesovských vztah̊u je proto potřebné zavést čas, ve kterém bude prob́ıhat odhad
v závislosti na měřeńı. Mı́sto pojmů odhad, estimace se v tomto př́ıpadě často použ́ıvá pojem
filtrace, a to v širš́ım slova smyslu, jakožto úlohy určeńı podmı́něné hustoty pravděpodobnosti
p(xk | zl) nebo odhadu xk na základě pozorováńı zl a v užš́ım smyslu, právě když k = l. Pokud
l > k jedná se o úlohu vyhlazováńı a pro k > l je zaveden pojem predikce. V této práci se
budeme věnovat převážně úlohám filtrace a predikce. Protože se stav v čase měńı, je přirozené
vyžadovat jeho odhad také v každém časovém okamžiku, což nás vede k formulaci rekurzivńı
filtrace následuj́ıćım zp̊usobem:
Mějme odhad xk−1 založený na měřeńı zk−1, řekněme x̂k−1. Určeme odhad x̂k z x̂k−1 a zk. Tento
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problém je obecně řešen užit́ım Bayesova pravidla. Źıskáme vztahy, které jsou podobné (2.4.1),
ale jsou doplněny konvolučńı rovnićı, která popisuje účinek změny stavových proměnných
v čase. Abychom dostali rekurzivńı řešeńı, je vhodné vyžadovat, aby {vk} byl b́ılý šum na rozd́ıl
od (2.4.1), kde tato vlastnost vyžadována nebyla. Dále předpokládejme, že b́ılé šumy {vk}, {wk}
jsou nezávislé a rovněž jsou nezávislé na x0. Pak aposteriorńı hustota pravděpodobnosti nebo
alternativně filtračńı hustota pravděpodobnosti může být určena rekurzivně

p(xk | zk) =
p(zk | xk).p(xk | zk−1)

p(zk | zk−1)
(2.4.4)

kde p(zk | zk−1) =
∫
p(zk | xk)p(xk | zk−1)dxk je normalizačńı konstanta.

Hustota p(xk | zk) je ve stejné formě jako v (2.4.1), kde p(Θ) je nahrazeno p(xk | zk−1). Hustota
p(zk | xk) je určena hustotou p(vk). Rovnice (2.3.5) nám poslouž́ı k určeńı p(xk | zk−1), které je
dáno

p(xk | zk−1) =

∫
p(xk, xk−1 | zk−1)dxk−1 =

∫
p(xk | xk−1).p(xk−1 | zk−1)dxk−1 (2.4.5)

přičemž p(xk | xk−1) je určeno p(wk−1). Rovnice (2.4.5) vyžaduje konvoluci p(xk | xk−1) a
p(xk−1 | zk−1). Rekurze (2.4.4) a (2.4.5) může být odstartována aplikaćı Bayesova pravidla a
apriorńıho popisu x0, tedy

p(x0 | z0) =
p(z0 | x0).p(x0)

p(z0)
(2.4.6)

Můžeme konstatovat, že t-variantńı stav vyžaduje př́ıdavnou strukturu s porovnáńım
s problémem odhadu parametr̊u. Zároveň je zřejmé, že estimace stavu daná rovnicemi (2.4.4)-
(2.4.6) v sobě zahrnuje úlohu estimace parametr̊u jako speciálńı př́ıpad. Na závěr této kapitoly
provedeme shrnut́ı formulace a řešeńı problému estimace stavu.

Obecné řešeńı problému estimace stavu: shrnut́ı
Necht’ vektor stavu se vyv́ıj́ı podle následuj́ıćıho vztahu

xk+1 = fk(xk) + wk k = 0, 1, 2, ... (2.4.7)

kde xk je nx dimenzionálńı vektor stavu systému v čase tk,
wk je nx dimenzionálńı stavový šum p̊usob́ıćı na systém v čase t, kde tk ≤ t < tk+1,
fk(·) je známá vektorová funkce př́ıslušné dimenze.

Náhodný proces {wk} je b́ılý šum se známou hustotou pravděpodobnosti p(wk) a rovněž hustota
pravděpodobnosti počátečńıho stavu p(x0) je známa.
Stav systému je sledován pomoćı měřených hodnot zk, které jsou ve známém vztahu k xk, ale
jsou kontaminovány šumem měřeńı

zk = hk(xk) + vk k = 0, 1, 2, ... (2.4.8)

kde zk je nz dimenzionálńı vektor známých měřených dat v čase tk a vk je nz dimenzionálńı
vektor šumu měřeńı ovlivňuj́ıćı data v čase tk. Náhodný proces {vk} je b́ılý šum se známou
hustotou pravděpodobnosti p(vk). Procesy {wk}, {vk} a náhodná veličina x0 jsou navzájem
nezávislé.

Ćılem je určeńı podmı́něné hustoty pravděpodobnosti p(xk | zl).
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Protože budeme často pracovat s úlohou filtrace tedy pro l = k a jednokrokové predikce
l = k − 1, pak rekurzivńı vztahy budou mı́t tvar:

filtračńı hustota

p(xk | zk) =
p(xk | zk−1).p(zk | xk)

p(zk | zk−1)
(2.4.9)

prediktivńı hustota

p(xk | zk−1) =

∫ ∞
−∞

p(xk−1 | zk−1)p(xk | xk−1)dxk−1 (2.4.10)

kde

p(zk | zk−1) =

∫ ∞
−∞

p(xk | zk−1)p(zk | xk)dxk (2.4.11)

p(x0 | z−1)
4
= p(x0)

Vztahy (2.4.9), (2.4.10) jsou známé bayesovské rekurzivńı vztahy.
Z teoretického hlediska jsou předchoźı vztahy úplné řešeńı problému estimace stavu, protože
poskytuj́ı úplný pravděpodobnostńı popis náhodných stavových veličin ve formě hustot
pravděpodobnosti. Avšak v mnoha př́ıpadech bychom potřebovali sṕı̌se konkrétńı č́ıselně
vyjádřené odhady a výsledek ve formě funkce, hustoty pravděpodobnosti, je nevhodný. Rovněž
řešeńı funkcionálńıch bayesovských vztah̊u (2.4.9)-(2.4.10) je obecně analyticky nesch̊udné a
právě situace, kdy analytická řešitelnost je zachována, budou obsahem následuj́ıćıch kapitol.

Posledńı sekce této kapitoly bude věnována bodovým odhad̊um, tedy odhad̊um, kdy výsledkem
estimace neńı funkce, ale vektor č́ısel.

2.5 Bodové odhady

Předpokládejme, že máme zN měřeńı proměnné zk a hledáme bodový odhad spojité neznámé
veličiny Θ. Jak již bylo řečeno v předchoźıch sekćıch mohou být použity dva odlǐsné př́ıstupy:
klasický a bayesovský. Klasický př́ıstup bude uvažovat Θ jako neznámou deterministickou
konstantu, zat́ımco bayesovský př́ıstup chápe Θ jako stochastickou proměnnou. Rozd́ıl mezi
těmito př́ıstupy je zřejmý, jestliže naṕı̌seme hustotu pravděpodobnosti pro zk

p(zk; Θ) a p(zk | Θ)

Tyto dvě funkce jsou ve skutečnosti nerozlǐsitelné, ačkoliv jejich interpretace je zcela odlǐsná.
Prvńı funkce je parametrická hustota pro konstantńı parametr Θ, zat́ımco druhá je podmı́něná
hustota pravděpodobnosti. V daľśı části budeme použ́ıvat zápis druhý i pro parametrickou
hustotu.

V současné teorii bodových odhad̊u je navrženo velké množstv́ı kriteríı, podle kterých je
možné stanovit optimálńı odhad. Všimněme si pouze některých často použ́ıvaných optimálńıch
bodových odhad̊u, a to ve smyslu
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• maximálńı věrohodnosti, Θ̂ML

Θ̂ML = arg maxΘ p(zN | Θ) (2.5.1)

• maximálńı aposteriorńı pravděpodobnosti, Θ̂MAP

Θ̂MAP = arg maxΘ p(Θ | zN ) (2.5.2)

• podmı́něné středńı hodnoty, Θ̂E

Θ̂E =

∫ ∞
−∞

Θp(Θ | zk)dΘ (2.5.3)

• medián, Θ̂ME

∫ Θ̂ME

−∞
p(Θ | zk)dΘ =

∫ ∞
Θ̂ME

p(Θ | zk)dΘ (2.5.4)

Výběr optimálńıho estimátoru

Θ̂∗ = t(zN ) (2.5.5)

je tedy vlastně dán funkćı viz (2.5.1)-(2.5.4).
V úvodu sekce (2.4) jsme částečně zkoumali vztah mezi odhadem podle maximálńı věrohodnosti
(klasický př́ıstup k odhadu) a maximálńı aposteriorńı pravděpodobnosti (bayesovský př́ıstup).
Jejich úzký vztah můžeme nyńı snadno prokázat z Bayesova pravidla

p(A,B) = p(A | B).p(B) (2.5.6)

Pro tento př́ıpad plyne

p(Θ | zN ) =
p(Θ, zN )

p(zN )
=

p(Θ)

p(zN )
p(zN | Θ) (2.5.7)

Protože p(zN ) může být chápáno jako konstanta při odhadu Θ, pak p(Θ | zN ) a p(zN | Θ)
se odlǐsuj́ı v tomto vztahu pouze apriorńım rozděleńım p(Θ). Jestliže apriorńı rozděleńı je
neinformativńı vzhledem k Θ to jest p(Θ) = C v př́ıpadě, že Θ je diskrétńı v úrovni - nabývá
konečného počtu hodnot nebo má normálńı rozložeńı s kovarianćı bĺıž́ıćı se nekonečnu, pak

Θ̂MAP = Θ̂ML

a Θ̂ML je pouze
”
speciálńı“ př́ıpad odhadu MAP . Nicméně na rozd́ılnou interpretaci těchto

př́ıstup̊u nesmı́me zapomenout.

Při generováńı bodového optimálńıho odhadu stavu bychom mohli (2.5.2)-(2.5.4) zapsat
analogickým zp̊usobem. Kritérium maximálńı věrohodnosti se v tomto př́ıpadě nedá uplatnit,
jelikož je v rozporu s předpokladem na charakter odhadované veličiny, stavu, který je chápán
jako stochastický proces. Optimálńı bodový odhad stavu je pak ve smyslu
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• a maximálńı aposteriorńı pravděpodobnosti x̂MAP
k

x̂MAP
k = arg maxxk p(xk | z

k) (2.5.8)

• podmı́něné středńı hodnoty x̂Ek

x̂Ek =

∫ ∞
−∞

xkp(xk | zk)dxk

• medián x̂ME
k ∫ x̂ME

−∞
p(xk | zk)dxk =

∫ ∞
x̂ME
k

p(xk | zk)dxk

Tyto bodové odhady bychom mohli použ́ıvat po př́ıslušné úpravě i pro diskrétńı náhodné
veličiny. Pouze podmı́něná středńı hodnota použ́ıt nelze, protože odhad by nemusel patřit do
množiny př́ıpustných hodnot odhadované diskrétńı (v úrovni) náhodné veličiny.

Bodové odhady pro gaussovskou hustotu pravděpodobnosti budou shodné, avšak pro negaus-
sovské hustoty se mohou diametrálně lǐsit. Tento fakt si potvrd́ıme v následuj́ıćım př́ıkladu.

Př́ıklad 2.5.1 Vypočtěme bodové odhady x̂MAP
k , x̂Ek , x̂

ME
k , jestliže filtračńı hustota

pravděpodobnosti p(xk | zk) je dána t́ımto předpisem

p(xk | zk) = 0, 5− ε xk ∈< 0, 1 >
=0, 25− ε xk ∈< 1, 3 >
=1 xk ∈< 6, 6 + 3ε > pro ε→ 0

• Je zřejmé, že x̂MAP
k ∈< 6, 6 + 3ε >

• Výpočet x̂E bude složitěǰśı. Vyjdeme z definice, tud́ıž x̂Ek =
∫ 6+3ε

0 xkp(xk | zk)dxk =∫ 1
0 (0, 5− ε)xkdxk +

∫ 3
1 (0, 25− ε)xkdxk +

∫ 6+3ε
6 xkdxk = 1, 25

• Zbývá vypoč́ıtat medián. Muśı platit, že
∫ x̂ME

k
−∞ p(xk | zk)dxk =

∫∞
x̂ME
k

p(xk | zk)dxk Odsud

je zřejmé, že pro uvažovanou p(xk | zk) dostaneme optimálńı bodový odhad ve smyslu
medián v bodě x̂ME

k = 1.

Předchoźı př́ıklad ukazuje, že bodové odhady přinášej́ı výrazně jednodušš́ı výsledek es-
timačńı úlohy v porovnáńı s hustotou pravděpodobnosti, ale v př́ıpadě negaussovské
hustoty pravděpodobnosti výrazně rozd́ılné výsledky a samozřejmě nepředstavuj́ı úplný
pravděpodobnostńı popis. Z tohoto d̊uvodu a z faktu, že při znalosti hustoty pravděpodobnosti
můžeme určit jakýkoliv bodový odhad, budeme v následuj́ıćıch kapitolách preferovat v převážné
mı́̌re výpočet filtračńı a prediktivńı hustoty pravděpodobnosti.
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Kapitola 3

Kalman̊uv filtr

Nový pohled na teorii filtrace reprezentované Wienerovou teoríı [1] přinesl v roce 1960 Kalman
[2]. Provedl rozbor metod řešeńı Wienerova problému a formuloval limituj́ıćı faktory, které
vážně ovlivňuj́ı praktickou použitelnost. Z těchto faktor̊u připomeňme alespoň omezeńı na
stacionárńı procesy a značnou matematickou náročnost při odvozeńı zp̊usobuj́ıćı nepr̊uhlednost
z inženýrského pohledu. Kalman̊uv př́ıstup k problému lineárńı filtrace tyto nevýhody elimi-
nuje. K odvozeńı filtru využ́ıvá ortogonálńı projekci a pracuje v časové oblasti se stavovými
veličinami na rozd́ıl od Wienerovy teorie založené na spektrálńı faktorizaci a frekvenčńım popisu.

Kalman̊uv filtr je chápán jako lineárńı rekurzivńı algoritmus generuj́ıćı nestranný odhad
ve smyslu podmı́něńı středńı hodnoty (minimálńı variance) neznámého stavu dynamického
systému ze zašuměných dat źıskávaných v diskrétńıch časových okamžićıch [2], [4], [9]-[13],
[84]. Jeho uplatněńı najdeme předevš́ım v ř́ıdićıch, komunikačńıch či monitorovaćıch systémech
[5], [11], [20]. O rostoućı popularitě svědč́ı i pomalý pr̊unik do ekonomických či ekologických
discipĺın [21], [22].

Ćılem této kapitoly je předevš́ım odvodit Kalman̊uv filtr využit́ım bayesovského př́ıstupu.
Vztahy źıskané během odvozeńı a pohled do vnitřńıho mechanismu bayesovského př́ıstupu
budou nezbytné v daľśıch kapitolách práce. Součást́ı této kapitoly však bude i řada daľśıch úloh
souvisej́ıćıch s analýzou či využit́ım kalmanovské filtrace.

3.1 Lineárńı gaussovský systém

V této sekci se budeme zabývat lineárńım systémem, speciálńım př́ıpadem (2.4.7), (2.4.8), který
je definován následuj́ıćımi vztahy

xk+1 = Fkxk + wk k = 0, 1, 2, ... (3.1.1)

zk = Hkxk + vk k = 0, 1, 2, ... (3.1.2)

kde Fk je nx/nx dimenzionálńı matice
Hk je nz/nx dimenzionálńı matice

Rovnice (3.1.1) představuje stavovou rovnici popisuj́ıćı vývoj stavu xk a (3.1.2) je rovnice měřeńı
definuj́ıćı vztah mezi výstupem systému yk = Hkxk, šumem vk a měřeńım zk. Za neměřitelný
vstup systému budeme považovat šum wk. Předpokládejme, že wk a vk pro k = 0, 1, 2, ... jsou
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procesy s těmito vlastnostmi

1. {vk} a {wk} jsou b́ılé šumy

2. {vk} a {wk} jsou gaussovské s nulovou středńı hodnotou

3. {vk} a {wk} jsou nezávislé

kde symbol {vk} představuje náhodný proces vk pro k = 0, 1, 2....

To znamená, že z prvńı vlastnosti vyplývá kromě jiného

E[wkw
T
l ] = E[wk]E[wTl ]

E[vkv
T
l ] = E[vk]E[vTl ]

Z druhé vlastnosti dostaneme

E[wkw
T
l ] = 0 k 6= l

E[vkv
T
l ] = 0 k 6= l

a z druhé a třet́ı plyne

E[wkv
T
l ] = 0 ∀k, l

Budeme dále předpokládat, že

E[vkv
T
l ] = Rkδk,l

E[wkw
T
l ] = Qkδk,l

kde Rk a Qk jsou symetrické nonnegativně definitńı matice pro všechna k a počátečńı stav x0

je gaussovská náhodná veličina nezávislá na {vk} a {wk} se známou středńı hodnotou x̄0 a
známou kovarianćı Σ0

E[x0] = x̄0 E[(x0 − x̄0)(x0 − x̄0)T ] = Σ0

Signálový model uvažovaného systému je na obr. 3.1.1, kde q−1 je operátor zpětného posuvu
definovaný q−1x(t) = x(t− 1).

Připomeňme, že problém filtrace spoč́ıvá v generováńı odhadu stavu xk na základě pozorováńı
z0, z1, ..., zk. Ještě před t́ım, než se t́ımto problémem budeme zabývat, si však všimneme
samotného náhodného procesu {xk} a ukážeme, že se jedná o gaussmarkovský proces.
Je zřejmé, že xk je náhodná veličina a z (3.1.1) plyne, že

xk = φk,0x0 +

k−1∑
l=0

φk,l+1wl (3.1.3)
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Obrázek 3.1.1: Signálový model lineárńıho systému

kde

φk,l = Fk−1Fk−2...Fl k > l (3.1.4)

φk,k = I (3.1.5)

To znamená, že xk je lineárńı kombinace náhodných vektor̊u x0, w0, w1, ..., wk−1 a jelikož maj́ı
normálńı rozděleńı, pak i náhodná veličina xk je popsána gaussovským rozděleńım. Protože
předchoźı postup plat́ı pro každé k, pak je zřejmé, že {xk} je gaussovský proces.
Nyńı ukážeme, že {xk} je též markovský proces.
Pro markovský proces plat́ı, že pro k1 < k2 < ... < km < k

p(xk | xkm, ..., xk2, xk1) = p(xk | xkm)

Z (3.1.1) vyplývá, že

xk = φk,kmxkm +

k−1∑
l=km

φk,l+1wl (3.1.6)

Zřejmě wl nejsou závislé na xk1, xk2, ..., xkm, a tud́ıž znalost xk1, xk2, ..., xkm nepřináš́ı novou
informaci o wl. To znamená, že {xk} je markovský proces. Tato vlastnost je d̊usledkem kauzality
systému (3.1.1.) a skutečnosti, že {wk} je b́ılý šum.

Dále si všimneme náhodného procesu {zk}. Zřejmě se jedná o gaussovský proces. Ale o
markovský proces nejde, jelikož výstup systému yk je v obecném př́ıpadě korelovaný proces
s hloubkou závislosti větš́ı než jedna.

Jelikož {xk} i {zk} jsou gaussovské procesy, pro jejich popis vystač́ıme s prvńımi dvěma
momenty. V následuj́ıćı části se budeme zabývat jejich výpočtem.
Z (3.1.3) je zřejmé, že

E[xk] = φk,0x̄0 (3.1.7)

a z (3.1.2) vyplývá

E[zk] = HkE[xk] (3.1.8)
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Před výpočtem kovariančńı funkce stavu si nejdř́ıve označme

x̄k = E[xk] (3.1.9)

Σk,l = E{[xk − x̄k][xl − x̄l]T } pro k > l (3.1.10)

Výpočet je jednoduchý. Z (3.1.3) a (3.1.7) dostaneme

Σk,l = E{[φk,0(x0 − x̄0) +
∑k−1

i=0 φk,i+1wi][φl,0(x0 − x̄0) +
∑l−1

j=0 φl,j+1wj ]
T }

Protože x0 − x̄0, w0, ..., wk−1 jsou nezávislé, můžeme předchoźı vztah zjednodušit na

Σk,l = φk,0E{[x0 − x̄0][x0 − x̄0]T }φTl,0 +

l−1∑
i=0

φk,i+1Qiφ
T
l,i+1

= φk,l{φl,0Σ0φ
T
l,0 +

l−1∑
i=0

φl,i+1Qiφ
T
l,i+1} (3.1.11)

a pro př́ıpad k = l

Σk,k = φk,0Σ0φ
T
k,0 +

k−1∑
i=0

φk,i+1Qiφ
T
k,i+1 (3.1.12)

Z (3.1.1) však též vyplývá

Σk+1,k+1 = FkΣk,kF
T
k +Qk (3.1.13)

což umožňuje rekurzivńı výpočet Σk,k. Využit́ım Σk,k a vztahu (3.1.11) pak můžeme vyjádřit
matice Σk,l pro všechna k, l a Σ0,0 = Σ0

Σk,l = φk,l.Σl,l k ≥ l (3.1.14)

a protože Σk,l = ΣT
l,k, pak

Σk,l = Σk,kφ
T
l,k k ≤ l (3.1.15)

Rovnice (3.1.13)-(3.1.15) umožňuj́ı určit kovarianci stavu.

Přejděme k výpočtu kovariančńı funkce měřeńı. Označme E[zk] = z̄k. Protože

zk = Hkxk + vk

pak

E{[zk − z̄k][zl − z̄l]T } = E{Hk[xk − x̄k][xl − x̄l]THT }+ E{Hk[xk − x̄k]vTl }
+ E{vk[xl − x̄l]THT

k }+ E[vkv
T
l ] (3.1.16)

Protože podle předpoklad̊u {vk} je nezávislé na x0 a {wk}, pak je také nezávislé na {xk − x̄k},
a tud́ıž druhý a třet́ı člen na pravé straně předchoźı rovnice jsou nulové. Kovariance po úpravě
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bude určena následuj́ıćım vztahem

cov(zk, zl) = Hkφk,lΣl,lHl +Rkδk,l k ≥ l (3.1.17)

T́ım jsme dokončili popis náhodných proces̊u {xk} a {zk}. Bylo vidět, jak předpoklady na
strukturu systému dané rovnicemi (3.1.1), (3.1.2), na počátečńı stav a náhodné procesy
{vk}, {wk} ovlivňuj́ı výpočet charakteristik náhodných proces̊u {xk}, {zk} a jak se při výpočtu
projevuj́ı.
Poznamenejme, že někdy je možné se setkat s požadavkem, aby E[wkv

T
l ] = Skδk,l. Tento fakt

ovlivńı cov(zk, zl) a tedy (3.1.16), (3.1.17) a rovněž zp̊usob́ı, že p(xk+1 | xk, zk) 6= p(xk+1 | xk),
jak plyne ze vztah̊u (3.1.1), (3.1.2), jelikož E[wkv

T
k ] = Sk. To je d̊uvod, proč bychom v tomto

př́ıpadě měli pod pojmem stav chápat dvojici [xk, zk], přičemž xk chápat jako neznámou složku
stavu a zk jako známou složku stavu. Nicméně předpoklad, že Sk = 0 může být bez ztráty
obecnosti zaveden, jelikož můžeme provést následuj́ıćı transformaci v př́ıpadě, že Sk 6= 0.
Necht’

xk+1 = Fkxk + wk (3.1.18)

zk = Hkxk + vk (3.1.19)

a všechny specifikace veličin v těchto vztaźıch jsou shodné s předchoźım, pouze

cov(wk, v
T
k ) = Sk (3.1.20)

Jestliže R−1
k existuje, můžeme (3.1.18) upravit na

xk+1 = Fkxk + wk − SkR−1
k [zk − zk] = Fkxk + wk − SkR−1

k [Hkxk + vk − zk]
= (Fk − SkR−1

k Hk)xk + SkR
−1
k zk + wk − SkR−1

k vk

Označme

F̄k = Fk − SkR−1
k Hk

w̄k = wk − SkR−1
k vk

pak

xk+1 = F̄kxk + SkR
−1
k zk + w̄k (3.1.21)

Nyńı vypočtěme cov(w̄k, w̄k), cov(w̄k, v
T
k ) a cov(vk, w̄

T
k )

cov(w̄k, w̄k) = E{[wk − SkR
−1
k vk][(wk − SkR

−1
k vk)

T ] = Qk − SkR
−1
k STk − SkR

−1
k STk +

SkR
−1
k RkR

−1
k STk = Qk − SkR−1

k STk

cov(w̄k, vk) = E{[wk − SkR−1
k vk]v

T
k } = Sk − SkR−1

k Rk = 0

cov(vk, w̄
T
k ) = E[vk(wk − SkR−1

k vk)
T ] = STk −RkR

−1
k STk = 0

To znamená, že ”nový”stavový šum w̄k neńı závislý na vk a systém (3.1.21), (3.1.19) je obsahově
shodný s (3.1.1) a (3.1.2). Odlǐsuje se pouze ve členu SkR

−1
k zk v(3.1.21), ale to je známá veličina
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v čase k.

V této sekci jsme ukázali, že vlastnosti náhodných proces̊u {xk} a {zk} jsme schopni popsat
pomoćı středńı hodnoty a kovariančńıch matice pro všechny časové okamžiky. V následuj́ıćı
kapitole se budeme zabývat návrhem filtru poskytuj́ıćı odhad stavu na základě dostupných
měřeńı a modelu systému.

3.2 Bayesovský př́ıstup k syntéze filtru

V této sekci se soustřed́ıme na syntézu filtru generuj́ıćı odhad stavu lineárńıho gaussovského
systému (3.1.1), (3.1.2) v bayesovském rámci. Představ́ıme dvě techniky návrhu filtru. Zat́ımco
prvńı technika d̊usledně vycháźı z bayesovských vztah̊u (2.4.9), (2.4.10), druhá stav́ı na
základńıch větách pravděpodobnosti a statistiky. Každý z př́ıstup̊u nab́ıdne jiný pohled na
podstatu Kalmanova filtru a umožńı, v následuj́ıćıch kapitolách, odlǐsné př́ıstupy k rozš́ı̌reńı
aplikovatelnosti myšlenky Kalmanova filtru pro nelineárńı systémy.

3.2.1 Př́ımý př́ıstup k syntéze filtru

V této sekci se soustřed́ıme na syntézu filtru d̊usledně vycházej́ıćı z bayesovských vztah̊u (2.4.9),
(2.4.10) a generuj́ıćı odhad stavu lineárńıho gaussovského systému ze sekce 3.1.
Nejdř́ıve budeme poč́ıtat filtračńı hustotu pravděpodobnosti. K tomu potřebujeme znát podle
(2.4.9) podmı́něnou prediktivńı hustotu pravděpodobnosti. Začneme pro k = 0. Pak prediktivńı

hustota p(x0 | z−1) je dána známým apriorńım rozložeńım p(x0)
4
= p(x0 | z−1), tj.

p(x0 | z−1) = p(x0) = N(x0 : x̂′0, P
′
0) (3.2.1)

kde x̂′0 = E[x0 | z−1] je apriorńı středńı hodnota a P ′0 = cov[x0 | z−1] je apriorńı kovariančńı
matice chyby odhadu stavu. Značeńı N(x0 : x̂′0, P

′
0) pak označuje, že náhodná veličina x0 má

normálńı rozložeńı se středńı hodnotou x̂′0 a kovarianćı P ′0.

Hustotu p(zk | xk) snadno źıskáme z (3.1.2) a základńıch vět teorie pravděpodobnosti ve tvaru

p(z0 | x0) = N(z0 : H0x0, R0) (3.2.2)

Bayes̊uv vztah obsahuje ještě tzv. normalizačńı konstantu, hustotu pravděpodobnosti p(z0 | z−1).
Źıskáme ji opět snadno z (3.2.1) a aplikaćı základ̊u teorie pravděpodobnosti

p(z0 | z−1) = N(z0 : H0x̂
′
0, H0P

′
0H

T
0 +R0) (3.2.3)

protože

E[z0 | z−1] = E[H0x0 + v0 | z−1] = H0x̂
′
0

E[(z0 − ẑ0)(z0 − ẑ0)T | z−1] = E[(H0x0 + v0 −H0x̂
′
0)(H0x0 + v0 −H0x̂

′
0)T | z−1]

= H0P
′
0H

T
0 +R0.

Nyńı můžeme dosadit do (2.4.9)
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p(x0 | z0) =
p(x0 | z−1)p(z0 | x0)

p(z0 | z−1)
=
N(z0 : H0x0, R0)N(x0 : x̂′0, P

′
0)

N(z0 : H0x̂′0, H0P ′0H
T
0 +R0)

=
1

(2π)nz/2(detR0)1/2
e−

1
2

[z0−H0x0]TR−1
0 [z0−H0x0]

× 1

(2π)nx/2(detP ′0)1/2
e−

1
2

[x0−x̂′0]TP ′−1
0 [x0−x̂′0]

× (2π)nz/2[det(H0P
′
0H

T
0 +R0)]1/2

e−
1
2

[z0−Hx̂′0]T [H0P ′0H
T
0 +R0]−1[z0−Hx̂′0]

(3.2.4)

Nejdř́ıve si všimneme konstanty před exponenciálńı část́ı, řekněme konst, která se rovná

konst =
1

(2π)nx/2
.
[det(H0P

′
0H

T
0 +R0)]1/2

(detR0)1/2.(detP ′0)1/2
(3.2.5)

Nyńı přejděme k exponenciálńı části (3.2.4). Pro jednodušš́ı zápis nebudeme použ́ıvat časové
indexy. Exponent pak je

− 1

2
[z −Hx]TR−1[z −Hx]− 1

2
[x− x̂′]TP ′−1[x− x̂′]

+
1

2
[z −Hx̂′]T [HP ′HT +R]−1[z −Hx̂′] = −1

2
xT [HTR−1H + P ′−1]x

+
1

2
xT [HTR−1z + P ′−1x̂′] +

1

2
[zTR−1H + x̂′TP ′−1]x− 1

2
zTR−1z

+
1

2
[z −Hx̂′]T [HP ′HT +R]−1[z −Hx̂′]− 1

2
x̂′TP ′−1x̂′ (3.2.6)

Ukážeme, že pravou stranu (3.2.6) lze upravit na čtverec

− 1

2
(x− x̂)TP−1(x− x̂) = −1

2
xTP−1x

+
1

2
x̂TP−1x +

1

2
xTP−1x̂− 1

2
x̂TP−1x̂ (3.2.7)

Protože úprava muśı být platná pro všechna x, pak

P−1 = HTR−1H + P ′−1 (3.2.8)

a zároveň

P−1x̂ = HTR−1z + P ′−1x̂′ (3.2.9)

Úpravou (3.2.9) dostaneme

x̂ = PHTR−1z + PP ′−1x̂′ (3.2.10)

Dosazeńım z (3.2.8) do (3. 2.10) źıskáme

x̂ = PHTR−1z + P (P−1 −HTR−1H)x̂′ = x̂′ + PHTR−1(z −Hx̂′) (3.2.11)
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Aplikaćı maticového inverzńıho lemma

(A+BCD)−1 = A−1 −A−1B(DA−1B + C−1)−1DA−1 (3.2.12)

na (3.2.8) dostaneme

P = P ′ − P ′HT [HP ′HT +R]−1HP ′ (3.2.13)

To znamená, že PHTR−1 z (3.2.11) se rovná

PHTR−1 = P ′HTR−1 − P ′HT [HP ′HT +R]−1HP ′HTR−1

= P ′HT [I − (HP ′HT +R)−1HP ′HT ]R−1

= P ′HT [(HP ′HT +R)−1(HP ′HT +R)

− (HP ′HT +R)−1HP ′HT ]R−1

= P ′HT [(HP ′HT +R)−1(HP ′HT +R−HP ′HT )]R−1

= P ′HT [HP ′HT +R]−1 (3.2.14)

Nyńı je zřejmé, že (3.2.11) můžeme zapsat využit́ım (3.2.14) takto

x̂ = x̂′ + P ′HT [HP ′HT +R]−1(z −Hx̂′) (3.2.15)

Zbývá prověřit, že skutečně posledńı tři členy na pravé straně (3.2.6) se rovnaj́ı posledńımu
členu na pravé straně (3.2.7). Tedy

−1

2
zTR−1z +

1

2
[z −Hx̂′]T [HP ′HT +R]−1[z −Hx̂′]

− 1

2
x̂′TP ′−1x̂′ = −1

2
x̂TP−1x̂ (3.2.16)

Dosad’me do pravé strany (3.2.16) z (3.2.15) a (3.2.8). Pak

x̂TP−1x̂ = [x̂′ + P ′HT (HP ′HT +R)−1(z −Hx̂′)]T [HTR−1H + P ′−1]

. [x̂′ + P ′HT (HP ′HT +R)−1(z −Hx̂′)] (3.2.17)

Označme

K = P ′HT (HP ′HT +R)−1 (3.2.18)

J = HTR−1H + P ′−1

a dosad’me do (3.2.17)

−1

2
x̂TP−1x̂ = −1

2
[Kz + (I −KH)x̂′]TJ [Kz + (I −KH)x̂′] (3.2.19)

Upravme levou stranu (3.2.16)

− zTR−1z + [z −Hx̂′]T [HP ′HT +R]−1[z −Hx̂′]− x̂′P ′−1x̂′ =

− zT [R−1 − (HP ′HT +R)−1]z − x̂′HT (HP ′HT +R)−1z

− zT (HP ′HT +R)−1Hx̂+ x̂′[HT (HP ′HT +R)−1H

− P ′−1]x̂′ (3.2.20)
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Nyńı odečteme kvadratické členy u z na pravých stranách rovnic (3.2.19) a (3.2.20)

KTJK − [R−1 − (HP ′HT +R)−1]

= (HP ′HT +R)−1HP ′(HTR−1H + P ′−1)P ′HT (HPHT +R−1)

− R−1 + (HP ′HT +R)−1

= (HP ′HT +R)−1[HP ′(HTR−1H + P ′−1)P ′HT (HP ′HT +R)−1 − (HP ′HT +R)−1 + I]

= (HP ′HT +R)−1[HP ′HTR−1HP ′HT +HP ′P ′−1P ′HT

− (HP ′HT +R)R−1(HP ′HT +R) + (HP ′HT +R)](HP ′HT +R)−1

= (HP ′HT +R)−1[HP ′HTR−1HP ′HT +HP ′HT

+ HP ′HT +R−HP ′HTR−1HP ′HT

− HP ′HT −HP ′HT −R][HP ′HT +R]−1 = 0

Smı́̌sené členy se muśı také rovnat

KTJ(I −KH) − (HP ′HT +R)−1H = (HP ′HT +R)−1HP ′(HTR−1H

+ P ′−1)[I − P ′HT (HP ′HT +R)−1H]− (HP ′HT +R)−1H

= (HP ′HT +R)−1(HP ′HTR−1H +H)[I − P ′HT (HP ′HT +R)−1H]

− (HP ′HT +R)−1H = (HP ′HT +R)−1[HP ′HTR−1H +H

− HP ′HTR−1HP ′HT (HP ′HT +R)−1H

− HP ′HT (HP ′HT +R)−1H]− (HP ′HT +R)−1H

= (HP ′HT +R)−1{[HP ′HTR−1H +H

− HP ′HTR−1HP ′HT (HP ′HT +R)−1H −HP ′HT (HP ′HT

+ R)−1H]−H} = (HP ′HT +R)−1HP ′HT [R−1

− R−1HP ′HT (HP ′HT +R)−1 − (HP ′HT +R)−1]H

= (HP ′HT +R)−1[R−1 −R−1(HP ′HT +R−R)(HP ′HT +R)−1

− (HP ′HT +R)−1]H = (HP ′HT +R)−1HP ′HT [R−1

− R−1 + (HP ′HT +R)−1 − (HP ′HT +R)−1]H = 0

Konečně, kvadratické členy u x̂′ po odečteńı muśı být též rovny nule.
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(I − HTKT )J(I −KH) +HT [HP ′HT +R]−1H − P ′−1 = J −HTKTJ

− JKH +HTKTKH +HT [HP ′HT +R]−1H − P ′−1 = HTR−1H

+ P ′−1 −HT (HP ′HT +R)−1HP ′(HTR−1H + P ′−1)

− (HTR−1H + P ′−1)P ′HT (HP ′HT +R)−1H

+ HT (HP ′HT +R)−1HP ′(HTR−1H + P ′−1)P ′HT (HP ′HT

+ R)−1H +HT [HP ′HT +R]−1H − P ′−1 = HTR−1H

− HT (HP ′HT +R)−1HP ′HTR−1H −HT (HP ′HT +R)−1H

− HTR−1HP ′HT (HP ′HT +R)−1H −HT (HP ′HT +R)−1H

+ HT (HP ′HT +R)−1HP ′HTR−1HP ′HT (HP ′HT +R)−1H

+ HT (HP ′HT +R)−1HP ′HT (HP ′HT +R)−1H

− HT [HP ′HT +R]−1H = HT [HP ′HT +R]−1[(HP ′HT +R)R−1(HP ′HT +R)

− HP ′HTR−1(HP ′HT +R)− (HP ′HT +R)− (HP ′HT

+ R)R−1HP ′HT − (HP ′HT +R) +HP ′HTR−1HP ′HT +HP ′HT

+ (HP ′HT +R)][HP ′HT +R]−1H = HT [HP ′HT

+ R]−1[(HP ′HT +R)R−1(HP ′HT +R)

− HP ′HTR−1(HP ′HT +R)− (HP ′HT +R)

− (HP ′HT +R)R−1HP ′HT +HP ′HTR−1HP ′HT

+ HP ′HT ][HP ′HT +R]−1H = HT [HP ′HT +R]−1[(HP ′HT

+ R)R−1HP ′HT +HP ′HT +R−HP ′HTR−1HP ′HT −HP ′HT − (HP ′HT +R)

− (HP ′HT +R)R−1HP ′HT +HP ′HTR−1HP ′HT +HP ′HT ][HP ′HT +R]−1HT = 0

Výraz (3.2.16) je splněn.

Nyńı se muśıme vrátit k (3.2.1) a prověřit, že plat́ı

1

(2π)nx/2(detP )1/2
=

1

(2π)nx/2
[det(HP ′HT +R)]1/2

(detR)1/2(detP ′)1/2

nebo-li

(detP )1/2 =
(detR)1/2(detP ′)1/2

[det(HP ′HT +R)]1/2
(3.2.21)

Z(3.2.13) v́ıme, že

(detP ) = {det[P ′ − P ′HT (R+HP ′HT )−1HP ′]}
= (detP ′){det[I −HT (R+HP ′HT )−1HP ′]} (3.2.22)

Pro daľśı úpravu použijeme vztah

det(In +AB) = det(Ip +BA) (3.2.23)

kde A je matice dimenze n/p a B matice dimenze p/n.
Polož́ıme-li HP ′ = B (dim nz/nx) a A = −HT (R +HP ′HT )−1 (dim nx/nz) můžeme upravit
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(3.2.22) na

detP = (detP ′){det[Inz −HP ′HT (R+HP ′HT )−1]}
= (detP ′){det[(R+HP ′HT )(R+HP ′HT )−1

− HP ′HT (R+HP ′HT )−1]}
= (detP ′){det[R(R+HP ′HT )−1]}

=
detP ′detR

det(R+HP ′HT )
(3.2.24)

Dosazeńım (3.2.24) do (3.2.21) je zřejmé, že rovnost plat́ı.

Po těchto výpočtech je jasné, že filtračńı hustota pravděpodobnosti je normálńı rozložeńı se
středńı hodnotou danou rovnićı (3.2.15), tedy

x̂0 = x̂′0 + P ′0H
T
0 [H0P

′
0H

T
0 +R0]−1[z0 −H0x̂

′
0] (3.2.25)

a kovarianćı danou rovnićı (3.2.13), tedy

P0 = P ′0 − P ′0HT
0 [H0P

′
0H

T
0 +R0]−1H0P

′
0 (3.2.26)

Filtračńı hustota pravděpodobnosti je pak

p(x0 | z0) = N(x0 : x̂0, P0) (3.2.27)

V následuj́ıćı části této sekce se budeme věnovat odvozeńı prediktivńı hustoty pravděpodobnosti
p(x1 | z0) tedy pro k = 1.Vyjdeme ze vztahu (2.4.10). K výpočtu potřebujeme znát filtračńı
hustotu pravděpodobnosti p(x0 | z0) a přechodovou hustotu pravděpodobnosti p(x1 | x0).
Filtračńı hustotu známe z předchoźıho odvozeńı, vztah (3.2.27) a přechodovou hustotu snadno
vypočteme ze znalosti (3.1.1) a základńıch vět teorie pravděpodobnosti. Takže přechodová
hustota je stanovena následuj́ıćım vztahem

p(x1 | x0) = N(x1 : F0x0, Q0) (3.2.28)

kde

E[x1 | x0] = E[F0x0 + w0 | x0] = F0x0

E[(x1 − E[x1 | x0])(x1 − E[x1 | x0])T | x0] = E[(F0x0 − F0x0 + w0)(F0x0 − F0x0 + w0)T | x0]

= E[w0w
T
0 | x0] = Q0

Nyńı dosad́ıme do (2.4.10) z (3.2.27) a (3.2.28).
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p(x1 | z0) =

∫
N(x0 : x̂0, P0)N(x1 : F0x0, Q0)dx0

=

∫
1

(2π)nx/2.(detP0)1/2
e−

1
2

[x0−x̂0]TP−1
0 [x0−x̂0]

× 1

(2π)nx/2(detQ0)1/2
e−

1
2

[x1−F0x0]TQ−1
0 [x1−F0x0]dx0

=
1

(2π)nx(detP0)1/2(detQ0)1/2

×
∫
e−

1
2
{[x0−x̂0]TP−1

0 [x0−x̂0]+[x1−F0x0]TQ−1
0 [x1−F0x0]}dx0 (3.2.29)

Exponent v (3.2.29) můžeme upravit

− 1

2
{[x0 − x̂0]TP−1

0 [x0 − x̂0] + [x1 − F0x0]TQ−1
0 [x1 − F0x0]} =

− 1

2
xT0 [P−1

0 + F T0 Q
−1
0 F0]x0 −

1

2
xT0 [−P−1

0 x̂0 − F T0 Q−1
0 x1]

− 1

2
[−x̂T0 P−1

0 − xT1 Q−1
0 F0]x0 −

1

2
[x̂T0 P

−1
0 x̂0 + xT1 Q

−1
0 x1] =

− 1

2
{xT0 A−1x0 − xT0 b− bTx0 + c} (3.2.30)

kde
A−1 = P−1

0 + F T0 Q
−1
0 F0

b = P−1
0 x̂0 + F T0 Q

−1
0 x1

c = x̂T0 P
−1
0 x̂0 + xT1 Q

−1
0 x1

Využit́ım (3.2.30) můžeme integrál v (3.2.29) zapsat a upravit následuj́ıćım zp̊usobem

∫
e−

1
2

(xT0 A
−1x0−xT0 b−bT x0+c)dx0 =

=

∫
(2π)nx/2(detA)1/2

(2π)nx/2(detA)1/2
e−

1
2

(x0−Ab)TA−1(x0−Ab).e
1
2

(bTAb−c)dx0

= (2π)nx/2(detA)1/2e
1
2

(bTAb−c)
∫

1

(2π)nx/2(detA)1/2
e−

1
2

(x0−Ab)TA−1(x0−Ab)dx0

= (2π)nx/2(detA)1/2e
1
2

(bTAb−c) (3.2.31)

Využili jsme skutečnosti, že integrand je gaussovské rozložeńı a integrál z hustoty je roven
jedné. Vztah (3.2.31) můžeme dosadit do (3.2.29) a dostaneme

p(x1 | z0) =
(2π)nx/2(detA)1/2

(2π)nx(detP0)1/2(detQ0)1/2
e

1
2

(bTAb−c) (3.2.32)

Nyńı ukážeme, že exponent v (3.2.32) lze upravit na čtverec vzhledem k x1. Dosazeńım
z (3.2.31) dostaneme
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bTAb− c = (P−1
0 x̂0 + F T0 Q

−1
0 x1)T (P−1

0 + F T0 Q
−1
0 F0)−1(P−1

0 x̂0

+ F T0 Q
−1
0 x1)− x̂T0 P−1

0 x̂0 − xT1 Q−1
0 x1

= xT1 [Q−1
0 F0(P−1

0 + F T0 Q
−1
0 F0)−1F T0 Q

−1
0

− Q−1
0 ]x1 + xT1 [Q−1

0 F0(P−1
0 + F TOQ

−1
0 F0)−1P−1

0 x̂0]

+ [x̂T0 P
−1
0 (P−1

0 + F T0 Q
−1
0 F0)−1F T0 Q

−1
0 ]x1

+ x̂T0 [P−1
0 (P−1

0 + F T0 Q
−1
0 F0)−1P−1

0 − P−1
0 ]x̂0 (3.2.33)

Pro daľśı úpravy použijeme maticové inverzńı lemma a dokážeme, že plat́ı

bTAb− c = −(x1 − x̂′1)TP ′−1
1 (x1 − x̂′1) (3.2.34)

Srovnáńım (3.2.34) a (3.2.33) muśı platit

−P ′−1
1 = Q−1

0 F0(P−1
0 + F T0 Q

−1
0 F0)−1F T0 Q

−1
0 −Q

−1
0 = −(Q0 + F0P0F

T
0 )−1 (3.2.35)

−P ′−1
1 x̂′1 = −Q−1

0 F0(P−1
0 + F T0 Q

−1
0 F0)−1P−1

0 x̂0

= −Q−1
0 F0[P0 − P0F

T
0 (F0P0F

T
0 +Q0)−1F0P0]P−1

0 x̂0

= −Q−1
0 [F0 − F0P0F

T
0 (F0P0F

T
0 +Q0)−1F0]x̂0

= −Q−1
0 [I − F0P0F

T
0 (F0P0F

T
0 +Q0)−1]F0x̂0

= −Q−1
0 [(F0P0F

T
0 +Q0)(F0P0F

T
0 +Q0)−1

− F0P0F
T
0 (F0P0F

T
0 +Q0)−1]F0x̂0

= −Q−1
0 [Q0(F0P0F

T
0 +Q0)−1]F0x̂0

= −(F0P0F
T
0 +Q0)−1F0x̂0

= −P ′−1
1 F0x̂0 (3.2.36)

Tedy

x̂′1 = F0x̂0 (3.2.37)

Porovnáńım daľśıho smı́̌seného členu z (3.2.34) a (3.2.33)

+x̂′T1 P
′−1
1 = x̂T0 P

−1
0 (P−1

0 + F T0 Q
−1
0 F0)−1

+x̂′1P
′−1
1 = x̂T0 P

−1
0 [P0 − P0F

T
0 (Q0 + F0P0F

T )−1F0P0]F T0 Q
−1
0

+x̂′T1 P
′−1
1 = x̂T0 F

T
0 [I − (Q0 + F0P0F

T )−1F0P0F
T
0 ]Q−1

0

+x̂′T1 P
′−1
1 = x̂T0 F

T
0 [(Q0 + F0P0F

T )(Q0 + F0P0F
T )−1

− (Q0 + F0P0F
T )−1F0P0F

T
0 ]Q−1

0

+x̂′T1 P
′−1
1 = x̂T0 F

T
0 (Q0 + F0P0F

T )−1

F0x̂0 = x̂′1 (3.2.38)

Zbývá prověřit posledńı člen z (3.2.35) a (3.2.36). Muśı platit

x̂T0 [P−1
0 (P−1

0 + F T0 Q
−1
0 F0)−1 − P−1

0 ]x̂0 = x̂′T1 P
′−1
1 x̂′1
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Po úpravě vnitřńı závorky dostaneme

x̂′T1 P
′−1
1 x̂′1 = x̂T0 {P−1

0 [P0 − P0F
T (Q0 + F0P0F

T
0 )−1FP0]P−1

0 − P−1
0 }x̂0

x̂′T1 P
′−1
1 x̂′1 = x̂T0 [P−1

0 − F T (Q0 + F0P0F
T
0 )−1F − P−1

0 ]x̂0

x̂′T1 P
′−1
1 x̂′1 = x̂T0 F

TP ′−1
1 Fx̂0

x̂′T1 P
′−1
1 x̂′1 = x̂′T1 P

′−1
1 x̂′1 (3.2.39)

Exponent (3.2.32) je kvadratická forma

1

2
(bTAb− c) = −1

2
(x1 − x̂′1)P ′−1

1 (x1 − x̂′1) (3.2.40)

kde x̂′1 = F0x̂0, P ′1 = F0P0F
T
0 +Q0.

Nyńı se vrát́ıme k (3.2.32), k úpravě konstanty před exponenciálou. Konstantu lze upravit
následuj́ıćım zp̊usobem

(detA)
1
2

(2π)
nx
2 (detP0)

1
2 (detQ0)

1
2

=
[det(P−1

0 + F T0 Q
−1
0 F0)−1]

1
2

(2π)
nx
2 (detP0)

1
2 (detQ0)

1
2

=
1

(2π)
nx
2 (detQ0)

1
2 [det(I + P0F T0 Q

−1
0 F0)]

1
2

=
1

(2π)
nx
2 (detQO)

1
2 [det(I + F0P0F T0 Q

−1
0 )]

1
2

=
1

(2π)
nx
2 [det(Q0 + F0P0F T0 )]

1
2

=
1

(2π)
nx
2 (detP ′1)

1
2

(3.2.41)

Konečně je odvozeńı uzavřeno. Výraz (3.2.29) s ohledem na (3.2.13), (3.2.31), (3.2.34), (3.2.40),
(3.2.41) můžeme zapsat takto

p(x1 | z0) = N(x1 : x̂′1, P
′
1) (3.2.42)

kde x̂′1 = F0x̂0

P ′1 = F0P0F
T
0 +Q0

Prediktivńı hustota pravděpodobnosti obdobně jako filtračńı hustota pravděpodobnosti je
gaussovská. Je vidět, že prediktivńı hustota v k = 1 je opět gaussovská jako v k = 0. To
znamená, že výpočet je platný formálně pro jakékoliv k. Shrňme proto dosažený výsledek.
Výpočet filtračńı hustoty pravděpodobnosti:

p(xk | zk) = N(xk : x̂k, Pk) k = 0, 1, 2, ... (3.2.43)

x̂k = x̂′k + P ′kH
T
k [Rk +HkP

′
kH

T
k ]−1[zk −Hkx̂

′
k] (3.2.44)

Pk = P ′k − P ′kHT
k [Rk +HkP

′
kH

T
k ]−1HkP

′
k (3.2.45)
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Výpočet prediktivńı hustoty pravděpodobnosti:

p(xk+1 | zk) = N(xk+1 : x̂′k+1, P
′
k+1) k = 0, 1, 2, .. (3.2.46)

x̂′k+1 = Fkx̂k (3.2.47)

P ′k+1 = FkPkF
T
k +Qk (3.2.48)

Poznamenejme, že předpokládáme

p(x0 | z−1) = p(x0) = N(x0 : x̂′0, P
′
0) (3.2.49)

Rovnice (3.2.43)-(3.2.49) definuj́ı Kalman̊uv filtr.

Na závěr poznamenejme, že kdybychom uvažovali v rovnici (3.1.1) i vstupńı signál uk, tedy

xk+1 = Fkxk + uk + wk

známý v kroku k, celé odvozeńı bude analogické a jediná změna, která nastane ve výsledných
vztaźıch (3.2.43)-(3.2.49) by nastala v (3.2.47), která by nabyla tvar

x̂′k+1 = Fkx̂k + uk

což je přirozené s ohledem na charakter signálu. Analogicky bychom postupovali při změně
předpokladu o nulové středńı hodnotě stavového šumu a šumu měřeńı. Pak bychom dostali
mı́sto (3.2.47)

x̂′k+1 = Fkx̂k + ŵk

kde E[wk] = ŵk a mı́sto (3.2.45)

x̂k = x̂′k + P ′kH
T
k [Rk +HkP

′
kH

T
k ]−1[zk −Hkx̂

′
k − v̂k]

kde E[vk] = v̂k.

3.2.2 Nepř́ımý př́ıstup k syntéze filtru

Př́ımý př́ıstup představený v předchoźı sekci je založen na úpravě bayesovských vztah̊u pomoćı
základńıch matematických operaćı. Relativńı složitost odvozeńı je pak d̊usledek zvoleného
př́ıstupu. Proto lze v literatuře naj́ıt i alternativńı, ve svém d̊usledku výrazně snazš́ı, př́ıstup
k odvozeńı Kalmanova filtru, který vycháźı ze základńıch vět pravděpodobnosti a statistiky.
Tedy, než přejdeme k vlastńımu odvozeńı, připomeňme si základńı vlastnosti veličin popsaných
gaussovskou sdruženou hustotou pravděpodobnosti.

Věta 3.2.1 Uvažujme nezávislé náhodné veličiny x a v popsané gaussovskými hustotami
pravděpodobnosti p(x) = N(x : x̂′, P ′x) a p(v) = N(v : 0, R). Dále uvažujme náhodnou veličinu
y danou následuj́ıćı lineárńı transformaćı

y = Gx+ v (3.2.50)

30



kde G je známá matice vhodné dimenze. Pak sdružená hustota pravděpodobnosti veličin x a y
je dána

p (x, y) = p(y|x)p(x)

= N

([
x
y

]
:

[
x̂′

ŷ′

]
,

[
P ′x P ′xy
P ′yx P ′y

])
= N

([
x
y

]
:

[
x̂′

Gx̂′

]
,

[
P ′x P ′xG

T

GP ′x GP ′xG
T +R

])
(3.2.51)

kde pravděpodobnost p(y|x), jak plyne z (3.2.50), je

p(y|x) = pv(y −Gx) = N(y : Gx,R) (3.2.52)

Marginálńı hustota y je

p(y) =

∫
p(x, y)dx = N(y : ŷ′, P ′y)

= N(y : Gx̂′, GP ′xG
T +R) (3.2.53)

Věta 3.2.2 Uvažujme sdruženě gaussovské náhodné veličiny x a y

p (x, y) = N

([
x
y

]
:

[
x̂′

ŷ′

]
,

[
P ′x P ′xy
P ′yx P ′y

])
(3.2.54)

kde P ′xy = (P ′yx)T . Pak podmı́něná hustota pravděpodobnosti veličiny x při známé hodnotě
náhodné veličiny y je

p(x|y) = N(x : x̂′ + P ′xy(P
′
y)
−1(y − ŷ′), P ′x − P ′xy(P ′y)−1P ′yx) (3.2.55)

Tedy, předpokládejme danou počátečńı prediktivńı hustotu pravděpodobnosti

p(x0|z−1) = N(x0 : x̂′0, P
′
0) (3.2.56)

a rovnici měřeńı (3.1.2) vedoućı na gaussovskou hustotu pravděpodobnosti měřeńı

p(z0|x0) = N(z0 : Hx0, R0) (3.2.57)

a začněme odvozeńım filtračńıho kroku z Bayesova vztahu (2.4.9) v čase k = 0

p(x0|z0) =
p(x0, z0|z−1)

p(z0|z−1)

=
p(z0|x0)p(x0|z−1)

p(z0|z−1)

=
p(z0|x0)p(x0|z−1)∫
p(z0|x0)p(x0|z−1)dx0

(3.2.58)

Dle (3.2.56), (3.2.57) a věty 3.2.1, sdružená prediktivńı hustota pravděpodobnosti stavu x0 a
měřeńı z0 je dána

p(x0, z0|z−1) = p(z0|x0)p(x0|z−1)

= N

([
x0

z0

]
:

[
x̂′0
ẑ′0

]
,

[
P ′0 P ′xz,0
P ′zx,0 P ′z,0

])
(3.2.59)
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kde

ẑ′0 = E[z0|z−1] (3.2.60)

= E[H0x0 + v0|z−1] = E[H0x0|z−1] + E[v0]

= H0x̂
′
0 (3.2.61)

P ′z,0 = cov[z0|z−1] = E[(z0 − ẑ′0)(z0 − ẑ′0)T |z−1] (3.2.62)

= E[(H0x0 + v0 −H0x̂
′
0)(H0x0 + v0 −H0x̂

′
0)T |z−1]

= H0E[(x0 − x̂′0)(x0 − x̂′0)T |z−1]HT
0 + E[v0v

T
0 ]

= H0P
′
0H

T
0 +R0 (3.2.63)

P ′xz,0 = cov[x0, z0|z−1] = E[(x0 − x̂′0)(z0 − ẑ′0)T |z−1] (3.2.64)

= E[(x0 − x̂′0)(x0 − x̂′0)T |z−1]HT
0

= P ′0H
T
0 (3.2.65)

jsou prediktivńı momenty odhadu měřeńı a stavu. Ve filtračńım kroku estimátoru předpokládáme
dostupné měřeńı z0 a zaj́ımá nás, jak znalost měřeńı ovlivńı prediktivńı odhad stavu p(x0|z−1).
K tomu můžeme využ́ıt větu 3.2.2, která vede na finálńı tvar filtračńı hustoty pravděpodobnosti
odhadu stavu p(x0|z0, z

−1) = p(x0|z0) = N(x0 : x̂0, P0) s momenty

x̂0 = x̂′0 + P ′xz,0(P ′z,0)−1(z0 − ẑ′0) (3.2.66)

P0 = P ′0 − P ′xz,0(P ′z,0)−1(P ′xz,0)T (3.2.67)

Pokračujme odvozeńım prediktivńıho kroku z Chapman-Kolmogorovovy rovnice (2.4.10) v čase
k = 1

p(x1|z0) =

∫
p(x1, x0|z0)dx0

=

∫
p(x1|x0)p(x0|z0)dx0 (3.2.68)

Za předpokladu gaussovské filtračńı hustoty počátečńı hustotu pravděpodobnosti

p(x0|z0) = N(x : x̂0, P0) (3.2.69)

a gaussovské hustoty pravděpodobnosti stavu

p(x1|x0) = N(x1 : Fx0, Q0) (3.2.70)

danou rovnićı dynamiky (3.1.1), prediktivńı hustota stavu je, dle výpočtu marginálńı hustoty
pravděpodobnosti ve větě 3.2.1, opět gaussovská p(x1|z0) = N(x1 : x̂′1, P

′
1) s momenty

x̂′1 = E[x1|z0] (3.2.71)

= E[F0x0 + w0|z0]

= F0x̂0 (3.2.72)

P ′1 = cov[x1|z0] (3.2.73)

= E[(F0x0 + w0 − F0x̂0)(F0x0 + w0 − F0x̂0)T |z0]

= F0P0F
T
0 +Q0 (3.2.74)

Prediktivńı hustota je opět gaussovská a tedy výpočet filtračńıch a prediktivńıch hustot
pravděpodobnosti prob́ıhá analogicky pro jakýkoliv časový okamžik k.

Porovnáńım vztah̊u (3.2.44), (3.2.45) a (3.2.66), (3.2.67) a (3.2.47), (3.2.48) a (3.2.72), (3.2.74)
vid́ıme, že oba př́ıstupy k návrhu Kalmanova filtru vedou k stejnému algoritmu.
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3.3 Vlastnosti filtru

V předchoźıch dvou sekćıch této kapitoly byl definován lineárńı gaussovský systém a navržen
rekurzivńı algoritmus generuj́ıćı odhad neznámého stavu tohoto systému. Za nejvýznamněǰśı
lze považovat skutečnost, že hustoty pravděpodobnosti (3.2.43), (3.2.46) jsou reprodukovatelné,
tj. při uvažováńı Gaussovské počátečńı podmı́nky (3.2.1) a lineárńıho Gaussovského systému
(3.1.1), (3.1.2) jsou všechny filtračńı a prediktivńı podmı́něné hustoty odhadu stavu (3.2.58),
(3.2.68) taktéž gaussovské. Jelikož se jedná o gaussovské hustoty pravděpodobnosti, prvńı a
druhý moment postačuje k úplnému popisu stavu (3.2.44), (3.2.45), (3.2.47), (3.2.48).

3.3.1 Explicitńı jednokrokový prediktor

Bayesovský př́ıstup nás přirozeně přivedl k rovnićım reprezentuj́ıćım filtraci (3.2.44), (3.2.45) a
predikci (3.2.47), (3.2.48). Jestliže (3.2.44) dosad́ıme do (3.2.47) a (3.2.45) do (3.2.48), dostaneme

x̂′k+1 = Fk[x̂
′
k + P ′kH

T
k (Rk +HkP

′
kH

T
k )−1(zk −Hkx̂

′
k)] (3.3.1)

P ′k+1 = Fk[P
′
k − P ′kHT

k (Rk +HkP
′
kH

T
k )−1HkP

′
k]F

T
k +Qk (3.3.2)

Tyto vztahy jsou často označovány jako rovnice Kalmanova filtru a rovnice (3.3.2) je nazývána
diferenčńı Riccatiho rovnićı. V tomto př́ıpadě se jedná o filtraci v širš́ım slova smyslu, nebot’

striktně vzato se, dle klasifikace v sekci 2.4, jedná o jednokrokový prediktor. Výrazy

Kk = P ′kH
T
k (Rk +HkP

′
kH

T
k )−1 (3.3.3)

nebo

K ′k = FkP
′
kH

T
k (Rk +HkP

′
kH

T
k )−1 (3.3.4)

jsou označovány jako Kalman̊uv zisk. Z porovnáńı vztah̊u (3.2.44), (3.2.45) a (3.2.66), (3.2.67)
plyne, že zisk estimátoru Kk (3.3.3) může být zapsán jako následuj́ıćı součin kovariančńıch matic
predikce měřeńı a stavu

Kk = P ′xz,k(P
′
z,k)
−1

Tento vztah bude užitečný při návrhu některých estimátor̊u pro nelineárńı systémy, které jsou
diskutovány v následuj́ıćıch kapitolách.

Povšimněme si, že vztah (3.3.1) můžeme alternativně vyjádřit následuj́ıćım zp̊usobem

x̂′k+1 = (Fk −K ′kHk)x̂
′
k +K ′kzk (3.3.5)

Z tohoto vztahu je v́ıce zřejmé, že Kalman̊uv filtr je lineárńı, t-variantńı systém, na
jehož vstupu je proces {zk} reprezentuj́ıćı měřeńı a výstup je optimálńı odhad stavu
x̂′k = E[xk | zk−1]. Zaj́ımavé je, že Kalman̊uv filtr bude t-variantńı systém i v př́ıpadě, že
procesy {wk}, {vk} budou stacionárńı a systém, jehož stav je odhadován bude t-invariantńı.
Tedy Fk = F,Hk = H,Qk = Q,Rk = R pro všechna k. Rozd́ıl mezi (3.3.5) a (3.3.1) je v́ıce
zřejmý z grafického vyjádřeńı struktury prediktor̊u na obr. 3.3.1 a 3.3.2. Povšimněme si též, že
strukturu ilustrovanou na obr. 3.3.2 můžeme interpretovat jako zpětnovazebńı systém, jehož
ćılem je regulace chyby predikce měřeńı, tj. inovace zk − ẑ

′
k, do nuly.

Vrat’me se k rovnićım Kalmanova filtru (3.3.1), (3.3.2). Toto vyjádřeńı je jistě výhodné
v př́ıpadě, že filtr je součást́ı ř́ıdićıho systému. Výpočet predikované hodnoty stavu prob́ıhá
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Obrázek 3.3.1: Signálový model prediktoru podle (3.3.5).
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Obrázek 3.3.2: Signálový model prediktoru podle (3.3.1) obsahuj́ıćı
”
kopii“ struktury systému,

jehož stav je odhadován.
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mezi okamžiky vzorkováńı a tud́ıž v mnoha úlohách neovlivńı dobu výpočtu ř́ıdićı veličiny.
V této práci však budeme preferovat popis Kalmanova filtru ve formě (3.2.43)-(3.2.49), protože
lépe vyjadřuje vnitřńı práci filtru svým členěńım na filtračńı a prediktivńı část.

3.3.2 Kalman̊uv filtr jako lineárńı estimátor s minimálńı varianćı

K odvozeńı filtru jsme vyšli z bayesovských rekurzivńıch vztah̊u (2.4.9) a (2.4.10). Dokázali
jsme, že pro filtračńı hustotu plat́ı

N(xk : x̂k, Pk) =
N(xk : x̂′k, P

′
k)N(zk : Hkxk, Rk)

N(zk : Hkx̂
′
k, HkP

′
kH

T
k +Rk)

(3.3.6)

a pro prediktivńı hustotu plat́ı

N(xk+1 : x̂′k+1, P
′
k+1) =

∫
N(xk : x̂k, Pk)N(xk+1 : Fkxk, Qk)dxk (3.3.7)

Právě tyto vztahy spolu s přirozeným členěńım estimačńıch algoritmů na filtračńı a prediktivńı
část budeme s výhodou často použ́ıvat v daľśıch kapitolách.

Sledujme nyńı rovnice Kalmanova filtru z pohledu závislosti podmı́něné středńı hodnoty a
kovariance stavu na měřeńı. Snadno nahlédneme, že odvozený filtr patř́ı do tř́ıdy lineárńıch
filtr̊u. Totiž z (3.2.44), (3.3.1) je zřejmé, že odhady x̂k, x̂

′
k+1 jsou lineárńı funkćı měřeńı a

z (3.2.43), (3.2.48) vyplývá, že vývoj Pk, P
′
k+1 neńı závislý na měřeńı. Dı́ky nezávislosti na

měřeńı můžeme v př́ıpadě potřeby vypoč́ıtat Pk, P
′
k+1,Kk,K

′
k již v k = 0 pro všechna k.

Tyto vlastnosti jsou velmi vyj́ımečné a jsou umožněny předpoklady na systém (sekce 3.1), tj.
předpokladem lineárńıho gaussovského systému.

Poznamenejme také, že algoritmus Kalmanova filtru může být odvozen alternativńım zp̊usobem,
a to minimalizaćı následuj́ıćı kriteriálńı funkce

V (x̂k) = E[(xk − x̂k)(xk − x̂k)T ]

Tento vztah ukazuje, že je možné chápat Kalman̊uv filtr jako lineárńı estimátor poskytuj́ıćı
odhady s minimálńı varianćı. Je vhodné podotknout, že odvozeńı filtru skrze minimalizaci
kriteria nevyžaduje předpoklad gaussovských náhodných veličin, tak jak je tomu u bayesovského
př́ıstupu. Odvozeńı, které může být nalezeno v [9], [10], [84], v tomto př́ıpadě spoč́ıvá v nalezeńı
rovnic pro rekurzivńı výpočet prvńıch dvou moment̊u odhadu stavu bez ohledu na hustotu
pravděpodobnosti.

Poznámka . Dle zvoleného kriteria se, v anglicky psané literatuře, pro výsledný filtr vžil název

”
linear minimum mean square error estimator“ (LMMSE).

3.3.3 Konvergence

Pro praktické využit́ı Kalmanova filtru je vhodné znát limitńı vlastnosti odhadu a podmı́nky
konvergence filtru. V této části proto uvedeme několik základńıch vlastnost́ı odhadu Kalmanova
filtru, který je odvozen pro t-invariantńı lineárńı gaussovský systém. Detailněǰśı diskuze spolu
s d̊ukazy pak může být nalezena např. v [9].
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Uvažujeme-li t-invariantńı systém, tj. Fk = F,Hk = H,Qk = Q a Rk = R,∀k, pak diferenčńı
Riccatiho rovnice (3.3.2), která charakterizuje chybu prediktivńıho odhadu x̂′k+1, nabývá tvaru

P ′k+1 = F [P ′k − P ′kHT (R+HP ′kH
T )−1HP ′k]F

T +Q

Definujme rozklad SQ kovariančńı matice Q tak, že Q = SQS
T
Q. Lze dokázat, že pokud dvojice

(H,F ) je pozorovatelná a dvojice (F, SQ) je dosažitelná, pak existuje jediné pozitivně definitńı
řešeńı algebraické Riccatiho rovnice

P ′ = F [P ′ − P ′HT (R+HP ′HT )−1HP ′]F T +Q

kde limk→∞ P
′
k = P . Dále, pokud počátečńı podmı́nka P ′0 je pozitivně definitńı, pak řešeńı

diferenčńı Riccatiho rovnice konverguje k řešeńı algebraické Riccatiho rovnice.

Při splněńı výše uvedených podmı́nek, tj. pozorovatelnost dvojice (H,F ) a dosažitelnost dvo-
jice (F, SQ), kovariančńı matice chyby prediktivńıho odhadu konverguje k ustálené hodnotě.
Prvńı z podmı́nek je vcelku přirozená. Abychom mohli odhadnout stav, je nutné, aby systém,
tj. stav systému v každém okamžiku, byl pozorovatelný. Pokud některá složka stavu nebude
pozorovatelná, nelze ani očekávat, že kovariančńı matice P ′k se ustáĺı. Sṕı̌se, odhadovaná vari-
ance, př́ıslušná nepozorovatelné složce stavu, poroste s přibývaj́ıćım časem. Druhá podmı́nka
je možná v́ıce překvapuj́ıćı. Ta ř́ıká, že požadujeme, aby stavový šum ovlivnil všechny složky
stavu. Pokuśıme se ilustrovat význam druhé podmı́nky na př́ıkladu. Předpokládejme, že existuje
nějaká složka stavu neovlivněná stavovým šumem. Tuto složku stavu pak můžeme interpretovat
jako neznámou, avšak deterministicky popsanou, proměnnou (nebo-li, využijeme-li názvoslov́ı
z metody nejmenš́ıch čtverc̊u, parametr). Pak lze neznámý parametr odhadnout, pro k → ∞,
“naprosto” přesně. Variance př́ıslušná této složce tedy bude konvergovat do nuly, a tak výsledná
matice P ′ nebude pozitivně definitńı, ale semi-definitńı.

3.3.4 Konzistence odhadu

Kalman̊uv filtr poskytuje odhady stavu ve formě podmı́něných moment̊u, a to filtračńı středńı
hodnoty x̂k (3.2.44) a kovariančńı matice Pk (3.2.45) a prediktivńı středńı hodnoty x̂′k (3.2.47)
a kovariančńı matice P ′k (3.2.48). Pokud jsou splněny podmı́nky kladené na model diskutované
v předchoźı části a model použitý pro návrh Kalmanova filtru odpov́ıdá realitě, tj. generátoru
dat, pak kovariančńı matice přesně charakterizuje chybu odhadu středńı hodnoty. Tato vlastnost
se obecně nazývá konzistenćı odhadu. Avšak z d̊uvodu výskytu nemodelovaných (náhlých)
chyb v měřeńı, např. z d̊uvodu poruchy senzoru, může doj́ıt ke ztrátě konzistence odhadu, což,
v mnoha aplikaćıch, může vést k fatálńım d̊usledk̊um. V této části si představ́ıme základńı
techniku pro monitorováńı konzistence odhadu formou jednoduchého př́ıkladu.

Motivace . Dle mezinárodńıho standardu o navigačńıch systémech v letectv́ı [86] může být
navigačńı systém založen na Kalmanově filtru. Jako př́ıklad takového systému uved’me
inerciálńı navigačńı systém Honeywell Laseref VI. Takový navigačńı systém poskytuje nejen
odhad polohy, rychlosti a natočeńı letadla (tzv. navigačńı informaci), ale i př́ıslušné ko-
variančńı matice charakterizuj́ıćı chybu navigačńı informace. Navigačńı informace spolu
s kovariančńımi maticemi je pak využita pro plánováńı následné trajektorie letu. Nedetekovaný
nekonzistentńı odhad pak může vést nejen k neefektivńımu plánováńı letu, ale i k havárii letadla.

Př́ıklad 3.3.1 Předpokládejme skalárńı lineárńı gaussovský t-invariantńı systém popsaný mo-
delem (3.1.1) a (3.1.2) generuj́ıćı skutečńı stav xk a předpokládejme Kalman̊uv filtr (3.2.43)–
(3.2.49), navržený pro tento model, který poskytuje prediktivńı odhad ve formě středńı hodnoty
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x̂′k a variance P ′k pro k = 0, 1, . . . , T . Předpokládejme dále, že vliv počátečńıch podmı́nek filtru
je zanedbatelný a existuje ustálené řešeńı Riccatiho rovnice (3.3.2) pro prediktivńı varianci P ′.
Ř́ıkáme, že prediktivńı odhad je konzistentńı pokud

P ′ = M ′

kde M ′ je odhad variance chyby odhadu

M ′ =
1

T

T∑
k=1

(xk − x̂′k)2

pro T →∞. Pokud plat́ı P ′ > M ′, ř́ıkáme, že odhad je pesimistický, tzn. variance poskytovaná
filtrem je větš́ı než aktuálńı chyba odhadu středńı hodnoty, a pokud P ′ < M ′, tak odhad je
optimistický, tzn. filtr poskytuje varianci, která je menš́ı než aktuálńı chyba odhadu stavu.
Zejména optimistický odhad tak může být chápán jako hlavńı nebezpeč́ı při využit́ı odhadu
v aplikaćıch se zvýšenými požadavky na bezpečnost.
Za předpokladu nominálńıch podmı́nek, tj. kdy model použitý pro návrh filtru odpov́ıdá ge-
nerátoru dat, bude odhad poskytovaný Kalmanovo filtrem konzistentńı. Vinou nemodelovaných
či neočekávaných chyb ovlivňuj́ıćıch systém se však může odhad stát nekonzistentńım. Jako
jednu z př́ıčin ztráty konzistence odhadu můžeme uvést nedetekovanou poruchu senzoru či
náhlou změnu pracovńım podmı́nek (např. okolńı teplotu). Pak skutečná rovnice měřeńı může
být zapsána

zk = Hxk + bk + vk (3.3.8)

kde bk představuje poruchu o neznámých vlastnostech. Avšak, Kalman̊uv filtr je navržen za
předpokladu platnosti rovnice (3.1.2), tj. bez vědomı́ př́ıtomnosti poruchy bk.
Základńı technika pro detekci nemodelovaných chyb v měřeńı, a t́ım i nekonzistentńıho odhadu,
je založena na statistickém testu hypotéz. Definujme nulovou hypotézu

• H0 : prediktivńı odhad stavu je konzistentńı a rovnice měřeńı zk (3.1.2) je platná, a tedy
jednokroková predikce měřeńı je, dle (3.2.3), dána hustotou p(zk|zk−1) = N(zk : ẑ′k, P

′
z,k)

se středńı hodnotou ẑ′k = E[zk|zk−1] = Hx̂′k a varianćı P ′z,k = var[zk|zk−1] = H2P ′ +R

kterou budeme testovat oproti alternativńı hypotéze

• H1 : prediktivńı odhad stavu neńı konzistentńı a rovnice měřeńı (3.1.2) neńı platná,

při dané hladině významnosti α. Hladina významnosti, či pravděpodobnost chyby I. druhu,
reprezentuje pravděpodobnost, kdy nulová hypotéza je neoprávněně zamı́tnuta. Vlastńı test
platnosti hypotézy H0 je pak dán následuj́ıćım algoritmem.

Algoritmus pro detekci nemodelovaných chyb v měřeńı pomoćı Kalmanova filtru

(i) Specifikujme hladinu významnosti α. Typicky je volena jako malé č́ıslo, např. α ∈
〈0, 0001, 0, 01〉 v závislosti na aplikaci.

(ii) V časovém okamžiku k, spočtěme kvantily qk,α2
a qk,1−α2

normálńıho rozděleńı p(zk|zk−1)

pro pravděpodobnost α
2 a (1 − α

2 ). K výpočtu může být použita např. funkce norminv

z prostřed́ı MATLAB R©.
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(iii) Porovnejme aktuálńı měřeńı s kvantily. Pokud

zk ∈ 〈qk,α2
, qk,1−α2

〉 (3.3.9)

pak hypotéza H0 je považována za platnou a aktuálńı měřeńı zk tedy neńı ovlivněno ne-
modelovanou chybou. Pokud však

zk 6∈ 〈qk,α2
, qk,1−α2

〉 (3.3.10)

pak hypotéza H0 je zamı́tnuta. V této situaci je vystaveno varováńı, že měřeńı zk je
ovlivněno nemodelovanou chybou a nemělo by být použito ve filtru.

Uvažujeme-li T dostupných měřeńı a platnost hypotézy H0, pak bychom měli pozorovat
následuj́ıćı (očekávaný) počet varováńı

Talert = α× T

která lze chápat jako planá varováńı (v anglicky psané literatuře označovaná jako “false alert”).
Pokud plat́ı hypotéza H1, tj. je zde nemodelovaná chyba bk, budeme pozorovat větš́ı počet
varováńı než Talert.
Představená metoda pro detekci chyb v rovnici měřeńı je z podstaty vhodněǰśı pro detekci
tzv. hrubých chyb v měřeńı. Pro detekci tzv. pomalu rostoućıch chyb při daném omezeńı na
detekčńı čas byly navrženy jiné techniky. Širš́ı diskuze o detekci nekonzistentńıho chováńı filtru
může být nalezena např. v [87], [89].

Poznámka . Všimněme si, že v oblasti odhadu stavu se použ́ıvá jiná definice konzistence odhadu,
než tomu je u identifikačńıch metod.

3.3.5 Numerická stabilita a výpočetńı nároky

Vyjma konzistence a konvergence odhadu je, při implementaci filtru, nutné brát v potaz také
př́ıpadné numerické chyby a jejich dopad kvalitu odhadu. Zejména muśı být zajǐstěno, aby
př́ıpadné zaokrouhlovaćı chyby nevedly ke ztrátě symetričnosti a pozitivńı semi-definitnosti ko-
variančńıch matic chyby odhadu stavu. Z hlediska citlivosti k numerickým chybám při výpočtu,
nejproblematičtěǰśım je výpočet filtračńı kovariančńı matice Pk (3.2.45), a to z d̊uvodu odč́ıtáńı
dvou maticových člen̊u. Proto byla v literatuře věnována velká pozornost odvozeńı numericky
stabilńıch verźı Kalmanova filtru.
Podobně jak tomu bylo u rekurzivńıch identifikačńıch technik, i zde lze rozlǐsit dva hlavńı
př́ıstupy. Jeden spoč́ıvá v př́ımém rekurzivńım výpočtu odmocnin kovariančńıch matic, tj.
namı́sto filtračńıch a prediktivńıch matic Pk a P ′k jsou rekurzivně poč́ıtány matice Sk a S′k,
pro než plat́ı

Pk = SkS
T
k

P ′k = S′k(S
′
k)
T

Výsledné kovariančńı matice jsou pak zaručeně symetrické a pozitivně semi-definitńı. Druhý
zp̊usob zvyšuj́ıćı numerickou stabilitu Kalmanova filtru je výpočet filtračńı kovariančńı matice
v tzv. Josephově formě

Pk = (I −KkHk)P
′
k(I −KkHk)

T +KkRkK
T
k
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kde Kk je Kalman̊uv zisk daný (3.3.3).
Poznamenejme, že i v př́ıpadě použit́ı Josephovy formy je nutné poč́ıtat inverzi matice
HkP

′
kH

T
k +Rk, která je nutná pro výpočet Kalmanova zisku. Inverze matice je obecně náročná a

na numerické chyby citlivá operace. Proto byly navrženy verze Kalmanova filtru se sekvenčńım
zpracováńım d́ılč́ıch měřeńı ve vektoru zk, kde inverze matice je nahrazena sekvenćı pod́ıl̊u.
Detailńı algoritmy mohou být nalezeny např. v [87], [96].

3.3.6 Inovačńı forma

Na závěr této sekce se vrát́ıme ke vztah̊um (3.3.1), (3.3.4). Dosazeńım (3.3.4) do (3.3.1)
dostaneme

x̂′k+1 = Fkx̂
′
k +K ′k(zk −Hkx̂

′
k) (3.3.11)

Definujeme z̃k takto

z̃k
4
= zk −Hkx̂

′
k (3.3.12)

Proces {z̃k}, označovaný jako inovačńı posloupnost, umožńı vyjádřit alternativńı popis Kalma-
nova filtru, který bude užitečný při převodu mezi stavovým a vstupně-výstupńı modelem. Tedy

x̂′k+1 = Fkx̂
′
k +K ′kz̃k (3.3.13)

zk = Hkx̂
′
k + z̃k (3.3.14)

Tento alternativńı model budeme označovat pojmem inovačńı model. Inovačńı model tedy
generuje zk pomoćı inovace z̃k. Můžeme však vyjádřit i obrácenou závislost. Generovat z̃k
pomoćı zk, pak

x̂′k+1 = (Fk −K ′kHk)x̂
′
k +K ′kzk (3.3.15)

z̃k = zk −Hkx̂
′
k (3.3.16)

Rovnice (3.3.15), (3.3.16) definuj́ı systém, jehož vstup je zk a výstup z̃k. Vztahy (3.3.13), (3.3.14)
a (3.3.5), (3.3.16) tak lze chápat jako alternativńı zp̊usoby zápisu optimálńıho lineárńıho filtru.

V této sekci jsme si všimli některých d̊uležitých vlastnost́ı Kalmanova filtru a zd̊uraznili
jeho vyj́ımečné vlastnosti, které jsou spojeny s předpoklady na systém týkaj́ıćı se linearity a
gaussovosti. V následuj́ıćı sekci ukážeme vztah mezi stochastickými fenomenologickými modely
a stavovými modely, který odvod́ıme využit́ım inovačńıho modelu neboli jedné z alternativńıch
reprezentaćı Kalmanova filtru.

3.4 Převod stavového modelu na fenomenologický a naopak

V teorii automatického ř́ızeńı se často kromě stavových model̊u použ́ıvaj́ı i modely fenomenolo-
gické, nebo-li vstupně-výstupńı, [19], [24], [25]. Rovněž práce z oblast́ı zpracováńı signálu [26],
[27], identifikace systémů [28] a časových řad [21], [26], [29] využ́ıvaj́ı fenomenologických model̊u.
Proto je užitečné ukázat, jak lze přej́ıt od stochastických stavových model̊u k fenomenologickým
a naopak.
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Uvažujme následuj́ıćı fenomenologický ARMA model

zk =
C(q−1)

D(q−1)
ek (3.4.1)

kde q−1 je operátor zpětného posunu (q−1zk = zk−1)
C(q−1), D(q−1) jsou polynomy
C(q−1) = 1 + c1q

−1 + c2q
−2 + ...+ cncq

−nc

D(q−1) = 1 + d1q
−1 + d2q

−2 + ...+ cndq
−nd

ek je b́ılý šum s nulovou středńı hodnotou a kovarianćı Re.

Vztah (3.4.1) můžeme zapsat nyńı též takto

zk = G(q−1; Θ)ek (3.4.2)

kde Θ je vektor parametr̊u obsahuj́ıćı koeficienty polynomů C(q−1), D(q−1) a G(q−1; Θ) je
racionálńı lomená funkce C(q−1)/D(q−1).
V př́ıpadě, že měřeńı zk a šum ek jsou nz dimenzionálńı vektory, pak G(·; ·) je matice nz/nz,
jej́ımiž prvky jsou racionálńı funkce. V teorii časových řad je proces {zk} nazýván ARMA
proces, jehož speciálńımi př́ıpady je autoregresńı proces AR (C(q−1) = 1) a klouzavý pr̊uměr
MA (D(q−1) = 1).

V daľśı části se budeme zabývat problémem jak lze přej́ıt od stavového modelu typu (3.1.1),
(3.1.2) k fenomenologickému modelu typu (3.4.2).

Uvažujme lineárńı gaussovský model (3.1.1), (3.1.2), který je t-invariantńı, tj.

xk+1 = Fxk + wk (3.4.3)

zk = Hxk + vk (3.4.4)

kde {wk}, {vk} jsou b́ılé, vzájemně nezávislé šumy se středńı hodnotou nula a kovariancemi

cov[wk] = Q

cov[vk] = R

cov[wk, vk] = 0

a s počátečńım stavem x0 nezávislým na {wk}, {vk} se středńı hodnotou a kovarianćı

E[x0 | z−1] = x̂′0

cov[x0 | z−1] = P ′0

Připomeňme, že {wk} je nx dimenzionálńı proces a {vk} nz dimenzionálńı proces. Z pohledu
na (3.4.2) je zřejmé, že zde vystupuje pouze jeden náhodný proces, který je nz dimenzionálńı.
Je tedy převod (3.4.3), (3.4.4) na (3.4.2), tj. přepočet matic stavového modelu F , H, Q, a R na
vektor parametr̊u vstupně-výstupńıho modelu Θ, možný? Nyńı ukážeme, že převod je snadno
proveditelný využit́ım inovačńıho modelu.

Inovačńı model pro (3.4.3), (3.4.4) je podle sekce 3.3

x̂′k+1 = Fx̂′k +K ′z̃k (3.4.5)
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zk = Hx̂′k + z̃k (3.4.6)

kde

z̃k = zk −Hx̂′k = H(xk − x̂′k) + vk (3.4.7)

K ′ = FPHT [R+HPHT ]−1 (3.4.8)

P = FPF T +Q− FPHT [R+HPHT ]−1HPF T (3.4.9)

Z (3.4.5) a (3.4.6) je zřejmé, že v obou rovnićıch je jediný šum, inovace z̃k dimenze nz, a tud́ıž
hlavńı problém je odstraněn. K (3.4.9) pouze poznamenejme, že se jedná o ustálené řešeńı
Riccatiho rovnice (3.3.2).
Nyńı je již snadné zjistit G(·; ·) v (3.4.2). Na z̃k se lze d́ıvat jako na vstupńı známý signál, a
tud́ıž se vlastně jedná o standardńı postup transformace deterministických systémů ze stavové
reprezentace na vstupně-výstupńı (fenomenologickou). Po krátkých úpravách (3.4.5) a (3.4.6)
dostaneme

(qI − F )x̂′k = K ′z̃k

x̂′k = (qI − F )−1K ′z̃k

zk = H(qI − F )−1K ′z̃k + z̃k

= (I +H(qI − F )−1K ′)z̃k (3.4.10)

Vyjádřeńı pro G(q−1; Θ), které je porovnáńım (3.4.2) a (3.4.10), je pak

G(q−1; Θ) = I +H(qI − F )−1K ′ (3.4.11)

Z (3.4.7) je zřejmé, že Re = HP ′HT + R. Převod je t́ım ukončen. Výstupy stavového mo-
delu (3.4.3), (3.4.4) a fenomenologického modelu (3.4.2) s (3.4.11) maj́ı tedy shodné statistické
vlastnosti.
Ukázali jsme použit́ı Kalmanova filtru na úlohu, která zdánlivě nemá nic společného s estimaćı
stavu. Na závěr poznamenejme, že převod t́ımto zp̊usobem lze uskutečnit, jestliže (3.4.9) má
řešeńı. S podmı́nkami řešitelnosti Riccatiho rovnice jsme se krátce seznámili v kapitole 3.3.3.

Daľśı část této podkapitoly věnujeme opačnému problému. Budeme předpokládat model typu
(3.4.2) a chceme přej́ıt ke stavové reprezentaci. Připomeňme, že stavových reprezentaćı může
být k jedné reprezentaci fenomenologické nekonečně mnoho.
V následuj́ıćım př́ıkladu ukážeme převod ARMA modelu 1. řádu na stavový model.

Př́ıklad 3.4.1 Uvažujme ARMA proces {zk}

zk + dzk−1 = ek + cek−1 (3.4.12)

nebo vyjádřeno ve formě (3.4.2)

zk =
1 + cq−1

1 + dq−1
ek (3.4.13)

Výraz (3.4.13) můžeme upravit

zk =
1 + cq−1

1 + dq−1
ek

= ek +
(c− d)q−1

1 + dq−1
ek (3.4.14)
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Položme

xk
4
=

(c− d)q−1

1 + dq−1
ek (3.4.15)

pak dosazeńım (3.4.15) do (3.4.14) dostaneme

zk = xk + ek (3.4.16)

a z (3.4.15) dále plyne

xk+1 = −dxk + (c− d)ek (3.4.17)

Rovnice (3.4.17) a (3.4.16) představuj́ı stavový model.
Tento stavový model obsahuje závislost stavového šumu (c − d)ek a šumu měřeńı ek. Pokud
bychom chtěli tuto závislost odstranit, můžeme použ́ıt postup z podkapitoly 3.1 a dostaneme

xk+1 = −cxk + (c− d)zk (3.4.18)

zk = xk + ek (3.4.19)

Postup uvedený v př́ıkladu 3.4.1 můžeme zobecnit pro ARMA model libovolného řádu. Pro
jednoduchost uvažujme pouze jednodimenzionálńı zk a ek. Necht’

D(q−1)zk = C(q−1)ek (3.4.20)

kde nd = nc Poznamenejme, že předpoklad stejných řád̊u neńı omezuj́ıćı a byl zaveden jen pro
zjednodušeńı zápisu. Zavedeńım substituce

xk =
C(q−1)−D(q−1)

D(q−1)
ek

a úpravou (3.4.20) dostaneme

zk =
C(q−1)

D(q−1)
)ek

= (1 +
C(q−1)−D(q−1)

D(q−1)
)ek

= (1 +
(c1 − d1)q−1 + . . .+ (cnc − dnd)q−nc

1 + d1q−1 + . . .+ dndq−nd
)ek

= ek +Hxk (3.4.21)

kde H = [1, 0, . . . , 0] je matice rozměru 1× nc. Pak

xk+1 = Fxk + Lek (3.4.22)

kde

F =


−d1 1 . . . . . . 0
−d2 0 1 . . . 0
...

...
. . . . . . . . . . . . 1
−dnd . . . . . . . . . 0

 L =


c1 − d1

c2 − d2
...

...
cnc − dnd


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Tedy, vztahy (3.4.22) a (3.4.21) definuj́ı stav a stavový model. Tento model lze upravit opět
tak, aby stavový šum a šum měřeńı byly nezávislé. Po úpravě dostaneme

xk+1 = F̄ xk + Lzk (3.4.23)

zk = Hxk + ek (3.4.24)

kde

F̄ =


−c1 1 . . . . . . 0
−c2 0 1 . . . 0

...
...

. . . . . . . . . . . . 1
−cnc . . . . . . . . . 0


Převody z fenomenologického popisu na stavový lze nalézt také v [23], [24].

V této sekci jsme ukázali, že při přechodu z fenomenologické reprezentace na stavovou je sṕı̌se
problém formálńı souvisej́ıćı s volbou báze stavového prostoru. Opačný postup je složitěǰśı,
protože muśıme vypoč́ıtat nejdř́ıve inovačńı reprezentaci, tedy vlastně aplikovat Kalman̊uv filtr.

3.5 Úloha predikce a vyhlazováńı

Doposud jsme se zabývali estimačńım problémem zaměřeným na úlohu filtrace a jednokrokové
predikce. V této sekci se zaměř́ıme na problém vyhlazováńı a obecný problém predikce
pro signály definované v sekci 3.1 rovnicemi (3.1.1), (3.1.2). Nejdř́ıve se budeme zaj́ımat o
vyhlazováńı stavu predikci stavu, pak o vyhlazováńı stavu.

Začněme tedy predikćı stavu. Nalezeńı odhadu xk+l využit́ım zk a (3.1.1), (3.1.2), kde l ≥ 1
je problém predikce. Předpokládejme, že systém je t-invariantńı a šumy stacionárńı. Tedy
Fk = F,Hk = H,Qk = Q,Rk = R pro všechna k. Pak ze (3.2.48) vyplývá podmı́něná středńı
hodnota jako optimálńı bodový odhad

E[xk+l | zk] = FE[xk+l−1 | zk] (3.5.1)

Opakovaným využit́ım (3.5.1) dostaneme

E[xk+l | zk] = F lE[xk | zk] (3.5.2)

Podmı́něnou kovarianci źıskáme opět lehce využit́ım (3.2.49).

E[(xk+l − E[xk+l | zk])(xk+l − E[xk+l | zk])T | zk] (3.5.3)

= E[(xk+l − x̂
′

k+l|k)(xk+l − x̂
′

k+l|k)
T | zk]

= FE[(xk+l−1 − E[xk+l−1 | zk])(xk+l−1 − E[xk+l−1 | zk])T | zk]F T +Q

Pro snazš́ı zápis definujeme pro l ≥ 1

E[xk+l | zk]
4
= x̂′k+l (3.5.4)

E[(xk+l − E[xk+l | zk])(xk+1 − E[xk+l | zk])T | zk]
4
= P ′k+l (3.5.5)
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Opakovaným použit́ım (3.5.3) a využit́ım značeńı (3.5.4),(3.5.5) dostaneme

P ′k+l = F lPk(F
T )l +

l−1∑
i=0

F iQ(F T )i (3.5.6)

Můžeme konstatovat, že Kalman̊uv filtr a vztahy (3.5.2), (3.5.6) řeš́ı uvažovaný problém predikce.

Nyńı se budeme věnovat úloze vyhlazováńı. Za stejných předpoklad̊u jako v předchoźı úloze
predikce chceme nalézt odhad x0 na základě pozorováńı zk, pro k > 0 a znalosti (3.1.1), (3.1.2).
Okamžik, pro který požadujeme odhad, je fixován, ale počet pozorováńı k se měńı. Pro řešeńı
tohoto problému je zde výhodné rozš́ı̌rit stavový vektor o počátečńı stav a následně zavést
rozš́ı̌rený stavový model

x̄k
4
= [xTk , x

T
0 ]T k ≥ 0 (3.5.7)

x̄k+1 =

[
F 0
0 I

]
x̄k +

[
wk
0

]
(3.5.8)

zk = [H 0]x̄k + vk (3.5.9)

Je zřejmé, že na odhad stavu x̄k můžeme použ́ıt Kalman̊uv filtr, a tud́ıž źıskáme i odhad x0,
který je podle (3.5.7) část́ı x̄k.
Využijeme vztahu (3.3.2) pro prediktivńı kovarianci a s ohledem na (3.5.7)-(3.5.9) dostaneme

[
P 11′
k+1 P 12′

k+1

P 12T
′

k+1 P 22′
k+1

]
=

[
F 0
0 I

] [
P 11′
k P 12′

k

P 12T
′

k P 22′
k

] [
F T 0
0 I

]

−
[
K1′
k

K2′
k

]
[H 0]

[
P 11′
k P 12′

k

P 12′T
k P 22′

k

] [
F T 0
0 I

]
+

[
Q 0
0 0

]
(3.5.10)

kde

[
K1′
k

K2′
k

]
=

[
F 0
0 I

] [
P 11′
k P 12′

k

P 12′T
k P 22′

k

] [
HT

0

]
[HP 11′

k HT +R]−1

(3.5.11)

Z (3.5.10), (3.5.11) zjist́ıme, že P 11′
k+1 je P ′k+1 ze (3.3.2). Daľśı blok kovariančńı matice pak je

P 22′
k+1 = P 22′

k −K2′
k HP

12′
k

Dosazeńım z (3.5.11) za K2′
k dostaneme

P 22′
k+1 = P 22′

k − P 12′T
k HT (HP 11′

k HT +R)−1HP 12′
k

K2′
k = P 12′T

k HT (HP 11′
k HT +R)−1 (3.5.12)
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Zbývá vyjádřit P 12′
k+1

P 12′
k+1 = FP 12′

k −K1′
k HP

12′
k

Dosazeńım z (3.5.11) źıskáme

P 12′
k+1 = F

(
I − P 11′

k HT (HP 11′
k HT +R)−1H

)
P 12′
k (3.5.13)

Nyńı použijeme vztah (3.3.1) s ohledem na (3.5.7)-(3.5.9) a dostaneme

ˆ̄x′k+1 =

[
F 0
0 I

]
ˆ̄x′k+

[
K1′
k

K2′
k

]
(zk −Hx̂′k)

(3.5.14)

Vı́me, že

ˆ̄x′k+1 = E[x̄k+1 | zk]

kde

x̄k+1 =

[
xk+1

x0

]
takže jsme vypočetli i E(x0 | zk). Z (3.5.14) tedy plyne

E[x0 | zk] = E[x0 | zk−1] +K2′
k (zk −Hx̂′k) (3.5.15)

nebo po úpravě

E[x0 | zk] = E[x0 | z−1] +

k∑
i=0

K2′
i (zi −Hx̂′i) (3.5.16)

Při řešeńı tohoto problému jsme opět použili Kalman̊uv filtr. Zaj́ımavé je, že výsledný odhad
podle (3.5.16) je vlastně součet apriorńıho odhadu a váženého součtu inovaćı.

Poznámka . V podkapitole 3.3.3 byly diskutovány podmı́nky, kdy řešeńı Riccatiho rovnice
(3.5.10) konverguje k ustálené pozitivně definitńı matice. Jedna z podmı́nek ř́ıkala, že je nutné,
aby stavový šum ovlivňoval všechny složky stavu. Tato podmı́nka neńı zcela zřejmě splněna
pro rozš́ı̌rený model (3.5.8), (3.5.9). Jako d̊usledek nelze očekávat, že výsledná prediktivńı
kovariančńı matice P

′
k+1 (3.5.10), pro k → ∞, bude pozitivně definitńı. Mı́sto toho, matice

bude P
′
k+1 konvergovat k pozitivně semi-definitńı matici, kde P 12′

k+1 = 0 a P 22′
k+1 = 0 pro k →∞.

Ač se takové chováńı filtru může zdát překvapivé, je zcela správné. Počátečńı stav x0, který
je odhadován, je v rozš́ı̌reném modelu (3.5.8) modelován jako neznámá konstanta (neńı zde
žádná komponenta stavového šumu). Konstantu je filtr schopen naprosto přesně odhadnout,
tj. odhadnout s nulovou kovariančńı matićı chyby odhadu P 22′

k+1 = 0, za podmı́nky nekonečně
mnoha měřeńı. Poznamenejme, že podobnou

”
schopnost“ maj́ı i identifikačńı techniky, jako

např́ıklad metoda nejmenš́ıch čtverc̊u, které byly představeny v prvńım d́ıle skript. Důvod pro,
v limitńım př́ıpadě, nulovou kř́ıžovou kovariančńı matici P 12′

k+1 lze naj́ıt v tom, že pro rostoućı
k, klesá množstv́ı informace o počátečńım stavu, které je obsaženo v měřeńı. Pro k → ∞ je
aktuálńı stav xk naprosto nezávislý na počátečńım stavu x0, proto jejich vzájemná

”
korelace“,
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vyjádřená P 12′
k , je nulová. Povšimněme si také, že pro P 12′

k = 0 je zisk K2′
k umožňuj́ıćı filtračńı

odhad počátečńıho stavu x0 nulový, a dojde tedy k zastaveńı časového vývoje odhadu počátečńı
podmı́nky.

Výše představený př́ıstup k odhadu
”
minulého“ stavu je vhodný pokud nás zaj́ımá vyhlazený

stav v jednom konkrétńım okamžiku. Pokud by nás zaj́ımal vyhlazený stav ve v́ıcero časových
okamžićıch, je uvedený zp̊usob odhadu nevhodný. Proto byla navržena celá řada alternativńıch
př́ıstup̊u k vyhlazováńı, kde jako jeden z nejpouž́ıvaněǰśıch můžeme uvést tzv. Rauch-Tung-
Striebel̊uv vyhlazovač. Ten je vhodný zejména pro ty úlohy, kdy chceme vyhladit stav ve všech
časových okamžićıch. Je založen na př́ımém a zpětném chodu, přičemž př́ımý chod zajǐst’uj́ı
rovnice Kalmanova filtru pro filtraci (3.2.44), (3.2.45) a predikci (3.2.47), (3.2.48). Zpětný chod
je pak určen následuj́ıćımi vztahy (pro t-invariantńı systém).

Rauch-Tung-Striebel̊uv vyhlazovač

P vk = Pk − PkF T (P ′k+1)−1(P ′k+1 − P vk+1)(P ′k+1)−1FPk (3.5.17)

Kv
k = PkF

T (P ′k+1)−1 (3.5.18)

x̂vk = x̂k +Kv
k (x̂vk+1 − x̂′k+1) (3.5.19)

P vk = Pk −Kv
k (P ′k+1 − P vk+1)KvT

k (3.5.20)

kde k = N − 1, N − 2, .... Pro měřeńı z0, z1, ..., zN bude počátečńı podmı́nka P vN = PN a
x̂vN = x̂N , tj. je dána posledńım dostupným filtračńım odhadem. Symboly s indexem v jsou
vyhlazené veličiny. Tento algoritmus, daný vztahy (3.5.17)–(3.5.20), je výhodněǰśı než řada
daľśıch verźı vyhlazovač̊u předevš́ım z algoritmického hlediska. Lze ukázat, že pro lineárńı
gaussovský systém je i vyhlazený odhad gaussovský.

Poznamenejme, že odvozeńı Rauch-Tung-Striebelova vyhlazovače vycháźı z následuj́ıćıch vztah̊u
pro rekurzivńı výpočet vyhlazené hustoty pravděpodobnosti p(xk|zl), kde l > k. Tedy vyhlazenou
hustotu lze zapsat

p(xk|zl) =

∫
p(xk, xk+1|zl0)dxk+1

=

∫
p(xk, xk+1|zk0 , zlk+1)dxk+1

=

∫
p(xk|xk+1, z

k
0 , z

l
k+1)p(xk+1|zl0)dxk+1

kde značeńı zlk = [zTk , . . . , z
T
l ]. Protože stav xk nezáviśı na budoućım měřeńı, můžeme psát

p(xk|zl) =

∫
p(xk|xk+1, z

k
0 )p(xk+1|zl0)dxk+1

=

∫
p(xk|zk0 )p(xk+1|xk, zk0 )

p(xk+1|zk0 )
p(xk+1|zl0)dxk+1

= p(xk|zk0 )

∫
p(xk+1|xk)
p(xk+1|zk0 )

p(xk+1|zl0)dxk+1
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kde p(xk|zk0 ) je filtračńı a p(xk+1|zk0 ) je prediktivńı hustota z Kalmanova filtru, p(xk+1|xk) je
přechodová hustota z rovnice (3.1.1) a p(xk+1|zl0) je vyhlazená hustota z předchoźıho časového
okamžiku. Počátečńı podmı́nka této rekurze tak je filtračńı hustota p(xl|zl0). Daľśı podrobnosti
je možné naj́ıt v [84], [88].

Poznámka . Lze očekávat, a vztah pro výpočet prediktivńı kovariančńı matice (3.5.6) to po-
tvrzuje, že v predikci dojde k r̊ustu kovariančńı matice s rostoućım horizontem predikce, tj.
variance dvou krokové predikce P ′k+2 bude větš́ı než jednokroková variance predikce P ′k+1 a
ta bude větš́ı než variance filtračńıho odhadu Pk. Naopak, vyhlazováńım stavu bude docházet
k poklesu kovariančńı matice, jak je i vidět ze vztahu (3.5.20).

3.6 Kalman̊uv filtr v úloze odhadu nelineárńıho a negaus-
sovského systému

Doposud jsme se věnovali odhadu stavu za předpokladu lineárńıho a Gaussovského systému,
pro který jsme našli exaktńı řešeńı úlohy filtrace, predikce i vyhlazováńı. Pokud však opust́ıme
některý z předpoklad̊u, exaktńı řešeńı úlohy odhadu stavu již neńı možné. Pro lepš́ı představu
o významu předpoklad̊u nám poslouž́ı následuj́ıćı dva př́ıklady. V prvńım opust́ıme předpoklad
gaussovosti a ve druhém linearity.

Př́ıklad 3.6.1 Uvažujme skalárńı rovnici měřeńı v nultém kroku a vynechme časový index

z = x+ v (3.6.21)

kde x a v jsou nezávislé náhodné veličiny s rovnoměrným rozděleńım na intervalu (-1,1), tedy

p(x) =
1

2
x ∈ (−1, 1) (3.6.22)

= 0 jinak (3.6.23)

p(v) =
1

2
v ∈ (−1, 1) (3.6.24)

= 0 jinak (3.6.25)

Odsud plat́ı, že

E[x] = E[v] = 0 (3.6.26)

var[x] = var[v] = 1/3 (3.6.27)

Ćılem je spoč́ıtat p(x | z) a E[x | z], var[x | z]. Vyjdeme z bayesovských vztah̊u. Tedy

p(x | z) =
p(z | x)p(x)

p(z)
=

p(z − x)p(x)∫
p(z − x)p(x)dx

kde

p(z − x) =
1

2
z ∈ (−1 + x, 1 + x) (3.6.28)

= 0 jinak (3.6.29)
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Jelikož rozložeńı součtu dvou náhodných proměnných s rovnoměrným rozložeńım je tzv.
trojúhelńıkové rozložeńı, je p(z) dáno vztahem

p(z) =
z + 2

4
z ∈ (−2, 0〉

=
2− z

4
z ∈ (0, 2)

= 0 jinak

Aby zápis byl kompaktńı, využijeme funkce sign.

p(z | x) = [sign(1 + z − x)− sign(−1 + z − x)]/4

p(x) = [sign(x+ 1)− sign(x− 1)]/4

p(z) =
1

8
[2− zsign(z)][sign(z + 2)− sign(z − 2)]

Nyńı již můžeme vyjádřit p(x | z), tedy

p(x | z) =
[sign(1 + z − x)− sign(−1 + z − x)][sign(x+ 1)− sign(x− 1)]

2[2− zsign(z)][sign(z + 2)− sign(z − 2)]
(3.6.30)

Při analýze čitatele (3.6.30) zjist́ıme, že p(x | z) je nenulová nad oblast́ı ABCD v obr. 3.6.1.

Dále zjist́ıme, že p(x | z) je rovnoměrné rozložeńı (čitatel konstantńı, měńı se pouze jmenovatel).
Z toho vyplývá, že

E[x | z] = z/2 (3.6.31)

a podmı́něná kovariance pro z ∈ (0, 2)

E[(x− E[x | z])2 | z] = E[x2 | z]− z2/4

Protože v́ıme, že hustota je rovnoměrná, snadno spočteme E[x2 | z]

E[x2 | z] =

∫ 1

z−1
x2 1

1− (z − 1)
dx =

1

2− z
[
1

3
− (z − 1)3

3
]

Tud́ıž cov(x | z) je určena

var[x | z] =
1

3(2− z)
[1− (z − 1)3]− z2

4
(3.6.32)

Analogicky můžeme vypoč́ıtat podmı́něnou kovarianci pro z ∈ (−2, 0). Dostaneme

var[x | z] = E[x2 | z]− z2/4

=

∫ 1+z

−1
x2 1

1 + (z + 1)
dx− z2/4

=
1

3(z + 2)
[1 + (z + 1)3]− z2

4
(3.6.33)
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Obrázek 3.6.1: Podmı́něná hustota pravděpodobnosti s ilustraćı středńı hodnoty (v horńım
obrázku)
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Obrázek 3.6.2: Závislost podmı́něné variance odhadu na hodnotě měřeńı

Z (3.6.32) a (3.6.33) vyplývá, že podmı́něná kovariance je v tomto př́ıpadě nelineárńı funkćı
měřeńı. Dále je vhodné si všimnout, že na rozd́ıl od lineárńıho gaussovského systému, nedocháźı
k reprodukovatelnosti hustot, tj. filtračńı hustota p(x|z) již neńı rovnoměrná. Také, pro úplný
popis filtračńı hustoty již nepostačuj́ı prvńı dva momenty.

Pro úplnost se ještě vrat’me ke KF a jeho interpretaci jako estimátoru s minimálńı varianćı (viz
sekce 3.3.2). Při této interpretaci lze navrhnout (lineárńı) KF pro uvažovaný problém nezávisle
na distribuci apriorńı informace stavu p(x) a šumu v rovnici měřeńı p(v). Pak lze, vzhledem
k lineárńı rovnici měřeńı (3.6.21), filtračńı krok KF (3.2.66), (3.2.67) zapsat

EKF[x|z] = x̂ = x̂′ +K(z − x̂′) (3.6.34)

varKF[x|z] = P = P ′ − (P ′)2

P ′+R (3.6.35)

kde K = P ′

P ′+R , x̂′ = E[x] = 0, P ′ = var[x] = 1
3 a R = var[v] = 1

3 . Dosazeńım a úpravou vztahu
pro výpočet středńı hodnoty, lze (3.6.34) přepsat do formy

x̂ = 0.5z (3.6.36)

která je shodná s optimálńım řešeńım dle Bayesových vztah̊u (3.6.31). Výpočet variance KF
však vede na jinou hodnotu, a to na

P = 1
3 −

1
9

(
2
3

)
= 1

6 (3.6.37)

která je, na rozd́ıl od optimálńı variance (3.6.32), nezávislá na aktuálńı hodnotě měřeńı.
Pro lepš́ı představu o (ne)závislosti podmı́něné variance optimálńıho nelineárńıho filtru (3.6.32)
a nejlepš́ıho lineárńıho filtru (3.6.37) na měřeńı se pod́ıvejme na obr. 3.6.2. Na obrázku jsou
vykresleny podmı́něné variance v závislosti na měřeńı. Lze vidět výraznou závislost variance ma
měřeńı v př́ıpadě optimálńıho filtru (3.6.32). Tu lze intuitivně vysvětlit pomoćı následuj́ıćıch
limitńıch situaćı:

• Situace 1: Předpokládejme měřeńı z → 2, pak, vzhledem k definićım rovnoměrně distri-
buovaných hustot (3.6.22)–(3.6.25), stav i šum měřeńı musel nabýt hodnoty asymptoticky
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bĺızké 1. Podmı́něný odhad stavu pak muśı nabývat hodnoty E[x|z] = z/2 =→ 1 s
”
velkou“

jistotou, tj. s varianćı var[x|z] =→ 0.

• Situace 2: Předpokládejme měřeńı z = 0, pak stav mohl nabýt libovolné hodnoty z intervalu
x ∈ (0, 1) a šum opačné hodnoty z intervalu v ∈ (−1, 0), popř. obráceně. V tomto př́ıpadě
tak měřeńı nepřináš́ı žádnou novou informaci a podmı́něný odhad E[x|z] = 0 má varianci
chyby odhadu var[x|z] = 1/3, což je variance P ′ apriorńı hustoty pravděpodobnosti p(x).

Tedy, č́ım vyšš́ı hodnota měřeńı z je, t́ım vyšš́ı informaci přináš́ı. Tato skutečnost, však, neńı
vzata v potaz lineárńım, tedy Kalmanovo, filtrem.
Za zmı́nku rovněž stoj́ı fakt, že středńı kvadratická chyba odhadu a př́ıslušná (středńı, nebo-li
pr̊uměrná) variance přes všechna měřeńı je pro nelineárńı filtr

MSE = E[(x− E[x|z])2] = 1/6, (3.6.38)

AV AR = E[var[x|z]] = 1/6 (3.6.39)

shodná a je rovněž shodná i se statistikami lineárńıho KF

MSEKF = E[(x− x̂)2] = 1/6, (3.6.40)

AV ARKF = E[P ] = P = 1/6. (3.6.41)

To znač́ı že oba filtry poskytuj́ı konzistentńı odhad (viz sekce 3.3.4) s minimálńı nepodmı́něnou
varianćı AVAR. Právě minimalizace nepodmı́něné variance AVAR je základem odvozeńı KF
optimalizačńım př́ıstupem, tj. minimalizaćı kriteriálńı funkce V (x̂k) definované v sekci 3.3.2.

Př́ıklad 3.6.2 Uvažujme skalárńı nelineárńı stavovou rovnici a rovnici měřeńı

xk+1 = fkxk + gkx
2
k + wk

zk = hk(xk) + vk (3.6.42)

kde {wk} je b́ılý gaussovský proces s nulovou středńı hodnotou a varianćı Qk. Předpokládejme, že

E[xk | zk] = x̂k

E[(xk − x̂k)2 | zk] = Pk

Ćılem je vypoč́ıtat

E[xk+1 | zk] = x̂′k+1 a var[xk+1 | zk] = P ′k+1

Začneme středńı hodnotou

x̂′k+1 = fkE[xk | zk] + gkE[x2
k | zk]

= fkx̂k + gk(Pk + x̂2
k) (3.6.43)

Můžeme konstatovat, že pro výpočet predikované středńı hodnoty potřebujeme filtračńı středńı
hodnotu a varianci, tedy prvńı dva momenty.
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Nyńı vypoč́ıtáme var[xk+1 | zk]. Necht’

x̃′k+1
4
= xk+1 − x̂′k+1

x̃k
4
= xk − x̂k

Pak, využit́ım vztahu x2
k − x̂2

k = (xk − x̂k)2 + 2xkx̂k źıskáme

x̃′k+1 = fkx̃k + wk − gkPk + gk(x
2
k − x̂2

k)

= (fk + 2gkx̂k)x̃k + gkx̃
2
k − gkPk + wk

E[x̃
′2
k+1 | zk] = (fk + 2gkx̂k)

2E[x̃2
k | zk] + g2

kE[x̃4
k | zk]

+ g2
kP

2
k + E[w2

k | zk] + 2gk(fk + 2gkx̂k)E[x̃3
k | zk]

− 2gkPk(fk + 2gkx̂k)E[x̃k | zk]
− 2g2

kPkE[x̃2
k | zk] = (fk + 2gkx̂k)

2Pk + g2
kγk

− g2
kPk +Qk + 2gk(fk + 2gkx̂k)δk (3.6.44)

kde γk
4
= E[x̃4

k | zk] a δk
4
= E[x̃3

k | zk].

Podmı́něná variance var[xk+1 | zk] je podle (3.6.44) funkćı prvńıch čtyř
”
filtračńıch“ moment̊u.

Docháźı tedy k jevu, který bývá označován jako zacyklenost moment̊u. Povšimněme si také,
že i při uvažováńı gaussovské filtračńı hustoty, prediktivńı hustota již neńı gaussovská, tj. ani
v tomto př́ıpadě nedocháźı k reprodukovatelnosti hustot.

Předchoźı dva př́ıklady podtrhly jedinečnost exaktńıho řešeńı úlohy odhadu stavu lineárńıho
Gaussovského systému a naznačily, že pro nelineárńı či negaussovský systém bude řešeńı ba-
yesovských vztah̊u složitěǰśı a většinou se neobejde bez aproximaćı. V následuj́ıćıch kapitolách
se zaměř́ıme na úlohu odhadu stavu nelineárńıch a negaussovských systémů. Nejprve se bu-
deme věnovat koncepčně jednodušš́ım technikám, které stav́ı a rozšǐruj́ı aplikovatelnost Kalma-
nova filtru, avšak poskytuj́ı omezenou kvalitu odhadu. Tyto techniky budeme souhrnně nazývat
lokálńımi filtry. Pak upřeme pozornost na globálńı filtry, které poskytuj́ı kvalitativně lepš́ı od-
hady, však za cenu výrazně vyšš́ı teoretické i výpočetńı složitosti.
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Kapitola 4

Lokálńı filtry

V předchoźı kapitole věnované kalmanovské filtraci, nebo-li odhadu stavu lineárńıho gaus-
sovského systému, jsme se setkali s lineárńı filtraćı. Z rovnic Kalmanova filtru snadno
nahlédneme, že odhad stavu je zde źıskán lineárńı transformaćı měřeńı, aniž bychom prováděli
jakoukoliv modifikaci základńı úlohy, nebo aproximaci řešeńı. Tato elegantně formulovaná a
elegantně řešená úloha však z hlediska širokého uplatněńı naráž́ı na bariéru svých předpoklad̊u,
a to linearity a gaussovosti. V této kapitole se budeme věnovat situaci, kdy předpoklad
linearity je opuštěn, ale základńı myšlenkový postup pro syntézu filtru bude shodný s předchoźı
kapitolou, tedy použijeme opět bayesovský př́ıstup. Problematikou lokálńıch filtr̊u se zabývaj́ı
např. [4], [5], [14], [35], [36], [90]-[95]. Souvislost rozš́ı̌reného Kalmanova filtru s parametrickými
metodami identifikace, zejména s metodou chyby predikce je ukázána v [28].

4.1 Rozš́ı̌rený Kalman̊uv filtr

Jak již bylo řečeno, v této kapitole opust́ıme rámec linearity. Uvažujme tedy systém, který
můžeme chápat jako zobecněńı (3.1.1), (3.1.2), definovaný následuj́ıćımi vztahy

xk+1 = fk(xk) + wk (4.1.1)

zk = hk(xk) + vk (4.1.2)

kde fk(·), hk(·) jsou známé nelineárńı diferencovatelné vektorové funkce př́ıslušných dimenźı, b́ılé
šumy {wk}, {vk} a počátečńı stav maj́ı stejné vlastnosti jako v předchoźı kapitole a jsou popsány

p(x0) = N(x0 : x̂′0, P0) (4.1.3)

p(wk) = N(wk : 0, Qk) (4.1.4)

p(vk) = N(vk : 0, Rk) (4.1.5)

pro všechna k. Filtr navrhneme opět dvěma př́ıstupy, př́ımým a nepř́ımým, které byly
představeny při návrhu Kalmanova filtru.

4.1.1 Př́ımý př́ıstup

Z rovnice (4.1.1) můžeme snadno zjistit, že přechodová hustota pravděpodobnosti má tvar

p(xk+1 | xk) = N(xk+1 : fk(xk), Qk) (4.1.6)
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a z rovnice (4.1.2) urč́ıme hustotu pravděpodobnosti měřeńı

p(zk | xk) = N(zk : hk(xk), Rk) (4.1.7)

Nyńı máme vše připraveno pro aplikaci bayesovského př́ıstupu k výpočtu podmı́něných fil-
tračńıch a prediktivńıch hustot. Při odvozeńı začneme opět od počátečńıho časového okamžiku
jako v předchoźı kapitole a budeme opět dosazovat do bayesovských rekurzivńıch vztah̊u.
Otázka zńı, jak se změńı p(x0) na základě informace z měřeńı z0. Tedy

p(x0 | z0) =
N(x0 : x̂′0, P

′
0)N(z0 : h0(x0), R0)∫

N(x0 : x̂′0, P
′
0)N(z0 : h0(x0), R0)dx0

(4.1.8)

Výrazný rozd́ıl mezi (4.1.8) a (3.2.4) z pohledu explicitńıho nalezeńı filtračńı hustoty je
př́ıtomnost nelinearity h0(x0) v (4.1.8), která znemožňuje použ́ıt analogický postup jako v
podkapitole 3.2 vedoućı na exaktńı řešeńı. Odsud je zřejmé, že pro explicitńı výpočet nebo
jinými slovy pro zachováńı analytického řešeńı (4.1.8) muśıme provést jistý zásah do formulace
úlohy. Nab́ıźı se jednoduché řešeńı, linearizovat funkci h0(·) a přej́ıt formálně na shodnou
úlohu jako v podkapitole 3.2. Otázkou z̊ustává, v jakém bodě linearizaci provést. Protože však
předpokládáme gaussovské rozložeńı počátečńıho stavu, pak za nejlepš́ı odhad počátečńıho
stavu můžeme jistě uvažovat hodnotu x̂′0.
Uvažujme tedy Taylor̊uv rozvoj h0(x0) v okoĺı bodu x̂′0 = E[x0 | z−1] a ponechme pouze prvńı
dva členy, jelikož chceme lineárńı aproximaci. Dostaneme

h0(x0) = [h1,0(x0), h2,0(x0), . . . , hnz,0(x0)]T ' h0(x̂′0) +H0(x̂′0)(x0 − x̂′0) (4.1.9)

kde

H0(x̂′0) =
∂h0(x0)

∂x0
|x0=x̂′0

=


∂h1,k(x0)
∂x1

∂h1,k(x0)
∂x2

. . .
∂h1,k(x0)
∂xn

...
...

...
∂hnz,k(x0)

∂x1
. . . . . .

∂hnz,k(x0)
∂xn

 |x0=x̂′0

je matice nz/nx prvńıch derivaćı, tzv. Jacobián, vyhodnocený v bodě aktuálně nejlepš́ıho do-
stupného odhadu stavu x̂′0. Je zřejmé, že pravou stranu (4.1.9) můžeme zapsat i takto

H0(x̂′0)x0 + h0(x̂′0)−H0(x̂′0)x̂′0

kde prvńı člen je lineárńı funkce x0 a daľśı dva členy jsou známé veličiny v k = −1, a tud́ıž
nemohou přinášet žádné komplikace. Dosad’me proto (4.1.9) do (4.1.8), pak dostaneme

pA(x0 | z0) =
N(x0 : x̂′0, P

′
0)N(z0 : h0(x̂′0) +H0(x̂′0)(x0 − x̂′0), R0)∫

N(x0 : x̂′0, P
′
0)N(z0 : h0(x̂′0) +H0(x̂′0)(x0 − x̂′0), R0)dx0

(4.1.10)

Označeńı pA(·) v (4.1.10) označuje, že na rozd́ıl od (4.1.8) tato hustota již bude pouze
aproximovat skutečnou hustotu p(x0 | z0), kterou však explicitně neznáme.
Nyńı můžeme pA(x0 | z0) vypoč́ıtat explicitně, analogicky jako v podkapitole 3.2. Odsud
dostaneme aproximačńı filtračńı hustotu pravděpodobnosti maj́ıćı gaussovské rozložeńı tvaru

pA(x0 | z0) = N(x0 : x̂0, P0) (4.1.11)

x̂0 = x̂′0 + P ′0H
T
0 (x̂′0)[H0(x̂′0)P ′0H

T
0 (x̂′0) +R0]−1[z0 − h0(x̂′0)]

P0 = P ′0 − P ′0HT
0 (x̂′0)[H0(x̂′0)P ′0H

T
0 (x̂′0) +R0]−1H0(x̂′0)P ′0
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Daľśım krokem syntézy filtru je nalezeńı prediktivńı hustoty pravděpodobnosti p(x1 | z0). Vı́me,
že

p(x1 | z0) =

∫
p(x0 | z0)p(x1 | x0)dx0 (4.1.12)

Přechodovou hustotu známe a aproximaci filtračńı hustoty též, tud́ıž dosad’me do (4.1.12)
z (4.1.11) a (4.1.6). Dostaneme

pA(x1 | z0) =

∫
N(x0 : x̂0, P0)N(x1 : f0(x0), Q0)dx0 (4.1.13)

Opět jsme použili označeńı pA(x1 | z0), protože se jedná o aproximaci neznámé p(x1 | z0) (z
d̊uvodu použit́ı aproximativńı filtračńı hustoty pA(x1 | z0)). Výpočet integrálu na pravé straně
analogickým zp̊usobem jako v podkapitole 3.2 komplikuje nelineárńı funkce f0(x0). Linearizaćı
této funkce, obdobně jako v kroku filtrace, pak můžeme źıskat stejným postupem jako v
podkapitole 3.2 explicitńı analytické řešeńı. Proved’me Taylor̊uv rozvoj funkce f0(x0) na okoĺı
x̂0 a ponechme opět jako v kroku filtrace prvńı dva členy. Dostaneme

f0(x0) ' f0(x̂0) + F0(x̂0)(x0 − x̂0) (4.1.14)

Poznamenejme, že nyńı jsme zvolili jako linearizačńı bod filtračńı odhad x̂0, protože obsahuje
již v́ıce informaćı o x0 než x̂′0 (viz 4.1.11). Pro úplnost dodejme, že

F0(x̂0) =
∂f(x0)

∂x0
|x0=x̂0

je matice nx/nx prvńıch derivaćı. Dosazeńım (4.1.14) do (4.1.13) dostaneme

pA(x1 | z0) =

∫
N(x0 : x̂0, P0)N(x1 : f0(x̂0) + F0(x̂0)(x0 − x̂0), Q0)dx0 (4.1.15)

Výraz f0(x̂0) − F0(x̂0)x̂0 je v okamžiku k = 0 známý, tud́ıž z hlediska výpočtu integrálu
jsme opět přešli na př́ıpad řešený v podkapitole 3.2 zač́ınaj́ıćı vztahem (3.2.29). Analogickým
výpočtem jako v této sekci dostaneme aproximačńı prediktivńı hustotu pravděpodobnosti ve
tvaru

pA(x1 | z0) = N(x1 : x̂′1, P
′
1)

x̂′1 = f0(x̂0)

P ′1 = F0(x̂0)P0F
T
0 (x̂0) +Q0 (4.1.16)

Všimněme si, že prediktivńı krok, tj. výpočet rovnice (4.1.12) pomoćı (4.1.15), je založen
na dvou po sobě jdoućıch aproximaćıch. Prvńı je dána použit́ım aproximované hustoty
filtračńı hustoty pA(x1 | z0) vedoućı na (4.1.13). Druhá aproximace plyne z použit́ı linearizo-
vané funkce (4.1.14), a t́ım i aproximativńı přechodové hustoty vedoućı na finálńı vztah (4.1.15).

Doposud jsme provedli výpočet filtračńı hustoty pro k = 0 a prediktivńı hustoty pro k = 1.
Stejně můžeme pokračovat pro libovolné k, to jest můžeme zapsat obecné vztahy pro pA(xk | zk)
a pA(xk+1 | zk). Shrňme tedy výsledky:

Aproximačńı filtračńı hustota pravděpodobnosti:

pA(xk | zk) = N(xk : x̂k, Pk) (4.1.17)
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x̂k = x̂′k + P ′kH
T
k (x̂′k)[Hk(x̂

′
k)P

′
kH

T
k (x̂′k) +Rk]

−1[zk − hk(x̂′k)]

Pk = P ′k − P ′kHT
k (x̂′k)[Hk(x̂

′
k)P

′
kH

T
k (x̂′k) +Rk]

−1Hk(x̂
′
k)P

′
k

Aproximačńı prediktivńı hustota pravděpodobnosti:

pA(xk+1 | zk) = N(xk+1 : x̂′k+1, P
′
k+1) (4.1.18)

x̂′k+1 = fk(x̂k)

P ′k+1 = Fk(x̂k)PkF
T
k (x̂k) +Qk

4.1.2 Nepř́ımý př́ıstup

Nepř́ımý př́ıstup vycháźı z algoritmu Kalmanova filtru (3.2.66), (3.2.67), (3.2.71) a (3.2.73),
kde prediktivńı momenty měřeńı a stavu jsou vypočteny při uvažovańı linearizovaných funkćı
v rovnici měřeńı, tj. (4.1.9), a dynamiky, tj. (4.1.14).
Tedy, aproximativńı filtračńı hustota stavu v časovém okamžiku k je dána pA(xk|zk) = N(xk :
x̂k, Pk) s momenty

x̂k = x̂′k + P ′xz,k(P
′
z,k)
−1(zk − ẑ′k) (4.1.19)

Pk = P ′k − P ′xz,k(P ′z,k)−1(P ′xz,k)
T (4.1.20)

kde momenty predikce měřeńı, s uvažováńım linearizace nelineárńı funkce v rovnici měřeńı
(4.1.9), jsou

ẑ′k = E[zk|zk−1]

= E[hk(xk)|zk−1] + E[vk|zk−1]

= E[hk(xk)|zk−1] + E[vk]

≈ E[hk(x̂
′
k) +Hk(x̂

′
k)(xk − x̂′k)|zk−1]

= hk(x̂
′
k) (4.1.21)

P ′z,k = cov[zk|zk−1] = E[(zk − E[zk|zk−1])(zk − E[zk|zk−1])T |zk−1]

= E[(hk(xk) + vk − E[zk|zk−1])(hk(xk) + vk − E[zk|zk−1])T |zk−1]

≈ E[(hk(x̂
′
k) +Hk(x̂

′
k)(xk − x̂′k) + vk − hk(x̂′k))(hk(x̂′k) +Hk(x̂

′
k)(xk − x̂′k) + vk − hk(x̂′k))T |zk−1]

= E[(Hk(x̂
′
k)(xk − x̂′k))(Hk(x̂

′
k)(xk − x̂′k))T |zk−1] + E[vkv

T
k ]

= Hk(x̂
′
k)P

′
k(Hk(x̂

′
k))

T +Rk (4.1.22)

P ′xz,k = cov[xk, zk|zk−1] = E[(xk − x̂′k)(zk − E[zk|z−1])T |zk−1]

≈ E[(xk − x̂′k)(Hk(x̂
′
k)(xk − x̂′k))T |zk−1]

= P ′k(Hk(x̂
′
k))

T (4.1.23)

Poznamenejme, že d́ıky použitým předpoklad̊um a aproximaćım, konkrétně

• předpokladem sdruženě gaussovské prediktivńı hustoty p(xk, zk|zk−1), umožňuj́ıćı odvo-
zeńı vztah̊u pro lineárńı filtr (4.1.19), (4.1.20), který neńı obecně platný při uvažováńı
nelineárńıho popisu systému, a

• použit́ım linearizace Taylorovo rozvojem prvńıho řádu při výpočtu prediktivńıch moment̊u
měřeńı (4.1.21)–(4.1.23)
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je výsledná filtračńı hustota pouze gaussovskou aproximaćı skutečné, obecně negaussovské,
podmı́něné hustoty.
Prediktivńı hustota v čase k+1 je aproximována gaussovskou hustotou pA(xk+1|zk) = N(xk+1 :
x̂′k+1, P

′
k+1) s aproximativńımi prediktivńımi momenty stavu

x̂′k+1 = E[xk+1|zk]
= E[fk(xk) + wk|zk]
= E[fk(xk)|zk]
≈ E[fk(x̂k) + Fk(x̂k)(xk − x̂k)|zk]
= fk(x̂k) (4.1.24)

P ′k+1 = cov[xk+1|zk]
≈ E[(Fk(x̂k)(xk − x̂k))(Fk(x̂k)(xk − x̂k))T |zk] + E[wkw

T
k ]

= Fk(x̂k)Pk(Fk(x̂k))
T +Qk (4.1.25)

4.1.3 Vlastnosti filtru a odhadu

Filtr, který byl právě odvozen, definovaný rovnicemi (4.1.17) a (4.1.18) je nazýván rozš́ı̌rený
Kalman̊uv filtr (v anglicky psané literatuře se setkáme s pojmem

”
extended Kalman filter“

(EKF)). Jaké jsou hlavńı odlǐsnosti tohoto filtru od Kalmanova filtru.

1. Kovariančńı matice Pk, P
′
k+1 neńı možné poč́ıtat off-line, protože jsou funkcemi měřeńı na

rozd́ıl od kovariančńıch matic generovaných Kalmanovým filtrem, které nejsou na měřeńı
závislé. Předpoč́ıtáváńı tedy neńı možné.

2. Filtračńı a prediktivńı hustoty jsou pouze aproximace skutečných hustot daných
exaktńım řešeńım problému na rozd́ıl od hustot generovaných Kalmanovým filtrem, které
představuj́ı exaktńı řešeńı problému. Jelikož zvolená aproximace je prováděna v jednom
bodě stavového prostoru, maj́ı výsledky tohoto filtru pouze lokálńı platnost. Proto tento
filtr můžeme chápat jako lokálńı. Zároveň poznamenejme, že v tomto př́ıpadě neńı,
z d̊uvodu aproximaćı, zaručena konvergence odhadu stavu, tak jak byla diskutována pro
Kalman̊uv filtr.

Rozš́ı̌rený Kalman̊uv filtr se často využ́ıvá v technických aplikaćıch, např. v úloze navigace
a sledováńı [86], [87], ale též spolu s bayesovským př́ıstupem v ekonometrii, např. [37], [38].
Poznamenejme, že v př́ıpadě výskytu neznámých parametr̊u v (4.1.1), (4.1.2), můžeme rozš́ı̌rit
stavový vektor o tyto parametry a pak odhadovat rozš́ı̌rený stav pomoćı rozš́ı̌reného Kalmanova
filtru.

Poznámka . Jak jsme v této kapitole viděli, nepř́ımý př́ıstup k návrhu rozš́ı̌reného Kalmanova
filtru vede opět ke stejným vztah̊um jako př́ımý př́ıstup, avšak umožňuje snazš́ı odvozeńı. Proto
v následuj́ıćıch kapitolách bude uvažován pouze nepř́ımý zp̊usob odvozeńı ostatńıch lokálńıch
filtr̊u.

4.2 Filtr druhého řádu

Linearizace nelineárńıch funkćı Taylorovo rozvojem prvńıho řádu může být v mnoha situaćıch
nedostatečně přesná a ve svém d̊usledku může vést k divergenci odhadu filtru. Proto byl navržen
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filtr druhého řádu, v anglicky psané literatuře označovaný
”
second-order (extended) Kalman

filter“, kde nelineárńı funkce jsou aproximovány Taylorovou řadou ovšem s ponecháńım i člen̊u
druhého řádu.
Uvažujme tedy následuj́ıćı aproximaci nelineárńı funkce hk(xk) Taylorovo rozvojem druhého
řádu

hk(xk) ' hk(x̂′k) +Hk(x̂
′
k)(xk − x̂′k) +

1

2
h̄k (4.2.1)

kde x̂′k, hk(·), Hk(·) jsou shodné s podkapitolou 4.1 a h̄k je vektor kvadratických člen̊u
závisej́ıćıch na Hessiánu, tj. na druhých derivaćıch nelineárńı funkce v rovnici měřeńı hk(·).
Vektor kvadratických člen̊u je definován pro

hk(·)
4
=


h1,k(·)
h2,k(·)

...
hnz,k(·)


následuj́ıćım zp̊usobem

Mi,k
4
=
∂2hi,k
∂x2

k

| x̂′k =


∂2hi,k
∂x1∂x1

∂2hi,k
∂x1∂x2

. . .
∂2hi,k
∂x1∂xnx

∂2hi,k
∂x2∂x1

∂2hi,k
∂x2∂x2

. . .
∂2hi,k
∂x2∂xnx

...
...

. . .
...

∂2hi,k
∂xnx∂x1

. . . . . .
∂2hi,k

∂xnx∂xnx

 , i = 1, 2, ..., nz (4.2.2)

h̄i,k
4
= (xk − x̂′k)TMi,k(xk − x̂′k) (4.2.3)

h̄k
4
=


h̄1,k

h̄2,k
...

h̄nz,k


Pak můžeme aproximaci hk(xk) zapsat následuj́ıćım zp̊usobem

hk(xk) ' hk(x̂′k) +Hk(x̂
′
k)(xk − x̂′k) +

1

2
h̄k (4.2.4)

Protože v (4.2.3) se vyskytuj́ı členy druhého řádu, analytický výpočet filtračńı hustoty by nebyl
možný. Když však nahrad́ıme kvadratickou formu v (4.2.3) jej́ı očekávanou hodnotou, dostaneme

h̄i,k = (xk − x̂′k)TMi,k(xk − x̂′k) ' tr(P ′kMi,k)
4
= h̄a,i,k (4.2.5)

Označme nyńı

h̄a,k = [h̄a,1,k, h̄a,2,k, ..., h̄a,nz,k]
T (4.2.6)

a (4.2.4) lze zapsat

hk(xk) ' hk(x̂′k) +Hk(x̂
′
k)(xk − x̂′k) +

1

2
h̄a,k (4.2.7)

Z (4.2.7) je vidět, že se jedná o lineárńı funkci xk, protože všechny daľśı členy jsou v kroku
k − 1 známy. Můžeme tedy použ́ıt opět analogicky jako v kapitole třet́ı stejný zp̊usob odvozeńı
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filtračńı hustoty pravděpodobnosti a pro časový okamžik k dostaneme

pA(xk | zk) = N(xk : x̂k, Pk) (4.2.8)

x̂k = x̂′k + P ′kH
T
k (x̂′k)[Hk(x̂

′
k)P

′
kH

T
k (x̂′k) +Rk]

−1[zk − hk(x̂′k)−
1

2
h̄ak] (4.2.9)

Pk = P ′k − P ′kHT
k (x̂′k)[Hk(x̂

′
k)P

′
kH

T
k (x̂′k) +Rk]

−1H(x̂′k)P
′
k (4.2.10)

Vid́ıme, že oproti rozš́ı̌renému Kalmanovu filtru docháźı ke změně v inovačńı posloupnosti
v rovnici (4.2.9).

Pro výpočet predikce pokračujme v duchu předchoźı části této podkapitoly. Vyjádřeme Taylor̊uv
rozvoj funkce fk(·)

fk(xk) ' fk(x̂k) + Fk(x̂k)(xk − x̂k) +
1

2
f̄k. (4.2.11)

kde

f̄k
4
=


f̄1,k

f̄2,k
...

f̄nx,k


f̄i,k

4
= (xk − x̂k)TNi,k(xk − x̂k) (4.2.12)

Ni,k
4
=
∂2fi,k
∂x2

k

| x̂k =


∂2fi,k
∂x1∂x1

∂2fi,k
∂x1∂x2

. . .
∂2fi,k
∂x1∂xnx

∂2fi,k
∂x2∂x1

∂2fi,k
∂x2∂x2

. . .
∂2fi,k
∂x2∂xnx

...
...

. . .
...

∂2fi,k
∂xn∂x1

. . . . . .
∂2fi,k

∂xnx∂xnx

 , i = 1, 2, ..., nx (4.2.13)

Odstraněńım nelinearit ustředněńım (4.2.12) dostaneme

f̄a,i,k = tr(PkNi,k) (4.2.14)

f̄a,k = [f̄a,1,k, f̄a,2,k, ..., f̄a,nx,k]
T (4.2.15)

Nyńı můžeme přepsat (4.2.11) na

fk(xk) ' fk(x̂k) + Fk(x̂k)(xk − x̂k) +
1

2
f̄a,k (4.2.16)

To je opět lineárńı funkce xk, protože všechny ostatńı veličiny jsou v kroku k známé. Tud́ıž
můžeme dosadit do bayesovských vztah̊u a analogicky jako ve třet́ı kapitole odvodit prediktivńı
hustotu pravděpodobnosti.

pA(xk+1 | zk) = N(xk+1 : x̂′k+1, P
′
k+1) (4.2.17)

x̂′k+1 = fk(x̂k) +
1

2
f̄a,k (4.2.18)
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P ′k+1 = Fk(x̂k)PkF
T
k (x̂k) +Qk (4.2.19)

Rovnice pro kovariančńı matici je formálně shodná s rozš́ı̌reným Kalmanovo filtrem a středńı
hodnota je modifikována o člen závisej́ıćı na druhých derivaćıch f̄ak. Připomeňme, že se jedná
opět o lokálńı filtr a źıskané hustoty pravděpodobnosti ve formě gaussovských rozložeńı jsou
pouze aproximace skutečných explicitně neznámých hustot pravděpodobnosti. Poznamenejme,
že v literatuře lze naj́ıt i jiné zp̊usoby odvozeńı vedoućı na algoritmus, kde i kovariančńı matice
záviśı na Hessiánu nelineárńıch funkćı, např. [88].

4.3 Diferenčńı filtr prvńıho řádu

Doposud představené lokálńı filtry byly navrženy v 60. či 70. letech 20. stolet́ı. Návrh filtr̊u byl
založen na Taylorově rozvoji nelineárńıch funkćı v popisu systému, tedy na nutnosti výpočtu
prvńıch, popř. druhých derivaćı nelineárńıch funkćı. Pro některé funkce však derivace nemuśı
být definována či jej́ı výpočet může být zdlouhavý (např. pro mnohorozměrné modely). V tom
lze spatřit hlavńı motivaci návrhu, tzv. bezderivačńıch lokálńıch filtr̊u, které jsou od začátku 21.
stolet́ı v literatuře intenzivně rozv́ıjeny. Základńı idee bezderivačńıch filtr̊u budou představeny
v této a v následuj́ıćıch kapitolách.

Začněme diferenčńım filtrem prvńıho řádu [90], [93]. Tento filtr, v anglicky psané literatuře
označovaný jako

”
divided diference filter“, je alternativou k rozš́ı̌renému Kalmanovu filtru, kdy

namı́sto Taylorova rozvoje je použita tzv. Stirlingova interpolace k linearizaci nelineárńıch funkćı.
Stirlingovu interpolaci si můžeme představit jako Taylor̊uv rozvoj, kde derivace jsou nahrazeny
diferencemi.
Pro odvozeńı filtračńıho kroku předpokládejme dostupný prediktivńı odhad stavu

p(xk|zk−1) = N(xk : x̂′k, P
′
k) (4.3.1)

a zaved’me následuj́ıćı lineárńı transformaci stavu

χk = (S′k)
−1xk (4.3.2)

kde S′k je rozklad (nebo-li odmocnina) prediktivńı kovariančńı matice P ′k takový, že

P ′k = S′k(S
′
k)
T (4.3.3)

Odmocnina může být spočtena např. Choleského dekompozićı nebo singulárńım rozkladem
(v prostřed́ı MATLAB R© lze využ́ıt funkce chol nebo svd). S ohledem na (4.3.1) je predik-
tivńı hustota pravděpodobnosti χk (4.3.2) dána normálńı hustotou pravděpodobnosti

p(χk|zk−1) = N(χk : χ̂′k, I) (4.3.4)

kde χ̂′k = (S′k)
−1x̂′k. Význam této transformace spoč́ıvá v tom, že prvky vektoru χk jsou nezávislé

a maj́ı jednotkovou varianci. V konečném d̊usledku nám tato transformace umožńı odlǐsný a
v literatuře preferovaný zp̊usob odvozeńı, než tomu bylo u rozš́ı̌reného Kalmanova filtru.
S přihlédnut́ım k transformaci (4.3.2) může být rovnice měřeńı (4.1.2) zapsána ve formě

zk = hk(xk) + vk

= hk(S
′
kχk) + vk

= h̃k(χk) + vk (4.3.5)
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Stirlingova interpolace prvńıho řádu nelineárńı funkce v rovnici měřeńı (4.3.5) v okoĺı linea-
rizačńıho bodu χ̂′k je dána

h̃k(χk) ≈ h̃k(χ̂′k) + H̃k(χ̂
′
k, κ)(χk − χ̂′k) (4.3.6)

kde matice nz/nx prvńıch diferenćı je

H̃k(χ̂
′
k, κ) =


h̃1,k(χ̂′k+κe1)−h̃1,k(χ̂′k−κe1)

2κ . . .
h̃1,k(χ̂′k+κenx)−h̃1,k(χ̂′k−κenx)

2κ
...

. . .
...

h̃nz,k(χ̂′k+κe1)−h̃nz,k(χ̂′k−κe1)
2κ . . .

h̃nz,k(χ̂′k+κenx)−h̃nz,k(χ̂′k−κenx)
2κ

 (4.3.7)

a κ je tzv. škálovaćı parametr, jehož volba je diskutována později.
Pak filtračńı hustota stavu v časovém okamžiku k je dána pA(xk|zk) = N(xk : x̂k, Pk) s momenty

x̂k = x̂′k + P ′xz,k(P
′
z,k)
−1(zk − ẑ′k) (4.3.8)

Pk = P ′k − P ′xz,k(P ′z,k)−1(P ′xz,k)
T (4.3.9)

kde prediktivńı středńı hodnota měřeńı, s uvažováńım Stirlingovy interpolace (4.3.6), je

ẑ′k = E[zk|zk−1]

= E[hk(xk)|zk−1] = E[h̃k(χk)|zk−1]

≈ E[h̃k(χ̂
′
k) + H̃k(χ̂

′
k, κ)(χk − χ̂′k)|zk−1]

= h̃k(χ̂
′
k) (4.3.10)

Tu lze, využit́ım (4.3.2), (4.3.5), zapsat jako funkci prediktivńıch moment̊u netransformovaného
stavu

ẑ′k = h̃k((S
′
k)
−1x̂′k)

= hk(S
′
k(S
′
k)
−1x̂′k)

= hk(x̂
′
k) (4.3.11)

Podobně vypočteme prediktivńı kovariančńı matici

P ′z,k = cov[zk|zk−1] = E[(zk − E[zk|zk−1])(zk − E[zk|zk−1])T |zk−1]

≈ E[(H̃k(χ̂
′
k, κ)(χk − χ̂′k))(H̃k(χ̂

′
k, κ)(χk − χ̂′k)|zk−1] + E[vkv

T
k ]

= H̃k(χ̂
′
k, κ)I(H̃k(χ̂

′
k, κ))T +Rk

= Hk(x̂
′
k, κ)(Hk(x̂

′
k, κ))T +Rk (4.3.12)

kde, dle (4.3.2), (4.3.5),

Hk(x̂
′
k, κ) =


h1,k(x̂′k+κs′k,1)−h1,k(x̂′k−κs

′
k,1)

2κ . . .
h1,k(x̂′k+κs′k,nx)−h1,k(x̂′k−κs

′
k,nx)

2κ
...

. . .
...

hnz,k(x̂′k+κs′k,1)−hnz,k(x̂′k−κs
′
k,1)

2κ . . .
hnz,k(x̂′k+κs′k,nx)−hnz,k(x̂′k−κs

′
k,nx)

2κ

 (4.3.13)

a s′k,i je i-tý sloupec matice S′k. Výpočet vzájemné kovariančńı matice je pak

P ′xz,k = cov[xk, zk|z−1] = E[(xk − x̂′k)(zk − E[zk|z−1])T |zk−1]

≈ E[(S′k(χk − χ̂′k))(H̃k(χ̂
′
k, κ)(χk − χ̂′k))T |zk−1]

= S′k(H̃k(χ̂
′
k, κ))T = S′k(Hk(x̂

′
k, κ))T (4.3.14)
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Porovnejme vztahy pro výpočet prediktivńıch moment̊u rozš́ı̌reného Kalmanova filtru (4.1.21)–
(4.1.22) a diferenčńıho filtru (4.3.10)–(4.3.14). Vid́ıme, že vztahy pro výpočet středńı hodnoty
jsou totožné, zat́ımco vztahy pro výpočet kovariančńıch matic se významně lǐśı. Kovariančńı
matice predikce měřeńı pro rozš́ı̌rený Kalman̊uv filtr jsou lineárńı funkćı prediktivńı matice P ′k,
zat́ımco pro diferenčńı lokálńı filtr jsou nelineárńı.
Využit́ım analogického př́ıstupu k odvozeńı prediktivńı středńı hodnoty měřeńı (4.3.11) a ko-
variančńı matice měřeńı (4.3.12), jsou momenty prediktivńı hustoty stavu pro časový okamžik
k+1, tj., pA(xk+1|zk) = N(xk+1 : x̂′k+1, P

′
k+1), založeny na aproximaci nelineárńı funkce v rovnici

dynamiky (4.3.1) pomoćı Stirlingovy interpolace prvńıho řádu v okoĺı bodu χ̂k = (Sk)
−1x̂k

f̃k(χk) ≈ f̃k(χ̂k) + F̃k(χ̂k, κ)(χk − χ̂k) (4.3.15)

kde χk = (Sk)
−1xk, Sk je odmocnina matice Pk taková, že Pk = Sk(Sk)

T , p(χk|zk−1) = N(χk :
χ̂k, I) s χ̂k = (Sk)

−1x̂k, f̃k(χk) = fk(Skχk) a F̃k(χ̂
′
k, κ) je matice nx/nx prvńıch diferenćı

definovaná

F̃k(χ̂k, κ) =


f̃1,k(χ̂k+κe1)−f̃1,k(χ̂k−κe1)

2κ . . .
f̃1,k(χ̂k+κenx)−f̃1,k(χ̂k−κenx)

2κ
...

. . .
...

f̃nx,k(χ̂k+κe1)−f̃nx,k(χ̂k−κe1)
2κ . . .

f̃nx,k(χ̂k+κenx)−f̃nx,k(χ̂k−κenx)
2κ

 (4.3.16)

Prediktivńı středńı hodnotu a kovariančńı matici lze spoč́ıtat následuj́ıćım zp̊usobem

x̂′k+1 = E[xk+1|zk]
= E[fk(xk)|zk] = E[f̃k(χk)|zk]
≈ E[f̃k(χ̂k) + F̃k(χ̂k, κ)(χk − χ̂k)|zk]
= f̃k(χ̂k)

= fk(x̂k) (4.3.17)

P ′k+1 = cov[xk+1|zk−1] = E[(xk+1 − E[xk+1|zk])(xk+1 − E[xk+1|zk])T |zk]
≈ E[(F̃k(χ̂k, κ)(χk − χ̂k))(F̃k(χ̂k, κ)(χk − χ̂k))T |zk] + E[wkw

T
k ]

= F̃k(χ̂k, κ)I(F̃k(χ̂k, κ))T +Qk

= Fk(x̂k, κ)(Fk(x̂k, κ))T +Qk (4.3.18)

kde

Fk(x̂k, κ) =


f1,k(x̂k+κsk,1)−f1,k(x̂k−κsk,1)

2κ . . .
f1,k(x̂k+κsk,nx)−f1,k(x̂k−κsk,nx)

2κ
...

. . .
...

fnx,k(x̂k+κsk,1)−fnx,k(x̂k−κsk,1)
2κ . . .

fnx,k(x̂k+κsk,nx)−fnx,k(x̂k−κsk,nx)
2κ

 (4.3.19)

a sk,i je i-tý sloupec matice Sk.
Vztahy (4.3.8)–(4.3.14), (4.3.17) a (4.3.18) tak představuj́ı algoritmus diferenčńıho filtru. Pro
jeho implementaci je nutné specifikovat škálovaćı parametr κ. Lze ukázat, že vhodnou volbou
parametru je κ =

√
3 [90]. Detailńı diskuze k volbě parametru spolu s doporučeńımi volby může

být nalezena např. v [94].
Závěrem poznamenejme, že v publikaci [90] byl odvozen i diferenčńı filtr druhého řádu, který
je založen na Stirlingově interpolaci druhého řádu a poskytuje v mnoha př́ıpadech lepš́ı kvalitu
odhadu.
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Poznámka . Odvozeńı diferenčńıch filtr̊u je založeno na lineárńı transformaci stavu (4.3.2).
Transformace může být chápána jako stochastické rozvazbeńı (z anglického výrazu

”
stochastic

decoupling“) element̊u náhodné veličiny xk vedoućı na náhodnou proměnnou χk. Ta má pak
jednotkovou kovariančńı matici, což umožńı snadnou a zejména konstantńı volbu škálovaćıho
parametru κ pro všechny časové okamžiky. Samozřejmě, odvozeńı diferenčńıch filtr̊u by bylo
možné i bez této transformace, avšak v tomto př́ıpadě by bylo nutné volit proměnný škálovaćı
parametr, a to právě v závislosti na aktuálńı kovariančńı matici P ′k veličiny xk (č́ım větš́ı je
P ′k, t́ım větš́ı je stavový prostor, ve kterém se skutečný stav xk může nacházet a t́ım je tedy
nutné zvětšit oblast pomoćı parametru κ, kde nelineárńı funkce je aproximována Stirlingovo
interpolaćı).

Př́ıklad 4.3.1 Stirlingova interpolace může být chápána jak Taylor̊uv rozvoj, kde derivace jsou
nahrazeny diferencemi. Pro lepš́ı představu a ilustraci, uvažujme následuj́ıćı filtračńı odhad

p(xk|zk) = N(xk : x̂k, Pk) = N(xk : 1, 1) (4.3.20)

a následuj́ıćı nelineárńı funkci ve stavové rovnici

fk(xk) = sin(x2
k) (4.3.21)

Taylor̊uv rozvoj funkce fk(xk) v okoĺı nejlepš́ıho odhadu stavu x̂k vede na lineárńı vztah

fk(xk) ≈ fk(x̂k) + dfk(xk)
dxk
|xk=x̂k(xk − x̂k)

= sin(x̂2
k) + 2x̂k cos(x̂2

k)(xk − x̂k)
= 0.8415 + 1.0806(xk − 1) (4.3.22)

Naproti tomu Stirlingova interpolace se škálovaćım parametrem κ =
√

3 vede na následuj́ıćı
lineárńı funkci

fk(xk) ≈ fk(x̂k) + Fk(x̂k, κ)(xk − x̂k)

= fk(x̂k) +
fk(x̂k + κSk)− fk(x̂k − κSk)

2κ
(xk − x̂k)

= sin(x̂2
k) +

sin
(
(x̂k + κSk)

2
)
− sin

(
(x̂k − κSk)2

)
2κ

(xk − x̂k)

= 0.8415 + 0.1196(xk − 1) (4.3.23)

Obě linearizace tedy vedou k poměrně odlǐsným lineárńım funkćım. Nelineárńı funkce, jej́ı li-
nearizace, chyby linearizaćı a filtračńı hustota pravděpodobnosti jsou znázorněny na obr. 4.1.
Lze vidět, že Taylor̊uv rozvoj má menš́ı chybu v bĺızkém okoĺı linearizačńıho bodu, zat́ımco
Stirlingova interpolace je

”
přesněǰśı“ v širš́ım okoĺı.

4.4 Unscentovaný Kalman̊uv filtr

Unscentovaný Kalman̊uv filtr, pro který se v anglicky psané literatuře vžil pojmem
”
unscented

Kalman filter“, je daľśım zástupcem bezderivačńıch filtr̊u. Unscentovaný filtr je však založen na
odlǐsné myšlence od rozš́ı̌reného Kalmanova filtru a diferenčńıho filtru; při návrhu filtru neńı
aproximována nelineárńı funkce, ale je aproximován popis odhadu stavu množinou determinis-
ticky volených bod̊u [91], [93], [94], [88], [96], [97].
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Obrázek 4.1: Ilustrace linearizace nelineárńı funkce Taylorovo rozvojem a Stirlingovo interpolaćı

Filtračńı krok unscentovaného filtru spoč́ıvá opět ve výpočtu moment̊u aproximativńı filtračńı
hustoty pravděpodobnosti pA(xk|zk) = N(xk : x̂k, Pk), kde

x̂k = x̂′k + P ′xz,k(P
′
z,k)
−1(zk − ẑ′k) (4.4.1)

Pk = P ′k − P ′xz,k(P ′z,k)−1(P ′xz,k)
T (4.4.2)

Výpočet prediktivńıch moment̊u odhadu měřeńı vycháźı z aproximace prediktivńı hustoty
pravděpodobnosti pA(xk|zk−1) = N(xk : x̂′k, P

′
k) množinou deterministicky volených vážených

bod̊u, tzv. sigma-bod̊u, a jejich transformace přes nezměněnou nelineárńı funkci v rovnici měřeńı.
Tedy, mějme prediktivńı hustotu pravděpodobnosti stavu a definujme množinu (2nx+1) sigma-
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bod̊u dle následuj́ıćıch vztah̊u

X ′k,0 = x̂′k (4.4.3)

X ′k,i = x̂′k +
√
nx+ κs′k,i, i = 1, . . . , nx (4.4.4)

X ′k,j = x̂′k −
√
nx+ κs′k,j−nx, j = nx+ 1, . . . , 2nx (4.4.5)

kde s′k,i je i-tý sloupec matice S′k splňuj́ıćı rovnost S′k(S
′
k)
T = P ′k a κ je opět škálovaćı parametr,

jehož volba je diskutována později. Každý bod je asociován s váhou

W0 =
κ

nx+ κ
(4.4.6)

Wi =
1

2(nx+ κ)
, i = 1, . . . , 2nx (4.4.7)

Všimněme si kĺıčové vlastnosti množiny vážených sigma-bod̊u {X ′k,i,Wi}2nxi=0 , kterou je zachováńı

prvńıch dvou moment̊u prediktivńı hustoty pravděpodobnosti pA(xk|zk−1) = N(xk : x̂′k, P
′
k), tj.

středńı hodnota a kovariančńı matice množiny bod̊u je

2nx∑
i=0

WiX ′k,i = x̂′k

2nx∑
i=0

Wi(X ′k,i − x̂′k)(X ′k,i − x̂′k)T = P ′k

Pak, jsou sigma-body transformovány přes nezměněnou nelineárńı funkci v rovnici měřeńı (4.1.2)

Z ′k,i = hk(X ′k,i), i = 0, 1, . . . , 2nx (4.4.8)

a na jejich základě jsou vypočteny požadované prediktivńı charakteristiky měřeńı dle

ẑ′k =
2nx∑
i=0

WiZ ′k,i (4.4.9)

P ′z,k =

2nx∑
i=0

Wi(Z ′k,i − ẑ′k)(Z ′k,i − ẑ′k)T +Rk (4.4.10)

P ′xz,k =

2nx∑
i=0

Wi(X ′k,i − x̂′k)(Z ′k,i − ẑ′k)T (4.4.11)

Prediktivńı charakteristiky měřeńı (4.4.9)–(4.4.11) jsou použity ve vztaźıch (4.4.1), (4.4.2) a t́ım
konč́ı filtračńı krok unscentovaného filtru.
Výpočet moment̊u prediktivńı hustoty pravděpodobnosti pA(xk+1|zk) = N(xk : x̂′k+1, P

′
k+1)

startuje výpočtem filtračńı množiny sigma-bod̊u na základě filtračńıch moment̊u dle

Xk,0 = x̂k (4.4.12)

Xk,i = x̂k +
√
nx+ κsk,i, i = 1, . . . , nx (4.4.13)

Xk,j = x̂k −
√
nx+ κsk,j−nx, j = nx+ 1, . . . , 2nx (4.4.14)

kde sk,i je i-tý sloupec matice Sk splňuj́ıćı rovnost SkS
T
k = Pk. Poznamenejme, že váhy jsou

funkćı dimenze stavu a konstantńıho škálovaćıho parametru, proto je stač́ı vypoč́ıtat jen jednou.
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Filtračńı sigma-body jsou transformovány přes nezměněnou nelineárńı funkci v rovnici dynamiky
(4.1.1)

X ′k+1,i = fk(Xk,i), ∀i (4.4.15)

a na jejich základě jsou vypočteny požadované prediktivńı charakteristiky stavu

x̂′k+1 =

2nx∑
i=0

WiX ′k+1,i (4.4.16)

P ′k+1 =
2nx∑
i=0

Wi(X ′k+1,i − x̂′k+1)(X ′k+1,i − x̂′k+1)T +Qk (4.4.17)

Vztahy (4.4.1)–(4.4.11) a (4.4.12)-(4.4.17) reprezentuj́ı algoritmus unscentovaného Kalmanova
filtru. Škálovaćı parametr nutný pro výpočet sigma-bod̊u a vah lze, dle analýzy v [91], [94],
zvolit κ = 3 − nx, pokud nx ≤ 3, nebo κ = 0, pokud nx > 3. Závěrem poznamenejme, že
kvalitou odhadu je unscentovaný filtr srovnatelný s filtrem druhého řádu.

Poznámka . Unscentovaný filtr lze považovat za zástupce širš́ı tř́ıdy lokálńıch filtr̊u označovaných
jako sigma-bodové filtry. Ty jsou založeny na aproximaci integrálu nelineárńı funkce s gaussov-
skou váhou, které se vyskytuj́ı při návrhu lokálńıch filtr̊u. Např. výpočet prediktivńı středńı
hodnoty stavu lze zapsat

x̂′k+1 = E[xk+1|zk] = E[fk(xk)|zk] (4.4.18)

≈
∫
fk(xk)pA(xk|zk)dxk (4.4.19)

=

∫
fk(xk)N(xk : x̂k, Pk)dxk (4.4.20)

Řešeńı tohoto typu integrálu bylo v literatuře věnováno mnoho úsiĺı již od 19. stolet́ı a bylo
navrženo velké množstv́ı tzv. kvadraturńıch či kubaturńıch integračńıch pravidel. Všechna inte-
gračńı pravidla lze zapsat ve tvaru∫

fk(xk)N(xk : x̂k, Pk)dxk ≈
m∑
i=1

ωifk(χk,i) (4.4.21)

kde {χk,i, ωi}mi=1 je množina kvadraturńıch či kubaturńıch bod̊u s př́ıslušnými váhami. Právě
výpočet bod̊u a vah je to, co odlǐsuje jednotlivá integračńı pravidla. Poznamenejme také, že
pro určitý typ nelineárńıch funkćı fk(·), jakými jsou např́ıklad polynomiálńı funkce, poskytuj́ı
kvadraturńı či kubaturńı pravidla přesné výsledky. Vı́ce o použit́ı integračńıch pravidel v návrhu
lokálńıch filtr̊u a jejich přesnosti lze naj́ıt např. v [92], [95].

Poznámka . Ačkoliv základńı idee unscentovaného a diferenčńıho filtru (druhého řádu) jsou
odlǐsné a stejně tak i zp̊usob jejich odvozeńı je odlǐsný, je pozoruhodné, že výsledné algoritmy
jsou, za určitých podmı́nek, totožné [93].

4.5 Iteračńı filtr

Použ́ıvaný bayesovský př́ıstup umožňuje sledovat odděleně problém filtrace a jednokrokové
predikce. Dále umožňuje sledovat, jak nová informace ve formě měřeńı ovlivňuje filtračńı
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hustotu. Rovněž je zřejmé, jakým zp̊usobem se projev́ı linearizace v bodě nejlepš́ıho odhadu
ve smyslu středńı hodnoty při syntéze filtru. Pod́ıvejme se bĺıže na vztahy definuj́ıćı filtračńı
gaussovskou hustotu pro středńı hodnotu a kovarianci rozš́ı̌reného Kalmanova filtru

x̂k = x̂′k + P ′kH
T
k (x̂′k)[Hk(x̂

′
k)P

′
kH

T
k (x̂′k) +Rk]

−1[zk − hk(x̂′k)] (4.5.1)

Pk = P ′k − P ′kHT
k (x̂′k)[Hk(x̂

′
k)P

′
kH

T
k (x̂′k) +Rk]

−1Hk(x̂
′
k)P

′
k (4.5.2)

Je zřejmé, že x̂k obsahuje v́ıce informace o xk než x̂′k. Ale linearizace byla provedena v x̂′k.
Toho můžeme využ́ıt a, obrazně řečeno, provést linearizaci v kroku k znovu, ale v bodě x̂k.
T́ım bychom dostali novou hodnotu odhad̊u a tento postup bychom mohli opakovat tak dlouho,
dokud by rozd́ıl následuj́ıćıch dvou odhad̊u nebyl menš́ı než předem dané ε.
V literatuře lze nalézt mnoho př́ıstup̊u realizuj́ıćıch zmı́něný koncept. Zde uvedeme pouze
výsledný algoritmus př́ıstupu, který hledá optimálńı odhad stavu ve smyslu maximálńı
věrohodnosti pomoćı Newton-Raphsonova iteračńıho optimalizačńıho algoritmu. Odvozeńı, které
je mimo rozsah těchto skript, a daľśı možné př́ıstupy lze nalézt např. v [4], [12], [96], [97].
Rekurzivńı maximalizace věrohodnostńı funkce ve výsledku spoč́ıvá v iterováńı následuj́ıćıch
rovnic

x̂i+1
k = x̂′k + P ′kH

T
k (x̂ik)[Hk(x̂

i
k)P

′
kH

T
k (x̂ik) +Rk]

−1[zk − hk(x̂′k)−Hk(x̂
i
k)(x̂

′
k − x̂ik)] (4.5.3)

P i+1
k = P ′k − P ′kHT

k (x̂ik)[Hk(x̂
i
k)P

′
kH

T
k (x̂ik) +Rk]

−1Hk(x̂
i
k)P

′
k (4.5.4)

pro i = 1, 2, 3, . . . , imax s počátečńı podmı́nkou

x̂1
k = x̂′k (4.5.5)

Iterace bude ukončena, když

‖x̂i+1
k − x̂ik‖2 < ε, ε > 0 (4.5.6)

a hodnota i + 1, kdy došlo k ukončeńı iterace, bude značena imax. Tyto rovnice tak definuj́ı
filtračńı krok iteračńıho filtru. Je velmi zaj́ımavé, že i když se jedná o odlǐsný př́ıstup k návrhu
filtru, filtračńı krok iteračńıho filtru v sobě zahrnuje filtračńı krok rozš́ı̌reného Kalmanova filtru
jako speciálńı př́ıpad, když i = 1.
Podobnou úvahu nelze aplikovat pro predikci, protože predikce neoperuje s žádnou informaćı z
reality. To znamená, že vztahy pro predikci budou shodné se vztahy u rozš́ı̌reného Kalmanova
filtru. Tedy

x̂′k+1 = fk(x̂k) (4.5.7)

P ′k+1 = Fk(x̂k)PkF
T
k (x̂k) +Qk (4.5.8)

kde

x̂k = x̂imaxk (4.5.9)

Pk = P imaxk (4.5.10)

Vztahy (4.5.1)–(4.5.10) definuj́ı iteračńı filtr, v anglicky psané literatuře označovaného jako

”
iterated extended Kalman filter“. Tento filtr je jistým vylepšeńım rozš́ı̌reného Kalmanova

filtru, jelikož zpřesňuje lokálńı aproximaci při výpočtu filtračńıho odhadu. Nicméně jedná se
opět o lokálńı aproximaci a rovněž konvergence odhadu opět neńı zaručena. Poznamenejme, že
v literatuře můžeme nalézt i iteračńı filtr využ́ıvaj́ıćı jiné aproximace než je Taylor̊uv rozvoj
prvńıho řádu, jako např́ıklad unscentovanou transformaci.
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Kapitola 5

Nelineárńı filtrace s danou
strukturou hustot pravděpodobnosti

V této kapitole bude zachován základńı rámec úlohy estimace využ́ıvaj́ıćı bayesovský př́ıstup
a zd̊urazňuj́ıćı analytické řešeńı problému. Zároveň však na rozd́ıl od předchoźı kapitoly
budeme klást větš́ı d̊uraz na kvalitu odhadu a proto přejdeme od lokálńıch filtr̊u k filtr̊um
globálńım [6], [7], [14], [36], [42], [43], [44], [45], [46], [47]. Linearizace v jednom bodě stavového
prostoru vedoućı na lokálńı filtry bude nahrazena v́ıcenásobnou linearizaćı pokrývaj́ıćı větš́ı
část stavového prostoru. Odhad stavu, at’ už ve smyslu źıskáńı hustoty pravděpodobnosti či
bodového odhadu, bude prováděn jak pro nelineárńı systémy, tak pro lineárńı negaussovské
systémy, jelikož i v těchto př́ıpadech nelze vystačit se standardńı lineárńı filtraćı. Základńım
stavebńım kamenem navrhovaných filtr̊u bude Kalman̊uv filtr a rozš́ı̌rený Kalman̊uv filtr.
Základńım předpokladem pro popis náhodných veličin bude možnost zavedeńı hustoty ve tvaru
součtu normálńıch rozděleńı [39], [40], [41], [42].

5.1 Základńı formulace úlohy

Vrat’me se k systému popsanému vztahy (4.1.1), (4.1.2) (nelineárńı dynamika, nelineárńı
měřeńı) se stavovým šumem (4.1.4) a šumem měřeńı (4.1.5), tedy k úloze, která je formulovaná
v úvodu podkapitoly 4.1. Na rozd́ıl od úlohy v 4.1 předpokládejme, že počátečńı stav je popsán
hustotou pravděpodobnosti ve tvaru součtu normálńıch rozděleńı. Takový typ rozděleńı začal
použ́ıvat na poli estimace [41] a později [48], [39].

Uvažujme, známou hustotu pravděpodobnosti počátečńıho stavu ve formě směsi normálńıch
rozděleńı

p(x0 | z−1) =

ξ′0∑
i=1

α′0iN(x0 : x̂
′
0i, P

′
0i) (5.1.1)

kde α′0i jsou váhové koeficienty, pro které plat́ı

ξ′0∑
i=1

α′0i = 1 α′0i > 0

Hustotu pravděpodobnosti (5.1.1) lze chápat bud’ jako
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• exaktně danou hustotu (např. pro modelováńı odlehlých chyb měřeńı, jak je diskutováno
v podkapitole 6.5) nebo

• aproximaci skutečné negaussovské hustoty charakterizuj́ıćı počátečńı stav systému (jak je
diskutováno v podkapitole 6.4 a praćıch [40], [35], [49], [115]).

Předpoklad počátečńı podmı́nky ve formě směsi normálńıch rozložeńı nám umožńı plynulý
přechod od lokálńıch filtr̊u, předevš́ım reprezentovaných rozš́ı̌reným Kalmanovým filtrem k
filtr̊um kvalitativně vyšš́ıho typu.

Pro odvozeńı filtračńı a prediktivńı hustoty pravděpodobnosti užijeme opět bayesovské vztahy
a výsledky třet́ı a čtvrté kapitoly. Začneme filtračńı hustotou pro k = 0.

Hustotu pravděpodobnosti měřeńı můžeme snadno určit

p(z0 | x0) = N(z0 : h0(x0), R0) (5.1.2)

Zkušenosti źıskané ve 4. kapitole nám však ř́ıkaj́ı, že nelineárńı funkce h0(·) znemožňuje ana-
lytické řešeńı bayesovských vztah̊u. Abychom zajistili řešitelnost těchto vztah̊u, je třeba tuto
funkci vhodně aproximovat [85]. Kĺıčovou otázkou aproximace je, jak vybrat linearizačńı bod za
předpokladu počátečńı podmı́nky ve formě směsi normálńıch hustot. Odpověd’ na tuto otázku
nalezneme v následuj́ıćı části.

5.2 Filtr s v́ıcenásobnou linearizaćı

Vyjděme z formulace úlohy provedené v předchoźı podkapitole 5.1. Podle bayesovského vztahu
a pro danou formulaci úlohy dostaneme filtračńı hustotu

p(x0 | z0) =

p(x0|z−1)︷ ︸︸ ︷
ξ′0∑
i=1

α′0iN(x0 : x̂′0i, P
′
0i)

p(z0|x0)︷ ︸︸ ︷
N(z0 : h0(x0), R0)

∫ ξ′0∑
i=1

α′0iN(x0 : x̂′0i, P
′
0i)N(z0 : h0(x0), R0)dx0︸ ︷︷ ︸

p(z0|z−1)

(5.2.1)

kterou můžeme přepsat do formy

p(x0 | z0) =

∑ξ′0
i=1 α

′
0i

(
N(x0 : x̂′0i, P

′
0i)N(z0 : h0(x0), R0)

)
p(z0|z−1)

ze které lze snáze vidět, že bayesovský vztah (5.2.1) je vážený součet ξ′0 bayesovských vztah̊u
použitých při odvozeńı rozš́ı̌reného Kalmanova filtru, tj. vztahu (4.1.8). Každý d́ılč́ı vztah je
však svázán s jinou apriorńı gaussovskou hustotou pravděpodobnosti N(x0 : x̂′0i, P

′
0i).

Abychom zajistili analytickou řešitelnost tohoto vztahu, lze ξ′0-krát použ́ıt myšlenku rozš́ı̌reného
Kalmanova filtru. To znamená, že provedeme linearizaci funkce h0(x0) pro každý gaussovský
člen prediktivńı hustoty pravděpodobnosti (5.1.1) nezávisle na ostatńıch a tedy Funkci
h0(x0) linearizujeme ve všech bodech x̂′0i, pro i = 1, 2, ..., ξ′0. Tento postup je označován jako
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v́ıcenásobná linearizace [51]. Výraz (5.2.1) se pak změńı na

pA(x0 | z0) =

∑ξ′0
i=1 α

′
0iN(x0 : x̂′0i, P

′
0i)N(z0 : h0(x̂′0i) +H(x̂′0i)(x0 − x̂′0i), R0)∫ ∑ξ′0

i=1 α
′
0iN(x0 : x̂′0i, P

′
0i)N(z0 : h0(x̂′0i) +H(x̂′0i)(x0 − x̂′0i), R0)dx0

(5.2.2)

Čitatel zlomku na pravé straně (5.2.2) obsahuje členy

α′0iN(x0 : x̂′0i, P
′
0i)N(z0 : h0(x̂′0i) +H0(x̂′0i)(x0 − x̂′0i), R0)

které jsou shodné až na váhový koeficient α′0i se členem použitým při odvozeńı rozš́ı̌reného Kal-
manova filtru ve vztahu (4.1.10). To znamená, že (5.2.2) můžeme řešit ξ′0-krát aplikaćı odvozeńı
rozš́ı̌reného Kalmanova filtru. Pro i-tý rozš́ı̌rený Kalman̊uv filtr bude, s ohledem na (4.1.8),
platit pi(x0 | z0)pi(z0 | z−1) = pi(x0 | z−1)pi(z0 | x0), tedy

α′0iN(x0 : x̂0i, P0i)N(z0 : h0(x̂′0i), H(x̂′0i)P
′
0iH

T (x̂′0i) +R0)

= α′0iN(x0 : x̂′0i, P
′
0i)N(z0 : h0(x̂′0i) +H(x̂′0i)(x0 − x̂′0i), R0) (5.2.3)

Pro zjednodušeńı zápisu definujme

ζ0i
4
= N(z0 : h0(x̂′0i), H(x̂′0i)P

′
0iH

T (x̂′0i) +R0) (5.2.4)

a

ᾱ0i = α′0iζ0i (5.2.5)

Pak filtračńı hustotu můžeme zapsat t́ımto zp̊usobem

pA(x0 | z0) =

∑ξ0
i=1 ᾱ0iN(x0 : x̂0i, P0i)∑ξ0

i=1 ᾱ0i

=

ξ0∑
i=1

α0iN(x0 : x̂0i, P0i) (5.2.6)

kde x̂0i, P0i lze vypoč́ıtat shodně jako u rozš́ı̌reného Kalmanova filtru v sekci 4.1 a

α0i =
ᾱ0i∑ξ0
i=1 ᾱ0i

(5.2.7)

ξ0 = ξ′0 (5.2.8)

T́ım je ukončen výpočet aproximačńı filtračńı hustoty pravděpodobnosti. Přejděme nyńı
k prediktivńı hustotě pravděpodobnosti pro k = 1.

Vyjděme z bayesovských rekurzivńıch vztah̊u. Pro prediktivńı hustotu plat́ı

p(x1 | z0) =

∫
p(x0 | z0)p(x1 | x0)dx0 (5.2.9)

Dosazeńım z (5.2.6) a (4.1.6) dostaneme

pA(x1 | z0) =

∫ ξ1∑
i=1

α0iN(x0 : x̂0i, P0i)N(x1 : f0(x0), Q0)dx0 (5.2.10)
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kde ξ1 = ξ0. Analogickou úvahou jako při stanoveńı filtračńı hustoty (5.2.6), to jest realizaćı
v́ıcenásobné linearizace f0(x0) dostaneme

pA(x1 | z0) =

∫ ξ1∑
i=1

α0iN(x0 : x̂0i, P0i)N(x1 : f0(x̂0i)

+ F (x̂′0i)(x0 − x̂′0i), Q0)dx0 (5.2.11)

Funkce f0(x0) byla ξ′1-krát linearizována v bodech x̂0i, tedy

f0(x0) ' f0(x̂0i) + F (x̂′0i)(x0 − x̂′0i), i = 1, 2, ..., ξ1

Ve vztahu (5.2.11) můžeme zaměnit pořad́ı integrace a sumace a za integrálem dostaneme pro
i stejný výraz jako při odvozeńı prediktivńı hustoty v podkapitole 4.1. Výraz (5.2.11) můžeme
rovnou upravit na

pA(x1 | z0) =

ξ1∑
i=1

α′0i

∫
N(x0 : x̂0i, P

′
0i)N(x1 : f0(x̂0i) + F (x̂′0i)(x0 − x̂0i), Q0)dx0

=

ξ′1∑
i=1

α0iN(x1 : x̂′1i, P
′
1i) (5.2.12)

kde α0i = α′0i, ξ
′
1 = ξ1 a x̂′1i, P

′
1i se źıskaj́ı z formálně shodných vztah̊u jako v podkapitole 4.1 u

rozš́ı̌reného Kalmanova filtru.

Můžeme uzavř́ıt, že jak (5.2.6), tak (5.2.12) jsou hustoty pravděpodobnosti stejné struktury
jako hustota pravděpodobnosti počátečńıho stavu, a to vážený součet normálńıch rozložeńı.
Předchoźı postup tedy opět můžeme zobecnit pro jakýkoliv časový okamžik k. Shrňme dosažené
výsledky a použijme již časový index k.

Aproximačńı filtračńı hustota pravděpodobnosti:

pk(xk | zk) =

ξk∑
i=1

αkiN(xk : x̂0i, Pki) (5.2.13)

x̂ki = x̂′ki + P ′kiH
T (x̂′ki)[H(x̂′ki)P

′
kiH

T (x̂′ki) +Rk]
−1[zk − hk(x̂′ki)] (5.2.14)

Pki = P ′ki − P ′kiHT (x̂′ki)[H(x̂′ki)P
′
kiH

T (x̂′ki) +Rk]
−1H(x̂′ki)P

′
ki (5.2.15)

ζki = N(zk : hk(x̂
′
ki), H(x̂′ki)P

′
kiH

T (x̂′ki) +Rk) (5.2.16)

αki =
α′kiζki∑ξ′k
i=1 α

′
kiζki

(5.2.17)

ξk = ξ′k (5.2.18)
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lok. filtr 1 lok. filtr 2 lok. filtr ξk

(5.2.13)
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(5.2.19)

Filtr

Obrázek 5.2.1: Filtr s v́ıcenásobnou linearizaćı

Aproximačńı prediktivńı hustota pravděpodobnosti:

pA(xk+1 | zk) =

ξ′k+1∑
i=1

α′k+1,iN(xk+1 : x̂′k+1,i, P
′
k+1,i) (5.2.19)

x̂′k+1,i = fk(x̂ki) (5.2.20)

P ′k+1,i = F (x̂ki)PkiF
T (x̂ki) +Qk (5.2.21)

α′k+1,i = αki (5.2.22)

ξ′k+1 = ξk (5.2.23)

Vztahy (5.2.13)-(5.2.23) definuj́ı filtr, jehož blokové schema je na obr. 5.2.1, kde je zřejmé, že
informačńı tok je jednosměrný, a to od lokálńıch filtr̊u reprezentovaných rozš́ı̌renými Kalma-
novými filtry směrem ke globálńımu filtru generuj́ıćıho podmı́něné hustoty pravděpodobnosti
(5.2.13) a (5.2.19). Poznamenejme, že každý Kalman̊uv filtr vznikl linearizaćı nelinearit okolo
jiného bodu. To je motivace pro název filtr s v́ıcenásobnou linearizaćı. Poznamenejme, že tento
filtr byl publikován bez odvozeńı v [39] a v anglicky psané literatuře se můžeme setkat s názvy

”
Gaussian sum filter“ nebo

”
Gaussian mixture filter“. V literatuře se lze také setkat s př́ıstupy

k návrhu filtru s v́ıcenásobnou linearizaćı využ́ıvaj́ıćı jiné aproximačńı techniky použ́ıvané
v lokálńıch filtrech, jako např. Stirlingovu interpolaci [93].

Představený filtr s v́ıcenásobnou linearizaćı implicitně poskytuje odhady ve formě podmı́něných
hustot pravděpodobnosti. Pro následné využit́ı odhad̊u je však často nutné vypoč́ıtat bodové
odhady, např. středńı hodnotu a př́ıslušnou kovariančńı matici chyby odhadu. Výpočet
x̂k, x̂

′
k+1, Pk, P

′
k+1, tedy globálńı středńı hodnoty a kovariance, lze provést následuj́ıćım

zp̊usobem.
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x̂k = E[xk | zk] =

∫
xkpA(xk | zk)dxk

=

∫
xk

ξk∑
i=1

αkiN(xk : x̂ki, Pki)dxk

=

ξk∑
i=1

αkix̂ki (5.2.24)

x̂k+1 = E[xk+1 | zk] =

∫
xk+1pA(xk+1 | zk)dxk+1

=

∫
xk+1

ξ′k+1∑
i=1

α′k+1N(xk+1 : x̂′k+1,i, P
′
k+1,i)dxk+1

=

ξ′k+1∑
i=1

α′k+1,ix̂
′
k+1,i (5.2.25)

Pk = E[(xk − x̂k)(xk − x̂k)T | zk] =

∫
(xk − x̂k)(xk − x̂k)T pA(xk | zk)dxk

=

∫
(xk −

ξk∑
i=1

αkix̂ki)(xk −
ξk∑
i=1

αkix̂ki)
T

ξk∑
i=1

αkiN(xk : x̂ki, Pki)dxk

=

ξk∑
i=1

αki[

∫
xkx

T
kN(xk : x̂ki, Pki)dxk

−
ξk∑
i=1

αkix̂ki

∫
xTkN(xk : x̂ki, Pki)dxk

−
∫
xkN(xk : x̂ki, Pki)dxk(

ξk∑
i=1

αkix̂ki)
T + x̂kx̂

T
k ]

=

ξk∑
i=1

αki(Pki + x̂kix̂
T
ki − x̂kx̂Tki − x̂kixTk + x̂kx̂

T
k )

=

ξk∑
i=1

αki[Pki + (x̂k − x̂ki)(x̂k − x̂ki)T ] (5.2.26)

P ′k+1 = E[(xk+1 − x̂′k+1,i)(xk+1 − x̂′k+1,i)
T | zk] = ...

=

ξ′k+1∑
i=1

α′k+1,i[P
′
k+1,i + (x̂′k+1 − x̂′k+1,i)(x̂

′
k+1 − x̂′k+1,i)

T ] (5.2.27)

Na závěr této sekce proved’me zhodnoceńı odvozeného filtru:

1. Zvolené aproximace nelineárńıch funkćı hk(·), fk(·) umožňuj́ı explicitńı řešitelnost úlohy.

73



2. Lokálńı filtry jsou navzájem nezávislé. Avšak poznamenejme, že v literatuře lze naj́ıt verze
filtru s v́ıcenásobnou linearizaćı, kde globálńı odhad je propagován zpět k lokálńım filtr̊um
a tedy, lokálńı filtry již nejsou navzájem nezávislé [87]. V tomto př́ıpadě se můžeme, v an-
glicky psané literatuře, setkat s pojmem

”
interacting multiple models“.

3. Jestliže hk(·), fk(·) jsou lineárńı funkce, pak filtračńı i prediktivńı hustoty jsou vypočteny
exaktně (bez jakýchkoliv aproximaćı), i když apriorńı hustota pravděpodobnosti je negaus-
sovská (součet normálńıch rozložeńı).

4. Aproximačńı filtračńı a prediktivńı hustoty pravděpodobnosti maj́ı vlastnost reproduko-
vatelnosti, to jest v každém časovém okamžiku k = 0, 1, 2, . . . jsou dány váženým součtem
normálńıch rozložeńı.

5. Jestliže hustota pravděpodobnosti počátečńıho stavu je gaussovská, pak filtr zdegeneruje
na rozš́ı̌rený Kalman̊uv filtr.

6. Výpočty N(xk : x̂ki, Pki) a N(xk+1 : x̂′k+1,i, P
′
k+1,i) pro i = 1, 2, ..., ξk mohou být reali-

zovány sériově, ale i paralelně.

7. Kv̊uli linearizaci nelineárńıch funkćı jsou kovariance Pki a P ′k+1,i funkcemi měřeńı.

8. Váhový koeficient αki je nelineárńı funkćı měřeńı, nebot’ ζki je nelineárńı funkćı měřeńı.
Jako d̊usledek, pak, na rozd́ıl od lokálńıch filtr̊u, je odhad stavu poskytovaný filtrem
s v́ıcenásobnou linearizaćı nelineárńı vzhledem k aktuálńımu měřeńı.

5.3 Syntéza filtru pro lineárńı negaussovský systém

Vyjděme z předpokladu, že základńı prostředek pro popis apriorńıch charakteristik náhodných
proměnných je hustota pravděpodobnosti daná váhovým součtem normálńıch rozložeńı. Na
rozd́ıl od předchoźıch dvou sekćı, kde jsme vážený součet normálńıch rozložeńı použili pro
popis počátečńıho stavu, nyńı ho použijeme i pro popis stavového šumu a šumu měřeńı, tedy
všech náhodných veličin vystupuj́ıćıch v modelu systému. Vážený součet normálńıch rozložeńı
budeme opět chápat bud’ jako exaktně danou nebo jako pevnou strukturu s volnými parametry
(váha, středńı hodnota, kovariance) umožňuj́ıćı aproximaci libovolné hustoty pravděpodobnosti.
Co se týče funkćı fk(·), hk(·), budeme v této sekci budeme předpokládat, že jsou lineárńı. Na
druhé straně však v porovnáńı s podkapitolou 5.2 zde uvažovaný problém je obecněǰśı z pohledu
předpoklad̊u na šumy.

Definujme lineárńı negaussovský systém následuj́ıćımi vztahy a vlastnostmi:

xk+1 = Fkxk + wk (5.3.1)

zk = Hkxk + vk (5.3.2)

p(x0 | z−1) =

ξ′0∑
i=1

α′0iN(x0 : x̂0i, P
′
0i) (5.3.3)

p(wk) =

qk∑
n=1

βknN(wk : ŵkn, Qkn) (5.3.4)
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p(vk) =

rk∑
m=1

γkmN(vk : v̂km, Rkm) (5.3.5)

Opět předpokládáme, že {wk} a {vk} jsou b́ılé šumy, vzájemně nezávislé a nezávislé rovněž na x0.

Pro estimaci stavu použijeme opět bayesovský př́ıstup. Ćılem je určit podmı́něné hustoty
pravděpodobnosti stavu. Začneme opět, jako ve všech předchoźıch odvozeńıch, v okamžiku
k = 0 výpočtem filtračńı hustoty, která vznikne z apriorńı p(x0 | z−1) a zpracováńım měřeńı z0.
Pro výpočet filtračńı hustoty potřebujeme nejdř́ıve vyjádřit hustotu pravděpodobnosti měřeńı.
Tu můžeme v tomto př́ıpadě snadno vyjádřit

p(z0 | x0) =

rk∑
m=1

γkmN(z0 : H0x0 + v̂0m, R0m) (5.3.6)

Dosazeńım (5.3.3) a (5.3.6) do vztahu pro filtračńı hustotu a roznásobeńım dostaneme

p(x0 | z0) =
[
∑ξ′0

i=1 α
′
0iN(x0 : x̂′0i, P

′
0i)][

∑rk
m=1 γ0mN(z0 : H0x0 + v̂0m, R0m]

p(z0 | z−1)

=

∑ξ′0
i=1 α

′
0iγ01N(x0 : x̂′0iP

′
0i)N(z0 : H0x0 + v̂01, R01)

p(z0 | z−1)

+

∑ξ′0
i=1 α

′
0iγ02N(x0 : x̂′0i, P

′
0i)N((z0 : H0x0 + v̂02, R02)

p(z0 | z−1)

...

+

∑ξ′0
i=1 α

′
0iγ0r0N(x0 : x̂′0i, P

′
0i)N(z0 : H0x0 + v̂0r0 , R0r0)

p(z0 | z−1)
(5.3.7)

Každý z těchto r0 zlomk̊u v (5.3.7) je formálně a obsahově shodný s výrazy v (3.2.4) uvažovaných
při syntéze Kalmanova filtru. Proto můžeme převźıt výsledky z podkapitoly 3.2 pro vyjádřeńı
zlomk̊u v předchoźım vztahu, č́ımž źıskáme

p(x0 | z0) =

∑ξ′0
i=1 α

′
0iγ01N(z0 : H0x̂

′
0i + v̂01, H0P

′
0iH

T
0 +R01)N(x0 : x̂0i, P0i)

p(z0 | z−1)

+

∑ξ′0
i=1 α

′
0iγ02N(z0 : H0x̂

′
0i + v̂02, H0P

′
0iH

T
0 +R02)N(x0 : x̂0(i+ξ′0), P0(i+ξ′0))

p(z0 | z−1)

...

+

∑ξ′0
i=1 α

′
0iγ0r0N(z0 : H0x̂

′
0i + v̂0r0 , H0P

′
0iH0 +R0r0)N(x0 : x̂0[i+ξ′0(r0−1)], P0[i+ξ′0(r0−1)])

p(z0 | z−1)

(5.3.8)

kde p(z0 | z−1) představuje normalizačńı konstantu.

Ze vztahu (5.3.8) vyplývá, že p(x0 | z0) je opět vážený součet normálńıch rozděleńı a počet
člen̊u v tomto součtu je dán součinem počtu člen̊u v apriorńı hustotě pravděpodobnosti a počtu
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člen̊u figuruj́ıćıch v hustotě pravděpodobnosti měřeńı. Tedy

ξ0
4
= ξ′0r0 (5.3.9)

Kv̊uli ujednodušeńı zápisu (5.3.8) definujme

ζ0j
4
= N(z0 : H0x̂

′
0i + v̂′0m, H0P

′
0iH

T
0 +R0m) (5.3.10)

α0j
4
=

α′0iγ0mζ0j∑ξ0
j=1 α

′
0iγ0mζ0j

(5.3.11)

kde indexy i a m jsou v následuj́ıćım vztahu k j

i = j − IFIX(
j − 1

ξ′0
)ξ′0, i = 1, 2, ..., ξ′0 (5.3.12)

m = 1 + IFIX(
j − 1

ξ′0
), m = 1, 2, ..., r0 (5.3.13)

kde funkce IFIX ponechává celou část č́ısla v závorce. Platnost (5.3.12) a (5.3.13) je dostatečně
zřejmá ze vztah̊u (5.3.7) a (5.3.8).

Nyńı již můžeme (5.3.8) zapsat přehledným zp̊usobem, a to

p(x0 | z0) =

ξ0∑
j=1

α0jN(x0 : x̂0j , P0j) (5.3.14)

kde ξ0 je dáno (5.3.9), α0j (5.3.11) a středńı hodnoty x̂0j a kovariance P0j jsou analogie vztah̊u
v podkapitole 3.2, to jest

x̂0j = x̂′0i + P ′0iH
T
0 [H0P

′
0iH

T
0 +R0m]−1[z0 −H0x̂0i − v̂0m] (5.3.15)

P0j = P ′0i − P ′0iHT
0 [H0P

′
0iH

T
0 +R0m]−1H0P0i (5.3.16)

a indexy se měńı podle (5.3.12), (5.3.13).

T́ım je výpočet filtračńı hustoty pravděpodobnosti ukončen. Můžeme konstatovat, že filtračńı
hustota má stejnou strukturu jako apriorńı hustota pravděpodobnosti.

Dále pokračujme v syntéze estimátoru výpočtem prediktivńı hustoty pravděpodobnosti
p(x1 | z0). Potřebujeme znát přechodovou hustotu pravděpodobnosti. Z (5.3.1) a (5.3.4) je však
zřejmé, že

p(x1 | x0) =

q0∑
n=1

β0nN(x1 : F0x0 + v̂0n, Q0n) (5.3.17)

Dosazeńım (5.3.17) a (5.3.14) do (3.2.29) dostaneme
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p(x1 | z0) =

∫
[

ξ0∑
j=1

α0jN(x0 : x̂0j , P0j)][

q0∑
n=1

β0nN(x1 : F0x0 + ŵ0n, Q0n]dx0 (5.3.18)

Tento výraz může být rozepsán

p(x1 | z0) =

ξ0∑
j=1

α0jβ01

∫
N(x0 : x̂0j , P0j)N(x1 : F0x0 + ŵ01, Q01)dx0

+

ξ0∑
j=1

α0jβ02

∫
N(x0 : x̂0j , P0j)N(x1 : F0x0 + ŵ02, Q02)dx0

...

+

ξ0∑
j=1

α0jβ0q0

∫
N(x0 : x̂0j , P0j)N(x1 : F0x0 + ŵ0q0 , Q0q0)dx0 (5.3.19)

Každý z těchto q0 součt̊u je obsahově shodný s (3.2.29) vedoućı k (3.2.43), a proto (5.3.19)
můžeme př́ımo upravit na tvar

p(x1 | z0) =

ξ0∑
j=1

α0jβ01N(x1 : x̂′1j , P
′
1j)

+

ξ0∑
j=1

α0jβ02N(x1 : x̂′1,j+ξ0 + ξ0, P
′
1,j+ξ0)

...

+

ξ0∑
j=1

α0jβ0q0N(x1 : x̂′1,j+[ξ0(q0−1)], P
′
1,j+[ξ0(q0−1)]) (5.3.20)

To znamená, že prediktivńı hustota pravděpodobnosti má stejnou strukturu jako filtračńı
hustota, protože se jedná opět o vážený součet normálńıch rozložeńı. Výraz (5.3.20) můžeme
zřejmě přepsat na tvar

p(x1 | z0) =

ξ′1∑
i=1

α′1iN(x1 : x̂′1i, P
′
1i) (5.3.21)

kde

ξ′1 = ξ0q0 (5.3.22)

α′1i = α0jβ0n (5.3.23)

x̂′1i = F0x̂0j + ŵ0n (5.3.24)
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P ′1i = F0P0jF
T
0 +Q0n (5.3.25)

Indexy j, n jsou v následuj́ıćım vztahu k indexu i

j = i− IFIX(
i− 1

ξ0
)ξ0, j = 1, 2, ..., ξ0 (5.3.26)

n = 1 + IFIX(
i− 1

ξ0
), n = 1, 2, ..., q0 (5.3.27)

Výpočet prediktivńı hustoty pravděpodobnosti je t́ımto ukončen. Filtračńı a prediktivńı hustoty
byly vypočteny bez jakýchkoliv aproximaćı a patř́ı do stejné tř́ıdy jako apriorńı hustota. Z toho
vyplývá, že dosažené výsledky můžeme formálně zobecnit pro libovolné k. Pro přehlednost opět
shrňme výsledný algoritmus estimace a zapǐsme ho již pro časový okamžik k.

Filtračńı hustota pravděpodobnosti p(xk | zk) pro k = 0, 1, ...

p(xk | zk) =

ξk∑
j=1

αkjN(xk : x̂kj , Pkj) (5.3.28)

x̂kj = x̂′ki + P ′kiH
T
k [HkP

′
kiH

T
k +Rkm]−1[zk −Hkx̂ki − v̂km] (5.3.29)

Pkj = P ′ki − P ′kiHT
k [HkP

′
kiH

T
k +Rkm]−1HkP

′
ki (5.3.30)

i = j − IFIX(
j − 1

ξ′k
)ξ′k, i = 1, 2, ..., ξ′k (5.3.31)

m = 1 + IFIX(
j − 1

ξ′k
), m = 1, 1, ..., rk (5.3.32)

ζkj = N(zk : Hkx̂
′
ki + v̂km, HkP

′
kiH

T
k +Rkm) (5.3.33)

αkj =
α′kiγkmζkj∑ξk
j=1 α

′
kiγkmζkj

(5.3.34)

ξk = ξ′krk (5.3.35)

přičemž

p(xk | z−1) =

ξ′k∑
i=1

α′kiN(xk : x̂′ki, P
′
ki)

je pro k = 0 známá apriorńı hustota p(x0 | z−1) a pro k > 0 bude vypočtena, a tud́ıž rovněž
známá.

Prediktivńı hustota pravděpodobnosti p(xk+1 | zk) pro k = 0, 1, 2, ...

p(xk+1 | zk) =

ξ′k+1∑
i=1

α′k+1,iN(xk+1 : x̂′k+1,i, P
′
k+1,i) (5.3.36)
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x̂′k+1,i = Fkx̂kj + ŵkn (5.3.37)

P ′k+1,i = FkPkjF
T
k +Qkn (5.3.38)

j = i− IFIX(
i− 1

ξk
)ξk, j = 1, 2, ..., ξk (5.3.39)

n = 1 + IFIX(
i− 1

ξk
), n = 1, 2, ..., qk (5.3.40)

α′k+1,i = αkjβkn (5.3.41)

ξ′k+1 = ξkqk (5.3.42)

přičemž p(xk | zk) =
∑ξk

j=1 αkjN(xk : x̂kj , Pkj) je vypočtená hustota. V okamžiku výpočtu
prediktivńı hustoty je známá.

Jaké jsou základńı vlastnosti tohoto nelineárńıho estimátoru (5.3.28)-(5.3.42).

1. Výpočet hustot pravděpodobnosti je exaktńı, neprovád́ı se žádná aproximace.

2. Pro qk = rk = ξ′0 = 1 pro všechna k estimátor přejde na Kalman̊uv filtr.

3. Estimátor je teoretickým a praktickým mostem mezi lineárńı a nelineárńı filtraćı.
Umožňuje vnitřńı detailńı pohled na vztah mezi formulaćı úlohy a jej́ım řešeńım.

4. Vytvář́ı teoretický základ pro řešeńı nejenom lineárńıho negaussovského problému, ale i
pro daľśı úlohy, které budou součást́ı šesté a sedmé kapitoly.

5. V obecném př́ıpadě, tj. pro r > 1 a q > 1, počet člen̊u ve váženém součtu normálńıch
rozložeńı definuj́ıćı hustoty pravděpodobnosti roste. Redukćı počtu člen̊u se zabývá např.
[49], [52].

5.4 Syntéza filtru pro nelineárńı negaussovský systém

V této sekci se zaměř́ıme na syntézu filtru pro systém, který na rozd́ıl od podkapitoly 5.3,
obsahuje nelinearity ve stavové rovnici př́ıpadně v rovnici měřeńı. Předchoźı podkapitoly pak
mohou být chápány jako speciálńı př́ıpady této úlohy.
Pro syntézu filtru použijeme postup obdobný jako při návrhu nelineárńıho filtru z (5.2) a (5.3).
Uvažujme tedy následuj́ıćı nelineárńı negaussovský systém.

xk+1 = fk(xk) + wk (5.4.1)

zk = hk(xk) + vk (5.4.2)

p(x0 | z−1) =

ξ′0∑
i=1

α′0iN(x0 : x̂0i, P
′
0i) (5.4.3)
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p(wk) =

qk∑
n=1

βknN(wk : ŵkn, Qkn) (5.4.4)

p(vk) =

rk∑
m=1

γkmN(vk : v̂km, Rkm) (5.4.5)

Náhodné procesy {wk} a {vk} jsou b́ılé, vzájemně nezávislé a nezávislé na počátečńım stavu x0.
Protože jsme provedli v sekci 5.2 odvozeńı filtru pro nelineárńı gaussovský systém a v 5.3 pro
lineárńı negaussovský systém, nebudeme zde již odvozovat filtr pro systém (5.4.1)-(5.4.5) a
pouze provedeme kombinaci výsledk̊u z 5.2 a 5.3. Rovnou pak dostaneme filtračńı aproximačńı
hustotu pro krok k.
Filtračńı aproximačńı hustota pravděpodobnosti pA(xk | zk) pro k = 0, 1, 2, ...

pA(xk | zk) =

ξk∑
j=1

αkjN(xk : x̂kj , Pkj) (5.4.6)

x̂kj = x̂′ki + P ′kiH
T
k (x̂′ki)[Hk(x̂

′
ki)P

′
kiH

T
k (x̂ki) +Rkm]−1[zk − hk(x̂′ki)− v̂km] (5.4.7)

Pkj = P ′ki − P ′kiHT
k (x̂′ki)[Hk(x̂

′
ki)P

′
kiH

T
k (x̂ki) +Rkm]−1Hk(x̂

′
ki)P

′
ki (5.4.8)

kde kombinace index̊u je stejná jako v předchoźı sekci. Rovněž Hk(·) je definováno stejně jako
v podkapitole 4.1.

Prediktivńı hustota pravděpodobnosti pA(xk+1 | zk) pro k = 0, 1, 2, ...

pA(xk+1 | zk) =

ξ′k+1∑
i=1

α′k+1,iN(xk+1 : x̂′k+1,i, P
′
k+1,i) (5.4.9)

x̂′k+1,i = fk(x̂kj) + ŵ′kn (5.4.10)

P ′k+1,i = Fk(x̂kj)PkjF
T
k (x̂kj) +Qkn (5.4.11)

kde kombinace index̊u je stejná jako v předchoźı sekci. Rovněž Fk(·) je definováno stejně jako
v (4.1.14).

Podkapitola 5.4 uzav́ırá výklad a analytické odvozeńı nelineárńıch filtr̊u jak pro lineárńı ne-
gaussovské systémy, tak pro nelineárńı negaussovské systémy, kde hustota pravděpodobnosti
počátečńı podmı́nky a poruch je ve speciálńı struktuře směsi normálńıch rozděleńı. Tvorbě mo-
delu směsových hustot pravděpodobnosti a př́ıklad̊um použit́ı je věnována následuj́ıćı kapitola.
Uvažovaný popis umožňuje navrhnout estimačńı algoritmy jejichž činnost je pr̊uhledná a dobře
interpretovatelná. Významnou přednost́ı je možnost plynulého přechodu od jednotlivých úloh
estimace spojených s odhadem stavu lineárńıch gaussovských systémů až k úlohám estimace
stavu nelineárńıch negaussovských systémů, které jsou součást́ı problému nelineárńı filtrace.
Technika a základńı myšlenky návrhu nelineárńıch filtr̊u mohou být použity i při syntéze
duálńıch regulátor̊u [53], optimálńıho ř́ızeńı [54], [55] a predikce [57]. Alternativńı obecné
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postupy k aproximaci Bayesova pravidla a k rekurzivńı nelineárńı estimaci jsou prezentovány
např. [57], [58], [59], [60].
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Kapitola 6

Modelováńı specifických jev̊u a
estimace stavu

Předchoźı kapitoly obsahuj́ı množstv́ı algoritmů estimace pro situace, kdy je potřebné překročit
při modelováńı systémů či proces̊u rámec linearity a gaussovosti. V této kapitole se zaměř́ıme
na několik možných aplikaćı negaussovských model̊u pro formulaci a řešeńı úloh významných
z praktického hlediska.

Předevš́ım se budeme věnovat problémům spojených s odhadem skokově (hrubě) se měńıćıch
parametr̊u či stavu [52], [61], [63] a syntézou robustńıch estimátor̊u s ohledem na hrubé, avšak
ř́ıdce se vyskytuj́ıćı chyby měřeńı [62], [63], [64], [65].
Bude ukázáno, že předcházej́ıćı kapitoly obsahuj́ı nejenom vhodný aparát pro popis takových
jev̊u, ale zároveň předkládaj́ı i analytické řešeńı estimačńıch úloh, které je i z inženýrského
hlediska pro tyto i daľśı situace přijatelné.

6.1 Modelováńı skokových změn stavu

Předpokládejme, že hustota pravděpodobnosti stavového šumu je dána součtem gaussovských
rozložeńı

p(wk) =
2∑

n=1

βknN(wk : ŵkn, Qkn) (6.1.1)

Na rozd́ıl od [39] předpokládejme, že hustota pravděpodobnosti (6.1.1) neńı aproximace nějaké
jiné, známé hustoty (např. rovnoměrného rozložeńı), ale že tato funkce je vytvořena takovým
zp̊usobem, že umožńı popsat hrubé změny stavu. Konkretizujme tuto myšlenku.
Předpokládejme, že skaláry βk1, βk2 vyjadřuj́ı pravděpodobnost, že nastane určitý jev bk1,
resp. bk2. Náhodná veličina wk je t́ımto jevem podmı́něna a je popsána podmı́něnou hustotou
pravděpodobnosti. Tedy

p(wk) =

2∑
n=1

p(wk | bkn)Pr(bkn) (6.1.2)

kde Pr(bkn) znamená pravděpodobnost jev̊u bkn a p(wk | bkn) je př́ıslušná podmı́něná hustota
pravděpodobnosti.
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Vztah (6.1.1) můžeme tedy chápat jako marginalizaci hustoty pravděpodobnosti pro spojitou
náhodnou veličinu wk a diskrétńı náhodnou veličinu bk. Alternativně vyjádřeno, z (6.1.2) a
(6.1.1) vyplývá, že wk je popsána normálńım rozložeńım N(wk : ŵk1, Qk1) s pravděpodobnost́ı
Pr(b1) = βk1 a rozložeńım N(wk : ŵk2, Qk2) s pravděpodobnost́ı Pr(b2) = βk2. Tedy wk je
náhodná veličina, které př́ısluš́ı jisté rozložeńı s jistou pravděpodobnost́ı:

wk → N(wk : ŵk1, Qk1) s pravděpodobnost́ı βk1

wk → N(wk : ŵk2, Qk2) s pravděpodobnost́ı βk2.
βk1 + βk2 = 1

Tato interpretace (6.1.1) nám nyńı snadno umožńı postavit model šumu reprezentuj́ıćı skokové
změny stavu.
Definujme βk1 jako pravděpodobnost standardńı

”
malé“ nejistoty ovlivňuj́ıćı vývoj stavu a βk2

jako pravděpodobnost výskytu
”
velkých“ poruch p̊usob́ıćıch následně výrazné změny stavu.

To znamená, že trojice βk1, ŵk1 a Q1 by měla reprezentovat mı́rné poruchy (βk1 → 1, Qk1

je
”
malá kovariance“), zat́ımco trojice βk2, ŵk1, Qk2 odpov́ıdá potenciálně výrazným změnám

(βk2 → 0, Qk2 je
”
velká“ kovariance) při ŵk1 = ŵk2.

Samozřejmě, počet člen̊u v sumě (6.1.1) může být zvýšen na 3, 4, . . . podle situace a interpretace
se př́ıslušně změńı.
Zavedeńı diskrétńı náhodné veličiny nám umožnilo konstruovat model poruchy s přirozenou
interpretaćı a využ́ıt ho pro modelováńı skokových změn stavu.

6.2 Modelováńı hrubých chyb měřeńı

V této sekci se budeme zabývat modelováńım hrubých chyb měřeńı. Postup bude formálně
analogický jako v podkapitole 6.1.
Předpokládejme, že hustota pravděpodobnosti měřeńı může být popsána

p(vk) =

2∑
m=1

γkmN(vk : v̂km, Rkm) (6.2.1)

Návrhář tohoto modelu může definovat γk1 jako pravděpodobnost běžné poruchy měřeńı
s malou neurčitost́ı vyjádřenou kovarianćı Rk1 a γk2 jako pravděpodobnost zř́ıdka se vyskytuj́ıćı

”
velké“ poruchy (v anglicky psané literatuře označované jako

”
outliers“) vyjádřenou kovarianćı

Rk2. Neboli obdobně jako v (6.1)

p(vk) =

2∑
m=1

p(vk | cm)Pr(cm) (6.2.2)

kde Pr(cm) = γkm je pravděpodobnost vzniku jevu cm a p(vk | cm) = N(vk : v̂km, Rkm) je
př́ıslušná podmı́něná hustota pravděpodobnosti.

Trojice γk1, v̂k1, Rk1 a γk2, v̂k2, Rk2 pak modeluj́ı běžné poruchy měřeńı a zř́ıdka se vyskytuj́ıćı
hrubé chyby. Samozřejmě počet člen̊u v sumě se může zvětšit na 3, 4, . . . V takovém př́ıpadě by
se změnila i odpov́ıdaj́ıćım zp̊usobem interpretace.
Poznamenejme, že tento zp̊usob modelováńı poruchy měřeńı zahrnuje i daľśı možnosti kromě
modelováńı hrubých chyb. Všimněme si např. možnosti zavést středńı hodnoty v̂km = v̂m,
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kde v̂m může nabývat konečného počtu hodnot a Rkm = Rm = R = 0 pro všechna k. T́ımto
zp̊usobem bychom vlastně modelovali př́ıtomnost neznámého konstantńıho signálu (o konečném
počtu úrovńı) v měřeńı. Podobně i v podkapitole 6.1 lze využ́ıt v (6.1.1) středńı hodnoty
stavového šumu pro modelováńı r̊uzně velikých skok̊u.

6.3 Popis počátečńıho stavu

Pokračujme ve stejném duchu jako v podkapitolách 6.1 a 6.2. Uvažujme popis počátečńıho
stavu ve formě

p(x0) =
2∑
i=1

α′0iN(x0 : x̂′0i, P
′
0i), (6.3.1)

kde opět p(x0) neńı aproximace nějaké známé hustoty počátečńıho stavu, ale α′01 je
pravděpodobnost, že náhodná veličina x0 odpov́ıdá rozložeńı N(x0, x̂

′
01, P

′
01) a α′02 je

pravděpodobnost, že x0 odpov́ıdá rozložeńı N(x0 : x̂′02, P
′
02).

Tuto skutečnost bychom přesněji mohli zapsat takto

p(x0) = p(x0 | z−1) =
2∑
i=1

p(x0 | ai, z−1)Pr(ai | z−1) (6.3.2)

kde Pr(ai | z−1) je podmı́něná pravděpodobnost výskytu jevu ai,
p(x0 | ai, z−1) je podmı́něná hustota pravděpodobnosti x0.

Poznamenejme, že počet člen̊u v sumě z (6.3.1) může být zvětšen na 3,4,... a interpretován
podle konkrétńı volby trojice (α′0i, x̂

′
0i, P

′
0i).

Nyńı je zřejmé, že hustoty pravděpodobnosti v (6.1.1), (6.2.1) i v (6.3.1) maj́ı stejnou
formálńı strukturu a umožňuj́ı velmi flexibilńı interpretaci pro r̊uzné typy úloh. Např. jevy
ai, i = 1, 2, ..., ξ′0 mohou být spojeny s předpoklady o systému reprezentovaném modely Mi jak
bude ukázáno v sedmé kapitole.

6.4 Aproximace hustoty pravděpodobnosti směśı normálńıch
rozděleńı

V předchoźıch sekćıch byla pozornost upřena na situace, kdy lze poruchu ve stavu či měřeńı
nebo počátečńı podmı́nku přesně modelovat směśı normálńıch rozložeńı. Mnohdy však hus-
tota pravděpodobnosti poruch či počátečńı podmı́nky je popsána jinou specifickou hustotou
pravděpodobnosti. Jak př́ıklad můžeme uvést Studentovo rozděleńı či šikmé Studentovo rozděleńı
vyskytuj́ıćı se úlohách sledováńı [114]. V těchto situaćıch však můžeme aproximovat obecnou
hustotu pravděpodobnosti směśı normálńıch rozložeńı, tj. např. při uvažováńı obecné hustoty
stavového šumu p(wk) hledáme následuj́ıćı aproximaci

p(wk) ≈
Nw∑
n=1

βknN(wk : ŵkn, Qkn) (6.4.1)
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kde hledané parametry jsou váhy βkn, d́ılč́ı středńı hodnoty ŵkn a d́ılč́ı kovariančńı matice Qkn.
V literatuře lze naj́ıt spoustu př́ıstup̊u a metod k výpočtu hledaných parametr̊u směsi
normálńıch rozděleńı. Mezi všemi lze zmı́nit př́ıstup založený na tzv. EM algoritmu (z ang-
lického

”
expectation-maximization“) [115], který hledá optimálńı odhad, ve smyslu maximálńı

věrohodnosti, parametr̊u směsové hustoty na základě náhodně generovaných vzork̊u z p̊uvodńı
aproximované hustoty. Pro tento př́ıstup je dostupný i toolbox pro prostřed́ı MATLAB R©. Jako
alternativu můžeme uvést funkci

”
fit“ př́ımo z programového prostřed́ı MATLAB R©. Pozname-

nejme závěrem, že odhad parametr̊u směsové hustoty (6.4.1) se neobejde bez specifikace počtu
člen̊u Nw směsové hustoty a mnohdy i počátečńıch odhad̊u d́ılč́ıch středńıch hodnot a kova-
riančńıch matic. Za zmı́nku taktéž stoj́ı fakt, že obecnou hustotu pravděpodobnosti je možné
aproximovat směśı normálńıch rozděleńı s libovolnou přesnost́ı.

6.5 Modelováńı daľśıch specifických jev̊u

Doposud jsme se v této kapitole zabývali alternativńımi možnostmi interpretace formálńıho
aparátu slouž́ıćıho jak pro popis stochastických systémů, tak pro analytický návrh estimačńıch
algoritmů, který byl detailně formulován a použ́ıván v předchoźıch kapitolách.
Jak vyplývá ze podkapitol 6.1–6.4 týkaj́ıćıch se modelováńı skokových změn stavu, hrubých
chyb měřeńı a daľśıch úloh, je možné využ́ıt takové postupy, které jsou speciálńım př́ıpadem
úlohy modelováńı a syntézy filtru pro lineárńı negaussovský systém (5.3.1)–(5.3.5) formulované
a řešené v 5.3. Ukažme si, jak by mohli být v rámci podkapitoly 5.3 tyto speciálńı př́ıpady
formulovány.

Odhad (sledováńı) skokově se měńıćıho stavu.
Uvažujme (5.3.1)–(5.3.5) např. s těmito specifikacemi pro k = 0, 1, 2, . . .

Fk = 1, Hk = 1 (6.5.1)

rk = 1 (6.5.2)

qk = 2 (6.5.3)

βk1 = 0.98, βk2 = 0.02 (6.5.4)

Qk1 = 10−4, Qk2 = 0.5 (6.5.5)

ŵk1 = 0, ŵk2 = 0 (6.5.6)

v̂k = 0, Rk = 10−4 (6.5.7)

x̂′0 = 0, P ′0 = 100 (6.5.8)

Pak estimačńı algoritmus (5.3.28)–(5.3.42) umožňuje źıskat odhad stavu. Jestliže budeme
redukovat v každém estimačńım kroku počet člen̊u v (5.3.28) na ξk = 1, např. podle maximálńı
hodnoty αkj , bude algoritmus velmi jednoduchý, ale přesto rychle reaguj́ıćı na prudké změny
stavu. Připomeňme, že αkj zde reprezentuje pravděpodobnost jevu aj a př́ısluš́ı výskytu
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náhodné veličiny xk s rozložeńım N(xk : x̂kj , Pkj).

Hrubé chyby měřeńı. Uvažujme (5.3.1)–(5.3.5) např. s t́ım, že pro k = 0, 1, 2, . . . je dáno

Fk = 1, Hk = 1 (6.5.9)

rk = 2 (6.5.10)

qk = 1 (6.5.11)

γk1 = 0.98, γk2 = 0.02 (6.5.12)

Rk1 = 10−4, Rk2 = 1 (6.5.13)

v̂k1 = 0, v̂k2 = 0 (6.5.14)

ŵk = 0, Qk = 10−4 (6.5.15)

x̂′0 = 0, P ′0 = 100 (6.5.16)

Pak estimačńı algoritmus (5.3.28)–(5.3.42) umožňuje źıskat odhad stavu. Je opět výhodné
provádět redukci počtu člen̊u v (5.3.28) na ξk = 1 podle maximálńı αkj se stejnou interpretaćı
jako v předchoźı úloze. Poznamenejme, že v tomto př́ıpadě estimátor je robustńı, necitlivý na
hrubé chyby měřeńı, jelikož v př́ıpadě, že detekuje hrubou poruchu, zisk estimátoru se zmenš́ı,
a tud́ıž měřená veličina obsahuj́ıćı mylnou informaci neńı brána algoritmem ”v úvahu”.

Různá četnost a charakter skokových (hrubých) změn stavu.
Uvažujme (5.3.1)–(5.3.5) s t́ım, že chceme specifikovat parametry tohoto modelu tak, aby bylo
možné vyjádřit hrubé změny pro každou stavovou proměnnou individuálně, a to jak s ohledem
na četnost takových změn, tak na velikost těchto změn. Jak postavit v tomto př́ıpadě model?
Řešeńı je jednoduché. Předpokládejme, že

xk
4
= [xk1, xk2, ..., xks]

T

tedy, že xk je stav dimenze s. Pak hustota pravděpodobnosti stavového šumu

p(wk) =

qk∑
n=1

βknN(wk : ŵkn, Qkn)

muśı obsahovat takový počet člen̊u v součtu, aby platilo

qk ≥ s+ 1

přičemž rovnost by nastala v situaci, kdy jeden člen odpov́ıdá standardńım poruchám a daľśı
pak př́ısluš́ı jednotlivým stavovým proměnným. Ukažme si tuto situaci na př́ıkladu.
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Necht’ s = 2. Na stav p̊usob́ı stavový šum s těmito vlastnostmi (∀k)

1. Stav xk je ovlivněn většinou ”malým”šumem např.

βk1 = 0.95, N(wk : ŵk1, Qk1) Qk1 = 10−4I
ŵk1 = [0, 0]T

2. Stav xk1 je občas pod vlivem silněǰśı poruchy např.

βk2 = 0.04, N(wk : ŵk2, Qk2)

Qk2 =

[
0.01 0

0 0.0001

]
ŵk2 = [0, 0]T

3. Stav xk2 je zcela vyj́ımečně pod vlivem hrubé poruchy např.

βk3 = 0.01, N(wk : ŵk3, Qk3)

Qk3 =

[
0.0001 0

0 1

]
ŵk3 = [0 0]T

Hustota pravděpodobnosti šumu wk pro qk = 3 a s = 2 pak je dána

p(wk) = 0.95N(wk : ŵk1, Qk1) + 0.04N(wk : ŵk2, Qk2)

+ 0.01N(wk : ŵk3, Qk3) (6.5.17)

Povšimněme si, že v tomto př́ıpadě modelujeme skokové změny, které maj́ı značný rozptyl
kolem nulové hodnoty. Kdybychom chtěli vyjádřit situaci, kdy porucha nabývá nějaké konkrétńı
nenulové hodnoty, pak můžeme využ́ıt středńı hodnoty a kovarianci volit velmi malou. Např.

ŵk1 = [0, 0]T , Qk1 = 10−4I

ŵk2 = [1, 0]T , Qk2 = 10−4I

ŵk3 = [0,−4]T , Qk3 = 10−4I

by reprezentovalo naši apriorńı představu o tom, že stav xk1 se občas skokově měńı vlivem
poruchy +1 a stav xk2 se vyj́ımečně měńı vlivem poruchy -4. Nicméně standardně jsou obě
složky stavu pod vlivem slabé

”
oboustranné“ poruchy.

Různá četnost a charakter hrubých chyb měřeńı. Analogicky s předchoźım výkladem můžeme
specifikovat stochastický model pro r̊uznou četnost a charakter hrubých chyb měřeńı.
Uvažujme opět (5.3.1)–(5.3.5) a předpokládejme, že vektor měřeńı je dán

zk = [zk1, zk2, ..., zkd]
T

Pak hustota pravděpodobnosti šumu měřeńı

p(vk) =

rk∑
m=1

γkmN(vk : v̂km, Rkm)
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muśı obsahovat takový počet člen̊u rk, aby platilo

rk ≥ d+ 1

přičemž rovnost by nastala v situaci, kdy jeden člen odpov́ıdá standardńım poruchám a daľśı
pak př́ısluš́ı jednotlivým měřeńım z vektoru měřeńı. Demonstrujme tuto situaci na př́ıkladu.
Necht’ d = 2. Měřeńı je pro všechny časové okamžiky kontaminováno šumem následuj́ıćıch
vlastnost́ı

1. Měřeńı (celý vektor) je nejčastěji pod vlivem ”malého”šumu např.

γk1 = 0.95 N(vk : v̂k1, Rk1) R1 = 10−4I
v̂k1 = [0, 0]T

2. Prvńı složka vektoru měřeńı je zcela zř́ıdka pod vlivem hrubé poruchy, např.

γk2 = 0.005 N(vk : v̂k2, Rk2)

Rk2

[
1 0
0 10−4

]
ŵk2 = [0 0]T

3. Druhá složka vektoru měřeńı je občas pod vlivem těžké poruchy, např.

γk3 = 0.045 N(vk : v̂k3, Rk3)

Rk3 =

[
10−4 0

0 5

]
v̂k3 = [0, 0]

Hustota pravděpodobnosti vk pak bude mı́t tvar

p(vk) = 0.95N(vk : v̂k1, Rk1) + 0.005N(vk : v̂k2, Rk2)

+ 0.045N(vk : v̂k3, Rk3) (6.5.18)

Poznamenejme, že můžeme lehce vytvořit i poruchy, které maj́ı stranný charakter. Využit́ım
středńı hodnoty a kovariančńı matice obdobně jako u skokových změn stavu. Hustota (6.5.18)
by pak mohla mı́t např. tyto parametry

Rk1 = Rk2 = Rk3 = 10−4I

v̂k1 = [0, 0]T

v̂k2 =]1, 0]T

v̂k3 = [0, 5]T

s touto interpretaćı. Vektor měřeńı je nejčastěji pod mı́rnou poruchou, velmi zř́ıdka je prvńı
složka vektoru měřeńı ovlivněna silnou poruchou o hodnotě

”
zhruba“ 1 a občas je druhá složka

vektoru měřeńı kontaminována hrubou poruchou v hodnotě
”
zhruba“ 5.
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6.6 Realizovatelné estimačńı algoritmy pro speciálńı negaus-
sovské systémy

Jak již bylo řečeno v předchoźı části této kapitoly, uvedené modely můžeme chápat jako speciálńı
př́ıpady model̊u reprezentovaných lineárńım negaussovským systémem v (5.3.1)-(5.3.5). Protože
v 5.3 byl pro lineárńı negaussovský systém uveden i estimačńı algoritmus, bude tento algoritmus
představovat obecný algoritmus estimace i pro modely uvedené v této kapitole. Hlavńım
problémem obecného algoritmu estimace z 5.3 je r̊ust počtu člen̊u v šumu definuj́ıćı podmı́něné
hustoty pravděpodobnosti v př́ıpadě, že rk nebo qk je větš́ı než jedna. Nicméně tento obecný
algoritmus můžeme upravit pro r̊uzné speciálńı př́ıpady a postupy umožňuj́ıćı algoritmickou
únosnost a kvalitńı výsledky odhadu.
Pro představu si podrobně poṕı̌seme dva speciálńı algoritmy pro př́ıpad, kdy Fk = F a Hk = H
pro všechna k.

Algoritmus A1 (lineárńı negaussovský systém, hrubé chyby měřeńı - outliers)

Apriorńı hustota pravděpodobnosti a hustota pravděpodobnosti šumů

p(x0) = N(x0 : x̂′0, P
′
0) (6.6.1)

p(wk) = N(wk : 0, Q) (6.6.2)

p(vk) = γ1N(vk : v̂1, R1) + γ2N(vk : v̂2, R2) (6.6.3)

Pak filtračńı hustota pravděpodobnosti pro k = 0 je

p(x0 | z0) = α01N(x0 : x̂01, P01) + α02N(x0 : x̂02, P02) (6.6.4)

kde

ᾱ01 = γ1ζ01, ᾱ02 = γ2ζ02

α01 =
ᾱ01

ᾱ01 + ᾱ02
, α02 = 1− α01 (6.6.5)

x̂0j = x̂0 +K0j(z0 −Hx̂′0 − v̂j) (6.6.6)

K0j = P ′0H
T (HP ′0H

T +Rj)
−1 (6.6.7)

P0j = P ′0 −K0jHP
′
0 (6.6.8)

ζ0j = N(z0 : Hx̂′0 + v̂j , HP
′
0H

T +Rj) (6.6.9)

Nejjednodušš́ı algoritmus redukce počtu člen̊u filtračńı hustoty pravděpodobnosti (6.6.4) je
vybrat ve všech časových okamžićıch k pouze člen s nejvyšš́ı pravděpodobnost́ı nebo dva nejv́ıce
pravděpodobné členy atd. Pro stručnost ve vyjadřováńı můžeme pak mluvit o redukci na jeden
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člen, dva členy atd. V tomto př́ıpadě proved’me redukci na jeden člen. Nejdř́ıve vypočteme α01

a α02 a pak provedeme aproximaci exaktně vypočtené hustoty p(x0 | z0) v (6.6.4) tak, že člen
s menš́ı pravděpodobnost́ı vypust́ıme. Tedy např. necht’ α02 > α01 pak

pA(x0 | z0)
4
= N(x0 : x̂02, P02) ∼ p(x0 | z0) (6.6.10)

pA(x0 | z0)
4
= N(x0 : x̂0, P0) (6.6.11)

Prediktivńı hustotu pravděpodobnosti pro k = 1 můžeme nyńı lehce źıskat

pA(x1 | z0) = N(x1 : x̂′1, P
′
1) (6.6.12)

x̂′1 = Fx̂0, P ′1 = FP0F
T +Q (6.6.13)

Pro kroky k = 1, 2, . . . bychom postupovali analogicky. Poznamenejme, že tento algoritmus může
být použit pro eliminaci hrubých chyb měřeńı. Detekuje tyto poruchy a přeṕıná na vhodný
Kalman̊uv filtr. Algoritmus je z numerického hlediska nepatrně náročněǰśı než Kalman̊uv filtr,
ale oproti němu je robustńı v̊uči hrubým chybám v měřeńı.

Algoritmus A2 (lineárńı negaussovský systém, skokové změny stavu)

Apriorńı hustoty pravděpodobnosti a hustoty pravděpodobnosti šumů

p(x0) = N(x0 : x̂′0, P
′
0)

p(wk) = β1N(wk : ŵ1, Q1) + β2N(wk : ŵ2, Q2)

p(vk) = N(vk : 0, R)

Pak filtračńı hustota pro k = 0 je pak dána

p(x0 | z0) = N(x0 : x̂0, P0)

kde

x̂0 = x̂′0 +K0(z0 −Hx̂′0)

K0 = P ′0H
T (HP ′0H

T +R)−1

P0 = P ′0 −K0HP
′
0

Prediktivńı hustota pro k = 1 je pak

p(x1 | z0) = α′11N(x1 : x̂′11, P
′
11) + α′12N(x1 : x̂′12, P

′
12)

kde

α′11 = β1, α′12 = β2

x̂′11 = Fx̂0 + ŵ′1
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x̂′12 = Fx̂0 + ŵ′2

P ′11 = FP0F
T +Q1

P ′12 = FP0F
T +Q2

Nyńı můžeme pokračovat jako v algoritmu A1. Nevypoč́ıtáme p(x1 | z1), ale pouze α11 a α12 a
pak člen s menš́ı pravděpodobnost́ı dále nebudeme uvažovat. Např́ıklad pro α11 > α12 pak

pA(x1 | z1)
4
= N(x1 : x̂11, P11) ∼ p(x1 | z1)

pA(x1 | z1) = N(x1 : x̂1, P1)

a daľśı pokračováńı pro k = 2, 3, ... je zřejmé.

Poznamenejme, že algoritmus může být použit pro hrubé nebo skokové změny stavu. Opět
detekuje změnu a přepne na vhodný Kalman̊uv filtr. Vlastně dojde k zvětšeńı kovariančńı
matice a následkem toho i Kalmanova zisku. Počet numerických operaćı je zhruba stejný jako
při použit́ı Kalmanova filtru, ale rychlost sledováńı stavu se zvětš́ı.

Na závěr této podkapitoly poznamenejme, že při redukci počtu člen̊u ne na jeden člen jako
v předchoźıch algoritmech, ale např. na tři členy můžeme vypoč́ıtat středńı hodnotu stavu i
kovarianci stavu, jelikož máme k dispozici hustoty pravděpodobnosti, a graficky vyjádřit pr̊uběh
odhadu. S vyšš́ım počtem člen̊u lze očekávat lepš́ı kvalitu odhadu.

6.7 Zhodnoceńı uvedených algoritmů estimace

Př́ıstup uvedený v této kapitole vyniká předevš́ım t́ım, že umožňuje jednotné a současné
modelováńı výše uvedených jev̊u, které mohou být chápány jako speciálńı př́ıpady obecného
problému modelováńı a estimace řešeného v kapitolách předchoźıch. Poznamenejme rovněž,
že výsledný estimačńı algoritmus obsahuje jako vedleǰśı produkt rozhodovaćı mechanismy,
detekuj́ıćı výskyt sledovaných specifických jev̊u.

Důležitou vlastnost́ı uvedených algoritmů je jejich přirozená fyzikálńı interpretace. Nab́ıźı se
srovnáńı s parametrickými metodami identifikace z 1. d́ılu skript, které při použit́ı na odhad
měńıćıch se parametr̊u využ́ıvaj́ı r̊uzné typy zapomı́náńı dat [64], [68], [69], [70], [74]. Para-
metrické metody identifikace z 1. d́ılu nepotřebuj́ı nutně tolik apriorńı informace k definováńı
úlohy, na druhé straně však nepokrývaj́ı tolik

”
situaćı“ jako postupy uvedené zde a neumožňuj́ı

přirozenou cestou vložit apriorńı informaci do formulace úlohy.
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Kapitola 7

Numerické řešeńı bayesovských
vztah̊u

V předchoźıch kapitolách jsme se věnovali návrhu estimátor̊u pro nelineárńı popř. negaussovský
systém, který byl založen na použit́ı aproximaćı umožňuj́ıćıch analytické řešeńı, v principu in-
tegrálńıch, bayesovských rekurzivńıch vztah̊u (2.4.9), (2.4.10). V této kapitole se soustřed́ıme na
zcela jiný př́ıstup k návrhu estimátoru, a to na př́ıstup založený na numerickém řešeńı těchto
vztah̊u.
Základńı idea numerického řešeńı bayesovských vztah̊u spoč́ıvá v aproximaci spojitého sta-
vového prostoru konečnou (diskrétńı) množinou bod̊u, ve kterých je podmı́něná hustota
pravděpodobnosti stavu vyč́ıslena. Tomuto př́ıstupu byla věnována pozornost již od 70. let
minulého stolet́ı [98]. Významný rozvoj však nastal v 90. letech s rozvojem výpočetńı techniky,
kdy se numerické řešeńı bayesovských vztah̊u uplatnilo v návrhu navigačńıch systémů určuj́ıćıch
horizontálńı polohu dopravńıho prostředku na základě měřeńı nadmořské výšky, tj. vertikálńı
pozice, a terénńı mapy [99], [100], [103], [117]. Poznamenejme ještě, že př́ıstup vedoućı na návrh
estimátoru založeného na numerickém řešeńı bayesovských vztah̊u je často označován metoda
bodových mas [100]. V anglicky psané literatuře se můžeme setkat s pojmy

”
point-mass method“,

popř.
”
point-mass filter“.

7.1 Popis systému a formulace problému

V této kapitole budeme uvažovat systém popsaný obecně nelineárńım negaussovským stavovým
modelem

xk+1 = fk(xk) + wk (7.1.1)

zk = hk(xk) + vk (7.1.2)

kde proměnné jsou definovány v souladu s předchoźımi zvyklostmi, tj. k znač́ı časový okamžik, xk
je hledaný stav dimenze nx, zk je dostupné měřeńı dimenze nz, fk(·), hk(·) jsou známé nelineárńı
funkce a wk a vk jsou neznámé poruchy popsané známými hustotami p(wk) a p(vk). Známá je i
hustota pravděpodobnosti počátečńıho stavu p(x0). Uvažované hustoty pravděpodobnosti mohou
být libovolné, avšak pro jednoduchost, jsou v této kapitole uvažovány jako gaussovské, tj.,

p(wk) = N(wk : 0, Qk) (7.1.3)

p(vk) = N(vk : 0, Rk) (7.1.4)

p(x0) = N(x0 : x̂′0, P
′
0) (7.1.5)
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Ćılem je nalézt odhad stavu ve formě podmı́něné hustoty stavu p(xk|zl), kde l = k pro filtračńı
a l = k − 1 pro prediktivńı hustotu, na základě numerického řešeńı bayesovských vztah̊u, tj.
navrhnout metodu bodových mas.

7.2 Aproximace spojité hustoty po částech konstantńı hustotou

Kĺıčovým rozhodnut́ım pro návrh metody bodových mas je zp̊usob aproximace spojitého pro-
storu stavu śıt́ı zvolených bod̊u a interpretaćı výsledné aproximativńı hustoty pravděpodobnosti.
V této kapitole uvažujeme aproximaci podmı́něné hustoty odhadu stavu směśı rovnoměrných
rozděleńı definovaných v ekvidistantńı1 mř́ıžce, která pokrývá významnou část stavového
prostoru.

Předpokládejme tedy podmı́něnou hustotu pravděpodobnosti p(xk|zl), kde prostor stavu je Rnx,

a množinu N ekvidistantně rozložených bod̊u {ξ(i)
k }

N
i=1, tzv. śıt́ı bod̊u. Pak, po částech konstantńı

aproximace podmı́něné hustoty může být zapsána jako

p̂(xk|zl) =
N∑
i=1

Pk|l(ξ
(i)
k )S{xk : ξ

(i)
k ,∆k} (7.2.1)

kde, pro nx = 2, plat́ı

• Pk|l(ξ
(i)
k ) = c−1

k P̃k|l(ξ
(i)
k ); P̃k|l(ξ

(i)
k ) = p(ξ

(i)
k |z

l) je hodnota aproximované pravděpodobnosti

v bodě ξ
(i)
k a ck je normalizačńı konstanta definovaná vzápět́ı,

• ∆k = [∆k,1,∆k,2]T definuje obdélńıkové2 okoĺı bodu ξ
(i)
k , ve kterém je hodnota

pravděpodobnosti Pk|l(ξ
(i)
k ) považována za konstantńı,

• S{xk; ξ
(i)
k ,∆k} je výběrová funkce, která nabývá jednotkových hodnot jen a pouze v okoĺı

∆k bodu ξ
(i)
k , jinak je nulová, a je definována jako

S{xk : ξ
(i)
k ,∆k} =


1, pokud xk,1 ∈ [ξ

(i)
k,1 −

∆k,1

2 , ξ
(i)
k,1 +

∆k,1

2 ] ∧
xk,2 ∈ [ξ

(i)
k,2 −

∆k,2

2 , ξ
(i)
k,2 +

∆k,2

2 ]

0, jinak

(7.2.2)

Výběrovou funkci můžeme tedy chápat jako nenormalizované rovnoměrné rozložeńı
v obdélńıkovém okoĺı uvažovaného bodu, jej́ıž integrál je∫

S{xk; ξ
(i)
k ,∆k}dxk = ∆k,1∆k,2 = δk (7.2.3)

Normalizačńı konstanta zajǐst’uj́ıćı, že integrál z aproximované hustoty p̂(xk|zl) (7.2.1) je roven
jedné, je

ck =

∫ N∑
i=1

P̃k|l(ξ
(i)
k )S{xk; ξ

(i)
k ,∆k}dxk

= δk

N∑
i=1

P̃k|l(ξ
(i)
k ) (7.2.4)

1V ekvidistantńı mř́ıžce jsou vztálenosti mezi dvěma sousedńımi body konstatńı.
2Okoĺı bodu si lze, pro nx = 2, představit jako obdélńık centrovaný v daném bodě. Okoĺı dvou sousedńıch

bod̊u se nepřekrývaj́ı.
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Obrázek 7.1: Ilustrace aproximace spojité hustoty hustotou po částech konstantńı.

Poznamenejme, že okoĺı ∆k jednotlivých bod̊u jsou navržena tak, aby se nepřekrývala a těsně
na sebe navazovala. Také je vhodné zmı́nit, že pro vhodně navrženou mř́ıžku bude normalizačńı
konstanta bĺızká jedničce.
Aproximace hustoty pravděpodobnosti p(xk|zl) hustotou po částech konstantńı p̂(xk|zl) je
ilustrována na obrázku 7.1. Poznamenejme, že aproximace hustoty byla definována a ilustrována
pro dimenzi stavu nx = 2 zejména z d̊uvodu názornosti. Obecně lze aproximovat hustotu
pravděpodobnosti stavu libovolné dimenze.

Poznámka . Volba množiny bod̊u aproximuj́ıćı stavový prostor je kĺıčová úloha při návrhu
metody bodových mas; č́ım uvažujeme v́ıce bod̊u, hustš́ı śıt’ a větš́ı část stavového prostoru
pokrytou body, t́ım můžeme očekávat přesněǰśı výsledky ovšem za cenu nezanedbatelně ros-
toućıch výpočetńıch nárok̊u. Obecně lze doporučit, že množina bod̊u by měla pokrývat takovou
část stavového prostoru, kde lež́ı významná část aproximované hustoty pravděpodobnosti.
Návrh množiny je tak ovlivněn nejen vlastnostmi šumů a dynamikou systému ale i t́ım, zda
předpokládáme, že aproximovaná hustota pravděpodobnosti je či neńı multimodálńı.

Poznámka . Poloha a tvar prediktivńı i filtračńı hustoty pravděpodobnosti ve stavovém prostoru
se v čase vyv́ıj́ı. Proto se muśı měnit i poloha množiny bod̊u, tj. poloha mř́ıžky bod̊u, ve stavovém
prostoru. Dynamika mř́ıžky je detailněji diskutována při návrhu prediktivńıho kroku metody
bodových mas.

7.3 Metoda bodových mas

Algoritmus metody bodových mas je dán, podobně jako ostatńı dř́ıve představené estimačńı
algoritmy, třemi principiálńımi kroky, a to inicializace, filtrace a predikce, které budou postupně
představeny a odvozeny.
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7.3.1 Inicializace

Inicializace algoritmu zač́ıná definićı prediktivńı hustoty pravděpodobnosti v čase k = 0, která
je rovna počátečńı podmı́nce systému, tj.

p(x0|z−1) = p(x0) (7.3.1)

a definićı vhodné množiny bod̊u {ξ(i)
0 }Ni=1. Pak počátečńı spojitá prediktivńı hustota je aproxi-

mována následuj́ıćı po částech konstantńı hustotou určenou body mř́ıžky

p̂(x0|z−1) =

N∑
i=1

P0|−1(ξ
(i)
0 )S{x0 : ξ

(i)
0 ,∆0} (7.3.2)

7.3.2 Filtrace

Výpočet filtračńı hustoty v časovém okamžiku k vycháźı z Bayesova vztahu (2.4.9) a dostupného
měřeńı zk. Tedy, Bayes̊uv vztah lze psát

p(xk|zk) =
p(zk|xk)p(xk|zk−1)

p(zk|zk−1)

= c̃−1
k p(zk|xk)p(xk|zk−1), (7.3.3)

kde

• c̃k =
∫
p(zk|xk)p(xk|zk−1)dxk je normalizačńı konstanta,

• p(zk|xk) je hustota pravděpodobnosti měřeńı, která dle (7.1.2), (7.1.4) a diskuze v kapitole
2.4, je dána

p(zk|xk) = pvk(zk − hk(xk)) = N(zk : hk(xk), Rk) (7.3.4)

• p(xk|zk−1) je prediktivńı hustota pravděpodobnosti.

Skutečná prediktivńı hustota však neńı známa. K dipozici máme jen jej́ı po částech konstantńı
aproximaci tj.

p̂(xk|zk−1) =
N∑
i=1

Pk|k−1(ξ
(i)
k )S{xk : ξ

(i)
k ,∆k} (7.3.5)

která je známá bud’ z předchoźıho kroku algoritmu nebo je dána počátečńı podmı́nkou (7.3.2).
Dosazeńım této aproximativńı hustoty do Bayesova vztahu (7.3.3) lze odvodit vztah pro výpočet
diskrétńı aproximace filtračńı hustoty p(xk|zk) ve tvaru

p̂(xk|zk) = ˆ̃c−1
k p(zk|xk)p̂(xk|zk−1)

= ˆ̃c−1
k p(zk|xk)

N∑
i=1

Pk|k−1(ξ
(i)
k )S{xk : ξ

(i)
k ,∆k} (7.3.6)

Vzhledem k po částech konstantńı aproximaci prediktivńı hustoty pravděpodobnosti, neńı nutné
hustotu pravděpodobnosti měřeńı vyhodnocovat v každém bodě xk stavového prostoru. Stač́ı ji
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vyhodnotit jen v bodech mř́ıžky. Pak po částech konstantńı aproximace filtračńı hustoty nabývá
tvaru

p̂(xk|zk) ≈ ˆ̃c−1
k

N∑
i=1

p̂(zk|xk = ξ
(i)
k )Pk|k−1(ξ

(i)
k )S{xk : ξ

(i)
k ,∆k} (7.3.7)

kde ˆ̃ck je aproximace normalizačńı konstanty c̃k a aproximativńı (po částech konstantńı)

pravděpodobnost měřeńı p̂(zk|xk = ξ
(i)
k ) je, dle (7.3.4),

p̂(zk|xk = ξ
(i)
k ) = N(zk : hk(ξ

(i)
k ), Rk)

= 1
(2π)nz/2(detRk)1/2

e
−1

2

(
zk−hk(ξ

(i)
k )

)T
R−1

k

(
zk−hk(ξ

(i)
k )

)
(7.3.8)

Pravděpodobnost měřeńı (7.3.8) je možné chápat jako věrohodnost aktuálńıho měřeńı zk vzhle-

dem k i-tému bodu mř́ıžky ξ
(i)
k . Jinými slovy (7.3.8) ř́ıká, jaká je pravděpodobnost, že skutečný

stav xk, na jehož základě bylo realizováno dostupné aktuálńı měřeńı zk, je v okoĺı i-tého bodu

ξ
(i)
k . Pak, filtračńı hustotu můžeme zapsat ve finálńım tvaru

p̂(xk|zk) =

N∑
i=1

Pk|k(ξ
(i)
k )S{xk : ξ

(i)
k ,∆k} (7.3.9)

kde filtračńı pravděpodobnost i-tého bodu je dána součinem apriorńı pravděpodobnosti a
věrohodnosti měřeńı, tj.

Pk|k(ξ
(i)
k ) = ˆ̃c−1

k p(zk|xk = ξ
(i)
k )Pk|k−1(ξ

(i)
k ) (7.3.10)

Výpočtem normalizačńı konstanty, zajǐst’uj́ıćı jednotkový integrál hustoty,

ˆ̃ck =

∫ N∑
i=1

Pk|k(ξ
(i)
k )S{xk : ξ

(i)
k ,∆k}dxk

=

N∑
i=1

Pk|k(ξ
(i)
k )

∫
S{xk : ξ

(i)
k ,∆k}dxk

=
N∑
i=1

Pk|k(ξ
(i)
k )δk (7.3.11)

filtračńı krok metody bodových mas konč́ı.

Všimněme si, že ve filtračńım kroku metody bodových mas nedocháźı ke změně polohy bod̊u
mř́ıžky. Měńı se pouze pravděpodobnost asociovaná s každým bodem. Poloha filtračńı hustoty
ve stavovém prostoru se však může lǐsit od polohy prediktivńı hustoty a tento fakt muśıme vźıt
v potaz už při návrhu mř́ıžky pro prediktivńı hustotu (7.3.5). Poznamenejme také, že metoda
bodových mas poskytuje odhad ve formě po částech konstantńı hustoty pravděpodobnosti. Na
základě této hustoty, můžeme vypoč́ıtat libovolný filtračńı moment, např. středńı hodnotu či
kovariančńı matici. Zp̊usob výpočtu moment̊u z aproximativńıch po částech konstantńıch hustot
je ilustrován později. Všimněme si, že znalost moment̊u neńı však pro běh filtru nutná.
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7.3.3 Predikce

Výpočet prediktivńı hustoty pro čas k + 1 vycháźı z Chapman-Kolmogorovovy rovnice (2.4.10)
maj́ıćı tvar

p(xk+1|zk) =

∫
p(xk+1|xk)p(xk|zk)dxk (7.3.12)

kde

• p(xk+1|xk) je přechodová hustota pravděpodobnosti stavu, která je, dle (7.1.1), (7.1.3) a
diskuze v kapitole 2.4, dána

p(xk+1|xk) = pwk
(xk+1 − fk(xk)) = N(xk+1 : fk(xk), Qk) (7.3.13)

• p(xk|zk) je filtračńı hustota pravděpodobnosti.

Skutečná filtračńı hustota neńı známá, k dipozici je však jej́ı aproximace pomoćı bodových mas
daná vztahem (7.3.9). Jej́ım dosazeńım do (7.3.12) źıskáme vztah

p̂(xk+1|zk) =

∫
p(xk+1|xk)

N∑
i=1

Pk|k(ξ
(i)
k )S{xk : ξ

(i)
k ,∆k}dxk (7.3.14)

který nelze jednoduchým zp̊usobem dále upravit d́ıky závislosti stavu xk+1 na xk, přes který inte-
grujeme. Abychom tedy mohli vyřešit výše uvedený integrálńı vztah v duchu bodových mas (tj.

bez nutnosti integrace), muśıme navrhnout novou mř́ıžku bod̊u {ξ(i)
k+1}

N
i=1 vhodně aproximuj́ıćı

tu část stavového prostoru, kde očekáváme poč́ıtanou prediktivńı hustotu.

Definujme si tedy novou mř́ıžku bod̊u {ξ(j)
k+1}

N
j=1. Pak můžeme aproximovat hustotu p(xk+1|xk)

následuj́ıćı po částech konstantńı hustotou

p(xk+1|xk) ≈ p̂(xk+1|xk) =
N∑
j=1

p(ξ
(j)
k+1|xk)S{xk+1 : ξ

(j)
k+1,∆k+1} (7.3.15)

kde p(ξ
(j)
k+1|xk) = c−1

k p̃(ξ
(j)
k+1|xk) a ck = δk+1

∑N
j=1 p(ξ

(j)
k+1|xk).
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Dosazeńım (7.3.15) do (7.3.14) lze odvodit finálńı aproximativńı vztah pro výpočet Chapman-
Kolmogorovovy rovnice ve tvaru

p̂(xk+1|zk) ≈
∫
p̂(xk+1|xk)

N∑
i=1

Pk|k(ξ
(i)
k )S{xk : ξ

(i)
k ,∆k}dxk

=

∫ N∑
j=1

p(ξ
(j)
k+1|xk)S{xk+1 : ξ

(j)
k+1,∆k+1}

N∑
i=1

Pk|k(ξ
(i)
k )S{xk : ξ

(i)
k ,∆k}dxk

≈
∫ N∑

j=1

N∑
i=1

Pk|k(ξ
(i)
k )p(ξ

(j)
k+1|xk = ξ

(i)
k )S{xk : ξ

(i)
k ,∆k}S{xk+1 : ξ

(j)
k+1,∆k+1}dxk

=

N∑
i=1

N∑
j=1

Pk|k(ξ
(i)
k )p(ξ

(j)
k+1|xk = ξ

(i)
k )S{xk+1 : ξ

(j)
k+1,∆k+1}

∫
S{xk : ξ

(i)
k ,∆k}dxk︸ ︷︷ ︸
δk

=

N∑
j=1

N∑
i=1

Pk|k(ξ
(i)
k )p(ξ

(j)
k+1|xk = ξ

(i)
k )δk︸ ︷︷ ︸

Pk+1|k(ξ
(j)
k+1)

S{xk+1 : ξ
(j)
k+1,∆k+1}

=
N∑
j=1

Pk+1|k(ξ
(j)
k+1)S{xk+1 : ξ

(j)
k+1,∆k+1} (7.3.16)

Výpočet prediktivńı pravděpodobnosti v bodě nové mř́ıžky, tj.

Pk+1|k(ξ
(j)
k+1) =

N∑
i=1

p(ξ
(j)
k+1|xk = ξ

(i)
k )Pk|k(ξ

(i)
k )δk,∀j (7.3.17)

lze interpretovat jako pravděpodobnost, že skutečný stav v čase k + 1, tj. xk+1, lež́ı v okoĺı

bodu j-tého budu nové mř́ıžky ξ
(j)
k+1, za předpokladu, že skutečný stav xk ležel v okoĺı prvńıho

bodu p̊uvodńı mř́ıžky ξ
(1)
k s pravděpodobnost́ı Pk|k(ξ

(1)
k ), druhého bodu ξ

(2)
k s pravděpodobnost́ı

Pk|k(ξ
(2)
k ) až N -tého bodu ξ

(N)
k s pravděpodobnost́ı Pk|k(ξ

(N)
k ). Prediktivńı pravděpodobnost

(7.3.17) je tedy nutno vypoč́ıtat pro každý bod nové mř́ıžky.
Vztah (7.3.16), který ve své podstatě realizuje konvoluci, je výpočetně nejnáročněǰśı operaćı
filtru. Výpočetńı náročnost konvoluce roste kvadraticky s počtem bod̊u mř́ıžky. Proto, lze
v literatuře naj́ıt aproximativńı př́ıstupy k výpočetně úspornému řešeńı konvoluce [99].
Alternativou je použit́ı prostředk̊u pro paralelńı výpočet konvoluce, který může být efektivně

realizován např. pomoćı moderńıch grafických karet (výpočet Pk+1|k(ξ
(j)
k+1) (7.3.17) je nezávislý

pro jednotlivé body ξ
(j)
k+1). Poznamenejme, že nejnověǰśı verze programu MATLAB R© umožňuj́ı

uživatelsky př́ıvětivou kompilaci programu pro paralelńı zpracováńı dat na grafických kartách.

Poznámka . Definice nové śıtě bod̊u je d̊uležitou operaćı prediktivńıho kroku filtru. Nová mř́ıžka
typicky vycháźı z p̊uvodńı mř́ıžky, která je propagována do následuj́ıćıho časového okamžiku
za pomoci rovnice dynamiky (7.1.1), kde muśıme vźıt v potaz i vliv stavového šumu, zejména
jeho variance. Všimněme si, že nová mř́ıžka může mı́t odlǐsný počet bod̊u od p̊uvodńı mř́ıžky.
Avšak z hlediska konstantńı výpočetńı náročnosti algoritmu filtru, je vhodné uvažovat počet
bod̊u konstantńı. Návrh mř́ıžky je detailně diskutován např. v [99], [102].
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7.3.4 Výpočet moment̊u

Metoda bodových mas poskytuje odhad stavu ve formě hustoty pravděpodobnosti vypočtené
v diskrétńı mř́ıžce bod̊u. Pro interpretaci a následné využit́ı odhadu je však vhodné mı́ti k dis-
pozici bodový odhad stavu popř. př́ıslušnou kovariančńı matici.
Uvažujme filtračńı hustotu pravděpodobnosti p̂(xk|zk) (7.3.9), pak odhad ve smyslu maximálńı
aposteriorńı pravděpodobnosti (2.5.8) je

x̂MAP
k = ξ

(iMAP )
k (7.3.18)

kde iMAP = arg maxi P(i)
k|k je index bodu mř́ıžky, kde hodnota filtračńı hustoty nabývá maxima.

Odhad ve smyslu podmı́něné středńı hodnoty je dán vztahem

x̂k = E[xk|zk]

=

∫
xkp(xk|zk)dxk

≈
∫
xkp̂(xk|zk)dxk

=

∫
xk

N∑
i=1

Pk|k(ξ
(i)
k )S{xk : ξ

(i)
k ,∆k}dxk

=

N∑
i=1

Pk|k(ξ
(i)
k )

∫
xkS{xk : ξ

(i)
k ,∆k}dxk (7.3.19)

který lze, s ohledem na definici výběrové funkce (7.2.2), zapsat jako

x̂k =

N∑
i=1

Pk|k(ξ
(i)
k )ξ

(i)
k δk (7.3.20)

Tedy, středńı hodnota je dána váženým součtem bod̊u mř́ıžky. Kovariančńı matice chyby fil-
tračńıho odhadu (7.3.20) je

Pk = cov[xk|zk]

=

∫
(xk − x̂k)(xk − x̂k)T p(xk|zk)dxk

≈
∫

(xk − x̂k)(xk − x̂k)T p̂(xk|zk)dxk

=
N∑
i=1

Pk|k(ξ
(i)
k )

∫
(xk − x̂k)(xk − x̂k)TS{xk : ξ

(i)
k ,∆k}dxk

=

N∑
i=1

Pk|k(ξ
(i)
k )(ξ

(i)
k − x̂k)(ξ

(i)
k − x̂k)

T δk + P unifk (7.3.21)

kde matice P unifk =
δ2k
12I[∆k,1,∆k,2, . . . ,∆k,nx] plyne z interpretace aproximativńı hustoty jako

součtu rovnoměrných rozděleńı. Odvozeńı matice pro v́ıce-dimenzionálńı systém může být na-
lezeno např. v [101]. Poznamenejme, že pro dostatečně hustou śıt’ bod̊u, kde okoĺı bodu je

dostatečně malé, lze matici P unifk zanedbat.
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7.4 Shrnut́ı algoritmu a závěrečné poznámky

Odvozeńı metody bodových mas ilustruje obecný př́ıstup k numerickému řešeńı integrálńıch
funkcionálńıch vztah̊u, v tomto př́ıpadě bayesovských rekurzivńıch vztah̊u. I přes složitěǰśı
odvozeńı, výsledný algoritmus metody bodových mas je relativně jednoduchý a je shrnut
v následuj́ıćıch kroćıch.

Algoritmus metody bodových mas

(i) Definujme počátečńı (prediktivńı) hustotu pravděpodobnosti p(x0|z−1) a mř́ıžku bod̊u

{ξ(i)
0 }Ni=1. Spočtěme aproximativńı prediktivńı hustotu pravděpodobnosti p̂(x0|z−1) (7.3.2).

Stanovme počátečńı časový okamžik k = 0.

(ii) Po př́ıchodu měřeńı zk, spočtěme filtračńı hustotu pravděpodobnosti p̂(xk|zk) dle (7.3.9)
ve všech bodech mř́ıžky s přihlédnut́ım ke vztah̊um (7.3.8), (7.3.10) a (7.3.11).

(iii) Nadefinujme novou mř́ıžku pro časový okamžik k+ 1, tj. {ξ(i)
k+1}

N
i=1 a spočtěme prediktivńı

hustotu pravděpodobnosti p̂(xk+1|zk) dle konvoluce (7.3.16) a (7.3.17).

Pro k = k + 1, algoritmus pokračuje krokem (ii).

Poznamenejme, že při běhu metody bodových mas je nutné kontinuálně kontrolovat, zda od-
hadované hustoty pravděpodobnosti jsou v oblasti stavového prostoru, který je aproximován
mř́ıžkou, popř. vlastnosti mř́ıžky upravit [104].
I přes výrazný pokrok ve výkonu osobńıch i pr̊umyslových poč́ıtač̊u je metoda bodových mas
realizovatelná do dimenze stavu nx = 3. V př́ıpadě některých v́ıce-dimenzionálńıch systémů,
kdy část stavových veličin se vyv́ıj́ı dle nelineárńıho modelu a část dle lineárńıho, se nab́ıźı
možnost použit́ı tzv. marginalizace či Rao-Blackwellizace, při návrhu metody bodových mas.
Tento postup ve svém d̊usledku vede k estimačńımu algoritmu, kde

”
nelineárně modelovaná“ část

stavu je odhadována výpočetně náročnou metodou bodových mas a zbylá
”
lineárně modelovaná“

část výpočetně úsporným Kalmanovo filtrem. Vı́ce o tomto konceptu lze nalézt např. v [104]–
[107].
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Kapitola 8

Využit́ı lineárńı i nelineárńı filtrace
v úlohách identifikace a rozhodováńı

Ćılem této kapitoly je naznačit, že diskutovaný př́ıstup k modelováńı a estimaci lze použ́ıt
s úspěchem na řadu daľśıch úloh. Ukážeme si také vztah mezi identifikaćı a estimaćı.

8.1 Využit́ı Kalmanova filtru při identifikaci systémů

V této sekci se budeme zabývat využit́ım Kalmanova filtru při identifikaci [31], [10], [28],
[32], [33], [34]. Identifikace systémů vedle matematického modelováńı slouž́ı k postaveńı
matematického modelu reprezentuj́ıćıho zkoumaný systém. Uvažujme pro jednoduchost jedno-
dimenzionálńı ARX model s proměnnými koeficienty

Ak(q
−1)zk = Bk(q

−1)uk + vk (8.1.1)

kde

Ak(q
−1) = 1 + ak1q

−1 + ak2q
−2 + ...+ aknaq

−na

Bk(q
−1) = bk1q

−1 + bk2q
−2 + ...+ bknbq

−nb

a zk je měřený výstup, uk vstup systému a {vk} b́ılý gaussovský šum s nulovou středńı hodnotou
a kovarianćı Rk, tedy

p(vk) = N(vk : 0, Rk) (8.1.2)

Parametry systému neboli koeficienty polynomů Ak(q
−1), Bk(q

−1) se vyv́ıj́ı v čase a jsou
neznámé. Definujme vektor Θk složený z těchto parametr̊u

Θk
4
= [ak1, ak2, ..., akna, bk1, bk2, ..., bknb]

T (8.1.3)

Předpokládejme, že vektor parametr̊u Θk je pod vlivem gaussovského b́ılého šumu {wk} a vyv́ıj́ı
se podle následuj́ıćıho vztahu

Θk+1 = Θk + wk (8.1.4)

kde hustota pravděpodobnosti stavového šumu je dána

p(wk) = N(wk : 0, Qk) (8.1.5)
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Jestliže shromážd́ıme měřené veličiny do vektoru regresor̊u ϕk

ϕk
4
= [zk−1, zk−2, ..., zk−na, uk−1, uk−2, ..., uk−nb]

T (8.1.6)

pak (8.1.1) můžeme zapsat takto

zk = ϕTk Θk + vk (8.1.7)

Polož́ıme-li dále

xk
4
= Θk

Hk
4
= ϕTk (8.1.8)

a budeme-li předpokládat, že náhodná veličina xkmin (počátečńı stav) je nezávislá na {wk} a
{vk}, které jsou vzájemně nezávislé, a má gaussovské rozložeńı

p(xkmin) = N(xkmin : x̂′kmin, P
′
kmin) (8.1.9)

kde kmin = max{na, nb} je prvńı časový okamžik umožňuj́ıćı vytvořeńı vektoru regresor̊u
(8.1.6), dostaneme se formálně ke shodné formulaci úlohy kalmanovské filtrace. Tud́ıž pro odhad
parametr̊u ARX modelu (8.1.1) můžeme použ́ıt Kalman̊uv filtr či prediktor. Povšimněme si, že
v tomto př́ıpadě nelze předpoč́ıtávat kovariančńı matici nebo Kalman̊uv zisk, protože vektor
regresor̊u neńı znám do budoucnosti. Na rozd́ıl od 1. d́ılu, kdy parametry byly konstanty, zde
jsou chápány jako náhodné veličiny, a proto můžeme nyńı úlohu odhadu parametr̊u pojmout
obecněji, a to ve smyslu sledováńı měńıćıch se parametr̊u (stavu).

Poznámka . Vhodným výběrem hustoty pravděpodobnosti p(vk) můžeme opět postavit model
pro hrubé chyby měřeńı (rovnice) a stanoveńım hustoty p(wk) tvarovat skokové změny para-
metr̊u. Pak lze použ́ıt pro odhad parametr̊u filtr s v́ıcenásobnou linearizaćı. Simulačńı ověřeńı
bylo provedeno v [52], [66], [67].

Poznámka . Volba modelu dynamiky vývoje odhadovaných parametr̊u (8.1.4) je kĺıčová pro
správnou funkcionalitu estimátoru. V některých situaćıch může být výhodněǰśı uvažovat gauss-
markovský model, který vede na omezenou varianci odhadu, na mı́sto modelu náhodné
procházky, který principiálně umožňuje nekonečně velkou varianci odhadu. Všimněme si také,
že př́ıpadná znalost o rychlosti a povaze změn element̊u vektoru Θk může být reflektována ve
volbě matice Qk či v dynamice vývoje odhadovaných parametr̊u, jej́ıž volba je plně v rukách
návrháře.

8.2 Využit́ı nelineárńı filtrace při identifikaci systémů

V předchoźı kapitole byla pozornost věnována identifikaci lineárńıch model̊u ve struktuře ARX.
Pokud je identifikovaný model popsán následuj́ıćım modelem, který je nelineárńı vzhledem
k neznámým parametr̊um,

zk = hk(Θk) + vk (8.2.1)

kde hk(·) je známá nelineárńı funkce (implicitně závislá na známých regresorech ϕTk ) nelze
již Kalman̊uv filtr pro odhad parametr̊u Θk použ́ıt a je nutné využ́ıt dř́ıve představené
metody nelineárńı filtrace. Ty zahrnuj́ı např. rozš́ı̌rený Kalman̊uv filtr představený v kapitole
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4.1, unscentovaný Kalman̊uv filtr představený v kapitole 4.4 nebo metodu bodových mas
představenou v kapitole 7.

Poznámka . Analogický postup lze použ́ıt i při identifikaci modelu ve formě neuronových śıt́ı,
která byla představena v prvńım d́ıle skript, kdy odhadujeme nejen váhy aktivačńıch funkćı, ale i
parametry aktivačńıch funkćı. Pak na identifikovaný model můžeme pohĺıžet jako na model s ne-
lineárńı funkćı parametr̊u, které odhadujeme nelineárńım filtrem. Poznamenejme, že aktivačńı
funkce použ́ıvané v neuronových śıt́ıch jsou poměrně snadno derivovatelné a tedy pro odhad
parametr̊u je často použ́ıván rozš́ı̌rený Kalman̊uv filtr. Poznamenejme rovněž, že při současném
odhadu vah a parametr̊u aktivačńıch funkćı obvykle stač́ı uvažovat menš́ı počet aktivačńıch
funkćı, než je tomu v př́ıpadě, kdy odhadujeme pouze váhy a parametry voĺıme.

8.3 Odhad vlastnost́ı poruch pomoćı lineárńıho prediktoru

Metody odhadu stavu lze nalézt i v jiných, zdánlivě překvapivých, úlohách identifikace pa-
rametr̊u. Jednou z těchto úloh je i odhad vlastnost́ı poruch stochastických dynamických systémů.

Jak jsme si mohli v předchoźıch kapitolách všimnout, všechny doposud zmı́něné metody odhadu
stavu jsou založeny na známém stavovém modelu uvažovaného systému. Podobně, známý sta-
vový model je kĺıčovým předpokladem i pro mnohé techniky pro návrh regulátoru či detekce
poruch. Konstrukce stavového modelu stochastického dynamického systému, či některých jeho
část́ı, však může být v mnoha př́ıpadech složitá.
Zat́ımco model deterministické části stavového modelu, tj. funkce fk(·), hk(·) v rovnici dynamiky
a měřeńı (7.1.1), (7.1.2), typicky vycháźı z r̊uzných fyzikálńıch, chemických, biologických či
matematických zákon̊u, model stochastické části, tj. popis stavového šumu wk a šumu v rovnici
měřeńı vk, muśı být mnohdy nalezen využit́ım naměřených dat.
Jako př́ıklad zde můžeme opět zmı́nit navigačńı systém letadla. Ten je založen na stavovém
modelu. Jeho deterministická část popisuje teoretický vztah mezi pozićı, rychlost́ı a orientaćı
letadla v závislosti na zrychleńı a úhlové rychlosti letadla. Je tak, při uvažovaných podmı́nkách,
dokonale známá. Stochastická část modelu pak bere v potaz jednak chyby ovlivňuj́ıćı dostupné
měřeńı, tak i nemodelované śıly p̊usob́ıćı na letadlo, jejichž model by byl př́ılǐs složitý. Popis
poruch nelze typicky naj́ıt analytickým zp̊usobem, a tedy muśıme jej identifikovat.
Proto, od 70. let minulého stolet́ı, byla věnována značná pozornost metodám odhaduj́ıćı popis po-
ruch ve stavovém modelu na základě známé deterministické části modelu a množiny naměřených
dat. V literatuře lze naj́ıt široké spektrum identifikačńıch metod pro lineárńı i nelineárńı, časově
variantńı i invariantńı systémy [108], [109], mnohdy založené na využit́ı metod odhadu stavu.
V této kapitole představ́ıme moderńı metodu odhadu kovariančńıch matic poruch stavového mo-
delu, která je založena na specifickém využit́ı lineárńıho, avšak neoptimálńıho, estimátoru stavu
[110]. Metodu, v anglicky psané literatuře označovanou

”
autocovariance least-squares method“,

budeme dále nazývat jako autokovariančńı metodu.

8.3.1 Popis systému a formulace problému

Uvažujme systém popsaný lineárńım časově invariantńım stavovým modelem

xk+1 = Fxk + wk (8.3.1)

zk = Hxk + vk (8.3.2)

kde proměnné jsou definovány v souladu s definićı modelu pro Kalman̊uv filtr, tj. k znač́ı časový
okamžik, xk je neznámý stav dimenze nx, zk je dostupné měřeńı dimenze nz, F , H jsou známé
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matice. Předpokládáme, podobně jako u Kalmanova filtru, že dvojice F a H je pozorovatelná.
Vektory wk a vk reprezentuj́ı stavový šum a šum v rovnici měřeńı. Oproti Kalmanově filtru
však popis poruch wk a vk neńı znám. Pouze předpokládáme, že se jedná o stacionárńı procesy s
nulovou středńı hodnotou, které jsou nezávislé na počátečńıho stavu x0. Neńı dále předpokládaná
znalost hodnoty ani moment̊u počátečńıho stavu.
Ćılem je nalézt odhad kovariančńıch matic poruch, tj. Q = cov[wk], R = cov[vk], ∀k, za
předpokladu známých matic F a H a dostupné sekvence měřeńı zN = [z0, . . . , zN ].

8.3.2 Predikce stavu a měřeńı

Uvažujme lineárńı systém (8.3.1), (8.3.2). Při neznalosti kovariančńıch matic poruch Q a R nelze
navrhnout optimálńı prediktor (3.3.11) poskytuj́ıćı odhad s minimálńı varianćı chyby odhadu.
Avšak lze navrhnout neoptimálńı prediktor stavu ve formě

x̂′k+1 = Fx̂′k + FK(zk −Hx̂′k)
= Fx̂′k + FKz̃k (8.3.3)

kde

z̃k = zk −Hx̂′k (8.3.4)

je chyba predikce měřeńı a K je zisk prediktoru. Zisk K a počátečńı podmı́nka prediktoru x̂′0
jsou v tomto př́ıpadě chápány jako uživatelem volené parametry. Počátečńı podmı́nka může být
zvolena jako libovolný reálný vektor, avšak za vhodnou volbu lze považovat x̂′0 = 0. Zisk může
být zvolen jako reálná matice splňuj́ıćı podmı́nku, že ńıže definovaná matice

F̄ = F − FKH (8.3.5)

je stabilńı, tj. všechna vlastńı č́ısla matice F̄ jsou uvnitř jednotkového kruhu. Volba zisku je
detailněji diskutována později. Pak chyba predikce stavu, definována vztahem

εk+1 = xk+1 − x̂′k+1

= Fxk + wk − Fx̂′k − FK(zk −Hx̂′k)
= Fxk + wk − Fx̂′k − FK(Hxk + vk −Hx̂′k)
= F (xk − x̂′k)− FK(H(xk − x̂k) + vk)− wk
= (F − FKH)εk − FKvk + wk (8.3.6)

je stabilńı proces, což znamená, že kovariančńı variance chyby odhadu stavu konverguje ke
konečné hodnotě a tedy z̊ustává omezená (i když výsledná kovariančńı matice chyby odhadu
neńı minimálńı, tak jak je tomu pro optimálńı Kalman̊uv prediktor).
S přihlédnut́ım k (8.3.4), (8.3.6) lze definovat chybový model predikce stavu

εk+1 =

F̄︷ ︸︸ ︷
(F − FKH) εk +

G︷ ︸︸ ︷
[I, −FK]

ζk︷ ︸︸ ︷[
wk
vk

]
= F̄ εk +Gζk (8.3.7)

z̃k = Hxk + vk −Hx̂k
= Hεk + vk (8.3.8)
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který bude základem odvozeńı autokovariančńı metody. Všimněme si, že matice F̄ a G v chy-
bovém modelu jsou známé a ζk je náhodná veličina s nulovou středńı hodnotou a kovariančńı
matićı

Σ = cov[ζk] =

[
Q 0
0 R

]
(8.3.9)

8.3.3 Autokovariančńı metoda pro odhad vlastnost́ı poruch

Autokovariančńı metoda je založena na statistické analýze chybového modelu (8.3.7), (8.3.8)
lineárńıho prediktoru (8.3.3). Vlastnosti chyby predikce stavu a měřeńı v ustáleném stavu,
tj. pro k → ∞, kdy vliv počátečńı podmı́nky x̂′0 odezněl, jsou sumarizovány v následuj́ıćıch
odstavćıch.

Chyba predikce stavu εk (8.3.7) je, v ustáleném stavu, stochastický proces s nulovou středńı
hodnotou, tj.

E[ε] = E[εk+1] = E[εk]

= F̄E[ε] +GE[ζk]

= G
I−FE[ζk]

= 0 (8.3.10)

a kovariančńı matićı

P ′ = cov[ε] = cov[εk+1] = cov[εk]

= F̄ cov[ε]F̄ T +Gcov[ζk]G
T

= F̄P ′F̄ T +GΣGT (8.3.11)

Elegantńı řešeńı výše uvedené maticové (Lyapunovovy) lineárńı rovnice (8.3.11) je založeno na
Kroneckerově algebře [112], zejména na vztaźıch

(ABC)s = (CT ⊗A)Bs (8.3.12)

(A+B)s = As +Bs (8.3.13)

kde A,B,C jsou matice vhodných dimenźı, ⊗ znač́ı Kronecker̊uv součin a As = (A)s znač́ı
vektor, který je dán sloupci matice A naskládaných pod sebe. Využit́ım vztah̊u (8.3.12) a (8.3.13)
v (8.3.11) můžeme źıskat finálńı vztah pro ustálenou kovariančńı matici chyby predikce stavu

P ′s = (I − F̄ ⊗ F̄ )−1(G⊗G)Σs (8.3.14)

která je lineárńı funkćı hledaných kovariančńıch matic poruch Q a R tvoř́ıćıch vektor Σs.

Chyba predikce měřeńı z̃k (8.3.8) je, v ustáleném stavu, také stochastický proces s nulovou
středńı hodnotou, tj.

E[z̃k] = E[Hεk + vk]

= HE[εk] + E[vk]

= 0 (8.3.15)
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a kovariančńı matićı

C0 = E[(Hεk + vk)(Hεk + vk)
T ]

= HP ′HT +R (8.3.16)

kterou lze s ohledem na (8.3.12)–(8.3.14) upravit do tvaru

(C0)s = (H ⊗H)P ′s +Rs

= (H ⊗H)(I − F̄ ⊗ F̄ )−1(G⊗G)︸ ︷︷ ︸
známá matice

Σs︸︷︷︸
hledaný vektor

+ Rs︸︷︷︸
hledaný vektor

(8.3.17)

T́ım, že prediktor (8.3.3) neńı optimálńı, inovačńı posloupnost z̃k (8.3.8) neńı b́ılá, jak tomu bylo
u Kalmanova filtru, a tedy, má nenulové následuj́ıćı kovariančńı matice

Cp = E[(Hεk + vk)(Hεk+p + vk+p)
T ]

= E[(Hεk + vk)
(
H(F̄ pεk + F̄ p−1Gζk + . . .+Gζk+p−1) + vk+p

)T
]

= E[Hεk(HF̄
pεk)

T ] + E[vk(HF̄
p−1Gζk)

T ]

= HP ′(F̄ p)THT −RKTF T (F̄ p−1)THT (8.3.18)

kde p = 1, 2, . . . , P , charakterizuj́ıćı závislost inovace mezi dvěma časovými okamžiky. Využit́ım
(8.3.12)–(8.3.14) lze dále psát

(Cp)s =
(
(HF̄ p)⊗H

)
P ′s −

(
(HF̄ p−1FK)⊗ I

)
Rs

=
(
(HF̄ p)⊗H

)
(I − F̄ ⊗ F̄ )−1(G⊗G)︸ ︷︷ ︸

známá matice

Σs︸︷︷︸
hledaný vek.

−
(
(HF̄ p−1FK)⊗ I

)︸ ︷︷ ︸
známá matice

Rs︸︷︷︸
hledaný vek.

(8.3.19)

Vztahy (8.3.17), (8.3.19), definuj́ıćı autokovariančńı funkci inovačńı posloupnosti, jsou lineárńı
funkćı hledaných prvk̊u kovariančńıch matic poruch Q a R, které formuj́ı vektory Σs a Rs. Na
jejich základě můžeme tedy definovat soustavu lineárńıch rovnic ve formě

(C0)s = [(H ⊗H)(I − F̄ ⊗ F̄ )−1(G⊗G) +M ]M︸ ︷︷ ︸
ϕT (0)

Θ (8.3.20)

(C1)s = [((HF̄ )⊗H)(I − F̄ ⊗ F̄ )−1(G⊗G) + ((HFK)⊗ I)M ]M︸ ︷︷ ︸
ϕT (1)

Θ (8.3.21)

... (8.3.22)

(CP )s = [((HF̄P )⊗H)(I − F̄ ⊗ F̄ )−1(G⊗G) + ((HF̄P−1FK)⊗ I)M ]M︸ ︷︷ ︸
ϕT (P )

Θ (8.3.23)

kde Θ je vektor obsahuj́ıćı unikátńı prvky odhadovaných matic Q a R a M a M jsou známé
výběrové matice, tvořené jedničkami a nulami, pro které plat́ı Rs = MΣs a Σs =MΘ. Pozna-
menejme, že tvorba výběrových matic je ilustrována dále.
Soustavu rovnic (8.3.20)–(8.3.23) můžeme zapsat v kompaktńı formě použ́ıvané v metodě
nejmenš́ıch čtverc̊u

Y = ΦΘ (8.3.24)

kde Y = [((C0)s)
T , ((C1)s)

T , . . . , ((CP )s)
T ]T a Φ =

 ϕT (0)

ϕT (1)

...
ϕT (P )

 je známá matice.

106



Pokud bychom znali autokovariančńı funkci Cp, ∀p, definovanou (8.3.16), (8.3.18), můžeme
snadno zkonstruovat vektor Y v (8.3.24) a odhadnout vektor neznámých parametr̊u Θ. Nicméně,
autokovariančńı funkce známa neńı. Můžeme ji však odhadnout na základě měřených dat.
Pokud máme sekvenci měřeńı zk, můžeme vypoč́ıtat predikci stavu x̂′k,∀k, pomoćı (8.3.3) a t́ım i
inovačńı posloupnost z̃k, ∀k, pomoćı (8.3.4). Pak asymptoticky nestranný odhad autokovariančńı
funkce (8.3.16), (8.3.18) je dán

Ĉ0 = 1
τ+1

τ∑
k=0

z̃kz̃
T
k , (8.3.25)

Ĉp = 1
τ−p+1

τ−p∑
k=0

z̃kz̃
T
k+p,∀p (8.3.26)

Odhad autokovariančńı funkce použijeme pro specifikaci vektoru

Ŷ = [((Ĉ0)s)
T , ((Ĉ1)s)

T , . . . , ((ĈP )s)
T ]T (8.3.27)

který reprezentuje odhad vektoru Y v (8.3.24), a následně pro odhad parametr̊u, tj. prvk̊u
kovariančńıch matic poruch dle

Θ̂ = Θ̂(Q,R) = (ΦTΦ)−1ΦT Ŷ

= Φ†Ŷ (8.3.28)

Z prvk̊u vektoru Θ̂ pak následně sestav́ıme odhady kovariančńıch matic Q̂ a R̂.

Př́ıklad 8.2.1. Ilustrujme význam a tvorbu výběrových matic M a M. Předpokládejme skalárńı
systém, tj. nx = nz = 1. Pak kovariančńı matice poruch Q a R jsou (skalárńı) variance a tedy
Q = Qs a R = Rs. Hledaný vektor unikátńıch prvk̊u varianćı poruch je definován Θ = [Q,R]T .
Kovariančńı matice rozš́ı̌reného vektoru poruch ζk (8.3.9) je matice 2/2 s variancemi na diagonále

Σ =
[
Q 0
0 R

]
a vektorová forma matice je Σs =

[
Q
0
0
R

]
. Výběrová matice M v (8.3.20)–(8.3.23) je

pak

M = [0, 0, 0, 1] (8.3.29)

což splňuje rovnici R = MΣs = [0, 0, 0, 1]

[
Q
0
0
R

]
. Výběrová matice M je definována jako

M =

[
1 0
0 0
0 0
0 1

]
(8.3.30)

což splňuje požadovanou rovnost Σs =MΘ =

[
1 0
0 0
0 0
0 1

] [
Q
R

]
.

Poznámka . Zisk prediktoru K v rovnici (8.3.3) muśı být volen tak, aby matice F̄ (8.3.5) byla
stabilńı. Jednou z možnost́ı je definovat stabilńı matici F̄ a pak dopoč́ıtat prvky zisku K. Druhou
možnost́ı, která vždy povede na stabilńı matici F̄ , je definovat dvě libovolné pozitivně definitńı
matice QA a RA př́ıslušných dimenźı, vypoč́ıtat řešeńı následuj́ıćı algebraické Riccatiho rovnice

P ′A = F [P ′A − P ′AHT (HP ′HT +RA)−1HP ′A]F T +QA (8.3.31)
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a stanovit zisk prediktoru dle

K = P ′AH
T (HP ′AH

T +RA)−1 (8.3.32)

Poznámka . Prediktor (8.3.3) neńı optimálńı z hlediska středńı kvadratické chyby, tj. lze ukázat
že kovariančńı matice chyby odhadu stavu (8.3.11) bude větš́ı než ustálená kovariančńı matice
prediktivńı chyby odhadu stavu Kalmanova filtru, resp. prediktoru (3.3.11). Avšak, jak ukazuje
(8.3.10), prediktor (8.3.3) poskytuje nestranný odhad stavu i pro neoptimálńı zisk K.

8.3.4 Shrnut́ı algoritmu a závěrečné poznámky

Autokovariančńı metoda pro odhad vlastnost́ı poruch může být definována následuj́ıćım algo-
ritmem.

Algoritmus autokovariančńı metody pro odhad kovariančńıch matic poruch

(i) Definujme zisk prediktoru K v (8.3.3) tak, aby matice F̄ = F − FKH byla stabilńı.
Definujme počet rovnic P autokovariančńı funkce (8.3.20)–(8.3.23), tak aby počet rovnic
byl větš́ı než počet odhadovaných parametr̊u vektoru Θ.

(ii) Na základě sekvence měřeńı zk, vypočtěme predikci stavu x̂′k,∀k (8.3.3) a t́ım i inovačńı
posloupnost z̃k, ∀k (8.3.4).

(iii) Odhadněme autokovariančńı funkci inovace dle (8.3.25) a (8.3.26) a stanovme matici Φ v
(8.3.24) dle (8.3.20)–(8.3.23).

(iv) Odhadněme vektor parametr̊u Θ, obsahuj́ıćı prvky hledaných matic Q a R, pomoćı metody
nejmenš́ıch čtverc̊u (8.3.28).

Představená autokovariančńı metoda poskytuje asymptoticky nestranný odhad kovariančńıch
matic poruch Q a R [110]. Metoda umožňuje odhad všech prvk̊u matice R, avšak ne v́ıce než
nx · nz prvk̊u matice Q.
Návrh metody je podmı́něn specifikaćı dvou uživatelských parametr̊u, a to ziskem prediktoru
K a počtem rovnic P . Obě volby maj́ı podstatný vliv na kvalitu odhadu a doporučeńı k jejich
volbě je diskutováno např. v [113]. Poznamenejme, že vyšš́ı počet rovnic P nevede automaticky k
lepš́ım odhad̊um, protože nepouž́ıváme váženou metodu nejmenš́ıch čtverc̊u, tj. nemáme nejlepš́ı
nestranný lineárńı estimátor (tzv. BLUE).
Autokovariančńı metoda patř́ı do široké tř́ıdy tzv. korelačńıch metod, které jsou založeny na
analýze vlastnost́ı chyby predikce měřeńı. Korelačńı metody byly navrženy i pro lineárńı časově
variantńı nebo dokonce i nelineárńı modely [109], [111].

8.4 Vı́cemodelový př́ıstup v úloze rozhodováńı

V této sekci budeme uvažovat situaci, kdy máme rozhodnout, jaký vektor parametr̊u z dané
množiny možných př́ısluš́ı zkoumanému systému. Jedná se tedy o rozhodnut́ı, který z konečné
množiny model̊u je správný. V takovém př́ıpadě bychom mohli postupovat, při využit́ı technik
odhadu stavu, následuj́ıćım zp̊usobem.
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Předpokládejme, že vektor parametr̊u Θ je prvek množiny ΘD

Θ ∈ ΘD = {Θ1,Θ2, ...,ΘN}. (8.4.1)

Dále předpokládejme, že stavový model s vektorem parametr̊u Θ je definován

xk+1 = Fk(Θ)xk + wk (8.4.2)

zk = Hk(Θ)xk + vk (8.4.3)

Model (8.4.2), (8.4.3) je speciálńı př́ıpad (5.3.1), (5.3.2), jelikož předpokládáme, že {wk}, {vk}
jsou b́ılé, vzájemně nezávislé procesy s gaussovským rozložeńım

p(wk) = N(wk : 0, Qk(Θ)) (8.4.4)

p(vk) = N(vk : 0 : Rk(Θ)) (8.4.5)

a

p(x0)
4
= p(x0 | z−1) =

N∑
i=1

α′0iN(x0 : x̂0i, P0i)

=

N∑
i=1

Pr(Θi | z−1)p(x0 | Θi, z
−1) (8.4.6)

kde Pr(Θi | z−1) je podmı́něná pravděpodobnost, že Θ = Θi za podmı́nky z−1.

Filtr pro uvažovaný systém lze snadno naj́ıt, protože se jedná o speciálńı př́ıpad úlohy řešené v
podkapitole 5.3. Z (5.3.28)-(5.3.42) pak dostaneme

p(xk | zk) =

N∑
j=1

Pr(Θj | zk)p(xk | Θj , z
k)

=

N∑
j=1

Pr(Θj | zk)N(xk : x̂kj , Pkj)

p(xk | Θj , z
k−1) = N(xk : x̂′kj , P

′
kj)

x̂kj = x̂′kj +Kkj [zk −Hk(Θj)x̂
′
kj ] (8.4.7)

Kkj = P ′kjH
T
k (Θj)[Hk(Θj)P

′
kjH

T
k (Θj) +Rk(Θj)]

−1 (8.4.8)

x̂′kj = Fk−1(Θj)x̂k−1,j (8.4.9)
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Pkj = P ′kj −KkjHk(Θj)P
′
kj (8.4.10)

P ′kj = Fk−1(Θj)Pk−1,jF
T
k−1(Θj) +Qk−1(Θj) (8.4.11)

Zbývá určit aposteriorńı pravděpodobnost parametr̊u Θj . Analogicky jako v 5.3 můžeme źıskat
Pr(Θj | zk). Tedy

Pr(Θj | zk) =
Pr(Θj | zk−1)ζkj∑N
j=1 Pr(Θj | zk−1)ζkj

(8.4.12)

kde

ζkj = N(zk : Hk(Θj)x̂
′
kj , H

T
k (Θj)P

′
kjH(Θj) +Rk(Θj)) (8.4.13)

j = 1, 2, ...N

Nyńı již je zřejmé, že rozhodnut́ı, který parametr z dané množiny je správný źıskáme jako vedleǰśı
produkt úlohy nelineárńı filtrace. Rovněž je zřejmé, že v této úloze neńı třeba žádná aproximace,
jelikož qk = 1 a rk = 1, a tud́ıž počet člen̊u ve filtračńı hustotě stavu je konstantńı. Je roven
právě N nebo-li počtu model̊u odpov́ıdaj́ıćıch parametr̊um Θj , kde j = 1, 2, ..., N . Rozsáhlé
testováńı tohoto př́ıstupu je provedeno v [75]. Podobná technika je použ́ıvána i v [76].
S přibývaj́ıćım počtem měřeńı se bude jedna z aposteriorńıch pravděpodobnost́ı Pr(Θj | zk)
bĺıžit jedné. Úlohu rovněž můžeme interpretovat jako rozhodnut́ı, který z N model̊u, z nichž
každý představuje systém s jiným vektorem parametr̊u z předkládané množiny je adekvátńı
realitě. Algoritmus rozhodováńı je pak vlastně založen na možné paralelńı činnosti N Kalma-
nových filtr̊u, jejichž d̊uvěryhodnost je měřena pravděpodobnost́ı z (8.4.12). Poznamenejme, že
apriorńı pravděpodobnosti Pr(Θj | z−1) pro j = 1, 2, ..., N mohou být shodné, ale mohou rovněž
reprezentovat r̊uznou d̊uvěru v jednotlivé parametry a v přeneseném smyslu v jednotlivé mo-
dely. Speciálńı př́ıpad pak nastane, když máme rozhodnout pouze mezi dvěma modely nebo
rozhodnout zda daný model ještě plat́ı.
Povšimněme si, že hlavńım výsledkem algoritmu z této sekce je pravděpodobnost př́ıslušej́ıćı
k danému parametru (modelu) a vedleǰśım produktem je odhad stavu. Naopak algoritmy v ka-
pitole páté produkuj́ı jako hlavńı výsledek odhad stavu a vedleǰśım produktem je věrohodnost
jednotlivých ”model̊u”.
Poznamenejme, že metoda představená v této kapitole může být chápána jako alternativa k
autokovariančńı metodě pro odhad kovariančńıch matic poruch systému. Vı́cemodelový př́ıstup
pro odhad matic Q a R byl navržen a diskutován např. v [116].

8.5 Testováńı hypotéz

V této podkapitole naznač́ıme využit́ı v́ıcemodelového př́ıstupu k testováńı hypotéz. Již z
předchoźı podkapitoly je zřejmé, že v́ıcemodelový př́ıstup vedoućı na problém nelineárńı filtrace
se speciálńı strukturou filtru umožňuje snadné řešeńı úloh i z oblasti zpracováńı a detekce
signál̊u. Nebudeme se tomuto problému věnovat detailně, ale uved’me alespoň základńı ideu pro
testováńı hypotéz. Uvažujme dvě hypotézy na signál
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H0: signál se rovná nule
H1: signál se rovná pěti.

Měřeńı zk obsahuje signál s aditivńım korelovaným šumem a aditivńım b́ılým šumem. Necht’

korelovaný šum řekněme {xk} je reprezentován gauss-markovským procesem se známou
korelačńı funkćı. Předpokládejme, že je vyjádřen pomoćı skalárńı diferenčńı rovnice

xk+1 = Fkxk + wk (8.5.1)

kde Fk je známo, {wk} je b́ılý gaussovský šum se středńı hodnotou nula a známou varianćı.
Pak hypotézy bychom mohli sṕı̌se popsat takto:

H0 : xk+1 = Fkxk + wk
zk = 0 + xk + vk

H1 : xk+1 = Fkxk + wk
zk = 5 + xk + vk

kde {vk} je b́ılý gaussovský šum N(vk : 0, v̂k) nezávislý na {wk}.
Jestliže budeme chápat H1 tak, že proces {vk} má středńı hodnotu pět mı́sto nula, pak můžeme
zcela využ́ıt metodologii z předchoźı podkapitoly, protože stač́ı použ́ıt dva Kalmanovy filtry
a věrohodnost hypotézy bude dána vztahem (8.4.12) [75]. Povšimněme si podobnosti tohoto
př́ıstupu s monitorováńım konzistentńıho odhadu Kalmanova filtru diskutovaného v kapitole
3.3.4.

Poznamenejme opět jako v předchoźı podkapitole, že hlavńım výsledkem je potvrzeńı nebo
vyvráceńı hypotézy a vedleǰśım produktem je odhad stavu.

8.6 Adaptivńı systémy

Adaptivńı systémy jsou chápány jako systémy, které jsou schopny samostatného laděńı
(adaptace) a jejich ćılem je bud’ ř́ızeńı reálných proces̊u nebo zpracováńı signál̊u [30], [76], [78],
[79], [27]. Jádrem každého adaptivńıho systému je estimačńı algoritmus zajǐst’uj́ıćı poznáváńı
ř́ızeného procesu nebo systému generuj́ıćıho zpracovávaný signál. Př́ıstup k modelováńı a
estimaci popisovaný v tomto d́ıle umožňuje, zvládnout i takové situace, které přesahuj́ı rámec
linearity a gaussovosti. Důsledkem toho pak adaptivńı ř́ızeńı či adaptivńı zpracováńı signál̊u
vytvář́ı předpoklady pro syntézu adaptivńıch systémů s lepš́ımi vyhĺıdkami na kvalitu ř́ızeńı
či zpracováńı signálu [53], [56], [80], [81]. Podobně můžeme argumentovat i v souvislosti se
stochastickým optimálńım ř́ızeńım [52], [82].
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Kapitola 9

Metody odhadu stavu v navigačńıch
systémech

Navigačńı systém je systém určuj́ıćı polohu, rychlost a orientaci objektu (např. auta, letadla,
či lodě) na základě měřeńı ze senzor̊u, které jsou pevně spjaty s objektem. Poloha, rychlost a
natočeńı objektu v prostoru, v anglicky psané literatuře označovány pojmy

”
position, velocity,

attitude“, tvoř́ı hledanou navigačńı informaci.
Vznik a rozvoj metod odhadu stavu je úzce spjat s rozvojem systémů pro navigaci a sledováńı
(v anglické literatuře označované pojmy

”
navigation“ a

”
tracking“). Od šedesátých let minulého

stolet́ı až do dnešńıch dn̊u je tak většina navigačńıch a sledovaćıch systémů založena na metodách
odhadu stavu, které umožńı optimálńı, či téměř optimálńı, odhad navigačńı informace na základě
dostupných měřeńı a popisu dynamiky objektu.
Ćılem této kapitoly je krátce představit dva navigačńı systémy, které pro výpočet navigačńı
informace využ́ıvaj́ı metody odhadu stavu. Jmenovitě bude v následuj́ıćıch částech představen

• hybridńı navigačńı systém zpracovávaj́ıćı inerciálńı měřeńı a měřeńı z globálńıho na-
vigačńıho satelitńıho systému,

• terénńı navigačńı systém kombinuj́ıćı inerciálńı měřeńı a terénńı mapu.

9.1 Integrovaný inerciálńı a satelitńı navigace

Pojmem integrovaná nebo hybridńı navigace označujeme navigačńı systém, který je tvořen kom-
binaćı dvou (nebo v́ıce) navigačńıch systémů a senzor̊u. Typicky jsou integrovány následuj́ıćı
[103], [118]

• inerciálńı navigačńı systém (INS), který poskytuje odhad navigačńı informace na základě
měřeńı inerciálńıch senzor̊u1,

• přij́ımač satelitńıho navigačńıho systému2, který poskytuje odhad polohy navigovaného
objektu. Přij́ımač budeme dále označovat jako přij́ımač GNSS z anglického výrazu

”
global

navigation satelite system“.

1Za inerciálńı senzory považujeme akcelerometr, měř́ıćı zrychleńı objektu, a gyroskop, měř́ıćı úhlovou rychlost
objektu.

2Mezi globálńı satelitńı navigačńı systémy patř́ı americký
”
Global Positioning System (GPS)“, evropské Ga-

lileo, ruský GLONASS nebo č́ınský systém Beidou. Za regionálńı satelitńı navigačńı systémy můžeme považovat
indický NAVIC a japonský QZSS.
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Inerciálńı senzory poskytuj́ı měřeńı na vysoké frekvenci (v rozmeźı 100 a 300 Hz). Se stejnou
frekvenćı je pak schopen INS poskytovat odhad navigačńı informace, nebo-li navigačńı řešeńı.
V závislosti na přesnosti inicializace INS a kvalitě inerciálńıch senzor̊u dokáže INS poskytovat

”
přesné3“ navigačńı řešeńı po dobu několika sekund až minut. Na druhou stranu, GNSS přij́ımač

poskytuje navigačńı řešeńı na nižš́ı frekvenci s
”
významnou“, ale v čase konstantńı, chybou.

Integrovaný navigačńı systém kombinuje v jistém smyslu duálńı vlastnosti INS a GNSS přij́ımače
a poskytuje přesné navigačńı řešeńı s omezenou chybou, která má v čase relativně konstantńı
vlastnosti.

9.1.1 Souřadné systémy

Navigačńı systémy pracuj́ı s veličinami, které jsou vyjádřeny nebo vztaženy k r̊uzným souřadným
systémům (v anglicky psané literatuře označované pojmem

”
frame“). Mezi základńı kartézské

souřadné systémy lze zařadit následuj́ıćı:

• ECI (z anglického
”
Earth-centered inertial“) systém se středem v těžǐsti Země a s osou z

směřuj́ıćı ve směru zemské osy, který nerotuje a ani se neposouvá v̊uči okolńım hvězdám.
Tento systém budeme v následuj́ıćıch výpočtech značit ṕısmenem I, popř. pojmem

”
I-

frame“.

• ECEF (z anglického
”
Earth-centered Earth fixed“) systém se středem v těžǐsti Země, je

definován podobně jako systém ECI s t́ım rozd́ılem, že osy ECEF systému jsou fixovány
se Zemı́, tj. souřadný systém ECEF rotuje v̊uči systému ECI. Tento systém je přirozený
pro popis pozice objektu a v následuj́ıćıch výpočtech jej budeme značit ṕısmenem E, popř.
pojmem

”
E-frame“.

• Lokálńı navigačńı (nebo-li tangenciálńı) souřadný systém (v anglicky psané literatuře
označován pojmem

”
local navigation frame“) je systém se středem v těžǐsti navigovaného

objektu a s osou z směřuj́ıćı ve směru normálového vektoru k elipsoidu modeluj́ıćıho
Zemi. Rovinu x − y tohoto systému si tak lze přestavit jako tangenciálńı rovinu k elip-
soidu, v̊uči které přirozeně vyjadřujeme orientaci objektu v prostoru. Lokálńı navigačńı
souřadný systém je tedy nezávislý na orientaci objektu (jeho osy nejsou svázány s objek-
tem), souřadný systém pouze sd́ıĺı těžǐstě s navigovaným objektem. Tento systém budeme
v následuj́ıćıch výpočtech značit ṕısmenem N, popř. pojmem

”
N-frame“.

• Souřadný systém objektu (v anglicky psané literatuře označován pojmem
”
body frame“)

je systém se středem v těžǐsti navigovaného objektu, jehož osy jsou pevně však spjaty
s objektem (na rozd́ıl od navigačńıho souřadného systému). Typicky, osa x souhlaśı
s podélnou osou navigovaného objektu. Tento systém budeme v následuj́ıćıch výpočtech
značit ṕısmenem B, popř. pojmem

”
B-frame“.

Poznamenejme, že uvedené definice souřadných systémů jsou zkratkovité a jsou určeny jen pro
hrubou představu umožňuj́ıćı porozumět principu navigačńıch systémů. Přesné definice, daľśı
detaily i jiné použ́ıvané souřadné systémy lze naj́ıt např. v [103].

9.1.2 Veličiny, transformace a notace

Některé veličiny použ́ıvané v návrhu navigačńıch systémů jsou vztaženy pouze k jednomu
souřadnému systému. Jako př́ıklad zde můžeme uvést pozici navigovaného objektu.

3S přibývaj́ıćım časem roste chyba navigačńıho řešeńı poskytovaného INS. Pro některé složky navigačńı infor-
mace může chyba r̊ust až do nekonečna.
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• Pozici objektu, která je součást́ı navigačńı informace, můžeme v kartézském ECEF
souřadném systému popsat vektorem o třech složkách

rE
K =

rE
x

rE
y

rE
z

 (9.1.1)

a znač́ı pozici navigovaného objektu vzhledem k počátku souřadného systému v těžǐsti
Země. Složky vektoru rE

K (9.1.1) mohou být udávány v metrech. Pozici objektu lze však
pro člověka přirozeněji popsat využit́ım sférických souřadnic, kdy pozice objektu je dána
následuj́ıćım vektorem

rE =

λϕ
h

 (9.1.2)

kde λ znač́ı zeměpisnou délku (v angličtině označovanou pojmem
”
longitude“), ϕ znač́ı

zeměpisnou š́ıřku (v angličtině označovanou pojmem
”
latitude“) a h je nadmořská výška

(v angličtině označovaná pojmem
”
altitude“). Prvńı dvě veličiny jsou tak udávány

ve stupńıch a posledńı veličina v metrech. Přepočet mezi sférickými a kartézskými
souřadnicemi je poměrně jednoduchý, avšak konkrétńı vztahy záviśı na zvoleném refe-
renčńım elipsoidu, který definuje výšku moře. Jako př́ıklad můžeme uvést model elipsoidu
WGS84 (z anglického

”
World Geodetic System 1984“), který využ́ıvá i satelitńı systém

GPS. Konkrétńı vztahy pro přepočet souřadnic lze naj́ıt např. v [103].

Na druhou stranu, jiné veličiny použ́ıvané v návrhu navigačńıho systému jsou vztaženy k v́ıce
souřadným soustavám. Jako př́ıklad veličiny vztažené ke třem souřadným soustavám zde
můžeme uvést daľśı součást navigačńı informace, kterou je rychlost.

• Rychlost objektu je charakterizována následuj́ıćım vektorem4

vN
EB =

vN
EB,x

vN
EB,y

vN
EB,z

 (9.1.3)

kde použité značeńı popisuje rychlost objektu (resp. B-frame) v̊uči povrchu země (resp.
E-frame) tak, jak se jev́ı pozorovateli v lokálńım navigačńım souřadném systému (tj.
v N-frame). Navigačńı souřadný systém je pro vyjádřeńı rychlosti objektu pro člověka
přirozený. Jednotlivé složky vektoru rychlosti vN

EB (9.1.3) jsou typicky udávány v metrech
za sekundu.

Podotkněme, že horńı index označuje souřadný systém, ve kterém je veličina vyjádřena.
Tento systém se označuje jako referenčńı systém dané veličiny.

Posledńı složka navigačńı informace je orientace objektu, která je vztažena ke dvěma souřadným
soustavám udává orientaci souřadného systému objektu (tj. B-frame) v̊uči lokálńımu na-
vigačńımu systému (tj. N-frame).

• Orientace objektu může být charakterizována rotačńı matićı CN
B . Rotačńı matice je orto-

normálńı matice, pro kterou plat́ı

CN
B = (CB

N)T (9.1.4)

(CN
B )T = (CB

N)−1 (9.1.5)

CN
BC

B
N = CN

N = I (9.1.6)

4Vektor rychlosti má tři složky často označované ṕısmeny x znač́ıćı severńı směr
”
north“, y znač́ıćı východńı

směr
”
east“ a z znač́ıćı směr dol̊u

”
down“. Občas se proto můžeme v literatuře setkat i s označeńım os N,E,D.
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Rotačńı matice umožńı změnit referenčńı soustavu veličiny, tj. vyjádřit daný vektor v jiné
soustavě. Pokud bychom např́ıklad chtěli vyjádřit vektor rychlosti vN

EB (9.1.3) v souřadné
soustavě objektu, tj. chtěli bychom znát rychlost tak, jak by byla vńımána člověkem na
palubě objektu, pak lze použ́ıt následuj́ıćı transformaci (přesněji rotaci)

vB
EB = CB

Nv
N
EB (9.1.7)

Poznamenejme, že vyjádřeńı orientace objektu rotačńı matićı je vhodné z teoretického
hlediska pro svoji přehlednost a možnost použit́ı běžných maticových operaćı. Z pohledu
aplikačńıho a implementačńıho však rotačńı matice nepřestavuje vhodnou volbu pro re-
prezentaci orientace a to ze dvou hlavńıch d̊uvod̊u:

– Matice obsahuje 9 unikátńıch prvk̊u, ačkoliv pro popis orientace objektu ve tř́ı di-
menzionálńım prostoru postačuj́ı tři (Eulerovy) úhly.

– Vlivem numerických chyb docháźı ke ztrátě fundamentálńıch vlastnost́ı rotačńı matice
(9.1.4)–(9.1.6).

Mı́sto rotačńı matice lze, při implementaci, použ́ıt pro vyjádřeńı rotace alternativńı re-
prezentace jakými např. jsou Eulerovy úhly, kvaterniony nebo Rodriguesovy parametry.
Přepočet mezi jednotlivými reprezentacemi orientace objektu lze naj́ıt např. v [103], [118].

Poznámka . V anglicky psané literatuře se norma vektoru rychlosti označuje pojmem
”
speed“.

9.1.3 Stavový model

Stavový model použ́ıvaný v integrovaných navigačńıch systémech je založen na zákonech dyna-
miky5 popisuj́ıćı vývoj v čase hledané polohy, rychlosti a orientace navigovaného objektu6. Exis-
tuje mnoho model̊u dynamiky, v těchto skriptech si však krátce představ́ıme diferenciálńı rov-
nice popisuj́ıćı vývoj navigačńı informace v čase7, které jsou vyjádřené v navigačńım souřadném
systému [103] 

λ̇

ϕ̇

ḣ

v̇N
EB

ĊN
B


=



vNEB,N

RN (ϕ)+h
vNEB,E

(RE(ϕ)+h) cos(ϕ)

− vN
EB,D

fN
IB + gN

B(ϕ, h)− (ΩN
EN + 2ΩN

IE)vN
EB

CN
B ΩB

NB


(9.1.8)

kde RN (ϕ) a RE(ϕ) reprezentuje poloměry křivosti elipsoidu aproximuj́ıćıho tvar Země, gN
B(ϕ, h)

znač́ı vektor gravitačńıho pole, matice ΩN
IE je antisymetrická matice vyjadřuj́ıćı rotaci Země (tj.

systému ECEF v̊uči ECI) vyjádřeného v navigačńım souřadném systému, tj. je funkćı zeměpisné
š́ı̌rky, a ΩN

EN je antisymetrická matice vyjadřuj́ıćı rotaci navigačńıho souřadného systému v̊uči
ECEF zp̊usobenou pohybem objektu. Matice úhlových rychlost́ı ΩN

IE je tak v anglicky psané

5Dynamické zákony popisuj́ı dynamiku objektu v závislosti na jeho př́ıčinách, např. při daných p̊usob́ıćıch
śılách na objekt, je určen jeho pohyb. Na druhou stranu, kinematické modely popisuj́ı vztah mezi pozićı, rychlost́ı
a př́ıpadně i akceleraćı bez zkoumáńı př́ıčin pohybu.

6Trojice veličin pozice, rychlost a orientace je často označována jako navigačńı informace.
7Explicitńı závislost na čase, tj. např. λ = λ(t), je v následuj́ıćı rovnićıch vynechána z d̊uvodu kompaktnosti

zápisu.
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literatuře označována pojmem
”
Earth rate“ a rotace ΩN

EN jako
”
transport rate“. Přesné vztahy

pro výpočet těchto veličin lze naj́ıt např. v [103].
Zbývaj́ıćı veličiny reprezentuj́ı specifickou śılu a úhlovou rychlost

fN
IB = CN

B f
B
IB (9.1.9)

ΩB
NB = ΩB

IB − (ΩB
IE − ΩB

EN) (9.1.10)

kde ΩB
IE = CB

NΩN
IEC

N
B , ΩB

EN = CB
NΩN

ENC
N
B , fB

IB je specifická śıla v souřadném systému ob-
jektu př́ımo měřená akcelerometrem (přesněji ortogonálně umı́stěnou trojićı akcelerometr̊u
měř́ıćı zrychleńı v každé ze tř́ı os kartézského systému) a ΩB

IB je úhlová rychlost vyjádřená
ve formě antisymetrické matice založené na měřeńı z gyroskopu (přesněji ze soustavy tř́ı gyro-
skop̊u). Antisymetrickou matici úhlové rychlosti ΩB

IB lze z vektoru př́ımo měřené úhlové rychlosti
ωB

IB = [ωB
IB,x, ω

B
IB,y, ω

B
IB,z]

T źıskat ze vztahu

ΩB
IB =

 0 −ωB
IB,z ωB

IB,y

ωB
IB,z 0 −ωB

IB,x

−ωB
IB,y ωB

IB,x 0

 (9.1.11)

Model (9.1.8)–(9.1.11) bude naprosto přesně popisovat dynamiku navigovaného objektu za
předpokladu, že všechny veličiny jakými jsou např. poloměry křivosti, vektor gravitačńıho pole,
rychlost rotace Země, budou přesně známy a inerciálńı měřeńı, tj. fB

IB a ωB
IB, budou přesná, tj.

neovlivněná šumem. V reálném aplikaćıch však tento předpoklad neplat́ı a namı́sto skutečných
veličin muśıme pracovat s jejich odhady a namı́sto přesných měřeńı s reálnými měřeńımi, které
jsou ovlivněny šumem. Proto, je dynamický model (9.1.8) nutné psát ve formě [103], [118]

ẋ(t) = f(x(t), u(t)) + w(t) (9.1.12)

V rovnici (9.1.12) x(t) ∈ Rnx znač́ı (hledaný) stavový vektor obsahuj́ıćı navigačńı informaci, tj.,

x(t) =


λ
ϕ
h
vN

EB

qN
B

 (9.1.13)

kde qN
B je vhodné vektorové vyjádřeńı rotačńı matice CN

B , např. výše zmı́něný kvaternion, u(t) ∈
Rnu znač́ı (dostupný) vektor inerciálńıch měřeńı, tj.,

u(t) =

[
fB

IB

ωB
IB

]
(9.1.14)

a w(t) ∈ Rnx je vektor šumu, jehož vlastnosti odpov́ıdaj́ı použitým aproximaćım a vlastnostem
senzor̊u.

Přestavený model dynamiky stavu (9.1.12) je ve formě nelineárńı diferenčńı rovnice. Tu lze
převést do nám již známé diskrétńı formy (4.1.1) např. pomoćı Eulerovy nebo Rungeovy-
Kuttovy metody s ohledem na periodu vzorkováńı inerciálńıch senzor̊u.

Poznámka . Inerciálńı, a i jiné v navigaci použ́ıvané, senzory jsou ovlivněny nejen b́ılým
šumem reprezentovaným vektorem w(t), ale i šumem barevným, tj. šumem v čase korelo-
vaným. Pro tento typ šumu se vžil pojmem

”
bias“. Bias senzor̊u se typicky odhaduje spolu
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s navigačńı informaćı. Je tedy nutné znát relativně přesný dynamický model biasu, který bývá
ve formě Gaussovského-Markovského procesu. V př́ıpadě přesněǰśıch inerciálńıch senzor̊u je
vhodné modelovat i chybu modelu gravitačńıho pole jako barevnou a též ji odhadovat [119, 118].

Poznámka . Připomeňme, že některé estimačńı techniky, např. rozš́ı̌rený Kalman̊uv filtr, jsou
založeny na linearizaci nelineárńı funkce ve stavovém modelu. Nab́ıźı se tedy dvě možnosti, jak
přej́ıt od nelineárńı diferenciálńı rovnice typu (9.1.12) k rovnici lineárńı diferenčńı použ́ıvané
např. Kalmanovým filtrem, a to [120]

• nejprve model (9.1.12) diskretizovat a pak použ́ıt vhodnou linearizaci (např. Taylor̊uv
rozvoj nebo Stirlingovu interpolaci) nebo

• nejprve model linearizovat a pak jej exaktně zdiskretizovat.

Každý z př́ıstup̊u na své výhody a nevýhody a je vhodný pro rozd́ılné aplikace.

Inerciálńı měřeńı v navigačńıch systémech je tedy uvažováno jako vstup u(t) stavové rovnice
(9.1.12). Integrovaný navigačńı systém má však k dispozici ještě (přinejmenš́ım) jeden sen-
zor, kterým je přij́ımač satelitńıho navigačńıho systému. Ten může poskytovat bud’ př́ımo po-
zici a rychlost navigovaného objektu nebo tzv. pseudo-vzdálenosti8 mezi navigovaným objek-
tem (s neznámou pozićı) a satelity (se známými pozicemi). V závislosti na zvoleném výstupu
rozlǐsujeme dva základńı typy integrovaného navigačńıho systému, a to [103, 118]:

• integrovaný navigačńı systém s volnou vazbou (v anglicky psané literatuře označované jako

”
loosely coupled integrated navigation system“) a

• integrovaný navigačńı systém s pevnou vazbou (v anglicky psané literatuře označované
jako

”
tightly coupled integrated navigation system“).

I přesto, že druhý jmenovaný typ navigačńıho systému může poskytovat kvalitněǰśı odhady
navigačńı informace, zaměř́ıme se zde, z d̊uvodu přehlednosti, na představeńı prvně jmenovaného
typu integrace. Ta je založena na využit́ı odhadu polohy (a př́ıpadně rychlosti) poskytované
GNSS přij́ımačem. Odhad polohy navigovaného objektu, který je poskytován GNSS přij́ımačem,
můžeme chápat jako dostupné měřeńı zk. Za předpokladu, že GNSS přij́ımač poskytuje odhad
polohy ve formě zeměpisné délky λ, zeměpisné š́ı̌rky ϕ a nadmořské výšky h, lze rovnici měřeńı
v časovém okamžiku k(= tk) zapsat ve formě

zk = rE(tk) + vk = rE
k + vk

= Hkxk + vk (9.1.15)

kde matice měřeńı je

Hk = [I3, 03,nx−3] (9.1.16)

a vk je šum vyjadřuj́ıćı nepřesnost v odhadu polohy GNSS přij́ımače.

Rovnice (9.1.12), (9.1.15) formuj́ı stavový model, který může být v principu použit pro návrh
integrovaného navigačńıho systému. Všimněme si, že model je nelineárńı a tedy pro odhad
stavu (tj. navigačńı informace) muśıme použ́ıt nelineárńı estimačńı techniku.

8Krátkou diskuzi k pseudo-vzdálenostem v GNSS navigaci lze naj́ıt v prvńım d́ıle skript v kapitole věnované
identifikaci nelineárńıch systémů.
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Poznámka . V anglicky psané literatuře z oblasti návrhu navigačńıch systémů se měřeńı zk
často nazývá pojmem

”
aiding source“.

Poznámka . Integrovaný navigačńı systém může využ́ıvat i jiné senzory jakými např. jsou baro-
metrický nebo radarový výškoměr, magnetometr, GNSS přij́ımač s v́ıce anténami nebo Pitotova
trubice.

9.1.4 Estimačńı algoritmy a aplikace

V předchoźıch kapitolách skript bylo představeno velké množstv́ı nelineárńıch estimačńıch
algoritmů, které mohou být (a typicky jsou) použity pro odhad navigačńı informace o objektu
[103], [118], [119], [124]. Od 70. let minulého stolet́ı, se však v oblasti letectv́ı převážně využ́ıvá
rozš́ıřený Kalman̊uv filtr, který byl představen v kapitole 4.1. Použit́ı rozš́ı̌reného Kalmanova
filtru v oblasti návrhu integrovaných navigačńıch systémů pro civilńı letectv́ı se ř́ıd́ı standardem
DO-229D spravovaným institućı

”
Radio Technical Commission for Aeronautics (RTCA)“ [86],

kde lze naj́ıt detaily k implementaci a předevš́ım k validaci leteckých navigačńıch systémů.

V literatuře lze naj́ıt nepřeberné množstv́ı článk̊u a patent̊u ilustruj́ıćıch návrh a kvalitu odhadu
integrovaných navigačńıch systémů v závislosti na dostupných senzorech, použitých estimačńıch
algoritmech a operačńıch podmı́nkách [103], [118], [119], [121]-[124]. Např́ıklad v článćıch [121],
[126] lze naj́ıt analýzu kvality odhadu inerciálńıho navigačńıho systému založeného na rozš́ı̌reném
Kalmanově filtru na základě reálných dat pro trajektorie odpov́ıdaj́ıćı standard̊um pro testováńı
leteckých navigačńıch systémů. Výsledky ukazuj́ı, že, v závislosti na použitých senzorech, lze, pro
duálńı GNSS přij́ımač, očekávat chybu odhadu pozice v řádu jednotek metr̊u a chybu odhadu
orientace kolem p̊ul stupně.

9.2 Terénńı navigace

V předchoźı části představený integrovaný navigačńı systém je v současné době pravděpodobně
nejrozš́ı̌reněǰśı navigačńı systém. Za předpokladu dostupnosti signál̊u ze satelitńı navigace po-
skytuje přesný a konzistentńı odhad navigačńı informace. Bohužel, signál satelitńı navigace je
velmi náchylný k rušeńı, at’ už

• úmyslného, kdy signál je záměrně rušen jiným zař́ızeńım (zde se můžeme setkat s pojmy

”
jamming, spoofing“) nebo

• neúmyslného, kde signál je zcela blokován nebo částečně ovlivněn např. stromy, vy-
sokými budovami nebo tunely (zde se můžeme setkat s pojem

”
multipath“) nebo ovlivněn

př́ırodńımi úkazy jako např. solárńı bouř́ı.

Pokud je satelitńı signál rušen, pak integrovaný navigačńı systém nem̊uže poskytovat dostatečně
přesný nebo konzistentńı odhad navigačńı informace. V tomto př́ıpadě je tak nutné použ́ıt al-
ternativńı navigačńı systém, jakým je terénńı navigace.
Terénńı navigačńı systém, v anglicky psané literatuře označovaný pojmem

”
terrain-aided navi-

gation“, je založen jen na senzorech pevně spojených s navigovaným objektem a nepřij́ımaj́ıćı
žádný exterńı signál a terénńı mapě. Často použ́ıvané senzory v terénńı navigaci tak jsou
výškoměry, odometry nebo inerciálńı senzory [99], [103], [104], [117].
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9.2.1 Stavový model

V literatuře lze naj́ıt poměrně velké množstv́ı př́ıstup̊u k návrhu stavového modelu pro terénńı
navigačńı systém. Zde si představ́ıme poměrně jednoduchý př́ıstup vhodný pro automobily
založený na kinematických zákonitostech a předpokladu lineárńıho pohybu [99], [117]. Budeme
předpokládat, že máme k dispozici dva senzory, kterými jsou

• barometrický výškoměr poskytuj́ıćı měřeńı nadmořské výšky navigovaného automobilu,

• odometr poskytuj́ıćı informaci o relativńım pohyb automobilu mezi dvěma měřeńımi
výškoměru (mezi dvěma po sobě jdoućımi časovými okamžiky).

Předpokládejme, že ćılem je nalézt pouze odhad horizontálńı pozice rN
k a rychlosti vN

k navi-
govaného objektu vyjádřených v kartézském lokálńım souřadném systému, tj. definujme stav
xk ∈ Rnx , kde nx = 4, v časovém okamžiku k jako

xk = [rN
k,N , r

N
k,E , v

N
k,N , v

N
k,E ]T

= [x1,k, x2,k, x3,k, x4,k]
T (9.2.17)

Pak, na základě kinematických zákonitost́ı můžeme definovat následuj́ıćı stavový model mode-
luj́ıćı (popisuj́ıćı) dynamiku vozidla

xk+1 = Fkxk +

[
uk

02×1

]
+ wk (9.2.18)

kde matice dynamiky je

Fk =


1 0 ∆tk 0
0 1 0 ∆tk
0 0 1 0
0 0 0 1

 (9.2.19)

a ∆tk = tk+1 − tk znač́ı periodu vzorkováńı. Perioda vzorkováńı se může v čase měnit. Vstupńı
signál uk je relativńı změna pozice měřená odometrem a nejistota tohoto měřeńı je modelována
stavovým šumem wk. Poznamenejme, že v literatuře je tento model označován jako model po-
hybu s téměř konstantńı rychlost́ı (v anglicky psané literatuře jako

”
nearly constant velocity

motion model“) [87].
Rovnici měřeńı, která dává do vztahu měřenou veličinu zk a neznámý stav xk, lze zapsat jako

zk = hk(x1,k, x2,k) + vk (9.2.20)

kde zk nadmořská výška vozidla měřená výškoměrem, hk(·) je známá výšková mapa terénu a vk
je šum měřeńı zahrnuj́ıćı jak samotnou chybu měřeńı výškoměru, tak i možnou chybu terénńı
mapy. Všimněme si, že rovnice měřeńı reprezentuje mapu, která nám určuje vztah mezi měřenou
nadmořskou výškou a hledanou horizontálńı pozićı vozidla. Poznamenejme, že mapu terénu lze
vńımat jako nelineárńı funkci horizontálńı pozice, která je však ve formě tabulky a ne analytické
funkce, jak jsme tomu byli doposud zvykĺı v předcházej́ıćıch kapitolách.
Rovnice (9.2.18), (9.2.20) formuj́ı nelineárńı stavový model, který může být v principu použit
pro návrh terénńıho navigačńıho systému.

Poznámka . Kromě použit́ı výškoměru a terénńı mapy, lze v literatuře naj́ıt i terénńı navigaci
založenou na porovnáńı měřeného magnetického, resp. gravitačńıho vektoru s odpov́ıdaj́ıćı
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mapou magnetického, resp. gravitačńıho pole [125].

Poznámka . Hlavńı výhodou terénńıho navigačńıho systému je jeho nezávislost na externě
vyśılaných signálech. Avšak, terénńı navigačńı systém bude dobře fungovat v oblastech, kde
je

”
bohatý“ terén. V mı́stech, kde je terén téměř nebo zcela rovný, nelze tento navigačńı systém

použ́ıt.

9.2.2 Estimačńı algoritmy a aplikace

Představený model (9.2.18), (9.2.20) má lineárńı dynamiku, avšak
”
silně“ nelineárńı funkci

v rovnici měřeńı. Proto pro odhad stavu xk je vhodné použ́ıt globálńı filtr, jakým je např́ıklad
metoda bodových mas představená v kapitole 7, popř. filtr s v́ıcenásobnou linearizaćı diskuto-
vaný v kapitole 5.

Př́ıklady návrhu terénńıho navigačńıho systému založeného na metodě bodových mas spolu
s vyhodnoceńım přesnosti a konzistence odhadu navigačńı informace na základě reálných i si-
mulovaných dat lze naj́ıt např. v [117], [104]. Výsledky ukazuj́ı, že, v závislosti na přesnosti
mapy, použitých senzorech a variabilitě krajiny, lze očekávat chybu odhadu horizontálńı pozice
okolo 20 metr̊u.
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Kapitola 10

Závěr

Úloha odhadu stavu na základě dostupných měřeńı a daľśıch informaćı obsažených v modelu
systému je významná nejen pro zjǐst’ováńı neznámých veličin, rozhodováńı, monitorováńı, ale
rovněž tvoř́ı často jádro syntézy ř́ıdićıch systémů. Úspěšnost, ale i složitost řešeńı estimačńı
úlohy jsou výrazně určeny matematickým modelem systému, a proto modelováńı a estimace
jsou tak těsně spojeny.

Charakteristickým rysem tohoto d́ılu skript je snaha o ucelený výklad problému mode-
lováńı a odhadu stavu stochastických systémů. Základńım omezeńım úlohy estimace bylo úzké
propojeńı stavby modelu a zp̊usobu řešeńı s ćılem zajistit nejen analytické, ale i numerické řešeńı.

Opěrným bodem pro syntézu analytických estimačńıch algoritmů byla kalmanovská filtrace. Jej́ı
detailńı popis pro lineárńı gaussovský př́ıpad zahrnuj́ıćı odvozeńı a propojeńı z bayesovským
př́ıstupem byl s výhodou využit i pro složitěǰśı úlohy nelineárńı filtrace překračuj́ıćı p̊uvodńı
rámec linearity a gaussovosti.

Druhým opěrným bodem byla Magilova myšlenka [41] o konečném počtu možných hodnot pa-
rametr̊u použitá v adaptivńım ř́ızeńı a idea aproximovat hustoty pravděpodobnosti náhodných
veličin součtem normálńıch rozložeńı [48], [39]. Na tomto základě byla prováděna postupně
syntéza algoritmů nelineárńı estimace pro řadu speciálńıch př́ıpad̊u až po nelineárńı negaus-
sovské př́ıpady. Velmi zaj́ımavé uplatněńı estimačńıch algoritmů bylo uvedeno pro lineárńı
negaussovské systémy, které umožňuj́ı přirozeně modelovat prakticky významné jevy jako hrubé
chyby měřeńı nebo skokové změny parametr̊u či stavu a vytvářej́ı přirozenou základnu pro
řešeńı celé škály daľśıch speciálńıch úloh. Nejmarkantněji se možnosti tohoto typu modelováńı
a estimace projevuje v oblasti rozhodováńı, detekce chyb, testováńı hypotéz a daľśıch oblastech
např. při adaptivńım zpracováńı signál̊u a adaptivńım ř́ızeńı.

Jako alternativa k analytickému návrh bayesovského filtru, bylo představeno numerické řešeńı
Bayesových rekurzivńıch vztah̊u. To vedlo na metodu bodových mas, jej́ıž základńı myšlenka
spoč́ıvá v aproximaci hustot pravděpodobnosti po částech konstantńımi hustotami.

Pozoruhodnou skutečnost́ı předkládaných algoritmů nelineárńı filtrace je jejich přirozená
možnost paralelńı implementace, což je, v současné době, velmi rozv́ıjená oblast jak po stránce
softwarové, tak i hardwarové.
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mináře kateder kybernetiky a automatizace ČSSR, ČSVTS Plzeň, 1988.
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1993.

[86] RTCA: DO-229D Minimum operational performance standard for global positioning sys-
tem / wide area augmentation system airborne equipment. Radio Technical Commission for
Aeronautics, Standard, Dec. 2016.

[87] Bar-Shalom, Y.-Li, X.R.-Kirubarajan, T.: Estimation with Applications to Tracking and
Navigation: Theory, Algorithms and Software. John Wiley, 2001.
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[111] Duńık, J.-Kost, O.-Straka, O.: Design of measurement difference autocovariance method for
estimation of process and measurement noise covariances, Automatica, vol. 90, 2018, 16–24.

[112] Brewer, J.W.: Kronecker products and matrix calculus in system theory, IEEE Transactions
on Circuits and Systems, vol. 25, no. 9, 1978, 772—781.
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[122] Duńık, J.-Orejas, M.-Kaňa, Z.: Selected aspects of advanced receiver autonomous integrity
monitoring application to Kalman filter based navigation filter. US Patent (US9547086 B2),
2017.
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