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Predmluva k druhému vydani

Pozorovani a poznavani prostiedi, které nas obklopuje, a tvorba popisu tohoto prostiedi je
nedilnou soucdasti lidského snazeni. Jiz od prvopocatku se lidstvo snazi najit popis okolniho
prostiedi za 1ucelem piedpovédi jeho budouciho vyvoje, kterd nésledné umozni efektivnéji
pldnovat lidskou ¢innost. Jako piiklad vySe zminéného muze byt uvedeno pocasi, které
vyznamnym zpusobem ovliviiuje kvalitu lidského zivota. Proto se lidé jiz odnepaméti snazi na
zékladé pozorovani popsat vyvoj pocasi formou ruznych pranostik! a na jejich zdkladé vyvoj
pocasi predvidat.

S rozvojem piirodnich i technickych véd vsak slovni popis okolniho prostiedi prestal dostacovat
a pozornost se zacala upirat na popis pozorovanych jevu a procesu formou ruznych matema-
tickych modeli, které byly zalozeny nejen na rtznych fyzikalnich, chemickych a matematickych
principech, ale i na zpracovani dostupnych pozorovani. Tento moment lze tak povazovat za
pocatek rozvoje technik a metod identifikace a estimace, které se zaméruji na nalezeni struktury
(nebo-li formy) a parametru matematickych modeli okolnich jevi, procesu a systému na
zakladé mérenych dat.

Cilem téchto skript je seznamit ¢tenaie se zakladnimi myslenkami, koncepty a metodami iden-
tifikace a estimace. Predkladand skripta je mozné chapat jako druhé vydani skript “Identifikace
systému a filtrace” napsané v roce 1994 prof. Ing. Miroslavem Simandlem, CSc. Text skript byl
nejen revidovan, ale i vyraznéji rozsiten tak, aby reflektoval vyvoj védni discipliny i souc¢asnou
naplin prednasek stejnojmenného predmétu vyucovaného na Katedie kybernetiky, Fakulty
aplikovanych véd, Zapadoceské univerzity v Plzni, v ramci magisterského studia. Skripta jsou
zpracovany podrobnéji nez odpovida prednasené latce, proto nékteré ¢asti mohou byt uziteéné
i poslucha¢um doktorského studia.

Tvorba skript by se neobesla bez mnoha cennych rad, podnétu a postfeht jak od kolegu, tak
i studentt pfedmétu, za coz jim patii velké diky. Podékovani samoziejmé patii i rodiné za
trpélivost a podporu v pfipravé textu. I pfes mnohd ¢teni téchto skript, stale se jisté najdou
mnohé preklepy, stylistické i vécné chyby apod. Proto, jakékoliv podnéty ¢i komentaie k obsahu
skript jsou vitany na e-mailové adrese “dunikj@kky.zcu.cz”.

V Plzni, 2020 Jindfich Dunik

LSlovo pranostika je odvozeno z Feckého slova progndsis znamenajici predpovéd.



Predmluva k prvnimu vydani

Objevy sedmnéctého a osmnéactého stoleti vedly k presvédéeni, ze piirodni jevy lze popisovat
pomoci jednoduchych matematickych predpisu. Avsak v tomto stoleti zietelné vyslo najevo,
ze pro feSeni problému spojenych s novymi technologiemi piedevsim v komunikacich a fizeni
je nutné explicitni modelovani neurcitosti. Byly vyfedeny dilezité inzenyrské problémy jako
kédovani, filtrace, predikce, automatické fizeni. Nové vysledky v téchto oblastech umoznily
pokrok nejenom v pozemskych aktivitdch lidstva, ale téz pii pruzkumu vesmiru (napft. satelitni
komunikace). Ukdazalo se, ze revoluéni techniky modelovani zalozené na koncepci nachézeni
matematickych modeli piimo z méfenych dat (identifikace systému a filtrace) prebiraji
vyznam role fyzikdlné motivovanych postupu pii tvorbé matematickych modelu (matematické
modelovéni).

V této souvislosti se ukazuje, ze by méla byt vénovdna mnohem vétsi pozornost realité,
kterd je vytvarena mutaci ruznorodych procesu v ménicim se prostiedi. V takovém ptipadé
je samoziejmé nezbytné vhodné modelovani neurcitosti respektujici slozitost popisovanych
situaci. Rozumnost modelovani, nachazeni a ladéni modeli v redlném case na zdkladé méfenych
dat je pak evidentni. Casto se nabizi i analogie s funkei mozku a procesem uceni se z experimentu.

Cilem téchto skript je poskytnout uvod do kybernetické teorie zabyvajici se stavbou modela
a zpracovanim signalu, kterd tvoii zdkladnu pro algoritmy filtrace, predikce, automatického
fizeni, adaptace i uceni.

Skriptum se skladé ze dvou dili. Prvni dil se zabyvé identifikaci systémt a druhy dil filtraci.
Oba dily jsou zpracovany tak, ze je 1ze studovat nezavisle na sobé. Obsah skript tvoii prednéasky
pro studenty 4. ro¢niku oboru Kybernetika a fidici techniky, které probéhly v minulych letech
v ramci predmétu Identifikace systému a Nelinearni filtrace a od akademického roku 1991/92
v pfedmétu Identifikace systému a filtrace na Zapadoceské univerzité, Fakulté aplikovanych véd.
Neékteré pasdze byly soucasti prednések pro studenty v rdmci doktorandského (kandidétského)
studia védeckého oboru Kybernetika.

Na zaveér bych rad vyjadril podékovani pani Hané Némeckové za vCasné a trpélivé prepisovani
rukopisu a realizaci nes¢etnych oprav pii védomi terminu odevzdani prace.

Listopad, 1994 Miroslav Simandl



Historie zmén v obsahu skript

1994: Prvni vydani skript (listopad, 1994).
2018: Druhé vydani skript (inor, 2018). Korekce jazyka a vzorcu. Hlavni zmény:

e Prvni dil: Rozsifeni popisu metody nejmensich ¢tvercu o uvazovani zpétné vazby, rov-
nostni a nerovnostni omezeni a vlastnosti odhadu. Rozsifen{ ilustrace metody chyby
predikce. Rozsiteni diskuze k numerickému osetieni rekurzivnich identifika¢nich algo-
ritmu.

e Druhy dil: Pridano alternativni odvozeni Kalmanova filtru. Pridana diskuze k vlast-
nostem, konvergenci a konzistenci odhadu Kalmanova filtru. Pfidan popis modernich
lokélnich estimatoru (diferenéni a unscentovany filtr). Pidan popis metody bodovych
mas. Pfidan popis korelaéni metody pro odhad (identifikaci) vlastnosti Sumu sta-
vového modelu.

2020: Korigované druhé vydani skript (duben, 2020). Korekce jazyka a vzorcu. Hlavn{ zmény:

e Prvni dil: Pfidany definice tykajici se popisu stochastického procesu. Ptidan popis
metody podprostoru pro piimou identifikaci parametru linearnich stavovych modeli.
Pridan popis metod identifikace nelinedrnich vstupné-vystupnich modelu.

e Druhy dil: Rozsiteni ilustrace Kalmanova filtru. Rozsifeni popisu diferenéniho filtru.
Rozsifeni popisu o vyuziti estimaénich technik v tloze identifikace systému. Pfidén
popis aplikaci estimaé¢nich metod v oblasti navigace.



DIL PRVNI
IDENTIFIKACE SYSTEMU



Obsah

1 Uvod
1.1 Typymodell . . . . . . . . .
1.2 Matematické modelovani a identifikace systémua . . . . . . . . . ... ... ...
1.3 Jak postupovat pii identifikaci systéma . . . . . .. ...
1.4 Shronuti . . . . . . L e
2 Zakladni pojmy a tivodni priklady
2.1 Koncepce S,M,LLX . . . . L
2.2 Generatory dat . . . . .. L
2.3 Ukazka pouziti neparametrickych metod . . . . . . . .. ... .. ... ...
2.4 Ukéazka pouziti parametrické metody . . . . . . . . . ..o
2.5 Strannost, konsistence a aproximace modelu . . . . . ... ... ... ... ...
2.6 Trvale vybuzeny systém . . . . . . . ... L
2.7 Vlivzpétné vazby . . . . . . . .. e
2.8 Shrnuti a zhodnoceni vysledka . . . . . .. .. ... ... ... ...
3 Neparametrické metody
31 Uvod . . oo
3.2 Frekvencéni analyza . . . . . . . . .. L L
3.3 Pfechodova analyza . . . . . . . .. . e
3.4 Korelacni analyza . . . . . . .. ...
3.5 Spektralni analyza . . . . .. .. oL
3.6 Shrnuti . . . . . . . e
4 Linearni regrese
4.1 Metoda nejmensich ¢tverci . . . . . . . .. ..
4.2 Analyza . . . . ... e e
4.3 Nejlepsi linedrni nestranny odhad . . . . . . . ... ... .. L
4.4 Vypocetnidetaily . . . . . . . . . . e e
4.5 Metoda nejmensich ¢tvercu s linedrnim omezenim . . . . . . . .. ... ... ...
4.5.1 Rovnostniomezeni . . . . . . . . . . . .. ... e
4.5.2 Nerovnostni omezeni . . . . . . . . . . . ...
4.6 Shrouti . . . . . . L e e e e
5 Parametrizace modela
5.1 Klasifikace modelu . . . . . . . . ... e
5.2 Strukturamodelu . . . . . . . ...
5.3 JednoznaCnost . . . . . . . ... e e e e
5.4 Identifikovatelnost . . . . . . . . . ..

[ NG, BTSGRTNGTN

00 1

Nej

14
20
22
26

27
27
27
29
30
31
36

37
37
42
44
46
48
49
o1
o1



5.5 Chybamodelu . . . . .. . . . 60

5.6 Shrnuti . . . . . .. 61
6 Metoda chyby predikce 62
6.1 Optimalni predikce . . . . . . . . . e 62
6.2 Analyza metody nejmensich ¢tverc . . . . . . . ... Lo 66
6.3 Popis metody chyby predikce . . . . . . ... o 68
6.4 Analyza . . . . .. 72
6.5 Vypocetni aspekty minimalizace a piiklad implementace . . . . . . . . .. .. .. 76
6.6 Shronuti . . . . . . . e 78
7 Metoda piridavné proménné 79
7.1 Zakladni verze metody pifidavné proménné . . . . . . . .. .. ... 79
7.2 Vybér pridavné proménné . . . . . . ... Lo 81
7.3 Yule-Walkerovy rovnice . . . . . . . . ... 82
7.4 Modifikované verze metody piidavné proménné . . . . . . . . ... ... L. 85
7.5 Shrouti . . . .o 86
8 Rekurzivni metody identifikace 87
81 UvOd . o v vt 87
8.2 Rekurzivn{ metoda nejmensich ¢tvercta . . . . . ..o 88
8.3 Rekurzivni metoda pfidavné proménné . . . . . . . . ..o 93
8.4 Rekurzivni metoda chyby predikce . . . . . . ... ... oL 93
8.5 Metoda stochastické aproximace . . . . . . .. ... .. ... ... 98
8.6 Numerické oSetfeni rekurzivnich algoritmu . . . . . . . . . .. ... ... .. ... 101
8.7 Shrnuti . . . . . . . e 102
9 Identifikace nelinearnich systému 103
9.1 Nelinearni vstupné-vystupni model a formulace problému . . . . ... ... ... 103
9.2 Identifikace nelinearniho modelu s linedrni funkci odhadovanych parametra . . . 104
9.2.1 Identifikace po ¢astech linedrniho modelu . . . . . . . . .. .. ... ... 104
9.2.2 Identifikace modelu ve strukture NARMAX . . . ... .. ... ... ... 104
9.2.3 Identifikace modelu ve formé neuronovych siti . . . . . . .. ... ... .. 106
9.2.4 Tlustrace nelinearnich identifika¢nich metod . . . . . . . . . ... ... .. 108

9.3 Identifikace nelinearnitho modelu se zndmou nelinedarni funkci odhadovanych pa-
TAIEETTL . o . v v e e e e e e e e e e e e e e e e e e e 114
9.4 Shrnuti a zhodnoceni vysledka . . . . . . . .. .. .. ... ... ... 115
10 Identifikace parametru linearnich stavovych modela 116
10.1 Stavovy model a formulace problému . . . . . . . .. ... 116
10.2 Piim4 identifikace: Metoda podprostori . . . . . . . . . . ... ... L. 117
10.2.1 Autonomni deterministicky model: Ilustrace zakladniho konceptu a ideji . 117
10.2.2 Autonomni deterministicky model: Obecna metoda MOESP . . . . . . .. 121
10.2.3 Deterministicky model . . . . . .. ... oo oL 122
10.2.4 Stochasticky model . . . . . . . . .. ... 123
10.2.5 Tlustrace metody podprostorti . . . . . . . . . . .. ... 124
10.3 Nepfima identifikace . . . . . . . . . . . 126
10.4 Metody odhadu stavu v tloze identifikace . . . . . . .. . ... ... ... ... 126
10.5 Shrnuti a zhodnoceni vysledku . . . . . . .. . ... ... L 126



11 Zavér 127

Literatura 128

Poznédmka: Tato publikace obsahuje i druhy dil, ktery nasleduje za posledni stranou dilu prvniho.



Kapitola 1

Uvod

Identifikace systémiu se zabyva hledanim matematickych modelu redlnych systému z experi-
mentalnich dat. Dosahuje Sirokého uplatnéni v nejriuznéjsich sférdach lidské ¢innosti. V oblasti
automatického tizeni se metody identifikace systému pouzivaji k ziskani vhodnych modelu pro
syntézu regulatoru, navrh algoritmu predikce nebo pro simulaci. V oblasti zpracovani signalu
(napft. v komunikacich, geofyzikdlnim inzenyrstvi a mechanice) jsou modely ziskané identifikaci
pouzivany pro spektralni analyzu, detekci poruch, rozpoznavani obrazu, filtraci ¢i adaptivni
filtraci atd. Identifikace systému se rovnéz vyrazné prosazuje i v netechnickych disciplinach jako
napi. v biologii, ekonometrii ¢i ekologii.

1.1 Typy modelia
Modely dynamickych systémt mohou byt velmi rozmanité. Mezi zékladni typy modelu patii:

e Mentalni, intuitivni ¢i slovni modely. Tento typ modelu pouzivame napf. pii fizeni auta
(,stlacenim brzdy snizujeme rychlost®, ,otd¢enim volantu ménime smér jizdy* atd.)

e Tabulky nebo grafy. Typickym piikladem grafické reprezentace modeli je logaritmicka
frekvenéni charakteristika. Obdobné zdpis vztahu ceny a spotieby jistého zbozi v tabulce
muze byt téz chapan jako model.

e Matematické modely. Ackoliv tabulky a grafy mohou byt vniméany téz jako ,matematické®
modely, zde omezime tiidu matematickych modelt na diferencialni a predevsim diferenéni
rovnice. Takové modely jsou vhodné jak pro analyzu a predikci chovani dynamickych
systému, tak i pro ndvrh regulatoru a filtri. Tento typ modelu bude pfevazné vyuzivan
ve skriptu. Poznamenejme, ze v souvislosti s matematickymi modely muzeme déle mlu-
vit o linedrnich a nelinedrnich modelech, deterministickych a stochastickych modelech,
¢asové invariantnich a ¢asové variantnich (nebo-li t-invariantni a t-variantnich) modelech,
modelech se soustfedénymi a rozloZzenymi parametry atd.

1.2 Matematické modelovani a identifikace systému

Jak jiz bylo fe¢eno, matematické modely dynamickych systémt jsou uzite¢né z mnoha duvodi.
V podstaté jsou znamy dva zdkladni pristupy ke konstrukci matematickych modeli:



e Matematické modelovdni. Charakteristickym rysem matematického modelovani je
vyuzivani fyzikalnich, chemickych, ekonomickych a jinych zndmych zdkont k popisu dy-
namického chovéni zkoumanych systému s cilem vytvofeni matematického modelu bez
nutnosti vyuziti méfenych veli¢in. Jedna se tedy o analyticky pristup.

e Identifikace systémi. Charakteristickym rysem identifikace systému je vyuzivani
ruznorodych experimenti provadénych na sledovaném systému, ziskdvani redlnych
méfenych dat a na tomto zdkladé vytvareni matematickych modelt vyhovujicich co nejlépe
naméienym velicinam. Jednd se tedy o experimentalni pristup.

V mnoha piipadech jsou sledované systémy a procesy tak slozité, ze neni mozné zkonstruovat
rozumny model pouhym pouzitim matematického modelovani (napf. pouzitim kinematickych
rovnic, zdkona o zachovani energie apod.). Casto tak model zalozeny na matematickém
modelovani obsahuje jisty pocet nezndmych parametru, které nelze urcit bez analyzy méfenych
dat (napfi. sila vétru v dané lokaci a daném obdobi) a je nutné provést jejich odhad pomoci
vhodné identifikaéni metody. Oblasti matematického modelovéni a identifikace systému jsou
tak v mnoha pripadech v realité tésné spjaty.

Modely ziskané identifikaci maji na rozdil od modelt ziskanych vyhradné matematickym
modelovanim (vyuzitim napf. fyzikdlniho pohledu) nasledujici vlastnosti:

e Je relativné snadné je navrhnout a vyuzivat.
e Jejich platnost je limitovéna (jsou platné pro uréity pracovni bod, uré¢ity typ vstupu atd.).

e Nabizi mensi vysvétlujici charakter o chovani systému, protoze ziskané parametry modelu
jsou mnohdy znaéné komplikovanou (a nezndmou) funkei skute¢nych parametru systému,
které pro nas maji ziejmy fyzikalni, ekonomicky, ¢i chemicky.

Identifikace systému neni snadno ovlddnutelnd a plné dokazatelnd metodologie a nelze ji casto
pouzit bez spoluprace s odbornfkem na dany problém. Uved' me nékolik diivodi pro toto tvrzeni:

Musi byt nalezena vhodnd struktura modelu. To muze byt tézky problém piredevsim v si-
tuacich, kdy dynamika systému je nelinearni.

Vlastnosti sledovaného procesu ¢i systému se mohou ménit v case a pak vznikaji problémy
pii popisu zalozeném na t-invariantnim modelu.

V redlném svété nejsou ,dokonald” data. Je tfeba vzit v ivahu, Ze naméfena data jsou
jisté pod vlivem ruznych poruch ¢ Sumu.

e Miuze se stit, ze neni mozné méfrit proménné veliéiny ¢i signdly, které maji stézejni
dulezitost pro zdarnou identifikaci systému.

1.3 Jak postupovat pri identifikaci systémiu

Veénujme se nyni hlavnim kroktm, které jsou provadény pii identifikaci systému. Nejdiive je
provedeno vybuzeni systému uzitim néjakého vstupniho signalu jako jsou napf. jednotkovy
skok, ndhodny signél ¢ sinusovy signél. Vstupni a vystupni signdly systému jsou pak (v urc¢itém
ur¢itém intervalu) sledovény a zaznamendny v paméti pocitace pro nésledné informaéni zpra-
covani. Zpracovani spo¢iva v nalezeni vhodného modelu sledovaného procesu, ktery co nejvice



vyhovuje zaznamenané vstupni a vystupni sekvenci dat. To vyzaduje stanovit vhodnou formu
modelu (typicky piiklad je linedrni diferen¢ni rovnice urcitého fadu) a poté pouzit vhodnou
metodu k odhadu nezndmych parametru modelu (reprezentovanych koeficienty diferenéni
rovnice). Vybeér struktury a odhad parametru modelu se v praxi ¢asto provadi iterativné. To
znamena, ze je vybrana prozatimni struktura modelu a jsou odhadnuty odpovidajici parametry.
Takto ziskany model je pak testovan, aby bylo mozné rozhodnout, zda se jedna o vhodnou
reprezentaci systému. V piipadé, Ze se nejednd o vhodnou reprezentaci, je tfeba uvazovat
alternativni strukturu modelu (napf. slozitéjsi), provést odhad parametru, ovérovani vysledku
atd. Jedna se tedy o iterativni proces hledani pfijatelného modelu. Na zavér poznamenejme,
ze zpracovani experimentalnich dat muze byt provedeno jednordzové po naméteni vSech dat
(off-line) nebo okamzité pii piichodu nové informace, nového jednotlivého méfeni, potom
mluvime o rekurzivni identifikaci (nebo téz on-line). Rekurzivni identifikace je zvlasté vhodna
tam, kde dochdzi k néjakym zméndm v popisu systému (tj. nezndmy t-variantni systém).
Rekurzivni algoritmy proto tvoii jddro mnoha adaptivnich systéma.

1.4 Shrnuti

Tato kapitola byla vénovana priblizeni pfedmétu identifikace a modelovani. Bylo rovnéz
naznaceno, kdy a jak identifikaci systému vyuzivat. Literatura zabyvajici se identifikaci systému
je velmi bohaté. Z ¢esky psanych publikaci se identifikaci systému zcela nebo ¢dstecné zabyvaji
[1]-[12], [35]-[36], [57]-[59]. Ze zahrani¢ni literatury pak alespont uvedme [13]-[21], [60]-[63].
Matematické modelovani reprezentuje napi. [22],[23]. Velky vyznam pro rozvoj identifikace
na mezindrodnim poli maji sympozia ”Symposium on System Identification (SYSID)”,
poirddané mezindrodni federaci automatického fizeni (International Federation of Automatic
Control (IFAC)), které se konaji kazdé tii roky. Prvni bylo uspordddno v Praze v roce 1967
a zatim posledni v roce 2018 ve Stockholmu. Ze $pickovych ¢asopisu, které se vénuji identi-
fikaci jmenujme alespoii casopisy IFAC Automatica a IEEE Transactions on Automatic Control.



Kapitola 2

Zakladni pojmy a tvodni priklady

2.1 Koncepce S,M,I,.X

V této kapitole zavedeme zdkladni pojmy, které budou dulezité pii popisu a analyze iden-
tifika¢nich metod. Dulezitost téchto pojmu budeme ilustrovat na jednoduchych ptikladech.
Vysledek identifikace je ovliviiovan piinejmensim nésledujicimi ¢tyfmi faktory, které budeme
diskutovat v této i dalsich kapitolach.

e Systém S. V identifikaci pod pojmem systém casto rozumime nezndmou fyzikalni realitu,
kterou chceme poznat a ze které ziskdvame experimentalni (méfend) data. Oznacujeme ji
téZ pojmem proces, soustava, ale i objekt ¢ redlny systém. Abychom vsak mohli provést
teoretickou analyzu vysledkt identifikace, je nutné zavést predpoklady na data. V ta-
kovém pripadé budeme zde uzivat pojem systém pro oznaceni ndm znamého, iplného ma-
tematického popisu generatoru dat. V praxi, kdyz pracujeme s redlnymi daty, je systém
neznamy, chceme jej poznat, identifikovat. Generovani dat napi. pocitacem je naopak
zalozeno na dokonalé znalosti systému. Toto pojeti budeme pouzivat pri zkoumani chovani
ruznych identifika¢nich metod v ruznych situacich.

e Struktura modelu M. Identifika¢ni metody jsou casto déleny na neparametrické a paramet-
rické podle toho, zda poskytuji neparametricky nebo parametricky model. Neparametrické
modely jsou pfedstavovany tabulkou, funkei ¢i kiivkou. Jako piiklad neparametrického
modelu uvedme odezvu na jednotkovy skok. Je to kiivka, kterd pfindsi informaci o cha-
rakteristickych vlastnostech systému. Jiny ptiklad neparametrického modelu je frekvenéni
charakteristika. Nicméné v mnoha piipadech je vyhodné a dulezité se zabyvat spise pa-
rametrickymi modely. Takové modely jsou charakterizovany vektorem parametri, ktery
budeme oznacovat ©. Jestlize © muze nabyvat hodnoty z né&jaké mnoziny piipustnych
hodnot, dostdvame mnozinu modeli nebo strukturu modelu M (©). Poznamenejme vsak,
ze toto déleni identifika¢nich metod na parametrické a neparametrické ma spise historické
divody, protoze prisné vzato neparametricky model muzeme téz parametrizovat.

e Identifika¢ni metoda I. Doposud, jak vime z rozsahlé literatury vénované identifikaci, bylo
navrzeno mnozstvi identifika¢nich metod. Nejdulezitéjsi z nich budou uvedeny a disku-
tovany v téchto skriptech. Poznamenejme, ze nékteré metody mohou byt z dnesniho po-
hledu chapédny jako stejné, ale jejich puvodni navrhy byly provedeny pro odlisné struktury
modeld, takze mohou byt zndmy pod riznymi nazvy.

e Experimentalni podminky X. Pod symbolem X budeme chipat na obecné drovni zpusob
provedeni identifikacniho experimentu. To jest vybér a generovani vstupniho signélu,




mozny vyskyt zpétnych vazeb, vzorkovaci periodu, predfiltraci dat atd.

Ptedtim nez prejdeme k ptikladum, poznamenejme, Ze ze ¢tyt pojmu S,M,I,X musime jako dany
a fixovany chapat systém S. Ziskavani dat ze systému mohou experimentalni podminky X casto
do jisté miry ovlivnit. A naopak nezfidka je nutné vzit na védomi ruzna omezeni znemoznujici
volny vybér experimentalnich podminek jako napi. bezpeénostni pozadavky, vyrobni podminky
atd. Po ziskani dat je tfeba vybrat identifika¢ni metodu I a strukturu modelu M. Na stejnou
mnozinu dat mohou byt pouzity ruzné vybéry I a M, dokud neni dosazeno uspokojivého modelu
systému.

2.2 Generatory dat

V této casti budeme definovat dva systémy, které budou slouzit v celé 2. kapitole jako generatory
dat. Cilem kapitoly bude ukézat pouziti riznych identifikacnich metod na tyto systémy formou
priklad.

Predpokladejme, ze data jsou generovana systémem prvniho fadu popsanym diferenéni rovnici

y(t) + agy(t — 1) = bou(t — 1) + e(t) + cpe(t — 1), (2.2.1)

kde {e(t)} je posloupnost nezdvislych ndhodnych proménnych identicky distribuovanych®
(tj. ndhodny proces). Stiedni hodnota ndhodnych proménnych necht je nula a variance 2.
Poznamenejme, ze takovy typ ndhodného procesu se oznacuje jako bily sum. Déle u(t) je vstup
a y(t) vystup systému v case t.

Déle predpoklddejme dvé ruzné mnoziny hodnot parametru. Pro ag = —0,8 by = 1,0
co=0,0 A=1,0 dostdvame systém S

St y(t) —0,8y(t — 1) = 1,0u(t — 1) + e(t) (2.2.2)
aproag=-—0,8 b =1,0 ¢g =—-0,8 A =1,0 dostavame nasledujici systém So
So: y(t)—0,8y(t—1) =1,0u(t —1) +e(t) —0,8¢e(t — 1) (2.2.3)

ktery lze alternativné vyjadiit takto:

Sy z(t) —0,8z(t — 1) = 1,0u(t — 1) (2.2.4)
y(t) = x(t) + e(t) (2.2.5)

Vsimnéme si, ze bily Sum mé rozdilné postaveni v uvazovanych systémech. V systému S;
pusobi jako ,chyba rovnice“, zatimco v systému Se aditivné ovliviiuje signédl x(t), ktery lze
interpretovat jako deterministicky vystup. Model (2.2.3) je tak v anglicky psané literatuie ¢asto
oznacovan jako ,output-error model“, coz lze pielozit jako model s chybou vystupu.

Pozndmka . Linedrni vstupné-vystupni model ve formé (2.2.3) je oznacovan jako ARMAX model
prvniho fadu. V této poznamce vysvétlime, co zkratka ARMAX v oblasti identifikace systému
znamend, detailnéjsi diskuzi lze najit v kapitole 5. Uvazujme model systému

y(t)+ary(t—1)4+ay(t—2)+... =bru(t—1)+bou(t—2)+...+e(t)+cre(t—1)+coe(t—2)+. ..
(2.2.6)

'Pojem identicky distribuované ndhodné veliciny znadi ndhodné veliGiny popsané stejnou hustotou
pravdépodobnosti.



kde y(t) zna¢i zndmy vystup systému, u(¢) zndmy vstup systému a e(t) nezndmou poruchu
ovliviiujici systém. Proménné aj,as,...,b1,be,...,c1,Ca, ... pfedstavuji parametry modelu. Pak
mohou nastat nasledujici specidlni ptipady (modely)

e autoregresni model (oznacovany zkratkou AR z anglického vyrazu ,autoregressive model®)
ve struktuie

y(t) = —ary(t — 1) —agy(t —2) — ... + e(t) (2.2.7)

kde vystup y(t) je ddn vazenym souctem predchozich wvystupi (tj. predchozich hodnot
stejného procesu). AR model tak lze chdpat jako filtr s nekone¢nou impulsni odezvou
(ITR, z anglického ,infinite impluse response®).

e Lklouzavy prumér (oznacovany zkratkou MA z anglického vyrazu ,moving average model®)
ve struktuie

y(t) =e(t) +cre(t — 1)+ coe(t —2) + ... (2.2.8)
kde vystup y(t) je ddn vdzenym souctem piedchozich vstupi (tj. hodnot jiného procesu).
MA model tak 1ze chapat jako filtr s kone¢nou impulsni odezvou (FIR, z anglického , finite
impluse response®).

e ARMA model je dany kombinaci ptedchozich modelu a vede na
y(t) + a1yt — 1) +agy(t —2)+ ... =e(t) + cre(t — 1) + coe(t — 2) + ... (2.2.9)

e ARMAX model (2.2.6) vznikne doplnénim pfedchoztho ARMA modelu o (filtrovany)
vstupni signél u(t), kdy pismeno X pochazi a z anglického vyrazu ,eXternal/eXogenous
input“.

2.3 Ukazka pouziti neparametrickych metod

V této ¢asti vyuzijeme dvé neparametrické metody k identifikaci systému Sj.

Priklad 2.3.1 (Prechodova analyza)

Typicky piiklad prechodové analyzy je zaznamenéani odezvy realného systému na vstupni signél
ve tvaru jednotkového skoku. Obecné, odezva systému obsahuje nékteré dulezité charakteristické
vlastnosti systému jako je statické zesileni a ¢asova konstanta. Pfi malé amplitudé vstupniho
signalu systému S7, bude velmi tézké diky vysoké urovni Sumu dedukovat z grafického vyjadieni
odezvy na jednotkovy skok cokoliv o dynamickych vlastnostech S;. Také je vhodné poznamenat,
ze odezva systému bude odlisna pro ruzné realizace experimentu, coz dédle komplikuje moznost
identifikace.

Piiklad 2.3.2 (Korela¢ni analyza)
Predpokladejme, ze model vystupu systému S je

[e.9]

y(t) = h(k)u(t — k) + v(t) (2.3.1)

k=0

kde {h(k)} je véhovd funkce (vdhové sekvence) a v(t) reprezentuje poruchu. Necht {u(t)} je
bily sum se stiedni hodnotou nula a varianci o2, nezavisly na poruchach v(t). Vyndsobenim



(2.3.1) u(t — 1) (7 > 0) a zavedenim operatoru stiedni hodnoty E|-] dostaneme

A oo
ryu(T) = Ely(tu(t — 7)) = > h(k)E[u(t — k)u(t — 7)] = 0”h(7) (2.3.2)
k=0
kde byla vyuzita nasledujici vlastnost bilého Sumu

Elu(t — k)u(t — 7)) = 0, pokud k # T
=02, pokud k=7
Ev(t)u(t —7) = (E[v(t)])(Elu(t —7)]) = 0

Na zékladé tohoto vztahu lze koeficienty vdhové funkce {h(k)} odhadnout podle nédsledujiciho
vyrazu

1 N
B(T) _ N—7 Zt:’r-i—l y(t)u(t —7)
B 1 N
N 2= UA(t)
kde N oznacuje pocet dat. Snadno muzeme simulovat systém S; s vySe definovanym vstupem

a graficky zndzornit odhadnutou vahovou funkci podle (2.3.3).
Jak lze rychle ovéfit, skuteénd vahova sekvence systému Sy je

(2.3.3)

h(k) = 0,81 k>1 h(0)=0

Z graficky znézornéné vihové funkce bychom opét velmi tézko zjistovali parametr pravdépodobné
exponencialniho poklesu odhadovanych {h(k)}.

2.4 Ukazka pouziti parametrické metody

V nésledujici ¢dsti budeme identifikovat systémy S1 a So pomoci jedné z parametrickych metod,
a to metody nejmensich ¢tvercu. Parametrické metody muzeme obecné charakterizovat jako
prostiedek pro hledani zobrazeni méfenych veli¢in na odhadovany vektor parametru.
Uvazujme strukturu modelu M, ktera je dana diferen¢ni rovnici

M:  y(t)+ay(t—1)=bu(t—1)+¢€t) (2.4.1)

Struktura modelu M je stanovena linearni diferen¢ni rovnici prvniho fadu. Vektor parametri
je pak

0= [ Z ] (2.4.2)

V (2.4.1) je y(t) vystupni signdl v ¢ase ¢, u(t) vstupni signdl a €(¢) predstavuje chybu rovnice,
oznac¢ovanou casto jako residuum. Proménou €(¢) v rovnici (2.4.1) lze chapat jako chybu modelu,
protoze sotva muzeme doufat, ze (2.4.1) s €(t) 2 0 mige presné vyhovovat sekvenci méfenych
dat. Tudiz €(t) bude popisovat odchylku v datech od dokonalého (deterministického) linedrniho
systému prvniho fddu a pro danou mnozinu dat {u(1),y(1), u(2),y(2),...,u(N),y(N)} je {e(t)}
funkei vektoru parametra ©. To muzeme jednoduse ukdzat prepsdnim (2.4.1) na

et) =y(t) +ay(t — 1) — bu(t — 1) = y(t) — [—y(t — 1), u(t — 1)]© (2.4.3)
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V nasledujicich kapitoldch budeme zavadét rizna zobecnéni jednoduché struktury modelu
(2.4.1). Povsimnéme si, ze ji lze jednoduse zobecnit na linedrni model n-tého fadu pouhym
pridanim ¢lent a;y(t — @), bju(t —i) proi=1,2,.

Nyni specifikujme identifika¢ni metodu I. V této kapitole se omezime na metodu nejmensich
¢tvercu. Vektor parametru je potom uréen minimalizaci kvadratu chyby rovnice (residui {e(¢)}).
To znamena, ze dostaneme odhad

O = arg m@in V(©) (2.4.4)
kde ztratova funkce V(©) je ddna

N
=> () (2.4.5)

t=1

Jak je vyjadieno v (2.4.3), residua jsou funkci ©, a tudiz V(©) je definovédno pro kazdou
hodnotu ©.

Pro jednoduchou strukturu modelu (2.4.1), muzeme snadno zapsat explicitni vyjadieni zdvislosti
V(©) na O. Pro zkraceni zapisu oznaéme E?L 1 jako ), pak dostaneme

V(O) = Y ly(t) +ay(t—1) —bu(t — 1)
= [CLQZyQ +b2Zu (t—1) —QGbet—l (t—1)]
+ 20 y)yt—1) =26 y)u(t — 1] + DA ()] (2.4.6)

Odhad © je pak ziskdan podle (2.4.4) minimalizaci (2.4.6). Bod, pro ktery funkce nabyva
minimalni hodnoty muzeme nalézt polozenim gradientu V(©) rovno nule. To jest

0:6\/@

=200y (-1 —b> yt—Dut—1)+ > y(t)y(t —1)] (2.4.7)
=20 WPt—1)—ay ylt—Dult—1)=Y yu(t—1)]
nebo v maticové formé

Sy?(t—1) >yt —1u(t—1) al [ -Suy)yt—1)
— >yt —1u(t—1) ZUQ(t - 1) } [ b } - [ S y(t)u(t — 1) } (2.4.8)

Poznamenejme, ze (2.4.8) je systém linedrnich rovnic se dvéma nezndmymi a a b.

0:8

V nésledujici ¢dsti se budeme zabyvat odhadem parametru poc¢itanym podle (2.4.8) pro ruzné
piipady. Budeme pouzivat simulovand data generovand pocitatem a jako dulezity doplnék
provedeme i teoretickou analyzu. Pfi analyze budeme predpokladat velky pocet dat N,
stacionaritu a ergodicitu procesu, a proto muze byt zavedena nésledujici aproximace

2t—1)~ Byt —1) (2.4.9)

2|~
1=
<

11



u(t) ! y(t) u(t) g ! y(t)
1-0.8¢1 1-0.8¢1

Systém S Systém So

Obréazek 2.1: Grafické znazornéni systému S; a Ss.

a obdobné i pro dali soucty. Muze byt ukdzano, ze pro vsechny zde uvazované piipady bude
leva strana (2.4.9) konvergovat k pravé strané, kdyz N se blizi k nekonec¢nu. Vyhoda stfedni
hodnoty oproti souctu je v tom, Ze analyzu lze provadét v deterministickém ramci, presnéji
problém nezavisi na konkrétni realizaci dat. Pro deterministicky signal bude mit operator F
vyznam

Vratme se nyn{ jiz k difve uvazovanym systémum S; a Sp. Poznamenejme, Ze pro Sy signél x(t)
muze byt chdpén jako deterministicky vystup bez piitomnosti Sumu. To je vice ziejmé z obr.
2.1, kde jsou v grafické podobé znazornény systémy S; a Sp. V obrazku pouzity operator ¢—!
znaéi jednokrokové zpozdént, tj. u(t — 1) = ¢ tu(t) a y(t — 1) = ¢ y(t).

Definice 2.4.1. Uvazujme skalarni spojitou ndhodnou veli¢inu = s hustotou pravdépodobnosti
p(x). Pak stfedni hodnota, tj. prvni necentralni moment, ndhodné veli¢iny je definovéna jako

o
Elz] = / zp(z)dz
—00
a variance, tj. druhy centralni moment, jako

varlz] = / " (@ — )pla)da

—00

= Bla?] — p?

Pozndmka . Uvazujme dvé nezavislé skalarni nahodné veli¢iny x a v se znamymi stfednimi hod-
notami a variancemi. Uvazujme déle ndhodnou veli¢inu z = Az + v, kde A je zndm4 konstanta.
Pak prvni dva momenty veli¢iny z jsou

E[z] = AE[z] + E[v]
var(z] = A?var[z] + var[v]

Definice 2.4.2. Stacionaritou rozumime stacionaritu v S§irSim smyslu, kterd je definovana
nasledujicim zpusobem [68]. Predpoklddejme nahodny proces (sekvenci) z(t) € R. Proces je
staciondrni v Sir§im smyslu pokud stfedni hodnota je konstantni, tj. nezdvisld na case ¢, a au-
tokovarianéni funkce zavisi jen na rozdilu casovych okamziku a ne na konkrétnim okamziku ¢.
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Tedy, pokud pro stfedni hodnotu plati

a pro autokovarianéni funkci definovanou
Cra(t, t2) = E(x(tr) — Elz(t1)])(x(t2) — Elx(t2)])]
plati
Caa(ty, t2) = Coa(T), VT

kde rozdil 7 =ty — t1.

Definice 2.4.3. Ergodicitou rozumime ergodicitu ve stfedni hodnoté, kterd je definovana
nasledujicim zpusobem [68]. Predpoklddejme ndhodny proces x(t) € R s konstantni stfedni
hodnotou p;. Proces je ergodicky ve stiedni hodnoté pokud

T

lim x

T—oo 2T + 1 —
Vsimnéme si konstanty ﬁ zajistujici nestranny odhad stfedni hodnoty p,. Odpovidajici
podminky pro autokovarianéni funkei Cy,(7) pak jsou

2T

: 1 7|
1 1— -
T500 2T + 1 _Z_2T( 2T+1> Cas () = 0

D |Can(7)] < 0

T=—00

Piiklad 2.4.1. Simulujme systém S; a Ss pro 1000 ¢asovych kroki. Vstupni signdl necht je PRBS
(z anglického ,pseudo random binary sequence®). Tento signdl nabyva pouze dvé turovné a to
takovym zpusobem, Ze jeho momenty prvm’ho a druhého radu jsou dosti podobné bilému Sumu
se stiedni hodnotou nula a varianci o2. Pfi simulaci veli¢iny u(t) necht je o = 1. Pro odhad
parametru pouzijeme metodu nejmensich ¢tvercu, rovnice (2.4.8). Vysledky jsou shrnuty do
tabulky 2.4.1.

parametr | skuteé¢nd hodnota | odhadnuta hodnota
systém S;  systém So
a -0,8 -0,795 -0,580
b 1,0 0,941 0,959

Tabulka 2.4.1 Odhady parametra pro piiklad 2.4.1

Z tabulky 2.4.1 je vidét, ze ziskany model davéa dobré vysledky pro systém Si, zatimco systém
So je modelovan dosti Spatné. Vysvétlime nyni tento vysledek teoretickou analyzou. Vydélime
vSechny ¢leny ve (2.4.8) poctem uvazovanych dat N a pouzijeme aproximaci (2.4.9) (pracujeme
v oblasti staciondrnich a ergodickych procesii). Pak dostaneme nésledujici rovnici pro odhady

[ (t)] —E[y(t)u(t)] a . [(t)y(t 1)]
Ely(t)u(t)] Elu?(t)] ] [ b } - [ Ely(tu(t — 1)] (2.4.10)
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Déle piedpoklddejme, ze u(t) je bily sum s nulovou stfedni hodnotou a varianci o2. Takze
PRBS je pfesna aproximace bilého sumu prvnim a druhym momentem. P#i analyze je vhodné
pouzit i staciondrnich vlastnosti, to jest E[y?(t)] = E[y*(t — 1)]. Pak pro systém (2.2.1) po
jednoduchych vypoctech dostaneme:

3o+ (1+ &g — 2apc0)N?

2

E[*(1)]

—aob%O'2 + (CO — ao)(l — aoco)/\2
1-— a%

Elyt)y(t —1)] =

Ely(t)u(t — 1)] = boo”

Aplikaci téchto vysledku v (2.4.10) dostaneme ndsledujici vyrazy pro parametrické odhady

—co(1 — a3)\?
b2o? + (1 + 3 — 2apco) A2

i =ag+ (2.4.11)

b= by

Takze pro systém 57, kde ¢y = 0, jsou odhadované parametry pro nekoneény pocet dat

a=-0,8 b=1,0 (2.4.12)

To znamenad, ze pro velké hodnoty N, tj asymptoticky, muzeme ocekavat, ze odhad parametra
bude blizko skute¢nym hodnotdm parametri ag, by. Tento zavér je v souladu s dosazenymi
vysledky pfi simulacich.

Pro systém S dostaneme asymptotické odhady parametru

—0, 802
o2+ 0,362

Pro tento piipad zjistujeme odchylku u odhadu a od skuteéné hodnoty. Vysledek potvrzuje i
simulace (viz tabulka 2.4.1). Teoretickd analyza nadm dokazuje, ze vysledek ziskany simulaci
nebyl ovlivnén ani malym poc¢tem dat nebo nedostatkem Stésti v experimentu. Nehledé na
pocet dat, i kdyz N bude blizké nekone¢nu, odhad parametru a bude podle (2.4.13) obsahovat
systematickou odchylku.

Q= ~ —0,588 b=1,0 (2.4.13)

2.5 Strannost, konsistence a aproximace modelu

Po ptikladu 2.4.1 z pfedchozi kapitoly je vhodné zavést dalsi pojmy, které se vztahuji ke kvalité
odhadu parametru. Jmenovité se budeme vénovat pojmum strannost, asymptoticka strannost a
konzistence.
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Rekneme, ze odhad 6 je stranny, jestlize se jeho stfedni hodnota odchyluje od skutecné
hodnoty, to jest

E[O] # 6 (2.5.1)

Rozdil £ [é] —0g je strannost. Jestlize v (2.5.1) nastava rovnost, fikdme, ze O je nestranny odhad.

Vysvétleni pojmu strannost. Predpokladejme zobrazeni Z : R™ — R"®, které predstavuje
estimator nezndmych parametri ©g € R"™. To znamend, Zze pro dand méreni soustiedénd
do vektoru z € R™ predstavuje Z(z) odhad parametru ©y. Ozna¢me ho 0. Jedni se tedy o
transformaci z prostoru méfeni do prostoru parametru. Je rozumné tedy pozadovat, aby Z(z)
bylo definovdno pro vSechna mozna data z. Aby Z mohlo byt chdpdno jako dobry estimétor,
meélo by mit uréité vlastnosti. VSechny uvahy vztazené ke kvalité odhadu jsou zalozeny na chybé

0 =00-Z(2)
ktera pti odhadu vznikd. Idedlné bychom si pfali, aby byla chyba nulova, popf. aby odhad Z(z)
byl roven skuteéné hodnoté parametru s pravdépodobnosti jedna
PlZ(z) =6¢] =1
Obecné vsak, pro konetny pocet dat, je to nerealizovatelny pozadavek, a tudiz je tieba jej
oslabit. Je vhodné pozadovat, aby prumérna hodnota chyby byla nulova
E[Z(z) —©¢) =0

nebo ekvivalentné, aby o¢ekavand hodnota odhadu se rovnala ocekdavané hodnoté parametru

E[Z(2)] = E[60] = 60

Estiméatorum, které vykazuji tuto vlastnost fikdme nestranné.

Vsimnéme si, ze strannost estimatoru neni obecné funkei po¢tu dostupnych dat. V nékterych
piipadech, jakymi je napiiklad v predchozi ¢asti uvazovany problém identifikace parametra
dynamického systému, vSak muze nastat situace, kdy odhad parametri pro koneény pocet dat
je stranny, zatimco pro nekoneény pocet dat je nestranny. Tato vlastnost je obvykle oznacovana
jako asymptotickd nestrannost.

Ilustrujme pojem asymptotickd strannost odhadu za pomoci pitkladu 2.4.1. a systému Sj.
Z rovnice (2.4.8) plyne nésledujici maticovy vztah pro odhad nezndmych parametru ve smyslu

nejmengich ¢tvercu
o= )= Sy

204 _ (-
kde A = Ly(t-1) 2 y(t—bu(t-1) }, ktery muze byt, dosazenim za y(t) z popisu systému

—Xy(t-Du(t-1)  Fu(t-1)
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(2.2.2), dale upraven

O— 41 [ =2 (—aoy(t —1) + bou(t — 1) +e(t))y(t — 1) }
> (—apy(t — 1) + bou(t — 1) + e(t))u(t — 1)
e[ 2yt —1)? —>u(t =1yt —1) ][ ao [ =Xey—1)
=47 [ Syt — Dult—1) ult— 1) ] [ bo ] +A { e(tyu(t — 1)
A
_ 1| eyt —1)
=00+ At | ST

K vyhodnoceni strannosti ¢i nestrannosti odhadu S) je nutné najit stfedni hodnotu odhadu, t;.
vypocitat

AT T2t-1) —Syt—Dui-1)]"H [ =2 eyt —1)
E[@] — @O + E [[—Zy(t—l)u(t—l) Zu2(t_1) ] |: Ze(t)u(t _ 1)

7 pfedchoziho vztahu je patrné, ze odhad O nenf nestranny, protoze stfedni hodnota ¢lenu na
pravé strané nebude nulova (y(¢) zdvisi na vsech predchozich vstupech a vystupech). Avsak,
pokud pfipustime nekoneéné mnozstvi dat, tj. N — oo, lze psat

AT Bly?(t-1)]  —Elyt-Du@—1)]]" | —Ele(®)y(t —1)]
El0] =60+ B HEwnu(tm A [E[e(t)u(t—l)]

a dale, diky predpokladu bélosti sumu e(t),
E[6] = 0, kdyz N — oo

Tudiz ziskany odhad pro systém S; je asymptoticky nestranny. Poznamenejme, ze v literatuie
se muzeme setkat 1 s alternativnim oznacenim asymptotické nestrannosti fikajici, ze odhad
6 konverguje ve stredni hodnoté ke skutetnému vektoru parametru ©g. Neni tézké ovéfit, ze
odhad parametru systému So jiz nelze povazovat za asymptoticky nestranny.

Asymptotickd nestrannost mé v jistém smyslu blizko k pojmu konzistence. Rikdme, ze odhad
O je konsistentni, jestlize

O — 0y kdyz N — oo (2.5.2)

Protoze © je stochastickd proménnd, musime definovat v jakém smyslu budeme brat limitu
v (2.5.2). Jednou z moznosti je ,limita s pravdépodobnosti 1“, kterd je definovana Ve > 0 jako

lim P[[©—-0|<¢g=1
N—o0
Tuto definici konzistence odhadu budeme obycejné pouzivat i v nasledujicich kapitolach.

Provedend analyza v pifkladu 2.4.1 ukazuje, ze © je konsistentni pro systém S, ale neni
konsistentni pro systém Ss.

Nyni si v8imneme pojmu identifikovatelnost systému. Zhruba feeno, fikdme, ze
systém je identifikovatelny, jestlize odhady parametru jsou konsistentni. Poznamenejme,
ze identifikovatelnost daného systému S zavisi na struktufe modelu M, identifikaéni metodé I
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a experimentalnich podminkach X.

V nésledujicim piikladu ukazeme, jak experimentalni podminky mohou ovlivnit vysledek
identifikace.

Pifklad 2.5.1 Necht systémy S; a Sy jsou simulovdny a je pouZito 1000 méfeni. Vstupem je
jednotkovy skok. Po vypocteni odhadu ve smyslu nejmensich ¢tvercu dostaneme vysledky, které
jsou zachyceny v tabulce 2.5.1.

parametr | skutetnd hodnota | odhadnutd hodnota
systém S7  systém So
a -0,8 -0,788 -0,058
b 1,0 1,059 4,693

Tabulka 2.5.1 Odhady parametra pro piiklad 2.5.1

Vidime, ze dostavame dobry model pro systém S;. Pro systém S5 dostavame zna¢nou odchylku
od skuteénych parametri. Odhad je také dosti odlisny od vysledku, které jsme dostali v prikladu
2.4.1. Napf. zde je také znacna odchylka v odhadu b.

Teoretickd analyza téchto pozorovani vyzaduje feSit rovnici (2.4.10). Nejprve vypocteme
jednotlivé kovariance. Necht u(t) je jednotkovy skok velikosti o. Oznaéme staticky zisk systému
S (S =bo/(1+ ap)). Pak dostaneme

(1+ c3 — 2agco)\?
1—a?

E[*(t)] = S%6°% +

(co — ao)(1 = apco) A?

Bly(ty(t = 1)) = 807+ 4=

Ely(t)u(t —1)] = So?

Dosazenim téchto vysledku do (2.4.10) odvodime nésledujici vyrazy pro odhady parametru

2
d = ag — —CO(; aO)
1+ ¢ — 2apco
(2.5.3)
~ 1—
b= bo — b()C() 0

1+ C% — 2apcy
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PovSimnéme si, ze nyni se oba odhady parametri obecné odliSuji od skuteénych hodnot
parametru. Navic odchylka je nezdvislda na velikosti vstupniho skoku ¢. Odchylka je nulové,
jestlize ¢y = 0. Pro uvazovany systém S; dostaneme

a=-0,8 b=1,0 (2.5.4)
(jako v piikladu 2.4.1), zatimco pro systém Ss vypocteme nasledujici vysledek
bo
1+ ag

Je ziejmé, ze je velice odlisny od skuteé¢nych hodnot. Nicméné vSimnéme si, ze staticky zisk je
odhadnut spravné, protoze

a=0,0 b=

= 5,0 (2.5.5)

~

b b
1+a 1+ap
Teoretické vysledky (2.5.4) a (2.5.5) jsou velmi blizké simula¢nim vysledkum, které jsou uvedeny

v tabulce 2.5.1. Méli bychom poznamenat, ze v piipadé absolutni neptitomnosti Sumu (tj. kdyz
A? = 0), nastanou problémy, protoze v (2.4.10) vznikne singuldrn{ matice

,[ 82 —s
71 s 1

Pak feseni (2.4.10) muze byt charakterizovano

b - =5
1+4+a
Na uvedenych piikladech bylo vidét, ze odhady jsou pro S7 konzistentni, zatimco odhady pro
systém Sy vykazuji systematickou chybu. Ziskané modely pro S5 mohou byt chapany jako
aproximace skuteéného systému. Aproximace je ziejmé zdvisla na uzitych experimentdlnich
podminkdch. V nésledujicim piikladu ukézeme detailni vypocéty pro ruzné experimentdlni
podminky:.

Piiklad 2.5.2 Pouzijme model (2.4.1) jako zdklad pro vypocet predikce. Nejrozumnéjsi predikce
hodnoty y(t) na zdkladé dat az do ¢asu ¢t — 1 je, bez znalosti rozdéleni €(t), ddna vztahem

9(t) = —ay(t — 1) + bu(t — 1) (2.5.6)
Chyba predikce bude podle (2.2.1) splhovat

g(t) = y(t) = 9(t) = (a = ao)y(t = 1) + (bo — b)u(t — 1) + e(t) + coe(t — 1) (2.5.7)

Vypoétéme varianci chyby predikce W = E[§?(t)] pro nékolik pifpadi. Pro systém Sy stéle
predpokladame cy = ayp.

Nejprve vypoctéme varianci chyby predikce pro situaci, kdy jsou pro vypocet predikce (2.5.6)
pouzity skutetné hodnoty parametru, to jest a = ag, b = bg. Pak chyba predikce je
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g(t) = e(t) + coe(t — 1) = e(t) + ape(t — 1)

a variance chyby predikce

Wi = A2(1 +ad) (2.5.8)

bude nezavisla na experimentalnich podminkach. Déale spocitejme varianci chyby predikce pro
situaci, kdy predikce (2.5.6) je zalozena na odhadech parametru ziskanych pii buzeni systému
jednotkovym skokem o velikosti o. Vyuzitim odhadu (2.5.5) dostaneme v ustdleném stavu pro
systém S

b
§t) = —aoy(t —1) + (bp — ——)u(t — 1) + e(t) + age(t — 1)
14+ ag
0 aobo
- - ~1 ~1
aol oo +elt = DI+ - oo +e(t) +ave(t — 1)
= e(t)
a tak
Wy =X\ < W, (2.5.9)

Povsimnéme si, ze jsme dostali lepsi vysledek (nizsi varianci chyby predikce) nez v piipadé, kdyz
jsme pouzili skuteénych hodnot ag a byg. MuzZeme tedy Fici, ze identifikaéni metoda pouzivd a a b
jako prostredku k ziskdni dobré predikce. Poznamenejme, ze v piredchozich vypoctech je stézejni,
abychom pii identifikaci pouzili stejné experimentdlni podminky (u(t) skok o velikosti o) jako
pii vypoctu predikce. Dokumentujme toto tvrzeni. Predpoklddejme, ze odhady parametru jsou
uréeny z experimentu, kde u(t) je bily sum s varianci 52 a s nulovou stfedni hodnotou. Pak
odhady parametru jsou dany (2.4.11), (2.4.13). Pouzitim téchto vyrazu pro ¢y = ag dostaneme
odhad parametru. Nyni pfedpoklddejme, Ze odhadnuty model pouzijeme pro predikci, ale za
vstup budeme povazovat skok o velikosti 0. Pak

g(t) = (a—ao)y(t —1) +e(t) + age(t — 1)

= (a—ap)| o+e(t—1)]+e(t) + ape(t — 1)

0
(1+ ap)
o+ e(t)+ae(t —1)

0
= (a — ao)i(l T CLO)

Necht z oznacuje b36%/[(1 — a2)A2]. Sttedni hodnota 72(t) pak bude

b2
W — )\21 2 _ 2 0 2
S
2 apz |9 a o, bo o o
= 1
A+ I ) G

Je ztejmé, ze vzdy bude W3 > Wo.

V naésledujici ¢asti omezime n&as rozbor pouze na systém S;. Budeme predevsim analyzovat
chovéni matice vznikajici ve (2.4.8). Predpoklddejme, Ze tato matice je ”dobie podminénd”.
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Pak existuje jediné feseni (2.4.8). Toto feSeni je pro systém S; ddno asymptoticky (N — oo).
Vyuzitim skuteénych parametri ag, by a dosazenim do pravé strany v (2.4.8) za y(¢) dostaneme

1 [ Syt —1) — >yt —u(t—1) ] [ ag } 1 [ - y(t)y(t —1)
N | -Yyt—Nut—-1) Yu*(t-1) bo | N | Xylt)u(t—1)

1 Syt — et y(t —1e(t) (2.5.10)

- N[—ZM#4E®]%E{—MPJEW]:O

Posledni rovnost je splnéna, protoze {e(t)} je bily sum, a tudiz je nezdvisly na vsech minulych
datech.

Bohuzel, nelze ve vsech piipadech zarucit ,dobrou podminénost® matice v rovnici (2.4.8),
popf. v (2.5.10), a tim i moznost jeji inverze. Invertovatelnost matice je do zna¢né miry déna
aktudlnimi experimentdlnimi podminkami, které jsou ovlivnény jak vstupnim signdlem wu(t),
tak i tim, zda systém obsahuje zpétnou vazbou ¢i nikoliv. Proto, v nésledujicich subkapitolach
se budeme v piikladech vénovat situacim, kdy ¢tvercovd matice vyskytujici se v (2.5.10) nen,
z divodu experimentalnich podminek, dobfe podminéna.

2.6 Trvale vybuzeny systém

Priklad 2.6.1. Simulujme systém S7 a uvazujme 1000 simula¢nich kroku. Vstup bude jednotkovy
impuls v ¢ase t = 1. Vypoctéme odhady parametru ve smyslu nejmensich ¢tvercii. Numerické
vysledky jsou ukazény v tabulce 2.6.1.

Parametr | Skuteéna hodnota | Odhadnuta hodnota
a -0,8 -0,796
b 1,0 2,950

Tabulka 2.6.1 Odhady parametru pro piiklad 2.6.1

7 tabulky je zifejmé, ze odhad parametru a je velmi dobry, zatimco odhad parametru b je
Spatny. To je pfirozené, protoze vstup malo ovliviiuje vystup. Informaci o by muzeme dostat
pouze pies y(t), které je ovlivnéno vstupem. Na druhé strané, parametr ag bude také popisovat
ucinek Sumu na vystup. Protoze Sum je obsazen ve vSech datech je velmi pfirozené, ze ag je
odhadnuto mnohem piesnéji nez by.

Provedme teoretickou analyzu. Uvazujme (2.4.8), kde u(¢) je impuls velikosti o v ¢ase t = 1.
Oznac¢me

Ro= S0A—1) Ri= xSyt -1)
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Odhad parametru lze snadno ziskat z (2.4.8)

] B [NRO _y(1)ar{_ml]

| —
T

- —y(1)o o2 y(2)o
Ry —y*(1)/N | (—y(1)R1 +y(2)Ro)/o
Pro velké N pak zjistime, ze
2 —ap\?
R —, R = —agR
0_>1—a8’ 1—>1_a(2) aplig

Pro limitni ptipad (tedy N — oo) dostaneme dosazenim za Ry a Ry do (2.6.1)

= ag
= (aoy(1) +y(2))/o = bo + e(2)/o (2.6.2)

Je ztejmé, ze b obsahuje ¢len, ktery zpusobuje odchylku odhadu od skute¢né hodnoty. Tato od-
chylka zavisi na konkrétni realizaci ndhodného procesu {e(¢)} a velikosti impulsu o. V uvazované
simulaci bylo e(2) = 1,957 a o = 1, coz podle (2.6.2) by mélo dét b = 2,957. Tato hodnota je
v souladu s vysledky uvedenymi v tabulce 2.6.1.

Vyse pozorované chovani odhada ve smyslu nejmensich ¢tverct lze vysvétlit. V tomto piikladeé
analyzovand situace je zvlastni ve dvou aspektech. Prvni je, ze matice v (2.6.1) vyndsobend
1/N se blizi k singuldrni matici, kdyz N — oo. Pfesto ale odhad ve smyslu nejmensich étvercu
existuje a muze byt vypocCitdn pro kazdé N. Dulezitéjsi je v8ak druhy aspekt. Neplati totiz
vztah (2.5.10), protoze soucty obsahujici vstupni signal nesméruji k o¢ekdvanym hodnotdm.
Pro systém Sy, jak bylo vidét v piikladech 2.4.1, 2.5.1 a 2.6.1 jsme dostali konsistentni odhady
parametru za piedpokladu, ze vstup je bily Sum nebo skokova funkce (ve druhém piipadé
navic musime piedpoklddat existenci sumu pisobictho na systém, tedy A? > 0). Jestlize u(t) je
impuls, metodou nejmensich ¢tvercu neziskdme konsistentni odhady. Zhruba fe¢eno, duvodem
je skutecnost, ze impulsni funkce je ,,pfili§ ¢asto* rovna nule. Abychom garantovali konsistenci,
potfebujeme pouzit vstup, ktery dostateéné ovliviiuje proces. Na tomto zakladé definujme
pojem trvalé buzeni.

S>>

Definice 2.6.1. Rikdme, Ze signal u(t) je trvale budici - p.e. (z anglického terminu ,persistently
exciting®) fadu n, jestlize

i) existuje limita

ru(r) = lim < S utt + 7 (0) (2.6.3)
if) a nasledujici matice je pozitivné definitni
ra0) () . mu(n—1)
Ru(n) = T“(:_l) “f.(o) (2.6.4)
ra(l =) | r4(0)



Pozndmka 1. VétSina stacionarnich stochastickych procesu je ergodicka. To znamenda, Zze
v (2.6.3) muzeme limy_,o, nahradit operdtorem stfedni hodnoty E. Pak matice R,(n) je
oby¢ejna kovariancni matice signalu u(t) (s prvky dané autokovarianéni funkei signdlu).
Tlustrujme zavedeny pojem na vstupy pouzité v této kapitole.

Pifklad 2.6.2. Necht u(t) je bily sum s nulovou stfednf hodnotou a varianc{ 0. Pak dostaneme
ro(7) = 0? pro 7 = 0 a 0 pro 7 # 0, a matice R,(n) = %I, je tedy pozitivné definitni pro
libovolné n. Tudiz bily Sum je trvale budici signal v8ech fadu.

Dale uvazujme u(t) jako skok o velikosti o. Pak dostaneme r,(7) = o2 pro vSechna 7 a pak
bude R, (1) pozitivné definitni, zatimco R, (n) pro n = 2,3,... bude singularni. Tudiz signal
typu skokova funkce je p.e. fadu jedna.

Koneéné u(t) necht je impuls. To davd ry(7) = 0, Ry(n) = 0. Tento signdl nen{ p.e. zddného
rfadu. To vysvétluje, pro¢ jsme nedostali konsistentni odhad parametru, kdyz vstup byl impuls.

Pozndmka 2. V pracich zabyvajicich se adaptivnim Fizenim se pouzivaji alternativni definice
trvale budiciho signalu.

Poznamka 3. Pojem trvale budici signdl, tak jak byl zaveden, je motivovan tlohou urceni
odhadu koeficientu ,useknuté“ vahové funkce [20]. S touto tlohou se setkdme ve 3. kapitole
pifi vykladu neparametrickych metod, konkrétné u korelaéni analyzy. Nutnd podminka pro
konsistentni odhad linearniho systému n-tého radu je, aby vstupni signal byl p.e. Tadu 2n.
V nékterych piipadech pifi pouziti metody nejmensich ¢tvercu staci, aby signél byl p.e. fadu n.

Pozndmka 4. Tvrzeni v piredchozi poznamece jsou pouzitelna pii hledani konsistentnich odhadu
systému se Sumem. Pro systémy bez Sumu neni nutné, aby vstup byl p.e. Uvazujme napf.
deterministicky linedrni systém n-tého fddu s nulovymi pocateénimi podminkami. Jako vstup
pouzijme impuls a zaznamename impulsni odezvu. Z 2n nenulovych hodnot impulsni odezvy je
mozné najit parametry systému, i kdyz vstup neni p.e. Duvodem je, Ze systém bez Sumu muze
byt identifikovan z konecného poctu dat (N < o), zatimco trvalé vybuzeni se tyka vlastnosti
vstupniho signdlu pii pouziti nekoneéného poctu dat (N — o0), které je uvazovéano pii analyze
konsistence odhadu parametru v systémech se Sumem).

Poznédmka 5. Puvodni prace tykajici se analyzy trvale budicich signali i nékteré soucasné
analyzy jsou provadény ve frekvenéni oblasti. Protoze je vSak celd prace zaméfena na popis
signala v ¢asové oblasti, nebudeme se analyzami ve frekvenéni oblasti rozsahleji zabyvat.

2.7 Vliv zpétné vazby

Vidéli jsme, ze musi byt zavedeno ur¢ité omezeni na vstupni signdl, abychom garantovali, ze
matice vyskytujici se v (2.4.8) je dobfe podminéna. V této kapitole budeme sledovat situaci,
kdy vstup je determinovan vystupni zpétnou vazbou. P provadéni redlného identifika¢niho
experimentu se mnohdy nelze obejit bez takovéto zpétné vazby. Identifikovany systém mtze
byt v oteviené smycce nestabilni, takze bez stabilizujici zpétné vazby muze byt nemozné ziskat
néjakou, tfeba i nevelkou, mnozinu dat. Také bezpecnost nebo pozadavek na normélni pracovni
rezim muze byt dostateény duvod pro pouziti zpétné vazby béhem identifika¢niho experimentu.
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Rovnéz neni jisté, ze piimd vazba je lepsi pro identifikaci nez vyuziti zpétné vazby.

Piiklad 2.7.1. Uvazujme systém S; (2.2.2). Piedpoklddejme, Ze vstup je uréen proporciondlni
zpétnou vazbou

u(t) = —ky(t) (2.7.1)
Pak matice v (2.4.8)

1 k

2

Zy (t_l) I: k k2:|

je ziejmeé singuldrni. Zaroven je zfejmé, ze systém (2.2.2) se vstupem generovanym regulatorem
(2.7.1) nelze identifikovat. Je vidét, ze pouze {y(t)} prindsi informaci o dynamice systému S;

v tom smyslu, ze {u(t)} ndm nemuze pfinést nic nového. Kombinaci modelu (2.4.1) a regulatoru
(2.7.1) dostaneme

e(t) = y(t) + (a+ bk)y(t — 1) (2.7.2)

Tento vyraz ukazuje, ze z dat muze byt pouze odhadnuta linedrni kombinace a + bk. V3echny
hodnoty a a b, které dédvaji stejnou hodnotu a + bk budou dévat stejnd residua {e(t)} a
stejné hodnoty ztratové funkce. Neexistuje tedy jediné minimum ztratové funkce, ale ta je
minimalizovdna mnozinou bodu. Pro asymptoticky piipad (N — 00) je tato mnozina definovana

{© | a+ bk =ag + bok}

Protoze neexistuje jediné minimum, matice druhych derivaci kritéria V(0) musi byt singularni.
Vratme se proto k matici, kterd se objevuje v (2.4.8). Ta nds vede zpét k pocatecnimu zjisténi, Ze
parametry a a b nemuzeme identifikovat vstupem (2.7.1). Piiklad 2.7.1 ndm ukazuje, ze pouziti
zpétné vazby (2.7.1) v prubéhu identifika¢niho experimentu znemoznuje zajistit konsistentni
odhad. Nastésti situace neni tak zla. O tom nés presvédéi néasledujici priklady.

Piiklad 2.7.2. Simulujme systém S; a provedme 1000 iteraci. Vstup necht je definovén jako
zpétnd vazba, na kterou aditivné pusobi ¢asové variantni referenéni signal

u(t) = —ky(t) + r(t) (2.7.3)

Referenéni signal r(t) uvazujme jako PRBS velikosti 0,5 a zpétnovazebni zisk vybereme k = 0, 5.
Vypocétéme odhady ve smyslu nejmensich ¢tvercu dle vztahu (2.4.8). Tabulka 2.7.1 shrnuje
dosazené vysledky.

parametr | skutetnd hodnota | odhadnutda hodnota
a -0,8 -0,754
b 1,0 0,885

Tabulka 2.7.1 Odhady parametra pro piiklad 2.7.2.
Jak je zfejmé z tabulky v tomto piipadé jsme ziskali rozumné odhady, ackoli data byla

generovana za piitomnosti zpétné vazby. Je vhodné také zduraznit, Ze pro vlastni identifika¢ni
proces, tak jak je doposud uvazovan, neni zapotiebi znalost zisku k£ ani referen¢niho signdlu
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r(t). Odhad parametru je pocitdn pouze na zdkladé méfrenych vstupnich dat u(t) a vystupnich
dat y(t).

Analyzujme tuto situaci. Nejdiive si vSimnéme, ze (2.5.10) stdle plati. Je tudiz postacujici
ukdzat, ze matice v (2.4.8) je reguldrni a dobfe podminénd pro velké N. Za tim ucelem
piedpoklddejme, ze 7(t) je bily sum s nulovou st¥edni hodnotou a varianci o2. Pak dostaneme
pro (2.2.1), kde ¢cp = 0 a (2.7.3)

y(t) + (a+bk)y(t —1) =br(t —1) +e(t) (2.7.4)
u(t) + (a +bk)u(t — 1) =r(t) +ar(t — 1) — ke(t) (2.7.5)

Rovnici (2.7.4) lze interpretovat jako popis uzavieného systému (tj. systém S; (2.2.2) +
reguldtor (2.7.1)). Po urc¢itych vypoctech dostaneme matici

[ Ely*(t)] —Ely(t)u(t)]

—Ely(t)u(t)] Elu*(t)]

B 1 b2o? + N2 —k(b%0% + \2)

1 (a+bk)? [ —k(%0? + %) E2(b*0% + A?) + [1 — (a + bk)?)o?

kterd je pozitivné definitni. Poznamenejme jen, ze jsme pfedpoklddali, ze uzavieny systém je
asymptoticky stabilni (| a 4+ 0k |) < 1.

Vyse predstaveny postup identifikace parametri systému je v literatufe oznacovan jako
primé identifikace, kdy existence zpétné vazby je identifika¢ni metodou v podstaté ignorovana,
tj. pro urceni parametru systému nepotiebujeme znat zisk reguldtoru k ani referen¢ni signal
r(t). Predpoklddame vsak, Ze referencni signdl je pritomen a je dostateéné bohaty. Naproti
tomu existuje i pfistup oznacovany jako nepiima identifikace, kde je nejprve identifikovan model
uzavieného systému a pak na jeho zakladé a znamého popisu reguldtoru je uréen model vlastniho
systému. Nepfima identifikace tak predpokldda znamy popis reguldtoru, avsak umoznuje najit
parametry modelu systému i v situaci, kdy neni referenéni signédl dostateéné bohaty (tj. neni
p.e. dostateéného rddu). Principidlni rozdil mezi pfimou a nepiimou identifikaci je znézornén na
obrazku 2.2.

Dva pristupy k nepiimé identifikaci systému Sp jsou ilustrovany v nasledujicich piikladech.

Piiklad 2.7.3. Pfedpokladejme zndmy zisk k a referenc¢ni signal r(t). Pak lze, analogicky k (2.4.8),
sestavit nésledujici soustavu dvou rovnic na zékladé (2.7.4) zapsanou v maticové formeé

Syt —1) — >yt —=1)rt—-1) a [ =Syt —1)
Syt —-Drit—1) S r¥t—1) ] [ b ] = [ S y(t)r(t—1) (2.7.6)

kde a = a + bk. Resem soustavy rovnic (2.7.6) umozni nalézt odhady parametru popisu
uzavieného systému a a b na jejichz zaklade lze snadno vypocitat odhad zbyvajiciho neznamého
parametru a systému S dle vztahu a = a— bk.

Ackoliv predstaveny piistup k nepiimé identifikaci je relativné piimocary, je zavisly na
predpokladu dostateéné bohatého referencéniho signédlu r(t), ktery dostatecné vybudi systém
(podobné jako piimé identifikace v piikladu 2.7.2). Tento predpoklad muze byt v nékterych si-
tuacich limitujici (ne vzdy je mozné zvolit libovolny referenéni signal r(¢) s ohledem na chovéni
vystupu systému y(t)).
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identifikace

Obrazek 2.2: llustrace piimé a nepiimé identifikace systému se zpétnou vazbou.

Pokud tedy neni mozné pouzit referen¢ni signal, ktery je trvale budici dostate¢ného fadu,
muzeme pouzit pristup zalozeny na specifikaci reguldtoru vyssiho radu. Tento piistup je
ilustrovan nasledujicim piikladem.

Piiklad 2.7.4. Predpoklddejme zndmy regulator prvniho fadu popsany nésledujicim vztahem
u(t) = —kiy(t) — kay(t — 1)
Pak popis uzavieného systému je dan nasledujici rovnici
y(t) + (a + bk1)y(t — 1) + bkoy(t — 2) = e(?) (2.7.7)

a soustava rovnic umoznujici odhad nezndmych parametrua uzavieného systému a = a + bky a

b= bksy je

[ Sulut -
] - Z&h (275

O QO

Yyt —1) Syt — 1)yt —2) }
Yyt —1rt—1) Yyt —2)

Jakmile je proveden odhad parametrii uzavieného systému a a b, mtzeme, vzhledem ke zndmému
popisu reguldtoru (2.7.7), spocitat odhady parametria puvodniho systému S; dle vztahu

>
Il
S

/K2
— bk

Q>
Il
Qv

a to bez ohledu na piitomnost ¢i vlastnosti pfipadného referencéniho signélu.
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Poznamenejme, ze predstavené metody pro identifikaci systému se zpétnou vazbou jsou zalozeny
na predpokladu stabilniho zpétnovazebniho systému.

Zavérem tak dodejme, ze konzistentni odhady parametru systému ovlivnéného zpétnou vazbou
1ze ziskat bud'to za predpokladu dostateéné bohatého referenéniho signdlu z ,,externiho® zdroje,
¢i pouzit regulator stejného ¢i vyssitho fadu nez je fad systému. Jinou moznosti, ktera vSak
nebyla zde diskutovana, je pouziti reguldtoru s ¢asové proménnymi parametry.

2.8 Shrnuti a zhodnoceni vysledku
Shriime zkuSenosti ziskané z piikladu a zabyvejme se zévéry, které z nich mohou byt vyvozeny.
1) Pro zajisténi konsistence pii pouziti metody nejmensich ¢tvercu je rozhodujici, jakym

zpusobem vstupuje Sum do systému. Tento fakt ukazuje na vyznam a pozadavky na
strukturu modelu M.

2) Pokud jde o experimentdlni podminky X bylo vidét, ze je dulezité, aby vstupni signél byl
trvale budici. To zhruba rfeceno znamena, ze vSechny mdédy systému by mély byt vybuzeny
a dostatecné se ménit v prubéhu identifikacniho experimentu.

3) Jestlize experimentalni podminky zahrnuji zpétnou vazbu od y(t) na u(t), je v nékterych
pripadech nemozné identifikovat parametry systému. Na druhé strané, jestlize ptridame
¢asové proménny referencni signdl pusobici na systém, parametry lze snadno nalézt.

Jisté neni tieba zduraznovat, ze predchozi tvrzeni nebyla striktné dokdzana. Vychéazeji z jed-
noduchych piikladu. Nicméné, 1ze ukazat, Ze tyto zavéry plati i pro mnohem obecnéjsi podminky.

Vice o zavedenych pojmech a experimentélnich podminkach lze nalézt v [24],[20],[37].
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Kapitola 3

Neparametrické metody

3.1 Uvod

Identifika¢ni metody jsou cCasto rozdélovany na neparametrické a parametrické. Zatimco
parametrické metody poskytuji modely ve formé rovnic, neparametrické identifikaéni metody
jsou charakteristické tim, ze vysledné modely jsou kifivky nebo funkce. Neparametrické metody
jsou mnohdy oznacovany jako klasické metody identifikace, jako zduraznéni toho, Ze se obecné
jedna o strasi piistup nez jsou metody parametrické. Neparametrické metody jsou obecné
koncepéné i vypocetné jednodussi, avSak v porovnani s parametrickymi metodami nenabizeji
tak Siroké moznosti. Proto se budeme neparametrickym metodam vénovat pouze okrajové a to
jen v této kapitole. Zbylé kapitoly skript budou vénovany metoddm parametrickym. Nakonec
poznamenejme, zZe Clenéni metod na parametrické a neparametrické je dédno spiSe tradi¢nim
nézvoslovim nez skutetnym vyznamovym obsahem téchto pojmiu. Neparametrické metody lze
totiz v jistém smyslu chépat téz jako parametrické.

Po tomto struéném uvodu muzeme piejit k vykladu vybranych neparametrickych metod. Po-
stupné se budeme vénovat metodam zalozenym na:

— frekvenéni analyze,
— prechodové analyze,
— korela¢ni analyze,

— spektralni analyze.

3.2 Frekvenéni analyza

Nejdiive se zabyvejme frekvenéni analyzou. V tomto pfipadé je vhodné pouzivat modely spojité
v Case a vyjit z modelu

Y(p) = G(p)U(p) (3.2.1)

kde Y(p) je Laplaceova transformace vystupniho signdlu y(t),
U(p) je Laplaceova transformace vstupniho signélu u(t),
G(p) je pfenos systému.

Jestlize vstupem systému je signdl typu sinus
u(t) = a - sin(wt) (3.2.2)
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a systém je asymptoticky stabilni, pak vystup v ustaleném stavu bude

y(t) = b-sin(wt + @) (3.2.3)
kde
b = alG(iw) |
¢ = arg[G(iw)] (3.2.4)

o ¢emz se muZzeme snadno piesvédéit nasledujicim zptsobem. Nechf systém je reprezentovan
vahovou funkei h(t)

y@)_ﬂgmﬂuu—TmT

kde h(7) je funkce jejiz Laplaceova transformace je G(p). Zaved me

@@:Ahmfmh

Protoze sinwt = %(E“’Jt — ™), pak

t

a ] -7 —tw(t—T1
w0 = 5 [ A e
- %W@mm—amaemn

— G iwt iarg Gi(iw) _ —iwt  —iarg Gt (iw)
5 | Gi(iw) | [e""e e e ]
= a| Gi(iw) | sin(wt + arg G¢(iw))
Kdyz t — oo, pak Gi(iw) = G(iw).
Méfenim (¢i odhadem na zdkladé méfeni) amplitud a a b i fadzové diference ¢ pro zvolené w
pak muzeme nalézt komplexni proménnou G(iw) z (3.2.4). Jestlize tento postup je opakovan
pro fadu frekvenci muzeme ziskat dosti dobrou grafickou reprezentaci G(iw) jako funkei w.

Pro klasicky navrh fidicich systému je pak velmi vhodnd Bodeho logaritmicka frekvenéni
charakteristika nebo Nyquistova kiivka.

Nastinény postup je v8ak dosti citlivy na Sum. V této jednoduché podobé muze byt v praxi
pouzit jen ziidka. Nazna¢me proc¢. Predpoklddejme, ze skuteény systém muze byt popsan rovnici

Y(p) = G(p)U(p) + E(p) (3.2.5)

s e(t) predstavujici stochastickou poruchu a E(p) jeji Laplaceovu transformaci. Pak misto
(3.2.3) dostaneme

y(t) =b-sin(wt + ¢) + e(t) (3.2.6)

a v dusledku pfitomnosti Sumu bude tézké odhadnout presné amplitudu b a fazovou diferenci
. Pomoci korela¢ni techniky vSak ptedchozi postup muzeme zdokonalit. Vyndsobenim vystupu
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sin(wt) a cos(wt) a integraci, ziskdme signaly ys a y.. Aplikace této techniky na (3.2.6) vede na

T
W@ = [ ylo)sintun
T T
= / bsin(wt + ¢) sin(wt)dt + / e(t) sin(wt)dt
0 0

T T
= —cos(p) — ;)/0 cos(2wt + )dt —i—/o e(t) sin(wt)dt (3.2.7)

T
ye(T) = /0 y(t) cos(wt)dt
T T
= / bsin(wt + ¢) cos(wt)dt + / e(t) cos(wt)dt
0 0

T T
= 5 sin(p) — 2/0 sin(2w + ¢)dt —i—/o e(t) cos(wt)dt (3.2.8)

Jestlize méfeni neobsahuje sum (e(t) = 0) a doba integrace T je nasobek periody funkce sin(-),
to jest T' = k27 /w, dostaneme

br

ys(T) = 7005(90)
wlt) = osin(y) (3.29)

Z téchto vztahtu muzeme urcéit b a . Pak | G(iw) | muzeme vypocitat podle (3.2.4). Pozname-
nejme, ze (3.2.4) a (3.2.9) implikuji

(1) = S ReG(iw)

yo(T) = %ImG(iw) (3.2.10)
coz je uziteéné pro popis G(iw).
Intuitivné je ziejmé, ze pristup vyuzivajici integral 1épe omezuje vliv Sumu nez zakladni metoda

frekvenéni analyzy. Duvod je jednoduSe v tom, ze vyuzivame informaci z delsiho ¢asového
intervalu.

Pro aplikaci frekven¢ni analyzy tak jak je v (3.2.5)-(3.2.10), lze pouzit komeréné dostupna
zalizeni. Nevyhoda spojena s aplikaci frekvenéni analyzy spoc¢ivd v tom, ze Casto vyzaduje
casové dlouhé experimenty. Pfipomenme, ze pro kazdou zpracovavanou frekvenci, musime
nejprve dostat systém do ,stacionarni faze“ a pak provést integraci.

3.3 Prechodova analyza

V tomto pifstupu je modelem bud piechodové charakteristika nebo impulsni charakteristika. To
znamenad, ze vstupem do redlného systému, ktery se nachazi v ustdleném stavu, je jednotkovy
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skok nebo impuls a odezva na vystupu je zaznamenéna. Z téchto kiivek pak chceme najit model
nizkého fadu (1. nebo 2.) typu (3.2.1). Takovy piistup muze byt dosti citlivy na Sum. Na druhé
strané casto lze jednoduSe pouzit. Pfinejmensim muze dat prvni hruby model, ktery ukazuje
na zisk, dominantni ¢asovou konstantu, tlumeni a piipadné ¢asové zpozdéni. Pouziti impulsu
jako vstupu je bézné v uréitych aplikacich, napt. kdyz vstup je vstriknuti néjaké latky. To je
typické v ,tekoucich systémech®. Souhrnné feceno, prechodova analyza je vhodny prostiedek
pro ziskédni hrubych modeli, ale jeji pouzitelnost je limitovdna. Pfechodovou a frekvenéni
analyzu proto muzeme chédpat jako zdkladni prostfedky pro navrh jednoduchych reguldtora
(napf. ladéni PID regulatoru Ziegler-Nicholsovym pravidlem).

3.4 Korelacni analyza
Treti pristup, ktery budeme diskutovat, je korela¢ni analyza. Pouzita forma modelu je v tomto

pripadé

Zh k) 4 v(t) (3.4.1)

kde h(k) je vdhova sekvence a wv(t) predstavuje poruchu. Predpoklddejme, ze vstup je
staciondrni stochasticky proces, ktery je nezdvisly na poruse. Pak pro (auto)kovarianéni funkce
plati nasledujici vztah (Wiener-Hopfova rovnice)

Tyu(T Zh ru(T — k) (3.4.2)

kde 7y, (7) = Ey(t + 7)u(t) a ry(7) = Eu(t + T)u( ) jsou ¢leny autokovarianéni funkce v (3.4.2),
které mohou byt odhadnuty z dat

1 N—max(7,0)
i - t t) T=0,+1,£2, ...
Tyu(T) N — max(7,0) + min(7,0) - Z( O)Z/( +T)u(t) T yl, T2,
=1-—min(T,
(3.4.3)
N—71
Fulr) = = D ult+7)ult) Fu(-7) =Fu(r) T=0,1,2..
t=1

Pak odhad vahové funkce {h(k)} je urcen, v principu, FeSenim soustavy s nekoneénym poctem
linearnich rovnic

Fyu(T Zh Tu(T — k) (3.4.4)

Soustava linearnich rovnic (3.4.4) se vyznamnym zpusobem zjednodusi, jestlize budeme pouzivat
jako vstup bily sum, pro ktery plati r,(7) = 0 pro 7 # 0. Tudiz z (3.4.2) je ziejmé, ze

h(k) = ryu(k)/r(0) (3.4.5)

coz lze snadno spocitat na zdkladé odhadu 7y, (k) (3.4.3). Poznamenejme, ze jsou k dispozici
zalizeni provadéjici tyto operace automaticky.
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I pii pouziti bilého Sumu jako vstupniho signdlu méme nekoneény pocet rovnic, které umozni
odhadnout véhovou sekvenci h(k). Z praktickych duavodu je vhodnéjsi pouzit tzv. useknutou
vahovou funkci. To vede na linedrni systém konecného Fadu. Jestlize polozime

h(k)=0 pro k>M (3.4.6)

pak dostaneme model s kone¢nou impulsni odezvou (FIR, z anglického ,finite impulse re-
sponse*). Takové modely se ¢asto pouzivaji v oblasti zpracovéani signdlu. Celé ¢islo M by mélo
byt vybrano velké ve srovnani s dominantni ¢asovou konstantou systému. Pak (3.4.6) bude
dobra aproximace. Vyuzitim (3.4.6) prejde (3.4.4) na

M

Fyu(T) = Z_ h(k)iu(r — k) (3.4.7)

k=0

—_

Rozepiseme-li tento vztah pro 7 =0,1,2, ..., M — 1, dostaneme soustavu linearnich rovnic

74(0) e (M —1) h(0)
= | . o : (3.4.8)
h(M —1)

7yu(0)

Fyu(M = 1) FM—1) ... 7(0)

Pokud je jako vstup uvazovan bily Ssum, pak matice soustavy diagondalni. Poznamenejme, ze
s korela¢ni analyzou jsme se setkali jiz v kapitole druhé a v kapitole ¢tvrté bude vidét, jak
postupovat v piipadé, kdy bude pocet ruznych hodnot 7 vétsi nez je M, coz odpovida preurcené
soustavé linearnich rovnic.

3.5 Spektralni analyza

Posledni neparametrickd metoda, kterou se budeme zabyvat, je zaloZzené na spektralni analyze.
Vénujme nejdiive pozornost vztahu mezi korela¢ni funkci a spektralni hustotou a vypoctu
spektralni hustoty signdlu po prichodu linedrnim systémem.
Necht u(t) skaldrni staciondrni stochasticky proces. Piedpokladejme, ze jeho stiedni hodnota je
m,, a autokovarianéni funkce je

ro(7) = Elu(t + 7) — my][u(t) — my] (3.5.1)

Dle definice je spektralni hustota stochastického procesu

A1 ir
Gu(w) S — Y ru(r)e (3.5.2)
Inverzni vztah k (3.5.2), ktery umoziuje vypocet autokovarianéni funkce ze spektralni hustoty je
T .
ru(T) = | du(w)e™dw (3.5.3)
-7

To muzeme snadno ovéfit dosazenim z (3.5.2) do (3.5.3)
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oo

1 ’o 1 : /
/ o Z ru(7)e TV ™ dw = o Z ru(rl)/ T=m)w g,
2T T

/I —

—c0 T'=—00
oo
= Z T (7070 = 1y (T)
T/=—00

kde ;v =0proT#7" ad, . =1pror=1".

Poznamenejme, ze predpokladdme periodu vzorkovéani Ts = 1 a pak standardni interval pro w
je (—m,m). V piipadé, ze mame obecné T, pak Nyquistova frekvence je wy = 7/Ts a integracni
interval pro w je w € (—wn,wn).

Nyni se zaméfime na odvozeni vztahu pro vypocet spektralni hustoty filtrovaného signalu.
Uvazujme linedrni filtraci u(t) (pruchod wu(t) linedrnim systémem) podle vztahu

y(t) =Y h(k)u(t — k) (3.5.4)

k=0

kde y(t) skaldrni signal a {h(k)} je posloupnost definujici vahovou funkci. Pfedpoklddejme, ze
filtr v (3.5.4) je stabilni, to jest || h(k) ||— 0, kdyz k — oo. V takovém piipadé y(t) je stacionarni
signdl. V nésledujicim vypocteme charakteristiky tohoto signdlu, a to stfedni hodnotu m,,
vzajemnou kovarianéni funkei ry,, (7), vzajemnou spektralni hustotu ¢y, (w), kovarianéni funkci
ry(7) a spektralni hustotu ¢y (w). K tomu je vhodné zavést operator pienosu

H(g™") =Y hk)g ™", (3.5.5)
k=0

kde ¢ je operdtor zpétného k-krokového posunu. Vyuzitim (3.5.5) Ize model (3.5.4) zapsat jako
y(t) = H(g )u(t) (3.5.6)
Stfedni hodnotu y(t) najdeme velmi lehce z (3.5.4)

my = Ey(t) => h(k)Bu(t—k) = > h(k)m, = H(1)m, (3.5.7)
k=0 k=0

pricemz H(1) muzeme interpretovat jako zesileni filtru v ustéleném stavu. Pred vypocétem
autokovarian¢ni funkce nejdiive definujeme

J(t) 2 y(t) —my alt) 2 u(t) - m,

Vztah mezi g(t) a u(t) muzeme vypocitat takto

§t) =Y h(k)u(t —k) = > h(k)ym, = _ h(k)a(t — k) = H(q")i(t) (3.5.8)
k=0 k=0 k=0

P1i vypoctu kovarianénich funkci pro snazsi zapis predpokladejme, ze m, = 0.
Nejdiive vypoc¢teme kovarianéni funkei pro y(¢).
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ry(1) = Ey(t+71)y(t)

oo o0

h(j)Eu(t + 71 — j)u(t — k)h(k)

h(j)ru(m — j + k)h(k) (3.5.9)

I
M 1
7 I

<

Il
o
i
=)

Nyni vyuzitim definiéniho vztahu (3.5.2) a vztahu (3.5.9) vypocteme spektralni hustotu.

yw) = - Z ry(T)e

nebo-li

dy(w) = H(e ™) pu(w)H (™) (3.5.10)

Tento vztah popisuje, jak spektralni hustota vystupniho signalu zavisi na pfenosové funkci
H(e™) a spektralni hustoté vstupniho signalu ¢, (w).

Zbyva vypocitat vzajemnou kovariancni funkci a vzajemnou spektralni hustotu.

Tyu('r) = Ey(t+7)u(t)

= > h(j)Eult + 71— j)u(t)

<.
Il
=)

[
NE

h(g)ru(T — j) (3.5.11)
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nebo-li

dyu(w) = H(e™)pu(w) (3.5.12)
kde
1 — —ITW
¢yu( ) - 27_‘_72_:00 Tyu(T)e
bul) = o= D rulr)e™ (35.13)
u(w _QWT:,OOTUTe 5.
H(e ™) = h(k)e
k=0
Pienosové funkce H(e~*) miize byt odhadnuta z
H(e™™) = dyu(w)/du(w) (3.5.14)
kde odhady spektralnich hustot lze uréit jako
L X
Pyu(w “or Z e i (3.5.15)
. 1 X ,
Pu(w) = 5= P (T)eTT (3.5.16)
2 T=—N

Pyu(w) = N Z Z y(t + T)u(t)e v

=—N t=1—min(7,0)

Zavedenim substituce s = t + 7 dostaneme

. 1 ML XN o
d)yu(w) = 27 Z Z y(s)u(t)efzsweztw

s=1 t=1
1
= WYN(W)UN(—W) (3.5.17)
kde
N
V() = y(s)e "™
s=1

(3.5.18)



jsou diskrétni Fourierovy transformace sekvenci {y(¢t)} a {u(t)}. Pro w = 0,27/N,47w/N,...,x
mohou byt vypocéteny rychlou Fourierovou transformaci (FFT, z anglického ,fast Fourier
transform®).

Obdobné

Bulw) = ﬁUN(w)UN(—w) _ ﬁ | Uy (w) 2 (3.5.19)

Takovy odhad spektralni hustoty se nazyva periodogram. Z (3.5.14), (3.5.17), (3.5.19) zjistime
odhad pFenosové funkce

H(e ™) = Yy (w)/Uy(w) (3.5.20)

Predchozi postup k ziskani odhadu spektralnich hustot a ndsledné odhadu pienosové funkce
vede k nepfilis pfesnym vysledkiim. Jednim z duvodu pro toto chovani je, ze odhad 7y, (7)
bude dost nepfesny pro velké hodnoty 7, ale jednotlivé 7, (7) jsou vazeny se stejnou vahou (v
(3.5.15)). Déle v (3.5.15) je s¢itdno 2N + 1 ¢lenu. Pfestoze estimacni chyba kazdého ¢lenu se
blizi nule pro N — oo, neni zadna jistota, ze celkovéd estimaéni chyba souctu také smeéfuje k
nule. Tyto problémy mohou byt prekondny, jestlize v (3.5.15) ¢leny s velkymi hodnotami 7 maji
odlisnou véhu. Takze misto (3.5.15) je vhodnéjsi pouzit nasledujici odhad pro vzajemné spektrum

N

Syulw) = % Fu(PYw(r)e ™ (3.5.21)
T=—N

kde w(7) je tzv. zpozdovaci okénko. Obecné je okénko voleno tak, aby bylo rovno jedné pro
7 = 0, a klesalo s rostoucim 7, a bylo rovno nule pro ,velké hodnoty“ 7. ,Velké hodnoty“
znamend 5-10 procent z poc¢tu dat N. Analogické dvahy plati pro ggu(w) V literatufe jsou
uvadény nejcastéji tyto typy okének:

wi(t)=1 | 7|<M pravotuhlé
wi(t)=0 |7|>M (3.5.22)

wo(r)=1=|7| /M |7|< M Barlettovo
wa(7) =0 |7 |>M (3.5.23)

1
w3(T) = B (1 + cos (%)) | 7 |[< M Hammingovo

wy(rt) =0 |7|>M (3.5.24)

Spektralni analyza nemd zadné specidlni omezeni na vstupni signal kromé toho, ze musi byt
nekorelovany s poruchou. Proto je pomérné oblibend pro nejruznéjsi aplikace, od analyzy feci a
testovani mechanickych vibraci az ke geofyzikalnim vyzkumum, nehledé na uziti pti analyze a
syntéze tidicich systému.
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3.6 Shrnuti

Na zavér této kapitoly charakterizujme jednotlivé metody:

— Frekvené¢ni analyza vyzaduje dosti dlouhé identifika¢ni experimenty zvlasté tehdy, jestlize
chceme pouzit néjakou techniku na redukei Sumu. Vstupni signal je typu sinus.

— Prechodové analyza je snadno aplikovatelnd, ale velmi citlivd na Sum, a tudiz muzeme
ocekdvat pouze hruby model. Vstupni signal je skok nebo impuls.

— Korela¢ni analyza je zalozena na pouziti bilého Sumu jako vstupu. Vyslednym modelem je
vahova funkce. Je malo citliva na aditivni Sum ovliviiujici vystupni signal.

— Spektralni analyza je necitlivd na sum. Muze byt pouzita pro pomérné libovolny vstupni
signal. Prenosovd funkce je ziskdna ve formé logaritmické frekvenéni charakteristiky
(nebo jiné ekvivalentni formy). Pro ziskdn{ rozumné piesného odhadu musi byt pouzito
zpozd ovaci okénko.

Neparametrickymi identifika¢nimi metodami se zabyvaji napt. prace [2], [10], [15], [20], [25] -
[31], [58], [59].
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Kapitola 4

Linearni regrese

4.1 Metoda nejmensich ¢tvercu

V této kapitole se budeme vénovat linedrni regresi, kterd je velmi ¢asto pouzivana a to nejen ve
statistice. Struktura modelu pro linedrni regresi muze byt vyjadiena vztahem

y(t) = o' (1) (4.1.1)

kde y(t) je méfitelnd velicina, p(t) je zndmy vektor dimenze n a © je vektor neznamych
parametriu dimenze n. Prvky vektoru ¢(t) jsou ¢asto nazyvany regresni proménné nebo prosté
regresory. Vektor © nazyvejme vektor parametru. Model (4.1.1) lze piimocarym zpusobem
zobecnit na vicerozmérny piipad. Model s vice méfitelnymi velicinami lze zapsat jako

y(t) = 1 ()0 (4.1.2)

kde y(t) je vektor dimenze p, tj. dim(y(t)) = p, ®(¢t) je matice dimenze n/p a © je vektor
dimenze n. Je velmi pfirozené interpretovat ¢ jako ¢as, ale pro statické modely to neni nutné,
jak bude v této kapitole ukazano.

Nyni uvedeme nékolik piikladu linedrnich regresnich modela.

Piiklad 4.1.1 (Polynomidlni trend)
Necht model je polynomidlni trend a mé formu

y(t) = ap+ art + ... + at"

kde r je fdd polynomu a ag,...,a, jsou nezndmé koeficienty. VySe uvedenou formu modelu
(4.4.1) ziskdme, pokud zavedeme znaceni

O = [ag, a1, ..., ar

Tento model muze byt pouzit k popisu ¢asovych fad, kde fad polynomu r je volen jako celé
¢islo. Kdyz r = 0 model popisuje pouze konstantu, pro r = 1 popisuje uz jakoukoliv linearni
funkci, pro r = 2 kvadratickou atd. V&imnéme si tedy, ze ackoliv se jedna o linedrni regresi,
vysledny model muze popisovat nelinedarni funkci. Vyznam slova linedrni“ tak zduraznuje
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linedrni zavislost vystupni veli¢iny y(¢) na hledanych parametrech ©.

Priklad 4.1.2 (Vézeny soucet exponencidl)
Pti analyze pfechodovych procest je vhodny model

y(t) = bre 1t 4 4 e knt

Predpokladejme, ze ki,...,k, jsou znamé inverzni ¢asové konstanty, ale vahy bi,...,b, jsou
neznamé. V tomto pripadé muzeme polozit

o(t) = [e*klt, ...,e*k"t]T
O = [by, ..., by]"

Piiklad 4.1.3 (Véhovéa funkce)
Model dynamického systému zalozeny na ,,useknuté* vahové funkci. Takovy model lze vyjadrit
vztahem

y(t) = hou(t) + hiu(t — 1) + ... + hpy—qu(t — M + 1)

Vstupni signal u(t) je zaznamendn béhem experimentu a muze byt proto povazovan za znamy.
V tomto piipadé

(p(t) - [u(t)a u(t - 1)7 "'7u(t - M+ 1)]T
O = (ho,....has—1)T
Abychom dostali dostateéné pfesny popis dynamiky systému, vyzaduje tento model cCasto
mnoho parametru (M muze byt 20-50, v oblasti aplikaci zpracovani signali nékolik set nebo

dokonce tisic). Nicméné takovy pristup je koncepéné dosti jednoduchy a patii do rdmce této
kapitoly.

Po uvedeni nékolika prikladt regresnich modelt se nyni budeme vénovat odhadu parametri.
Chceme nalézt odhad © vektoru parametru © z méfeni y(1),y(2),...,y(N) a regresoru

©(1),¢(1),...,0(N). Za tohoto predpokladu muzeme sestavit soustavu linearnich rovnic
y(1) = ¢’ (1)
y(2) = ¢'(2)0

V maticovém zapisu pak
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Y =00 (4.1.3)

kde
y(1)
Y = vektor dimenze N
y(V)
(4.1.4)
' (1)
o = matice N/n

()

Jedna moznost jak nalézt © z (4.1.3), je samoziejmé pouzit takové mnozstvi méfeni, aby N = n.
Pak ® bude ¢tvercova matice. Jestlize je tato matice regularni, ma pak soustava linedrnich
rovnic (4.1.3) jednozna¢né feseni. S ohledem na vyskyt Sumu, poruch, nedokonalého modelu
je v praxi rozumné pouzit vétsi pocet dat nez je n. Pak je mozné ocekavat i zlepseny odhad.
Avsak pro N > n je soustava linedrnich rovnic (4.1.3) pfeurcend a ve vét$iné piipadu nemd
jednoznaéné feSeni. Z téchto duvodu je vhodné zavést chyby rovnice

e(t) =y(t) — " (1)O (4.1.5)

a z téchto hodnot vytvotit vektor e

e(N)
Ve statistické literatuie jsou chyby rovnice nazyvany rezidua. Odhad © ve smyslu nejmensich
¢tvercu je definovan jako vektor ©, ktery minimalizuje ztratovou funkei

1 1 1
V(O)=3) ) =gcle= el (4.1.6)
2 2 2
t=1
kde || . || ozna¢uje Euklidovu normu. Z (4.1.5) je zfejmé, Ze chyba rovnice €(t) je linedrni funkei

vektoru parametru ©.
Resen{ tohoto optimalizaéniho problému ukazuje nasledujici véta.

Véta 4.1.1 Uvazujme ztratovou funkci V(©) urc¢enou (4.1.5) a (4.1.6). Pfedpoklddejme, ze
matice ®7'® je pozitivné definitni. Pak V(0) m4 jediné minimum
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6= (oTo) 0Ty
=o'y (4.1.7)
Odpovidajici minimalni hodnota V(0©) je pak
min V(©) = V(©) = %[YTY —YTo(@Te) toly] (4.1.8)
= %YT[IN —o@To) o)y
Poznamenejme, ze vyraz

o of = (®T®)1®T se oznacuje jako Moore-Penroseova pseudoinverse & zobecnénd inverse
obdélnikové matice ®. Pseudoinverse prechézi v inverzi, pokud & je ¢tvercova regularni
matice a

o &L =[Iy — ®(®T®)~1®T] znaci ortogonalni projekci s vlastnosti ®+& = 0,
kde Iy znaci jednotkovou matici dimenze N.
Dikaz. Pouzitim (4.1.3), (4.1.5) a (4.1.6) muzeme nalézt explicitni vyjddfeni ztratové funkce

V(O). Lze vidét, ze V(O) jako funkce © mé kvadraticky, linedrni a konstantni ¢len. Tudiz je
mozné pouzit techniku doplnéni na ¢tverec. Mame

e=Y — PO
a
1 T
v(e) = Y - 2oy - 6]
= %[@%T@@ - 073"y — Y790 + YTY]
Pak
V(©) = - (@7®) aTY]"eT a0 - (#78) Y]

1
+ 5[YTY ~YTo@Te)toTy)

kde druhy ¢len nezévisi na ©. Protoze ®7® je podle predpokladu pozitivné definitni, bude
prvai ¢len vzdy vétsi nebo roven nule. Tudiz muzeme minimalizovat V(©) polozenim prvniho
¢lenu rovno nule. Ale tim dostaneme pfesné (4.1.7) a zdroven okamzité i minimalni hodnotou
ztratové funkce.

Pozndmka . Matice ®7'®, jak vyplyvé z konstrukee, je vzdy nonnegativné definitni (nebo-li
pozitivné semi-definitini). Jestlize je singuldrni (pozitivné semidefinitni), predchozi vypocty
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neplati. Pak muzeme vypocitat gradient ztratové funkce. Dostaneme

dV(G) T TxT
= =-Y'p oT'd
0 76 + 0" ( )
nebo-li
(@Td)0 = Ty (4.1.9)

Kdyz ®T® je singuldrni, pak ® nem4 plnou hodnost (to jest hodnost ® < n). Jestlize vsak jsou
experiment a struktura modelu dobfte zvoleny a je dostate¢ny pocet rovnic N, pak matice & by
meéla mit plnou hodnost.

Priklad 4.1.4. Uvazujme model (4.1.1) ve tvaru

y(t) =b.

To znamena, ze chceme odhadnout konstantu z méfeni, které mohou byt pod vlivem Sumu.
Dostaneme

a tudiz (4.1.7) je

6 = Sly(1) + . +y(N)

tedy jednoduse aritmeticky prumeér vSech méfenti.

Poznamka . V pfipadé, ze je k dispozici méné rovnic N nez je nezndmych n, tj. N < n, existuje
nekone¢né mnoho Feseni soustavy (4.1.3) pro odhad parametru ©. Uvazujme pro jednoduchost
nasledujici nedourcenou soustavu N (deterministickych) linedrnich rovnic o n nezndmych

Y = %06

kde N < n a dimenze © je N. Jednou z moznosti pro nalezeni odhadu © je pak zvolit n —
N hledanych parametri na zakladé apriorni znalosti a zbylé dopocitat “standardni” metodou
nejmensich ¢tverct. Druhou moznosti, pii nedostatku apriornich znalosti, je ndsledujici odhad

éminNorm = q)T((I)(I)T)_IY (4110)
ktery je optimalni dle néasledujiciho kriteria

~

OminNorm = arg méHH@HQ (4111)
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Platnost tohoto tvrzeni lze snadno ovérit nasledujicim vypocétem. Uvazujme libovolny vektor ©
spliiujici rovnost Y = ®0O, pak lze psat
Ie]*=e"e
- (@ - GminNorm + GminNorm)T(G - ®minNorm + ®minNorm)
= (@ - éminNorm) (@ @mlnNorm) + GmmNorméminNorm

= HG) - éminNormH2 + He)minNormH
> HéminNormH2 (4112)

kde byla pouzita rovnost

~ A~

(6 - @minNorm)T@minNorm ( mmNorm)T(I)T((I)(I)T) 1Y
((I)(® @mlnNorm))T(q)q)T)_ly
= (90 — ®OpinNom)” (207) 7Y

= (Y - 207 (@07 ') T (9207 y

=0 (4.1.13)

Odhad (4.1.10) lze tedy chapat jako feseni optimalizac¢niho problému (4.1.11) s omezenim Y =

®0O a odhad je tedy stranng. Poznamenejme jesté, vzhledem k vlastnostem kvadratické funkce,

ktera je minimalizovana, nebudou typicky Jednothve elementy odhadu @mmNorm (4.1. 10) nabyvat
sextrémnich® hodnot (napf. prvni element vektoru @mmNorm( ) blizky nule, zatimco @mmNorm(Q)

v tadech tisicu), ale spiSe elementy odhadu budou nabyvat ,podobnych“ hodnot. To muze byt

uziteéné z hlediska numerického.

4.2 Analyza

Nyni se budeme vénovat statistickym vlastnostem odhadu (4.1.7). Nejprve stanovme
piedpoklady na data. Necht data vyhovuji nasledujicimu vztahu

y(t) = " (1) + e(t) (4.2.1)

kde ©¢ je vektor skuteénych parametrii a ¢! (t) je deterministicky vektor regresorii. Déle
predpoklddejme, ze e(t) je stochastickd absolutné ndhodnd proménnd s nulovou stiedni hodno-
tou a varianci A2, tj. bily sum. Maticovy zapis rovnice (4.2.1) je

Y =306y +e¢ (4.2.2)
kde

e(1)

e(N)

Statistické vlastnosti odhadu pak ukazuje nésledujici véta.
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Véta 4.2.1. Uvazujme odhad (4.1.7). Predpoklddejme, ze data spliuji (4.2.1), kde e(t) je bily
sum s nulovou stiedni hodnotou a varianci A\2. Pak

i) © je nestranny odhad

ii) Kovarianéni matice © je A2(®7®)~!

iii) Nestranny odhad A2 je dan s? = 2V(©)/(N — n).

Dukaz. Pouzitim rovnic (4.1.7) a (4.2.1) dostaneme

a tudiz

coz dokazuje bod 1).

6 = (07®) 1oT{D0) + e} = Oy + (dTD) 1T

EO =0y + (070) 'dTEle] = O

Pro diikaz bodu ii) poznamenejme, ze piedpoklad na bily sum implikuje Eee” = \2I. Pak

E(© — 00)(6 — 09)T = E[(@T®) 13 e)[(dT®) 1aTe]l = (70) 10T Elee”|® (0T d) !

(@T0)1eTN\2[P(dT D)1 = N2(0T ) !

coz dokazuje bod ii).

Miniméalni hodnota V (0) ztratové funkce mize byt podle (4.1.8) a (4.2.2) zapséna

V(©) — %[@@0 + o[ — B(37D) " D7T|[BO, + €]
= %eT[I —o(0Td) 1o )e

Stfedni hodnota odhadu s? muze pak byt vypoétena takto:

E[s*] =

2E[V(0)/(N —n)] = E[tr{e’[I — ®(@®T®)"*®T)e} /(N — n)]
Eltr{[Ixy — ®(@7®) '@ ]ee”} /(N — n)]

tr[Iy — ®(®T®) o)\ I /(N — n)

[trIy — tr{®(®T®) 1T} N2 /(N —n)

(trIy — tr{(®T®) 1 (@T®)} N2 /(N — n)

[trIny — trI)\2/(N —n) = (N —n)A?/(N —n) = \?

Pii vypoctech In(I,) oznacuje identickou matici fddu N(n) a symbol ¢r je stopa matice.
Ukézali jsme, ze s? je nestranny odhad A2, coz dokazuje bod iii).

Pozndmka . Poznamenejme, ze v dukazu je nezbytné, aby ® byla deterministickd matice. Pak
bylo mozné vytknout matici ® ze stfedni hodnoty a dokdzat zminéné statistické vlastnosti
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odhadu. Pfi uvazovani stochastické matice ® je odvykle nezbytné diskutovat vlastnosti odhadu
za predpokladu nekoneéné mnoha dat, jak bylo naznaceno v kapitole 2.5.

Ve vété 4.2.1 jsme predpoklddali, ze porucha e(t) ve (4.2.1) je bily sum, to jest, ze e(t) a e(s)
jsou nekorelované pro vSechna ¢ # s. Zkoumejme nyni co se stane, jestlize predpoklad neni
splnén. Predpoklddejme, ze (4.2.1) plati, ale

Elee’] = R (4.2.3)

kde R je pozitivné definitni matice s nenulovymi prvky mimo diagonalu. Z dukazu véty je vidét,
ze © bude stale nestranny odhad ©g. AvSak kovarian¢ni matice © bude nyni

cov[0] = (#T®) 1T R® (BT D) ! (4.2.4)

4.3 Nejlepsi linearni nestranny odhad

Rozsitme tiidu identifika¢nich metod a uvazujme obecny linedrni odhad ©. Takovy odhad lze
zapsat ve tvaru

6 =2y, (4.3.1)

kde Z je matice n/N zévisla na matici regresoru ®. Vsimnéme si, ze odhad ve smyslu nejmensich
¢tvercu (4.1.7) je specidlni pripad (4.3.1), ktery dostaneme pro

Z=2ol=(o"9)'o"

Ukéazeme nyni, jak vybrat Z, aby odhad byl nejen nestranny, ale aby mél i minimélni kovarianéni
matici. Takovy odhad je nazyvan jako nejlepsi linedrni nestranny odhad (BLUE, z anglického
,best linear unbiased estimate“) nebo také Markovsky odhad.

Véta 4.3.1. Uvazujme odhad (4.3.1). Predpokladejme, Ze data spliuji (4.2.1), popi. (4.2.3). Necht

z7* = (®TR'®)teTR! (4.3.2)

Pak odhad ©* = Z*Y je nestranny odhad ©g. Daéle, kovarianéni matice chyby odhadu je
miniméalni ve smyslu

covz+[0%] = (®TR7'®) ™! < covy[6] (4.3.3)

pro vsechny nestranné linedrni odhady © (4.3.1). Poznamenejme, Ze maticovd nerovnost
P, < P, znadi, ze P» — P; je pozitivné semi-definitni matice.

Dtkaz. Pozadavek na nestranny odhad je

Oy = E[6] = E[Z($Og + e)] = ZDOy

Jelikoz ©g je libovolné, musi platit

7% =1 (4.3.4)
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Poznamenejme, ze vybér (4.3.2) spliuje (4.3.4). Pak kovarianéni matice, v obecném piipadé,
bude

covz[0] = E[(ZY — ©0)(Z2Y — ©0)T) = ZRZT (4.3.5)
Jestlize vybereme Z = Z* ze (4.3.2) dostaneme
covz-[0*] = (®TR™1®)'@TR'RR'®(®TR'®)"! = (TR 1®)! (4.3.6)

z tehoz vyplyva rovnost v (4.3.3). Zabyvejme se nyni nerovnosti v (4.3.3).
Nechf © oznacuje chybu odhadu 6 -0, pro obecny odhad ve smyslu (4.3.1) a ©* pro odhad
©* spocteny na zdklade (4.3.2). Pak dostaneme

covz|0] = E[GOT] = B[O — 6*][6 — 6*] + E[66*T] + E[6*0T) — E[6*6*T]  (4.3.7)

Avsak jiz vime, ze

Snadno dostaneme
E06*T] = E[Zeel(2*)T) = ZR(Z*)T = ZRR'®(®T R 1®)~!
= 7zo(@®TR o) = (TR '0)"! = F6 6T
~ o~ T
- (E[@*@T])

Pii vypoctech jsme pouzili (4.3.4). Nyni (4.3.7) davd

covz[0] = E[6 — 676 — 0T + (TR '®)"! > (TR '®)~!

coz dokazuje (4.3.3).
Pozndmka . Piedpoklddejme R = A\%I. Pak dostaneme Z* = (®7®)~1®” Odhad parametrt pak
prejde na odhad ve smyslu nejmensich ¢tverca (4.1.7).

Pozndmka . Odhad (4.3.2) je v literatufe mnohdy oznacovan jako odhad ve smyslu vézenych
nejmensich ¢tvercu.

Pozndmka . Muze existovat nelinedrni odhad s lepsi presnosti? Lze ukdzat, ze pokud e(t) je
gaussovské, pak linedrni odhad (4.3.1) s (4.3.2) je nejlepsi mezi vemi nelinedrnimi nestrannymi
odhady.

V nésledujicim piikladu budeme ilustrovat BLUE (4.3.1), (4.3.2).

Piiklad 4.3.1. Necht model je déan

y(t) = bo + e(?)

kde chyby méfeni jsou nezavislé, ale maji odlisné variance, takze
E€2 (t) = )\t
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Tudiz mame

Pak odhad parametru b ve smyslu BLUE je

. 1 N
O=b=———Y (1/X)y(i
Zj-vl(l/A?);( /AD)y(@)

Jednd se o vazeny aritmeticky prumér jednotlivych pozorovéani. Poznamenejme, ze vahy u y(7)

1
= 1/)\2
S/ &

jsou malé, jestlize méfeni je nepfesné (\; je velké) a naopak.

4.4 Vypocetni detaily

V této podkapitole se budeme zabyvat numerickymi aspekty vypoctu odhadu ve smyslu
nejmensich ¢tvercu (4.1.7) na zékladé soustavy rovnic (4.1.9). PovS§imneme si nésledujicich
pristupi:

— TeSeni normélnich rovnic,
— ortogonalni triangularizace,
— rekurzivni algoritmy.
Prvni pifstup je stanovit matice ®7® a ®TY a pak fesit soustavu normélnich rovnic
(@T0)0 = 'Y (4.4.1)

To je samoziejmé jednoduchy, piimocary piistup, ale je citlivy na numerické chyby pfi
zaokrouhlovani. Pro ilustraci predpokladejme, ze

1 1—e€ 2
oo [V 1] w2 i
kde € je malé ¢islo. Pak normdlni rovnice (4.4.1) budou
2 2 6
[2 2—|—262:| 9_[6+2e} (443)

a exaktni TeSeni je

o= "]
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Dale pak predpokladejme, Ze presnost numerickych vypoctu je n (to jest nemuzeme rozlisit
mezi 1 a 1+ 1. Necht €2 <7, € > n. Pak numerické chyby zpiisobi, Zze norméalni rovnice

23] o [6en

nemaji zadné teSeni! Mohou byt konstruovany i jiné piiklady na ukézku, jak zaokrouhlovaci
chyby drasticky ovliviiuji feseni. V takovych piipadech ma matice ® snizenou hodnost, to jest
sloupce jsou vétsinou linearné zavislé.

Druhy pristup, ortogondlni triangularizace, je také znamy jako QR metoda. Idea je nasledujici.
Pomoci QR metody spocitame rozklad matice ® na matici ortogonalni ) a matici ¢tvercovou
trojuhelnikovou R splnujici nasledujici rovnost

d=QT [ g ] (4.4.4)

Poznamenejme, Ze pro ortogonalni matici @ plati Q7' = Q, QTQ = I a tedy i QQT = I. Pak,
namisto puvodni pfeuréené soustavy linearnich rovnic

PO =Y (4.4.5)

po vyndsobeni zleva ortogonalni matici @) dostaneme

QPO = QY (4.4.6)
To neovlivni ztratovou funkei (4.1.6), protoze

| QY —Q26 |*=|| Q(Y -20) ||*= (Y -20)" Q" Q(Y -20) = (Y -20)" (Y -20) =[ Y -20 |*

Cleny na pravé a levé stranné rovnice (4.4.5) pak muzeme napsat ve formé

Q@:[Zg] Qv — [zl] (4.4.7)

2z
coz nasledné vede k nasledujicimu tvaru ztratové funkce
V(0) =[| Q¥ — QY [*=] RO — 21 ||* + || 22 |I* (4.4.8)

ktera je minimalizovana, kdyz

RO = Z1 (4.4.9)

Lze vidét, minimalni hodnota, kterou muze kriteridlni funkce (4.4.7) nabyt je
min V(©) =| 2 2= 23 2o (4.4.10)
Za predpokladu, ze R je reguldrni (coz je ekvivalentni, Ze ® m4a plnou hodnost a také ®7®
je regularni) lze snadno fesit linedrni soustavu (4.4.8) zpétnym chodem substituéni metody,

protoze R je trojihelnikovd matice.

Metoda QR vyzaduje ptiblizné dvanactkrat vice operaci nez piimé feSeni normadlnich rovnic.
Jeji vyhodou je, Ze je mnohem méné citliva na chyby zaokrouhleni. Pfedpokladejme, ze relativni
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chyby v datech jsou velikosti € a ze presnost operace je 7. Pak, abychom se vyhnuli nerozumnym
chybam ve vysledku, méli bychom pozadovat, aby n < €2 pro normaln{ rovnice, zatfmco pro QR
metodu je postacujici n < e.

Tteti pfistup je pouzit rekurzivni algoritmy. Matematicky popis a analyza téchto algoritmu
jsou uvedeny v kapitole 8. Idea je prepsat odhad (4.1.7) do formy

O)=0(t—1)+K@®)[yt) — " ()0t —1)] (4.4.11)

kde ©(t) oznacuje odhad zaloZeny na t rovnicich (t-ty fadek v ®). Vyraz y(t) — o7 (£)O(t — 1)
muze byt chdpan jako chyba predikce. Ukazuje, jak dobife muze byt predikovano skutecéné
méreni y(t) vektorem parametrii ©(t — 1), ktery je ziskén z predchozich dat. Pro vektor zisku
K (t) je typické, ze s rostoucim t klesa jako 1/t. Rozdil mezi jednotlivymi rekurzivnimi algoritmy
je prave v tom, jak vybiraji K (t).

4.5 Metoda nejmensich ¢tverci s linearnim omezenim

A7z doposud jsme sa zabyvali metodou nejmensich ¢tvercu bez ohledu na vyznam ¢i interpretaci
odhadovanych parametru formujicich vektor ©. Predpokladali jsme, ze parametry mohou nabyt
libovolnych hodnot v oboru redlnych ¢isel. V mnoha situacich vsak tento predpoklad neni platny
a odhadované parametry mohou leZet jen v jisté podmnoziné redlnych éisel. Jako pifklad uved me
dvé nésledujici situace:

a) Predpoklddejme urcovani polohy (longitudinélni, laterdlni i vyskové) objektu na zdkladée
satelitnich méfeni systému GPS. Typicky je tato tloha fesena metodou nejmensich &tverci,
kdy hledana poloha objektu je soucasti vektoru nezndmych parametri a vektor regresortu
je dan zndmou polohou sateliti. Takovéto feSeni je plné dostacujici napi. v situaci, kdy
ur¢ujeme polohu letadla, které se v principu muze pohybovat kdekoliv. Pokud bychom
ale uvazovali tlohu hledani pozice vlaku, situace je uz jind; vlak nemuze byt kdekoliv,
ale pouze na kolejich. Z diivodu zasuménych satelitnich méfeni lze jen stézi predpoklddat,
ze odhadnutd pozice vlaku pomoci doposud uvazované metody nejmensich ¢tvercu bude
odpovidat umisténi koleji a velmi pravdépodobné bude odhad pouze v jejich okoli.

Jedno z moznych feSeni tohoto problému je pouzit metodu nejmensich ¢tverct s rovnostnim
omezenim. Rovnostni omezeni, definujici podmnozinu redlnych ¢isel, mtize byt v tomto
piipadé chapano jako néjaka kiivka v horizontalni roviné popsand vztahem

9(8) =0
davajici do vztahu longitudinalni a lateralni pozici koleji, resp. vlaku.

b) Piedpokladejme tlohu, kdy cilem je odhad koncentrace chemickych latek v roztoku na
zékladé méreni elektrickych vlastnosti roztoku. Koncentrace jako takovad muze nabyvat
jen kladnych hodnot. Av8ak z duvodu nepfesnych méfeni muze odhad koncentrace latky
vyjit zéporny, coz nemuze odpovidat realité.

Mozné fteSeni této tlohy spocivd v pouziti metody nejmensich ¢tvercu s explicitnim
uvazovanim nerovnostniho omezeni, které je, v tomto ptipadé, dano nerovnosti

0>0
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Podobnych situaci, kdy hleddme odhad na jisté podmnoziné realnych ¢isel, bychom v aplikacich
nasli bezpocet. Proto byla zna¢nd pozornost vénovana odhadu pfi explicitnim uvazovani jistého
omezeni hledanych parametru. V nésledujici ¢dstech je proto formulovéana tiloha odhadu stavu
s rovnostnim a nerovnostnim linedrnim omezenim a ukazano jeji feSeni.

4.5.1 Rovnostni omezeni

Uvazujme soustavu NV linearnich rovnic o n neznamych zapsanych v jiz diive uvazovaném ma-
ticovém zapisu

Y =00 +FE (4.5.12)

kde @ je matice s plnou sloupcovou hodnosti. Méjme také danou mnozinu m linedrnich omezeni
hledanych parametrti dané linedrni maticovou rovnici

DO =d (4.5.13)

kde m < n, D je zndm& matice o rozmérech m/n s plnou faddkovou hodnosti a d je znamy
vektor o m prvcich. Cilem je nalézt odhad vektoru parametriu © ve smyslu nejmensich ¢tvercu
s ohledem na omezeni (4.5.13), tj. hleddme nésledujici odhad

O = arg ngn%[y — 00Ty — 0] s.t. DO =d (4.5.14)

kde zkratka s.t. zna¢i ,,s ohledem na“ (z anglického ,subject to*). V literatufe existuje nékolik
postupu Feseni optimaliza¢niho problému (4.5.14), avSak zde bude pozornost vénovéana tiem
vyznamnym zastupcum, a to (i) reformulace a algebraické teseni, (ii) aproximacni feseni me-
todou vazenych nejmensich ¢tvercu a (iii) minimalizace pouzitim Lagrangeovych multiplikatoru.

Reformulace a algebraické feseni vztahu (4.5.14) je zaloZena na piimocaré myslence redukce
poctu linedrnich rovnic (4.5.12) pomoci rovnic danych omezeni (4.5.13) a nasledném feseni sou-
stavy N o n —m neznamych standardni metodou nejmensich ¢tvercu. Nejlépe lze tento piistup
ilustrovat nasledujicim jednoduchym ptikladem, kdy uvazujeme dvé rovnice o dvou neznamych
0 = [01,0,9)7

y(1) =11, 2|0 +e(1) (4.5.15)
y(2) =12, 3]0 +€(2) (4.5.16)

a ohledem na omezeni
©1+65,=3 (4.5.17)

Pak z rovnice omezeni (4.5.17) lze vyjadrit napt. ©; = 3 — O2 a dosadit do (4.5.15), coz vede na
soustavu dvou rovnic o jedné neznamé piimo fesitelnou drive predstavenou metodou nejmensich
¢tvercu. Ackoliv se jedna o piimocaré feSeni, pro tlohy vétsich rozmért je nevhodné.

Aproximaéni feSeni metodou vazenych nejmensich ¢tvercu je zalozeno na rozsiteni soustavy rov-
nic (4.5.12) o rovnice dané omezenim (4.5.13), tj. na feSeni nasledujici rozsifené soustavy N +m

m B E;] O+ [ﬂ (4.5.18)




Takto definovana soustava rovnic pfirozené vede na metodu vazenych nejmensich ¢étvercu po-
skytujicich odhad

6= (oTwo) teTwy (4.5.19)

Vahova matice W je uzivatelem volend jako diagonalni matice, kde prvnich N diagonalnich
prvku je zvoleno jako “mald” ¢isla a poslednich m prvku jako “velkd” ¢isla. Motivace pro tuto
volbu vychézi z faktu, ze rovnostni omezeni lze chapat jako naprosto piesnd méfeni, jimz pii
feSeni vérime nejvice.

Ackoliv se opét jednd o jednoduché feseni za pomoci jiz predstaveného standardniho algoritmu,
mé nékolik nevyhod. Prvni spoc¢iva ve vhodné volbé vahové matice. Pokud jsou diagonalni
prvky zvoleny pfili§ odlisné, bude feseni rovnice (4.5.19) Spatné podminéné a muze vést
k numerickym problémtm. Z podstaty véci, také nelze ocekavat, ze vysledny odhad bude plné
vyhovovat omezeni. Jak daleko bude odhad od splnéni omezeni zavisi na konkrétni volbé vahové
matice.

Minimalizace pouzitim Lagrangeovych multiplikatortu vychézi z teorie hledani optima pii daném
rovnostnim omezeni, kde je kriteridlni funkce nejmensich ¢tvercu (4.1.6) rozsifena o rovnostni
omezeni (4.5.13). Rozsifend kriteridlni funkce pro minimalizaci je dana

L(©,)) = 3[Y — 20]"[Y — 6] + AT(DO — d) (4.5.20)

kde A je m dimenziondlni vektor neznamych Lagrangeovych multiplikdtora. Minimum (4.5.20)
s ohledem na parametry © a multiplikdtory A\ vychézi z parcidlnich derivaci kritéria (4.5.20)

OL(O, \)

—ag = (Y —#6)T® + 2D 20 (4.5.21)
6L(£’A) =DO—d=0 (4.5.22)

které mohou byt zapsany ve formé soustavy linearnich rovnic

[@2@ %T} m _ [‘PZY] (4.5.23)

Z rovnice (4.5.21), s pouzitim substituce P = (®7®)~!, plyne
6 =pP@Ty — DT)) (4.5.24)
Dosazenim (4.5.24) do (4.5.22) vede na vztah pro vypocet multiplikdtoru
A= (DPDT)y"Y(DP3TY — d) (4.5.25)

jehoz dosazenim do (4.5.24) ziskdme findlni vztah pro odhad parametru ve smyslu nejmensich
Ctvercu prii respektovani omezeni

© = (P~ PDT(DPD")"'DP)®"Y + PDT(DPDT)"d (4.5.26)

Reseni uvazovaného problému pomoci Lagrangeovych multiplikdtora sice vede na kompliko-
vangjsi vztah, av8ak pro jeho pouziti neni nutnd specifikace jakéhokoliv parametru uzivatelem
a vysledny odhad zarucené spliiuje omezeni. Pokud by bylo zapotiebi, lze k tomuto odhadu
dopocitat i kovarianéni matici chyby odhadu, jak je ukdzano napi. v [62].
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4.5.2 Nerovnostni omezeni

V piipadé nerovnostniho omezeni opét uvazujeme soustavu linedrnich rovnic (4.5.12), avsak
omezeni je ddno soustavou nerovnic zapsanych v maticové formé jako

dp < DO < dy (4.5.27)

kde D je zndmd matice o rozmérech m/n a dr,dy jsou zndmé vektory o m prvcich. Cilem je
nalézt odhad vektoru parametru © ve smyslu nejmensich ¢tvercu s ohledem na omezeni (4.5.27),
tj. hleddme nésledujici odhad

© = argmin 1Y — 20|y — ®0] s.t. d, < DO < dy (4.5.28)

Tato formulace piimo vede na ulohu kvadratického programovani, jako podskupinu metod pro-
gramovani nelinedrniho. Bliz§{ pfedstaveni metod kvadratického programovani by bylo nad
ramec téchto skript i pfedmétu, proto se omezime jen na konstatovéani, ze tlohu kvadratického
programovani lze fesit mnoha softwarovymi ndastroji, mezi kterymi muzeme zminit program
MATLAB®) a jeho funkci 1sqlin. Detailni informace o metodach kvadratického programovani
v ramci metody nejmensich ¢tvercu lze najit napf. v [63].

4.6 Shrnuti

Provedme shrnuti této kapitoly. Definovali jsme linedrni regresni modely a odvodili odhad
neznamych parametri ve smyslu nejmensich ¢tverci. Pak jsme se zabyvali statistickymi
vlastnostmi. Byl vyuzit vyznamny predpoklad, ze regresni proménné jsou deterministické a
znamé funkce. Poté jsme rozsitili analyzu na obecné linedrni nestranné odhady. Konkrétné jsme
odvodili odhady parametri majici nejmensi kovarian¢ni matici a odhady s ohledem na linearni
omezeni.

v angli¢ting napi. [62]. Z oblasti ekonometrické literatury ¢i ¢asovych fad napi. uvedme [10],
[20], [33] - [36].
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Kapitola 5

Parametrizace modelu

5.1 Klasifikace modelu

V této kapitole se budeme zabyvat vyznamem a roli struktury modelu M. Zavedeme obecny
popis linearnich modelu a vyklad podpoiime fadou piiklada.

Nejprve se vSak budeme vénovat obecnym poznamkam tykajicich se klasifikace modela. Po-
znamenejme, ze tohoto tématu jsme se dotkli jiz v 1. kapitole. Klasifikace muze byt provedena
podle ruznych kritérii. Muzeme rozliSovat:

— Intuitivni“ ¢ ,mentdlni“ modely (napf. pokud nejsou mraky na obloze, nebude prset),

— Slovné popsané modely (napf. ruzné pranostiky; poznamenejme, ze slovo pranostika
pochdzi z feckého slova ,progndsis, tedy predpovéed),

— Modely ve formé tabulek ¢i grafu (napt. impulsni charakteristika),
— Matematické modely (napft. algebraickd, diferenéni, ¢i diferencidlni rovnice),

— Fyzikalni modely (napf. funkéni model technologického procesu, ktery ma stejné vyznamné
charakteristiky jako zkoumany redlny objekt).

Néplni téchto skript je tvorba matematickijch modelu. Zijem o matematické modely je ve
védnich disciplindch motivovan ruznymi davody, napi. potifebou ziskat popis zkoumaného
fyzikalniho jevu nebo procesu pro predikci vyvoje ¢i ziskanim prostiedku pro navrh regulatoru,
filtru nebo detektoru poruch v systému. Matematické modely mohou byt odvozeny dvéma
zpusoby (jak jiz bylo feceno v 1. kapitole) a to:

— Matematickym modelovanim, které se odvolava na zakladni zdkony fyziky, matematiky,
chemie, biologie, ekonomie atd. Casto vyuzivé zékladnich rovnic rovnovéhy jako ,istéd
akumulace = vstupni tok - vystupni tok“, coz muze byt aplikovano na ruzné proménné
jako energie, hmota, penize atd.

— Identifikaci, kterd se zabyva navrhovanim (dynamickych) modelu z experimentalnich dat
mnohdy bez znalosti vnitin{ principu zkoumaného systému, napi. z duvodu jeho slozitosti.
Jako priklad muze byt uveden vyvoj cen akcii, ktery je ovlivnén nejen racionalnim,
ale i velmi nepredvidatelnym lidskym chovanim znemozinujicim pouzit matematické
modelovani. Proces identifikace v sobé zahrnuje ziskani dat, uréeni vhodné formy modelu,

52



navrh identifika¢niho experimentu, uréeni parametria modelu a ovéreni tohoto modelu.

Matematické modely dynamickych systému mohou byt klasifikovany opét z ruznych hledisek.
V nésledujici ¢dsti ukdzeme fadu alternativnich modelu, které jsou nejc¢astéji pouzivany.

— Modely s jednim vstupem a s jednim vystupem (SISO) -

modely s vice vstupy vice vystupy (MIMO)

SISO modely se pouzivaji k popisu procesu, kde existuje vliv jednoho vstupu (v angli¢tiné
je pouzivan termin ,single input®) na jeden vystup (v angli¢tiné ,single output“). Jestlize
je pouzito vice proménnych, hovoiime o modelech s vice vstupy (v angli¢tiné ,,multi input*)
a vice vystupy (v angli¢tiné ,multi output®) MIMO. Vétsina teoretickych vysledku plati
pro MIMO modely, ackoliv pro ilustraci ¢asto pouzivime modely SISO. Poznamenejme,
ze modely s vice vstupy a jednim vystupem (MISO) jsou ve vétsiné piipadu snadno odvo-
ditelné obdobné jako modely SISO, zatimco modely s dvéma nebo vice vystupy piinaseji
jiz strukturalni problémy.

— Linedrni modely - nelinedrni modely. Model je linedrni, jestliZze je napf. popsan linearni di-
feren¢ni rovnici. AZ na nékteré vyjimky se budeme zabyvat v 1. dile skript pouze linedrnimi
modely, zatimco ve 2. dile i nelinearnimi.

— Parametrické modely - neparametrické modely. Parametricky model muze byt popsan
mnozinou parametru. Jednoduché parametrické modely jsme pouzili jiz v kapitole 2. a
4. a na tyto modely se soustiedime i v néasledujicich kapitolach. Ve 3. kapitole byly uve-
deny piiklady neparametrickych modelu, které jsou reprezentovany grafem.

— Casové invariantni modely - ¢asové variantni modely. Casové invariantni modely jsou
urcité nejbéznéjsi. Pro Casové variantni modely je potfeba pouzit specidlni identifika¢ni
metody. V pripadech, kdy parametry modelu se s ¢asem méni, mluvime o sledovani pa-
rametru nebo identifikaci v redlném case nebo téz o filtraci, jak bude vidét ve 2. dile
skript.

— Modely v ¢asové oblasti - modely ve frekvenéni oblasti. Typickymi piiklady modelt
v Casové oblasti jsou diferencidlni a diferen¢ni rovnice, zatimco spektralni a logaritmicka
frekvencni charakteristika jsou piiklady modeli ve frekvenéni oblasti. Prevaznd ¢ast skript
se zabyva modely v casové oblasti.

— Modely diskrétni v ¢ase - modely spojité v ¢ase. Model diskrétni v ¢ase popisuje vztah
mezi vstupy a vystupy pouze v ur¢itych casovych okamzicich. Budeme piedpokladat
ekvidistantni dobu mezi témito okamziky a tuto dobu uvazujme jako Casovou jednotku.
Tudiz pro modely diskrétni v c¢ase, které maji dominantni postaveni v téchto skriptech,
se uziva cas t=1,2,... nebo k=1,2.... Poznamenejme, Zze modely spojité v Case ve formé
diferencidlnich rovnic, mohou velmi dobie vyhovovat datim diskrétnim v Case.

— Modely se soustfedénymi parametry - modely s rozlozenymi parametry. Modely se
soustfedénymi parametry jsou popsany nebo zalozeny na koneéném poctu obycejnych di-
ferencidlnich nebo diferen¢nich rovnic. Jestlize tento pocet rovnic je nekoneény nebo model
je zalozen na parcialnich diferencidlnich rovnicich, pak mluvime o modelu s rozlozenymi
parametry. V téchto skriptech se omezime na modely se soustiedénymi parametry.

— Deterministické modely - stochastické modely. U deterministického modelu vystup muze
byt zhruba FeCeno pfesné vypocten, jakmile vstupni signdl je znamy. Naopak stochas-
ticky model obsahuje ndhodné slozky popisujici poruchy, které znemoziiuji takovy pfesny
vypocet. Ve skriptech se pouzivaji prevazné stochastické modely.
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Toto ¢lenéni jisté neni koneéné. Mohli bychom pokracovat v klasifikaci modeli napf. na
fenomenologické, tj. vstupné-vystupni, modely, které jsou pouzivany prevazné v tomto dilu a
stavové modely, které budou prevazné vyuzivany ve 2. dilu téchto skript.

5.2 Struktura modelu

Budeme pouzivat nasledujici obecnou formu struktury modelu

M(O) : y(t) = G(q~"; O)u(t) + H(g™"; ©)e(t) (5.2.1)

Ee(t)e (s) = A(©)d;

V (5.2.1) y(t) je ny dimenziondlni vystup v case t a u(t) je nu dimenzionélni vstup. Déle e(t) je
bily ne dimenzionalni Sum, tedy posloupnost nezavislych ndhodnych proménnych, zde navic se
stejnym rozlozenim a s nulovou stiedni hodnotou. V (5.2.1) je G(¢~%; ©) ny/nu dimenzionaln{
a H(q7';0) ny/ne dimenzionalni filtr. Argument ¢~' oznacuje operdtor zpétného posuvu,
to jest ¢ lu(t) = u(t — 1) atd. a 65 = O prot # s a dss = 1 pro t = s. Filtry G(¢7};©) a
H(q™';0), stejné jako kovarianéni matice sumu A(©), jsou funkce vektoru parametri O, ktery
piedpokldddme n© dimenzionalni. Casto musime omezit ©, aby lezelo v podmnoziné R™®. Tato
podmnozina je dana

D = {0|H ' (¢10) a H (¢ 50)G(¢10)
jsou asymptoticky stabilni, A(©) je pozitivné semi-definitni} (5.2.2)

Divody pro zavedeni téchto omezeni v definici podmnoziny D budou zfejmé v nasledujici
kapitole, kde bude ukézéno, ze pro © € D lze najit optimalni prediktor y(t) za podminky
znamych dat {y(t — 1), u(t — 1), y(t — 2),u(t — 2),...,y(1),u(1)}. Poznamenejme, ze H(q!;0)
nemusi byt vidy uvazovdno jako asymptoticky stabilni. Modely s nestabilnim H(q~!;0)
mohou byt uziteéné pro popis napf. driftu. Stacionarni poruchy lze modelovat fakticky bez
omezeni modelem (5.2.2), protoze vime, ze podle véty o spektralni faktorizaci, kazdy staciondrni
proces muze byt chdpdn jako vystup systému, ktery je reprezentovan pfenosovym operdtorem
H(q™';0), najehoz vstupu je bily sum, pticemz H (¢~ '; ©) lze vzdy najit tak, aby spliioval (5.2.2).

V nésledujici ¢asti pfedstavime na piikladech celou fadu typickych a ¢asto pouzivanych
struktur modelu, které jsou specidlnimi pfiklady obecného linedrniho modelu (5.2.1), a zéroven
popiseme, jak G(¢~1;0), H(g71;0) a A(O) zavisi na ©.

Piiklad 5.2.1 (ARMAX model)
Necht y(t) a u(t) jsou skalarni signly a uvazujme strukturu modelu

A(g My(t) = Blg~u(t) + Clg~He(t) (5.2.3)
kde

Al =1+a1g 4+ oo 4 Gpag™™
Blg ) =big 4 ...+ bug ™ (5.2.4)
ClgH)=14cqg +. .. +cueqg ™
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Vektor parametru je dan

O =lal,...,Gna, b1, bup,C1,- .. ,cm]T (5.2.5)
Model (5.2.3) muze byt explicitné zapsan jako diferen¢ni rovnice

y(t)+ary(t—1)+...4anqy(t—na) = byu(t—1)+...+bpu(t—nb)+e(t)+cre(t—1)+...4+cpee(t—nc)
(5.2.6)

avSak vyjadreni (5.2.3) vyuzivajici polynomiélni formalismus je pro teoretické pouziti vhodnéjsi.
Je mozné rozsitit vektor parametru o varianci Sumu
M = Ee*(t) (5.2.7)
pak
0. =67, A"

je novy vektor parametru dimenze na + nb+ nc + 1.
Poznamenejme, ze (5.2.3) muze byt snadno piepsdno ve smyslu relace (5.2.1), to jest

Clg™")
A(g™)

B -1
0= g

Pak pro strukturu modelu (5.2.3) dostaneme

u(t) + e(t)

- _ B(¢g™Y
G(q 176) - A(q_l)
-1
H(gh0) = igg_lg (5.2.8)
A(©) = \?

Mnozina D je v tomto piipadé ziejmé:

D = {0 | Polynom C(g~') mé viechny nuly vné jednotkového kruhu}.

vvvvvv

C*(q) — qnc+clqncfl 4t Cpe = qncC(qfl)

ma& vSechny kofeny uvnitt jednotkového kruhu.
Poznamka . ¢ ma pro nds zejména vyznam operdtoru éasového posunu, tj. ¢~ ly(t) = y(t — 1) a
qy(t) = y(t + 1). Neni nutné jej chdpat nezbytné jako operdtor z transformace.

Vsimnéme si nékolika dulezitych specidlnich piipadu (5.2.3).

e Pro nb = nc = 0 dostaneme autoregresni model AR (z anglického ,autoregressive®).
(Pak je modelovéna ¢istd ¢asova posloupnost, casové fada, kde zadny vstupni signal neni
uvazovan). V tomto piipadé dostaneme

A ™y(t) = e(t) (5.2.9)

O =lai,...,0nq)
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e Pro na = nb = 0 dostaneme klouzavy prumér MA (z anglického ,,moving average“). Pak
mame

y(t) = Clg Me(t) (5.2.10)

0 = [cl,...,ch]T

e Pro nb = 0 dostaneme ARMA model

A(g Ny(t) = ClgHe(t) (5.2.11)
0= [al,...,ana,cl,...,cnc]T

e Dalsi specidlni piipad je, kdyz nc = 0. Struktura modelu pak piejde

Alg™Ny(t) = Bg™Hu(t) +e(t) (5.2.12)

@: [al,...,ana,bl,...,bnb]T

Tento model je nékdy nazyvan ARX (X je z anglického ,exogenous“ a souvisi s pouzivanim
exogennich proménnych v ekonometrii, fizeny autoregresni model). Tato struktura muze byt
v jistém smyslu chdpana jako linedrni regrese. Model (5.2.12) lze vskutku ekvivalentné zapsat
ve formé

y(t) = o1 (t)O + e(t) (5.2.13)
kde

o(t) = [yt —1),...,—y(t —na),u(t —1),...,u(t —nb)]"

Nicméné poznamenejme, ze regresory (prvky ¢(t)) zde nejsou deterministické funkce. To
znamend, Ze analyza provedend ve 4. kapitole pro linedrni regresni modely, nemuze byt
aplikovdna na pfipad (5.2.13). Duvodem je, ze ® neni deterministickd matice a nelze tedy
obecné v ditkazu véty 4.2.1 vytknout ®F ze clenu E[®Te], jak bylo ilustrovano i v podkapitole 2.5.

Priklad 5.2.2 (Obecna struktura modelu SISO)
Struktura ARMAX (5.2.3) je do ur¢ité miry obecna. Kazdy linedrni systém kone¢ného radu se
stacionarni poruchou majici raciondlni spektralni hustotu muze byt popsan ARMAX modelem.
(Samoztejmé na,nb,nc i © a A nabyvaji urc¢itych hodnot, které jsou ruzné piipad od piipadu.)
Nicméné, pro parametrizaci linedrnich systému koneéného fadu existuji i obecnéjsi cesty.
Zavedme nasledujici strukturu

- B(g™") Clg)

AlgHy(t) = u(t) +
)( F(g™) : D(q™1)

kde A(q~1), B(¢g71),C(g™1) jsou jako v (5.2.4) a

e(t), E(e*(t)) =\ (5.2.14)

D(gY) = 14dig 4 ...+ dpag ™
Flg) = 1+ fig + ot fapga™ (5.2.15)

Vektor parametru je v tomto pripadé
O = (a1, Anas D1y s by Cly s Cres A1y e v vy dnds f1y -y frf]T (5.2.16)
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Faktem je, ze ziidka v praxi existuje duvod pro pouziti této struktury modelu v jeho obecné
podobé. Pii praktickém pouziti je jeden nebo vice polynomu rovno jedné. Napi. ARMAX model
dostaneme pro nd = nf = 0, to jest D(¢~') = F(q~') = 1. Vyznam formy (5.2.14) spocivé
v jeji obecnosti, protoze zahrnuje radu dulezitych forem jako specidlni piipady. To znamena,
ze muzeme popisovat a analyzovat, v piipadé pouziti (5.2.14), nékolik piipadu najednou. Pfi
pouziti (5.2.14) dostaneme

B(g™)
AlgHF(g™1)

Clg™)
A(g)D(g™1)

A(©) = \?

G(g ' 0) = (5.2.17)

H(g';0) =

Ukazme v néasledujicim nékteré specialni ptipady

e Jestlize nd = nf = 0 dostaneme ARMAX model

Alg™Ny(t) = Blg Hu(t) + Clg He(t) (5.2.18)
a jeho ruzné varianty, které jsou diskutovany v ptrikladu 5.1.1.

e Jestlize na = nc = nd = 0 dostaneme

y(t) = ——2u(t) + e(t) (5.2.19)

V tomto pifpadé H (¢ ';0) = 1. Miizeme také Fici, ze v (5.2.19) jsou popsiny poruchy
bez dynamiky a ze vstupuji piimo na vystup. Strukturu (5.2.19) budeme nékdy nazyvat
model chyby vystupu, protoze (5.2.19) implikuje, ze

ult) (5.2.20)

je chyba vystupu, to jest rozdil mezi méfitelnym vystupem y(t) a ,deterministickou
vystupni komponentou B(q~1)/F (¢~ )u(t)“.

o Jestlize na = 0 dostaneme strukturu

e(t) (5.2.21)

Specialni vlastnosti této struktury je, ze G(¢~';0) a H(q ';0) nemaji oproti (5.2.17)
zadné spolecné parametry. V urcitych piipadech, to muze mit pozitivni vliv na vysledky
identifikace v ur¢itych piipadech.

Doposud jsme se zabyvali pouze linearnimi modely. V mnohych piipadech vsak muze vznik-
nout nelinedrni dynamika. Nékdy nelinearita vznikne pouze nelinedrni transformaci signala
obsazenych v modelu. Takové piipady ovsem mohou byt zahrnuty do linedrniho ramce pouhym
predefinovanim veli¢in. Demonstrujme tuto situaci na Hammersteinové modelu.
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Priklad 5.2.3 (Hammersteintuv model)
Uvazujme skalarni model

A(q My(t) = Bi(g " u(t) + Ba(q u?(t) + ... + Bu(q~ Hu™(t) + e(t) (5.2.22)

Nelinearity v tomto modelu vznikaji jako mocniny vstupu u(t). Definovanim nového umélého
vstupu

a polozenim

B(g") = [Bilg™ "), B2(q~ ), ., Bm(qg™™)]

muzeme zapsat model (5.2.22) takto:

Ag Hy(t) = Bg™a(t) +e(t) (5.2.23)

Model (5.2.23) je jiz standardni linedrni model, jestlize chdpeme u(t) jako vstupni signdl. Takze
pouzitim (t) jako vstupu jsme ziskali linedrni model. To znamend, ze pro odhad parametru
muzeme vyuZit stejnou techniku jako pro linedrni modely. Poznamenejme, ze identifikaci
nelinearnich modelu je vénovana pozornost v kapitole 9.

Pozndmka . Jak jiz bylo zminéno, operdtor ¢! znaéi zpétny posuv v ¢ase, tj. ¢ tu(t) = u(t—1).
Pokud vsak provedeme substituci ¢! = e7*7, kde i znaé¢i imagindrni proménnou, w frekvenci
signalu a 7 periodu vzorkovéni, pak lze prevést model (5.2.14) v ¢asové oblasti do oblasti frek-
vencni. Model ve frekvenéni oblasti je vhodny napi. pro vypocet ustdleného zesileni, které je
déno modelem pii uvazovani w = 0, tj. kdy ¢! = €% = 1. Modely ve frekvenéni oblasti jsou
kratce diskutovany v kapitole 3.

5.3 Jednoznacnost

Az doposud jsme se zabyvali popisem obecné struktury modelu (5.2.1) pro linedrni modely.
Ukazali jsme také nékolik typickych ptikladi. Vénujme se nyni otdzce, jak ur¢it vhodnou
strukturu modelu z danych dat. V této chvili povazujme za postacujici uvést, ze je vice faktori,
které maji vliv na vybér struktury modelu. Uvedme ¢tyii nejdulezitéjsi:

— Flexibilita. Struktura modelu by méla umoznit uplny popis dynamického chovani zkou-
maného systému ve vSech jeho pracovnich médech, které mohou byt ocekdvany pii béhu
systému. Dulezity je jak pocet volnych parametri, tak zpusob jak jsou vlozeny do modelu.

- Uspornost. Struktura modelu by méla byt tisporna. To znamend, ze model by mél obsa-
hovat nejmensi pocet volnych parametru, které jsou zapotiebi k adekvatni reprezentaci
skutecného systému.

— Algoritmickd slozitost. Nékteré identifika¢ni metody, jako napf. metoda chyby predikce
(z anglického nézvu ,prediction error method*, PEM) viz 6. kapitola, mohou byt apli-
kovany pro ruzné struktury modelt. Avsak vybrand forma struktury muze zna¢né ovlivnit
mnozstvi potfebnych vypocetnich operaci.
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— Vlastnosti kriteridlni funkce. Asymptotické vlastnosti odhadu ziskanych metodou chyby
predikce vyznamné zavisi na ztratové funkci. Vyskyt lokalnich minim i neexistence jediného
globalniho minima jsou velmi zavislé na pouzité struktuie modelu a i kriterialni funkci.

Méli bychom si vSimnout jedné otdzky, kterd se vztahuje k tspornosti a to, za jakych
podminek muze byt dany systém adekvatné a jednoznacéné popsan v ramci urcité struktury
modelu. Abychom mohli tento problém formalizovat, musime zavést na systém generujici
data w(1),y(1),u(2),y(2),... négjaké predpoklady. Ovsem takové predpoklady jsou potiebné
pouze pro analyzu. Aplikace identifika¢ni techniky neni striktné zavisld na platnosti takovych
predpokladi, protoze je nutno vzit v ivahu fadu dalsich okolnosti (inzenyrsky pohled).
Predpokladejme tedy, ze skutecny systém je linearni, diskrétni a zZe je rusen signdlem s raciondlni
spektralni hustotou. Takze

y(t) = Gs(qg~ ult) + Hs(q Hes(t) (5.3.1)
Ees(t)ez(l) = Asbty

kde index s oznacuje ,skuteény“ systém a d,; = 0 pro ¢t # 1l a §;; = 1 pro t = l. Zavedme nyn{
mnozinu parametru ©

Dr(S,M)={0|Gs(¢") =G(qg7";0),Hy(¢7") = H(¢";0), A,=A(©)} (5.3.2)

Muzeme fici, ze mnozina Dp (.S, M) se sklad4 z takovych parametri, pro které struktura modelu
umoznuje dokonaly popis skute¢ného systému. Mohou vzniknout t¥i situace:

— Mnozina D (S, M) je prazdna. To znamend, ze nemuze byt ziskdn pfesny popis systému
v M, bez ohledu na vybér parametru. Muzeme fici, ze struktura modelu byla vybrana
prilis ,mald* nebo ma piilis méalo parametru k adekvatnimu popisu systému. Jako piiklad
zde muzeme uvést situaci z 2. kapitoly, kdy generdtor dat byl systém Sy ve struktufe
ARMAX s parametry © = {a, b, c}, avsak model pouzity metodou nejmensich ¢tvercu byl
ve strukture ARX odpovidajici struktufe Si, tj. pouze s parametry © = {a,b}.

— Mnozina D7 (S, M) obsahuje jeden bod. Oznac¢me jej ©*. To je samoziejmeé idedlni situace.
Vektor ©* bude skuteény vektor parametri. Jako piiklad zde muzeme uvést opét situaci
z 2. kapitoly, kdy jak generator dat, tak i model pouzity metodou nejmensich ¢tverci, byl
ve struktufe ARX popisu S;. Tedy, jak generdtor, tak i model uvazovaly stejny vektor
parametru © = {a,b}.

— Mnozina D7 (S, M) obsahuje nékolik bodu. Neexistuje jediny model v rdmeci modelu
déavajicich pfesny popis systému. Pii hledéani odhadu parametri muzeme pak ocekavat
numerické problémy. Takova situace je nékdy oznacovana jako preparametrizace. Pokud
bychom se opét vratili k modelim v kapitole 2, tato situace by nastala, pokud by ge-
nerator byl dan systémem S7 s jednoduchou ARX strukturou, kdezto model pro metodu

vvvvvv

Poznamenejme, ze v realnych aplikacich bez dostateé¢ného fyzikalniho nahledu tykajici se chovani
zkoumaného systému, lze prostiedni situaci povazovat za velmi nepravdépodobnou.
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5.4 Identifikovatelnost

V této césti kapitoly budeme zkoumat pojem identifikovatelnost. Tento pojem muze byt
zaveden ruznymi zpusoby, ale s ohledem na naSe cile je vhodny nésledujici zpusob.

Pouzijeme-li v parametrickém modelu strukturu M, identifika¢ni metodu I a experimentalni
podminky X, vysledny odhad budeme nazyvat @(N S, M, I, X). Ziejmé odhad nezavisi pouze
na I, M, X, ale také na mnozstvi dat N a skutetném systému S. Pak fikame, Ze systém S je
identifikovatelny systém za podminek M, I a X, zkrdcené SI(M, I, X), jestlize

O(N;S,M,I,X) = Dp(S, M), N — o (5.4.1)
Pro SI(M,1,X) je zejména pozadovano, aby mnozina byla D7 (S, M) neprézdnd. Jestlize tato
mnozina obsahuje vice nez jeden bod, pak (5.4.1) musi byt interpretovéno jako

lim  inf  ||O(N;S,M,I,X)—0O =0 (5.4.2)
N—o00 ©eDr(S,M)
Muzeme déle fikat, Ze systém S je parametricky identifikovatelny za podminky M, I a X,
zkracené PI(M,I,X), jestlize SI(M,I,X) a Dp(S, M) se skladaji pFesné z jednoho prvku. To
je idedlni piipad. Jestlize systém je PI(M, I, X), pak odhad parametru bude jediny pro velké
N a také konsistentni, to jest konverguje ke skuteéné hodnoté, jak je ddno v definici D7 (S, M).

5.5 Chyba modelu

Vyse predstavené pojmy jednoznacnost a identifikovatelnost jsou velmi dulezité z pohledu te-
oretické analyzy identifikacnich metod. Z praktického pohledu, kdy nezndme skute¢nou struk-
turu systému (tj. generatoru dat), jsou vSak obtizné vyhodnotitelné a namisto téchto pojmu se
muzeme setkat s pojmem chyba modelu (v anglicky psané literatufe oznacované jako ,model
error [62], [71]). Chyba modelu je definovéna jako rozdil mezi vystupem redlného systému a
predikei jeho vystupu uréeného na zakladé modelu a minulych dat!. Chyba modelu vznika ze
dvou duavodu [71]:

1. Model neni dostateéné flexibilni a neumoznuje dostateéné presny popis chovani systému.
Jako ptiklad mazeme uvést situaci, kdy systém je druhého Fadu, zatimco uvazovany model
je fadu prvniho. Tato chyba je oznac¢ovana jako bias modelu.

2. Model neni dostatecné jednoduchy, tj. fad modelu je nerealisticky vysoky, a je k dispo-
zici malo trénovacich dat. Pak uvazovand struktura modelu ma mnoho stupnt volnosti a
vysledny identifikovany model je vyrazné ovlivnén piipadnymi odhlehlymi méfenimi (nebo-
li tzv, outliery), na ktery se model identifikaci adaptuje. Cfm vice je model adaptovéan na
danou trénovaci mnozinu dat, tim vétsi chybu modelu lze ocekavat (jak pii tloze interpo-
lace, tak i extrapolace?). Tato chyba, které roste s rostoucim zvolenym fadem modelu, je
oznacovana jako variance modelu.

17 hlediska terminologie zavedené v nasledujicich kapitolich, lze chybu modelu chépat jako chybu predikce
vystupu.

2Pod pojmem interpolace lze rozumét vyhodnoceni modelu v bodé, ktery spada do rozsahu trénovacich dat,
zatimco pod pojmem extrapolace lze rozumét vyhodnoceni modelu v bodé, ktery spadd mimo rozsah trénovacich
dat.
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Pfi vybéru ¢i volbé fadu (a struktury) modelu je tak nutné vzit v potaz jak vliv biasu, tak
i variance modelu, a najit takovy fad modelu minimalizujici celkovou chybu. Volba vhodné
struktury modelu je tak rekurzivni proces.

5.6 Shrnuti

Tato kapitola se zabyvala riznymi aspekty vybéru struktury modelu. Nejprve jsme popsali
ruzné zpusoby klasifikace struktur modela. Pak jsme zavedli obecnou formu struktury modelu
pro linearni systémy a omezeni na parametry modelu. Na ptikladech byla ukézana fada dobfe
znamych struktur, které mohou byt chapdny jako specidlni piipad obecné formy (5.2.1).
Konecné byly zavedeny nékteré pojmy tykajici se identifikovatelnosti.

Uceleny vyklad parametrizace je dén napf. v [18]. Parametrizaci se zabyvaji ddle napt. prace
[20], [38], [40], [41]. Algoritmy spektralni faktorizace poskytuje [39].
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Kapitola 6

Metoda chyby predikce

V této a pristi kapitole se budeme zabyvat identifikaénimi metodami, které jsou aplikovatelné
pro &irsi tfidu modelu nez tomu bylo v piipadé metody nejmensich ¢tvercu. Nyni se budeme
vénovat tzv. metoddm chyby predikce, v 7. kapitole metoddm pfidavné proménné.

Metoda chyby predikce, v anglicky psané literatufe oznacované jako “prediction error method,
PEM”, muze byt v jistém smyslu chapédna jako rozsifeni zékladni myslenky metody nejmensich

VVVVVV

dely, napt. ARMAX model obsahujici korelovanou poruchu, jsou odhady poskytnuté metodou
nejmensich ¢tvercu stranné. Zakladni myslenka v této kapitole predstavené metody chyby pre-
dikce spoc¢iva v nalezeni optimalniho prediktoru pro uvazovany (libovolné slozity) model a pak
v nasledném odhadu parametru prediktoru vedouci na minimalni hodnotu kvadratu chyby pre-
dikce. Tedy metodu chyby predikce musime chédpat spiSe jako koncept, zahrnujici mimo jiné i
metodu nejmensich ¢tverch jako specidlni piipad, nez jako jeden konkrétni algoritmus.

6.1 Optimalni predikce

Pouziti modelu ziskaného z identifikace je ruzné. Zalezi na cili, ptri¢iné modelovani. Spole¢na
vlastnost mnohych aplikaci je pouziti modelu pro predikci. Poznamenejme, ze pouziti modelu
pro predikci je ¢asto neoddélitelné od funkce modelu jako zakladu pro syntézu ridiciho ¢&i
estimac¢niho systému. V takovém piipadé je vyznamné védét v case t, jak bude pravdépodobné
vypadat vystup v Case t + 1, abychom mohli navrhnout vhodny fidici zasah, to jest urcit vstup
u(t).

Intuitivné ma tedy smysl urcit vektor parametri © uvazovaného modelu tak, aby chyba predikce
e(t,0) =y(t) =t |t - 1;0) (6.1.1)
byla malé.

V (6.1.1) g(t | t — 1;0) oznacuje optimdlni predikeci y(¢) ve smyslu stfedni kvadratické chyby
z dat az do ¢asu t — 1 (to jest y(t — 1),u(t — 1),y(t — 2),u(t — 2),...,y(1),u(1)) zalozenou
na modelu s vektorem parametru ©. Otdzka zni, jak najit postup vypoctu (¢t | t — 1;0).
Pro ilustraci uvedme nejdifve piiklad. Pak se budeme zabyvat optimdlni predikci pro model s
obecnou linearn{ strukturou.
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Piiklad 6.1.1 (Predikce pro ARMAX model)
Uvazujme tuto strukturu modelu

y(t) +ay(t—1) =bu(t — 1) +e(t) +ce(t — 1) (6.1.2)
kde {e(t)} je bily sum s nulovou stfedni hodnotou a znamou varianci A2. Vektor parametrii je

O = [a,b,c]"

a je taktéz znam. Vystup v Case t pak zfejmé spliiuje
y(t) = [—ay(t — 1) + bu(t — 1) + ce(t — 1)] + [e(¢)] (6.1.3)

Dva ¢leny na pravé strané (6.1.3) jsou nezavislé, jelikoz e(t) je bily sum. Jestlize y*(¢) je predikce
y(t) (zalozend na datech az do casu (¢ — 1)), dostaneme

Elyt)—y* t)]?*=E [(—ay(t —1) 4+ bu(t — 1) 4 ce(t — 1) — y*(t))2] + A% > )2 (6.1.4)

Takze zfejmé dolni mez variance chyby predikce je A2. Optimdalni predikce §(t | t — 1;6) je
charakteristicka tim, ze variance piislusné chyby predikce je minimalni. MuZeme ziskat tedy
rovnost v (6.1.4)7 Jestlize ano, pak predikce musi spliiovat

gt |t —1;0) = —ay(t — 1) + bu(t — 1) + ce(t — 1) (6.1.5)

Problém s predikei ve formé (6.1.5) je samoziejmé v tom, ze velicina e(t — 1) neni méfitelna.
Takze odsud nelze piimo generovat §(t | t — 1;0). Avsak lze provést rekonstrukci neméfitelné
poruchy e(t — 1) z namétenych dat y(t —2), u(t —2), ..., y(1),u(1) jak bude ukdzano dale. Uzitim
(6.1.2) dostaneme

gt |t—1,0) = —ay(t—1)+bu(t—1)+cly(t—1)+ ay(t —2) — bu(t — 2) — ce(t — 2)]
= (c—a)y(t—1)4acy(t —2) + bu(t — 1) — beu(t — 2)
— Ayt —2) +ay(t —3) — bu(t — 3) — ce(t — 3)]
= (c—a)y(t—1)+ (ac — Ayt — 2) — ac*y(t — 3) + bu(t — 1)
beu(t — 2) + bcPu(t — 3) + e(t — 3)
t—1

w=) (e—a)(=o) Tyt — i) — a(—c)"1y(0)
1

(2

+ b (=) tu(t —i) — (—)'e(0) (6.1.6)

i=1

Jestlize predpokladdme, ze | ¢ |< 1, coz je splnéno podle definice pro © € D, muzeme pro velké ¢
zanedbat posledni ¢len v (6.1.6), jehoz vliv s pribyvajicim ¢asem klesa. Zanedbdnim posledniho
¢lenu, nabyva prediktor (6.1.6) nasledujici formy

t—1 t
gt [t —1;0) = Z(c —a)(=e)' Tyt — 1) — a(=c)'y(0) + bZ(—C)i_W(t —i)  (6.1.7)

ktera je jiz realizovatelnd, tj. zdvisi pouze na zndmych veli¢indch. Vyraz (6.1.7) vSak neni vhodny
pro praktickou implementaci, protoze v kazdém c¢asovém okamziku vyzaduje zpracovani celé
sekvence métfenych dat. Pro nalezeni vhodnéjsiho algoritmu je uzitetné rozepsat soucet na pravé
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strané, a pak je ziejmé, ze prictenim vyrazu cgy(t — 1 | t — 2;0) na obé strany (6.1.7) se prava
strana zjednodusi a dostaneme

gt |t —1;0)+cy(t—1]t—2;0)=(c—a)y(t —1)+bu(t — 1) (6.1.8)

coz umoznuje jednoduchy rekurzivni vypocet optimalni predikce. Chyba predikce €(t, ©), bude
popséana podobnou rekurzi. Snadno ziskame

€(t,0)+ce(t—1,0) = yt)+cy(t—1)—[(c—a)y(t —1)+ bu(t — 1)]
= y(t)+ay(t—1) —bu(t —1) (6.1.9)

Rekurze (6.1.9) vyzaduje pouzit poc¢iteéni hodnotu €(0,©), kterd je vSak neznamd. Uvedeny
problém lze viak vyftesit ve vétsiné piipadu polozenim €(0,0) = 0. Protoze podle predpokladu
| ¢ |< 1, efekt této nepfesnosti bude mit s pfibyvajicim ¢asem klesajici vyznam.

Uvedme k piedchozimu nékolik poznamek. Nejprve si pov§imnéme podobnosti mezi modelem
(6.1.2) a rovnici (6.1.9) pro chybu predikce €(t,©)! Dale je vhodné ukazat, ze optimdlni pre-
diktor je mozné odvodit mnohem snaze pomoci a v kompaktni formé pouzitim polynomialniho
formalismu. Vystup modelu (6.1.2) muze byt zapsan

-1 ca-!
y(t) = 1_l;qaq_1u(t) + ;ia(é_le(t)
B bg ! (c—a)qg!
_ <1+aqlu(t) + W@()f)) +elt)
-1 c—a)g !
— (o + SO eyt - b u(0]) + el
_ bg~! - - (c—a)q!
~ (Gt ) = = o + §T05y0) + e
a tedy dostaneme - .
gt t—1;0) = #u(t) lezaa o (6.1.10)

1+eqt
coz je jen jina forma (6.1.8). Poznamenejme, ze (6.1.10) je vlastné filtr s nekoneénou impulsni
odezvou a v takovém pfipadé by méla byt zndma data na nekone¢ném intervalu, aby statistické
vlastnosti chyby predikce €(t,©) (6.1.1) nabyly ustdleného stavu. Pak vliv po¢atecnich hodnot
€(0,0) v (6.1.9) zanedbatelny.

Prestoze polynomidlni formalismus umozinuje rychlé a elegantni odvozeni optimalni predikce,
pro praktickou implementaci prediktoru muze byt diferen¢ni rovnice ve formé (6.1.8) vhodnéjsi.
Napiiklad, pro realizaci prediktoru v prostiedi MATLAB® je vhodn&a diferenéni rovnice
(6.1.8), zatimco pro realizaci v grafickém prostredi MATLAB® Simulink je vhodnd forma
s prenosovymi funkcemi (6.1.10). Samoziejmé vysledek (6.1.10) muze byt snadno pfepsan na
diferenéni rovnici (6.1.8) a naopak.

Nyni uvazujme obecny linedrni model

y(t) = Gl 0)u(t) + H(g ';0)e(t)
Fe(t)el(s) = A(©)d;.s, (6.1.11)

)
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ktery byl zaveden v (5.2.1). Pfedpokladejme, ze G(0;0) = 0, H(0;©) = I anecht H~'(¢g7!;0) a
H (¢ % 0)G(q~1;0) jsou asymptoticky stabilni, to jest © € D, jak je definovano v (5.2.2). Op-
timalni predikei je pak mozno snadno nalézt s vyuzitim polynomialniho formalismu nasledujicim
zpusobem. Model (6.1.11) 1ze psét

y(t) = Glg 5 0)u(t)+[H(g ' 0) — Ie(t) + e(t)
= {G(g 5 0)ut)+[H(g;0) = IH (¢ 0)[y(t) — Glg~'; ©)u(t)]} + e(t)
= {H ¢ 0)G(q 5 0)u(t) + [I — H ' (g7 0)]y(t)} + e(t) (6.1.12)

Tudiz, vysledny tvar jednokrokového prediktoru je

gt t—1;0)=H (¢ 0)G(q 5 0)u(t) + [I — H ' (7" 0)]y(t) (6.1.13)

gt [t —1;0) = Li(q~ " ©)y(t) + La(qg "5 ©)uf(t) (6.1.14)
kde

Li(g ) =[I-H (¢} 0)
Ly(q0)=H (¢ 0)G(¢ " 0)

Chyba predikce pak ziejmé splnuje nasledujici vztah

e(t,0) =e(t) = H (¢ 0)[y(t) — G(g~'; ©)u(t)] (6.1.15)

Poznamenejme, ze rovnost €(t,©) = e(t) je nutné chdpat jako asymptotickou, tj. kdy ¢ — oo,
pokud nejsou zcela shodné pocéteéni podminky systému (generdtoru dat) a prediktoru. Také
bychom méli zminit, ze pouziti mnoziny D, kterd byla zavedena v (5.2.2) pfesné znamena,
ze jsme se omezili na takové hodnoty ©, zZe predikce (6.1.13) je asymptoticky stabilni. Pro
konkrétni piipad uvazovany v piikladu 6.1.1 mame

_ bg~! _ 1+cqg !
Gl 0)=—— H(@He)=——.
(¢750) =11 Hla 50 =1 =
coz, vzhledem k (6.1.13), vede na vyraz
. 1+ag™t bg! 1+ag™?
t|t—1;,0) = t 1———- t
gt | ) 1+cq—11+aq—1u()+ 1+cqg ! y(®)
bq”"! (c—a)g!
= pu(t) y(t)

1+cq “ 1+ cq™?

plné shodny se vztahem (6.1.10).

Bylo ukdzano, jak vypocitat optimélni predikci a chybu predikce pro obecny linearni model.
K odvozeni predikce bylo vyuzito pfedpokladu, ze e(t) v (6.1.11) je bily Sum. Predikei (6.1.13)
muzeme pouzit i tehdy, jestlize tento predpoklad nebude splnén. Pak ovSem samoziejmé
nedostaneme optimalni prediktor.
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6.2 Analyza metody nejmensSich ¢tverci

Ve 4. kapitole jsme pouzili metodu nejmensich ¢tverci na linedrni statické regresni modely.
Odvozené vysledky zavisi pouze na algebraické struktufe. V této subkapitole ukazeme aplikaci
metody i na dynamické modely. Bude vidét, ze statistickd analyza ze 4. kapitoly automaticky
neplati pro tento typ modela.

Pro aplikaci linedrni regrese na dynamické modely uvazujme

AlgHy(t) = Blg~Hu(t) + €(t) (6.2.1)
kde
Al =14 a1g "+ ..+ anag ™

B(g™") =big" + .+ bupg "
V (6.2.1) ¢len €(t) oznacuje chybu rovnice. Model (6.2.1) l1ze ekvivalentné vyjadrit jako

y(t) = o1 (£)O + €(t) (6.2.2)
kde
ol (t) = [~y(t—1),...,—y(t —na),u(t —1),...,u(t —nb)]
© = [a1,... ana,b1,. . bup)”

Model (6.2.2) je formélné shodny s témi modely, kterymi jsme se zabyvali ve 4. kapitole. Vime
proto, ze optimalni odhad parametri ve smyslu minimalizace kritéria

1 2
= Ze (6.2.3)
N t=1

je

N 1 N
5 D e (0] D ety (6.2.4)

t=1 t=1

=] =

Tato identifika¢ni metoda je zndma pod ndzvem metoda nejmensich ¢tvercu. Nékdy se pouziva
téZ nazev "metoda chyby rovnice”, protoze se minimalizuje chyba rovnice.

Je ziejmé, zZe diskuse tykajici se algoritmu vypoctu 6 provedend ve 4. kapitole plati i zde, jelikoz
algebraicka struktura odhadu je stejna. Pro statistické vlastnosti odhadu je vSak rozhodujici, zda
©(t) je predem dand, jako tomu bylo ve 4. kapitole nebo zda se jedna o realizaci stochastického
procesu, tak jako v (6.2.2).

Provedme analyzu odhadu (6.2.4) pro model (6.2.1), (6.2.2). Predpoklddejme, Ze data spliuji

Ao(g™My(t) = Bolg™u(t) +v(t) (6.2.5)

nebo-li
y(t) = " ()80 + v(t) (6.2.6)

kde ©g je vektor skutetnych parametru a {v(t)} je staciondrni stochasticky proces nezavisly na
vstupnim signalu.
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Kvalitu odhadu © jsme v kapitole 4 posuzovali prostfednictvim strannosti a konzistence odhadu.
Pro analyzu kvality odhadu metodou nejmensich ¢tvercu je tedy vhodné zavést nasledujici chybu
odhadu.

. 1 J T 1 &

0—-0) = (N;SO(U@T@)) (N;@(t)y(t)—{NZSO(t)SDT(t)}@o)
N
>

t=1

1 & g 1 &
= <N > 90(t)¢T(t>> (N pO{" G0 +u(t)} — {5 D w(t)sOT(t)}90>
1 t;l B 1 t;l =1
= (N Z SO(t)@T(t)> (N Z @(t)v(t)> (6.2.7)
t=1 t=1

Nyni je zFejmé, ze odhad © je konsistentni (é — 09, kdyz N — 00), jestlize

E[p(t)p (t)] je nonsingularni (6.2.8)

Elp(t)v(t)] =0 (6.2.9)
Podminka (6.2.8) je splnéna v mnoha piipadech. Nicméné jsou piipady, kdy tomu tak neni:
— vstup neni trvale budici alespon dostateé¢ného fadu,
— vystup systému neobsahuje sum (v(t) = 0), popt. fad modelu je vybran piilis vysoky,
— vstup u(t) je generovan linedrni zpétnou vazbou od vystupu piili§ nizkého Fadu.

Na rozdil od podminky (6.2.8), neni podminka (6.2.9) splnéna ve vétsiné pripadu. Vyjimkou je
ta situace, kdy porucha v(t) je bily sum se stfedni hodnotou nula, pak je rovnost (6.2.9) jisté
splnéna. Avsak, jestlize v(t) neni bily Sum, pak bude nejspiSe korelovdn s minulymi vystupy,
protoze y(t) zavisi podle (6.2.5) na v(s) pro s < t, a tedy vztah (6.2.9) neplati. Jak bylo vyse
ukazéno, i kdyz metoda nejmensich ¢tvercu je relativné jednoduchd, poskytuje konsistentni para-
metrické odhady pfi splnéni dosti tvrdych podminek. V nékterych ptipadech problémy s konsis-
tenci odhadu mohou byt tolerovany. Naptiklad, jestlize je pomér signdl Sum velky, bude strannost
odhadu mald. Rovnéz pii syntéze regulatoru, ktery je zalozen na identifikovaném modelu, muze
byt strannost piijatelnd, protoze dobtfe navrzeny regulator by mél mit uzavieny systém necitlivy
na parametrické zmény v oteviené smycce. AvSak v jinych situacich muze byt znac¢né dulezité
pozadovat konsistentni odhady parametra. Proto jsou v této a nédsledujici kapitole ukazany dveé
modifikace metody nejmensich ¢tvercu, které davaji konsistentni odhad pii mnohem slabsich
omezenich. O jaké modifikace jde:

— Minimalizace chyby predikce zvolenou (detailn{) strukturu modelu odpovidagici generdtoru
dat. Tato myslenka vede na metodu chyby predikce, kterou se budeme zabyvat v této
kapitole.

- Uprava rovnic spojenych s odhadem metodou nejmensich ¢tvercu (zejména pak vztah
(6.2.4)). Tato idea vede na metodu piidavné proménné, ktera je diskutovéna v nésledujici
kapitole.
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6.3 Popis metody chyby predikce

Princip identifikace pomoci metody chyby predikce je zalozen na takovém vybéru vektoru
parametru O, aby chyby predikce {e(t,0)} byly minimalni. Formalizace takové myslenky
muze byt nésledujici. Pfedpoklddejme zndmd nebo zmétend data {u(1),y(1),...,u(N),y(N)}
(tedy N wvzorkovacich okamziku). Aplikaci (6.1.15) muzeme vypocitat chyby predikce

{e(1,0),...,e(N,0)}. Utvoime vybérovou kovarianéni matici
| X
_ T
Rn(O) = N ;:1 €(t,®)e" (t,0) (6.3.1)

Jestlize systém mé pouze jeden vystup (ny = 1), pak €(t, ©) je skalar a stejné tak i Ry(©). Pak
muzeme Ry (0O) chdpat nejen jako ztratovou funkei, ale i jako vhodné kriterium k minimalizaci.
Pro MIMO systém je Ry (0©) pozitivné semi-definitni matice a jako kriterium muzeme uvazovat

Vn(©) = h(RN(0)) (6.3.2)

kde h(:) je vhodna skaldrni funkce splinujici urc¢ité podminky. Funkci Vy(©) budeme nazyvat
ztratovou funkci. Poznamenejme, ze pocet dat N jsme pouzili jako index u ztratové funkce.
Pozadavkem na funkci h(-) je, aby byla spojita a platilo

Q +AQ) > h(Q) (6.3.3)
kde @ a AQ jsou pozitivné semi-definitni matice.

Nyni v piikladu ukdzeme nékteré moznosti vybéru h(Q).

Priklad 6.3.1 (Kriteridlni funkce) Jedna moznost vybéru h(Q) je
m(Q) = tr(5Q) (6.3.4)

kde S je symetrickd pozitivné definitni vahovd matice a funkce tr(-) znac¢i stopu matice. Pak
miizeme zapsat S jako S = GGT a dosazenim do (6.3.3) dostaneme

hi(Q 4+ AQ) — hi(Q) = trSAQ = trGGTAQ = trGT AQG > 0
takze podminka (6.3.3) je vzdy splnéna.

Jind moznost vybéru h(Q) je
ha(Q) = det(Q) (6.3.5)

kde funkce det(-) znamend determinant.

Nyni shrime vse co bylo doposud feceno o metodé chyby predikce. Metoda muze byt
popséana takto:

— Vybeér struktury modelu ve formeé (6.1.11) a formy prediktoru (6.1.13).
— Vybér ztratové funkce h(-), viz (6.3.2).

— Uréeni odhadu parametrii ©, pro ktery ztratova funkce h(Rx(©)) nabyvé (globalni) mini-
mum, tedy © = arg ming h(Ry(0)), coz znamend hodnotu, kterd minimalizuje h(Rx(0)).
Minimalizace je ve vétsiné piipadi numerickd, a tak je ztratova funkce vyhodnocovéna
pro iteracné ziskavané odhady vektoru © na zakladé prislusné sekvence chyby predikce
{e(t,©)}¥, spoctené dle (6.1.15) a aktudlniho odhadu parametrii. Vybérovou kovarianéni
matici Ry (©) pak muzeme vypocitat podle (6.3.1).
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7 predchozich bodu charakterizujicich metodu chyby predikce je ziejmé, Ze se jednd o postup,
ktery v sobé zahrnuje mnozstvi specidlnich operaci definovanych konkrétnim vybérem struktury
modelu, prediktoru, ztratové funkce a zpusobu minimalizace. Pravé pro takové konkrétni
vymezeni byly navrzeny postupy odhadu parametri a jsou znamy jako samostatné metody,
coz vedlo k urcité roztiisténosti pohledu na identifikaci jako takovou. Protoze vsak vSechny
tyto metody jsou zalozeny na vysSe uvedeném piistupu, je mozné je chépat jako jeden postup
oznacovany metoda (metody) chyby predikce.

Jako pifklad ruzné volby ztratové funkce si uvedme pro skaldrni pifpad (napf. systém s jednim
vstupem a jednim vystupem) nejjednodussi moznou

N
VN (©) = %Z €(t,0) (6.3.6)
t=1

kdy vSechny chyby predikce maji stejnou véahu a

N
Vn(©) = % S8 ©) (6.3.7)
t=1

kdy jsou explicitné vézeny funkci 5(t). Tato rozdilnost se pak projevi i v ndzvu identifikaéni
metody, jak bude vidét pozdéji.

Za piiklad volby struktury modelu ndm poslouzi ARX struktura, pro kterou vektor regresort
je déan

()O(t) = [_y(t - 1)7 _y(t - 2)’ ceey _y(t - TL(J,), U(t - 1)7 ey u<t - nb)]T
Optimalni predikce je pak

gt |t —1;0) = (1 - A(g™))y(t) + Bl Hu(t) = ¢" ()0

tedy
Li(g7©)=1-A(¢"), La(¢"0)=A(¢ ")B(¢")/A(g") =B(q™") (6.3.8)
a chyba predikce
€t,0)=y(t)—yt[t—-1;0) (6.3.9)
Jestlize stanovime ztriatovou funkei
1Y 1
Vn(0) = > [(t) — T (1) = == > €(t.0) = Ry (O) (6.3.10)
t=1 t=1

pak optimalni odhad parametri muzeme vypocitat analyticky

N
é:m%mwwzﬁgymﬂw*§2wmm (6.3.11)

a lze konstatovat, ze metoda chyby predikce pouzitd na tuto strukturu modelu je znama téz jako
metoda nejmensich ¢tvercl. Pokud bychom uvazovali kriterium ve formé

N
Va(0) = - 32 80l — T (6] (63.12)

t=1
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vysledny odhad parametru by byl

N
6 %Zﬁ Ul I%Z/B(t)w(t)y(t) (6.3.13)

t=1 t=1

Tento postup byva oznacovan jako metoda vazenych nejmensgich étverct.

V podkapitole 6.2 bylo ukédzéno, za jakych podminek metoda nejmensich ¢tverci poskytuje
konsistentni odhady. V piipadé, ze v(t) v (6.2.5) neni bily Sum nelze obecné zaruéit konsistentni
odhad. V nésledujicim si ukdzeme dvé situace, kdy lze aplikovat metodu nejmensich ¢tvercu i
presto, ze v(t) v (6.2.5) nenf bily.

Piiklad 6.3.1. Predpokladejme, zZe a;, b; v (6.2.5) jsou nezndmé a v(t) je vystup ze znamého filtru,
tedy méjme

Ag Hy(t) = Bg~Hu(t) + Cg™He(t) (6.3.14)

A(g™1), B(¢™!) jsou polynomy s nezndmymi koeficienty, zatimco C(q~!) je zndmy a {e(t)} je
bily sum. Pak piestoze v(t) = C (¢ ")e(t) neni bily proces, miizeme pouzit metodu nejmensich
¢tvercii na upraveny model

Al Ny" () = Bl u"(t) +e(t) (6.3.15)

kde C(¢ Y)y¥(t) = y(t) a C(¢ Hul (t) = u(t). Poznamenejme vsak, ze toto neni pilis redlnd
situace.

Piiklad 6.3.2. Piedpokladejme nyni v (6.2.5) v(t) ve tvaru

D(g YHYo(t) = e(t) (6.3.16)
kde D(q~!) je stupné nd. Pak

Alg™)u(t) = Bla™ult) + gpyeld) (6:317)
Tento vztah ale muZeme prepsat na
Alg™H)D(g y(t) = Bla~")D(q u(t) + e(t) (6.3.18)

Aphkam metody nejmensich ¢tverci na odhad parametru polynomu A(q YD(qg™1) tadu na+nd
a B(¢ ') D(q™ ') t4du nb + nd dostaneme konsistentni odhady A(qg~!)D(¢~!) a B(qg~!)D(q™!)
a prenosova funkce z u na y

B¢ )D(¢") _ Ba™)
Alg")D(g™")  Alg™)

bude odhadnuta sprdvné (za predpokladu t — o).

Priklad 6.3.3. Volme tuto strukturu modelu
y(t) = G(g "5 ©)ult) + e(t) (6.3.19)

Pak chyba predikce vypoctend podle (6.1.15) bude
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e(t,0) = y(t) = G(g~ " ©)ult)

to jest rozdil mezi méfenym vystupem y(t) a ,modelovanym deterministickym vystupem*
G(q 1 0)u(t). V takovém pifpadé PEM je éasto nazyvana metoda vystupni chyby (v anglicky
psané literatufe oznacované ,output error method*).

Piiklad 6.3.4. V pfedchozim textu pfi popisu PEM jsme se doposud nezabyvali vztahem PEM
a metody maximélni vérohodnosti ML (v anglicky psané literatufe ozna¢ované ,maximum like-
lihood method*).

K vyjasnéni této problematiky zavedme dalsi piedpoklad na $um v modelu (6.1.11).
Pfedpokladejme, ze ma gaussovské rozlozeni. Odhad © ve smyslu maximéalni vérohodnosti
ziskame maximalizaci vérohodnostni funkce, v tomto piipadé hustoty pravdépodobnosti pozo-
rovani podminéné vektorem parametri ©. Protoze existuje vzajemné jednoznacéna transformace
mezi {y(t)} a {e(t)} dand (6.1.11), muzeme rovnéz dobie vyjit i z hustoty pravdépodobnosti
poruchy (6.1.15). Uzitim ny rozmérného gaussovského rozdéleni nalezneme, ze vérohodnostni
funkce je dana

N
naerp[—1/2 > (£, 0)A T (O)e(t, O)] (6.3.20)

t=1

1

L(©) = (2m)N1w/2[det A(O)]

nebo po zlogaritmovani obou stran pfirozenym logaritmem dostaneme

N
1
logL(®) = 3 ZeT(t, O)A"H(O)e(t, 0) — glog det A(©) + konstanta (6.3.21)
t=1

Predpokladejme, ze €(t,©) a A(©) nemaji spoletné parametry. Pro zjednoduseni zépisu
povazujme parametry v A za parametry, které jsou navic k ©, a proto vynechdme argument
© v A(©). Pro jednoduchost uvazujme pouze skalarni piipad (ny = 1,€(t,0) a A jsou skalary).
Odhady ©, A ziskané metodou ML, maximalizuji L(©,A). Nejdiive maximalizujme podle A
vyraz

11, N
logL(©,A) = _iXZE (t,0) — ElogA—i— konstanta
=1
N
= —E[RN(@)/A+10gA]+ konstanta (6.3.22)

Parcialni derivaci podle A polozime rovnu nule.

N
RN (©)/A% +1/A] =0
7 predchozi rovnice vyplyvéa, ze odhad A je
A =Rn(©) (6.3.23)

Poznamenejme k tomu, ze plati aa—/;logL < 0, takze se jedna skuteéné o maximum. Dosazenim
(6.3.23) do (6.3.22) dostaneme

A N
logL(©,A) = -5 log(Rn(©)) + jind konstanta
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Odhad © pak ziskdme maximalizac{ —log(Rn(©)) vzhledem k ©. Bod, ve kterém Ry(©)
nabyva minimalni hodnoty, je odhad © a minimalni hodnota Ry (©) bude odhad A.

Predchozi analyza demonstrovala zajimavy vztah mezi PEM a metodou ML. Jestlize
predpokladame, ze poruchy v modelu jsou gaussovské, pak metoda ML pfejde na metodu chyby
predikce.

6.4 Analyza

V predchozi ¢asti kapitoly jsme se zabyvali metodou chyby predikce. Tato metoda, ¢i spiSe
pristup, i dalsi parametrické metody identifikace, které zahrnuje, predstavuje zobrazeni mnoziny
dat do vektoru parametru Oy € D

[y(1), (1), e, y(N), u(N)} > Oy € D (6.4.1)
Zkoumani vlastnosti tohoto zobrazeni muze byt provadéno v principu dvéma zpusoby:

1. Generovat data se zndmymi charakteristikami. Provést zobrazeni (6.4.1) s vyuzitim
konkrétni identifika¢ni metody a ohodnotit vlastnosti odhadnutych parametru ©,y. Tento
postup byva nazyvan simulace.

2. Predpoklddat vlastnost dat a pokusit se odvodit jaké vlastnosti bude mit odhad O . Tento
postup se nazyva analyza.

Ptipomenme si, ze oba postupy jsme provadéli na jednoduchych piikladech ve 2. kapitole.

Nyni se budeme vénovat analyze metody chyby predikce, konkrétné odhadu parametru O,
kdyz N se blizi k nekone¢nu. Protoze teoreticka analyza je pomérné naro¢na, omezime se zde
pouze na vysledky, které poskytuje. Predpokladejme

P1 Data {u(t),y(t)} jsou stacionarni procesy.

P2 Vstup je trvale budici signal.

P3 le\;(@) je nonsinguldrni matice pfinejmensim v blizkosti bodu minimalizujictho Vi (©).
P4 Filtry G(q~!;0) a H(¢~';0) jsou hladké (diferencovatelné) funkce vektoru parametra ©.
P5 Mnozina Dy (S, M) zavedend v 5. kapitole obsahuje presné jeden bod.

Ptedpoklad P5 je potiebny jen nékdy. Pro N blizici se nekonectnu vybérové kovariance podle
ergodické teorie konverguji k odpovidajici stfedni hodnoté. Protoze funkce h(-) je spojita, lze
tvrdit, ze

1>

VN (O) = h(RN(O)) = h(Rx(0)) = Vi (©) pro N — co (6.4.2)

kde

Ro = Ele(t,0)€L (t,0)] (6.4.3)

Bylo dokazéno, 7e (6.4.2) konverguje stejnomérné. Pak © y konverguje k bodu minimalizujicimu
Voo (©). Oznacéme tento bod ©*. Poznamenejme, ze pro tento vysledek neni tfeba predpoklad
P5. Jestlize totiz mnozina D7 (S, M) je prazdnd, pak ziskdme ,nejrozumnéjsi“ aproximaci.
Vektor parametru © je takovy, ze chyba predikce €(t,©) méd nejmensi moznou varianci. Déle
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predpokladejme, Ze mnozina D7 (S, M) je neprazdnd. Necht ©g je libovolny prvek Dp(S, M).
To znamenad, ze skutecny systém splnuje

y(t) = Glg™ " O0)ult) + H(q ' Oo)e(t) Ele(t)e’ (t)] = A(Oy) (6.4.4)

Kdyby D7 (S, M) méla pouze jeden bod (P5), pak Oq lze povazovat za skuteény vektor para-
metri. Zkoumejme nyni minima R (©). Z (6.1.1), (6.1.12), (6.1.15) a (6.4.4) vyplyva, ze

€(t,0) = H (¢ 50)[G(g " 00)u(t) + H(g " 00)e(t) — G(g; O)u(t)]
= H (¢ ";0)[G(g7";00) — G(g 'O)]u(t)
+ H (¢ 1 ©)H(qg ' Og)e(t) (6.4.5)

Protoze G(0,0) =0, H(0;0) = H1(0;0) = I pro viechny © dostaneme

€(t,©) = e(t) + ¢len nezavisly na e(t)

Tudiz
R+ (©) = Ele(t, )l (t, 0)] > E[e(t)eT(t)] = A(Oy) (6.4.6)

za predpokladu, ze piipadnd zpétnd vazba je kauzdlni. Jelikoz (6.4.6) davé spodni mez
dosazitelnosti pro © = Oy, muzeme uéinit zavér, ze limitni odhad ©* je roven ©¢. Dokédzeme,
Ze pro systém pracujici v oteviené smycce jsou prvky minimalizujici R.., body ©¢ z Dp. Pro

vvvvvv

Necht systém pracuje v oteviené smycce a u(t) a e(s) jsou nezdvislé pro vsechna t a s. Pak
R+ (©) = A(Oy) implikuje, viz (6.4.5), dva vztahy

H'(¢7"0)[G(g};00) — Glg™":0)]u(t) =0
H (¢ 0)H (g ;00) =1
7 druhé relace zfejmé vyplyva, ze
H(q™;0©) = H(q"";©o)
Pokud plati P2, pak lze z prvni identity odvodit, ze
G(q'8) = G(a™";0y)

Tudiz madme © € Dy (S, M). Predchozi vysledek pak znamend, ze odhad Oy ve smyslu chyby
predikce je komsistentni. Poznamenejme, Ze pii splnéni P1-P4 je systém identifikovatelny a
jestlize je splnén i P5, pak systém je parametricky identifikovatelny.

Po této analyze o limité Oy budeme pokracovat ve zkoumani limity rozlozeni. Bude ukazano, ze
odhad ©y mé asymptoticky gaussovské rozlozeni. Odhad On je bod, ve kterém ztratova funkce
Vn(©) nabyvé svého minima. Predpoklddejme, ze mnozina Dy (S, M) ma pfesné jeden bod, to
jest existuje jediny spravny vektor ©g (pfedpoklad P5). Provedme Tayloriuv rozvoj V]([T(C:) N)
v bodé ©g a ponechme pouze prvni dva ¢leny

Vi (On) = Vi (©0) + Vii(©0) (On — ©0)
Jelikoz v bodé extrému musi byt prvni derivace nulova, tj. V](,T(é) ~) = 0, ziskdme

0 ~ Vi(00)+VL(O0)(On — ) (6.4.7)

73



kde Vi (©g) bylo nahrazeno limitou V2 (Oy), kterd plati s pravdépodobnosti 1.

Zde V' oznacuje gradient V a V" je matice druhych derivaci. Z (6.4.7) dostaneme pro velké N
VN(©On — 69) = —[VL(00)] ' [VNVI ()] (6.4.8)

Matice VZ(6y) je deterministickd. Vektor v N ViI'(6y) je viak ndhodnd proménnd, kterd ma
asymptoticky gaussovské rozlozeni se stfedni hodnotou nula a kovarianéni matici P (viz znéni
centralni limitni véty). Pak muzeme psét

VN Oy — 09) L% N(0, P) (6.4.9)
kde symbol dist, namend konvergenci v rozlozeni a

P = [V3(00)] " PV (©0)] ™" (6.4.10)

V piipadé skaldrntho systému mizeme matici P lze vyhodnotit néasledujicim zptsobem.
Uvazujme kritérium

_ 1 2 _ 2
Vn(©) = N;e (t,0), Vs(0) = Eé(t,0) (6.4.11)
a zavedme nO dimenziondlni vektor ¢(t,0) = —(%)T. Bylo dokézano (dikazem se nebu-
deme zabyvat), ze
P = A[E9(t,00)0" (t,00)] ! (64.12)

Jako odhad P, dale znaceny ]5, muzeme tedy pouzit
A A~ N A A~
P =AY w(t, 05y (t 68" (6.4.13)

N t=1

To znamena, ze (6.4.13) poskytuje obraz o kvalité odhadu parametru a lze jej vypocitat z dat.
Ukazme vypocet odhadu matice P na jednodussich piikladech.

Piiklad 6.4.1. (Linedrni regrese)
Predpokladejme, ze struktura modelu je

A(g y(t) = Bg™)u(t) +e(t)

kterou zapisme ve formé
y(t) = T (1)O +e(t)

Pak mame e(t) = y(t) — o1 (t)©. To znamens, ze

T
v(t.6) =~ (55) =w00
Takze z (6.4.12) dostaneme
P = A[Ep(t)T ()" (6.4.14)

Zajimavé je srovnat (6.4.14) s odpovidajicim vysledkem pro staticky piipad ze 4. kapitoly. S nyni
uvazovanou notaci a pro koneéné mnozstvi dat mame
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i) © je nestranné,
ii) VN (O — ©g) ma gaussovské rozlozeni N (0, P), kde P = Al% Zt]\il o)t (1)1

V dynamickém piipadé tyto vysledky exaktné neplati pro kone¢né N. Misto nich mame asympto-
tické vysledky:

i) © je konsistentni,

ii) VN(6 — 6y) je asymptoticky gaussovské rozlozeni N (0, P), kde P = A[E@(t)e ()] 7"

Konkrétné v piipadé, ze méme ARX model 1. fddu (a systém), pak

p(t) = [~y(t = 1), u(t = 1))
a P v (6.4.14) bude

-1

| Bl —1)] —Ely(t — Du(t — 1)]
P B - Dute 1) B - 1) (419
Piiklad 6.4.2 (ARMA proces 1. fadu)
Méjme strukturu modelu
y(t) +ay(t —1) =e(t) +ce(t —1), E[2#)]=A, © =a T (6.4.16)
Pak mame
14 agt
(t.0) = 1Lty
. -1
M 6) = ) =
Oe l14+ag !t _ gt _
P (tv@) _(1+cq_1)2 ! ()__1+Cq_16(7 ):_q 1€F(t)
Tudiz dostaneme
oA Bl (-1 —Bly"(t— Def(t-1)] ]
—Ely"(t - 1)e"(t - 1)] B[(e"(t - 1))’
kde
V)= y(t), () = )
1+cqg 707 1+ cqt

a kde byla pro jednoduchost zanedbana explicitni zavislost filtrovanych veli¢in na vektoru para-
metri O.

Ve vypoctu matice P muzeme déle pokracovat. Pro © = ©( dostaneme, s vyzitim (6.4.16),
nasledujici filtrované veli¢iny

1 1
yr(t) = Taq_le(t)’ ef'(t) = _We(t)

Nyni musime vypocitat postupné E[(y* (t —1))?], E[y"'(t —1)e"'(t —1)] a E[(e"(t — 1))?]. Takze
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E[(y"(t - 1))’] = El(~ay" (t = 2) + e(t — 1))’] = E[(y" (t = 2))*] + A

El(y"(t = 1)% = a®E[(y"(t = 1))’) = A

Bl (- 1)) = 10y
Elyft-1Deft-1)] = E[-ay"(t —2)+e(t —1)][—cel (t —2) + e(t — 1)]
= aclEy"(t —2)el'(t —2)] + A
By (- ) -1) =
E[(e"'(t—1))?] = E[-cef(t—2)+e(t—1)?=EE[("(t —1))’| + A
-7 = oy

Vypoctené vyrazy dosadime do matice P a dostaneme

B A/(1—a?) —A/1—ac) ]
P_A[—A/(l—ac) AJ(1—c?) ]

_ 1 [ (1—a?)(1 - ac)? (1—a?)(1—ac)(1 —c?) }
(c—a)2 | 1-a®)(1—-ac)(1—=¢*) (1—ac)*(1-c?)

Matice P je nezavisld na varianci Sumu A. PovSimnéme si, ze prvky kovarian¢ni matice budou
velmi velké, kdyz c je blizko a. VSimnéme si také, ze pro ¢ = a, kdy vystup skuteé¢ného systému
je bily sum, je model pfeparametrizovan. V takové situaci nemuzeme ocekavat konvergenci
odhadu ©y k uréitému bodu. Pro tento piipad nebude mit asymptotickd ztratova funkce jediné
minimum.

6.5 Vypocetni aspekty minimalizace a priklad implementace

V této ¢asti se budeme zabyvat nékterymi vypocetnimi aspekty minimalizace kriteridlni funkce
metody chyby predikce. Vyjma linedrniho regresniho modelu ve strukture ARX, kde €(t, ©)
zévisi linedrné na ©, musi byt ¢asto minimalizace Vi (©) provedena numerickym zpusobem.
Bézné pouzivany postup hledani extrému predstavuje algoritmus typu Newton-Raphson, kde
itera¢ni krok nabyva formy:

O+ — OW) _ o, V(O VT (&™) (6.5.1)

Zde ) predstavuje odhad v k-té iteraci pii hledani extrému. Skaldrni veli¢ina g urcuje délku
kroku pfi hleddni minima v (6.5.1), a tim ovliviiuje rychlost postupu. Zékladni verze algoritmu
pouziva oy = 1, avsak pfi praktickém pouziti je vhodna proménnd délka kroku. Divodem muze
byt potieba zajistit, aby ©*+1) € D pro véechna k nebo zlepsit konvergenci (6.5.1) a vybrat oy,
tak, aby

ap = arg mgn (VN((:)(I“)) — a[V](;(é(k))]*lvaT(é(k))) (6.5.2)
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Definujme vektor prvnich derivaci vektoru chyby predikce (¢, ©)

v(t,0) = ~(2U:?)

Pak, s ohledem na (6.4.11) snadno ziskdme prvni i druhou derivaci kriteridlni funkce Vi (0) z
(6.5.1) ve formeé

)" (6.5.3)

N
Vi(©) =~ D elt, 0)7 (1, 6) (654)
t=1

2

€(t,0) 5g3¢(1.0) (6.5.5)

2
N

N 2
Zwte)l/}Tt@-i-
t=

HMZ

Protoze pro N — oo se €(t, ©) thl k bilému Sumu, Ize 6.5. 5) aproximovat na

1(0) ~ %Zw(t,@)uﬁ(t,@) (6.5.6)
t=1

To ndm umozni vyrazné zjednodusit vypocet a (6.5.1) nabyvé tvaru

Okt — k) 4 ¢, Zw (t, 0W)yT (£, 60)] Ze (t, 0W)yT(t,0W)]  (6.5.7)

t=1 t=1

Tento postup je nazyvan Gauss-Newtonuv algoritmus.

Piiklad 6.5.1. (Algoritmus metody chyby predikce pro model ve strukture ARMA)

Vratme se nyni k formulaci problému v piikladu 6.4.2, tedy k odhadu parametri ARMA
modelu metodou chyby predikce. Jak jiz bylo feceno, metoda chyby predikce by méla byt spiSe
chapédna jako mySlenkovy koncept, ktery vede na mnoho ruznych identifikaénich metod pii
uvazovani konkrétni struktury modelu. V tomto piikladé bude navrzena metoda chyby predikce
pro ARMA model formou algoritmu, ktery muze byt pouzit jako zdklad pro implementaci.
Algoritmus metody chyby predikce muze byt dan nasledujicimi ¢tyimi kroky.

Algoritmus metody chyby predikce pro model ve strukture ARMA

(i) Predpokladejme sekvenci méfenych dat {y(t)}Y . Z diivodu nastartovéani rekurzivn{ mini-
malizace (6.5.7) zvolme pocéatecni odhad hledanych parametru a a ¢, tj., definujme vektor
6 = (@™, éW)T. Nastavme k = 1 a definujme si prah pro ukonéeni rekurze d;,., popt.
maximalni pocet iteraci minimalizacniho algoritmu k4.

(ii) Abychom mohli provést iteracni krok optimaliza¢niho algoritmu a minimalizovat ztratovou
funkci (6.3.2) algoritmem (6.5.7) musime spocitat vektor parcidlnich derivaci ¢ (¢, 0) (6.5.3)
pro vSechny ¢asové okamiiky Vektor je formovén, jak je ukdzano v prikladu 6.4.2, filtro-

vanymi veli¢inami y¥'(t) a e'(t), které lze, v k-té iteraci rekurze, spocitat jako
y"(t) = —eWy (¢ — 1) +y(t), vt (6.5.8)
(1) = —eWel (t — 1) + e(t), vt (6.5.9)

kde chyba predikce, vychazejici ze vztahu (6.1. 15), je dédna
e(t) = —eWe(t — 1) +y(t) + aPy(t — 1), vt (6.5.10)
Poc¢étecéni podminky rekurzivnich vztaht (6.5.8)—(6.5.10) mohou byt zvoleny jako nulové.
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(iii) Odhad parametru pro nésledujici iteraci k + 1, tj. O*+1) e ddn vztahem (6.5.7), kde

Y(t, 0" = [yF(t — 1), (t —1)]F (6.5.11)

(iv) Pokud [|[©*+Y) —@®)|| > 64, a k < Epaz, pak algoritmus pokracuje krokem (ii) s k < k+1.
Jinak algoritmus konéi a posledni ©**D je povazovéno za vysledny odhad parametri
metodou chyby predikce.

Na zdveér poznamenejme, Ze alternativa k (6.5.1) ¢i (6.5.7) jsou rekurzivni algoritmy identifikace,
kterymi se budeme zabyvat v 8. kapitole.

6.6 Shrnuti

Cilem této kapitoly bylo pfiblizit metodu chyby predikce. K tomu bylo zapotiebi nejdiive
zvladnout techniku vypoctu optimélni predikce. Po analyze metody nejmensich ¢tvercu jsme
pak pristoupili k formulaci zdkladnich kroku charakterizujicich PEM. Na piikladech byl déle
ukéazan vztah k nékterym identifika¢nim metodam. Zavér kapitoly byl vénovan analyze metody
a vypocCetnim aspektum minimalizace.

Podrobnda analyza vlastnosti metod chyby predikce je uvedena napt. v [15], [20], [42], [43] a
mozné optimalizacni postupy v [44], [57].
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Kapitola 7

Metoda pridavné proménné

7.1 Zakladni verze metody pridavné promeénné

Metoda nejmensich ¢tvercu, kterou jsme popisovali ve 2. a 4. kapitole umoznuje ziskat analy-
tickym zpusobem optimélni odhad parametru. Pfitazlivost takového feSeni spociva na existenci
jednoho extrému, globalniho minima. Nicméné tato atraktivnost fesené tlohy parametrické iden-
tifikace byla podminéna tvrdymi podminkami kladenych na systém, bez jejichZ splnéni nelze
ziskat konsistentni odhady. Proto byla v predchéazejici kapitole predstavena metoda chyby pre-
dikce, kterd poskytuje konsistentni odhad parametri pro Sirokou tiidu modeli. Metoda chyby
predikce, podobné jako metoda nejmensich ¢tvercu, byla zaloZena na minimalizaci kvadratu
chyby predikce.

Oproti tomu, metoda piidavné proménné, kterou se budeme zabyvat v této kapitole, je zalozena
na zcela jiné zékladni myslence, kdy nehleddme nejlepsi odhad minimalizujici néjakou kriteridlni
(casto kvadratickou) funkci, ale snazime se najit jakykoliv nestranny odhad parametru. Tato
metoda je svazana s vyrazné mékéimi predpoklady nez metoda nejmensich ¢tvercu a, oproti
metodé chyby predikce, je jednordzova, a tudiz snadno aplikovatelnd. Je téz velmi rozpracovand,
ale v této praci se budeme vénovat pouze jejim zakladum, které jsou vhodné pro predstaveni
hlavni idee tohoto piistupu. Pro metodu piidavné proménné se, v anglicky psané literatufe,
vzilo oznaceni “instrumental variable method, IVM”.

Metoda piidavné proménné je pouzivana k odhadu dynamiky systému (pfenosu od vstupu u(t)
na vystup y(t)) a neumoznuje zjistit vlastnosti Ssumu. Predpoklddejme strukturu modelu, se
kterou jsme se jiz vicekrat setkali

y(t) = o7 (£)O + ¢(t) (7.1.1)

kde y(t) je skaldrni vystup v ¢ase t. Vektor regresoru ¢(t) obsahuje zpozdéné vystupy a vstupy,
O je nO dimenzionalni vektor parametru a konecné €(t) je chyba rovnice. Z 5. kapitoly vime, ze
model (7.1.1) mohl vzniknout z

A(g Yy(t) = Blg~"u(t) + €(t) (7.1.2)
kde

1

A(q_l) =14a1qg  +...+apnqg ™

B(q_l) = blq_l —+ ...+ ban_nb
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Vektor parametri je urcen
0= [al,ag,...,am,bl,...,bnb]T (713)

a vektor regresoru
o(t) = [yt —1),...,—y(t —na),u(t —1),...,u(t —nb)]" (7.1.4)
Déle predpoklddejme, ze systém je popsan
y(t) =" ()80 + v(t) (7.1.5)

kde v(t) je stochastickd porucha.
Nejprve se zabyvejme odhadem parametri © ve smyslu nejmensich ¢tvercu. Ten, jak vime
z predchozich kapitol, je

N N
6 = [Y e ][ et
t=1 t=1
= [ S e O] [ 3 (o) (7.1.6)
t=1 t=1

Vyuzitim popisu systému (7.1.5) v (7.1.6) dostaneme

Kdyz N se blizi nekone¢nu, lze predchozi vztah zapsat jako
6 — 0y = [Bo(t)e” (1] Bg(t)o(t) (7.1.7)

To ale znamend, ze odhad (7.1.6) je obecné asymptoticky stranny a nekonsistentni. Vyjimku
samoziejmé tvoii pripad, kdy

BEy(tyu(t) =0 (7.1.8)

Vsimnéme si viak, Ze p(t) zavisi na vystupu, a tudiz zavisi implicitné také na starych hodnotéch
v(t). To znamend, ze (7.1.8) je dosti tvrdy pozadavek. Je tézké splnit (7.1.8) kromé situace, kdy
v(t) je bily sum se sttedni hodnotou nula. V piikladech ve druhé kapitole jsme podobny piipad
vySetiovali. Pravé tento moment pii hleddni odhadu je rozhodujici pro motivaci zavedeni metody
pridavné proménné (v anglicky psané literatuie oznacované jako .instrumental variable“, IV).
Zékladni{ idea charakterizujici IV odhad vektoru parametri ©g miize byt objasnéna nékolika
zpusoby. Piimocary a jednoduchy zpusob je tento. Pfedpokladejme, ze ((t) je zndmy n{ dimen-
zionalni vektor (v pfipadé, ze bychom uvazovali vicerozmeérny vystup napi. dim(y(t)) = ny, pak
¢(t) by byla matice n(/ny), jehoz prvky jsou jisté nekorelované s ndhodnym procesem v(t). Tuto
vlastnost muzeme vyuzit k odhadu parametru v (7.1.1). Pozadujeme, aby

1 & 1
5 2SO0t = = D¢yt — ¢ (H)6] =0 (7.1.9)



pro N — oo. Dostali jsme soustavu linedrnich rovnic pro nezndmou ©. Jestlize n¢ = n© (a tedy
i n¢ =nyp), pak z (7.1.9) snadno dostaneme tzv. zdkladni IV odhad ©, a to

N N
6 = [ 3 e (] T3 D ()] (7.1.10)

ktery muze byt v maticovém zapisu obdobném k metodé nejmensich ¢tvercu (4.1.7) zapsan jako
6 = w'e)"uTy (7.1.11)

kde fadky matice ¥ jsou ddny vektorem piidavné proménné ((t) v po sobé jdoucich ¢asovych
okamzicich ¢, obdobné jak je tomu u matice ® a vektoru regresoru ().

Samoziejmé predpokladame, ze inverze existuje. Prvky vektoru ptidavné proménné ((¢) jsou
oby¢ejné nazyvany instrumenty. Mohou byt vybrany ruzné, jak ukazeme v nasledujici podka-
pitole, ale vzdy s podminkou na zajisténi konsistentniho odhadu parametri. Vektor piidavné
proménné (vektor instrumenti) by tedy mél spliovat

N
B (0] ~ 5 D20 () (71.12)
t=1
je nonsingularni matice a
1 N
E[C(to(t)] ~ 5 >_((Bu(t) =0 (7.1.13)
t=1

Tyto vztahy znamenaji, ze instrumenty musi byt korelované s regresory, ale nesmi byt kore-
lovany se Sumem.

7.2 Vybér pridavné proménné
Predpokladejme strukturu modelu (7.1.2), tedy
Algy(t) = BlaHu(t) + €(t) (7.2.1)

a systém typu (7.1.5)

Ao(gH)y(t) = Bo(g Hult) +v(t)

kde koeficienty polynomii Ag(q~1) a Bo(q~!) tvoif vektor ©¢. Pfirozena moznost, jak generovat
instrumenty je nasledujici

Ct) = K(g Y[zt —1),—x(t—2),...,2(t —na),u(t —1),...,u(t — nb)]" (7.2.2)
kde K (¢ ') je linedrni filtr a x(t) je vystup linedrniho systému na jehoz vstupu je u(t)
N(gha(t) = M(q~ult) (7.2.3)
kde

1

N@g Y =14nq¢g 4+ ... 4 npg ™
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Mg =mo+miqgt + ...+ Mg ™™

Je ziejmé, ze ((t) je ziskdno z minulych vstupu, které jsou linedrné filtrovany, coz lze vyjadrit
jako

Jestlize vstup je generovan v oteviené smycce, pak nezavisi na v(t) ze systému a (7.1.13) plati.
Protoze vektory ¢ a ¢ jsou generovany ze stejné vstupni sekvence, muzeme ocekédvat, ze (7.1.12)
by mélo téz byt splnéno. Uved me nyni néjaké specidlni piipady volby filtri N (¢~ 1), M(¢7!) a
K(g™).

Piiklad 7.2.1 Konkrétné bychom mohli postupovat napf. timto zptusobem. Nejdiive pouzit
metodu nejmensich ¢tvercii na odhad parametri v A(g~!) a B(¢~!') modelu (7.2.1) a tento
odhad vyuzit pro stanoveni N(¢~!) a M(q~') v (7.2.3). Déle polozenim K(¢!) = 1 pak
dostaneme z (7.2.2) vektor instrumentu.

Pifklad 7.2.2 Jind jednoduchd moznost je nésledujici. Volme N(¢™') = 1 a M(¢~!) = —¢™.
Pak po preusporddani prvkua v ¢ dostaneme

Ct) = [u(t —1),u(t —2),...,u(t —na —nb)]"

Poznamenejme, Ze preusporaddni vektoru instrumenti nemé zadny vliv na odhad. Zména
instrumentu z ((t) na 7T((t), kde T je nonsinguldarni matice, nezméni parametricky odhad
(7.1.10).

Pozndmka . Uvazujme systém ve formé ARMAX, tj.

Alg Dy(t) = Bla™Hu(t) + C(aHe(t)

Metoda piidavné proménné je vhodnd pro nalezeni nestranného odhadu parametri polynomu
A(q™Y), B(¢1). Parametry polynomu C(g~!) nelze obecné najit. Avsak, v literatufe je vénovano
hodné pozornosti tzv. modelu s vystupni chybou, ktery jiz byl kratce diskutovan a ilustrovan v
kapitole 2. Model s vistupni chybou je ARMAX model, kde plati rovnost

Clg ) =A™ (7.2.4)

tzn. ze identifikaci polynomu A(g~!) metodou piidavné proménné ziskdme automaticky i odhad
polynomu C(g™1).

7.3 Yule-Walkerovy rovnice

V této ¢asti se budeme zabyvat problémem, jak pouzit metodu pfidavné proménné na odhad
parametru ¢asové rady a jak souvisi tzv. Yule-Walkerovy rovnice s technikou pfidavné proménné.
Uvazujme problém odhadu autoregresnich parametru skalarniho ARMA procesu definovaného
jiz v 5. kapitole jako specidlni piipad obecné struktury modelu. Necht tedy

Alg y(t) = Clae(t) (7.3.1)

kde

1

Al =1+a1g + .. 4 aneg™
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ClagH)=14+cqg +.. . +cug ™
Ele(t)] =0, Ele(t)e(s)] = )\2(5t78

Déle definujme

>

re 2 Ely(ty(t — k)] k=0,£1,42, ... (7.3.2)

Vsimnéme si, ze pro k > nc plati
E[C(g Me(t)y(t — k)] = 0 (7.3.3)

coz lze povazovat za zakladni vlastnost umoziujici odvozeni Yule-Walkerovych rovnic.
Nyni, vyndsobime-li obé strany rovnice (7.3.1) veli¢cinou y(t — k) a provedeme-li operaci
ustfednéni, dostaneme

e+ a1Tp—1 + .. + QpaTh—na =0 pro k=nc+1,nc+2,... (7.3.4)

To je soustava linedrnich rovnic pro parametry {a;} (koeficienty autoregresniho polynomu).
Rovnice (7.3.4) jsou nazyvéany Yule-Walkerovy rovnice. Zapisme prvnich m rovnic maticovym
zpusobem

Ra = —r (7.3.5)

kde

a = |ay,ay, ..., ana}T

T = [Fretly oo rnc+m]T

Tne * Tnetl—na

R =
Tne+m—1 " Tnetm—na

Pocet rovnic m volime jako celé ¢islo tak, aby platil vztah m > na.

Lze dokézat, ze matice R ma plnou hodnost. Prvky kovarianéni matice R a vektoru r lze od-
hadnout z mnoziny pozorovéni {y(1),y(2),...,y(N)}. Nechf R a 7 oznacuji odhady R a r. Pak
a, odhad a, dostaneme ze vztahu

Ri = —# (7.3.6)

a bude konsistentni. Poznamenejme, ze pro

m =mna je & nazyvan minimalni Yule-Walkertuv odhad.

m > na je preureny systém rovnic a musime hledat a ve smyslu
nejmensich étverct, minimalizujici || Ré + 7 H2Q V tomto
piipadé a je nazyvéan preurceny Yule-Walkeruv odhad. Od-
had, ktery minimalizuje || Ra + 7 I3 pro néjakou pozitivné
definitni matici QQ # I, je nazyvan vazeny pieurceny Yule-
Walkertiv odhad.
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Ziejmé se jednd o jisty typ korelaéni techniky, se kterou jsme se setkali v této kapitole pod
nazvem metoda piidavné proménné. Jestlize totiz zapiSeme R a 7 takto

) N |ylt—mnc—1)]

R= N — foee : [yt =1),...,y(t — na)] (7.3.7)
t=nmax | y(t —ne —m) |
) Ny [yt —nc—1)]

"N s : y(t) (7.3.8)
t=Nmax _y(t —nec — m)_

kde npax = max{nc+m — 1,na + 1}, pak odhad @ muze byt interpretovan jako odhad ziskany
technikou pridavné proménné pro systém

y(t) = —[y(t —1),....y(t — na)la+ C(g~")e(t)

a vektor pfidavné proménné

Ct)=[-y(t —nc—1),...,—y(t —nc— m)]T
Yule-Walkerovy rovnice ndm tedy umoznuji nalézt odhad vektoru a, aniz zname koeficienty

polynomu C(¢~1). Podobné jako u metody pifdavné proménné se nedozvime jaké jsou vlastnosti
Sumu. To je ale pochopitelné, protoze jsme ukézali na tzky vztah mezi témito dvéma pristupy.

Na zaveér této podkapitoly jesté ukazeme, jak budou vyse uvedené vztahy zjednoduSeny pro
autoregresni proces. V tomto pifpadé lze rovnéz snadno ziskat odhad \?. Mizeme totiz zapsat

X2 £ B[ ()] = Ele(t)A(g™ )y (1) (7.3.9)

protoze pro autoregresni proces plati
Algy(t) = e(t) (7.3.10)

Protoze {e(t)} je bily sum, tedy plati E[A(¢g')y(t)e(t)] = Ely(t)e(t)], vyraz ze (7.3.9) mizeme
dale upravit
Ele(t)y(t)] = E[A(g™ )y (t)y(1)]
ro+airt + ...+ QnaTna
= )\ (7.3.11)

Ele(t)A(a™)y(1)]

coz lze déle psat
—ro = —Ely(t)y(t)] = —E[(—a1y(t — 1) — a2y(t — 2) — ... + anay(t — na) + e(t))y(t)]
=171 + asrs + . .. + AnaTng — A2

Jednokrokovd korelace je pak, vzhledem ke skutecnosti Ele(t)y(t — 1)] = 0, ddna

—r1 = —E[yt)y(t — 1)] = —E[(—a1y(t — 1) — azy(t — 2) — ... — anay(t — na) + e(t))y(t — 1)]

=airg+asr1 + ...+ AGnaTna—1
Dvoukrokova korelace je

—ry = —E[yt)y(t - 2)] = —E[(-a1y(t — 1) — azy(t — 2) — ... — anay(t — na) +e(t))y(t — 2)]

=ai1ryt +agrg + ...+ ApgTna—2
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a tak muzeme pokracovat az k na-krokové korelaci
—rna = —Ey(t)y(t —na)] = —E[(—a1y(t — 1) — agy(t — 2) — ... — anay(t — na) + e(t))y(t — na)]
= G1Tna—1 + A2Tpg—2 + ... + ApgTo

Pak konsistentni odhad parametrii {a;} a A2 AR procesu Ize najit z nasledujici soustavy rovnic,
vychézejici z predchozich rovnic pro korelaci vystupu, tj.

-1 71 T9 o Tha )2 —T0
0 To Lt Tha—1 ar -7
0 r1 To st Tha—2 . = -T2 (7312)
ana
L 0 7Tha-1 Tna—2 - o | L ~Tna |

pficemz r; jsou korelace, které mohou byt snadno odhadnuty z dostupnych méfeni
{y(1),...,y(N)} dle vztahu

i = > yty(t —i) (7.3.13)

7.4 Modifikované verze metody pridavné proménné

Metoda ptridavné proménné zahrnuje fadu modifikaci. Zakladni verze, ktera byla uvedena v pod-
kapitole 7.1 miize byt zobecnéna nasledujicim zpiisobem. Piedpokladejme, ze n{ > n®, F(qg~1)
je néjaky asymptoticky stabilni filtr a HxH% = 27Qux, kde Q je pozitivné definitni vahova
matice. Pak

N N
= argmin|(Y C()F - o cor@ ol (7.4.1)
t=1 t=1

je odhad podle metody rozsifené piidavné proménné. Jestlize n( = nO, F(¢g7')) =1aQ =1
pak odhad (7.4.1) ptrejde na zakladni verzi metody z 7.1, vztah (7.1.10).

Pfi podrobnéjsim pohledu na (7.4.1) zjistime, Ze se jedna o feSeni preurc¢ené soustavy linedrnich
rovnic ve smyslu vazenych nejmensich ¢tverci. K dispozici je n¢ rovnic pro n® neznamych.
Explicitni feseni (7.4.1) lze vyjadrit nédsledujicim zpusobem:

6 = (RYQRN)'RYQrn (7.4.2)
kde

1 N
=~ > CHF(@ e () (7.4.3)

t=1

1 N
TN = > CBF (g () (7.4.4)

t=1

Pro prakticky vypocet odhadu parametru se vSak nepouziva piimo vyraz (7.4.2), ale numericky
stabilngjsi verze.

Na zaveér této podkapitoly se jesté kratce vénujme teoretické analyze metody. Za pomérné slabych
predpokladu je mozné dokézat, ze metoda pfidavné proménné produkuje konsistentni odhad (to

jest Hmpy_yoo © = ©y), jestlize
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— matice R m4 plnou hodnost (=n0) a
~ BC(t)F (g~ ")u(t) =0,

kde R = EC(t)F(¢g )@l (t) = limy_oo Ry = EC(t)F(q 1)@t (t). Vektor @(t) je east o(t)
"bez sumu”. Jestlize ¢(t) obsahuje zpozdéné vstupy a vystupy a porucha v(-) je odectena od
prvku ¢(t), pak ziskdme ¢(t) "bez sumu”. To muzeme dokumentovat na nasledujicim piikladu.
Uvazujme systém

A(gy(t) = Bg~Hu(t) + o(t)
pro ktery
T _ T

¢ (t) = [yt = 1), ..., —y(t — na),u(t — 1),...,u(t — nb)]
pak ¢'(t) je

ST _ T

o (t) =[xt —-1),...,—x(t —na),u(t — 1),...,u(t — nb)]
kde x(t) je ¢ast vystupu ,bez Sumu“, kterd je dana

Alg () = Blg M u(t)

Kovarianéni matice odhadu, feknéme Py, samoziejmé zavisi na vybéru ((t), F(¢~') a Q. Proto
muzeme téz zkoumat, pro jaky vybér dostaneme minimélni matici Pryy. K tomu ndm slouzi tzv.
optimalni metoda pfidavné proménné.

7.5 Shrnuti

Bylo ukézéno, ze metoda pifidavné proménné je vhodny ndstroj pro odhad parametru dy-
namického systému i pro situace, kdy systém obsahuje barevny Sum. Zakladni idea metody
piidavné proménné je blizkd postupu, ktery vede na tzv. Yule-Walkerovy rovnice. Kromé

byly ukaziany moznosti volby pifidavné proménné.

Pro hlubsi studium metody piidavné proménné (IVM) lze doporucit [19], [45]-[47].
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Kapitola 8

Rekurzivni metody identifikace

8.1 Uvod

Jak dobfe vime, identifikace se zabyva hleddnim postupt k nalezeni modelu systému z experi-
mentalnich dat. Doposud jsme v podstaté rozliSovali metody identifikace na neparametrické a
parametrické. Nicméné soubor namérenych dat byl v obou pfipadech jednorazové zpracovan.
Proto v takovych pripadech mluvime o jednordzové identifikaci, ktera je charakteristicka tim, ze
nejdifve jsou namétfena vsSechna data a pak jsou najednou zpracovana. Nékdy je takovy postup
oznacovan také jako off-line identifikace, tedy identifikace neprobihajici ”prubézné v case”. Pod
pojmem rekurzivni identifikace ¢i rekurzivni identifikaéni metody se rozumi vypocet parametru,
ktery zpracovava data rekurzivné. Nékdy je téz pouzivan pojem on-line. To znamena, ze jestlize
odhad ©(t — 1) je zalozen na datech az do okamziku ¢ — 1, pak odhad ©(t) je vypocitan na
zakladé é(t — 1) a vyuzitim nové dalsi informace, méfeni v ¢ase t. Cely 2. dil téchto skript
bude zalozen na rekurzivnich vypoctech, rekurzivnim zpracovani meéreni. Poznamenejme, ze
je samoziejmé rozdil mezi rekurzivnim zpracovanim dat a rekurzivnim zpracovanim dat v
redlném case. Zatimco v prvnim piipadé muzeme mit na mysli postup, kdy nejprve naméiime
soubor dat, a pak provedeme rekurzivni vypocet parametri (data postupné zpracujeme),
tak ve druhém piipadé jednoznacéné pozadujeme v redlném cCase ziskand data téz okamzité
v redlném case zpracovat. Nicméné v obou pfipadech se jednd o rekurzivni postup. Z vyse
uvedeného vyplyva, ze identifikaéni metody ¢i spiSe zpusoby zpracovani dat muzeme téz délit
na jednorazové a rekurzivni. V této kapitole se budeme vénovat pravé rekurzivnim postuptm.

Rekurzivni identifikaéni metody maji nésledujici obecné vlastnosti:

— Predstavuji jadro (centralni ¢dst) adaptivnich systému pouzivanych k automatickému
tizeni nebo pro zpracovani signalt, kdy fizeni a filtrace je zaloZzena na aktudlnim modelu
realného systému.

— Pozadavky na pamét jsou vyrazné mensi nez v pifpadé jednorizové identifikace, protoze
data jsou v piipadé on-line identifikace okamzité zpracovana.

— Jsou vhodné pro praci v realném cCase, napi. sledovani proménnych parametru v case
je zajisténo pouhou modifikaci zdkladnich algoritmu uréenych pro odhad konstantnich
parametru.

— Jsou nedilnou soucasti metod zabyvajicich se hleddnim vyznamnych poruch ¢i zmén na
sledovaném redlném systému.
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Vratme se k vyse uvedenym bodim ponékud podrobnéji. Vétsina adaptivnich systému je
zaloZena na rekurzivni identifikaci, a to bud explicitni, kdy cilem je ziskat model reilného
systému nebo implicitni, kdy cilem je ziskat pfimo model reguldtoru nebo procesoru (systému
na zpracovani signdlu). Pak samoziejmé v kazdém okamziku musi byt dostupny aktudlni
model. V piipadé, ze systém je t-variantni, pak i odhadované parametry reguldtoru nebo
procesoru se budou v ¢ase ménit. Informac¢ni tok, v tomto piipadé redlny systém (proces)
— model— reguldtor, se bude neustdle opakovat, a proto fikdme, Ze reguldtor se adaptuje
na meénici se podminky (charakteristiky) fizeného procesu. Vyraznou vlastnosti rekurzivnich
identifika¢nich metod pracujicich v redlném case je, ze mnozstvi paméti pro data se s ¢asem
nezvysuje. Pozadavky na pamétf jsou tedy malé a konstantni. Jestlize budeme aplikovat
rekurzivni algoritmy navrzené pro systémy s konstantnimi parametry na systémy s proménnymi
parametry, pak samoziejmeé @(t) nebude konvergovat pro ¢ blizici se nekonec¢nu, tak jak
jsme doposud byli zvykli u jednordzovych metod. Rovnéz vyznamnou roli hraji rekurzivni
algoritmy v metodach zabyvajicich se sledovanim systému, které ¢as od ¢asu vyrazné méni své
charakteristiky. K zjistén{ takovych zmén, af jiz se jednd o zmény dynamiky systému nebo
zmény vlastnosti Sumu, se pouzivaji algoritmy detekce chyb. Pro tyto ucely je nutno rekurzivni
identifika¢ni metody upravit tak, aby vyhovovaly specifické iloze napt. detekce okamziku zmény.

Rekurzivni identifika¢ni metody lze odvodit z jednordzovych identifikacnich metod, i kdyz je
nékdy nutné pouzit jisté aproximace. V nasledujici ¢asti budeme téz pii odvozeni rekurzivnich
algoritmii vychézet z off-line ptistupi.

8.2 Rekurzivni metoda nejmensich ¢tverct

V této ¢asti se budeme zabyvat odvozenim rekurzivni metody nejmensich étvercti nebo zkrécené
rekurzivnich nejmensich ¢tvercti. Vyjdeme z vysledki, které zname jiz ze 4. a 6. kapitoly. Nicméné
pro ucely odvozeni rekurzivniho algoritmu si zdkladni jednorazovy postup pripomeneme.
Predpokladejme pro skalarni systém a ztratovou funkci

Vi(©) =) (y(s) = ¢" (5)0)? (8.2.1)

které je analogické kritériu ze 4. kapitoly. Zde vsak budeme pouzivat ¢ jako oznaceni soucasného
okamziku misto IV, abychom si pfipravili pudu pro navrh rekurzivni verze metody nejmensich
¢tvercu vhodné pro zpracovani dat i v redlném case. Protoze nemusi byt vhodné vazit rozdil
mezi naméienou veli¢inou y(s) a predikovanou veli¢inou §(s) = * (s)© pro kazdy okamzik stejné
pouzijeme modifikované kritérium

t

Vi(©) =) (y(s) — #" (5)0) s, (8.2.2)

s=1

kde a je vahovy koeficient vétsi nez nula a muze napt. odpovidat inverzi variance Sumu méfent,
tj. inverzi A2 = Ele(s)e(s)], pokud je zndma. Upravou (8.2.2) dostaneme (o7 (s)0 = 0T ¢(s))

Vi(© Zastp ()]0 — @Tzasw y(s)]

[Z asy(s)e” ()]0 + Z asy’(s
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Minimalizace ztratové funkce, tedy derivace V;(©) podle parametru, vede na soustavu

207 Y asp(s)e” (s)] = 20D ase(s)y(s)] = 0

z ¢ehoz vyplyva

D aspls)e” (910(1) = D as(s)y(s)] (82.3)
s=1 s=1

S predchozim vztahem jsme se v principu setkali jiz diive. Jedna se o tzv. normélni rovnice,
jejichz feSenim dostaneme odhad parametru jednordzovym vypoctem.
Nyni prejdéme k odvozeni rekurzivniho algoritmu. Zaved me

R() £ asp(s)e”(s) (8.2.4)
s=1
pak muzeme (8.2.3) zapsat
R(HO() =Y asp(s)y(s) (8.2.5)
s=1

Roztrzenim R(t) na sou¢asnost a minulost dostaneme
R(t) = R(t— 1) + anp(t)¢" (2) (8.2.6)

Odhad parametra pak z (8.2.5) a (8.2.6) bude

t—1
o) = R (Z asp(s)y(s) + at@(t)y(t)>
s=1
= RUt)(R(t—1)O(t — 1) + arp(t)y(t))
_ R_l(t) ((R(t) _ at(p(t)(pT(t))é(t - 1) + at‘,o(t)y(t))
z ¢ehoz vyplyva . e _ TNAG
O(t) = Ot —1) + R () [y(t) — " (1)O(t = 1)] (8.27)

7 ptedchoziho vztahu je zfejmé, ze odhad parametra v case t, é(t) je vypoéitan z odhadu

~

parametru v ¢ase (t — 1), O(t — 1) a vazené chyby predikce. Otdzka nyni je, jak se vyviji v ¢ase
matice R(t). Zavedme R(t) 2 R(t)/t, pak

R() = IR~ 1)+ cng(t)o"(0)

= [t = DRE - 1)+ et ()]
= R 1+ S0 + LR 1) - LR )

coz vede na

R(t)=R(t—1)+ %[atcp(t)goT(t) — R(t—1)] (8.2.8)



Po dosazeni za R(t) do (8.2.7) dostaneme

A~

o) =0(t —1) + %R_l(t)sﬁ(t) [y(t) — " ()O(t — 1)] (8.2.9)

Posledni dva vztahy (8.2.9) a (8.2.8) bychom mohli poklddat za rekurzivni algoritmus vypoctu
odhadu parametru. Avsak z téchto rovnic je rovnéz ziejmé, ze v (8.2.9) potfebujeme invertovat
matice R, coz je nepifjemnd numerickd operace. Vratme se proto zpét k rovnici (8.2.7) a ukazme
alternativni postup odvozeni vedouci k odstranéni této nepifjemnosti. Zaved me

P2 R(1) = > asp(s)e” ()] ! (8.2.10)
s=1
Pak
O(t) = 6(t — 1) + ar P () [y(t) — 9" ())O(t — 1)] (8.2.11)
P7rt) =Pt — 1) + awp(t)? (t) (8.2.12)

Vztah (8.2.12) muzeme upravit pomoci tzv. maticové inverzni identity
[A+BCD| ' =A' - A7'B[C"'+ DAT'B|'DA™!
ze které polozenim za A = P~1(t — 1), B = ¢(t), C = a;y, D = ¢’ (t) dostaneme
P(t) = [A+BCD]™!

P(t) = P(t—1) —P(t—l)so(t)[;t+<pT(t)P(t—l)so(t)]‘lcpT(t)P(t—l) (8.2.13)

Protoze inverze se v predchozi rovnici tyka skaldrni veli¢iny, jedna se zde pouze o déleni ¢islem.
Nyni jiz zbyvé pouze vypocitat oy P(t)p(t) v rovnici (8.2.11). Pro vypocet vyuzijeme (8.2.13).

aP()p(t) = aP(t—1)p(t) = arP(t = ()" ()Pt — 1)p(t)/[L/ e + " () P(t — 1)p(t)]
= P(t—Dp(t){a — arp” (1) P(t — 1)<P(t)/[;t +T (Pt = 1)p(t)]}

Odsud jiz po snadné tpravé dostaneme

1

arP(t)p(t) = P(t — 1)¢(t)/[07t +T (Pt~ 1)p(t)] (8.2.14)

Shriime nyni dosazené vysledky. Pro strukturu modelu
y(t) = o1 (1)O + v(t) (8.2.15)
kterd zahrnuje napf. systém typu ARX
A(g™Ny(t) = Bg™u(t) +e(t) (8.2.16)

a identifika¢ni metodu nejmensi ¢tverce definovanou minimalizaci kritéria

Vi(©) =Y [y(s) — ¢ (s)0) as (8.2.17)
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bude jednorézovy odhad ©(t) definovan

t t

O(t) = > asp(s)" ()7 D asp(s)y(s)] (8.2.18)
a rekurzivni odhad popsan VZtahyS—l -
O(t) = O(t — 1) + L(t)e(t) (8.2.19)
e(t) = y(t) — T (1)O(t — 1) (8.2.20)
L0 = T AR 570 (5220
P(t) = Pt — 1)~ D= Do (P 1) (8.2.22)

ar TP —1)p(t)
Poznamenejme, ze €(t) casto byva oznacovano jako chyba predikce a vektor L(t) v (8.2.19)
je zisk ukazujici, jak bude chyba predikce modifikovat jednotlivé prvky vektoru parametri.
Vsimnéme si také, ze matice P(t) s zvySujicim se ¢ monoténné klesé a pro ¢ — oo se bude blizit
nule. Pak i zisk estiméatoru L(t) bude nulovy a odhad parametrit ©(t) ustane. Tato situace mtze
nastat i v kone¢ném ¢asovém intervalu, a to z duvodu omezené presnosti vypoctu vypocetnich
prostiedk.

Poznédmka . Vahovy koeficient a; muze byt volen jako libovolné kladné redlné ¢islo. Pokud viak
bude zvolen jako
oy = 1/)\%

kde \? je variance sumu, tj. A> = E[e(t)?], pak, po odeznéni vlivu poéatecnich podminek, je
vysledny odhad nejlepsi linedrni nestranny odhad (BLUE), tak jak byl diskutovan v kapitole
4.3, a matice P(t) muze byt chdpana jako kovarian¢ni matice chyby odhadu. Poznamenejme
rovnéz, ze rekurzivni metoda nejmensich ¢tverct s diskutovanou volbou vahového koeficientu
je zjednodusenou verzi Kalmanova filtru, jakozto optimalniho estimatoru stavu pro linedarni
stochastické systémy, konfigurovaného pro odhad konstantnich parametru. Tato skute¢nost je
detilné diskutovana v ndvazném dile téchto skript.

Poznédmka . Abychom mohli pfedchozi algoritmus pouzit, musime stanovit pocatecni podminky.
Ucinek poc¢atecnich podminek ©(0), P(0), na odhad ©(t) bude zfejmy z nasledujici analyzy.
Uvazujme algoritmus (8.2.19)-(8.2.22) s ay = 1 pro vSechna t. Z rovnice (8.2.12) plati

Zavedenim pomocné veli¢iny z(t) ve tvaru

2(t) 2 P7L1)O(1) (8.2.23)

a vyuzitim (8.2.11), (8.2.12), (8.2.20) dostaneme
z(t) = PYH)O(t—1)+ cp(t)e(t)A )
= [PTHt—1)+ )" ()]0 — 1) + p(t)[y(t) — " ()O(t — 1)]
= z(t—1)+ )yt

= 2(0) + ) _w(s)y(s)
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7 (8.2.23) mizeme vyjadiit O(t) jako

o(t) = P(t)z(t)
a po dosazeni za P(t) z (8.2.12) a x(t) z pfedposledniho vztahu ziskdme

t t

O(t) = [P7H0) + Y _w(s)e" ()] [P7H(0)0(0) + Y ¢(s)y(s)] (8.2.24)

s=1 s=1

ktery je v tzkém vztahu s jednorizovou metodou nejmensich ¢tvercu. Nyni je jiz zfejmé, Ze
pro P~1(0) malé bude odhad piiblizné roven jednordzovému odhadu. Odtud plyne ¢asto do-
porucovany postup volit v piipadé, Ze nemame apriorni informace o parametrech, volit

00)=0 a P(0)=pI

kde p je néjaké ,velké“ éislo.

Na zavér této podkapitoly se kratce zminime o jiné moznosti jednoduché volby vdahového ko-
eficientu «g v kritériu pri pozadavku exponencialni rychlosti zapominani starych dat. Tento
pozadavek je motivovan situaci, kdy feSitel tlohy identifikace predpokladd moznost pomalé
zmény parametru (doposud jsme vzdy piedpoklddali konstantni parametry), a proto starym
dattum pfifazuje mensi vypovidaci schopnost o aktuédlni hodnoté parametru. Pak oy ve (8.2.12)
muzeme definovat

ag=T17°
kde 7 je tzv. faktor zapominani v tomto piipadé konstantni a jeho hodnota je mensi nebo rovna
jedné. Casto se vybirad z intervalu 0.95-0.99. Volba faktoru zapominini muze vychizet napf.
z apriorni znalosti o rychlosti zmény (tj. o ¢asové konstanté) hledanych parametri. Obecné se
da fici, ze ¢im mensi je 7, tim rychlejsi je zapomindani.
Tim, ze takto zvoleny parametr ag explicitné zavisi na poslednim casovém okamziku t, nelze
jej jednoduse dosadit do rekurzivniho algoritmu metody nejmensich étvercu (8.2.19)-(8.2.22). Je
nutné tedy algoritmus znovu odvodit. Nicméné, odvozeni rekurzivni metody nejmensich ¢tvercu s
vahovym koeficientem zdvislym na ¢ je do zna¢né miry analogické k odvozeni algoritmu (8.2.19)-
(8.2.22), a proto zde uvedeme jen findlni algoritmus rekurzivni metody nejmensich ¢tvercu s
exponencidlnim zapominanim dat, ktery je

Ot) = O(t — 1) + L(t)e(t) (8.2.25)

P(t) = {P(t— 1) = P(t = p(t)p" (1) P(t = 1)/[7 + " () P(t — 1)p(t)]} /7

Vsimnéme si, ze na rozdil od nevazené verze, muze matice P(t) i rust s ptibyvajicim poctem
meéteni.
V soucasnosti jsou zndmy i dalsi postupy pro odhad pomalu se ménicich parametri, napt. tzv.
smérové zapominani nebo Kalmanuv filtr, ktery bude detailné popsan ve 2. dile skript a je
zalozen na odlisném popisu neznamych parametru (parametry jsou uvazovany jako ndhodné
veli¢iny).
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8.3 Rekurzivni metoda pridavné proménné

V kapitole 7. jsme se zabyvali predev§im zdkladni variantou metody piidavné proménné.
Vypocet odhadu parametru vychézel ze vztahu

o) =[D_ ()" ()] [¢(s)y(s)] (8.3.1)

Je ziejmé, ze tento vyraz je velmi strukturdlné podobny s (8.2.3) pro as; = 1 a analogickym
postupem jako u odvozeni rekurzivnich nejmensich ¢tverci bychom dostali nasledujici rekurzivni
algoritmus odhadu parametru.

O(t) = O(t — 1) + L(t)e(t) (8.3.2)

P(t) = P(t —1) — P(t = 1)¢(t)e" (1) P(t = 1)/[L + " (1) P(t = 1)¢(1)]

Jediny rozdil mezi jednordzovou i rekurzivni metodou nejmens$ich ¢tvercu a metodou piidavné
proménné rovnéz v obou variantdch je v zdmeéné vektoru o(t) za vektor piidavné proménné ((t).
Ale o7 (t) zistava stejné. Pro rekurzivni algoritmus miizeme provést napi. nasledujici volbu
vektoru piidavné proménné

CT(t) = [—ymt —1),..., —ym(t — na),u(t — 1),...,u(t — nb)]

kde y,,(t) je vystup deterministického systému

Ym(t) + a1yt — 1) + ... 4 Gna(t)Ym(t — na) = by u(t — 1) + ... + byp(t)u(t — nb)

s proménnymi parametry, které generuje rekurzivni algoritmus identifikace.

8.4 Rekurzivni metoda chyby predikce

Metodou chyby predikce jsme se jiz zabyvali v 6. kapitole. Cilem této subkapitoly je ziskat
rekurzivni algoritmus vypoctu odhadu metodou chyby predikce pro obecny model, s jednim
vstupem a jednim vystupem. Toto omezeni neni samoziejmé nutné, ale pro zlepSeni porozumeéni
pii odvozeni je vhodné. Zacneme volbou ztratové funkce. Uvazujme

t
Vi(0) = % SN () (8.4.1)
s=1
Pro A = 1 se ztratova funkce redukuje na standardni tvar se stejnou vahou pro vSechna data.
Takto uvazujeme exponencialni zapominani dat. Poznamenejme, Zze odhad 6, ziskany z jed-
norazové identifikace minimalizujici (8.4.1) nelze najit analyticky, kromé specidlnich ptipadu
zkoumanych jiz diive v textu. Proto musi byt provadéna numerickd optimalizace. To je rovnéz
davod, pro¢ nelze odvodit rekurzivni algoritmus presné odpovidajici jednordzové identifikaci.

Bude potieba provadét jisté aproximace. Predpoklddejme, Ze @(t — 1) minimalizuje V;_1(0) a
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e minimum V;(0) je blizko ©(t — 1). Pak je pfijatelné aproximovat V;(©) Taylorovou fadou
okolo bodu O(t — 1). Provedme Tayloriv rozvoj a ponechme pouze prvni tii ¢leny.

Vi(©) ~ Vi(O(t—1))+ VT (Ot - 1))(© - Ot — 1))
+ %(@ — 0t —-1))TV, (Ot -1)(©-6(—-1)) (8.4.2)

Prava strana (8.4. 2) je kvadratickd funkce vzhledem k ©. Pti hleddni extrému postupujme
standardnim zpusobem, tedy prvni derivaci aproximace v (8.4. 2) polozime rovnu nule

VIO —1)+V, (O(t—1)[0—-06(—-1)]=0 (8.4.3)
Novy optimélni odhad v ¢ase ¢ pak muzeme stanovit z (8.4.3)

o) =0(t —1) — [} (O(t — )] [V/ (e (t - 1))" (8.4.4)

Tento optimalizaéni postup odpovida tzv. Newton-Raphson algoritmu pro hledani extrému
funkce. Nicméné rekurzivni vztah musime ziskat i pro derivace ztratové funkce V;(0). Vyjdéme
z (8.4.1) a postupné derivujme V;(O)

Vi(©) = AVi1(€) + 5e(1)

V/(©) = AV, (8) + e(t) 2V

1" !/

V() = AV,L1(8) + e(t)e(t)

Proved me nésledujici aproximace

V/ (6t —-1)=0 (8.4.5)
Vi (00— 1)) =V, ,(6(t — 2)) (8.4.6)
e(t)e (t) =0 (8.4.7)

Duvod pro zavedeni (8.4.5) je v pfedpokladu, ze funkce V;_;(©) nabyvd minimalni hodnoty
v bodé ©(t — 1). Vztah (8.4.6) fiké, e druhd derivace se skoro neméni s © a koneéné (8.4.7)
podporuje skute¢nost, ze pro hledané parametry (parametry systému) bude €(¢) bily Sum (é —
Op = €(t, Op) je bily sum) a Ee(t)e’ (t) = 0. Pouzitim (8.4.5)-(8.4.7) na vyse vypoctené V/ a V;’
dostaneme

VIOt —1)) = —e(t, 00t — 1)0(t, 0t — 1)) (8.4.8)
V. (B(t — 1)) = AV,_1(O(t — 2)) + (¢, 6(t — 1))y (t,6(t - 1)) (8.4.9)

kde
¥(t,0) = —[aegég)}T (8.4.10)
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Vztah pro odhadované parametry (8.4.4) muzeme jiz konkretizovat dosazenim z (8.4.8)-(8.4.10)
a tak dostaneme

O(t) = Ot — 1) + [V, (O((t — 1)) Le(t, O(t — 1))(t, O(t — 1)) (8.4.11)
Zavedme R(t) 2 V' (O(t — 1)), pak (8.4.11) a (8.4.9) nabude tvar

Ot) =0t —1)+ R Y)Yt Ot —1))e(t,0(t — 1)) (8.4.12)

R(t) = AR(t — 1) + 9(t,0(t — )T (£, 0(t — 1)) (8.4.13)

V tuto chvili si musime polozit otdzku, jak vypocitame (¢, ©(t—1)) a e(t, ©(t—1)). Pro vypocet
téchto veli¢in jiz nutné potiebujeme zndat konkrétni strukturu modelu. Pro nékteré struktury
vyzaduje vypocet e(t, ©(t — 1)) zpracovéni vech dat az do casu t a podobné pro ¥(t, O(t — 1)).
Abychom tyto veliciny mohli poéitat pouze z poslednich dat, provedme posledni aproximaci

e(t) ~ e(t,0(t — 1))

(1) ~ [ (8,0t —1))]"

kterda umozni vyhodnoceni veli¢in €(t), ¥ (t) prubézné v ¢ase. Konkrétni forma a zpusob jejich
implementace vSak zalezi na aktudlni struktufe modelu, jak bude vidét v piikladu 8.4.1.

vvvvv

k matici R(t), protoze v (8.4.12) je jeji inverze. Podobny jev nastal i pii odvozovani metody
rekurzivnich nejmensich ¢tvercu. Pro odstranéni inverze proto muzeme pouzit stejny postup
jako v podkapitole 8.2.

Zaved me
P(t)=[V; (6t — 1)) (8.4.14)

pak z (8.4.9) plyne
P7Ht) = APt — 1) + ()T (t) (8.4.15)

Pfedchozi vztah muzeme pouzitim maticové inverzni identity zapsat (podobné jako z (8.2.12)
na (8.2.13))

P(t) = {P(t —1) = P(t = Dy (1) P(t = 1)/IX+ 4T (6)P(t = Dw(0)]}/A (8.4.16)

Tim jsme odstranili nutnost provadét v kazdém kroku inverzi matice dimenze n®/n®, protoze
v (8.4.16) je nutné pouze délit ¢islem. Nyni jiz lze piedvést vysledny rekurzivni algoritmus
metody chyby predikce:

~

O(t) = O(t — 1) + L(t)e(t) (8.4.17)
L(t) = P()y(t) (8.4.18)

P(t) = {P(t — 1) = P(t = )p(t)" () P(t — 1)/[A + 9T (1) P(t — 1)p(6)]}/A (8.4.19)
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nebo po tpravé vypoctu ziskového vektoru L(t) podobné jako u nejmensich ¢tvercu

L(t) = P(t = 1)y (t)/[A +¢T (1) P(t — 1)o(?)]

(8.4.20)

Algoritmus (8.4.17)-(8.4.19) piipadné (8.4.20) je pouzitelny na ruzné struktury modelu.
Vypocet €(t) a 1(t) bude zdvisly na konkrétni strukture. Napiiklad pro ARX model bude
tento algoritmus totozny s (8.2.19)-(8.2.22) pro nejmensi ctverce. To znamend, ze 1(t) = p(t)
a e(t) = y(t) — @7 (t)O(t — 1). Pro ARMAX model vsak bude vypocet téchto veli¢in slozit&jsi.

Vénujme se proto podrobné aplikaci odvozeného algoritmu pro ARMAX model.

Piiklad 8.4.1 Aplikace rekurzivni metody chyby predikce na ARMAX model.

Predpokladejme ARMAX strukturu

Al Hy(t) = Blg Hu(t) + Clg™He(t)
kde
Alg ) =14 a1q " + . + anag ™™
B ) =big t 4 ...+ bypg ™
ClgH)=14cqg +. .. +cuqg ™

7 6. kapitoly vime, ze
Clg")e(t,©) = A(g " y(t) — Blg~Hult)

Parcidlni derivace €(t, ©) podle parametru a;, kde ¢ = 1, ..., na, spliuje

cla 22 =y i)

nebo-li

9e(t,0) 1
o~ Ol

Obdobné parcidlni derivace podle parametru b;, kde ¢ = 1, ..., nb, splituje

Oe(t, O)
0b;

)

Cla™) = —u(t —1)

a kone¢né analogicky pro parametry c;, kde ¢ = 1, ..., nc, lze odvodit

O¢(t,0)

Cla =5~

= —¢(t—1,0)

(8.4.21)

(8.4.22)

(8.4.23)

(8.4.24)

(8.4.25)

Abychom mohli predchozi vysledky zapsat kompaktnim zpusobem, definujeme filtrované signdaly
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pak derivace pro vSechny parametry je dana

U(t,0) = [y (t-1),...,9" (t—na), —u" (t—=1),..., —uf' (t—nb), = (t-1),..., =" (t —ne)]*

(8.4.29)
Kromé pifpadu, kdy C(¢~1) = 1 jsou (8.4.22)-(8.4.29) filtry s nekoneénou impulsni odezvou
(vstupem je u(-) a y(-) a vystupem €(-) a €'(-)). Také je ziejmé, ze k vypoctu €(t,0) i € (¢, ©) pro
libovolnou hodnotou © je zapotiebi zpracovat véechna data az do okamziku ¢. Vhodny zpusob,
jak aproximovat vypocet téchto hodnot je nahradit pfi vypoctu e(t, ©) nezndmé parametry jejich
odhady v okamziku ¢ — 1, tedy

et) = y&)+ar(t—Dyt—1)+ ...+ ap(t — 1)yt — na)
bi(t — Du(t —1) — ... — by (t — V)u(t — nb)
— &(t—1e(t—1) — ... — éx(t — 1)e(t — ne) (8.4.30)

YE (1) = (1) — & (D (E— 1) — . — nel Byt — nc) (3.4.31)
ul () = u(t) — e ()ul (t — 1) — ... = épe(t)ul (t — nc) (8.4.32)
ef'(t) = e(t) — e1(t)el (t — 1) — ... — ne(t)el (t — nc) (8.4.33)

Poznamenejme, ze ,piesny“ vypocet €(s,-) a €'(s,-) by vyzadoval filtraci s pevnym @(t -1
odt =1 dot = s. Takto provedeme filtraci pouze jednou s inicializaci v kazdém casovém
okamziku s pouzitim aktudlniho odhadu parametru @(t — 1) z predchozich hodnot € a €. Nyn{
jiz muzeme realizovat obecny algoritmus (8.4.17)-(8.4.20), protoze veliciny, které souvisi se
strukturou modelu € a ¥ jsou jiz znamy.

Na zévér poznamenejme, ze €(t) z (8.4.7) bychom mohli pocitat ,lépe“ nez v (8.4.30), protoze
pro vypocet €(t — 1) v (8.4.30) muzeme pouzit jiz odhad ©(t — 1) misto ©(¢ — 2) atd. To by

umoznilo nalézt modifikovany algoritmus s lepsimi vlastnostmi nez ma vyse uvedeny.

V dalsim piikladu ukéZeme, jaky je vztah mezi znacné populdrni metodou pseudolinedrni
regrese a metodou chyby predikce pii aplikaci na ARMAX model.

Piiklad 8.4.2 Pseudolinedrni regrese (nebo-li rozsitend metoda nejmensich ¢tvercu) pro ARMAX

model.
Zapisme ARMAX model (8.4.21) jako linedrni regresi

y(t) =" (1)O +e(t)
kde

o(t) = [yt —1),...,—y(t —na),u(t —1),...,u(t —nb),e(t —1),...,e(t — nc)|"

T
O =1la1,...,Gna, b1, b, C1y - -y Cel
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Samoziejmé nelze aplikovat metodu nejmensich ¢tvercu, protoze regresory {e(t—1),...,e(t—nc)}
nejsou znamy. Avsak jestlize je nahradime odhadnutou chybou predikce €(t), dostaneme rekur-
zivni algoritmus (pro as = 1 v kritériu)

O(t) = O(t — 1) + L(t)e(t)
e(t) =y(t) =" (H)O(t — 1)
L(t) = P(t = )e(t)/[L + T ()Pt — 1)p(t)]
P(t) = P(t —1) = P(t = Dp(t)p” (1) P(t = 1)/[L + T (1) P(t = 1)p(t)]
o(t) = [~y —1)... — y(t — n)u(t — 1)..u(t —n)e(t — 1)...e(t — n)]"

Ackoliv tento algoritmus reprezentujici metodu pseudolinedrni regrese je velmi podobny
rekurzivni metodé chyby predikce, je zde vSak pfece rozdil v absenci filtru ve vektoru regresort.
Rovnéz vlastnosti spojené s konvergenci a kvalitou odhadu jsou vyrazné horsi. Pro zajisténi
globalni konvergence by muselo platit, ze

1 1

=1>0

el e ~ 2

pro viechny w, coz je samoziejmé splnéno jen pro nékteré Co(q~1) [15].

8.5 Metoda stochastické aproximace

Pojem stochastickd aproximace byl zaveden ve statistice pro sekvenéni odhad parametru.
Nejdiive se pokusime ukézat hlavni myslenku stochastické aproximace a jeji vztah k rekurzivni
identifikaci. Uvazujme model

y(t) = @T(t)@ + v(t) (8.5.1)

kde y(t) a p(t) jsou méfené veliciny, © je vektor parametru, ktery ma byt uréen a proménnd
v(t) je chyba rovnice. Je pfirozené vybrat © tak, aby variance v(t) byla minimalizovdna to jest
FeSime optimalizacni problém

lin V(©)
kde

V(©) = s Elu(t) - ¢ (6]’ (352)

Protoze V(0©) je kvadratickd v © lze min V(©) nalézt feSenim

d

[~ 26 VO = Ep(®)y(t) — ¢ (18] = 0

Jelikoz nezname hustoty pravdépodobnosti veli¢in y(¢) ani ¢(t) nelze stfedni hodnotu ohodnotit.
Samoziejmé muzeme stfedni hodnotu nahradit v tomto smyslu

N
E[f()] = (1/N) Y f(t)
t=1

a pak vlastné prejit na metodu nejmensich ¢tvercu.
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Nyni se vénujme typické formulaci problému feseného stochastickou aproximaci. Necht {e(t)}
je sekvence ndhodnych proménnych se stejnym rozlozenim. Daéle predpokladejme, ze je ddna
funkce Q(z, e(t)) proménnych e(t), = a hleddme Feseni rovnice

E[Q(x, e(t))] = f(z) =0,

kde E oznacuje stiedni hodnotu pies e(t). Regitel ilohy neznd rozlozeni e(t). Rovnéz presny tvar
funkce @ muze byt nezndmy. Avsak realizace Q(z,e) jsou pozoroviany nebo mohou byt néjak
zjistény pro vybrand . Reéeno jinymi slovy, uzivatel vybere = a dostane realizaci Q(z,e(t)).
Snadno se lze pfesvédcéit, ze problém nalezeni parametri regresniho modelu je specidlnim
piipadem této obecné tlohy. Staci, pokud zavedeme

=0
e(t) = [y(t), " (1)]"
Q(z,e(t) = o(t)[y(t) — ©" (1)O]

V tomto piipadeé e(t) je méfeno (nebo zndmo) a Q(x,e(t)) je zndma funkce x a e(t), ale rozlozent
e(t) je nezndmé. Vratme se vSak k obecné rovnici

E[Q(z,e(t))] = f(x) =0

Otazkou zustavd jak generovat posloupnost aproximativnich feseni xz(t) pro t = 1,2,...,
na zakladé pozorovanych realizaci Q(z(t),e(t)) tak, aby byla zajisténa konvergence k FeSeni.
Myslenkové jednoduchy a na provedeni zdlouhavy by byl nasledujici postup. Pouzit néjaké = a
provést velky pocet pozorovani, pak odhadnout stfedni hodnotu jako prumér. Timto bychom
ziskali odhad hodnoty f(z) pro jedno konkrétni x a postup opakovat pro jiné x tak dlouho, dokud
nenajdeme feSeni. Tato cesta je samoziejmé velmi neefektivni, protoze vlastné nesystematicky
prochazime mozné x. Efektivnéjsi postup navrhli Robbins a Monro ve formé nésledujiciho re-
kurzivniho feSeni

B(t) = (t — 1) + 7 (HQE(E — 1), e(t) (8.5.3)
kde {7v(t)} je sekvence redlnych ¢isel s nasledujicimi vlastnostmi

o0

Y(£) 20, D At) =00, > () <oo
t=1 t=1

Témto podminkdm vyhovuje napi. v(t) = 1/t. Bylo dokdzdno, ze &(t) bude konvergovat k
feseni rovnice za urcitych predpokladu. Typicky predpoklad je, ze {e(t)} je sekvence nezavislych
nahodnych vektorl, coz v nasi aplikaci na regresni model nemusi byt splnéno.

Vratme se opét k linedrni regresi (8.5.1). Algoritmus stochastické aproximace zalozeny na (8.5.3)
bude pro (8.5.1)

O(t) = Ot — 1) +7(D2(®) (y(t) - " (MOt — 1)) (8.5.4)

Tento algoritmus byl velmi oblibeny v oblasti adaptivniho zpracovani signalu.

Vratme se k puvodnimu minimaliza¢nimu problému (8.5.2). Obecné muzeme fici, Ze chceme
minimalizovat

rr;inV(x) pro V(z)= E[H(x,e(t))]
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Necht

d

~ V(@) = ()

a dale predpokladejme, ze gradient

_%H(x, e(t)) = Q" (w,e(t))

lze vyjadiit pro vybrané x. Pak feSeni minimaliza¢niho problému je pfevedeno na feSeni rovnice

~Lv@)" = f() = BIQ, e(t))]

ve které byla provedena zdmeéna operaci ustfednéni a derivace. Tedy nastaveni x je provadéno
ve sméru negativniho gradientu, a proto se nékdy pouziva pro algoritmy typu Robbins-Monro
oznaceni stochastické gradientni metody.

Stochastické gradientni metody lze chapat jako stochastickou analogii metody nejvétsiho spadu
»steepest descent“ pro numerickou minimalizaci deterministické funkce. Tato metoda pracuje
takto

0=(

4 T
2D = (& _ () <da;v(x)> -

kde v je vhodné vybrané kladné éislo a () oznacuje t-tou iteraci. Je dobfe zndmo, Ze tento
postup neni piilis uc¢inny, kdyz se iterace blizi minimu. Takzvané Newtonovy metody poskytuji
lepsi vysledky. V téchto metodach je smér postupu, zaporny gradient, nahrazen za

<j;V(x)> B <$V@)>T (8.5.5)

Pak iterac¢ni schema bude mit tvar

. t d2 -1 d T

Stochasticka varianta Newtonovy metody spoc¢iva v konstrukeci aproximace V"(:c) na zakladé
predchozich pozorovani. Oznaéime-li odhad druhé derivace V' dostaneme pfirozenou variantu
metody stochastického gradientu

#(t) = #(t = 1) + () (V'@ = 1. ¢)) - Qalt—1).e(t))

kde e! = [e(t),e(t — 1),...,e(1)]. Tato iterace je zdkladem stochastického Newtonova algoritmu.

Odvodme Newtonuv algoritmus pro regresni model, tedy pro (8.5.1). Nejprve zjistime, Ze pro
kvadratické kritérium je

Matici druhych derivaci lze urécit jako feSeni R z

Ele(t)" (t) = Rl = 0 (8.5.6)



Aplikaci Robbins-Monro postupu na (8.5.6) dostaneme

R(t) = R(t — 1) +7()(()¢” () = R(t — 1))

Odhad d*V(©)/dO? v case t je tedy R(t). Vyuzitim tohoto odhadu ziskdme stochasticky
Newtonuv algoritmus

O(t) = O(t — 1) + y(t) R (1) (t) (y(t) — ¥" (1)O(t — 1)) (8.5.7)

ktery je tzce svézan s metodou rekurzivnich nejmensich ¢tvercu. Pro v((t) = 1/t a oy = 1
dostaneme rekurzivni algoritmus nejmensich ¢tverca z podkapitoly 8.2.

8.6 Numerické oSetireni rekurzivnich algoritmu

Na zéavér této kapitoly si vSimnéme jednoho problému spojeného s realizaci vSech, v této
kapitole ptredstavenych, rekurzivnich algoritmu. Problém se tyka vypoctu matice P(t), ktera
je dana rozdilem dvou matic. Vlivem zaokrouhlovacich chyb a pfi delsim chodu rekurze muze
dojit ke ztraté pozitivni (semi-)definitnosti této matice, ktera je zédkladem pro stanoveni zisku
rekurzivnich algoritmi, a to ve svém dusledku obrati smeér hleddni extrému, diky Cemuz
algoritmus diverguje. Proto byly vyvinuty algoritmy, které toto nebezpeéi odstranuji. Princip
algoritmu bude predstaven na vypoctu matice P(t) (8.4.19) v rekurzivni verzi metody chyby
predikce pii uvazovani A = 1. Pro ostatni rekurzivni identifika¢ni metody je postup analogicky.

Prvni z moznost{ jsou odmocninové filtry, které se déli na tzv. UDUT filtry a SST filtry.
Prvni z nich rozklddaji matici P na soucin diagondlni D a trojihelnikovych matic U, U7,
tedy P = UDUT. Druhy zptisob spoéiva v rozkladu matice P = SST, kde na formu matice
nejsou v principu kladeny zadné predpoklady. Druhy zpusob rozkladu mé obdobné numerické
vlastnosti, avSak vede na jednodussi vysledny algoritmus. Proto zde bude pro ilustraci uveden
bez detailnfho odvozeni.

Definujeme matici S(t) takto

2

P(t) 2 ()87 (#) (8.6.1)

Hledejme ¢asovy vyvoj S(t) misto P(t). Piipomenme si zékladni rovnici pro vypocet P(t) pii
A=1

P(t) = P(t —1) = P(t = D))" (1) P(t — 1)/[1 + 9" () P(t — 1)y (t)]
Vypocet S(t) se pak sklddd z téchto vyslednych vztahu
F(t) = ST(t = Dp(t)

Bty =1+ fT(1)f(t)
a(t) = 1/[B(t) + V/B(1)]
K(t) =51 —=1)f(1)
S(t) = S(t—1) —at)K(t) [ (t)
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Zisk L(t) se vypocita z K(t)

L(t) = K(t)/5(t)
7 davodu uSetfeni numerickych operaci je pak vhodné vypocet parametru provést takto

O(t) = Ot — 1) + K(1)[e(t)/5(1)]

coz usetil n©® — 1 déleni, oproti vypoctu L(t) a ndslednému nasobeni s €(t).

Druhd moznost, jak se vypotrddat s moznou ztratou pozitivni semi-definitnosti matice P(t),
spociva v pouziti tzv. Josephovy formy pro vypocet matice P(t), kterou lze zapsat ve tvaru

P(t) = (I — L(t)YT (#))P(t — 1)(I — L(t)yT (¢))T + L(t)L7(t) (8.6.2)
kde I je jednotkova matice o rozmérech n©/n®© a zisk L(t) je dan rovnici (8.4.20), tedy vztahem
L(t) = P(t — 1)op(t) /(L + T (1) P(t — 1)y(1))

Jednoduchym vypoctem lze ovéfit, ze vztahy (8.6.2) a (8.4.19) jsou identické. Rozndsobenim a
dosazenim vztahu pro vypocet zisku L(t) do (8.6.2) lze psat

P(t) :P(t—1)—P(t_1)¢LT_LwTP(t_1)+L¢Tp(t_1)wLT+§£

a b [ d
=P(t—1)- 2P(t—1>¢2ﬁTP(t—1) 4 P(t—1)¢(¢TP(tE21)¢+1)wTP(t_1)
a+b C+d
= Pt—1)yypTP(t—-1) | P(t—1)ypypT P(t—1)
=P(t—1)—2 c + .
=P(t—1)— Pt — D) ()Pt — 1)/[L+ " () P(t — 1)(t)] (8.6.3)

kde ¢ = ¥(t), L= L(t) a ¢ = ¢(t) = (L + 9T ()Pt — 1)u(1)).

Ze vztahu (8.6.1) a (8.6.2) je jiz patrné, ze pii vypoctu matice P(t) nedochédzi k odectu dvou
matic a vysledna matice je tak zcela jisté pozitivné semi-definitni.

8.7 Shrnuti

Rekurzivni algoritmy identifikace jsou velmi vhodné pro nejriuznéjsi aplikace. V této kapitole
¢tvercu, rekurzivni metoda piidavné proménné, rekurzivni metoda chyby predikce, véetné apli-
kace na nékteré problémy. V zavéru kapitoly byla naznac¢ena metoda stochastické aproximace a
provedeno jedno z moznych numerickych oSetfeni rekurzivnich algoritmi.

Rekurzivni identifika¢ni metody jsou velmi zajimavé nejenom z hlediska identifikace, ale i pro
adaptivni systémy Fizeni ¢i zpracovani signdlu. Uved'me napt. alespoii tyto publikace [1], [4], [7],
[10], [11], [18], [20], [48]-[51], [56]. Postupy pro numerické oSetfeni algoritmu jsou uvedeny v [10],
[52], [54], [57]. Aplikaci rekurzivni identifikace v tloze detekce chyb v systému se zabyvé [53].
Algoritmy umoznujici sledovat proménlivé parametry reprezentuje napi. [55] a jsou uvedeny
rovnéz ve 2. dile skript.
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Kapitola 9

Identifikace nelinearnich systému

Ptedchozi kapitoly se vénovaly identifikaci linedrnich systému. OvSem v mnoha situacich je
chovéani systému nelinedrni a jeho popis modelem linedrnim je nedostateény, tj. linedrni mo-
del vede na velkou chybu predikce vystupu nelinedrniho systému. Znaénéd pozornost je proto
vénovana popisu (¢i modelovan{) nelinedrnich dynamickych systému.

Cilem této kapitoly je predstavit nékteré ze zakladnich konceptu a ideji identifikace parametri
nelinedrnich vstupné-vystupnich modela.

9.1 Nelinearni vstupné-vystupni model a formulace problému

Uvazujme nelinedrni systém, ktery je popsan nasledujici rovnici

y(®) = g0 (y(t = 1)yt = 2),.. ., y(t = na).
w(t—1),...,u(t —npp),
e(t — 1),...,6(75—71070);@0) +e(t) (9.1.1)

kde proménné y(t), u(t) a e(t) jsou definovany v souladu se zavedenym znacenim, tj. jako vystup,
vstup a porucha a funkce go(+; Op) je neznaméd, obecné nelinedrni, funkce zavisejici na mnoziné
neznamych parametri Og.

Protoze funkce go(+; ©) muze byt velmi slozitd funkce s nezndmou a mnohdy stézi zjistitelnou
strukturou, tak cil nelinedrni identifikace je nalézt model

y(t) = g(y(t = 1), y(t = 2),....y(t = no).
u(t—1),...,u(t —np),

et —1),...,e(t —ne); @) +e(t) (9.1.2)
dostateéné piesné! popisujici (aproximujici) chovéni systému (9.1.1), kde proménnou e(t)
muzeme chapat jako chybu predikce nebo chybu modelu. Na rozdil od linearni identifikace, kde
jsme vétsinou predpoklddali shodny popis systému (9.1.1) i modelu (9.1.2), zde tento piedpoklad
povétsinou neplati a funkce go(-;0) v (9.1.1) a g(-;0) v (9.1.2) nemusi bijt?> shodné. V ramci

'Pod pojmem ,dostateéné presny“ rozumime odhad napf. s miniméln{ varianci chyby predikce modelu v dané
struktufe.

2Pokud je opustén piedpoklad shodné struktury popisu systému a modelu, tak pojmy jako strannost a kon-
zistence odhadu postradaji svuj smysl.
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ulohy identifikace nelinearnich systému je tedy nutné se navic zabyvat i vhodnou volbou (¢i de-
finici) nelinedrni funkce modelu g(+; ©). To lze provést napf. na zakladé néjaké apriorni znalosti
¢i zkuSenosti ohledné systému a odhadu parametru © z dostupnych dat {y(t), u(t)}.

V nasledujici ¢asti se zamérime na dva zdkladni principy identifikace nelinedrnich systému, a to
na popis nelinedrniho chovani pomoci

e identifikace nelinedrniho modelu s linearni funkci odhadovanych parametra, kde budeme
uvazovat nasledujici t¥i piistupy:

— mnoziny linedrnich modeli,
— nelinedrniho rozsifeni t¥idy modelu ARMAX,

— neuronové sité a

e identifikace nelinedrniho modelu s nelinedrni funkci odhadovanych parametru.

9.2 Identifikace nelinearniho modelu s linearni funkci odhado-
vanych parametra

Zacnéme s predstavenim identifika¢nich metod, kde struktura systému (9.1.1), tj. nelinedrni
funkece go(+;©p), je neznamd. V této ¢asti predstavené identifikacni techniky jsou pak zalozeny
na takové volbé struktury modelu (9.1.2), kde odhadované parametry © vystupuji v linedrn{
formé vzhledem k dostupnym méfenim. Vyhoda tohoto piistupu spocivé v tom, Ze pro odhad
parametri nelinedrnitho modelu mizeme vyuzit znamé techniky z identifikace linedrnich systému
(napf. metodu nejmensich ¢tverci, piidavné proménné & chyby predikce).

9.2.1 Identifikace po ¢astech linearniho modelu

Tento piistup je zalozen na jednoduché myslence spocivajici v identifikaci mnoziny lok&alnich
linedrnich modelu, které aproximuji nelinedrni model v nékolika pracovnich bodech [70]. Hlavni
prednosti tohoto pFistupu je moznost vyuziti siroké palety identifika¢nich a #idicich algoritmu
pro linedrni modely (z oblasti identifika¢nich algoritmu lze zminit MNC, IVM, PEM predstavené
v predchézejicich kapitoldch). Na druhou stranu za nevyhodu lze povazovat nutnost uréeni poctu
pracovnich bodt, ve kterych bude provedena identifikace, jejich specifikaci a rovnéz i urceni
indikétort, které umozni spolehlivé piepinani® lokalnich linedrnich model@ pouzitych napf. pro
predikci nebo Fizeni vystupu systému.

9.2.2 Identifikace modelu ve struktufre NARMAX

Ptevazna ¢ast modelt uvazovanych v kapitolach 4 az 7 byla reprezentovana linedrnimi modely
ve struktuife ARMAX (napf. model (5.2.3)), kde vystup systému y(t) je linedrni kombinace
vystupii v piedchozich ¢asovych okamzicich {y(t — i)}74,, piedchozich vstupt {u(t — )}, a
poruch {e(t —i)}7,. Pro popis nelinedrnich systémi bylo v 80. letech minulého stolet{ navrzeno
rozsifeni struktury ARMAX zahrnujici i nelinedrni (typicky polynomidlni) funkce signélu
{y(t),u(t),e(t)}. Tato rozsitend tiida modelu je ¢asto oznacovana zkratkou NARMAX z an-

glického ndzvu ,nonlinear autoregressive moving average model with exogenous inputs“ [70, 71].

3Pfepinéni, nebo-li volba, modelu mize byt zaloZena napf. na definici pracovnich intervala vstupnich a
vystupnich signdlu (napf. intervaly pro méreni teploty) nebo na hodnotdch externiho signélu, ktery nemus{ piimo
vstupovat do modelu, ale systém néjakym zpusobem ovliviiuje (napi. tlak, vlhkost, roéni obdobf).
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Vzhledem k obecnému modelu (9.1.2), polynomidlni NARMAX model ma nésledujici strukturu
[70]

y(t) =00+ > Oii(t) + > Owi(t)ai () + DS > Otz (ag(t) + ...+ e(t)
=1

i=1 j=1 i=1 j=1 k=1
(9.2.3)
kde n = na + nb + nc, vektorova proménnd z(t) = [z1(t), z2(t), ..., 2, (t)]" je definovana jako
y(t_m)a 1§m§na
T (t) = S u(t — (m — na)), na+1<m<na+nb (9.2.4)

€(t —(m—na—nb)), na+nb+1<m<n

tj. x(t) zahrnuje minulé vstupné-vystupni signaly {y(t),u(t),e(t)} a vektor nezndmych para-
metru je ddn

O = [907 017 R 0717 9117 0127 s 7671717 01117 ) gnnrm o ]T (925)

Poznamenejme, Ze nejvyssi uvazovany stupen polynomu urcuje i stupen modelu. Jako priklad
polynomialniho modelu muzeme uvést napt. nasledujici NARMAX model druhého stupné

y(t) = 0 + 01y (t — 1) + Oou(t — 1) + 011 (y(t — 1))?
+ 012y(t — 1)u(t — 2) + E(t) -+ 9316(t - 1)6(t — 2) (926)

NARMAX model je tedy nelinedrni (konkrétné polynomidlni) funkei vstupné-vystupnich
proménnych, avsak je linedrni funkci vzhledem k parametrum ve vektoru ©. To jest, model
(9.2.6) lze zapsat v ndm jiz zndmé linedrni struktufe

y(t) =[1,y(t —1),u(t —1), (y(t — 1))2, y(t — Du(t —2),e(t — D)e(t — 2)]O + €(t) (9.2.7)

kde pro odhad vektoru parametri © = [0y, 01,00,011,012,031]7 mizeme pouzit difve
predstavenou metodu rozsifenych nejmensich ¢tvercl, metodu chyby predikce nebo i metodu
pridavné proménné (pro odhad nékterych nezndmych parametru).

Pro tuspésnou identifikaci je kliové rozumnd volba struktury modelu (podobné jako tomu bylo
u linedrnich modelu, kde volba struktury byla diskutovana v kapitole 5). Struktura modelu by
méla byt dostatecné bohatd, aby popsala chovani systému s dostate¢nou piesnosti. Zaroven by
struktura méla byt uspornd, aby identifikovany model nebyl zbytecné slozity. Slozity nebo prilis
jednoduchy model muze vést k velkym chybam. Volba struktury vychazi z apriorni znalosti o
systému a je Casto v rukach navrhére.

Pozndmka . Tiida NARMAX modelu rozsifuje nebo zobeciuje mnoho nelinedrnich model,
které byly v literatufe rozvijeny od konce 19. stoleti. Jako piiklad zde miizeme uvést Hammer-
steiniv, Wieneruv nebo Volterruv model [71]. Poznamenejme rovnéz, ze se statickymi modely
ve struktufe NARMAX jsme se jiz kratce setkali v ivodu kapitoly 4 a v kapitole 5.

Poznédmka . Specidlnim piipadem NARMAX modelu, je model NARX, kde porucha ovliviujici
vystup systému je uvazovéna jako bila (tj. NARX je nelinearni obdoba modelu ARX). NARX
model Ize tedy formalné zapsat jako model (9.2.3), kde n = na+nb a proménnd z(t) je definovana
jako

(9.2.8)



u(t)

aktivaéni funkce/
neurony

vahy

Obrazek 9.1: Tustrace struktury neuronové sité modelujici systém v tloze identifikace.

Pro odhad parametri NARX modelu je vhodna metoda nejmensich ¢tverci (v rekurzivni i
jednorazové podobeé).

9.2.3 Identifikace modelu ve formé neuronovych siti

Identifika¢ni metody zalozené na neuronovych sitich jsou intenzivné rozvijeny a aplikovany od
90. let minulého stoleti v mnoha oblastech zahrnujicich napf. zpracovani signalu, fizeni, roz-
pozndvani fe¢i nebo obrazku. Neuronové sité tak hraji dulezitou roli v systémech vyuzivajicich
umeélé inteligence.

Tim, ze neuronové sité byly rozvijeny v mnoha ruznorodych oblastech, je pouzivand terminologie
odlisnd od terminologie pouzivané v oblasti identifikace systému. Proto terminologie pouzitd
pro predstaveni neuronovych siti bude odlisna od terminologie v pfedchozich kapitolach téchto
skript. Na zavér vSak pouzivané terminy v neuronovych sitich a identifikaci sjednotime.

Neuronové sité, v anglicky psané literatufe oznacované pojmem ,neural networks“, jsou
pouzivany k aproximaci nelinedarnich funkci, popf. popisu chovéni nelinearniho systému, na
zdkladé méfenych dat. Za zdkladn{ strukturu neuronové sité je povazovana sit s jednou skrytou
vrstvou. V anglicky psané literatufe se lze setkat s pojmy ,single-hidden-layer network® nebo
wsingle-layer network® (SLN) [70]. Tato zakladni struktura je zalozena na nésledujicim matema-
tickém modelu

y(t) = wo + Z wii(z(t)) + €(t) (9.2.9)

kde proménnd x(t) obsahujici minulé vstupy a vystupy je definovdna vztahem (9.2.8), ¢;(-) je tzv.
aktivacni funkce (v anglicky psané literatufe oznacované jako ,activation function“), {w;}i", je
mnozina vah a m je pocet aktivaénich funkci tvofici jednotlivé neurony?. Pro lepsi piedstavu je
neuronova sit (9.2.9) zndzornéna na obrazku 9.1.

4Matematicky formulované neurony tvoiené nelinedrni funkei byly ve 50. letech minulého stoleti pouzity k po-
pisu chovén{ vazeb mezi biologickymi neurony a vstupnimi a vystupnimi signély [71].
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Aktivaéni funkce jsou voleny uzivatelem. V literatufe bylo navrzeno nékolik vhodnych ak-
tivacnich funkei [70, 71]. Mezi nejpouzivanéjsi muzeme zaradit nasledujici

e sigmoida popsand

1

N l14ePi

() (9.2.10)
kde p; = [pi1,Pi2; - - -, Dinl je vektor parametru aktiva¢ni funkce shodné dimenze jakou méa
vektor z, tj. dim(p;) = dim(z) = n, a kazdy element vektoru p; je kladny, tj. p; > 0, Vi,

e hyperbolickou tangencidlu popsanou

¢i(x) = tanh(p] z) = T T (9.2.11)

kde pro parametry plati p; ; > 0,V7,

e gaussovskou funkci popsanou

¢ilx) = e~ 3@ m)TET @) (9.2.12)

kde X; € R™*" je diagondln{ étvercovd matice s vektorem [021,0%,,...,02 |7 na diagondle

a u; € R™. Elementy matice ; a vektoru u; tvori vektor parametru p;.

Aby bylo mozné pro odhad nezndmych parametri modelu opét vyuzit linearnich estimacénich
algoritmu, musi uzivatel pii modelovani systému neuronovymi sitémi zvolit (nebo-li definovat)
aktiva¢ni funkci a m vektoru parametru p; pro ¢ = 1,2,...,m. Kazdad aktiva¢ni funkce v
(9.2.9) je definovéna jinym vektorem parametri, tj. ¢;(x(t)) = ¢i(x(t); p;). Pocet a typ neuront
a prislusné vektory parametru by mély byt voleny tak, aby vysledny model byl schopny
dostatecné presné popsat chovani systému (9.1.1) a obséhnout rozsah vstupnich a vystupnich
veli¢in. Jednd se tak o velmi dulezitou volbu nédvrhéfe. Tlustrace volby parametri neuronové
sité je ddna v nasledujici ¢ésti.

Cilem identifikace modelu ve formé neuronovych siti je nasledné nalézt odhad vah neuronové sité
{w; }1*; na zdkladé vstupnich a vystupnich dat a definovanych aktiva¢nich funkei. Tento proces
se oznacuje jako trénovdni meuronové sité nebo uceni (v anglicky psané literatute ,network
training“ nebo ,learning®).

Pokud se podivame na strukturu modelu (9.2.9), je patrné, ze se pii danych aktiva¢nich funkcich
jednd o linedrni strukturu, kterou muzeme opét zapsat ve formé linedarniho regresniho modelu
(4.1.1), tj.

y(t) =[1,01(2(1)), ..., dm(x(1))] © + €(t) (9.2.13)
T (t)
kde © = [wg, w1, ..., wy]. Pro trénovani neuronové sité, tj. pro odhad vah sumarizovanych ve

vektoru ©, tak muzeme pouzit ndm zndmou metodu nejmensich étvercu.

Pozndmka . Terminologie pouzivana v neuronovych sitich se odlisuje od té, ktera je pouzivana
v oblasti identifikace systému. Ale po pfedstaveni neuronovych siti miuzeme najit terminologické
ekvivalenty, tj. vdhy jsou nezndmé (hledané) parametry modelu, aktivaéni funkce jsou bazové
funkce a trénovani sité je vlastné proces odhadu parametrii. Poznamenejme, Ze neuronova sit
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s gaussovskou aktivaéni funkci je v anglicky psané literatufe oznacovana jako ,radial basis
function (RBF) network®.

Pozndmka . Jak jiz bylo zminéno, klicem k tuspéchu je vhodnd volba aktivaénich funkci a
parametru neuronové sité. Pokud nemdme zddnou apriorni informaci, kterd by umoZznila
rozumnou volbu parametri, muzeme tyto parametry odhadovat spoletné s vahami. V tomto
pripadé se uz ale jednd o nelinearni optimaliza¢ni lohu a musime pouzit nelinearni estiméator.
Pro sité, kde se odhaduji jak vahy, tak i parametry plati, Ze je nutné pouzit nelinearni trénovaci
algoritmy [70, 71]. Ty jsou casto zalozeny na nelinedrnich metodach pro odhad stavu a jsou
diskutovany a ilustrovany v nésledujicim dile skript vénovaném odhadu stavu.

Poznédmka . Neuronové sit muze mit vice vrstev (tirovn{) neuront. Takovéto sit se oznacuje
jako neuronovd sit s vice vrstvami (v anglicky psané literatufe ozna¢ovand pojmem multi-layer
neural network) [70, 71]. Mnozstvi vrstev je obecné svazano s nelinearitou systému.

Pozndmka . Vsimnéme si, ze¢ NARX model je vlastné vazeny soucet polynomidlnich funkei
minulych vstupii a vystupt systému, kdezto neuronové sit je vaZeny soucet aktivaénich funkei
minulych vstupu a vystupu. Aktivaéni funkce mohou byt jak polynomidlni, tak i exponencidlni,
nebo jejich kombinace.

Poznamka . V literatuie se lze setkat i s pojmem ,,wavelet network“. Zde se jedna v podstaté o
neuronovou sit se specidln{ volbou aktiva¢nich funkef [70].

9.2.4 Ilustrace nelinearnich identifikaénich metod

Zavérem sekce vénované identifikaci nelinedrnich systému se budeme vénovat ilustraci pouziti
predstavenych identifikaénich metod. Uvazujme nésledujici nelinedrni systém generujici data

S:y(t+1)=0.5+0.1y(t) +u(t) — 0.2y(¢t)u(t) + 0.8sin(y(t)) + e(t),t =0,1,...,7 (9.2.14)

kde vstupni signal u(t) je bily gaussovsky proces s nulovou stfedni hodnotou a jednotkovou
varianci, tj.

u(t) ~ N{u(t); 0,1}, vt (9.2.15)
a porucha e(t) ~ N{u(t); 0,02}, Vt, je taktéz bily proces s a2 = 0.01.
Cilem je na zdkladé méfenych vstupné-vystupnich dat {y(t),u(t)} najit model (tj. strukturu i
parametry) systému. V tomto piikladu jsou uvazovany tii modely:
i) ARX model prvniho fadu (5.2.12) s na = 1 a nb = 1 zapsany v linedrni regresni struktufe
Marx ¢ y(t+1) = [1,y(t), u(t)|Oarx + €(t) (9.2.16)

kde hledany vektor parametrii je ©arx = [0o, 01, 02]7 a €(t) je chyba modelu (& predikce),
ktera je identifika¢ni metodou minimalizovana.

ii) NARX model prvniho fadu a tfettho stupné (9.2.3) s (9.2.8), na = 1 a nb = 1 zapsany
v linearni regresni struktufe

Myarx = y(t+1) = [Ly(), ult), (y(1)*, (w(®), y@)u(t), (y(t))°, (u(t))?,...,
(y(8))*u(t), y(t)(u(t))’]ONaRx + €() (9.2.17)

kde hledany vektor parametrii je Oxarx = [0o, . .. ,09]" .
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Obrazek 9.2: Histogram vstupniho a vystupniho signalu pres vSechny ¢asové okamziky pro
systém S (9.2.14).

iii) Model ve formé neuronové sité (9.2.9) zapsany v linedrni regresni struktufe

Mync:y(t+1) = [1,¢1(y(1), u(t)), da(y(t), u(t)), - - - dm(y(t), u(t))|Onn + €(t)  (9.2.18)

kde m = 221, hledany vektor parametrii je Oxn = [0p,...,0201]" a aktivaéni funkce je

zvolena jako Gaussova funkce (9.2.12)
bi(y(t),u(t)) = (e—%(y(t)—ui,l)g/ail> (e—%(u(t)—ui,z)Q/aiQ) (9.2.19)

tj. s uzivatelem volenymi parametry p; = {1, Uzl,ui,g, 022}, kde parametry um,aﬁl jsou
vytazeny k vystupnimu signalu y(t) a parametry f; 2, O’Z o jsou vztazeny k vstupnimu signéalu

u(t).

Uvazujme, ze mame k dispozici 7 = 10° méfenych dat. Pro ilustraci jsou ukazany histogramy
vstupniho a vystupniho signalu pies vsechny Casové okamziky na obriazku 9.2. Odhadu para-
metru ARX a NARX modelu jiz nestoji nic v cesté, mame definovanou strukturu modelt (9.2.16),
(9.2.17) a mame k dispozici méfend data. Snadno tedy uréime soustavu 7 linedrnich rovnic a
odhadneme vektor hledanych parametru ©agrx a Onxarx metodou nejmensich ¢tvercu. Avsak
pro odhad parametri ©ny modelu ve formé neuronovych siti jesté musime specifikovat mnoziny
parametru p;, Vi, pro vsechny aktiva¢ni funkce. K tomu ndm dopomuzou histogramy vstupniho
a vystupniho signdlu. Z nich lze vy¢ist, ze vstupni signal je zhruba v rozmezi u(t) € (—3,3)
a vystupni signdl v rozmezi y(t) € (—4,4). Proto zvolme nésledujici hodnoty parametru ak-
tiva¢nich funkei, které pokryvaji definiéni obor obou signalu (pfi pouziti notace programového
prosttedi MATLAB®):

i) pig1 € {—4:0.5:4}, tj. 17 hodnot pro pokryti rozsahu signalu y(t),

ii) pi2 € {—3:0.5:3}, tj. 13 hodnot pro pokryti rozsahu signalu wu(t),
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ARX | NARX | NN
MSE | 0.116 | 0.0145 | 0.0138

Tabulka 9.1: St¥edni kvadratickd chyba modelt v nelinearni identifikaci pro systém (9.2.14).

coz vede na celkem m = 17 x 13 = 221 unikdtnich vektoru parametria p;, a tim i na m
unikétnich aktiva¢énich funkei ¢;(y(t), u(t)) definovanych v (9.2.18). Timto méme rovnéz plné
specifikovanou strukturu modelu s neuronovymi sitémi a metodou nejmensich Gtvercu jiz lze
snadno odhadnout vektor parametru Ony. VSimnéme si, ze variance gaussovské funkce o; je
zvolena jako krok mifizky pro umisténi stfednich hodnot wu;. Duvodem této volby je to, ze
gaussovskd funkce nabyva vyznamnych hodnot na intervalu (u; — oy, ; + o), a tim je tedy
i zajisténo pokryti defini¢niho oboru signédla gaussovskou funkei mezi definovanymi body miizky.

Pro porovnani a ohodnoceni kvality identifikovanych modeli Marx, Mnarx a Myn muzeme
(pro jednu naméfenou trajektorii) pouzit stfedni kvadratickou chybu predikce vystupu defino-
vanou jako
1 . ~ A 2 1 u ~ AN 2
MSE = —% (y(t) = (tlt = 1,0))" = — > (i(tlt — 1,6)) (9.2.20)

i=1 i=1

kde y(t) je skuteény vystup systému S (9.2.14), g(t|t — 1;©) je jednokrokové predikce vystupu
systému spoctend na zakladé uvazovanych modelu (napf. model Marx (9.2.16)), kde namisto
parametri © arx byly pouzity identifikované parametry metodou nejmensich ¢tvercu Oarx, 2
g(tlt —1; é) =y(t) —g(t|t —1; @) je chyba predikce. Vysledky jsou shrnuty v tabulce 9.1. Z nich
je patrné, ze nejméné kvalitni odhad poskytuje ARX model. Tato skute¢nost je pochopitelna,
protoze ARX model je model linedrni a snazime se popsat chovani nelinedrniho systému.
Vyrazné lépe popisuji systém nelinearni modely NARX a NN. Zde je stfedni kvadraticka chyba
odhadu blizka varianci chyby méfeni o2 = 0.01, tj. oba modely poskytuji téméf optiméalni
predikci. Model NN je v tomto ohledu o néco kvalitngjsi, avSsak obsahuje daleko vétsi pocet
neznamych parametru a také vyzaduje vétsi interakci s ndvrharem kvuli specifikaci parametra
aktivacnich funkci.

Pro tplnost jesté vykreslime funkéni hodnotu vystupu systému y(t+1) v zdvislosti na hodnotach
y(t) € (—2,2) au(t) € (—2,2) bez uvazovani sumu e(t). To samé vykreslime i pro modely ARX,
NARX a NN, kde vektory parametru jsou odhadnuty z dat. Idedlné bychom chtéli, aby modely
co nejpresnéji popisovaly systém. Prubéhy jsou vykresleny na obrazku 9.3. Chyba modelu oproti
systému je pak vykreslena na obrazku 9.4.

Z obrazkt Ize vy¢ist, ze modely NARX i NN poskytuji kvalitni aproximaci systému, avsak chyba
kazdého modelu ma jiny charakter. Kvalitni aproximace je vSak v oblasti, kde byl dostate¢ny
pocet trénovacich dat (méfeni). Pro zvétsujici se obor hodnot pro y(t) a u(t) se kvalita apro-
ximace zhorsuje (zejména na okrajich oboru hodnot) v dusledku mensiho poétu trénovacich
dat (z histogramu 9.2 lze vidét, ze na okrajich uvazovanych oboru hodnot je malé mnozstvi
dostupnych dat). Zhorsujici se kvalita aproximace pro vétsi obor hodnot y(t) € (—4,4) a
u(t) € (—4,4) je ilustrovana na obrézku 9.5. Vsimneéme si tedy, ze identifikované modely maji
lokdlni platnost, kterd vychézi z pouzitych experimentédlnich (trénovacich) dat. Pro vstupni
signdl v jiném rozsahu bychom dostali jiné modely.

110



System
ARX model

=

—

= .

= eI

b .¢‘0¢"“""‘ 2

<0 :'%::‘:&:“::-:3:::3-:3‘:-“:»’3:3':"3‘:"‘:’:':":"“

<SS ‘c’.":‘“‘o0“.:’.‘““““‘:“.““"““""“‘“‘
2% ,,"‘,.,.,:.::.‘.;.::..::.,.:‘;:.:,-:-::'::»::"-
TS = =
CSSTISSS, SSETRes: ‘::‘:‘.:::““

2o
et et
RIS
e ety
“.“‘

NARX model
NN model

=
=
~ o0
-
£
= = >
. e
> SRR
R
p

’ /. 7 ] ]0 2 ] . 9 2 ] 1
( )

111



ARX model

S aeese

AR SOSSS,

TRt
AR EoT 0SS,
R

A

S

e

NARX model NN model

02 05
— 01 ~ 04
nd =
= =
\ e
+ + Rttty
= - B SesRaany
R
\\'lll"l AL SRS
o vy
2 N\ttt 2 L0
SN\ rs ‘\\\\‘
NN\ P ‘ P
< ) 1
0 = \\\“
u(t) 2 2 y(t) ult) 2 2

Obrazek 9.4: Chyba vystupu modelu 3(t + 1|t) v zavislosti na y(t) a u(t) pro (9.2.14).
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9.3 Identifikace nelinearniho modelu se znamou nelinearni
funkci odhadovanych parametriu

Doposud jsme v této kapitole uvazovali situaci, kdy struktura ani parametry systému (9.1.1)
nejsou znamy. Pak predstaveny pfistup k identifikaci byl zalozen na vhodné volbé struktury
modelu (napt. NARMAX (9.2.3) ¢i neuronové sité (9.2.9)), kterd je typicky nelinedrni vzhledem
k méfenym veli¢indm, ale linedrni vzhledem k parametrum. V dusledku tak pro odhad parametra
nelinedrnich modeli vyuzivame zndmé techniky z oblasti identifikace linearnich systému.

Muze v8ak nastat situace, kdy struktura systému, tj. funkce go(-;©g), je znama a nelinedrni
vzhledem k hledanym parametrum ©g. Jednim z piikladu takového systému, je navigaéni systém
pro urceni polohy objektu na zakladé satelitnich méteni (tzv. pseudo-vzdélenosti mezi objektem a
danym satelitem) [62], [63], kde struktura plyne z fyzikalni podstaty funkce naviga¢niho systému.
Zjednoduseny model méfené pseudo-vzdalenosti mezi objektem a satelitem muzeme napsat ve
formé

y(t) = \/(px(t) —01)2 4 (py(t) — 02)% + (p=(t) — 03)2 + €(t) (9.3.21)

kde p(t) = [pz(t),py(t),p-(t)]T je 2ndmd poloha satelitu® a © = [0y, 02,03]> je hledand poloha
objektu v kartézskych souradnicich, kterd je pro jednoduchost uvazovana konstantni. Model je
tedy nelinedrni k hledanym parametru a muzeme ho pro jednoduchost formélné zapsat jako

y(t) = g(p(t); ©) + €(t) (9.3.22)

Zduraznéme, ze model (9.3.22) nelze zapsat ve formé linedrniho regresniho modelu (4.1.1) jako
tomu bylo v pfipadé NARMAX modelu ¢i neuronovych siti.

Mozné feseni identifikace nelinedrné svdzanych parametri © modelu (9.3.22) spo¢iva v lineari-
zaci nelinedrni funkce g(p(t); ©) v okoli jednoho & vice uzivatelem zvolenych lineariza¢nich bodu
Opn napf. pomoci Taylorova rozvoje prvniho fadu [62]. Vyuziti Taylorova rozvoje nelinedrni
funkce g(p(t); ©) umozni zapsat model (9.3.22) ve formeé

y(t) = OLN + G(p(t); OLIN) (© — OLIN) + €(2) (9.3.23)

kde G(Opn) = G(p(t); OLin) = %W\@:@LIN je zndmy Jacobidn (tj. matice prvnich derivaci)
nelinedrni funkce g(p; ©) vyhodnoceny v lineariza¢nim bodé OpN. Protoze linerizaéni bod je
znamy lze prepsat (9.3.23) do formy

(y(t) — OLN) + G(OLIN)OLIN = G(OLIN)O + €(t) (9.3.24)

kterd je jiz linedrni vzhledem k hledanym parametrim © a pro odhad parametri muzeme
pouzit identifika¢ni techniky z oblasti linedrnich systémt, jakou je napf. metoda nejmensich
¢tvercu.

Pozndmka . Tayloruv rozvoj je jen jednou z mnoha technik linearizace nelinedrni funkce.
Mezi jinymi muzeme napi. zminit Stirlingovu interpolaci nebo statistickou linearizaci. Po-
znamenejme, ze ruznym technikam linearizace je vénovana obsahld diskuze v druhém dile skript.

Pozndmka . Pfi identifikaci linearizovanych modelu je nutné vzit v potaz vliv lineariza¢ni chyby.
Neékdy linearizacéni chyba muze byt zanedbatelnd (napf. vzhledem k chybé méteni), jindy muze

5Index t nemus{ v piipadé satelitni navigace nutné znamenat ¢asovy index méfeni, ale mize byt chépén i jako
index satelitu.
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byt natolik vyznamnad, ze muze vyraznym zpusobem ovlivnit kvalitu vyslednych odhad.

Pozndmka . Jinou moznosti je ignorovat znalost o struktufe systému, tj. o funkei g(-; ©) a pouzit
néjaky obecny nelinedrni regresni model, jakym je napi. neuronova sit. V tomto pifpadé vsak
muzeme o¢ekdvat model s vétsi chybou predikce vystupu.

9.4 Shrnuti a zhodnoceni vysledkia

V této kapitole jsme se seznamili s modelovanim a identifikaci parametri nelinedrniho systému.
Pozornost byla upfena zejména na popis systému modelem ve struktufe NARMAX, modelem
ve formé neuronovych siti a modelem s nelinearni funkci hledanych parametru. Identifikace
nelinedrnich systémi je velmi aktudlni a aktivné rozvijené téma s aplikacemi napti¢ téméf vsemi
obory lidského snazeni. Pro dalsi studium identifikace nelinedrnich systémi 1ze doporucit knihy
[15], [62], [70]-[73], kde kromé detailniho rozboru identifika¢nich metod lze najit i dalsi typy
umoznujici vhodnou volbu struktury modelu. Poznamenejme také, ze metody pro identifikaci
nelinedrnich systému jsou implementovany v mnoha programovych baliccich, které jsou volné
dostupné.

115



Kapitola 10

Identifikace parametru linearnich
stavovych modelu

V predchazejicich kapitolach jsme se soustiedili zejména na identifikaci vstupné-vystupnich mo-
deli. Moderni algoritmy pro automatické fizeni, detekci poruch a predikci vystupu systému jsou
vSak mnohdy zaloZeny na popisu systému stavovym modelem. Stavovy model lze chapat jako
alternativu k modelu vstupné-vystupnimu, kterd umozni popsat systém a jeho vnitini strukturu
detailnéji. Stavovy model, ¢i jeho struktura, tak ¢asto vychazi z matematicko-fyzikalntho mode-
lovani uvazovaného systému. Jako piiklad zde muzeme uvést kinematicky model pohybu télesa
[63].

Cilem této kapitoly je predstavit zakladni koncepty a ideje metod pro identifikaci parametra
stavovych modelu.

10.1 Stavovy model a formulace problému
Casové invariatni stavovy model je dén nésledujicimi rovnicemi

Trr1 = Fop + Gui, + wg, (10.1.1)
2z, = Hxp + Jug + v (10.1.2)

kde
o 1, € R™ je nezndmy stav systému dimenze n,,
e u; € R™ je znamy vstup dimenze n,,,
o 2z € R™ je dostupné méfeni dimenze n.,,
o wy € R™ je neznamy stavovy Sum dimenze ng,
e v € R™ je neznamy Sum v rovnici méfeni dimenze n,,

o Fl e RWwXne (G ¢ R=*™ H ¢ R"*" g J € R"™*™ jsou matice modelu (jmenovité
matice dynamiky, vstupni matice, vystupni matice a matice pfimého pusobeni vstupu na
vystup),

e k=0,1,2,...,7 znadi ¢asovy okamzik.
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Rovnice (10.1.1) popisuje (modeluje) vyvoj nezndmého stavu v case a nazyva se stavovd rovnice.
Rovnice (10.1.2) popisuje vztah mezi nezndmym stavem a dostupnym méfenim a nazyvé se
rovnice mérent.

Obecnym cilem tlohy odhadu parametri stavového modelu je nalézt nejen odhad matic
F, G, H a J, ale i dimenzi stavového vektoru n, statistickym zpracovanim dostupnych
vstupné-vystupnich dat u™ = [ug, u1,...,urs] a 27 = |20, 21, ..., 27].

Pozndmka . Detailni informace a piiklady stavového modelu 1ze nalézt ve druhém dile skript,
ktery je vénovan estima¢nim a identifikacnim metodam zaloZzenych na stavovém modelu.
V druhém dile skript jsou tak rovnéz uvedeny i postupy k pfevodu stavového modelu na vstupné-
vystupni a naopak. Zatimco pievod stavového modelu na vstupné-vystupni je jednoznacny,
prechod ze vstupné-vystupniho modelu vede na nekoneéné mnoho modela stavovych. Proto,
parametry stavového modelu nemusi byt vzdy fyzikalné interpretovatelné.

10.2 Prima identifikace: Metoda podprostori

Rozvoj identifikacni metody podprostori, v anglicky psané literatufe oznacované jako ,subspace
identification“, zacal v devadesatych letech minulého stoleti. Tyto metody umoznuji odhad pa-
rametru stavového modelu na zakladé vypoctu fadkovych & sloupcovych podprostoru vhodné
strukturovanych matic obsahujicich dostupné vstupné-vystupni data [61], [65].

V literatufe lze najit nékolik pristupti k ndavrhu této identifikaéni metody, které se v podstaté
1isi volbou hledanych podprostoru [66]. V této kapitole se budeme vénovat metodé v literatuie
oznacované zkratkou MOESP (pochéazejici z anglického oznaceni metody ,,multivariable output-
error state space“) [61]. Metodu predstavime ve tfech krocich, nejprve pro odhad parametru
deterministického autonomniho stavového modelu, pak metodu rozsiifime o moznost uvazovani
vstupniho signalu a nakonec predstavime identifika¢ni metodu pfi explicitnim uvazovani poruch
(tj. pfi uvazovani stochastického stavového modelu).

10.2.1 Autonomni deterministicky model: Ilustrace zakladniho konceptu a
ideji

Pro ilustraci zdkladniho konceptu identifikaéni metody podprostori uvazujme nejprve determi-

nisticky autonomni model druhého fddu popsany modelem

Th+1 = Fa;k (10.2.3)
2k = H.Q?k (10.2.4)

kde n, = 2, n, = 1. Predpoklddejme dale, ze systém je pozorovatelny, tj. (rozsifend) matice
pozorovatelnosti

H
HF

0,—= | HF? (10.2.5)

HF(sfl)

mé plnou hodnost, tj. rank(Os) = ng, a s > n,. Znaceni hodnosti matice vychazi z pojmu
y,<rank® pouzivaného v anglicky psané literatufte.
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Identifika¢ni metody podprostoru jsou zalozeny na vypoétu podprostoru (Ffadkového ¢ sloup-
cového) matic v tzv. Hankelové struktufe! konstruovanych z dostupnych dat. Uvazujme 7 = 4
dostupnych métreni {zk}izo a zvolme parametr s = 3. Pak Hankelova matice vystupu muze byt
definovéana jako

205 %1, %2
Z = 21,22, %23 (10.2.6)

22,73, %4

Hankelovu matici 1ze, vzhledem k popisu systému (10.2.3), (10.2.4), zapsat pomoci matice po-
zorovatelnosti (10.2.5) nésledujicim zpusobem

Z =0,X (10.2.7)
kde rozsifena matice stavu X je dana

X = [.’L'(), T, x2]
= [z, Fg, F?xq) (10.2.8)

Klicova myslenka umoznujici ndvrh identifika¢ni metody je zaloZena na skutecnosti, ze Hankelova
matice vystupu Z mé hodnost shodnou s dimenzi stavu, tj.

rank(Z) = ny (10.2.9)

Dukaz vztahu (10.2.9) vychézi ze Sylvestrova kriteria a je dan nize. Pak lze, bez dopadu na hod-
nost, vybrat z matic Z a X pouze n, sloupcu. Vzhledem k uvazovanému piikladu muzeme tedy
vybrat napt. prvni dva sloupce a psat (pfi pouziti notace programového prostiedi MATLAB®))

Z(:,1:2) =0:X(:,1:2) (10.2.10)
20, 21 O (1 1),05(1,2) X(l 1) X(l 2)
21,29 | = |04(2,1),04(2,2) [ ’ (10.2.11)
22,23 @ (3 1)708(3’ ) |:X(2’1)’X(272):|

kde znaceni Og(i,j) znamend prvek matice O, v i-té fadce a j-tém sloupci a O(:, j) znamena
j-ty sloupec matice Oy, tj. Os(:,5) = [0s(1, ), 0s(2, 5), Os(3, 5)]*. Tedy, ¢tvercovou matici X (1 :
2,1 : 2) lze zapsat jako X = [zo,z1] = [X(:,1), X(:,2)]. Rozndsobenim pravé strany (10.2.11)
ziskame nésledujici dulezity vztah

Z(:,1:2) = [0s(, )X (1, 1) + O04(:,2) X (2, 1), 05(:, DX (1,2) + Oy (1, 2)X(2,2)]  (10.2.12)

ktery fik4, ze sloupce matice vystupu Z jsou linearni kombinaci sloupcti matice pozorovatelnosti
Os. To znamend, ze matice Os a Z(:,1 : 2) maji shodny sloupcovy podprostor, tj. matice jsou
shodné az na transformaé¢ni matici danou X. Sloupcovy podprostor je v anglicky psané literatufe
oznacovan pojmem ,range“ a tedy lze psat

range(Z(:,1:2)) = range(Os) (10.2.13)

Vsimnéme si rovnéz, ze matice X je determinovana pocateéni podminkou systému xy a ma plnou
hodnost n,.

Vztahy (10.2.10) a (10.2.13) jsou zdsadnimi vztahy, ze kterych vychazi cely koncept identi-
fikaéni metody podprostorti. Vénujme se jim proto podrobnéji. Matice vystupu Z na levé strané

'Pro prvky Hankelovy matice Z plati Z(i,§) = Z(i+k,j — k) proi < jak=0,1,...,j —i.
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(10.2.10) je znamd, protoze je tvorena dostupnymi méfenimi. Naproti tomu matice pozorovatel-
nosti O a matice stavu X tvofici pravou stranu rovnice jsou nezndmé, jelikoz zévisi na hledanych
maticich popisu systému F, H a neznamém pocatecnim stavu.

Avsak ze vztahu (10.2.13) vime, Ze matice Og a Z(:,1 : 2) maji stejny sloupcovy podprostor a
ten jsme schopni snadno urcit singularnim rozkladem znamé matice Z. Singularni rozklad v re-
dukované formé, v anglicky psané literatuie ozna¢ovany pojmem ,singular value decomposition*
(SVD), matice Z(:,1: 2) vede na

Z(:,1:2)=USV7T (10.2.14)

kde U € R¥*" = R3*2 je ortonormaln{ matice vlastnich (b4zovych) vektort reprezentujici
sloupcovy podprostor matice, V € R™*$ = R?*3 je ortonormélni matice vlastnich (bazovych)
vektorti reprezentujici fadkovy podprostor matice a S € R™*" = R?*2 je diagondlni matice
singuldrnich ¢isel. Dle (10.2.13) maji matice Z(:,1: 2) a Oy stejny sloupcovy podprostor a tedy
lze, vzhledem k (10.2.10), psat

U= 0,T (10.2.15)

kde T je nezndmd regularni transformac¢ni matice. Vztah (10.2.15) pro matici U lze dale upravit
jako

H HT HT Hyp
U=|HF |T=|HFT| = HTT-'FT = |HrPr (10.2.16)
HF? HF?T HTT 'FTTFT HrF?
kde matice
Fr=T7'FT (10.2.17)
Hr=HT (10.2.18)

jsou transformované matice popisu systému (10.2.3), (10.2.4).

Ortogondlni matice U, ktera je zndmd, je tak funkci transformovanych matic popisu systému Frp
a Hp. Transformované matice 1ze proto uréit, s prihlédnutim k (10.2.16), nasledujicim zptusobem:

(1) transformovand matice méreni Hrp je, vzhledem k dimenzi méfeni n, = 1, pfimo ddna prvni
fadkou matice U, tj.

Hp =U(1,:) (10.2.19)

(2) transformovand matice dynamiky Fr je, vzhledem ke splnéné podmince s > n, a rovnici
(10.2.16), ddna fesenim nasledujici rovnice

Hr  [HyPr
|:HTFT:| Fr= [HTF%} (10.2.20)
Ul:2,:)Pr=U(2:3,:) (10.2.21)

Tedy, matici dynamiky spoc¢teme v nasem piipadé jako

Fr=U@:2,:)"'U(2:3,:) (10.2.22)
Zaméime se na vztahy (10.2.7), (10.2.8), (10.2.14) a (10.2.15). Vztahy fikaji, ze
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e zndmd matice vystupu Z je funkci nezndmé matice pozorovatelnosti Oy a neznamé matice
stavu X,

e ortogondlni matice U je funkci znamé matice vystupu stavu Z, a tudiz je zndmd,

e ortogondlni matice U je funkci neznamé matice pozorovatelnosti Os; a neznamé trans-
formaé¢ni matice 7T'.

V dusledku muzeme Fici, ze transformacéni matice T je funkei matice stavu X (tedy i nezndmé
pocatecni podminky systému ) a je nezndma. Nelze proto ziskat puvodni stavovou reprezentaci
(10.2.3), (10.2.4) danou maticemi F' a H. Av§ak, obé reprezentace, tj. F, H a Fp, Hy, vedou na
stejny vstupné-vystupni model a obé matice dynamiky maji tedy shodna vlastni ¢isla.

Definice 9.1.1 Sylvesterovo pravidlo (zjednodusené) [61]: Uvazujme dvé matice A € R™*™ a
B € R"P kde n < p a n < m, majici plnou hodnost n. Pak Sylvesterovo pravidlo #ké, ze

rank(AB) =n (10.2.23)

Definice 9.1.2 Zakladni podprostory matice [61]: Uvazujme matici A € R™*" ktera reprezentuje
linearni transformaci z n-dimenzionalniho prostoru do prostoru m-dimenzionédlniho. Pak existuji
Ctyti zékladni podprostory této matice, a to

e sloupcovy podprostor matice definovany

range(A) = {y € R"|y = Az,Vz € R"} (10.2.24)

e iFadkovy podprostor matice definovany
range(AT) = {z € R"|z = ATy, vy € R™} (10.2.25)
e jadro matice, v anglicky psané literature oznacované jako ,kernel, null space”, definované
ker(A) = {x € R"|Az = 0,Vzx € R"} (10.2.26)
e levé jadro matice, v anglicky psané literatufe oznacované jako ,cokernel, left null space”,

definované

ker(AT) = {y e R™|ATy = 0,Vz € R"} (10.2.27)

Definice 9.1.3 Singuldrni rozklad [61, 67]: Kazdou matici A € R"™*™ s hodnoti rank(A) = r lze
nasledujicim zptusobem dekomponovat

A=USVT (10.2.28)

kde matice U € R™*™ a V € R™ " jsou ortonormélni matice, tj. UUT =T a VV7T = I, a matice
S € R™*" je diagonédlni matice s nezdpornymi redlnymi ¢isly na diagonédle, pro které plati

012092 ...20p,>0p41=...= Omin(m,n) = 0 (10.2.29)

Cisla {oi};_, oznacujeme jako singularni ¢isla, sloupce matice U jako levé singuldrni vektory a
sloupce matice V' (tj. fddky matice V') jako pravé singuldrni vektory. Sloupce matice U tak
muzou byt chdpény jako vlastni vektory matice AAT a sloupce matice V jako vlastni vektory
matice AT A.
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Pokud pro hodnost matice A oznac¢enou proménou 7 plati »r < m a r < n, pak singularni
dekompozice vede na specidlni formu

S, o] [ vl
a- b vl [§ Y8

(n—r)

} =U,S,. VI (10.2.30)

kde Uy, € R™", Upyyyy € R0 G e RMXT V€ R a Vi, € R™(7) Trojice matic
U, Sy, V; je oznacovana jako singularni rozklad matice v redukované formé.

Pozndmka . Singularni dekompozice, ¢i rozklad, je numericky dobie podminénd faktorizace, kterd
je dostupné v mnoha statistickych programech, jakym je napi. MATLAB®). Dekompozice je
obvykle dostupnd jak v plné tak i redukované formé, viz funkce svd.

10.2.2 Autonomni deterministicky model: Obecnad metoda MOESP

Uvazujme obecny autonomni stavovy model (10.2.3), (10.2.4) bez omezeni na dimenzi stavu a
méieni. Definujme rovnéz dva parametry s a N, které definuji rozmér Hankelovy matice vystupu

20 /4 ZN—-1
z1 Z9 e ZN
ZosN=1| . . . . (10.2.31)
Zs—1 Rs --- ZN+s-2
a které splinuji nasledujici nerovnosti
5> Ny (10.2.32)
N >s (10.2.33)
Pak lze, podobné jako tomu bylo v pfipadé (10.2.7), psét
Zo,s,N = OsXo,N (10.2.34)
kde
_ 2 N-1
Xo,n = [wo, Fxo, Fwo, ..., F o (10.2.35)

Na zékladé vztahu (10.2.34) lze za urcitych mirnych podminek ukézat, ze matice Zy s v & Os Xo
maji stejné sloupcové podprostory, tedy

range(Zos n) = range(OsXo n) (10.2.36)

To znamena, ze sloupcovy podprostor Hankelovy matice je shodny se sloupcovym podprostorem
matice pozorovatelnosti Oy a tedy lze psat

Hy
HrFrp
UTL = OST — .

x

(10.2.37)
HypFs™!

kde T € R™ X" je neznamé transformaéni matice obecné neznamé dimenze n,, Fr = T FT,
Hpr = HT a U,, € R*=*"= je matice levych singularnich vektorti spoctena nasledujici reduko-
vanou singularni dekompozici

Zos.N = Un,Sn, Vi, (10.2.38)

Nz V' ng

Majice spoctenou matici levych singularnich vektortu U, , transformované matice systému Fr,
Hp mohou byt dle (10.2.37) urcéeny néasledovné:
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(1) matice méfeni Hr = U, (1 : ns,:),

(2) matice dynamiky Fp = (Up, (1: (s — 1)1z, ) Up, (nz 4+ 1 : snz,2).

10.2.3 Deterministicky model
Prejdéme nyni k deterministickému stavovému modelu s uvazovanim vstupu ve formé

Tp41 = Fop + Guyg (10.2.39)
2z = Hxp + Jug (10.2.40)
Podobné jako v piipadé autonomniho modelu, definujme nyni rovnici odpovidajici Hankelové

matici vystupu (10.2.31) pro model (10.2.39), (10.2.40). Rovnice pro matici vystupu nabyva
nasledujiciho tvaru

Zos,n = OsXo,n + CslUo,s N (10.2.41)

kde matice Oy, Xo v jsou definovdny shodné s predchozi ¢asti, matice Uy s v je Hankelova matice
vstupu definovand shodné s Zy ; v a matice C; je definovana jako

[ J 0 0 - 0]
HG J 0 - 0

c,=| HFG HG J - 0 (10.2.42)
HFs"2G HF3G ... HG J]

Aby bylo mozné pouzit podobny piistup pro vypocet transformovanych matic systému jako v
piipadé autonomniho modelu, je vhodné upravit rovnici (10.2.41) do formy (10.2.34), tj. ,od-
stranit“ soucet matic na pravé strané. To lze provést napiiklad s vyuzitim projekéni matice?

1 .
Uj.s. v definované jako

Uon = In — Uy (UosnUEon) ™ Uty (10.2.43)
kterd ma nésledujici dulezitou vlastnost
Uo,s NUgsn =0 (10.2.44)
Vynésobenim (10.2.41) projekéni matici U&S’ ~ ziskdme, diky rovnosti (10.2.44), vztah
20,58 Ugosn = OsXonUps v (10.2.45)

ktery je formalné shodny se vztahem (10.2.34) odvozenym pro autonomni model. Viimnéme si,

ze vynasobenim (10.2.41) projekéni matici U&& ~ Jjsme odstranili vliv vstupu na vystup.

Za predpokladu vhodného® vstupniho signélu lze ukézat [61], Ze plati
Tank(ZO,s,NU(i&N) = rank(Os) = ny (10.2.46)
a tedy, ze sloupcové podprostory uvazovanych matic jsou shodné, tj.
range(ZO,s,NU&&N) = range(Os) (10.2.47)

Vypocet transformovanych matic modelu Fr, Hr je pak nasledujici:

2Nutnou podminkou pro vypocet inverze souéinu matic Uo,s,NUoT,S,N je podminka (10.2.33). Aby vsak vyslednd
projekéni matice nebyla nulova je nutné, aby matice Uy s,y nebyla ¢tvercova, tj. pro existenci nenulové projekéni
matice je nutnd podminka N > s.

3Pojem ,,vhodny signal“ bude diskutovadn pozdéji.
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(1) Matice Fp, Hp vychazi opét z redukované singularni dekompozice
Zo,sNUgsn = UnySn, Vi (10.2.48)
a vypocteme je tedy shodné s piedchozi ¢asti z matice U, .

(2) Pii zndmych (tj. jiz odhadnutych) maticich Fr, Hr, vypocet matic G, Jr a vektoru* z7
vychazi ze soustavy linedrnich rovnic

k—1

2, = HpFfaro + (Z ul ® HTFﬁ—t*) (Gr)s + (uf @ In,) (Jr)s (10.2.49)
t=0

pro k = 0,1,2,...,7, které piimo vychazi z popisu modelu (10.2.39), (10.2.40). V rovnici
(10.2.49) je pouzita notace (A)s oznacujici vektor, ktery je tvofen sloupci matice A na-
sklddanymi pod sebe, a symbol ® znamenajici Kroneckertiv soucin® [69].

Pozndmka . V odvozeni metody podprostoru pro model (10.2.39), (10.2.40) jsme piredpokladali
vhodny, tj. dostatecné bohaty vstupni signal u. Podobné jako tomu bylo u identifikace vstupné-
vystupnich modelu, i u identifikace stavovych modelt je nutné, aby vstupni signal byl tr-
vale budici daného fadu. Dostatetné bohaty vstupni signdl zaruéi, ze existuje inverze matice
UO’S,NU({S,N, ktera je nutna pro vypocet projekéni matice U(f&N (10.2.43).

Detailngjsi diskuzi ohledné vstupniho signélu lze najit v [61], kde je odvozena i verze identifikaéni
metody podprostori vhodnd pii uvazovani vstupniho signdlu ve formé jednotkového impulsu.

Poznédmka . Podobné jako tomu bylo u ndvrhu metody piidavné proménné diskutované v kapitole
7, odvozeni metody podprostoru nevychédzi primérné z minimalizace kriteridlni funkce. Avsak,
jak bylo ukdzéno v [61], ziskany odhad matic systému lze chapat jako odhad minimalizujici
nasledujici kvadratickou kriterialni funkci

néin||ZO,s,N — CsUp s N|| (10.2.50)
Vsimnéme si, ze matice Cs je funkci vSech matic systému F, G, H a J.

Poznamka . Singularni dekompozice pouzité pro vypocet vlastnich vektoru je spolehliva metoda,
kterd v8ak pro velké Hankelovy matice muze byt velmi vypocetné narocna. Jako alternativu lze
pouzit vypocetné piijatelnéjsi RQ dekompozici [61].

10.2.4 Stochasticky model

Doposud jsme pii odvozeni metody podprostoru predpokladali deterministicky model, tj. model,
ktery nebyl ovlivnén Sumem. V této sekci opét rozsitime tiidu uvazovanych modela. Budeme
uvazovat model s chybou vystupu, se kterym jsme se jiz setkali v kapitolach 2 a 7.

Uvazujme tedy stavovy stochasticky model

Tit1 = Frp + Gug (10.2.51)
2z = Hzp + Jug + v (10.2.52)

4Jako vedlejsi produkt vypoctu matic je vypoéten i nezndmy pocatecni stav transformovaného systému 7o =
T_lxo.
53 Kroneckerovou algebrou se detailnéji sezndmime v druhém dile skript.
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pro ktery rovnice odpovidajici Hankelové matici vystupu je ve tvaru
Zos,n = O0sXo N + CsUps N+ Vos,n (10.2.53)

kde novd matice Vj 5 n je Hankelova matice Sumu méfeni vy, definovand analogicky k Zg s v Sum
v rovnici méfeni je v tomto pripadé predpokladan jako absolutné nahodny signal nezavisly na
vstupu ug (tj. jako bily Sum).

V piipadé stochastického modelu s chybou vystupu (10.2.51), (10.2.52) lze pouzit analogicky
postup jako pro deterministicky model (10.2.39), (10.2.40) piedstaveny v piedchozi kapitole.
Dle dukazu v [61] plati, ze odhady matic Fr, Gr, Hr a Jr konverguji ke skuteénym hodnotdm
s N — oo, tj. metoda podprostori poskytuje v tomto piipadé konzistentni odhady.

Identifika¢ni metoda podprostoru je znacné teoreticky rozpracovana. Metoda byla navrzena i
pro modely s explicitnim uvazovanim Sumu v rovnici stavu nebo pro situace, kdy Sumy nejsou
bilé, ale jsou v ¢ase ¢i navzdjem korelované. Vlastnosti sumu lze v nékterym piipadech taktéz
identifikovat. Dalsi informace k identifikaéni metodé podprostoru lze nalézt napt. v [61], [65],
[66].

10.2.5 Tlustrace metody podprostori

Ilustrujme pouziti metody podprostoru pro identifikaci deterministického stavového modelu
(10.2.39), (10.2.40) s maticemi

0.8 0.5 1
F= [—0.7 O.J y 6= M  H=[05 1], J=0 (10.2.54)
kde dimenze stavu a méfenf jsoun, = 2,n, = 1,k =0,1,...,7, 7 = 9, pocatecni stav zo = [0,0]"

a vstupni signdl je generovan jako gaussovsky pseudo-ndhodny proces s nulovou stfedni hodnotou
a varianci 1, tj. Flug] =0 a varug] = 1, Vk.

Pouziti metody podprostoru je svazano s definici dvou parametru s a IV, které ve svém dusledku
definuji dimenzi Hankelovy matice vstupu Up sy a vystupu Zy s n. V tomto piikladé zvolme
s=3aN=6.

Identifikace parametru stavového modelu je ddna nasledujicimi kroky:

(1) Z dostupnych vstupnich a vystupnich dat z; a u; vytvoime Hankelovy matice Uy sy a
vystupu Zy s y ve struktufe (10.2.31).

(2) Dle (10.2.43) vypoctéme projekéni matici vstupu U(f&N.

(3) Vypoctéme matice U, S a V singularni dekompozici sou¢inu matic Z s, NUd_s, N kterd md
stejny sloupcovy prostor jako rozsirend matice pozorovatelnosti O (viz (10.2.45) a néslednd
diskuze).

(4) Stanovme dimenzi identifikovaného modelu. Zde muzeme vyuzit bud pripadnou apriorni
znalost o systému nebo muzeme analyzovat singularni ¢isla usporadané na diagondle matice
S. Za vhodny 7ad systému/modelu muzeme povazovat pocet vyznamnych (tj. nenulovych)
singularnich ¢isel. V nasem ptikladé, pro uvazovanou realizaci, nabyva matice S nasledujicich
hodnot

268 0 00 0 0
S=|0 045 0 0 0 0 (10.2.55)
0O 0 0000

a tedy rad modelu zvolime n, = 2.
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(5) Urceme redukovanou formu U, matice levych singuldrnich vektoru U dle (10.2.30), tj.

0.94 —0.14
U,=|031 070 (10.2.56)
—0.13  0.69

Matice U, ma n, sloupcu a dle (10.2.16) m4 stejny sloupcovy podprostor jako matice pozo-
rovatelnosti Og. Tudiz, pro s = 3,n, = 1, plati

Hr
U, = |HrPFr (10.2.57)
HrFZ

kde Hp = HT, Fp = T~ 'FT a T je neznamé transformaén{ matice.

(6) Ze vztahu (10.2.57) plyne, ze transformovand matice méreni Hp je ddna prvni fadkou matice
U, tj.

Hyp = Uy(1,:) = [0.94, —0.14] (10.2.58)

a transformovanou matice dynamiky Fr lze spocitat vzhledem ke struktufe (10.2.57) a
vztahu (10.2.22) jako

(10.2.59)

Pr=(U,(1:2,:)"'0,(2:3,:) = [0.28 0.84]

—0.30 0.62

(7) Posledni transformovanou matici G lze dopocitat z (10.2.49) vedouci, pro prvni ¢tyfi casové
okamziky, na nasledujici soustavu rovnic (Kroneckeruv souc¢in prechézi v standardni soucin
pro skaldrni vstup wu(t))

20 HT O1><2
z1| _ |HrFr ugHr 7,0
z9 a HTF% ’LLOHTFT -+ ulHT |:GT:| (10260)
23 HrF? wyHrF%+ uwHpFr + usHr
Vysledny odhad matice G je
1.50
Gr = [_0'59] (10.2.61)

Vsimnéme si, ze vedlejsi efekt odhadu G je i odhad transformovaného pocatecniho stavu
TTo = T_lxo.
Poznamenejme také, ze muzeme samoziejmeé sestavit tolik linedrnich rovnic (10.2.49), kolik
mame méfeni, tj. 7. V nasem piikladé vSak uvazujeme deterministicky systém a pro od-
had dvou neznamych veli¢in, jmenovité z7 ;(0), Gr, které obsahuji celkem ¢tyii prvky, jsou
postacujici prave ¢tyfi rovnice.
Skute¢né matice F,G, H (10.2.54) a identifikované transformované matice Fr (10.2.59), Gr
(10.2.61), Hr (10.2.58) nejsou ciselné stejné. Jsou vsak svdzény pies transformac¢ni matici T,

kterou lze snadno vypocitat ze znalosti puvodnich a transformovanych matic a s pfihlédnutim
ke vztahu (10.2.37) jako

(10.2.62)

T =0, - [0.04 —1.59}

0.92 0.65
Oba stavové modely samoziejmé také vedou na stejny vstupné-vystupni model v ARX struktufe
2 —0.92;1 + 0.4325 0 = 1.bug—1 — 1.3up_o (10.2.63)

a obé matice dynamiky F' a Fpr maji shodné vlastni ¢isla.
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10.3 Neprima identifikace

Nepiim4 identifikace spociva v identifikaci vstupné-vystupniho modelu (napf. ve struktuie ARX,
ARMAX) a jeho nésledném pievodu na model stavovy. Pievod je detailné diskutovan ve druhém
dile skript.

10.4 Metody odhadu stavu v tloze identifikace

Dalsi moznost odhadu parametru stavového modelu spocivé ve vyuziti technik z oblasti odhadu
stavu (napf. vyuziti Kalmanova filtru). Tyto techniky jsou vhodné pro identifikaci parametru
siroké mnoziny modeli, atf jiz vstupné-vystupnich ¢ stavovych, linedrnich & nelinedrnich, popi.
Casové variantnich ¢i invariantnich. Detailni popis metod odhadu stavu spolu s diskuzi o jejich
vyuziti v identifikaci lze nalézt v druhém dile téchto skript.

10.5 Shrnuti a zhodnoceni vysledki

V této kapitole byla upfena pozornost na prestaveni stavovych modeli a identifikaci jejich pa-
rametru zejména metodou podprostoru. Kapitola tak muze byt brdana jako pozvolny piechod
k druhému dilu skript, které se vénuji algoritmum vyuzivajici stavové modely.

Metoda podprostoru je relativné nové identifika¢ni metoda, ktera byla v poslednich letech zna¢éneé
rozpracovana jak v teoretické, tak i algoritmické roviné. V literatufe lze proto najit nepfeberné
mnozstvi verzi metody podprostoru lisicich se zejména vypoctem ortogondlnich matic. Velky
zajem o tyto metody byl rovnéz motivaci pro vznik mnoha programovych nastroju, kde ruzné
verze metody podprostoru byly implementovany. Tyto nastroje jsou volné dostupné pro po-
puldrni (statistické) programové prostiedi, jakym je napi. produkt MATLAB®) nebo jazyk
Python. Jako vhodnou literaturu pro dali studium identifikace stavovych modelu lze doporucit
napi. knihy [61], [65].
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Kapitola 11
Zaveér

Obsah tohoto dilu skript muzeme chapat jako tvod do problematiky identifikace systému.
Po uvodnich motiva¢nich piikladech byly kratce predstaveny neparametrické metody. Hlavni
pozornost byla vénovana parametrické jednordzové identifikaci linedrnich stochastickych
systému. Odvozené algoritmy jednorizové identifikace pak byly pfevedeny do vice atraktivniho
rekurzivniho ramce.

Pro studium i aplikace identifikace je velmi dulezité mit nejen teoretické zdzemdi, ale i kvalitni
programové vybaveni umoznujici zpracovani dat, pouziti identifika¢nich metod, grafické
znazornéni prubéhu sledovanych veli¢in a dalsi sluzby pokud mozno v interaktivnim rezimu. Za
takovy prostifedek muzeme dnes povazovat produkt MATLAB®) se specidlnimi programovymi
baliky na identifikaci. Samostatné zkuSenosti s realizaci identifika¢nich algoritmu ziskané napf.
pfi laboratornich cvicenich vyrazné poméhaji pochopit vlastnosti metod a vedou k ziskani
potiebné jistoty na poli identifikace.

Pro hlubsi teoretické poznani identifikacnich pfistupt a jednotlivych metod je nutné vénovat
mnohem vétsi pozornost nez v téchto skriptech teoretické analyze, umoznujici najit podminky
konsistence odhadu, podminky identifikovatelnosti pii pouziti zpétné vazby, fad modelu atd.
Zdarnd aplikace identifikacnich pfistupt vyzaduje testovani spravnosti predpokladu spojenych
s urCitym postupem. Sem patii test linearity, Casové invariance, existence zpétné vazby atd.

Stale vétsi vyznam ma identifikace systému v oblasti zpracovéni signalu, ¢asovych fad, detekce
chyb, adaptivni predikci a adaptivniho fizeni. Jddrem kazdého adaptivniho systému af uz
z oblasti zpracovani signali nebo automatického ftizeni je pravé identifikaéni algoritmus
reprezentujici nutnost kontinualniho poznavani.

127



Literatura

[12]
[13]
[14]
[15]

Strejc, V.: Teorie automatického fizeni II (piednéasky). Skriptum CVUT Praha, 1988, 205s.
Sutek, L.-Varga, M.: Experimentalni metédy identifikdcie. Veda, Bratislava, 1981, 197s.
John, J.-Horacek, P.: Identifikace a modelovéni. Skriptum CVUT Praha, 1982, 119s.

Eck, V.: Identifikace a modelovéni. Skriptum CVUT Praha, 1989, 215s.

Hudzovi¢, P.: Identifikicia a modelovanie. Skriptum SVST Bratislava, 1981s.

Murgas, J.-Hejda, I.: Adaptivne riadenie technologickych procesov. Skriptum STU Brati-
slava, 1993, 176s.

Simandl, M.: Adaptivni systémy. Skriptum ZCU Plzen, 1993, 133s.

Benes, J.-Zampa, P.: Stochastické systémy a jejich fizeni, Skriptum CVUT Praha, 1976,
201s.

Strejc, V.: Stavova teorie linedrniho diskrétniho fizeni. Academia Praha, 1978, 374s.
Havlena, V.-Stecha, J.: Modern{ teorie i{zeni, Skriptum CVUT Praha, 1994, 289s.

Peterka, V.: Cislicové Fizeni procesii s ndhodnymi poruchami a neurcitymi charakteristikami.
Doktorska prace. UTTA Praha, 1975.

Husek, R.: Zéklady ekonometrie. Skriptum VSE Praha, 1986, 219s.
Astrom, K.J.-Eykhoff, P.: System identification - a survey. Automatica, Vol. 7, 31-38.
Eykhoff, P.: System identification: Parameter and State Estimation. Wiley, London, 1974.

Ljung, L.: System Identification: Theory for the User, 2nd Edition. Prentice Hall, New Jersey,
1999.

Norton, J.P.: An Introduction to Identification. Academic Press, New York, 1986.

Goodwin, G.C.-Payne, R.L.: Dynamic System Identification: Experiment Design and Data
Analysis. Academic Press, New York, 1977.

Ljung, L.-Sodestrom, T.. Theory and Practice of Recursive Identification. MIT Press,
Cambridge, 1983.

Soderstrom, T.-Stoica, P.: Instrumental variable methods for System Identification. (Lecture
Notes in Control and Information Sciences, 57). Springer Verlag, Berlin, 1983.

Soderstrom, T.-Stoica, P.: System Identification, Prentice Hall, New York, 1989.

128



[21]

22]

[23]

[24]

Isermann, R.: Identification Dynamischer Systeme. Springer Verlag, Berlin, 1987.

Wellstead, P.E.: Introduction to Physical System, System Modelling . Academic Press, Lon-
don, 1979.

Marcus-Roberts, H.-Thompson, M. (eds.): Life Science Models. Springer Verlag, New York,
1976.

Ljung, L.: On the consistency of prediction error identification methods. In: R.K. Mehra,
D.G.Laimotis (eds.), System Identification - Advances and Case Studies. Academic Press,
New York, 1976.

Glover, K.: Identification: Frequency-domain methods. In: M.Singh (ed.) Systems and Con-
trol Encyklopedia, Pergamon, Oxford, 1987.

Rake, H.: Identification: transient-and frequency-responce methods. In: M.Singh (ed.), Sys-
tems and Control Encyclopedia, Pergamon, Oxford, 1987.

Jenkins, G.M.-Watts, D.G.: Spectral Analysis and Its Applications. Holden-Day, San Fran-
cisco, 1969.

Priestley, M.B.: Spectral Analysis and Time Series. Academic Press, London, 1982.

Wellstead, P.E.: Non-parametric methods of System Identification, Automatica, Vol. 17, 55—
69.

Bergland, G.D.: A guided tour of the fast Fourier transform, IEEE Spectrum, Vol. 6, 41-52.

Bendat, J.S.-Piersol, A.G.: Engineering Applications of Correlation and Spectral Analysis.
Wiley-Interscience, New York, 1980.

Rao, R.C.: Linearni metody statistickd indukce a jejich aplikace. Academia Praha, 1978,
666s.

Brockwell, P.J., Davis R.A.: Time Series: Theory and Methods. Springer Verlag, 1991, 577s.
Maddala, G.S.: Econometrics. Mc GRAW-HILL, London, 1988, 515s.

Meloun, M.-Militky, J.: Statisticka zpracovani dat. Edice Plus, Praha, 1994.

Cipra, T.: Analyza ¢asovych fad v ekonomii. SNTL/ALFA, Praha, 1986.

Goodwin, G.C.-Sin, K.S.: Adaptive Filtering, Prediction and Control, Prentice Hall, En-
glewood Cliffs, 1984.

Guidorzi, R.: Invariants and canonical forms for systems structural and parametric identifi-
cation. Automatica, Vol. 17, 117-133.

Kucera, V.: Discrete Linear Control. Wiley, Chichester 1979.

Gevers, M.-Wetz, V.: Parametrization issues in system identification. Preprints of IFAC 10th
World Congress, Miinich, 1987.

Nguyen, V.-Wood, E.: Review and unification of linear identifiability concepts. STAM Review,
Vol. 24, 34-51.

129



[42]

[43]

[44]

Ljung, L.: Convergence analysis of parametric identifications methods. IEEE Transactions
on Automatic Control, Vol. AC-23, 770-783.

Caines, P.: Prediction error identification methods for stationary stochastic processes, IEEE
Transactions on Automatic Control, Vol. AC-21, 1976, 500-505.

Dennis, J.-Schnabel, R.: Numerical Methods for Unconstrained Optimization and Nonlinear
Equations. Prentice Hall, Englewood Cliffs, 1983.

Wong, K.-Polak, E.: Identification of linear discrete time systems using the instrumental
variable approach. IEEE Transactions on Automatic Control, Vol. AC-12, 1967, 707-718.

Young, P.: Some observations on instrumental variable methods of time series analysis. In-
ternational Journal of Control, Vol. 23, 1976, 593-612.

Stoica, P.-Soderstrom, T.: Optimal instrumental variable estimation and approximate im-
plementation. IEEE Transactions on Automatic Control, Vol. AC-28, 1983, 757-772.

Saridis, G.: Comparison of six on-line identification algorithms, Automatica, Vol. 10, 1974,
69-79.

Astrom, K.-Wittenmark, B.: Adaptive Control. Addison-Wesley, 1988
Widrow, B.-Stearns, S.: Adaptive Signal Processing, Prentice Hall, Englewood Cliffs, 1985.

Ljung, L.: Analysis of a general recursive prediction error identification algorithm. Automa-
tica, Vol. 17, 1981, 89-100.

Bierman, G.: Factorization Methods for Discrete Sequential Estimation. Academic Press,
New York, 1977.

Basseville, M.-Benveniste, A. (eds.): Detection of Abrupt Changes in Signals and Dynamical
Systems. Springer Verlag, Berlin, 1986.

Peterka, V.: A square root filter for real time multivariable regression. Kybernetika, Vol. 11,
1975, 53-67.

Kulhavy, R.: Restricted Exponencial Forgetting in Real-time Identification. Automatica 23,
1987, 589-600.

Kérny, M. a kol.: Design of Linear Quadratic Adaptive Control: Theory and Algorithms for
Practice - Suplement to Kybernetika, Vol. 21, No 3,4,5,6, 1985.

Ralston, A.: Zaklady numerické matematiky. Academia, Praha 1973, 635s.
Stecha, J.: Teorie automatického Fzeni I. Skriptum CVUT Praha, 1990.

Spiral, L.-Rada, V.-Zampa, P.:Experimentéln{ vysetfeni a vyhodnoceni regulaénich obvodil.
Skriptum VSSE Plzen, 1968.

Simon, D.: Optimal State Estimation: Kalman, H-infinity, and Nonlinear Approaches, CRC
Press, 2012.

Verhaegen, M.-Verdult, V.: Filtering and System Identification, Cambridge University Press,
2007.

130



Gibbs, B.: Advanced Kalman Filtering, Least-Squares and Modelling, Wiley, 2011.
Crassidis, J. L.-Junkins, J. L.: Optimal Estimation of Dynamic Systems, CRC Press, 2012.
Bjorck, A: Numerical Methods for Least-Squares Problems, STAM, 1996.

van Overshee, P. and de Moor, B.: Subspace Identification for Linear Systems: Theory-
Implementation-Applications, Kluwer Academic Publishers, 1996.

Qin, S. J.: An overview of subspace identification. Computers and Chemical Engineering,
Vol. 30, 2006, 1502-1513.

Strang, G.: Introduction to Linear Algebra, 4th Edition, Wellesley—Cambridge Press, 2009.

Shynk, J. J.: Probability, Random Variables, and Random Processes: Theory and Signal
Processing Applications, Wiley, 2013.

Brewer, J. W.: Kronecker products and matrix calculus in system theory. IEEE Transactions
on Circuits and Systems, Vol. 25, No. 9, 1978, pp. 772—T781.

Billings, S. A.: Nonlinear System Identification: NARMAX Methods in the Time, Frequency,
and Spatio-Temoporal Domains, Wiley, 2013.

Isermann, R.-Miinchhof, M.: Identification of Dynamic Systems: An Introduction with Ap-
plications, Springer, 2011.

Haykin, S.: Neural Networks: A Comprehensive Foundation, Prentice Hall, 1998.

Haykin, S.: Kalman Filtering and Neural Networks, Wiley-Interscience, 2001.

131



DIL DRUHY
FILTRACE



Obsah

1 Uvod
2 Problém modelovani a estimace
2.1 Zakladni vahy . . . . . . . . .. e
2.2 Strukturalni modelovani . . . . . . . . ... . ...
2.3 Pravdépodobnostni modelovani . . . . . . .. .. ... ... ... ...
2.4 Bayesovsky pristup . . . . . . . . ..
2.5 Bodovéodhady . . . . .. ...
3 Kalmanuv filtr
3.1 Linearni gaussovsky systém . . . . . . . ... Lo
3.2 Bayesovsky pristup k syntéze filtru . . . . . ... ... L 0oL
3.2.1 Piimy piistup k syntéze filtru . . . . . . . ...
3.2.2 Nepiimy pristup k syntéze filtru . . . . . .. .. .. ... L.
3.3 Vlastnosti filtru . . . . . . . ...
3.3.1 Explicitni jednokrokovy prediktor. . . . . . . . . ... ... ..
3.3.2 Kalmanuv filtr jako linedrni estimator s minimalnf{ varianci . . . . . . . .
3.3.3 Konvergence . . . . . . ... e
3.3.4 Konzistence odhadu . . . . . ... ... o
3.3.5 Numericka stabilita a vypocetni naroky . . . . ... ... ... ... ...
3.3.6 Imovacniforma . . .. ... . .. . ... ..
3.4 Pfevod stavového modelu na fenomenologicky a naopak . . . . . ... ... ...
3.5 Uloha predikce a vyhlazovani . . . . . . . ... L
3.6 Kalmanuv filtr v tloze odhadu nelinedrniho a negaussovského systému . . . . . .
4 Lokalni filtry
4.1 Rozsifeny Kalmanuv filtr . . . . . . . . . . .. ...
4.1.1 Piimy pristup . . . . . . . . e
4.1.2 Nepiimy piistup . . . . . . . . . . e
4.1.3 Vlastnosti filtru a odhadu . . . . .. .. ...
4.2 Filtr druhého fadu . . . . . . . . ..
4.3 Diferen¢ni filtr prvntho #fadu . . . . . . . . . ..o
4.4 Unscentovany Kalmanuv filtr . . . . . . . . ... ... 0L
4.5 Tteracni filtr . . . . . . . e
5 Nelinearni filtrace s danou strukturou hustot pravdépodobnosti
5.1 Zéakladni formulace ulohy . . . . . . .. .. .. ... ...
5.2 Filtr s vicendsobnou linearizaci . . . . . . . . . . .. ... .. ... ... ...
5.3 Syntéza filtru pro linedrni negaussovsky systém . . . . . . ... ..o

co 3 ot W

10

16
16
21
21
30
33
33
35
35
36
38
39
39
43
47

53
53
53
56
57
o7
60
63
66



5.4 Syntéza filtru pro nelinedrni negaussovsky systém . . . . . . . ... ... ...
6 Modelovani specifickych jevl a estimace stavu
6.1 Modelovani skokovych zmén stavu . . . . . .. ... Lo
6.2 Modelovani hrubych chyb méfeni . . . . . . . . ... ... oL
6.3 Popis pocatecniho stavu . . . . . . .. L
6.4 Aproximace hustoty pravdépodobnosti smési normélnich rozdéleni . . . . . ..
6.5 Modelovani dalsich specifickych jeva . . . . ... ... o oL
6.6 Realizovatelné estimac¢ni algoritmy pro specidlni negaussovské systémy . . . . .
6.7 Zhodnoceni uvedenych algoritmu estimace . . . . . . .. ... ... L.
7 Numerické feSeni bayesovskych vztahu
7.1 Popis systému a formulace problému . . . . .. .. ... ... ... ... ...
7.2 Aproximace spojité hustoty po ¢astech konstantni hustotou . . . ... .. ...
7.3 Metoda bodovych mas . . . . . . . . . .. ..
7.3.1 Inmicializace . . . . . . . . . . e
7.3.2 Filtrace . . . . . . . e
7.3.3 Predikce . . . . ... e
7.3.4 VypoCet momentl . . . . . . .. ...
7.4  Shrnuti algoritmu a zdvéreéné poznamky . . . . . . . . ... ...
8 Vyuziti linearni i nelinearni filtrace v tlohach identifikace a rozhodovani
8.1 Vyuziti Kalmanova filtru pii identifikaci systémua . . . . . . . .. ... ... ..
8.2  Vyuziti nelinedrni filtrace pfi identifikaci systémua . . . . . . . . . . .. .. ...
8.3 Odhad vlastnosti poruch pomoci linearniho prediktoru . . . . . . . . .. .. ..
8.3.1 Popis systému a formulace problému . . . . . ... .. ... ... ...,
8.3.2 Predikce stavu améfeni . . . . . . . . ... ...
8.3.3 Autokovarianéni metoda pro odhad vlastnosti poruch . . . ... .. ..
8.3.4 Shrnuti algoritmu a zavéreéné poznamky . . . .. .. .. ... ... ..
8.4 Vicemodelovy piistup v dloze rozhodovani . . . . . . .. ... ... .. ....
8.5 Testovani hypotéz . . . . . . . . .
8.6 Adaptivnisystémy . . . . ...
9 Metody odhadu stavu v naviga¢nich systémech
9.1 Integrovany inercidlni a satelitni navigace . . . . .. ... . ... ... ... ..
9.1.1 Soufadné systémy . . . . . . . . . . . ...
9.1.2 Veliciny, transformace a notace . . . . . . . .. .. .. ... ... ...
9.1.3 Stavovy model . . . . .. ..
9.1.4 Estimaé¢ni algoritmy a aplikace . . . . . ... ... ... ... ..
9.2 Terénni navigace . . . . . . . . . L
9.2.1 Stavovy model . . . . ...
9.2.2 Estimac¢ni algoritmy a aplikace . . . . . .. ... ... ...
10 Zavér
Literatura



Kapitola 1

Uvod

V tomto dilu se v prevazné mire budeme zabyvat tlohou estimace stochastickych procesiu, ktera
je alternativné nazyvéna tloha filtrace. Estimaci parametri nebo téz parametrickou identifikaci
bychom mnohdy mohli chapat jako specialni piipad ulohy filtrace.

Vyvoj teorie filtrace muzeme rozdélit do tii vyvojovych etap. Prvni etapa je zalozena na
Wiener-Kolmogorovové teorii a je reprezentovana piedevsim Wienerovym filtrem odvozenym
v praci [1] pro staciondrni stochastické procesy. Hlavnimi prostfedky k syntéze filtru byly
spektralni faktorizace, Fourierova transformace a integralni rovnice. Uvedené matematické
prostiedky komplikovaly jeho §irsi pochopeni a aplikaci Wienerovy filtrace. Zakladem pro
druhou etapu, kterd se zabyva i nestaciondrnimi stochastickymi procesy a uzivd stavovou
teorii je Kalmanova teorie filtrace [2]. Tieti etapa se zabyvé teorii a aproximacnim feSenim
problému nelinearni filtrace [3], [4], [5], jejiz dalsi vyvo]j podnitily vyznamnou mérou sympozia
o nelinedrni filtraci a jejich aplikacich [6], [7].

Rostouci zajem o nelinearni filtraci vS8ak neznamend, ze prvni dvé etapy jsou uzavieny. Napft.
technika syntézy Wienerova filtru je nyni zaloZena na polynomialnim ptistupu [8], [9] a jeho
pouziti je velmi populdrni pro zpracovani a estimaci signdli. Rovnéz Kalmanuv filtr, obecnéji,
kalmanovsky piistup méa siroké uplatnéni a je hluboce rozpracovavan [9]-[12], [84]. Tento
piistup proniké i do oblasti zddnlivé mimo oblast automatického fizeni ¢i teorie systému jako je
napt. ekonometrie a finanéni management, kde pro modelovani ¢asovych fad se pouziva stavova
teorie a k estimaci ndsledné Kalmanuv filtr [13]. Linearita a gaussovost, coz jsou piedpoklady
pro exaktni pouziti tohoto pfistupu, jsou vsak velmi omezujici pro dalsi Sirsi uplatnéni. Proto
bude v této prici vénovana znac¢nd pozornost situacim, které piekracuji ramec linearity a
gaussovosti. Estimace stavu nelinedrnich a negaussovskych systému vede na problém nelinearni
estimace. Ptistupy, které se timto problémem zabyvaji mtzeme rozdélit na lokdlni a globdalni
[14], pokud sledujeme hledisko platnosti ziskanych vysledku ve stavovém prostoru nebo na
analytické a numerické, pokud sledujeme zpusob feseni bayesovskych rekurzivnich vztahua [15].

V této préaci se soustiedime jak na analyticky, tak i numericky pfistup a Kalmanuv filtr nam
mnohdy poslouzi ¢asto jako zdkladni stavebni kdmen pii ndvrhu estimacnich algoritmu pro
nelinearni a negaussovské systémy. Uvedeny postup zaroven vytvoii piiznivé podminky i pro
feSeni uloh identifikace, detekce chyby, odhadu skokové se ménicich parametru, modelovani
hrubych chyb méfeni, syntézy robustnich filtra a dalsich.

Cilem tohoto dilu skript je vytvorit uceleny pohled na modelovéni a estimaci stavu (diskrétnich)
stochastickych systému v ramci analytického pfistupu k syntéze estimacnich algoritmu. Pii



zpracovani tématu pouzijeme zpravidla induktivni pfistup. Zdkladem pro syntézu vsSech
estimacnich algoritm® bude bayesovsky pfistup. Rovnéz snaha o plynuly pfirozeny ptechod od
linearni filtrace k nelinedrni filtraci bude evidentni.

Tento dil je ¢lenén do deviti kapitol a jejich obsah je nasledujici. Ve druhé kapitole je formu-
lovana tdloha estimace stavu pro obecny diskrétni stochasticky systém. Tteti kapitola se zabyva
odvozenim Kalmanova filtru z bayesovskych vztahi, protoze pouziti standardnich postupt
vyuzivajicich podminky ortogonality nebo vyuziti zndmych vztaht o nahodnych veli¢inach
problémy bude vyuzivat fadu vztahti a obrati pravé z tohoto odvozeni. Ctvrtd kapitola bude
vénovana klasickym i modernim lokdlnim nelinedrnim filtrim, a to postupné rozsifenému
Kalmanovu filtru, filtru druhého fadu, diferenénimu filtru, unscentovanému filtru i itera¢nimu
filtru. V paté kapitole odvodime jednak globalni filtr s vicendsobnou linearizaci, jednak filtr pro
negaussovsky systém. Sestd kapitola je zaméfena na modelovani specifickych jevi takovych,
jako jsou skokové zmény stavu ¢i parametri, modelovani hrubych chyb méfeni a nasledné pak
se zabyva odhadem stavu systému obsahujicich tyto specidlni jevy. Sedmé kapitola je vénovana
numerickému feSeni bayesovskych vztaht a je odvozena metoda bodovych mas. V osmé kapitole
jsou ukdzany dal$i moznosti pouziti nelinearni filtrace jako napi. pfi rozhodovani. Taktéz je
ukazéna spojitost mezi oblasti identifikace a filtrace. Koneéné v devaté kapitole je provedeno
struéné zhodnoceni.



Kapitola 2

Problém modelovani a estimace

Cilem modelovani systému v technickych i netechnickych oblastech a z pohledu této préce
predevsim dynamickych systému je postavit model systému. Timto tkolem se zabyva jednak
matematické modelovani, které vyuzivda znamych fyzikalnich, ekonomickych a dalsich zakontu a
jednak identifikace systému zaloZena na zpracovani experimentédlnich dat. Mnohdy nejicelnéjsi
byva kombinace téchto pristupi.

Modely jsou zakladnim opérnym bodem v tulohach rozhodovani, estimace nebo-li odhadu a
f{zen{. Uspésnost a slozitost feseni téchto tloh je zavisla na vhodné postaveném modelu. Modely
dynamickych systému mohou mit ruzny charakter podle zpusobu pohledu a popisu. Muzeme
napiiklad pouzivat modely verbalni (ucitel autoskoly popisuje slovné chovani auta), modely
ve formé grafi a tabulek nebo modely zalozené na matematickych rovnicich. Pravé posledné
jmenované, konkrétnéji diferencni stochastické rovnice, budeme nejcastéji pouzivat v této praci,
i kdyz nékdy budou motivovany verbalnim popisem sledovanych jevu.

S ohledem na zamétreni tohoto dilu se nyni strué¢né budeme zabyvat vyvojem estimaé¢ni teorie
véetné modelu, které jsou soucdsti formulace estimaé¢nich loh.

2.1 Zakladni tvahy

Estimaci parametri modelu systému vyuzitim pozorovanych dat se zabyvali jiz babylénsti
astronomové 300 let pfed nasim letopo¢tem. Rovnéz pozdéji byly astronomické studie stimulem
pro rozvoj této discipliny. Pfipomenme alespon jména Cotes, Euler, Bernoulli. Dulezity vysledek
pro estimacni teorii a pro tuto préaci byl dan Thomasem Bayesem v roce 1761, ktery formuloval
Bayesovo pravidlo. Zaklady nejznaméjsi a nejpouzivanéjsi metody odhadu metody nejmensich
¢tvercu polozil v roce 1806 Legendre a 1809 Gauss. V roce 1835 Cauchy zkoumal problém feseni
soustavy linedrnich rovnic a ukéazal, Ze ¢tvercovou nesymetrickou matici lze zapsat jako soucin
dvou trojuhelnikovych matic. Za vyznamny ptispévek do teorie odhadu lze jisté pokladat prace
Fishera, zvlasté pak metodu maximalni vérohodnosti z roku 1911.

Vyrazny zlom v nahledu na estimacni problém chipany jako problém estimace parametru
nastava ve 40tych letech s piichodem Wiener Kolmogorovovy teorie a nasledné aplikaci
v komunikaéni a vojenské technice. Wiener [1] chdpe pozorovand data jako soucet signilu a
Sumu a predpoklada, ze signdl i Sum jsou stacionarni nahodné procesy. Estimator-filtr snazici
se oddélit signédl od Sumu z méfenych dat a generujici odhadovany signdl je navrhovan pomoci
Fourierovy transformace a spektralni faktorizace. Vznik stavové teorie systému v ramci teorie
automatického fizeni, ktera nastupuje po klasické teorii fizeni zalozené na vstupné-vystupnich
charakteristikdch se odrazil i v estimaé¢ni teorii. V roce 1960 publikoval Kalman ¢lanek o



rekurzivni filtraci [2] vyuzivajici stavovy popis systému poskytujici optimalni odhad stavu
pro t-variantni linedrni gaussovské systémy. Muzeme Fici, ze s méné naroénym matematickym
aparatem Tesi slozitéjsi problém nez Wiener. Historicky vyvoj estimace i s bibliografickymi
udaji je kvalitné popsan v [16].

Po tomto strué¢ném velmi obecném piedstaveni vyvoje teorie estimace se nyni budeme vénovat
tloze estimace a modelovani konkrétnéji. Uvazujme jako pfirozeny zaklad pro diskusi o odhadu
parametrii a odhadu stavu nésledujici rovnici

zk=yr+vr k=0,1,... (2.1.1)

kde z; je méfeni na systému dostupné v case tj
Yr je vystup systému v Case tj
v} reprezentuje Sum méfeni neboli poruchu v case t

Problém je najit odhad yi z méfeni zx pro vSechna k. Je ziejmé, Ze rozumny odhad by mohl
byt

VAN

Yk = 2k (2.1.2)
Chyba odhadu by v tomto pripadé byla

. A N
Ye =Yk — Yk = 2k — Vk — 2k = —Ug (2.1.3)

Cil estimacni teorie je navrhnout takovy postup pfi stanoveni odhadu, ktery bude redukovat
chybu odhadu na mensi, nez kterou davé primitivni estimator (2.1.2). Chyba g, nemuze byt
urcena explicitné, protoze ani y; ani vx nejsou znamy. Proto je tfeba znét vice o signalu yy.

Predpokladejme nejdiive, ze yr = 0 tj. vystup je konstantni signal. Pak méfeni vyhovuje rovnici

zr=0+vy k=0,1,2,.... N (2.1.4)

Odhad 6 muzeme provést nasledujicim zpusobem. Se¢teme vSechna méfeni a soucet vydélime
jejich poctem, tedy

N N
O z)/(N+1) =0+ wvk)/(N+1)
k

=0 k=0

Rozumny odhad 6 by pak mohl byt

N
02 (3 a)/(N+1) (2.1.5)
k=0
a chyba odhadu
~ ) N
0=0-0=—0_v)/(N+1)
k=0

Jestlize vsak vy je také konstantni pro vSechna k tj. vy = v, pak k zaddnému zlepseni odhadu
vzhledem k odhadu definovanému v (2.1.2) nedojde, prestoze jsme védéli vice o vystupu y; a



pouzili statisticky ptistup. Ukazuje se, ze je dilezité pro zlepSeni odhadu, aby signal a sum méli
rozdilné charakteristiky.

Z predchoziho je ziejmé, Ze velikost chyby odhadu muze byt redukovédna prumérovanim méfent
pouze za predpokladu, ze Sum bude mit napft. tu vlastnost, ze bude ménit znaménko. Kdyby Sum
mél prumérnou hodnotu nula a pocet méfeni by byl dostatecné velky, pak odhad bude blizko
prumérné hodnoté méreni. Jinymi slovy, tento postup pii syntéze estimatoru transformujiciho
méfeni na odhadované parametry muze vyznamné zmen$it chybu odhadu, redukovat vliv
Sumu na odhad, i kdyz Sum bude zatézovat méfeni velmi rozdilnymi hodnotami. Ukazuje se,
ze problém modelovani v souvislosti s tlohou odhadu je vhodné chapat strukturdlné, tedy z
pohledu vztaht mezi veli¢inami a zaroven je nutné vénovat pozornost i blizsi specifikaci poruch,
napf. vyuzitim teorie pravdépodobnosti.

2.2 Strukturalni modelovani

Rozgifme tvahy z predchazejici ¢asti, kdy vystup systému byla konstanta a rovnice (2.1.1)
obsahovala pouze skalarni veli¢iny, na situaci popsanou rovnici

ye = he(©), k=0,1,2,... (2.2.1)

kde hi(-) je zndma vektorova funkce a yg, zx a v jsou vektory. Casto se rovnéz predpokladé
specidlni piipad ve tvaru

ye = H©, k=0,1,2,... (2.2.2)

kde Hy je znamé matice piislusnych dimenzi. Rovnice (2.2.1) definuje pak nelinedrni model pro
problém estimace parametru © a (2.2.2) linedrni problém.

Mnohdy vsak neni mozné uvazovat neznamé jako konstantni veli¢iny, protoze se jednd o
proménné v ¢ase, a tudiz vystupni signal by mél byt reprezentovan spise takto

Yk = hi(T) (2.2.3)

kde hg(-) je opét znamé funkce a vyvoj vektorové proménné xj, je popsan diferenéni rovnici

Trp+1 = fr(Tr) + wg (2.2.4)

kde fx(-) je zndmé vektorova funkce
wg je neznamy vektor reprezentujici Sum v case tg.

Proménna xj je oznaCovana jako stav a (2.2.3), (2.2.4) definuji model pro problém nelinedrni
estimace stavu. Poznamenejme vSak, ze takto vymezeny problém nelinearni estimace stavu
neni zcela vyCerpavajicim zpusobem charakterizovan a k této problematice se jeSté vratime
po piesnéjsim vymezenf stavu xp a sumi {wy}, {vp}. Sum wy ve stavové rovnici reprezentuje
neznamé okolnosti, neurcitosti ovliviiujici dynamicky vyvoj stavu a z pohledu teorie fizeni
ho muzeme chépat jako nezndmy, neméfitelny vstupni signal pusobici na systém definovany
rovnicemi (2.2.3), (2.2.4).

Problém linedrni estimace stavu pak muze vzniknout jako specidlni pfipad predchozi situace a
je zaloZzen na modelu



Tr+1 = Frar + wy (2.2.5)
Yk = Hyxy, (2.2.6)

kde F} a Hj jsou zndmé matice piislusnych dimenzi.

Je ziejmé, ze problém odhadu stavu a odhadu parametru spolu tzce souvisi. Problém estimace
stavu zavadi pridavné struktury pro vyvoj stavu v ¢ase. PovSimnéme si, Ze pro

Tpp1 =T = 0O (2.2.7)
prechézi (2.2.4) na (2.2.1). Déle, jestlize

Tr1 = fr(zk) (2.2.8)

tedy stavovy Sum je nulovy pro vSechna k, pak problém estimace stavu muze byt rovnéz chapan
jako problém estimace parametru. Vysvétleni je jednoduché. Protoze x; muze byt formalné
vyjadieno jako funkce pocateéniho stavu

Tk = ¢r,0(70) (2.2.9)

pak parametr lze chdpat jako pocdtecni stav zavedeny do (2.2.1).
Na zaveér této sekce poznamenejme, ze Sum vy v rovnici méfeni (2.1.1) i stavovy Sum wy ve
(2.2.4) pusobi aditivné. Zobecnéni je jisté mozné, napt. vyvoj stavu by byl popsén vztahem

Tpp1 = fr(@r, wy)

kde fx(+,-) je zndmé funkce. Toto zvySeni obecnosti viak nese i znacné zvyseni slozitosti Fesent
estimacni ulohy. Obdobné rovnici méfeni (2.1.1) lze zobecnit na tvar

2 = hi(xg, vi)

kde hg(+,-) je znama funkce. S dalsim alternativnim vyjadienim, které se vyuziva jako zdkladni
struktura v ramci identifikace systému a zpracovani signala se setkame ve 3. kapitole.

Dosud jsme se vénovali modelovani struktury systému, jakozto vyznamného aspektu mode-
lovani a konstituovani dlohy estimace. Poznamenejme, ze metoda nejmensich ¢tvercu vyuziva
pravé strukturdlni vlastnosti, coz zpusobuje jednoduchost pii aplikaci, ale zaroven vznikaji
problémy s kvalitativnim ohodnocenim piesnosti odhadu, jelikoz poruchy nejsou specifikovany.
V nasledujici sekci se budeme vénovat specifikaci vlastnosti poruch, tedy Sumu méfeni a
stavového Sumu.

2.3 Pravdépodobnostni modelovani

K popisu neurcitosti se traditné pouzivda poctu pravdépodobnosti. Alternativni moznosti je
mnozinovy piistup [17], [18], pfipadné jiné techniky. V této préaci budeme vyuzivat vyhradné
pravdépodobnostni piistup.

7 ptedchozi sekce o strukturadlnim modelovani vyplyva, ze bude existovat zna¢nd zavislost mezi
jednotlivymi vzorky signalu. Na druhé strané by bylo zadouci, aby Sum, ktery nyni budeme



povazovat za stochasticky proces, nevykazoval zadné moznosti predikce. Nejlépe, aby hustota
pravdépodobnosti ndhodného procesu vV = (vo, v1, ..., vN), Sumu méfeni, spliovala vlastnost
M)

p(v") = p(vo, v1,...,un) = p(vo).p(v1)...p(VN) (2.3.1)

Takovyto stochasticky proces byva oznacovan jako bily Sum, neboli absolutné nezavisly proces a
tedy téz nepredikovatelny proces. Z hlediska diskuse v sekci 2.1 tykajici se rozdilnych vlastnosti
signalu a Sumu pak ”idealni”situace pro ulohu estimace nastane v pfipadé, kdy uvazujeme
konstantni parametry a bily Sum, jelikoz rozdil mezi signdlem a Sumem je nejvétsi. Hlavni
vysledky estimac¢ni teorie jsou zalozeny pravé na takovych predpokladech.

Co se tyce popisu stavového Sumu, zde je situace jednoduchd, a to z toho duvodu, ze pokud
chapeme stav systému v tradicnim smyslu, pak, zhruba fec¢eno, stav x; musi obsahovat veskerou
informaci o minulosti do Casu tg, kterd je potiebnd pro urceni jeho budouciho vyvoje, a tudiz
stavovy Sum wy nesmi vykazovat zadnou zavislost do minulosti. Tudiz pozadujeme, aby opét
hustota pravdépodobnosti nahodného procesu wy splnovala vztah

p(wk) = p(wo, wi, ..., w) = p(wp).p(w1)...p(wy) (2.3.2)

neboli, aby se jednalo o bily Sum.

Vyse uvedena vlastnost stavu pak dale implikuje i nutnost vzajemné nezdavislosti stavového
Sumu, Sumu méfeni a pocateéniho stavu zg, ktery se v této pravdépodobnostni interpretaci
stava nahodnou veli¢inou.

Poznamenejme, ze v tomto piipadé x, pro k =0, 1, 2, ... reprezentuje markovsky proces. Pokud
by tyto predpoklady nebyly splnény je vhodnéjsi povazovat za stav dvojici (zg, z;), kde zx je
neznama slozka stavu a z; je zndma slozka stavu. K tomuto problému se jesté podrobné vratime
ve tieti kapitole. Alternativnim pojetim pojmu stav se zabyva moderni teorie systému, kterd je
prezentovéna v [19].

7 predchozi ¢asti implicitné vyplyva, ze teoreticky pozadujeme znalost hustot pravdépodobnosti
stavového a vystupniho Sumu. Z praktického hlediska je vSak znalost téchto hustot problema-
tickd. Nicméné na tuto skutecnost muzeme nahliZzet nésledujicim zpusobem: 1. Pfedpokladat,
ze p(vg) je gaussovské rozlozeni s jistou stfedni hodnotou a kovarianci s oduvodnénim, Zze
gaussovské rozlozeni ma nejvétsi entropii (mira neporddku je nejvétsi). 2. Neuvazovat zadné
rozlozeni, ale predpokladat pouze znalost prvnich dvou momenti. Odhad téchto momenti sumu
meéfeni lze provést zavedenim znamého, pouze pro tento odhad, signalu yy.

Problém estimace parametri.

Méjme vektor méfeni z; popsany rovnici

2k th<@>+vk k=0,1,2,...,N, (2.3.3)

kde E[vy] = 0, Elopv]'] = Ribij, Oxj = 1,k =j; Op5 =0,k #j
hi(+) je zndma vektorova funkce.

Cilem je uré¢it odhad neznamych konstantnich parametru ©.

Pii feseni této dlohy se nékdy predpokladd, na rozdil od 1. dilu, ze © je ndhodny vektor se
stfedni hodnotou @6 a kovarianci Pj, kde © a vy, jsou nezavislé. K diskusi takového postupu se
jesté vratime.



Nyni formulujeme problém estimace Casové proménnych parametru nazyvanych stavové
proménné.

Problém estimace stavu

Méjme vektor méfeni z; popsany

2 = hk(:):k) +v, k=0,1,2,...,. N (2.3.4)

kde E[Uk] = O, E[Ukvjr] = Rkékj
hi(+) je zndma vektorova funkce

a vektor stavu se vyviji podle rovnice

Tpr1 = fre(zr) +wry k=0,1,2,.... N (2.3.5)

kde E[wk] = 0, E[wkij] = Qkék]
fx(+) zndma vektorova funkce

Cilem je odhadnout stav xj.

Poznamenejme, Ze pokud stavovy Sum bude nulovy, pak problém estimace stavu muZzeme
) b
prevést na problém estimace parametru, jak jiz bylo naznaceno diive.

V naésledujici ¢asti se budeme vénovat bayesovskému pristupu k feSeni estimaéniho problému.

2.4 Bayesovsky pristup

Predchozi formulace ilohy estimace je zdkladem pro rtzné piistupy k feSeni problému estimace.
V této praci budeme preferovat vyhradné bayesovsky piistup. K pfiblizeni tohoto piistupu
pouzijeme konfrontaci s klasickym postupem k problému odhadu.

Uvazujme ndhodny vektor z = [z1,29,...,2n5] s hustotou pravdépodobnosti p(z;©), kde
O = [01,0,,...,0;]T je vektor parametrii. Pfi klasickém piistupu k problému odhadu ©
povazujeme parametry za neznamé konstanty a k zdvérim o © pouzijeme pouze z a tvar
rozdéleni z. Pii bayesovském pfistupu k zdvérim o parametru ©, tentokrat chapaného jako
ndhodna proménnad pouzijeme kromé toho jesté apriorni informaci o parametru O, kterou
mame k dispozici nezdvisle na realizaci z. Apriorni informace se vyjadiuje predpokladem, ze
O je ndhodny vektor s jistym rozlozenim. Tato informace muze mit objektivni i subjektivni
charakter. K objasnéni objektivni i subjektivni apriorni informace pouzijeme dva hypotetické
priklady.

Priklad 2.4.1 VysSetienim vestibularniho ustroji se ma rozhodnout, zda pacient trpi poruchou
tohoto ustroji. Z predchozich vyzkumu vyplyva, ze touto chorobou trpi 10% populace. To je
mozné pokladat za objektivni apriorni informaci.

Priklad 2.4.2 Biolog mé odhadnout jistou konstantu ©. M4 urcitou predstavu o moznych hod-

notach O, ale ddv4 jim raznou vahu. Povazuje je za ndhodné veli¢iny s uréitou pravdépodobnosti.
Avsak jiny biolog pro stejnou ulohu prifadi podle své zkuSenosti témto hodnotam jiné
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pravdépodobnosti. Jedna se tedy o subjektivni apriorni informaci.

Pouzitim klasického a bayesovského piistupu muzeme dostat, jak lze tusit z pifedchoziho, velmi
ruzné vysledky odhadu. Déle lze ukéazat, ze i kdyz jsou oba piistupy odlisné v chdpani neznamych
parametru, protoze v klasickém postupu chdpeme nezndmy parametr jako konstantu, zatimco
bayesovsky pristup pracuje s ndhodnymi veli¢inami, muzeme tyto pfistupy sblizit tim, ze
apriorni rozdéleni parametru bude rovnomérné na nekoneéném intervalu nebo gaussovské
s kovarianci jdouci do nekoneéna, tedy rozlozeni nepreferujici zadné hodnoty parametri.
K tomuto problému se jesté vratime pii diskusi odhadu ve smyslu maximélni vérohodnosti a
maximalni aposteriorni pravdépodobnosti v nésledujici sekci. Co se tyce vyznamu subjektivni
a objektivni apriorni informace u bayesovského piistupu na aposteriorni odhad poznamenejme,
ze pii opakovaném pouziti tohoto pristupu vliv této informace klesa.

7 predchozi diskuse vyplyva, Ze bayesovsky piistup je vhodny nastroj k feSeni estimacnich
uloh, protoze umoznuje pracovat s apriorni informaci a zaroven zahrnuje v piipadé potieby i
klasicky postup.

Nyni muzeme pristoupit k formulaci obecného feseni problému estimace parametru.

Necht 2% = [20, 21, ..., 2] obsahuje naméfené hodnoty v case tg, 11, ...t. Pfedpokladejme, ze ©
a vk jsou spojité ndhodné veli¢iny se zndmymi hustotami pravdépodobnosti. Pak aposteriorni
hustota pravdépodobnosti © pro dané z* je podle Bayesova pravidla

Zk .
p(©]2*) = p(;((?,z)p(@) (2.4.1)

kde p(z*) = [ p(z* | ©).p(©)d®.

Za piedpokladu, ze © a v* = (vg,v1, ..., v}) jsou nezavislé, p(z* | ©) je zndma z p(v*), protoze
vychézime z platnosti modelu méfeni

2k =hpg(©)+v, k=0,1,2,... (2.4.2)

a tedy

p(z" | ©) = p,(z" — 1(O)) (2.4.3)

kde p,() oznacuje hustotu pravdépodobnosti Sumu méfeni. Pozdéji tento postup budeme ¢asto
pouzivat i v jinych situacich, ale hustoty jiz nebudeme znacit specidlnim symbolem.
Poznamenejme, Ze hustota p(z*) nezavisi na © a slouzi jako normalizacni konstanta. Na-
lezeni p(© | zF) umozni zjistit efekt méfeni na zvydeni informace o © a poskytne tplny
pravdépodobnostni popis parametru ©.

Po formulaci ptistupu k feSeni parametrického odhadu pfejdéme k feSeni problému estimace
stavu. Pro odhad stavu se parametry, nyni chapané jako stavové proménné, méni v Case. Pfi
pouziti bayesovskych vztahu je proto potiebné zavést ¢as, ve kterém bude probihat odhad
v zévislosti na méfreni. Misto pojmu odhad, estimace se v tomto piipadé ¢asto pouzivd pojem
filtrace, a to v SirSim slova smyslu, jakozto tulohy urceni podminéné hustoty pravdépodobnosti
p(z | zl) nebo odhadu zj, na zakladé pozorovani z! a v uzsim smyslu, prave kdyz k = I. Pokud
[ > k jedna se o tdlohu vyhlazovani a pro k > [ je zaveden pojem predikce. V této préci se
budeme vénovat prevazné tloham filtrace a predikce. Protoze se stav v ¢ase méni, je prirozené
vyzadovat jeho odhad také v kazdém casovém okamziku, coz nas vede k formulaci rekurzivni
filtrace nasledujicim zpusobem:

Méjme odhad zj_, zalozeny na méfeni zj_1, feknéme Zj,_;. Uréeme odhad &y, z &1 a z¥. Tento
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problém je obecné Fesen uzitim Bayesova pravidla. Ziskdme vztahy, které jsou podobné (2.4.1),
ale jsou doplnény konvoluéni rovnici, kterd popisuje u¢inek zmény stavovych proménnych
v ¢ase. Abychom dostali rekurzivni feseni, je vhodné vyzadovat, aby {v;} byl bily sum na rozdil
od (2.4.1), kde tato vlastnost vyzadovana nebyla. Déle pFedpoklddejme, ze bilé sumy {vy}, {wg}
jsou nezavislé a rovnéz jsou nezavislé na xy. Pak aposteriorni hustota pravdépodobnosti nebo
alternativné filtra¢ni hustota pravdépodobnosti muze byt ur¢ena rekurzivné

p(zi | zp).play | 2571
p(z | 2871

play | 2F) = (2.4.4)

kde p(zx | 2*71) = [p(zk | z)p(xk | 257 1)dzy je normalizaéni konstanta.

Hustota p(zy, | 2F) je ve stejné formé jako v (2.4.1), kde p(©) je nahrazeno p(xj, | z¥~1). Hustota
p(z | z) je uréena hustotou p(vy). Rovnice (2.3.5) ndm poslouzi k uréeni p(zy | 2571), které je
déno

p(z | zkil) = /p(a;k,xkl | zkil)dafk,l = /p(xk | zk—1).p(xK_1 | zkil)dwk,l (2.4.5)

pricemz p(xy | xx—1) je uréeno p(wg_1). Rovnice (2.4.5) vyzaduje konvoluci p(xy | zx—1) a
p(zp_q | 2571). Rekurze (2.4.4) a (2.4.5) muze byt odstartovana aplikaci Bayesova pravidla a
apriorniho popisu zg, tedy

0y _ P(20 | zo)-p(xo)
plao | ) = P20
Muzeme konstatovat, Zze t-variantni stav vyzaduje piidavnou strukturu s porovnanim
s problémem odhadu parametru. Zaroven je ziejmé, ze estimace stavu dand rovnicemi (2.4.4)-
(2.4.6) v sobé zahrnuje tilohu estimace parametru jako specidlni piipad. Na zavér této kapitoly
provedeme shrnuti formulace a feSeni problému estimace stavu.

(2.4.6)

Obecné TeSeni problému estimace stavu: shrnuti
Necht vektor stavu se vyviji podle nésledujictho vztahu

Tyl = fk(xk) 4w, k=0,1,2,.. (2.4.7)

kde x; je nx dimenziondlni vektor stavu systému v case t,

wy, je nx dimenzionalni stavovy Sum pusobici na systém v case t, kde t <t < tx41,

fr(+) je zndma vektorové funkce piislusné dimenze.
Nahodny proces {wy} je bily sum se zndmou hustotou pravdépodobnosti p(wy) a rovnéz hustota
pravdépodobnosti poc¢dteéniho stavu p(xg) je zndma.
Stav systému je sledovan pomoci méfenych hodnot zj, které jsou ve znamém vztahu k xj, ale
jsou kontaminovany Sumem méfeni

2k = hk(xk) +ov k=0,1,2,... (2.4.8)

kde z; je nz dimenziondlni vektor znamych meérenych dat v ¢ase t; a vi je nz dimenziondlni
vektor Sumu méfeni ovliviiujici data v ¢ase t. Ndhodny proces {vg} je bily Sum se zndmou
hustotou pravdépodobnosti p(vy). Procesy {wg}, {vy} a ndhodnd veli¢ina zp jsou navzdjem
nezavislé.

Cilem je uréeni podminéné hustoty pravdépodobnosti p(zy | 2%).
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Protoze budeme casto pracovat s ulohou filtrace tedy pro | = k a jednokrokové predikce
[ =k — 1, pak rekurzivn{ vztahy budou mit tvar:

filtrac¢ni hustota

(zp | 2571).p(2 | r)

k b
= 2.4.9
pla | ) = B (249)
prediktivni hustota
plzy | 2571 = / plap_1 | 2 Dplay | zp_1)dzy_ (2.4.10)
—0o0
kde
p(z | 2570 = / p(zy | 25 Dp(a | xp)day, (2.4.11)

p(ao | ) = p(ao)

Vztahy (2.4.9), (2.4.10) jsou zndmé bayesovské rekurzivni vztahy.

7 teoretického hlediska jsou pfedchozi vztahy uplné feSeni problému estimace stavu, protoze
poskytuji tdplny pravdépodobnostni popis nahodnych stavovych velicin ve formé hustot
pravdépodobnosti. AvSak v mnoha pfipadech bychom potfebovali spiSe konkrétni ciselné
vyjadirené odhady a vysledek ve formé funkce, hustoty pravdépodobnosti, je nevhodny. Rovnéz
feseni funkciondlnich bayesovskych vztahu (2.4.9)-(2.4.10) je obecné analyticky neschudné a
prave situace, kdy analyticka FeSitelnost je zachovana, budou obsahem nésledujicich kapitol.

Posledni sekce této kapitoly bude vénovana bodovym odhadum, tedy odhadim, kdy vysledkem
estimace neni funkce, ale vektor ¢isel.

2.5 Bodové odhady

Predpoklddejme, ze mame 2z méFeni proménné z; a hleddme bodovy odhad spojité neznadmé

veliciny ©. Jak jiz bylo feceno v pfedchozich sekcich mohou byt pouzity dva odlisné piistupy:
klasicky a bayesovsky. Klasicky pfistup bude uvazovat © jako nezndmou deterministickou
konstantu, zatimco bayesovsky pristup chape © jako stochastickou proménnou. Rozdil mezi
témito pristupy je zfejmy, jestlize napiSeme hustotu pravdépodobnosti pro zi

p(21;0) a p(z | ©)

Tyto dvé funkce jsou ve skute¢nosti nerozlisitelné, ackoliv jejich interpretace je zcela odlisn4.
Prvni funkce je parametrickd hustota pro konstantni parametr O, zatimco druha je podminénd
hustota pravdépodobnosti. V dalsi ¢asti budeme pouzivat zdpis druhy i pro parametrickou
hustotu.

V soucasné teorii bodovych odhadu je navrzeno velké mnozstvi kriterii, podle kterych je

mozné stanovit optimalni odhad. VSimnéme si pouze nékterych ¢asto pouzivanych optimalnich
bodovych odhadu, a to ve smyslu
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e maximaln{ vérohodnosti, ©M~

OML — 4rg maze p(z" | ©) (2.5.1)
e maximéalni aposteriorni pravdépodobnosti, eMAP
OMAP — 4rg maze p(© | zV) (2.5.2)
e podminéné stiedni hodnoty, ©F
" oo
OF — / op(O | 2F)de (2.5.3)
—00
e median, OME
eME o0
/ p(© | 2)dO = / 20| )de (2.5.4)
—00 OME
Vybér optimalniho estimatoru
0" = t(zN) (2.5.5)

je tedy vlastné dan funkef viz (2.5.1)-(2.5.4).

V tvodu sekce (2.4) jsme ¢astetné zkoumali vztah mezi odhadem podle maximélni vérohodnosti
(klasicky pristup k odhadu) a maximalni aposteriorni pravdépodobnosti (bayesovsky ptistup).
Jejich tzky vztah muzeme nyni snadno prokézat z Bayesova pravidla

p(A, B) = p(A| B).p(B) (2.5.6)
Pro tento ptipad plyne

p(@ | ZN) — p(®7ZN) — p(@) p
p(zN)  p(zN)
Protoze p(z") mize byt chipino jako konstanta pii odhadu ©, pak p(© | zV) a p(z"V | ©)
se odlisuji v tomto vztahu pouze apriornim rozdélenim p(©). Jestlize apriorni rozdéleni je
neinformativni vzhledem k © to jest p(©) = C v piipadé, ze O je diskrétni v drovni - nabyva
kone¢ného poctu hodnot nebo mé normélni rozlozeni s kovarianci blizici se nekonecnu, pak

(=" | ©) (2.5.7)

GMAP _ ML

a OML je pouze ,specidlni* piipad odhadu M AP. Nicméné na rozdilnou interpretaci téchto
pristupt nesmime zapomenout.

Pii generovani bodového optimdalniho odhadu stavu bychom mohli (2.5.2)-(2.5.4) zapsat
analogickym zpusobem. Kritérium maximalni vérohodnosti se v tomto piipadé nedd uplatnit,
jelikoz je v rozporu s predpokladem na charakter odhadované veli¢iny, stavu, ktery je chapan
jako stochasticky proces. Optimélni bodovy odhad stavu je pak ve smyslu
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e a maximalni aposteriorni pravdépodobnosti 5:{6‘/[ AP

2y = arg max,, p(y | 2°) (2.5.8)

e podminéné stfedni hodnoty ﬁ:kE

B > k
Ty, Z/ rpp(xy | 27)dxy

—00
e median @ny
FME [e'e)
/ p(zk | zk)dxk :/ p(zk | zk)dxk
—00 :%fcv[E

Tyto bodové odhady bychom mohli pouzivat po pfislusné dpravé i pro diskrétni nahodné
veli¢iny. Pouze podminénd stiedni hodnota pouzit nelze, protoze odhad by nemusel patiit do
mnoziny piipustnych hodnot odhadované diskrétni (v tirovni) ndhodné veli¢iny.

Bodové odhady pro gaussovskou hustotu pravdépodobnosti budou shodné, avsak pro negaus-
sovské hustoty se mohou diametralné lisit. Tento fakt si potvrdime v nésledujicim piikladu.

Priklad 2.5.1 Vypoctéme bodové odhady J%Q/[AP ,:i‘kE ,i',iw B jestlize filtracni hustota
pravdépodobnosti p(z, | 2F) je déna timto piedpisem

plzp | 2¥) =056—-—¢ x,€<0,1>
=0,25—¢ zp€e<1,3>
=1 TR €< 6,64+3 > proe — 0

o Je ziejmé, ze #MAY €< 6,6+ 3¢ >

e Vypocet 2 bude slozitéjsl. Vyjdeme z definice, tudiz &f = 06+35 opp(zg | 27)dxy, =

(0,5 — e)apday, + [2(0,25 — &)apday + [T wpday = 1,25

s oy i , o~ FgME k 0 k
e Zbyvé vypocitat median. Musi platit, ze [** = p(zy | 2%)day = [ove p(zk | 2)dzy, Odsud
k

je zfejmé, Ze pro uvazovanou p(zy | zF) dostaneme optimalni bodovy odhad ve smyslu
ME = 1.

medidn v bodé 7}
Predchozi piiklad ukazuje, Ze bodové odhady prindseji vyrazné jednodusSsi vysledek es-
timacni tulohy v porovnani s hustotou pravdépodobnosti, ale v piipadé negaussovské
hustoty pravdépodobnosti vyrazné rozdilné vysledky a samoziejmé nepiedstavuji tuplny
pravdépodobnostni popis. Z tohoto duvodu a z faktu, ze pfi znalosti hustoty pravdépodobnosti
muzeme urcit jakykoliv bodovy odhad, budeme v nédsledujicich kapitoldch preferovat v prevazné
mite vypocet filtraéni a prediktivni hustoty pravdépodobnosti.
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Kapitola 3

Kalmanuv filtr

Novy pohled na teorii filtrace reprezentované Wienerovou teorif [1] pfinesl v roce 1960 Kalman
[2]. Provedl rozbor metod feseni Wienerova problému a formuloval limitujici faktory, které
vazné ovliviuji praktickou pouzitelnost. Z téchto faktorti pfipomenme alesponi omezeni na
stacionarni procesy a znac¢nou matematickou naro¢nost pii odvozeni zpusobujici nepruhlednost
z inzenyrského pohledu. Kalmantv pfistup k problému linedrni filtrace tyto nevyhody elimi-
nuje. K odvozeni filtru vyuziva ortogondlni projekci a pracuje v ¢asové oblasti se stavovymi
veli¢inami na rozdil od Wienerovy teorie zalozené na spektralni faktorizaci a frekvenénim popisu.

Kalmanuv filtr je chapan jako linearni rekurzivni algoritmus generujici nestranny odhad
ve smyslu podminéni stfedni hodnoty (minimalni variance) nezndmého stavu dynamického
systému ze zasuménych dat ziskdvanych v diskrétnich casovych okamzicich [2], [4], [9]-[13],
[84]. Jeho uplatnéni najdeme piedevsim v Fidicich, komunikaénich ¢ monitorovacich systémech
[5], [11], [20]. O rostouci popularité svédéi i pomaly prunik do ekonomickych ¢i ekologickych
disciplin [21], [22].

Cilem této kapitoly je predevSim odvodit Kalmanuv filtr vyuzitim bayesovského piistupu.
Vztahy ziskané béhem odvozeni a pohled do vnitintho mechanismu bayesovského piistupu
budou nezbytné v dalsich kapitolach prace. Soucasti této kapitoly vsak bude i fada dalsich iloh
souvisejicich s analyzou ¢i vyuzitim kalmanovské filtrace.

3.1 Linearni gaussovsky systém

V této sekei se budeme zabyvat linedrnim systémem, specidlnim piipadem (2.4.7), (2.4.8), ktery
je definovan nasledujicimi vztahy
Tr+1 = Frar + wi k=0,1,2,... (3.1.1)
o= Hyxp +v, k=012, ... (3.1.2)
kde F}, je nz/nx dimenziondlni matice

Hj, je nz/nz dimenzionalni matice

Rovnice (3.1.1) predstavuje stavovou rovnici popisujici vyvoj stavu zy a (3.1.2) je rovnice méfent
definujici vztah mezi vystupem systému y, = Hpxi, Sumem vg a méfenim z,. Za neméfitelny
vstup systému budeme povazovat Sum wg. Predpokladejme, ze wy a v pro k = 0,1,2, ... jsou
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procesy s témito vlastnostmi

1. {vg} a {wg} jsou bilé sumy

2. {vr} a {wg} jsou gaussovské s nulovou stiedni hodnotou

3. {vx} a {wg} jsou nezavislé

kde symbol {v} predstavuje ndhodny proces vy pro k =0,1,2....

To znamenad, ze z prvni vlastnosti vyplyva kromé jiného
7 druhé vlastnosti dostaneme

a z druhé a tfeti plyne

Elwpol] =0 Vk,i
Budeme déle pfedpokladat, ze

E[vkvlT] = Ry6p,

Elwpwi] = Qrbry

kde Ry a Q jsou symetrické nonnegativné definitni matice pro vSechna k a pocatetni stav xg
je gaussovskd ndhodnd veli¢ina nezdvisld na {vi} a {wy} se zndmou stiedni hodnotou Zo a
znamou kovarianci X

Elzo] =20  El(zo —o)(zo — %0)"] = %o
Signalovy model uvazovaného systému je na obr. 3.1.1, kde ¢! je operdtor zpétného posuvu

definovany ¢ tz(t) = z(t — 1).

Ptipomenime, Ze problém filtrace spoc¢iva v generovani odhadu stavu xj na zakladé pozorovani
20,21, ---, 2k- JeSté pred tim, nez se timto problémem budeme zabyvat, si vSak vSimneme
samotného ndhodného procesu {zj} a ukdzeme, ze se jednd o gaussmarkovsky proces.

Je ziejmé, ze xj je ndhodnd velicina a z (3.1.1) plyne, ze

k-1
Ty = Pr0T0 + Z Ol l+1W] (3.1.3)
=0
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Vg

Obrazek 3.1.1: Signalovy model linedrniho systému

kde

Opg = Fr_1Fg_2...F k>l (3.1.4)
P =1 (3.1.5)

To znamena, ze xj je linedrni kombinace ndhodnych vektoru xg, wg, w1, ..., wr_1 a jelikoz maji
normalni rozdéleni, pak i ndhodnd veli¢ina xj je popsana gaussovskym rozdélenim. Protoze
predchozi postup plati pro kazdé k, pak je zfejmé, ze {z\} je gaussovsky proces.

Nyni ukdzeme, ze {x} je téz markovsky proces.

Pro markovsky proces plati, ze pro k1 < ko < ... < ki, < k

P(Tk | Ty o T2y T1) = D(Tk | Thom)
Z (3.1.1) vyplyva, ze

k—1

Tk = Pk emThm + Z Pk 11w (3.1.6)
l=km

Ziejmé w; nejsou zavislé na xpy, Tr2, ..., Thm, a tudiz znalost xp1, T2, ..., Thm NEprindsi novou
informaci o w;. To znamenad, ze {xy} je markovsky proces. Tato vlastnost je dusledkem kauzality
systému (3.1.1.) a skutecnosti, ze {wg} je bily Sum.

Déle si vsimneme ndhodného procesu {zp}. Zfejmé se jednd o gaussovsky proces. Ale o

markovsky proces nejde, jelikoz vystup systému yi je v obecném pripadé korelovany proces
s hloubkou zéavislosti vétsi nez jedna.

Jelikoz {zx} 1 {2z} jsou gaussovské procesy, pro jejich popis vysta¢ime s prvnimi dvéma
momenty. V nésledujici ¢asti se budeme zabyvat jejich vypocétem.

Z (3.1.3) je ziejmé, ze

Elzy] = ¢r,0%0 (3.1.7)
a z (3.1.2) vyplyva

Elz] = HoElxyl (3.1.8)

18



Pted vypoctem kovarian¢ni funkce stavu si nejdfive ozna¢me

Tx = Elzg] (3.1.9)
Y1 = E{fzg — 2x)[wr — #)"} pro k >1 (3.1.10)
Vypocet je jednoduchy. Z (3.1.3) a (3.1.7) dostaneme

Sk = E{[¢r0(z0 — To) + iy drir1wil[dro(zo — To) + 22;%) o jr1w;] T}

Protoze xg — Zg, wy, ..., wp_1 jsou nezavislé, muzeme piredchozi vztah zjednodusit na

-1
Ske = droE{[zo — Zo][wo — To]" Yoy + Z Dr,it1 Qi 11
i=0
-1
= oki{d10Z0dlo + Y bi1Qidli1} (3.1.11)
i=0
a pro pripad k =1
k-1
Skk = Ok0S00h0 + > Orit1Qidf i1 (3.1.12)
i=0
Z (3.1.1) vsak téz vyplyvé
Skttt = FrSenFyl + Qp (3.1.13)

coz umoznuje rekurzivni vypocet Xy . Vyuzitim Yy ; a vztahu (3.1.11) pak muzeme vyjadiit
matice ¥ ; pro vSechna k,l a ¥go = 2o

Yo = QpaXiy k=1 (3.1.14)

a protoze X = E{k, pak

Skt = Sexdly k<l (3.1.15)

Rovnice (3.1.13)-(3.1.15) umoziuji ur¢it kovarianci stavu.

Piejdéme k vypoctu kovarianéni funkce méfeni. Oznaéme E|zi] = Zx. Protoze

2z, = Hpxp + vg

pak

E{lzy — &lla — 2"} = E{Hpx, —z)[v — 3] H'} + B{Hg[xx — Tilv]'}
+ E{vp[z; — @) H} + Elogo]] (3.1.16)

Protoze podle predpokladu {v;} je nezdvislé na xg a {wg}, pak je také nezavislé na {xp — Ty},
a tudiz druhy a tieti ¢len na pravé strané piredchozi rovnice jsou nulové. Kovariance po tpravé
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bude uréena nasledujicim vztahem

cov(zg, z1) = Hypp 130 Hy + Rk(SkJ k>1 (3.1.17)

Tim jsme dokonéili popis ndhodnych procesu {zx} a {z}. Bylo vidét, jak pfedpoklady na
strukturu systému dané rovnicemi (3.1.1), (3.1.2), na pocatecni stav a ndhodné procesy
{vi}, {wg} ovliviiuji vypocet charakteristik ndhodnych procesu {xy}, {z;} a jak se pfi vypoétu
projevuji.
Poznamenejme, ze nékdy je mozné se setkat s pozadavkem, aby F [wkvlT] = Si0k,. Tento fakt
ovlivni cov(zk, 1) a tedy (3.1.16), (3.1.17) a rovnéz zpusobi, ze p(zirt1 | Tk, 2k) # P(Tk+1 | Tk),
jak plyne ze vztahi (3.1.1), (3.1.2), jelikoz E[wgvl] = Sk. To je ditvod, proé bychom v tomto
piipadé méli pod pojmem stav chépat dvojici [z, zx], pficemz xj, chdpat jako nezndmou slozku
stavu a z; jako znamou slozku stavu. Nicméné predpoklad, ze S = 0 muze byt bez ztraty
obecnosti zaveden, jelikoz muzeme provést nasledujici transformaci v piipadé, ze Sy # 0.
Necht

Tk1 = Frxp + wi (3.1.18)

2z, = Hipxp + vy (3.1.19)

a vSechny specifikace veli¢in v téchto vztazich jsou shodné s predchozim, pouze

cov(wg, vl) = S (3.1.20)

Jestlize R, ' existuje, mizeme (3.1.18) upravit na

Thy1 = Frog 4wy — SpRy ek — 2] = Fray +wy, — SRy [Hyae + ve — 2]
(Fy — SRy Hy)wg + SpRy 2k + wy, — Sk Ry, Moy,

Oznacme

Fy, = Fj, — SR, ' Hy,
Wi = Wg — Slezlvk

pak

Thi1 = Fray + SpR; 2 + wy, (3.1.21)

Nyni vypoétéme cov(wy, Wy ), cov(wg, vi) a cov(vg, w})

cov(wy, W) = F{lwr — SpRy vp)[(wr — SkR;'we)T] = Qr — SkR.'SF — SkR;'SF +
SpR 'R R ST = Qr — SR, ST

COU(le,Uk) = E{[wk — SkRI;IUk]Ug} =5 — Slelek =0
cov(vg, W) = Elvg(wg — SRy 'vg)T] = S — Ry R, 'S =0

To znamend, ze "novy”stavovy Sum wy neni zavisly na vg a systém (3.1.21), (3.1.19) je obsahové
shodny s (3.1.1) a (3.1.2). Odlisuje se pouze ve clenu SRy 'z v(3.1.21), ale to je znadm4 velicina
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v case k.

V této sekci jsme ukdzali, ze vlastnosti ndhodnych procesu {zj} a {zx} jsme schopni popsat
pomoci stfedni hodnoty a kovarian¢nich matice pro vSechny c¢asové okamziky. V nésledujici
kapitole se budeme zabyvat ndvrhem filtru poskytujici odhad stavu na zakladé dostupnych
méfeni a modelu systému.

3.2 Bayesovsky pristup k syntéze filtru

V této sekci se soustiedime na syntézu filtru generujici odhad stavu linedrniho gaussovského
systému (3.1.1), (3.1.2) v bayesovském ramci. Predstavime dvé techniky névrhu filtru. Zatimco
prvni technika dusledné vychézi z bayesovskych vztahu (2.4.9), (2.4.10), druhd stavi na
zakladnich vétach pravdépodobnosti a statistiky. Kazdy z piistupi nabidne jiny pohled na
podstatu Kalmanova filtru a umozni, v nésledujicich kapitolach, odlisné piistupy k rozsiteni
aplikovatelnosti myslenky Kalmanova filtru pro nelinedarn{ systémy.

3.2.1 Primy priistup k syntéze filtru

V této sekci se soustiedime na syntézu filtru dusledné vychdazejici z bayesovskych vztahu (2.4.9),
(2.4.10) a generujici odhad stavu linearniho gaussovského systému ze sekce 3.1.

Nejdiive budeme pocitat filtraéni hustotu pravdépodobnosti. K tomu potiebujeme znat podle
(2.4.9) podminénou prediktivni hustotu pravdépodobnosti. Zacneme pro k = 0. Pak prediktivni

Ny (. . . A — .

hustota p(xg | 271) je ddna zndmym apriornim rozlozenim p(zg) = p(zg | 271), tj.
p(zo | 271) = p(xo) = N(zo : ), PY) (3.2.1)
kde 2, = E[xo | 271] je apriorni stfedn{ hodnota a P} = cov|xo | 271] je apriorni kovarianén{

matice chyby odhadu stavu. Znaceni N(zg : &, P)) pak oznacuje, ze ndhodnd veli¢ina xp ma
normalni rozlozeni se stfedni hodnotou Z{, a kovarianci Fj.

Hustotu p(zg | xx) snadno ziskdme z (3.1.2) a zdkladnich vét teorie pravdépodobnosti ve tvaru
p(zo0 | zo) = N (20 : Hozo, Ro) (3.2.2)

Bayestiv vztah obsahuje je§té tzv. normalizaén{ konstantu, hustotu pravdépodobnosti p(zg | 271).
Ziskdme ji opét snadno z (3.2.1) a aplikaci zdkladu teorie pravdépodobnosti

p(z0 | 271 = N(zo : HoZly, HoPJHZ + Ry) (3.2.3)
protoze
E[Z() | 271] = E[H[).To + v | 271] = Hoi’6
E[(Z() — ZA:())(ZO — ﬁo)T ’ 271] = E[(H()a}o + vg — H()(I?G)(Hol‘o + vy — H()i'6)T ’ 2’71]
= HoPJHI + R,.

Nyni muzeme dosadit do (2.4.9)
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plzo | 27 Hp(20 | o)  N(z0 : Howo, Ro)N(zo : &, F})

0
b(xo | 2 = = -
(o [ 27) p(z0 | 271) Nz : Hoxg,HoP(’)Hg + Ro)
o
27 )nz et Ry
1

—2wo—ap|T Py [wo—#))

e
(2m)2/2(det P))1/?

(QW)"Z/Q[det(ngéH()T + Ry)]'/?
o~ 3lz0—Hap] T [Ho Py HT +Ro) " [z20— Hip)

(3.2.4)

Nejdiive si vSimneme konstanty pied exponencidlni ¢asti, feknéme konst, kterd se rovnd
1 [det(HyPyHI + Rp))/?
(2m)ne/2” (detRo)l/Q.(detPé)l/2

Nyni prejdéme k exponencialni ¢dsti (3.2.4). Pro jednodussi zapis nebudeme pouzivat ¢asové
indexy. Exponent pak je

konst =

(3.2.5)

1 1
- i[z — H2)"R7'[z — Ha] — §[x — TP e — 2]
1 1
+ gle- Hi\'[HP'HT + Rz — Hi] = —ixT[HTR’lﬂ + P Yz
1 1 1
+ 5:;;T[JLIT}rlz + P+ E[zTR’lH + TP — §zTR*12
1 1
+ 5lz- Hi\"[HP'HT + R [z — Hi] — 5&;’TP’—1:5’ (3.2.6)
Ukéazeme, ze pravou stranu (3.2.6) lze upravit na étverec
Lo \Tp1 - 1 rpa
- §($—x) P (J:—x):—§x Pz
Lorpa Lrpa, lorpa,
—i—ix Pz + 3% P &— 5@ P~z (3.2.7)
Protoze tprava musi byt platna pro vSechna x, pak
Pl=HTR'H 4+ P! (3.2.8)
a zaroven
P li=HTR 24+ P14 (3.2.9)
Upravou (3.2.9) dostaneme
& =PH'R 2+ PP'~13 (3.2.10)
Dosazenim z (3.2.8) do (3. 2.10) ziskdme
&t =PH'R Y2+ P(P'-~H'R'H)¥' =% + PHTR (2 — HZ') (3.2.11)
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Aplikaci maticového inverzniho lemma

(A+BCD) ' =A' -~ A'B(DAT'B+C~ )™ 'DA™! (3.2.12)

na (3.2.8) dostaneme

P=P - PH'HP'H" + R|"'HP' (3.2.13)

To znamens, ze PHTR™" 7 (3.2.11) se rovna

PHTR™Y = PH'R'—-PHTYHP'H' + R 7 'HP' HTR™!
= PHT[I - (HP'H" + R 'HP' HT|R™!
= P'H'(HPH" + R"YHPH" + R)
— (HP'HT" + R)'HP'HT|R™!
= P'HY(HP'HT + R)y"Y(HP'HT + R— HP'HT)|R!
= P'HT[HP'HT + R} (3.2.14)

Nyni je ziejmé, ze (3.2.11) muzeme zapsat vyuzitim (3.2.14) takto

&=2'+PHYHP'HT + R7'(z — Hi) (3.2.15)

Zbyva proveérit, ze skuteéné posledni tii ¢leny na pravé strané (3.2.6) se rovnaji poslednimu
¢lenu na pravé strané (3.2.7). Tedy

1 1
= TRtz + 5l = H#|T'[HP'HT + R ™[z — H']
1 1
- 5a:n’TP’—lfc’ = —izﬁTP_lzﬁ (3.2.16)

Dosadme do pravé strany (3.2.16) z (3.2.15) a (3.2.8). Pak

iTP's = [+ PHT(HPH" + Ry (2 — H)|"[HTR™'H + P!
[’ + PHT(HP'HT + R)™(z — Hi')] (3.2.17)
Oznacme
K=PH'(HPH? + R)™! (3.2.18)

J=HT'R'H + P!
a dosadme do (3.2.17)
1 1
—§@TP—192 = —glKz+ (I - KH)'TJKz+ (I - KH)i'| (3.2.19)

Upravme levou stranu (3.2.16)

— R Y42 — HV'HP'HT + Rz — HY| - 2/ P74 =

— R —(HPH" + R )2 —&'H'(HP'HT + R)™'2

— (HPHT + R'Hi + ¢/[HT(HP'HT + R)™'H

- P (3.2.20)
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Nyni odec¢teme kvadratické ¢leny u z na pravych strandch rovnic (3.2.19) a (3.2.20)

K'JK — [R'—(HP'HT + R)7!
= (HPHT + R)"'HP'(HTR'H + P~"HYP'H'(HPHT + R™1)
— R Y4+ (HPHT + R)!
= (HP'H" + R)"YHP'(H'R'H + PYPHT'(HP'H" + R)™' — (HP'H" + R)™' +1]
= (HP'H' + R HPHT'R'HP'HT + HP' P'~'P'HT
— (HP'H" + RRR"YHP'H" + R) + (HP'H" + R)|(HP'H" + R)™!
= (HPPH' + R HPPH'R'HP'HT + HP'HT
+ HP'H' + R—HP'H'R'HP' HT
— HP'HT —HP'HT —R|[HP'HT + R "' =0

Smisené ¢leny se musi také rovnat

K'JI-KH) — (HP'H" +R)'H=(HP'HT + R)"'HP' (HTR™'H

+ PYI-PH"(HPH" + R)"'H) - (HP'HT + R)™'H

= (HP'H" + Ry"Y HP'H'R'H+ H)[I - PH"(HP'H" + R)"'H]

— (HPPH" +R"'H = (HP'H" + Ry HPPH'R'H+ H

— HP'H'R'HPHY(HP'HT + R)™'H

— HP'H'"(HP'H' + R)"'H] - (HP'H" + R)'H

= (HPPH' + Ry Y[HP'H'R'H+ H

— HP'H'R'HPH"(HP'H" + Ry™'H - HP'H'(HP'HT

+ R)'H]-H}=HPH" + Ry'HP'HT'|[R™!

— R'HP'H'(HP'H' + R - (HP'H" + R)"'|H

= (HPH'+ R YR '-R Y HPH' + R- R)(HP'HT + R)™}
(HP'HT + R)"'|H = (HP'HT + Ry *HP'HT[R™!

— R Y4+ (HPH'+R ™' —(HPHT +R™MH =0

Kone¢né, kvadratické cleny u 2’ po odec¢teni musi byt téz rovny nule.
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(I — HYKTYJI-KH)+HTHPHT + R 'H-P'=J-H'KTJ
— JKH+H'K'KH+ H'[HP'HT + R 'H - P! = H'R'H
+ P'—HT'(HP'H' + R\'HP(H'R™'H + P')
— (H'R'H+ P YHYPHT(HP'H' + R)~'H
HY(HP'HT + R)'HP(H'R'H + P~YYP'H' (HP'HT
R)'H+ HY'[HP'HT + Rj7'H - P"' = H'R'H
— HY(HP'H' + Ry 'HP'H'R'H - H'(HP'HT + R)™'H
— H'R'HPH"(HPH" + R)"'H-H'(HP'H" + R)'H
HY'(HP'H" + Ry 'HPH'R'HPH"(HP'HT + R)™'H
HY'(HP'H" + Ry 'HP'H'(HP'HT + R)™'H
— HY'[HP'H' +R™'H=H"HP'H" + R (HP'H" + R)R"*(HP'H” + R)
— HP'H'R"YHP'HT +R)— (HP'HT + R) — (HP'HT
+ R)R'HP'H" - (HP'H" + R)+ HP'H'R'HP'HT + HP'H"
+ (HP'HT + R)|[HP'HT + R|™'H = H'[HP'H”
+ RI"Y(HP'H' + R\ R"*(HP'H" + R)
HP'H'R"Y HP'H" + R) — (HP'H” + R)
(HP'HT + RRR*HP'HT + HPPH'R'HP'HT
HP'HT)HP'HT + R|"'H = H'[HP'HT + R|"*[(HP'HT
R R'HP'H" + HPH' + R— HP HTR'HP'H' - HP'H' — (HP'H' + R)
— (HP'HT + RR'HP'H' + HPPH'R'HP'HT + HP'HT||[HP'H" + R|"'HT =0

+ +

Vyraz (3.2.16) je splnén.

Nyni se musime vratit k (3.2.1) a provéfit, ze plati

1 1 [det(HP'HT + R)]Y/?

(2m)ne/2(detP)Y/2  (2m)ne/2 (detR)1/2(detP’)1/2

nebo-li

12 _ (detR)"/?(detP')'/?

detP 3.2.21
(etP) ™ = e (HPHT + R)1/2 (3:2.21)
Z(3.2.13) vime, ze
(detP) = {det[P' — PPH'(R+ HP'HT)"'HP'|}
= (detP'){det]I - H'(R+ HP'H)"'HP']} (3.2.22)
Pro dalsi dpravu pouzijeme vztah
det(I, + AB) = det(I, + BA) (3.2.23)

kde A je matice dimenze n/p a B matice dimenze p/n.
Polozime-li HP' = B (dim nz/nz) a A= —HT(R+ HP'H")~! (dim nx/nz) mizeme upravit
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(3.2.22) na

detP = (detP){det|I,. — HP'"H'(R+ HP'H")™1]}
= (detP){det[((R+HP'H") R+ HP HT)™!
— HP'H"(R+HP'H") '}
= (detP"){det[R(R+ HP'HT)™']}

detP'detR
_ 3.2.24
det(R + HP'HT) (3.2.24)

Dosazenim (3.2.24) do (3.2.21) je zfejmé, ze rovnost plati.

Po téchto vypoctech je jasné, ze filtra¢ni hustota pravdépodobnosti je normalni rozlozeni se
stfedni hodnotou danou rovnici (3.2.15), tedy
&0 = iy + PYHE [HoPyHE + Ro] ™20 — Ho)) (3.2.25)

a kovarianci danou rovnici (3.2.13), tedy

Py = P} — PLHI [HoPyHL + Ro] ™ Hy P} (3.2.26)

Filtra¢ni hustota pravdépodobnosti je pak

p(xo | 20) = N(wo : Zo, P) (3.2.27)

V nésledujici ¢asti této sekce se budeme vénovat odvozeni prediktivni hustoty pravdépodobnosti
p(z1 | 2°) tedy pro k = 1.Vyjdeme ze vztahu (2.4.10). K vypoétu potiebujeme znét filtracni
hustotu pravdépodobnosti p(zg | 2°) a piechodovou hustotu pravdépodobnosti p(z1 | o).
Filtraéni hustotu zndme z pfedchoziho odvozeni, vztah (3.2.27) a pfechodovou hustotu snadno
vypocteme ze znalosti (3.1.1) a zdkladnich vét teorie pravdépodobnosti. Takze prechodova
hustota je stanovena nasledujicim vztahem

p(z1 | @) = N(x1 : Foxo, Qo) (3.2.28)
kde

E[wl ‘ :Iio] = E[F()wo + wo ‘ :C()] = Fpxg
El(z1 — El21 | o)) (z1 — Elz1 | xO])T | z0] = E[(Foxo — Foxo + wo)(Foxo — Foxo + wO)T | zo]

= FElwow | z0] = Qo

Nyn{ dosadime do (2.4.10) z (3.2.27) a (3.2.28).
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p(z1 | 2°) = /N(OCO : &g, Po)N(z1 : Fozo, Qo)dxo

— / : 6_%[5”0_@0?1361[300—@0]
) 2 (det Py 12

1 1 TH—1
—5lz1—Foxo]' Qg [xlfFoxo]d
x (27T)na:/2(detQO)1/26 : L0
1
(2m)nx(det Py)Y/2(detQq)1/?
« /eé{[zo:ﬁo]Tpol[xoio]Jr[ﬂmFoxo}TQol[xlFoxo]}dxo (3229)

Exponent v (3.2.29) muzeme upravit

- %{[550 — &0]" Py Hao — &0 + [x1 — Fozo)" Qp Hz1 — Foxol} =

1 1
— —xy [Py + Y Qy Folzo — af [— Py tdo — Fy Qg ')

2 2
1. s _ | _
- 5[—955130 f- x?Qo 1FO]=750 - i[xgpo Yoo + x{Qo 1351] =
1
— i{xOTA_lxo —xtb— Tz + ¢} (3.2.30)

kde
A =Py FPQy Ry

~1a —1
bZPO x(]—f—F(’)TQO T
T p—1 ~1
c=3 Py 20+ 2T Qy m

Vyuzitim (3.2.30) muzeme integral v (3.2.29) zapsat a upravit nasledujicim zpusobem

/e—é(ng1x0—xgb—bTx0+c)de _

_/(2”)"96/2(056“1)1/2 Lm0 AD)T A (zo— AB) LT Ab-0)

o (2m)"2/2(det A)1/2 € L0

_ (o \n/2 1/2, (b7 Ab—c 1 — L (wo—Ab)T A~ (o — Ab

= (@)l det ) e )/ (2m)me/2(det A)1/2 2 (o= ANTAT (0= A0) i

= (27m)™/2(det A)/2e2 (0" Ab—c) (3.2.31)

Vyuzili jsme skutecnosti, Ze integrand je gaussovské rozlozeni a integral z hustoty je roven
jedné. Vztah (3.2.31) muzeme dosadit do (3.2.29) a dostaneme

(QW)nx/Z(detA)l/Q e%(bTAb—C)
27) " (det Po) /2 (detQq) /2

Nyni ukdzeme, ze exponent v (3.2.32) lze upravit na c¢tverec vzhledem k x;. Dosazenim
z (3.2.31) dostaneme

(3.2.32)

plz1 | ) = (
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b Ab — ¢

(Pytao + FEQylan)T (Pyt 4+ F Qpt Fo) M (Py o
FFQytar) — Py tao — 21 Qplan

o1 [Qy Fo(Py ! + o Qy' Fo) ™ Fy Q!

— Qo+ 2 [Qy Fo(Fy 4+ F5Qq Fo) ™' Fy Mo

i Py ' (Py ' + Fy Qp ' Fo) ™' Fy Qg

+ &Py NPy + FEQy Fo) T Pyt — Py i

+

_|_

Pro dalsi dpravy pouzijeme maticové inverzni lemma a dokazeme, ze plati

b Ab — ¢ = —(xy — &))" P (2 — 2)

Srovnanim (3.2.34) a (3.2.33) musi platit

—P = Qo B (Py !+ By Qo F) Ty @t — Qg = —(Qo+ FoRoFy )

/—1 ~/
—P i

Tedy

= —Qy Fo(Py '+ Fy Q' Fo) ' Byt

—Qq ' Fol[Po — PoFy (FoPoFy + Qo) ™" FoPo] Py g
—Qq '[Fo — Fo Py (FoPoFy + Qo)™ Folo
—Qy'I — FyP F{ (FoPoFy + Qo)™ Y Fodo

= —Qy [(FoPoF{ + Qo) (FoPoFy + Qo) !

— FyPyF{ (FoPoFy + Qo)™ Y| Foio

= —Qu'[Qu(FoPoFy + Qo) ] Foto

—(FoPoFy + Qo)™ ' Foo

— P Fyio

= Fyio

Porovnanim dalsiho smiSeného ¢lenu z (3.2.34) a (3.2.33)

+ai Pt

+&h P
+a1 P
+a P

~IT pr—1
+.’L‘1 Pl

Fyzg

= PP+ FIQ Ry !

= @ PPy~ PoF) (Qo+ FoPoFT) 'Ry P FY Q'
= #FI—(Qo+ FoP FT) 'Ry Py Q, "

= & F(Qo + FoPoFT)(Qo + FoPyFT)™!

— (Qo+ FoRFT) ' FyPy F Q!

= &) Fy (Qo+ PP F") !

=

Zbyvé proverit posledni ¢len z (3.2.35) a (3.2.36). Musi platit

g

[P Py + Fy Qg Fo) ™ = Py e = @ P
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Po dpravé vnitini zavorky dostaneme

F P = al{Py Py — PoFT(Qo + FoPoFY ) ' F Py )Pyt — Pyt

i Pta = 2Pyt — FT(Qo+ FoPoF) ) ' F — Py )2

dt Pty = @l FT P Fig

st ptay = Pt (3.2.39)

Exponent (3.2.32) je kvadratickd forma

1 T 1 A /—1 )

§(b Ab—c¢) = —5(;1:1 —27) P (21 — 27) (3.2.40)
kde ) = Fydo, P| = FoPyFE + Qo.

Nyni se vratime k (3.2.32), k dpravé konstanty pired exponencidlou. Konstantu lze upravit
nasledujicim zpusobem

(detA)z [det(Py + FIQy ' Fo) !

1

nT

(2m)% (det )2 (detQo)®  (2m)'F (detPo)? (detQ)
(2m) % (detQo)? [detlil + R FIQ; ' Ry))2
(27)% (dethl)5 [det(I + FoPyFT Q3 )]
(2m) % [det(Qo + FoPo FY )]

= ! (3.2.41)
(27)'% (detP))2 o

Konecné je odvozeni uzavieno. Vyraz (3.2.29) s ohledem na (3.2.13), (3.2.31), (3.2.34), (3.2.40),
(3.2.41) muzeme zapsat takto

p(z1 | 2°) = N(xy : 27, P}) (3.2.42)

kde i'll = Foi‘()
P| = FoPyF{ + Qo

Prediktivni hustota pravdépodobnosti obdobné jako filtra¢ni hustota pravdépodobnosti je
gaussovska. Je vidét, ze prediktivni hustota v & = 1 je opét gaussovska jako v k& = 0. To
znamenad, ze vypocet je platny formalné pro jakékoliv k. Shriime proto dosazeny vysledek.
Vypocet filtra¢ni hustoty pravdépodobnosti:

p(xy | 2%) = Ny - 2, Py) k=0,1,2,... (3.2.43)
iy = @) + PLHF Ry, + Hy PLHL | 2 — Hyit}] (3.2.44)
P, = P, — PLH!'[Ry + HyPLH} | H,,P| (3.2.45)
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Vypocet prediktivni hustoty pravdépodobnosti:

p(xk+1 | zk) - N(l’k+1 : ‘rij;f—l-l? P/é—i—l) k= 07 17 27 .. (3246)
'ﬁchl = Fy2y, (3.2.47)
Pl = F.PFl + Qy (3.2.48)

Poznamenejme, ze predpokladame

p(xo | 271) = p(wo) = N(xo : ), PY) (3.2.49)
Rovnice (3.2.43)-(3.2.49) definuji Kalmanuv filtr.

Na zavér poznamenejme, ze kdybychom uvazovali v rovnici (3.1.1) i vstupni signal ug, tedy

Tht1 = Frap + up + wy

znamy v kroku k, celé odvozeni bude analogické a jedind zména, kterda nastane ve vyslednych
vztazich (3.2.43)-(3.2.49) by nastala v (3.2.47), kterd by nabyla tvar

N ~
Ty = FrpZp + ug

coz je prirozené s ohledem na charakter signalu. Analogicky bychom postupovali pii zméné
predpokladu o nulové stfedni hodnoté stavového Sumu a Sumu méreni. Pak bychom dostali
misto (3.2.47)

A/ A N
Ty = FpZp + Wy

kde Efwg] = Wy a misto (3.2.45)

&y = @ + PLHY Ry + Hy PLHE |72 — Hyd) — )
kde Elvg| = 0.

3.2.2 Neprimy pristup k syntéze filtru

Ptimy piistup predstaveny v predchozi sekci je zalozen na upravé bayesovskych vztaht pomoci
zékladnich matematickych operaci. Relativni slozitost odvozeni je pak dusledek zvoleného
pristupu. Proto lze v literatufe najit i alternativni, ve svém dusledku vyrazné snazsi, pfistup
k odvozeni Kalmanova filtru, ktery vychéazi ze zakladnich vét pravdépodobnosti a statistiky.
Tedy, nez piejdeme k vlastnimu odvozeni, pfipometime si zakladni vlastnosti veli¢in popsanych
gaussovskou sdruzenou hustotou pravdépodobnosti.

Véta 3.2.1 Uvazujme nezdvislé ndhodné veliciny z a v popsané gaussovskymi hustotami
pravdépodobnosti p(z) = N(z : 2/, P,) a p(v) = N(v : 0, R). Déle uvazujme ndhodnou veli¢inu
y danou nésledujici linearni transformaci

y=Gr+v (3.2.50)

30



kde G je znamé matice vhodné dimenze. Pak sdruzena hustota pravdépodobnosti veli¢in = a y
je dédna

p(z,y) = p(y|z)p(z)

()
|

¥ [P, P,
AN

T 2! P! P.GT
=N ([y ' [Giﬂ’} ! [GP; GP;GT+R]> (3.2:51)
kde pravdépodobnost p(y|z), jak plyne z (3.2.50), je
p(y|lz) = py(y — Gx) = N(y : Gz, R) (3.2.52)

Marginélni hustota y je

p(y) = /p(x,y)d:v =N(y:9,P)
= N(y: Gi',GP.GT + R) (3.2.53)

Véta 3.2.2 Uvazujme sdruzené gaussovské ndhodné veli¢iny x a y

=[5 %)

kde P;y = (P;x)T. Pak podminénd hustota pravdépodobnosti veli¢iny = pfi zndmé hodnoté
nahodné veli¢iny y je

p(zly) = N(z : &' + P, (P)) "y — §), P, — PL,(P}) "' P;,) (3.2.55)

Tedy, predpokladejme danou pocatecni prediktivni hustotu pravdépodobnosti
p(zo|l2z™Y) = N(xg : &, P}) (3.2.56)

a rovnici méfeni (3.1.2) vedouci na gaussovskou hustotu pravdépodobnosti méfeni
p(Z()’xo) = N(Z[) : H.IJ(), Ro) (3257)

a zacnéme odvozenim filtraéniho kroku z Bayesova vztahu (2.4.9) v case k =0

p(zo, 20127")

p(z0lz7")
_ p(z0lzo)p(xo|2 ")
p(zo271)
_ p(20lz0)p(xo|2~")
J p(z0lz0)p(z0|2~1)dzo

plao|2°) =

(3.2.58)

Dle (3.2.56), (3.2.57) a véty 3.2.1, sdruzena prediktivni hustota pravdépodobnosti stavu zp a
meéfeni zg je dana

p(z0, 2027 ") = p(z0|z0)p(20|2 ™)

(] 515
20 20 Pzz,() PZ,O
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kde

26 = Elzo|z7 1] (3.2.60)
= E[Hozo +volz""] = E[Hozo|z""] + Eluo]

= Hody (3.2.61)

P,y = covlzo|z™] = El(20 — 2) (20 — %) " |27 (3.2.62)

= E[(H()IEO + v — Hofé)(Ho:Co —+ vg — Hoié])T|Z_1]
= HoE[(zo — &) (zo — )" |2~ |Hy + Elvovg |

= HyP,HJ + Ro (3.2.63)
20 = COv[To, 20271 = E[(zo — 25) (20 — 25)T |27 Y] (3.2.64)

= El(zo — &p)(z0 — &0)" |2~ "1 Hg

= PjH! (3.2.65)

jsou prediktivni momenty odhadu méfeni a stavu. Ve filtraénim kroku estimatoru predpokladame
dostupné méieni zg a zajimé nds, jak znalost méieni ovlivni prediktivni odhad stavu p(zg|z~1).
K tomu muzeme vyuzit vétu 3.2.2, kterd vede na findlni tvar filtra¢ni hustoty pravdépodobnosti
odhadu stavu p(xo|20, 27 1) = p(w0|2°) = N(x¢ : 20, Py) s momenty

o = 20 + Py o(Plo) " (20 — %) (3.2.66)
Py =Py — P, o ;,0)71( a/cz,o)T (3.2.67)

Pokracujme odvozenim prediktivniho kroku z Chapman-Kolmogorovovy rovnice (2.4.10) v case
k=1

p(1]2°) = / p(a1, 20]20)dao

= /p(x1|x0)p(xo|zo)d:n0 (3.2.68)
Za predpokladu gaussovské filtra¢ni hustoty pocateéni hustotu pravdépodobnosti
p(20|2°) = N(z : &9, Py) (3.2.69)

a gaussovské hustoty pravdépodobnosti stavu
p(z1lzo) = N (21 : Fzo, Qo) (3.2.70)

danou rovnici dynamiky (3.1.1), prediktivni hustota stavu je, dle vypoc¢tu marginalni hustoty
pravdépodobnosti ve vété 3.2.1, opét gaussovska p(x1|2°) = N(zy : 2], P]) s momenty

i) = E[x1]|2"] (3.2.71)
= E[Foxo + wolzo]
= Fpig (3.2.72)
P{ = cov[w:|2°] (3.2.73)
= E[(Foxo 4+ wo — Foio)(Foxo + wo — Foio)T|2°]
= FyPyFl + Qo (3.2.74)

Prediktivni hustota je opét gaussovskd a tedy vypocet filtra¢nich a prediktivnich hustot
pravdépodobnosti probihd analogicky pro jakykoliv ¢asovy okamzik k.

Porovnanim vztahu (3.2.44), (3.2.45) a (3.2.66), (3.2.67) a (3.2.47), (3.2.48) a (3.2.72), (3.2.74)
vidime, ze oba pristupy k navrhu Kalmanova filtru vedou k stejnému algoritmu.
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3.3 Vlastnosti filtru

V ptedchozich dvou sekcich této kapitoly byl definovan linedrni gaussovsky systém a navrzen
rekurzivni algoritmus generujici odhad nezndmého stavu tohoto systému. Za nejvyznamnéjsi
lze povazovat skutecnost, ze hustoty pravdépodobnosti (3.2.43), (3.2.46) jsou reprodukovatelné,
tj. pii uvazovani Gaussovské poc¢ateéni podminky (3.2.1) a linedrniho Gaussovského systému
(3.1.1), (3.1.2) jsou vsechny filtracni a prediktivni podminéné hustoty odhadu stavu (3.2.58),
(3.2.68) taktéz gaussovské. Jelikoz se jednd o gaussovské hustoty pravdépodobnosti, prvni a
druhy moment postacuje k uplnému popisu stavu (3.2.44), (3.2.45), (3.2.47), (3.2.48).

3.3.1 Explicitni jednokrokovy prediktor
Bayesovsky piistup nds pfirozené piivedl k rovnicim reprezentujicim filtraci (3.2.44), (3.2.45) a
predikei (3.2.47), (3.2.48). Jestlize (3.2.44) dosadime do (3.2.47) a (3.2.45) do (3.2.48), dostaneme
Rlop1 = Frl@), + PLHI (R + HyPHE ) ™ (21, — Hydh)] (3.3.1)
Pl = B[P, — PLHI(Ry, + H,PLH] ) " H P F + Qy (3.3.2)

Tyto vztahy jsou ¢asto oznacovany jako rovnice Kalmanova filtru a rovnice (3.3.2) je nazyvana
diferen¢ni Riccatiho rovnici. V tomto piipadé se jednd o filtraci v §irsim slova smyslu, nebot
striktné vzato se, dle klasifikace v sekci 2.4, jedna o jednokrokovy prediktor. Vyrazy

Ky = PLHI (Ry, + H,PLH)™! (3.3.3)

nebo

K}, = FyPLH! (R + H,PLH})™* (3.3.4)
jsou oznacovany jako Kalmantuv zisk. Z porovnani vztahu (3.2.44), (3.2.45) a (3.2.66), (3.2.67)
plyne, ze zisk estimédtoru K (3.3.3) muze byt zapsan jako nésledujici soucin kovarianénich matic
predikce méfeni a stavu

K= P, ( z,,k)_l

xT

Tento vztah bude uziteény pii ndvrhu nékterych estimatoru pro nelinedrni systémy, které jsou
diskutovany v nésledujicich kapitolach.

Povsimnéme si, ze vztah (3.3.1) muzeme alternativné vyjadrit nasledujicim zpusobem

Tpy1 = (F, — KpHy)a, + Kz, (3.3.5)

Z tohoto vztahu je vice zfejmé, ze Kalmanuv filtr je linedrni, t-variantni systém, na
jehoz vstupu je proces {zr} reprezentujici méfeni a vystup je optimélni odhad stavu
&), = Elxy | 2F=1). Zajimavé je, ze Kalmaniv filtr bude t-variantni systém i v pifpadé, ze
procesy {wg}, {vr} budou staciondrni a systém, jehoz stav je odhadovan bude t-invariantni.
Tedy F, = F,Hy, = H,Qr = Q,R; = R pro vSechna k. Rozdil mezi (3.3.5) a (3.3.1) je vice
ziejmy z grafického vyjadieni struktury prediktort na obr. 3.3.1 a 3.3.2. PovS§imnéme si téz, ze
strukturu ilustrovanou na obr. 3.3.2 muzeme interpretovat jako zpétnovazebni systém, jehoz
cilem je regulace chyby predikce méfeni, tj. inovace zp — 2,;, do nuly.

Vratme se k rovnicim Kalmanova filtru (3.3.1), (3.3.2). Toto vyjadfeni je jisté vyhodné
v pripadé, ze filtr je soucasti fidiciho systému. Vypocet predikované hodnoty stavu probiha
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%k / + ‘%;i‘-i-l xk
] Kk q—l
+
Fy — K, Hy,
Obrazek 3.3.1: Signalovy model prediktoru podle (3.3.5).
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+ 2 Ky : ! ‘ Hy, % -
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| | | |
| | | |
\ ‘ —_— F}. e \
\ Systém |
Lo - - -

Obrézek 3.3.2: Signédlovy model prediktoru podle (3.3.1) obsahujici ,kopii“ struktury systému,
jehoz stav je odhadovan.
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mezi okamziky vzorkovani a tudiz v mmnoha ilohach neovlivni dobu vypocétu fidici veli¢iny.
V této préci vSsak budeme preferovat popis Kalmanova filtru ve formé (3.2.43)-(3.2.49), protoze
lépe vyjadiuje vnitini praci filtru svym ¢lenénim na filtraéni a prediktivni ¢ast.

3.3.2 Kalmaniv filtr jako linearni estimator s minimalni varianci

K odvozeni filtru jsme vysli z bayesovskych rekurzivnich vztahu (2.4.9) a (2.4.10). Dokazali
jsme, ze pro filtraéni hustotu plati

N(zy : &, P,)N(z, : Hyzy, Ry)

Nz : &, Py) = 3.3.6
(s B Pe) = N bt B PLHT + Ry (3:3.6)

a pro prediktivni hustotu plati
N(@pg1 : Bppq, Pryy) = /N(:Ek &gy, Pio) N (xps1  Frok, Qr)dzy, (3.3.7)

Pravé tyto vztahy spolu s pfirozenym ¢Clenénim estimacnich algoritmu na filtraéni a prediktivni
¢ast budeme s vyhodou casto pouzivat v dalsich kapitolach.

Sledujme nyni rovnice Kalmanova filtru z pohledu zavislosti podminéné stiedni hodnoty a
kovariance stavu na méfeni. Snadno nahlédneme, ze odvozeny filtr patii do tiidy linedrnich
filtra. Totiz z (3.2.44), (3.3.1) je zfejmé, ze odhady #,2),, jsou linedrni funkci méfeni a
z (3.2.43), (3.2.48) vyplyva, ze vyvoj Py, P/, neni zavisly na méfeni. Diky nezdvislosti na
méfeni muzeme v pifpadé potieby vypocitat Py, P, Ky, K}, jiz v k = 0 pro vsechna k.
Tyto vlastnosti jsou velmi vyjimeéné a jsou umoznény piedpoklady na systém (sekce 3.1), tj.
predpokladem linearniho gaussovského systému.

Poznamenejme také, ze algoritmus Kalmanova filtru muze byt odvozen alternativnim zptusobem,
a to minimalizaci nasledujici kriteridlni funkce

V(3k) = El(z) — &) (x5 — 3)7 ]

Tento vztah ukazuje, ze je mozné chapat Kalmanuv filtr jako linearni estimator poskytujici
odhady s minimdlni varianci. Je vhodné podotknout, Ze odvozeni filtru skrze minimalizaci
kriteria nevyzaduje predpoklad gaussovskych nahodnych veli¢in, tak jak je tomu u bayesovského
piistupu. Odvozeni, které muze byt nalezeno v [9], [10], [84], v tomto piipadé spo¢iva v nalezeni
rovnic pro rekurzivni vypocet prvnich dvou momenti odhadu stavu bez ohledu na hustotu
pravdépodobnosti.

Pozndmka . Dle zvoleného kriteria se, v anglicky psané literatuie, pro vysledny filtr vzil ndzev
ylinear minimum mean square error estimator (LMMSE).

3.3.3 Konvergence

Pro praktické vyuziti Kalmanova filtru je vhodné znat limitni vlastnosti odhadu a podminky
konvergence filtru. V této ¢asti proto uvedeme nékolik zakladnich vlastnosti odhadu Kalmanova
filtru, ktery je odvozen pro t-invariantni linedrni gaussovsky systém. Detailnéjsi diskuze spolu
s dukazy pak muze byt nalezena napi. v [9].
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Uvazujeme-li t-invariantni systém, tj. F, = F,Hr, = H,Qr = Q a Ry = R,Vk, pak diferencni
Riccatiho rovnice (3.3.2), kterd charakterizuje chybu prediktivniho odhadu &) 41, nabyva tvaru

P, =F[P,— PLH'(R+ HP,H") 'HP||F" + Q

Definujme rozklad S¢ kovarianc¢ni matice () tak, ze @ = SQSCTQ. Lze dokézat, ze pokud dvojice
(H,F) je pozorovatelnd a dvojice (F,Sg) je dosazitelna, pak existuje jediné pozitivné definitni
feSeni algebraické Riccatiho rovnice

P =F[P -~ PH'(R+ HPPH")'HP|FT +Q

kde limy_,o Pj, = P. Déle, pokud pocédtecni podminka P; je pozitivné definitni, pak feSeni
diferen¢ni Riccatiho rovnice konverguje k feSeni algebraické Riccatiho rovnice.

Pii splnéni vyse uvedenych podminek, tj. pozorovatelnost dvojice (H, F') a dosazitelnost dvo-
jice (F,Sq), kovarian¢éni matice chyby prediktivntho odhadu konverguje k ustélené hodnoteé.
Prvni z podminek je vcelku ptirozend. Abychom mohli odhadnout stav, je nutné, aby systém,
tj. stav systému v kazdém okamziku, byl pozorovatelny. Pokud néktera slozka stavu nebude
pozorovatelnd, nelze ani o¢ekdvat, ze kovarianéni matice P} se ustdli. Spise, odhadovand vari-
ance, prislusna nepozorovatelné slozce stavu, poroste s pfibyvajicim casem. Druhd podminka
je moznéa vice prekvapujici. Ta tika, ze pozadujeme, aby stavovy Sum ovlivnil v8echny slozky
stavu. Pokusime se ilustrovat vyznam druhé podminky na piikladu. Predpokladejme, ze existuje
néjaka slozka stavu neovlivnénd stavovym Sumem. Tuto slozku stavu pak muzeme interpretovat
jako neznamou, avSak deterministicky popsanou, proménnou (nebo-li, vyuzijeme-li nazvoslovi
z metody nejmensich ¢tvercu, parametr). Pak lze nezndmy parametr odhadnout, pro k — oo,
“naprosto” pfesné. Variance piislusna této slozce tedy bude konvergovat do nuly, a tak vyslednéd
matice P’ nebude pozitivné definitni, ale semi-definitni.

3.3.4 Konzistence odhadu

Kalmanuv filtr poskytuje odhady stavu ve formé podminénych momentu, a to filtra¢ni stfedni
hodnoty &, (3.2.44) a kovarianéni matice P (3.2.45) a prediktivni stfedni hodnoty & (3.2.47)
a kovarianéni matice P}, (3.2.48). Pokud jsou splnény podminky kladené na model diskutované
v predchozi ¢asti a model pouzity pro ndvrh Kalmanova filtru odpovida realité, tj. generdtoru
dat, pak kovarianéni matice pfesné charakterizuje chybu odhadu stiedni hodnoty. Tato vlastnost
se obecné nazyvéa konzistenci odhadu. Avsak z duvodu vyskytu nemodelovanych (ndhlych)
chyb v méfeni, napf. z divodu poruchy senzoru, muze dojit ke ztraté konzistence odhadu, coz,
v mnoha aplikacich, muze vést k fatdlnim dusledkum. V této ¢asti si predstavime zakladni
techniku pro monitorovani konzistence odhadu formou jednoduchého piikladu.

Motivace . Dle mezindrodniho standardu o navigaénich systémech v letectvi [86] muze byt
navigacéni systém zalozen na Kalmanové filtru. Jako priklad takového systému uvedme
inercidlni naviga¢ni systém Honeywell Laseref VI. Takovy navigacni systém poskytuje nejen
odhad polohy, rychlosti a natoceni letadla (tzv. navigacni informaci), ale i piislusné ko-
varianéni matice charakterizujici chybu naviga¢ni informace. Naviga¢ni informace spolu
s kovarianénimi maticemi je pak vyuzita pro planovani nasledné trajektorie letu. Nedetekovany
nekonzistentni odhad pak muze vést nejen k neefektivnimu planovani letu, ale i k havarii letadla.

Piiklad 3.3.1 Predpokladejme skalarni linedrni gaussovsky t-invariantni systém popsany mo-

delem (3.1.1) a (3.1.2) generujici skuteéni stav z; a pfedpoklddejme Kalmanuv filtr (3.2.43)—
(3.2.49), navrzeny pro tento model, ktery poskytuje prediktivni odhad ve formé sttedni hodnoty
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&) a variance P} pro k =0,1,...,T. Pfedpokladejme dale, ze vliv pocatetnich podminek filtru
je zanedbatelny a existuje ustdlené feseni Riccatiho rovnice (3.3.2) pro prediktivni varianci P’.
Rikame, ze prediktivni odhad je konzistentni pokud

P/ — M/
kde M’ je odhad variance chyby odhadu
1 Z
M = T Z(l‘k - %)2
k=1

pro T — oo. Pokud plati P’ > M’, fikdme, ze odhad je pesimistickyj, tzn. variance poskytovana
filtrem je vétsi nez aktudlni chyba odhadu stfedni hodnoty, a pokud P’ < M’, tak odhad je
optimisticky, tzn. filtr poskytuje varianci, kterd je mensi nez aktudlni chyba odhadu stavu.
Zejména optimisticky odhad tak muze byt chapan jako hlavni nebezpeci pii vyuziti odhadu
v aplikacich se zvySenymi pozadavky na bezpec¢nost.

Za predpokladu nominalnich podminek, tj. kdy model pouzity pro navrh filtru odpovida ge-
neratoru dat, bude odhad poskytovany Kalmanovo filtrem konzistentni. Vinou nemodelovanych
¢i neocekavanych chyb ovliviiujicich systém se vsak muze odhad stat nekonzistentnim. Jako
jednu z pricin ztraty konzistence odhadu muzeme uvést nedetekovanou poruchu senzoru ¢i
nahlou zménu pracovnim podminek (napf. okolni teplotu). Pak skuteénd rovnice méreni muze
byt zapsana

zr = Hxp + b + v (3.3.8)

kde b pfredstavuje poruchu o neznamych vlastnostech. Avsak, Kalmanuv filtr je navrzen za
predpokladu platnosti rovnice (3.1.2), tj. bez védomi piitomnosti poruchy by.

Zakladni technika pro detekci nemodelovanych chyb v méfeni, a tim i nekonzistentniho odhadu,
je zaloZena na statistickém testu hypotéz. Definujme nulovou hypotézu

e Hj : prediktivni odhad stavu je konzistentni a rovnice méfreni z; (3.1.2) je platnd, a tedy
jednokrokové predikce méfeni je, dle (3.2.3), ddna hustotou p(z|z*~1) = N(z : éz,P;’k)
se stfednf hodnotou 2}, = E[z|2F71] = H#), a varianci P, = var[z|z" '] = H?P'+ R

kterou budeme testovat oproti alternativni hypotéze
e H; : prediktivni odhad stavu neni konzistentni a rovnice métreni (3.1.2) neni platna,

pifi dané hladiné vyznamnosti «. Hladina vyznamnosti, ¢i pravdépodobnost chyby I. druhu,
reprezentuje pravdépodobnost, kdy nulova hypotéza je neopravnéné zamitnuta. Vlastni test
platnosti hypotézy Hj je pak dan nésledujicim algoritmem.

Algoritmus pro detekci nemodelovanych chyb v méfeni pomoci Kalmanova filtru

(i) Specifikujme hladinu vyznamnosti «. Typicky je volena jako malé ¢islo, napf. a €
(0,0001, 0,01) v zavislosti na aplikaci.

(ii) V easovém okamziku k, spoc¢téme kvantily G oAy, o norméalniho rozdéleni p(zy|z*~1)

pro pravdépodobnost § a (1 — §). K vypoctu muze byt pouzita napi. funkce norminv
z prosttedi MATLAB®.
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(iii) Porovnejme aktudlni méfeni s kvantily. Pokud
2k € <qk,%’qk,1—%> (339)

pak hypotéza Hy je povazovéna za platnou a aktudlni méfeni z; tedy neni ovlivnéno ne-
modelovanou chybou. Pokud vsak

2k ¢ <qk,%7qk,17%> (3310)

pak hypotéza Hy je zamitnuta. V této situaci je vystaveno varovani, ze méfeni zp je
ovlivnéno nemodelovanou chybou a nemélo by byt pouzito ve filtru.

Uvazujeme-li T dostupnych méfeni a platnost hypotézy Hp, pak bychom méli pozorovat
néasledujici (o¢ekdvany) pocet varovani

Totert = a xT

ktera lze chdpat jako pland varovani (v anglicky psané literatufe oznacovand jako “false alert”).
Pokud plati hypotéza Hi, tj. je zde nemodelovand chyba b, budeme pozorovat vétsi pocet
varovani nez Tyjert.

Predstavend metoda pro detekci chyb v rovnici méfeni je z podstaty vhodnéjsi pro detekci
tzv. hrubych chyb v méfeni. Pro detekci tzv. pomalu rostoucich chyb pifi daném omezeni na
detekéni ¢as byly navrzeny jiné techniky. Sirsi diskuze o detekei nekonzistentniho chovan{ filtru
muze byt nalezena napi. v [87], [89].

Pozndmka . VSimnéme si, ze v oblasti odhadu stavu se pouziva jind definice konzistence odhadu,
nez tomu je u identifika¢nich metod.

3.3.5 Numericka stabilita a vypocetni naroky

Vyjma konzistence a konvergence odhadu je, pii implementaci filtru, nutné brat v potaz také
pripadné numerické chyby a jejich dopad kvalitu odhadu. Zejména musi byt zajisténo, aby
piipadné zaokrouhlovaci chyby nevedly ke ztraté symetri¢nosti a pozitivni semi-definitnosti ko-
varian¢nich matic chyby odhadu stavu. Z hlediska citlivosti k numerickym chybam pii vypoctu,
dvou maticovych ¢lent. Proto byla v literatufe vénovana velkd pozornost odvozeni numericky
stabilnich verzi Kalmanova filtru.

Podobné jak tomu bylo u rekurzivnich identifika¢nich technik, i zde lze rozlisit dva hlavni
piistupy. Jeden spoc¢iva v piimém rekurzivnim vypoc¢tu odmocnin kovarianénich matic, tj.
namisto filtracnich a prediktivnich matic P, a P} jsou rekurzivné pocitdny matice Sy a S,
pro nez plati

P, = SpST
Py = Si(Sp)"

Vysledné kovarian¢ni matice jsou pak zarucené symetrické a pozitivné semi-definitni. Druhy
zpusob zvysujici numerickou stabilitu Kalmanova filtru je vypocet filtraéni kovarianéni matice
v tzv. Josephové formé

P, = (I — Ky Hy)PL(I — KpHy,)T + Ky Ry KL
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kde K}, je Kalmanuv zisk dany (3.3.3).

Poznamenejme, Ze i v piripadé pouziti Josephovy formy je nutné pocitat inverzi matice
H,P/H g + Ry, kterd je nutnd pro vypocet Kalmanova zisku. Inverze matice je obecné nérocné a
na numerické chyby citlivd operace. Proto byly navrzeny verze Kalmanova filtru se sekvenénim
zpracovanim diléich méfeni ve vektoru zy, kde inverze matice je nahrazena sekvenci podilu.
Detailni algoritmy mohou byt nalezeny napt. v [87], [96].

3.3.6 Inovacni forma
Na zavér této sekce se vratime ke vztahum (3.3.1), (3.3.4). Dosazenim (3.3.4) do (3.3.1)
dostaneme

Ty = Fpd) + Kj (2 — Hiy,) (3.3.11)

Definujeme Z; takto

5 2 2 — Hydl (3.3.12)

Proces {Zx}, oznacovany jako inova¢ni posloupnost, umozni vyjadfit alternativni popis Kalma-
nova filtru, ktery bude uziteény pii prevodu mezi stavovym a vstupné-vystupni modelem. Tedy

‘%;H-l = Fki’;g + Kllfik (3313)

2k = Hpd) + 2 (3.3.14)

Tento alternativni model budeme oznacovat pojmem inovaéni model. Inovaéni model tedy
generuje zp pomoci inovace Zx. Muzeme vsak vyjddfit i obracenou zavislost. Generovat Zj
pomoci zi, pak

Thopy = (Fy, — K Hy) i), + K2 (3.3.15)
2y = 2 — Hydl, (3.3.16)

Rovnice (3.3.15), (3.3.16) definuji systém, jehoz vstup je zj a vystup Z. Vztahy (3.3.13), (3.3.14)
a (3.3.5), (3.3.16) tak lze chapat jako alternativni zpusoby zépisu optimalniho linedrniho filtru.

V této sekci jsme si v8imli nékterych dilezitych vlastnosti Kalmanova filtru a zduaraznili
jeho vyjimecné vlastnosti, které jsou spojeny s predpoklady na systém tykajici se linearity a
gaussovosti. V nasledujici sekci ukazeme vztah mezi stochastickymi fenomenologickymi modely
a stavovymi modely, ktery odvodime vyuzitim inovaé¢niho modelu neboli jedné z alternativnich
reprezentaci Kalmanova filtru.

3.4 Prevod stavového modelu na fenomenologicky a naopak

V teorii automatického fizeni se casto kromé stavovych modeld pouzivaji i modely fenomenolo-
gické, nebo-li vstupné-vystupni, [19], [24], [25]. Rovnéz prace z oblasti zpracovani signdlu [26],
[27], identifikace systému [28] a ¢asovych fad [21], [26], [29] vyuzivaji fenomenologickych modelu.
Proto je uzitetné ukazat, jak lze ptejit od stochastickych stavovych modelu k fenomenologickym
a naopak.
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Uvazujme nésledujici fenomenologicky ARMA model

ex (3.4.1)

2 = z51)

kde ¢~! je operator zpétného posunu (g
C(¢ Y, D(g Y jsou polynomy
Clg)=1+cq +eq 2+ ...+ cneqg ™
D(g ") =1+dig "t +dag 2+ ...+ cag™™

ex je bily Sum s nulovou stfedni hodnotou a kovarianci R..
Vztah (3.4.1) muzeme zapsat nyni téz takto

2 =G(q7; O)ey (3.4.2)

kde © je vektor parametrii obsahujici koeficienty polynomu C(q~!), D(¢7') a G(¢7%;©) je
raciondlni lomend funkce C(q~1)/D(q™1).

V piipadé, ze méfeni z; a Sum ey jsou nz dimenziondlni vektory, pak G(-;-) je matice nz/nz,
jejimiz prvky jsou raciondlni funkce. V teorii ¢asovych fad je proces {zr} nazyvan ARMA
proces, jehoz specidlnimi piipady je autoregresni proces AR (C(g~!) = 1) a klouzavy primér
MA (D(g) = 1).

V dalsi ¢asti se budeme zabyvat problémem jak lze piejit od stavového modelu typu (3.1.1),
(3.1.2) k fenomenologickému modelu typu (3.4.2).

Uvazujme linedrni gaussovsky model (3.1.1), (3.1.2), ktery je t-invariantni, tj.

Tr+1 = Fzp + wy (343)
2z, = Hxyp, + vy (3.4.4)

kde {wy}, {vr} jsou bilé, vzdjemné nezavislé Sumy se stfedni hodnotou nula a kovariancemi

covfwy] = Q
covlvg] = R
covlwg,vg] = 0

a s pocatetnim stavem xo nezavislym na {wy}, {vg} se stfedni hodnotou a kovarianci

E[m0|z_1] =

covlzg | 27 = P}

Piipomenme, ze {wg} je nx dimenziondlni proces a {vy} nz dimenzionalni proces. Z pohledu
na (3.4.2) je ziejmé, ze zde vystupuje pouze jeden ndhodny proces, ktery je nz dimenziondlni.
Je tedy prevod (3.4.3), (3.4.4) na (3.4.2), tj. pfepocet matic stavového modelu F', H, @, a R na
vektor parametru vstupné-vystupniho modelu ©, mozny? Nyni ukdzeme, Ze pfevod je snadno
proveditelny vyuzitim inova¢niho modelu.

Inovacni model pro (3.4.3), (3.4.4) je podle sekce 3.3
& = Fij, + K'z (3.4.5)
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2 = HZ) + 2 (3.4.6)

kde
2 = 2, — Hi‘% = H(z — .f;) + vg (3.4.7)
K'= FPH'[R+ HPHT]™! (3.4.8)
P=FPFT +Q—-FPHYIR+ HPHT|"'HPFT (3.4.9)

7Z (3.4.5) a (3.4.6) je ziejmé, ze v obou rovnicich je jediny Sum, inovace Z; dimenze nz, a tudiz
hlavni problém je odstranén. K (3.4.9) pouze poznamenejme, ze se jednd o ustdlené Feseni
Riccatiho rovnice (3.3.2).

Nyni je jiz snadné zjistit G(-;+) v (3.4.2). Na Zj se lze divat jako na vstupni znadmy signal, a
tudiz se vlastné jednd o standardni postup transformace deterministickych systému ze stavové
reprezentace na vstupné-vystupni (fenomenologickou). Po krétkych tpravéach (3.4.5) a (3.4.6)
dostaneme

(¢f - F)ij, = K'%

& = (el —F)7'K'z,
2z = H(ql — F)'K'3, + %,
= (I+H(qgl - F)'K")% (3.4.10)

Vyjadieni pro G(¢~'; ©), které je porovnanim (3.4.2) a (3.4.10), je pak

Glg0)=T+H(ql - F)'K’ (3.4.11)
7 (3.4.7) je ziejmé, ze R, = HP'HT + R. Pfevod je tim ukonéen. Vystupy stavového mo-
delu (3.4.3), (3.4.4) a fenomenologického modelu (3.4.2) s (3.4.11) maji tedy shodné statistické
vlastnosti.
Ukéazali jsme pouziti Kalmanova filtru na ilohu, kterd zdanlivé nemé nic spole¢ného s estimaci
stavu. Na zavér poznamenejme, ze prevod timto zpusobem lze uskutecnit, jestlize (3.4.9) ma
feSeni. S podminkami fesitelnosti Riccatiho rovnice jsme se krétce seznamili v kapitole 3.3.3.

Dalsi ¢ast této podkapitoly vénujeme opa¢nému problému. Budeme predpokladat model typu
(3.4.2) a chceme piejit ke stavové reprezentaci. Pfipomenme, ze stavovych reprezentaci muze
byt k jedné reprezentaci fenomenologické nekoneéné mnoho.

V nésledujicim piikladu ukdzeme prevod ARMA modelu 1. fadu na stavovy model.

Piiklad 3.4.1 Uvazujme ARMA proces {z}

2, +dzp—1 = ep + cep—_1 (3.4.12)
nebo vyjadieno ve formé (3.4.2)
Lteq! (3.4.13)
zp = —————e A.
L
Vyraz (3.4.13) muzeme upravit
14 cqg?
z ——e
F 1+dg 1"
(c—d)g”
_ 3.4.14
e + 1 +dg T ek ( )
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Polozme

A (c—d)g!

Tp =TT 1
1+ dg

pak dosazenim (3.4.15) do (3.4.14) dostaneme

ek (3.4.15)

2k = T + €k (3.4.16)
a z (3.4.15) dale plyne

Tp1 = —dxy + (¢ — d)ey (3.4.17)

Rovnice (3.4.17) a (3.4.16) pfedstavuji stavovy model.
Tento stavovy model obsahuje zdvislost stavového sumu (¢ — d)eg a Sumu méreni er. Pokud
bychom chtéli tuto zavislost odstranit, muzeme pouzit postup z podkapitoly 3.1 a dostaneme

Tpr1 = —cxp + (¢ — d)zg (3.4.18)
2r = X + e (3.4.19)

Postup uvedeny v piikladu 3.4.1 muzeme zobecnit pro ARMA model libovolného fadu. Pro
jednoduchost uvazujme pouze jednodimenzionalni 2, a ej. Necht
D(g Yz = C(qg Ve (3.4.20)

kde nd = nc Poznamenejme, ze piedpoklad stejnych f4dt neni omezujici a byl zaveden jen pro
zjednoduseni zapisu. Zavedenim substituce

_Cl@)-D(g!
e D
a tpravou (3.4.20) dostaneme
z. = C(qil )e
£ DH™"
Clg")—D(g )
= (1+ ek
( D(q™) )
(c1 —d)g 4+ ...+ (cne — dna)g™ "
= (1+
( 1+digt+ ... +dpgg ™ e
= e+ Hxp (3.4.21)
kde H = [1,0,...,0] je matice rozméru 1 x nc. Pak
Trpr1 = Fxp + Ley, (3.4.22)
kde .
—d; 1 0 o 4
—dy 0 1 0 ! !
(&) — d2
F= : L= .
.. 1
—dy 0 | Cne — dpa
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Tedy, vztahy (3.4.22) a (3.4.21) definuji stav a stavovy model. Tento model lze upravit opét
tak, aby stavovy Sum a Sum méfeni byly nezavislé. Po upravé dostaneme

Tht1 = F.’L‘k + Lz (3.4.23)
z = Hxp + ey, (3.4.24)
kde
[ —C1 1 . ... 0 i
—C2 0 1 ... 0
F — . :
1
| —Cpe oo oo oo 0]

Pievody z fenomenologického popisu na stavovy lze nalézt také v [23], [24].

V této sekci jsme ukazali, ze pii pfechodu z fenomenologické reprezentace na stavovou je spise

VVVVVV

protoze musime vypocitat nejdiive inovacni reprezentaci, tedy vlastné aplikovat Kalmanuv filtr.

3.5 Uloha predikce a vyhlazovani

Doposud jsme se zabyvali estimaénim problémem zaméfenym na tlohu filtrace a jednokrokové
predikce. V této sekci se zaméifime na problém vyhlazovani a obecny problém predikce
pro signdly definované v sekci 3.1 rovnicemi (3.1.1), (3.1.2). Nejdiive se budeme zajimat o
vyhlazovéani stavu predikci stavu, pak o vyhlazovani stavu.

Zaénéme tedy predikci stavu. Nalezeni odhadu xy4; vyuzitim 2* a (3.1.1), (3.1.2), kde I > 1
je problém predikce. Predpokladejme, Ze systém je t-invariantni a Sumy staciondrni. Tedy
F, = F,H, = H,Qr = Q, Rx, = R pro vSechna k. Pak ze (3.2.48) vyplyvd podminénd stiedni
hodnota jako optiméalni bodovy odhad

Blwpy | 28 = FE[zgq-1 | "] (3.5.1)

Opakovanym vyuzitim (3.5.1) dostaneme

Elzgy | 2% = F'E[xy, | 2¥] (3.5.2)

Podminénou kovarianci ziskdme opét lehce vyuzitim (3.2.49).

Ellwey — Elopn | 2 (@en — Elzgg | 2)7 | 24 (3.5.3)
= Bl(zh1 — Sppp) (@ — )" | 2]
= FE[(why1-1 — Blrga | 2 (@em1 — Eloga | 27| 2FT +Q

Pro snazsi zépis definujeme pro [ > 1

A
Elrpy | 2% = #y (3.5.4)

El(whrt — Elare | ) (@i — Blagss | 257 | 24 2 P, (3.5.5)
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Opakovanym pouzitim (3.5.3) a vyuzitim znaceni (3.5.4),(3.5.5) dostaneme

-1
Pl =F'P(FT) + ) FQEFT) (3.5.6)
=0

Muzeme konstatovat, ze Kalmanuv filtr a vztahy (3.5.2), (3.5.6) fesi uvazovany problém predikce.

Nyni se budeme vénovat tloze vyhlazovani. Za stejnych predpokladi jako v predchozi tloze
predikce chceme nalézt odhad zg na zékladé pozorovani z*, pro k > 0 a znalosti (3.1.1), (3.1.2).
Okamzik, pro ktery pozadujeme odhad, je fixovan, ale pocet pozorovani k se méni. Pro feSeni
tohoto problému je zde vyhodné rozsitit stavovy vektor o pocatecni stav a nasledné zavést
rozsifeny stavovy model

7 2 2l 2T k>0 (3.5.7)

_ F 0]
Tps = [0 I] Ty + [“6’“] (3.5.8)
2L = [H O]Ek + vk (3.5.9)

Je ziejmé, Zze na odhad stavu Zp muzeme pouzit Kalmanuv filtr, a tudiz ziskdme i odhad xq,
ktery je podle (3.5.7) ¢asti Ty.
Vyuzijeme vztahu (3.3.2) pro prediktivni kovarianci a s ohledem na (3.5.7)-(3.5.9) dostaneme

Py R [F 0} I [FT 0]
P P, 0T et op | Lo
[ kY H 0 plY p¥ Ft o] Q 0
K7 pr" p 0 I 0 0
(3.5.10)
kde
Kli/ o Pklll Pkm/ H" 11 7T -1
’ - / / HP H R
ki J= [0 7] [l ] [ Jlmrr e
(3.5.11)

Z (3.5.10), (3.5.11) zjistime, ze PLY je Py, ze (3.3.2). Dalsi blok kovarianén{ matice pak je
P, = P¥ — KPHP?
Dosazenim z (3.5.11) za K} dostaneme

2T

P2 = P¥® - P2 H'(HPYHT + R)'HP?
K? = P2"HT(HPYVHT + R)™! (3.5.12)
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Zbyva vyjadrit P, k +1

P =FP? - K'HP?

Dosazenim z (3.5.11) ziskdme

P, = F(1- P HT(HPHT + R)7'H) P (35.13)

Nyni pouzijeme vztah (3.3.1) s ohledem na (3.5.7)-(3.5.9) a dostaneme

F 0]- K} 3
T = [ 0 T ] T+ [ K];' ] (2, — Hi))
(3.5.14)
Vime, ze
a1 = Bl | 2
kde
- _ | Te+1
Th+1 = [ o ]
takze jsme vypocetli i E(xq | 2¥). Z (3.5.14) tedy plyne
Elzo | 2%] = Elg | 271 + K7 (2 — HE)) (3.5.15)
nebo po upravé
Elzg | 2] = Elzo | 271 + ZKQ Hi') (3.5.16)

Pii feSeni tohoto problému jsme opét pouzili Kalmanuv filtr. Zajimavé je, ze vysledny odhad
podle (3.5.16) je vlastné soucet apriorniho odhadu a vazeného souctu inovaci.

Pozndmka . V podkapitole 3.3.3 byly diskutovany podminky, kdy feSeni Riccatiho rovnice
(3.5.10) konverguje k ustdlené pozitivné definitni matice. Jedna z podminek fikala, Ze je nutné,
aby stavovy Sum ovliviioval v8echny slozky stavu. Tato podminka neni zcela ziejmé splnéna
pro rozsifeny model (3.5.8), (3.5.9). Jako dusledek nelze ocekavat, ze vyslednd prediktivni
kovarianéni matice Pl; 41 (3.5.10), pro k — oo, bude pozitivné deﬁnitni Misto toho, matice
bude P,; +1 konvergovat k pozitivné semi-definitni matici, kde Pk +1 =0a P,?f_/l =0 pro k — oc.
A¢ se takové chovani filtru muze zdat prekvapivé, je zcela spravné. Pocateéni stav xg, ktery
je odhadovén, je v rozsifeném modelu (3.5.8) modelovdn jako nezndmé konstanta (neni zde
zaddnd komponenta stavového sumu). Konstantu je filtr schopen naprosto presné odhadnout,
tj. odhadnout s nulovou kovarianéni matici chyby odhadu P,f_%_ll = 0, za podminky nekonec¢né
mnoha méfeni. Poznamenejme, ze podobnou ,schopnost® maji i identifikacni techniky, jako
napiiklad metoda nejmensich ¢tvercu, které byly pi“edstaveny v prvnim dile skript. Duvod pro,
v limitnim pfipadé, nulovou kiizovou kovarian¢ni matici Pk 11 lze najit v tom, ze pro rostouct
k, klesd mnozstvi informace o pocateénim stavu, které je obsazeno v méfeni. Pro & — oo je
aktualni stav xjp naprosto nezavisly na pocateénim stavu xg, proto jejich vzajemna ,korelace“,
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vyjadiena Pklz,, je nulova. Povsimnéme si také, ze pro Pkm/ = 0 je zisk Kg' umoznujici filtra¢ni
odhad pocatecniho stavu xg nulovy, a dojde tedy k zastaveni ¢asového vyvoje odhadu pocateéni
podminky:.

Vyse predstaveny pristup k odhadu ,minulého“ stavu je vhodny pokud néas zajima vyhlazeny
stav v jednom konkrétnim okamziku. Pokud by nés zajimal vyhlazeny stav ve vicero ¢asovych
okamzicich, je uvedeny zptsob odhadu nevhodny. Proto byla navrzena celd fada alternativnich
pristupu k vyhlazovani, kde jako jeden z nejpouzivanéjsich muzeme uvést tzv. Rauch-Tung-
Striebeluv vyhlazova¢. Ten je vhodny zejména pro ty tlohy, kdy chceme vyhladit stav ve vSech
casovych okamzicich. Je zaloZen na pifmém a zpétném chodu, pficemz piimy chod zajistuji
rovnice Kalmanova filtru pro filtraci (3.2.44), (3.2.45) a predikei (3.2.47), (3.2.48). Zpétny chod
je pak urcen nésledujicimi vztahy (pro t-invariantni systém).

Rauch-Tung-Striebeluv vyhlazovaé

Py = Py — PF" (Pi1) (Pl — Py (Pey) T FP (3.5.17)
Ky =P FT(Pp,,)~! (3.5.18)

Tp = @k + Ki (F341 — ) (3.5.19)

Py =Py — K{(Piy — PLa) KT (3.5.20)

kde k. = N —1,N — 2,.... Pro méfeni z, z1,...,zx bude pocitecni podminka Py, = Py a
Ty = 2N, tj. je ddna poslednim dostupnym filtraénim odhadem. Symboly s indexem v jsou
vyhlazené veli¢iny. Tento algoritmus, dany vztahy (3.5.17)—(3.5.20), je vyhodnéjsi nez fada
dalsich verzi vyhlazovacu predevSsim z algoritmického hlediska. Lze ukazat, ze pro linedrni
gaussovsky systém je i vyhlazeny odhad gaussovsky.

Poznamenejme, ze odvozeni Rauch-Tung-Striebelova vyhlazovace vychazi z nasledujicich vztahu
pro rekurzivni vipoéet vyhlazené hustoty pravdépodobnosti p(z|2!), kde I > k. Tedy vyhlazenou
hustotu 1ze zapsat

p(ael) = / Pk T | ) A
_ E
= /P($k7wk+1’2’07zk+1)dxk+1

- / p(arlns, 2, 2 o )p(Ena | ) depn

kde znaceni 22 = [zg, R le] Protoze stav xj nezavisi na budoucim méfeni, muzeme psat

plarl ) = / (el 2@ ) dzien
:/p(wklz(])“)p(iﬂkﬂ\wk,zg)
(@il )

P\ Tr+1|Tk
= planls) [ DD ) | ) de
p($k+1|zo)

P(Tht1]20)dTps1
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kde p(zy|25) je filtraéni a p(wki1]2§) je prediktivni hustota z Kalmanova filtru, p(zji1|7r) je
piechodové hustota z rovnice (3.1.1) a p(xx11/2)) je vyhlazend hustota z predchoziho éasového
okamziku. Poc¢ateéni podminka této rekurze tak je filtraéni hustota p(z;|2}). Dalsi podrobnosti
je mozné najit v [84], [88].

Poznamka . Lze ocekdvat, a vztah pro vypocet prediktivni kovarianéni matice (3.5.6) to po-
tvrzuje, ze v predikci dojde k rustu kovarianéni matice s rostoucim horizontem predikce, tj.
variance dvou krokové predikce P;, Lo bude vétsi nez jednokrokova variance predikce P, 41 2
ta bude vétsi nez variance filtra¢niho odhadu Pj. Naopak, vyhlazovdnim stavu bude dochéazet
k poklesu kovarianéni matice, jak je i vidét ze vztahu (3.5.20).

3.6 Kalmanuv filtr v udloze odhadu nelinearniho a negaus-
sovského systému

Doposud jsme se vénovali odhadu stavu za predpokladu linedarniho a Gaussovského systému,

pro ktery jsme nasli exaktni feSeni ulohy filtrace, predikce i vyhlazovani. Pokud vS8ak opustime

néktery z predpokladu, exaktni feSeni tlohy odhadu stavu jiz neni mozné. Pro lepsi predstavu

o vyznamu piedpokladu ndm poslouzi nésledujici dva piiklady. V prvnim opustime predpoklad

gaussovosti a ve druhém linearity.

Priklad 3.6.1 Uvazujme skalarni rovnici méfeni v nultém kroku a vynechme ¢asovy index

z=x+v (3.6.21)

kde x a v jsou nezavislé ndhodné velic¢iny s rovnomérnym rozdélenim na intervalu (-1,1), tedy

p(zr) = % z € (—-1,1) (3.6.22)
=0 jinak (3.6.23)
p(v) = % ve(-1,1) (3.6.24)
= 0 jinak (3.6.25)
Odsud plati, ze
E[z] = E[v] =0 (3.6.26)
var[x] =varfy] =1/3 (3.6.27)

Cilem je spocitat p(z | z) a Elx | z],var|z | z]. Vyjdeme z bayesovskych vztahu. Tedy

_ p(z | 2)p(z) p(z — z)p(x
PR =0 T The — o)
kde
plz—x) = % ze(-1+z,1+x) (3.6.28)
=0 jinak (3.6.29)
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Jelikoz rozlozeni souc¢tu dvou nahodnych proménnych s rovnomérnym rozlozenim je tzv.
trojihelnikové rozlozeni, je p(z) déno vztahem

2
p(z) = 21— z € (—2,0)
9 _
= : z € (0,2)
=0 jinak
Aby zapis byl kompaktni, vyuzijeme funkce sign.
p(z|x) = [sign(l+z—2x)—sign(—1+z—1x)]/4
pla) = [sign(s+1) - sign(z — 1)}/4
1

p(z) = =[2— zsign(z)][sign(z + 2) — sign(z — 2)]

8

Nyni jiz muzeme vyjadiit p(z | z), tedy

[sign(1+ z — z) — sign(—1 4 z — z)|[sign(xz + 1) — sign(x — 1)]
2[2 — zsign(z)][sign(z + 2) — sign(z — 2)]

plz|2) = (3.6.30)

Pii analyze citatele (3.6.30) zjistime, Ze p(x | z) je nenulova nad oblasti ABCD v obr. 3.6.1.

Dale zjistime, ze p(x | z) je rovnomeérné rozlozeni (Eitatel konstantni, méni se pouze jmenovatel).
7 toho vyplyva, ze

Elx |z =z/2 (3.6.31)

a podminéna kovariance pro z € (0,2)

El(z — Elz | 2)* | 2] = E[¢* | 2] - 2%/4

Protoze vime, 7e hustota je rovnomérna, snadno spocteme E[z? | z]

1 - _1)3
E[xQZ]:/z—llzl—(i—l)dx:2iz[;_( 31)]
Tudiz cov(z | z) je uréena
1 22
var(z | 2] = mu —(z—1)%] - T (3.6.32)

Analogicky muzeme vypocitat podminénou kovarianci pro z € (—2,0). Dostaneme

var(z | z] = E[z? | 2] — 22 /4

1+z ) 1 )
= ri———dr — 2°/4
2

1 z
— m[1 +(z+1)% - T (3.6.33)
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p(r]z)=0 c |1 A

Elz | 2]

p(z|z)

Obrézek 3.6.1: Podminénd hustota pravdépodobnosti s ilustraci stfedni hodnoty (v hornim
obrazku)
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Obrazek 3.6.2: Zavislost podminéné variance odhadu na hodnoté méfeni

Z (3.6.32) a (3.6.33) vyplyva, ze podminéna kovariance je v tomto piipadé nelinedrni funkci
meéfeni. Déale je vhodné si vSimnout, Ze na rozdil od linedrniho gaussovského systému, nedochdzi
k reprodukovatelnosti hustot, tj. filtraéni hustota p(z|z) jiz neni rovnomeérna. Také, pro uplny
popis filtraéni hustoty jiz nepostacuji prvni dva momenty.

Pro tplnost se jesté vratme ke KF a jeho interpretaci jako estimatoru s minimdln{ varianci (viz
sekce 3.3.2). Pii této interpretaci 1ze navrhnout (linedrn?) KF pro uvazovany problém nezavisle
na distribuci apriorni informace stavu p(z) a Sumu v rovnici méteni p(v). Pak lze, vzhledem
k linedrni rovnici méfeni (3.6.21), filtraéni krok KF (3.2.66), (3.2.67) zapsat

Exrplzlz] =2 =3+ K(z — &) (3.6.34)
vargr|z|z] = P =P’ — g:lr); (3.6.35)

kde K = P,LJ;R, i’ = Elz] =0, P' =var[z] = § a R =wvar[v] = . Dosazenim a tipravou vztahu

pro vypocet stfedni hodnoty, 1ze (3.6.34) ptepsat do formy
i =05z (3.6.36)

kterd je shodnd s optimalnim feSenim dle Bayesovych vztahu (3.6.31). Vypocet variance KF
vSak vede na jinou hodnotu, a to na

p=l_1(2)=1 (3.6.37)

Wl

ktera je, na rozdil od optimaln{ variance (3.6.32), nezavisla na aktudlni hodnoté méteni.

Pro lepsi predstavu o (ne)zavislosti podminéné variance optimalnitho nelinedrniho filtru (3.6.32)
a nejlepsiho linedrniho filtru (3.6.37) na méfeni se podivejme na obr. 3.6.2. Na obrdzku jsou
vykresleny podminéné variance v zavislosti na méfeni. Lze vidét vyraznou zavislost variance ma
méfeni v pripadé optimélniho filtru (3.6.32). Tu lze intuitivné vysvétlit pomoci nésledujicich
limitnich situaci:

e Situace 1: Predpokladejme méfeni z — 2, pak, vzhledem k definicim rovnomérné distri-
buovanych hustot (3.6.22)—(3.6.25), stav i Sum méfeni musel nabyt hodnoty asymptoticky
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blizké 1. Podminény odhad stavu pak musi nabyvat hodnoty E[z|z] = 2/2 =— 1 s ,,velkou*
jistotou, tj. s varianci var|[z|z] =— 0.

e Situace 2: Predpokladejme méfeni z = 0, pak stav mohl nabyt libovolné hodnoty z intervalu
x € (0,1) a Sum opa¢né hodnoty z intervalu v € (—1,0), popf. obracené. V tomto piipadé
tak méfeni nepfindsi zddnou novou informaci a podminény odhad E[x|z] = 0 ma varianci
chyby odhadu var[z|z] = 1/3, coz je variance P’ apriorni hustoty pravdépodobnosti p(x).

Tedy, ¢im vyssi hodnota métreni z je, tim vySsi informaci pfinasi. Tato skutec¢nost, vsak, neni
vzata v potaz linedrnim, tedy Kalmanovo, filtrem.

Za zminku rovnéz stoji fakt, ze stfedni kvadratickd chyba odhadu a pfislusnd (stfedni, nebo-li
prumérnd) variance pres vSechna méfeni je pro nelinedrni filtr

MSE = E[(x — E[z|2])?] = 1/6, (3.6.38)
AV AR = Elvar[z|z]] =1/6 (3.6.39)

shodna a je rovnéz shodnad i se statistikami linearniho KF

MSExy = E|(z — )] = 1/6, (3.6.40)

AV ARy = E[P] =P =1/6. (3.6.41)

To znadi ze oba filtry poskytuji konzistentni odhad (viz sekce 3.3.4) s minimalni nepodminénou
varianci AVAR. Priavé minimalizace nepodminéné variance AVAR je zdkladem odvozeni KF

optimaliza¢nim piistupem, tj. minimalizaci kriteridlni funkce V(&) definované v sekci 3.3.2.
Piiklad 3.6.2 Uvazujme skalarni nelinedarni stavovou rovnici a rovnici méreni
Tkt = [fuTr+ grai 4+ wi
2 = hk(wk) + vk (3.6.42)
kde {wy} je bily gaussovsky proces s nulovou stiedni hodnotou a varianci Q. Predpoklddejme, ze
Elzy | 25 = iy
El(zy —i3)? | 2 = P

Cilem je vypocitat

Elzpy | 2F] = Thpr @ varlrge | 2] = Pl

Zacneme stiedni hodnotou

Bsr = JSuBlag | 2]+ grBlag | "]
= frdr+ ge(Pr+ 27) (3.6.43)

Muzeme konstatovat, Ze pro vypocet predikované stiedni hodnoty potiebujeme filtrac¢ni stfedni
hodnotu a varianci, tedy prvni dva momenty.
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Nyni vypocitdame var[zyiq | 2¥]. Necht

~/ é ~!
Tpi1 = Tkl — Tpp

T

1>

Tp — Ty,

Pak, vyuzitim vztahu 22 — &3 = (xp — £)* + 2248y ziskdme

o1 = fu¥k+wr — g6 Py + gr(ah — 7))
(fr + 29x8%) %k + gry — giPr + w

Elada | 2] = (fu+200ik) B3} | 2] + giE[3} | 2]
+ giP? + Elwp | 2+ 291 (fi + 2918%) B[} | 27
— 205 Pe(fi + 2913%) E[dy, | 27
— 20iPLE[F} | 2] = (fi + 20k%1)° P + Gi vk
— giPi + Qi + 29k (fr + 2961) 0k (3.6.44)

kde 7, 2 E[#l | 2%] a 6, £ E[#3 | 24).

Podminénd variance var[zy, 1 | 2] je podle (3.6.44) funkef prvnich étyt ,filtraénich® momentii.
Dochézi tedy k jevu, ktery byva oznacovan jako zacyklenost momentti. PovSimnéme si také,
ze 1 pii uvazovani gaussovské filtracni hustoty, prediktivni hustota jiz neni gaussovska, tj. ani
v tomto piipadé nedochéazi k reprodukovatelnosti hustot.

Ptedchozi dva piiklady podtrhly jedinec¢nost exaktniho feSeni tilohy odhadu stavu linedrniho
Gaussovského systému a naznacily, ze pro nelinedrni ¢i negaussovsky systém bude feSeni ba-

vvvvv

nova filtru, av8ak poskytuji omezenou kvalitu odhadu. Tyto techniky budeme souhrnné nazyvat
lokalnimi filtry. Pak upfeme pozornost na globalni filtry, které poskytuji kvalitativné lepsi od-
hady, vsak za cenu vyrazné vyssi teoretické i vypocetni slozitosti.
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Kapitola 4

Lokalni filtry

V piedchozi kapitole vénované kalmanovské filtraci, nebo-li odhadu stavu linedrniho gaus-
sovského systému, jsme se setkali s linearni filtraci. Z rovnic Kalmanova filtru snadno
nahlédneme, ze odhad stavu je zde ziskan linearni transformaci méfeni, aniz bychom provadéli
jakoukoliv modifikaci zakladni tlohy, nebo aproximaci feSeni. Tato elegantné formulovand a
elegantné feSend tloha vsak z hlediska sirokého uplatnéni nardzi na bariéru svych predpoklad,
a to linearity a gaussovosti. V této kapitole se budeme vénovat situaci, kdy predpoklad
linearity je opustén, ale zdkladni mysSlenkovy postup pro syntézu filtru bude shodny s predchozi
kapitolou, tedy pouzijeme opét bayesovsky piistup. Problematikou lokélnich filtra se zabyvaji
napt. [4], [5], [14], [35], [36], [90]-[95]. Souvislost rozsifeného Kalmanova filtru s parametrickymi
metodami identifikace, zejména s metodou chyby predikce je ukdzéna v [28].

4.1 Rozsiteny Kalmanuv filtr

Jak jiz bylo feCeno, v této kapitole opustime ramec linearity. Uvazujme tedy systém, ktery
muzeme chédpat jako zobecnéni (3.1.1), (3.1.2), definovany nésledujicimi vztahy

1 = fr(Tr) + wg (4.1.1)

2k = hg(xp) + vk (4.1.2)

kde fx(-), hi(-) jsou zndmé nelinedrni diferencovatelné vektorové funkce prislusnych dimenzi, bilé
sumy {wg}, {vr} a pocatecni stav maji stejné vlastnosti jako v pfedchozi kapitole a jsou popsény

p(xo) = N(zo : 2y, Py) (4.1.3)
p(wg) = N(wy : 0, Q) (4.1.4)
p(vk) = N(vg : 0, Ry) (4.1.5)

pro vsechna k. Filtr navrhneme opét dvéma piistupy, pfimym a nepfimym, které byly
predstaveny pii ndvrhu Kalmanova filtru.

4.1.1 Priimy pristup

Z rovnice (4.1.1) muzeme snadno zjistit, ze prechodova hustota pravdépodobnosti mé tvar

(@t | wx) = N(@pr1 ¢ fe(zr), Qr) (4.1.6)
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a z rovnice (4.1.2) uréime hustotu pravdépodobnosti méreni

p(zr | o) = N(zp @ hi(wr), Ry) (4.1.7)

Nyni mame v8e pripraveno pro aplikaci bayesovského piistupu k vypoctu podminénych fil-
tracnich a prediktivnich hustot. Pii odvozeni za¢neme opét od pocateéniho ¢asového okamziku
jako v pfredchozi kapitole a budeme opét dosazovat do bayesovskych rekurzivnich vztahi.
Otéazka zni, jak se zméni p(z() na zdkladé informace z méteni zy. Tedy

N(zo : &, PY)N (20 : ho(zo), Ro)
0 = 0>~ 0 ’ 4.1.8
p(l’o ‘ z ) fN(x‘o : i'();P(;)N(ZO : ho(l‘o),Ro)dxo ( )

Vyrazny rozdil mezi (4.1.8) a (3.2.4) z pohledu explicitnitho nalezeni filtraéni hustoty je
pritomnost nelinearity hg(xzo) v (4.1.8), kterd znemoznuje pouzit analogicky postup jako v
podkapitole 3.2 vedouci na exaktni feSeni. Odsud je ziejmé, ze pro explicitni vypocet nebo
jinymi slovy pro zachovéani analytického Feseni (4.1.8) musime provést jisty zdsah do formulace
ulohy. Nabizi se jednoduché feSeni, linearizovat funkci hg(-) a piejit formalné na shodnou
ilohu jako v podkapitole 3.2. Otdzkou zustava, v jakém bodé linearizaci provést. Protoze vSak
predpokladame gaussovské rozlozeni pocatecniho stavu, pak za nejlepsi odhad pocateéniho
stavu muzeme jisté uvazovat hodnotu .

Uvazujme tedy Tayloriiv rozvoj ho(xg) v okoli bodu 2 = E[xo | 2~!] a ponechme pouze prvni
dva ¢leny, jelikoz chceme linedrni aproximaci. Dostaneme

h(](xo) = [hLo(x(]), hgyo(xo), Ce hnzyo(xo)]T ~ ho(i{)) + Hg(i‘g)(iﬂo — i‘6) (4.1.9)
kde
Ohy,k(z0)  Ohi,k(%0) . Ohy x(0)
.\ Ohg(zo) _ 63.61 8‘?2 On
Ho(2p) = aT\xO:azg = : : : | o=
0 8h"n,z,k(m()) 8hnz,k(1'0)
R - e T g

je matice nz/nz prvnich derivaci, tzv. Jacobidn, vyhodnoceny v bodé aktuédlné nejlepsiho do-
stupného odhadu stavu Z{,. Je zfejmé, ze pravou stranu (4.1.9) muzeme zapsat i takto

Ho(&g)xo 4 ho(2g) — Ho(Z()Z(

kde prvni ¢len je linedrni funkce zg a dalsi dva ¢leny jsou znamé veli¢iny v k = —1, a tudiz
nemohou piindset zadné komplikace. Dosad me proto (4.1.9) do (4.1.8), pak dostaneme

palao | 2°) = @0 B Fo)N(z0 : holdo) + HolEo) (w0 = &), Fo) (4.1.10)
f N(JZO : 1:6, Pé)N(Z() : ho(%{)) + H0($6)($0 — $6), Ro)daﬁo
Oznaceni pa(-) v (4.1.10) oznacuje, ze na rozdil od (4.1.8) tato hustota jiz bude pouze
aproximovat skute¢nou hustotu p(zg | 2°), kterou vsak explicitné nezname.
Nyni muzeme pa(zg | 2°) vypoéitat explicitné, analogicky jako v podkapitole 3.2. Odsud
dostaneme aproximacni filtraéni hustotu pravdépodobnosti majici gaussovské rozlozeni tvaru

palzo | 2°) = N(zo : o, Po) (4.1.11)
&0 = & + PoHy (30) [Ho(#0) PoHy (2) + Rol ™20 — ho(#9)]
Py = Py — PyHy (i) [Ho(2) P Hy (&) + Ro] ™" Ho () Py
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Dalsfm krokem syntézy filtru je nalezeni prediktivni hustoty pravdépodobnosti p(z; | 2°). Vime,
ze

p(a | 20) = / P | 2)p(z: | zo)do (4.1.12)

Pfechodovou hustotu zndme a aproximaci filtraéni hustoty téz, tudiz dosadme do (4.1.12)
z (4.1.11) a (4.1.6). Dostaneme

pa(z | 2°) = /N(:Eg : Zo, Po)N (1 : fo(xo), Qo)dxg (4.1.13)

Opét jsme pouzili oznaceni pa(z1 | 2°), protoze se jednd o aproximaci nezndmé p(z1 | 2°) (z
diivodu pouziti aproximativn{ filtraéni hustoty pa(z; | 2%)). Vypocet integrdlu na pravé strané
analogickym zpusobem jako v podkapitole 3.2 komplikuje nelinedrni funkce fo(xg). Linearizaci
této funkce, obdobné jako v kroku filtrace, pak muzeme ziskat stejnym postupem jako v
podkapitole 3.2 explicitni analytické feseni. Provedme Tayloriv rozvoj funkce fo(zg) na okoli
Zo a ponechme opét jako v kroku filtrace prvni dva ¢leny. Dostaneme

fo(zo) = fo(Z0) + Fo(Zo)(zo — Z0) (4.1.14)

Poznamenejme, ze nyni jsme zvolili jako linearizaéni bod filtra¢ni odhad g, protoze obsahuje
jiz. vice informaci o zp nez &, (viz 4.1.11). Pro dplnost dodejme, Ze

_ Of(x0)

Fo(o) v |z0=20

je matice nx/nx prvnich derivaci. Dosazenim (4.1.14) do (4.1.13) dostaneme

pA(xl ‘ ZO) = /N(xo : .Ci‘(), Po)N(:L’l : fo(i‘o) + Fg(.ﬁ'o)(mo - .fo), Qo)dwo (4.1.15)

Vyraz fo(Zog) — Fo(2o)Zo je v okamziku k = 0 znamy, tudiz z hlediska vypoétu integrélu
jsme opét presli na pripad feSeny v podkapitole 3.2 za¢inajici vztahem (3.2.29). Analogickym
vypocCtem jako v této sekci dostaneme aproximaéni prediktivni hustotu pravdépodobnosti ve
tvaru

pa(z1|2°) = N(z1:2),P))
= folzo)
Pl = Fy(&o)RoFy (#0) + Qo (4.1.16)

Vsimnéme si, ze prediktivni krok, tj. vypocet rovnice (4.1.12) pomoci (4.1.15), je zalozen
na dvou po sobé jdoucich aproximacich. Prvni je dédna pouzitim aproximované hustoty
filtracni hustoty pa(z1 | 2°) vedouci na (4.1.13). Druhd aproximace plyne z pouziti linearizo-
vané funkce (4.1.14), a tim i aproximativni prechodové hustoty vedouci na findlni vztah (4.1.15).

Doposud jsme provedli vypocet filtracni hustoty pro k& = 0 a prediktivni hustoty pro k& = 1.
Stejné miizeme pokracovat pro libovolné &, to jest miizeme zapsat obecné vztahy pro pa(xy, | 2%)

a pa(zppq | 2%). Shrime tedy vysledky:

Aproximacni filtra¢ni hustota pravdépodobnosti:

pa(xg | zk) = N(xp : Tk, Pr) (4.1.17)
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&p = &), + PLHL(85) [Hy(8%) PLHE (23,) + Ri] ™ 2 — hio(8%,)]
Py, = P{ — PLH] (8),) [Hi(2) PR HE (8),) + Ri) ™ Hi(27,) P

Aproximaéni prediktivni hustota pravdépodobnosti:

pa(@es | 25) = N(zpyr: &, Phyy) (4.1.18)
Thy = fo(@k)
Pl = Fu(@r)PFl (1) + Qk

4.1.2 Nepiimy piristup

Neptimy pristup vychdzi z algoritmu Kalmanova filtru (3.2.66), (3.2.67), (3.2.71) a (3.2.73),
kde prediktivni momenty méfeni a stavu jsou vypocteny pii uvazovani linearizovanych funkci
v rovnici méfeni, tj. (4.1.9), a dynamiky, tj. (4.1.14).

Tedy, aproximativni filtraéni hustota stavu v ¢asovém okamziku k je déna pa(xx|z¥) = N(xy,
Tk, Pr) s momenty

B = &)+ Ppp(PLy) (21— 21) (4.1.19)
Pp= P, — Py (PLy)  (Pry)” (4.1.20)

kde momenty predikce méfeni, s uvazovanim linearizace nelinedrni funkce v rovnici méfeni
(4.1.9), jsou

2 = Elz|2"1]

= Elhy(xp)|2" "] + Elog|2" "]
= E[hy(z1)|25 7] + E[vi]
~ Elhg(&) + Hi(2)) (x), — 2)]2" ]
= hi(2),) (4.1.21)

Py = covlz| 2" = El(z1, — Blarlz" ) (2 — Elzil2* )12
= Bl(hx(wx) + vr — Elzkl2" 1) (he(wr) + on — Elzi]2" )T |25
~ E[(hi(2},) + Hi (&) (zr — &%) + ve — hi(@) (ha(8)) + He(85) (@ — ) + ve — hi(24))7 2571
= Bl(Hy(&) (wr — &) (Hi(2) (2 — 23,)) 712" + Elogof]
= Hy(&},)

Py(Hy(#,))" + Ry (4.1.22)
P,y = covlmy, 22" = E[(w — #%) (2 — Elzlz7']) 71241
~ Bl(zp — &) (Hi(8),) (xe — 23)) 7 271

— P(Hy(#})" (4.1.23)
Poznamenejme, Ze diky pouzitym pfedpokladum a aproximacim, konkrétné

e piedpokladem sdruzené gaussovské prediktivni hustoty p(zy, zx|2*~1), umoziujici odvo-
zeni vztahu pro linedrni filtr (4.1.19), (4.1.20), ktery neni obecné platny pii uvazovani
nelinearniho popisu systému, a

e pouzitim linearizace Taylorovo rozvojem prvniho fadu pii vypoctu prediktivnich momentu
méteni (4.1.21)—(4.1.23)

56



je vyslednd filtra¢ni hustota pouze gaussovskou aproximaci skuteéné, obecné negaussovské,
podminéné hustoty.
Prediktivni hustota v ¢ase k + 1 je aproximovana gaussovskou hustotou pa(zgi1|2*) = N(2p1 :
T7.41, Phyq) s aproximativnimi prediktivnimi momenty stavu
@ZH = E[»’Uk+1|zk]

[fr () + wi] 2]
[fi(r)| 2]
[fr(Er) + Fr(@) (2 — 24)|2"]

= fu(@p) (4.1.24)
Pl = cov[wpi1]2"]

~ E[(Fi(@r) (zr — &) (Fr (@) (2 — )" 2" + Elwgwy]

= Fy (@) Po(Fr(21))" + Qu (4.1.25)

E
E
E

Q

4.1.3 Vldastnosti filtru a odhadu

Filtr, ktery byl pravé odvozen, definovany rovnicemi (4.1.17) a (4.1.18) je nazyvan rozsifeny
Kalmanuv filtr (v anglicky psané literatute se setkdme s pojmem ,extended Kalman filter”
(EKF)). Jaké jsou hlavni odlisnosti tohoto filtru od Kalmanova filtru.

1. Kovariancni matice Py, P, 41 neni mozné pocitat off-line, protoze jsou funkcemi méreni na
rozdil od kovarian¢nich matic generovanych Kalmanovym filtrem, které nejsou na métreni
zavislé. Predpocitavani tedy neni mozné.

2. Filtraéni a prediktivni hustoty jsou pouze aproximace skutecnych hustot danych
exaktnim TeSenim problému na rozdil od hustot generovanych Kalmanovym filtrem, které
predstavuji exaktni feSeni problému. Jelikoz zvolend aproximace je provadéna v jednom
bodé stavového prostoru, maji vysledky tohoto filtru pouze lokalni platnost. Proto tento
filtr muzeme chapat jako lokalni. Zaroven poznamenejme, ze v tomto piipadé neni,
z duvodu aproximaci, zarucena konvergence odhadu stavu, tak jak byla diskutovana pro
Kalmantv filtr.

Rozsiteny Kalmanuv filtr se ¢asto vyuzivd v technickych aplikacich, napf. v iloze navigace
a sledovéani [86], [87], ale téz spolu s bayesovskym piistupem v ekonometrii, napi. [37], [38].
Poznamenejme, ze v piipadé vyskytu nezndmych parametru v (4.1.1), (4.1.2), muzeme rozsitit
stavovy vektor o tyto parametry a pak odhadovat rozsiteny stav pomoci rozsifeného Kalmanova
filtru.

Pozndmka . Jak jsme v této kapitole vidéli, neptimy piistup k navrhu rozsifeného Kalmanova
filtru vede opét ke stejnym vztahum jako pfimy piistup, avSsak umoznuje snazsi odvozeni. Proto
v nésledujicich kapitoldch bude uvazovan pouze nepiimy zpusob odvozeni ostatnich lokalnich
filtru.

4.2 Filtr druhého radu

Linearizace nelinearnich funkei Taylorovo rozvojem prvniho fddu muze byt v mnoha situacich
nedostateéné presnd a ve svém dusledku muze vést k divergenci odhadu filtru. Proto byl navrzen
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filtr druhého Fadu, v anglicky psané literature oznacovany ,second-order (extended) Kalman
filter*, kde nelinedarni funkce jsou aproximovany Taylorovou fadou oviem s ponechdnim i ¢lent
druhého fadu.

Uvazujme tedy ndsledujici aproximaci nelinedrni funkce hy(zy) Taylorovo rozvojem druhého
rfadu

. . . 1-
hk(xk) ~ hk(l’;g) + Hk(a;;)(a:k — 1'23) + ihk (4.2.1)

kde 2} ,hg(-), Hp(-) jsou shodné s podkapitolou 4.1 a hg je vektor kvadratickych ¢lent
zavisejicich na Hessidnu, tj. na druhych derivacich nelinedrni funkce v rovnici méfeni hg(-).
Vektor kvadratickych ¢lenu je definovan pro

ha ()
A | Pok(s)
hi () = :
Pz i ()
nasledujicim zpasobem
2hiy  O%hig Phig ]
0x10x1 0102 te axé&rnz
A 82}7, 82h2‘,k 82]17;7]@ o] h@k
- k ~ PRI .
My = ——= | @) = | Om0m  Omow Omaltna | = 1,2, n2 (4.2.2)
12Xy : : - :
Bth,k 82hi’k
L 0Tnz0T1 e U 0TnzO0Tng J
hip 2 T M, ! 423
ik = (T — 23)" M (o — 27,) (4.2.3)
hik
A heg
hy, = )
hnz,k

Pak muzeme aproximaci hy(x) zapsat nasledujicim zpusobem

. . . 1-
hk<1’k) ~ hk(l';) + Hk(a:;)(:ck — .’L‘;g) + ihk (4.2.4)

Protoze v (4.2.3) se vyskytuji ¢leny druhého fadu, analyticky vypocet filtra¢ni hustoty by nebyl
mozny. Kdyz vsak nahradime kvadratickou formu v (4.2.3) jeji oéekdvanou hodnotou, dostaneme

— R . A —
h@k = (xk — w%)TMi,k(xk — .%'2) >~ tT’(P,;MLk) = ha,i,k (4.2.5)
Ozna¢me nyni
Ea,k = [Ea,l,lm Ea,Q,ka ) Ea,nz,k]T (426)
a (4.2.4) lze zapsat
. . . 1+
hk(xk) >~ hk(‘/l";c) + Hk(x%)(xk — l‘;c) + iha’k (4.2.7)

Z (4.2.7) je videét, ze se jednd o linedrni funkei zy, protoze vsechny dalsi ¢leny jsou v kroku
k — 1 zndmy. Muzeme tedy pouzit opét analogicky jako v kapitole tieti stejny zpusob odvozeni

58



filtra¢ni hustoty pravdépodobnosti a pro ¢asovy okamzik k dostaneme

pa(xg | zk) = N(xp : Tk, Pr) (4.2.8)

. . . . . _ . 1~
& = &), + PH, (87) [Hy(25,) PLHL (27,) + Re) ™ [z — ha(5,) — 5har] (4.2.9)
P, = P{ — PLH[ (&),)[Hi(2,) PLH] (2),) + Re) ™ H(8},) P, (4.2.10)

Vidime, ze oproti rozsifenému Kalmanovu filtru dochdzi ke zméné v inovacni posloupnosti
v rovnici (4.2.9).

Pro vypocet predikce pokra¢ujme v duchu predchozi ¢asti této podkapitoly. Vyjadieme Tayloruv
rozvoj funkce fi(-)

N . . 1-
Filar) = fi(@r) + Fi(@n) (e = 38) + 5 fr- (4.2.11)
kde
fik
N EY
fr= :
.]Fn:c,k
— A . .
fir = (z1 — 21)" Nig(xp — 2p) (4.2.12)
2 fik O fik % fik
0x10xT1 oxr10xy 81‘£6wm;
A O2f; 9 fik O fik 0% fik
Nip = =25 | 3y, = | Owe0m  Owadas Ovadina | =12, .. na (4.2.13)
85% : : e :
% fik % fik
L 8:Jcn8:v1 e e 0Tnz0Tng a

Odstranénim nelinearit ustfednénim (4.2.12) dostaneme

fai = tr(PyNiy) (4.2.14)
fa,k = [fa,l,k» fa,Z,ka ey fa,nw,k]T (4215)
Nyni muzeme ptepsat (4.2.11) na
N . . 12
i) = fu(@r) + Fu(@r) (@r — 25) + 5 for (4.2.16)

To je opét linearni funkce xj, protoze vSechny ostatni veli¢iny jsou v kroku k znamé. Tudiz
muzeme dosadit do bayesovskych vztahu a analogicky jako ve tieti kapitole odvodit prediktivni
hustotu pravdépodobnosti.

pa@is | 2%) = N(zpin : Ehpr, Pigr) (4.2.17)

. . 12
Bar = fil@n) + 5 fak (4.2.18)
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Piyy = Fy(@y) P (21) + Qx (4.2.19)

Rovnice pro kovarianéni matici je formalné shodné s rozsifenym Kalmanovo filtrem a stfedni
hodnota je modifikovana o ¢len zavisejici na druhych derivacich f,;. PFipomeiime, ze se jedn
opét o lokalni filtr a ziskané hustoty pravdépodobnosti ve formé gaussovskych rozlozeni jsou
pouze aproximace skutecnych explicitné neznamych hustot pravdépodobnosti. Poznamenejme,
ze v literatute lze najit i jiné zpusoby odvozeni vedouci na algoritmus, kde i kovarianéni matice
z&visi na Hessidnu nelinedrnich funkei, napf. [88].

4.3 Diferencni filtr prvniho radu

Doposud predstavené lokalni filtry byly navrzeny v 60. ¢i 70. letech 20. stoleti. Navrh filtra byl
zalozen na Taylorové rozvoji nelinearnich funkci v popisu systému, tedy na nutnosti vypoctu
prvnich, popft. druhych derivaci nelinearnich funkci. Pro nékteré funkce vSak derivace nemusi
byt definovana ¢ jeji vypocet muze byt zdlouhavy (napf. pro mnohorozmérné modely). V tom
lze spatfit hlavni motivaci navrhu, tzv. bezderivaénich lokalnich filtri, které jsou od zacatku 21.
stoleti v literatufe intenzivné rozvijeny. Zakladni idee bezderiva¢nich filtri budou predstaveny
v této a v nasledujicich kapitolach.

Zatnéme diferen¢énim filtrem prvniho tadu [90], [93]. Tento filtr, v anglicky psané literatufe
oznacovany jako ,divided diference filter“, je alternativou k rozsitenému Kalmanovu filtru, kdy
namisto Taylorova rozvoje je pouzita tzv. Stirlingova interpolace k linearizaci nelinearnich funkeci.
Stirlingovu interpolaci si mtizeme predstavit jako Tayloriav rozvoj, kde derivace jsou nahrazeny
diferencemi.

Pro odvozeni filtra¢niho kroku pfedpokladejme dostupny prediktivni odhad stavu

P25 = N(ay : &, PL) (4.3.0)
a zaved me nésledujici linedrni transformaci stavu
Xk = (Sp) 'y (4.3.2)
kde S} je rozklad (nebo-li odmocnina) prediktivni kovarianéni matice Py, takovy, ze
P, =S,(S;)T" (4.3.3)

Odmocnina muze byt spoctena napt. Choleského dekompozici nebo singuldrnim rozkladem
(v prosttedi MATLAB®) lze vyuzit funkce chol nebo svd). S ohledem na (4.3.1) je predik-
tivni hustota pravdépodobnosti x (4.3.2) ddna normalni hustotou pravdépodobnosti

pOxkl =) = N(x : X T) (4.3.4)

kde ¥}, = (S;) 12/ Vyznam této transformace spociva v tom, Ze prvky vektoru xj jsou nezdvislé
a maji jednotkovou varianci. V koneéném dtsledku nam tato transformace umozni odlisny a
v literatufe preferovany zptisob odvozeni, nez tomu bylo u rozsifeného Kalmanova filtru.
S prihlédnutim k transformaci (4.3.2) muze byt rovnice méfeni (4.1.2) zapsana ve formeé

2l = hk<l'k) + VEk
= hi(SpXk) + vk
= hi(xk) + vk (4.3.5)
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Stirlingova interpolace prvniho fadu nelinedrni funkce v rovnici méteni (4.3.5) v okoli linea-
rizacniho bodu X}, je ddna

b (xi) & hi(X3,) + Hi (Vs 5) (X — X) (4.3.6)

kde matice nz/nz prvnich diferenci je

hy k(X +re1)—hy i (X}, —ker) hy k(X +Eena)—h1 i (X}, —Kenz)
2K e 2K
Tl . . .
Hy (X, ) = : - : (4.3.7)
Enz,k()Z;C‘Fﬁel)_;lnz,k()zgc_’iel) i’«nz,k(f(;g“!"‘ienx)_ﬁnz,k(f(;e_K/ena:)
2K T 2K

a k je tzv. skalovaci parametr, jehoz volba je diskutovana pozdéji.
Pak filtra¢n{ hustota stavu v ¢asovém okamziku k je ddna pa(z|2*) = N(zy : &1, Py) s momenty

Bp =2+ Pl (PLy) " (2 — 2) (4.3.8)
Pr= P, — Py (PLy)  (Pry)” (4.3.9)

kde prediktivni stfedni hodnota méfeni, s uvazovanim Stirlingovy interpolace (4.3.6), je
2 = Elz| 2"
= Bl () |2* 1] = Blhy.(x) ¥
Elhi(%3,) + He (X ) Ok — Xi)12°7]
hi(X%) (4.3.10)

Tu lze, vyuzitim (4.3.2), (4.3.5), zapsat jako funkeci prediktivnich momentu netransformovaného
stavu

%

2 = hi((S)~'4)
= hi(S(Sp) %)
= hi(2),) (4.3.11)
Podobné vypocteme prediktivni kovarianéni matici
PLy, = cov[z| 2" = E[(z — Elzi]2*7']) (2 — Elza] ") 7124
~ E[(Hy (R, 1) Ok — X)) (Hi (X 5) (e — 031271 + Elvgof]
= Hiy(Rpe )L (Hi (X} )" + Ry
= Hy (&, k) (Hy (3, 7)) + Ry, (4.3.12)

kde, dle (4.3.2), (4.3.5),

hlsk(‘%;c—‘rﬁs;v,1)_h17k(j;€_ﬁs;c,l) hlvk(:%;c—"_ﬂs;c,nz)_hlvk(‘%;c_ms;c,nz)
2K to 2K
Hy (3, k) = : g : (4.3.13)
hnz,k(i;¢+ns;g,1)7hnz,k(£;@-7'{s;@71) hnz,k(i;chns;@’nx)ihnz,k("iggil{’s;c’ngj)
2K to 2K

a s); je i-ty sloupec matice 5. Vypocet vzdjemné kovarianéni matice je pak

P, i = covlzr, 2|71 = Bl(wy — &) (2 — Elzla™ )]

~ E[(S10xk — %)) Hi (X 5) Ote — X0)) T 12771
= SL(Hp(X k)" = Sp(He (i, 5))" (4.3.14)
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Porovnejme vztahy pro vypocet prediktivnich momentu rozsiteného Kalmanova filtru (4.1.21)—
(4.1.22) a diferen¢niho filtru (4.3.10)—(4.3.14). Vidime, ze vztahy pro vypocet stfedni hodnoty
jsou totozné, zatimco vztahy pro vypocet kovarianénich matic se vyznamné lisi. Kovarianéni
matice predikce méfeni pro rozsifeny Kalmanuv filtr jsou linedrni funkei prediktivni matice Py,
zatimco pro diferen¢ni lokalni filtr jsou nelinedrni.

Vyuzitim analogického piistupu k odvozeni prediktivni stiedni hodnoty méreni (4.3.11) a ko-
varian¢éni matice métreni (4.3.12), jsou momenty prediktivni hustoty stavu pro ¢asovy okamzik
k+1,tj., pa(zri1|2¥) = N(zpy1 : &)1, Pjo4), zalozeny na aproximaci nelinedrn{ funkce v rovnici
dynamiky (4.3.1) pomoci Stirlingovy interpolace prvniho fddu v okoli bodu X3 = (Sk) !4

FeOxr) = fr(Xe) + Fr(Re, £) (X — Xn) (4.3.15)

kde xi = (Sx) ok, Sk je odmocnina matice Py takovd, ze P, = Sk(SK)T, p(xel2*1) = N(xs :
WD) s Xk = (Sk) '3k, felxk) = fe(Skxe) a Fr(Xh, %) je matice nx/nx prvnich diferenci
definovana

Fre(Retre)—Fie(Re—rer) F1e(Retrens)—f1k (Xe—Kena)
B 2K te 2K
Fi(Xks k) = : ; (4.3.16)
fna:,k:()A(k'i"{'el)_fnx,k()zk_’{el) fnx,k()%k""ienz)_fnx,k()Zk_ﬁenz)
2K e 2K

Prediktivni{ stfedni hodnotu a kovarianéni matici lze spocitat nasledujicim zpusobem

For = Elrpga]2"]

= Elfr(x1)|2"] = E[fi (xi)|2"]

~ E[fe(%k) + Fe(Re: £) e — X)) 2"]

= fre(X)

= fe(ip) (4.3.17)
Py = cov[za|2Y = El(wrr1 — Blegga|2") (@rg1 — Elrga|2) 712"

~ E[(Fu(Xrs 5) (e — X)) (B (s ) e — X)) T 127 + Elwpwf]

= Fy(Xn> ) (B (Xir )" + Qi

= Fi(x, 5) (Fi(2, £))" + Q (4.3.18)
kde
J1,e(@rtrse1)—f1e(@r—ksk1) J1,6 Bk K8k na) = f1,6 (B —KSk,na)
2K e 2K
Fp(Zg, k) = : : (4.3.19)
frzk(ErtrEse,1)—fnek(Er—rSk,1) frek(Ee+ESkne) = Frne,k(E—KSk ne)
2K te 2K

a sy, je i-ty sloupec matice Sy.

Vztahy (4.3.8)—(4.3.14), (4.3.17) a (4.3.18) tak pfedstavuji algoritmus diferen¢niho filtru. Pro
jeho implementaci je nutné specifikovat Skdlovaci parametr k. Lze ukazat, ze vhodnou volbou
parametru je & = v/3 [90]. Detailn{ diskuze k volbé parametru spolu s doporu¢enimi volby miize
byt nalezena napf. v [94].

Zavérem poznamenejme, ze v publikaci [90] byl odvozen i diferenéni filtr druhého téddu, ktery
je zalozen na Stirlingové interpolaci druhého Fadu a poskytuje v mnoha ptipadech lepsi kvalitu
odhadu.
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Poznamka . Odvozeni diferen¢nich filtru je zalozeno na linedrni transformaci stavu (4.3.2).
Transformace muze byt chédpédna jako stochastické rozvazbeni (z anglického vyrazu ,stochastic
decoupling®) elementu ndhodné veli¢iny x vedouci na ndhodnou proménnou xi. Ta ma pak
jednotkovou kovarianéni matici, coz umozni snadnou a zejména konstantni volbu skélovaciho
parametru k pro vSechny ¢asové okamziky. Samoziejmé, odvozeni diferenénich filtrii by bylo
mozné i bez této transformace, avsak v tomto pripadé by bylo nutné volit proménny skalovaci
parametr, a to pravé v zavislosti na aktudlni kovarianéni matici P] veliciny xj (¢im vetsi je
P/, tim vétsi je stavovy prostor, ve kterém se skuteény stav x, muze nachdzet a tim je tedy
nutné zvétsit oblast pomoci parametru x, kde nelinearni funkce je aproximovana Stirlingovo
interpolaci).

Piiklad 4.3.1 Stirlingova interpolace muze byt chapana jak Taylortv rozvoj, kde derivace jsou
nahrazeny diferencemi. Pro lepsi predstavu a ilustraci, uvazujme nésledujici filtra¢ni odhad

p(xp|2%) = N(xp : 2, Pu) = N(zp : 1,1) (4.3.20)
a nasledujici nelinearni funkci ve stavové rovnici
fr(zy) = sin(zF) (4.3.21)
Tayloruv rozvoj funkce fi(xx) v okoli nejlepsiho odhadu stavu &y vede na linedrni vztah
fr(zr) = fr(2r) + %ﬁk)’zkzik () — &)

= sin(22) + 22y cos(i7)(xp — 21
= 0.8415 + 1.0806(x, — 1) (4.3.22)

Naproti tomu Stirlingova interpolace se skalovacim parametrem x = /3 vede na nasledujic
linearni funkci

fr(zr) =~ fr(2x) + Fre(Zg, &) () — 21)
Te(®k + KSk) — fr(Zr — KSk)

= fr(@r) + P (xp — k)
. ~ S 2 _ . A _ S 2
_ sin(i‘%) N sin ((:rk + kSk) )255111 ((mk kSk) ) (2 — )
= 0.8415 + 0.1196 (2 — 1) (4.3.23)

Obé linearizace tedy vedou k pomérné odlisnym linearnim funkcim. Nelinearni funkce, jeji li-
nearizace, chyby linearizaci a filtra¢ni hustota pravdépodobnosti jsou zndzornény na obr. 4.1.
Lze vidét, ze Tayloruv rozvoj ma mensi chybu v blizkém okoli linearizacniho bodu, zatimco
Stirlingova interpolace je ,pfesnéjsi“ v Sirsim okoli.

4.4 Unscentovany Kalmantuv filtr

Unscentovany Kalmanuv filtr, pro ktery se v anglicky psané literatufe vzil pojmem ,unscented
Kalman filter“, je dalsim zastupcem bezderivacnich filtri. Unscentovany filtr je vSak zalozen na
odlisné myslence od rozsiteného Kalmanova filtru a diferenéniho filtru; pii navrhu filtru neni
aproximovana nelinedrni funkce, ale je aproximovan popis odhadu stavu mnozinou determinis-
ticky volenych bodu [91], [93], [94], [88], [96], [97].
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Obrézek 4.1: Ilustrace linearizace nelinearni funkce Taylorovo rozvojem a Stirlingovo interpolaci

Filtra¢ni krok unscentovaného filtru spo¢iva opét ve vypoctu momenti aproximativni filtra¢ni
hustoty pravdépodobnosti pa(xx|2¥) = N(xy : &, Pr), kde

B =%+ Prp(PLy) (2 — 2) (4.4.1)
Pr=F.— Py (PLy)  (Prg)” (4.4.2)

Vypocet prediktivnich momenti odhadu méreni vychdzi z aproximace prediktivni hustoty
pravdépodobnosti p4(xg|zF~1) = N(zy : &), P}) mnozinou deterministicky volenych vazenych
bodu, tzv. sigma-bodi, a jejich transformace pfes nezménénou nelinearni funkci v rovnici méteni.
Tedy, méjme prediktivni hustotu pravdépodobnosti stavu a definujme mnozinu (2nz + 1) sigma-
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bodu dle nasledujicich vztahu

Ao = & (4.4.3)
iy = &), +Vna + ksj, i =1, nw (4.4.4)
Xlé,j = &) — \/msgw-_m?j =nr+1,...,2nx (4.4.5)

kde s} ; je i-ty sloupec matice S}, splitujic rovnost S},(S;)T = P/ a r je opét §kalovaci parametr,
jehoz volba je diskutovana pozdéji. Kazdy bod je asociovan s vdhou

R

= 4.4.6
Wo nr+ K ( )
1
i = ———,t=1,...,2 4.4.
W 2(nz + k) ! n (44.7)

Vsimnéme si klicové vlastnosti mnoziny vdzenych sigma-bodu { X} ,, W;}#"&, kterou je zachovani

prvnich dvou momentii prediktivn{ hustoty pravdépodobnosti pa(zy|z*~1) = N(xy : &, P}), tj.
stfedni hodnota a kovarianéni matice mnoziny bodu je

2nx

> Wil =i
=0

2nx

D Wil = E)(X = )T = P
i=0

Pak, jsou sigma-body transformovany pfes nezménénou nelinearni funkei v rovnici méfent (4.1.2)
2= h(Xf,),i=0,1,...,2nz (4.4.8)

a na jejich zakladé jsou vypocteny pozadované prediktivni charakteristiky méteni dle

2nx

G=> WiZ, (4.4.9)
i=0

2nx

= WilZh — 24)(Zh — )7 + R (4.4.10)
=0

2nx

e = Y Wil — 23)(Z1, — &))" (4.4.11)
=0

Prediktivni charakteristiky méfeni (4.4.9)—(4.4.11) jsou pouzity ve vztazich (4.4.1), (4.4.2) a tim
konéi filtra¢ni krok unscentovaného filtru.

Vypocet momentti prediktivni hustoty pravdépodobnosti pa(zpi1]2¥) = N(zp : Ty Pliq)
startuje vypoctem filtraéni mnoziny sigma-bodu na zdkladé filtra¢nich momentt dle

Xioo = ik (4.4.12)
Xpi =T +Vnx +kspi,i=1,...,nx (4.4.13)
Xpj =T — V& + K jonz, j =nx+1,...,2nx (4.4.14)

kde si; je i-ty sloupec matice S} spliujici rovnost SkSg = Pi. Poznamenejme, ze vahy jsou
funkei dimenze stavu a konstantniho skalovaciho parametru, proto je sta¢i vypocitat jen jednou.
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Filtracni sigma-body jsou transformovany pies nezménénou nelinedrni funkei v rovnici dynamiky

(4.1.1)
X1 = Fe(Xi), Vi (4.4.15)

a na jejich zakladé jsou vypocteny pozadované prediktivni charakteristiky stavu

2nx

B = WXy, (4.4.16)
i=0
2nx

Py = Z Wi X1 — Tps1) (X — Fe)” + Qr (4.4.17)
=0

Vztahy (4.4.1)-(4.4.11) a (4.4.12)-(4.4.17) reprezentuji algoritmus unscentovaného Kalmanova
filtru. Skélovaci parametr nutny pro vypocet sigma-bodil a vah lze, dle analyzy v [91], [94],
zvolit kK = 3 — nx, pokud nxr < 3, nebo k = 0, pokud nx > 3. Zavérem poznamenejme, ze
kvalitou odhadu je unscentovany filtr srovnatelny s filtrem druhého radu.

Poznédmka . Unscentovany filtr Ize povazovat za zastupce §irsi tiidy lokalnich filtrii oznacovanych
jako sigma-bodové filtry. Ty jsou zalozeny na aproximaci integralu nelinedrni funkce s gaussov-
skou vahou, které se vyskytuji pfi navrhu lokdlnich filtru. Napf. vypocet prediktivni stfedni
hodnoty stavu lze zapsat

F1 = Blrra 28] = Elfi(a)|2"] (4.4.18)
z/fk(xk)pA(tzk)d:rk (4.4.19)
_ / Fi(ak)N (z : 5, Po)day, (4.4.20)

Reseni tohoto typu integralu bylo v literatufe vénovano mnoho usili jiz od 19. stoleti a bylo
navrzeno velké mnozstvi tzv. kvadraturnich ¢i kubaturnich integra¢nich pravidel. VSechna inte-
gra¢éni pravidla lze zapsat ve tvaru

/fk(mkz)N(l‘k LB Pe)dog =) wifi(Xki) (4.4.21)
i=1

kde {xk,wi}{; je mnozina kvadraturnich ¢i kubaturnich bodu s pfislusnymi vdhami. Préve
vypocet bodu a vah je to, co odliSuje jednotlivd integrac¢ni pravidla. Poznamenejme také, Ze
pro ur¢ity typ nelinedrnich funkei fi(:), jakymi jsou napiiklad polynomidlni funkce, poskytuji
kvadraturni ¢i kubaturni pravidla pfesné vysledky. Vice o pouziti integra¢nich pravidel v ndvrhu
lokélnich filtru a jejich presnosti lze najit napt. v [92], [95].

Pozndmka . Ackoliv zdkladni idee unscentovaného a diferen¢niho filtru (druhého Fadu) jsou

odlisné a stejné tak i zpusob jejich odvozeni je odlisny, je pozoruhodné, Zze vysledné algoritmy
jsou, za urcitych podminek, totozné [93].

4.5 Iteracni filtr

Pouzivany bayesovsky pristup umoznuje sledovat oddélené problém filtrace a jednokrokové
predikce. Déle umoznuje sledovat, jak nova informace ve formé méreni ovliviuje filtra¢ni
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hustotu. Rovnéz je ziejmé, jakym zpusobem se projevi linearizace v bodé nejlepsiho odhadu
ve smyslu stfedni hodnoty pfi syntéze filtru. Podivejme se blize na vztahy definujici filtra¢ni
gaussovskou hustotu pro stfedni hodnotu a kovarianci rozsiteného Kalmanova filtru

i, = &, + PLHT (&) (@) PLET (3%) + Ri) [zt — hu (i) (4.5.1)
Py = Ff, — PLHT (&},)[Hi (i) PLHT (2}) + Re] ™" Hi(3}) P} (4.5.2)

Je zfejmé, ze &, obsahuje vice informace o zj nez Zj. Ale linearizace byla provedena v ;.
Toho muzeme vyuzit a, obrazné feceno, provést linearizaci v kroku k znovu, ale v bodé Zy.
Tim bychom dostali novou hodnotu odhadu a tento postup bychom mohli opakovat tak dlouho,
dokud by rozdil nasledujicich dvou odhadii nebyl mensi nez pfedem dané e.

V literatufe lze nalézt mnoho pfistupti realizujicich zminény koncept. Zde uvedeme pouze
vysledny algoritmus piistupu, ktery hledd optimédlni odhad stavu ve smyslu maximalni
vérohodnosti pomoci Newton-Raphsonova itera¢niho optimaliza¢niho algoritmu. Odvozeni, které
je mimo rozsah téchto skript, a dalsi mozné piistupy lze nalézt napi. v [4], [12], [96], [97].
Rekurzivni maximalizace vérohodnostni funkce ve vysledku spoc¢iva v iterovani nésledujicich
rovnic

iy = &+ PRH (3 [Hy(2) PLH (2)) + Re) ™ [z — ha (&%) — Hi(23) (%, — 2]
k

Pt = Py — PUH (@) [ Hy(2h) PHy (2) + R] ™ Hil(23) Py (4.5.4)
proi=1,2,3,...,imax s pocatetni podminkou
if = @), (4.5.5)

Iterace bude ukoncena, kdyz

&3 — gl <e, €>0 (4.5.6)

a hodnota 7 4+ 1, kdy doslo k ukonceni iterace, bude znacena imax. Tyto rovnice tak definuji
filtra¢ni krok iteracniho filtru. Je velmi zajimavé, ze i kdyz se jednd o odlisny pristup k ndvrhu
filtru, filtracéni krok iteracniho filtru v sobé zahrnuje filtraéni krok rozsireného Kalmanova filtru
jako specialni piipad, kdyz i = 1.

Podobnou uvahu nelze aplikovat pro predikci, protoze predikce neoperuje s zadnou informaci z
reality. To znamend, ze vztahy pro predikci budou shodné se vztahy u rozsiteného Kalmanova
filtru. Tedy

Thoy1 = fr(@n) (4.5.7)
Piiy = Fi(&) PoF{ (2%) + Q (4.5.8)
kde
&y = 2imee (4.5.9)
Py, = pjmae (4.5.10)

Vztahy (4.5.1)—(4.5.10) definuji iteracni filtr, v anglicky psané literatufe oznacovaného jako
sterated extended Kalman filter. Tento filtr je jistym vylepSenim rozsiteného Kalmanova
filtru, jelikoz zptesnuje lokdlni aproximaci pti vypoctu filtraéniho odhadu. Nicméné jedna se
opét o lokalni aproximaci a rovnéz konvergence odhadu opét neni zaru¢ena. Poznamenejme, ze
v literatufe muzeme nalézt i itera¢ni filtr vyuzivajici jiné aproximace nez je Tayloruv rozvoj
prvniho fadu, jako napiiklad unscentovanou transformaci.
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Kapitola 5

Nelinearni filtrace s danou
strukturou hustot pravdépodobnosti

V této kapitole bude zachovan zakladni ramec tlohy estimace vyuzivajici bayesovsky pfistup
a zduraznujici analytické feSeni problému. Zaroven vsSak na rozdil od predchozi kapitoly
budeme kldst vétsi duraz na kvalitu odhadu a proto pfejdeme od lokdlnich filtru k filtrim
globdlnim [6], [7], [14], [36], [42], [43], [44], [45], [46], [47]. Linearizace v jednom bodé stavového
prostoru vedouci na lokdlni filtry bude nahrazena vicendsobnou linearizaci pokryvajici vétsi
¢ast stavového prostoru. Odhad stavu, at uz ve smyslu ziskdni hustoty pravdépodobnosti ¢i
bodového odhadu, bude provadén jak pro nelinearni systémy, tak pro linearni negaussovské
systémy, jelikoz i v téchto piipadech nelze vystacit se standardni linearni filtraci. Zakladnim
stavebnim kamenem navrhovanych filtru bude Kalmanuv filtr a rozsifeny Kalmanuv filtr.
Zakladnim pfedpokladem pro popis nahodnych veli¢in bude moznost zavedeni hustoty ve tvaru
sou¢tu normalnich rozdéleni [39], [40], [41], [42].

5.1 Zakladni formulace tlohy

Vratme se k systému popsanému vztahy (4.1.1), (4.1.2) (nelinedrni dynamika, nelinedrni
méfeni) se stavovym Sumem (4.1.4) a Sumem méieni (4.1.5), tedy k tloze, kterd je formulovana
v uvodu podkapitoly 4.1. Na rozdil od dlohy v 4.1 predpokladejme, ze pocatecni stav je popsan
hustotou pravdépodobnosti ve tvaru sou¢tu normalnich rozdéleni. Takovy typ rozdéleni zacal
pouzivat na poli estimace [41] a pozdéji [48], [39].

Uvazujme, zndmou hustotu pravdépodobnosti poc¢ateéniho stavu ve formé smési normaélnich

rozdéleni
&

plo | 271 = Zaf)iN(xo g, ) (5.1.1)
i=1

kde af,; jsou vahové koeficienty, pro které plati

€o
1=1

Hustotu pravdépodobnosti (5.1.1) 1ze chépat bud jako
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e exaktné danou hustotu (napf. pro modelovéni odlehlych chyb métent, jak je diskutovéno
v podkapitole 6.5) nebo

e aproximaci skuteéné negaussovské hustoty charakterizujici poc¢éteéni stav systému (jak je
diskutovéno v podkapitole 6.4 a pracich [40], [35], [49], [115]).

Predpoklad pocateéni podminky ve formé smési normalnich rozlozeni ndm umozni plynuly
prechod od lokdlnich filtri, predevsim reprezentovanych rozsifenym Kalmanovym filtrem k
filtrum kvalitativné vyssiho typu.

Pro odvozeni filtra¢ni a prediktivni hustoty pravdépodobnosti uzijeme opét bayesovské vztahy
a vysledky tieti a ¢tvrté kapitoly. Za¢neme filtra¢ni hustotou pro k = 0.

Hustotu pravdépodobnosti méfeni muzeme snadno urcit

p(20 | x0) = N (20 : ho(zo), Ro) (5.1.2)

ZkuSenosti ziskané ve 4. kapitole nam vsak fikaji, ze nelinedrni funkce ho(-) znemoziuje ana-
lytické feSeni bayesovskych vztahti. Abychom zajistili feSitelnost téchto vztahu, je tieba tuto
funkci vhodné aproximovat [85]. Klicovou otdzkou aproximace je, jak vybrat lineariza¢ni bod za
predpokladu pocateéni podminky ve formé smési normdlnich hustot. Odpovéd na tuto otdzku
nalezneme v nésledujici ¢asti.

5.2 Filtr s vicenasobnou linearizaci

Vyjdéme z formulace tlohy provedené v pfedchozi podkapitole 5.1. Podle bayesovského vztahu
a pro danou formulaci ilohy dostaneme filtra¢ni hustotu

p(zolz™")

& p(zo0lz0)
> agN (o = &;, P;) N(z0 : ho(o), Ro)
i=1

p(zo | 2°) = (5.2.1)

o
/Z%iN(fL’O : 0;, Poi)N (20 = ho(x0), Ro)dxo
=1

p(z0lz71)

kterou muzeme piepsat do formy

Zfil o (N(£B0 : 245 Poi )N (20 = ho(2o), Ro))
p(z0lz71)

p(xo | 2°) =

ze které lze snaze vidét, ze bayesovsky vztah (5.2.1) je vdzeny soucet ¢, bayesovskych vztahu
pouzitych pii odvozeni rozsiteného Kalmanova filtru, tj. vztahu (4.1.8). Kazdy diléi vztah je
vSak svazdn s jinou apriorni gaussovskou hustotou pravdépodobnosti N (zg : &, Fp;)-

Abychom zajistili analytickou Fesitelnost tohoto vztahu, 1ze {-krat pouzit myslenku rozsiteného
Kalmanova filtru. To znamend, ze provedeme linearizaci funkce ho(zg) pro kazdy gaussovsky
¢len prediktivni hustoty pravdépodobnosti (5.1.1) nezdvisle na ostatnich a tedy Funkci
ho(zo) linearizujeme ve vsech bodech &(;, pro ¢ = 1,2,...,&. Tento postup je oznacovén jako
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vicendsobnd linearizace [51]. Vyraz (5.2.1) se pak zméni na

Zz 1 %z (530 : 5561'7 Péz')N(ZO : hO(%i) + H(%z’)(xo - 52'61')7 RO)
IS5 al,N(wo : &, PLN (20 ¢ ho(@h,) + H () (w0 — &), Ro)dzo

pa(zo | 2°) = (5.2.2)

Citatel zlomku na pravé strané (5.2.2) obsahuje cleny
a N (o © 20z, Po;) N (20 : ho(0;) + Ho(20;) (z0 — 20;), Ro)

které jsou shodné az na védhovy koeficient «,; se ¢lenem pouzitym pii odvozeni rozsiteného Kal-
manova filtru ve vztahu (4.1.10). To znamend, ze (5.2.2) muzeme fesit §)-krat aplikaci odvozeni
rozsifeného Kalmanova filtru. Pro i-ty rozsifeny Kalmanuv filtr bude, s ohledem na (4.1.8),

platit p;(zo | 2%)pi(z0 | 271) = pi(xo | 27 H)pi(20 | 20), tedy

N (o : &oi, Poi) N (20 = ho(20;), H(20;)Po; H' (&0;) + Ro)
= a;N(zo : 20;, Poi) N (20 : ho(20;) + H(20;) (w0 — 20;), Ro) (5.2.3)

Pro zjednoduseni zapisu definujme

Coi 2 N0 : ho(&h,), H(#h,) P HT(#),) + Ro) (5.2.4)

Qp; = agiC()i (525)

Pak filtra¢ni hustotu muzeme zapsat timto zpusobem

palzo | 20) = Zfil aoiN (o : Zoi, Pos)

0
= Z Oé()iN(.%'o : QAJOZ‘, POi) (5.2.6)
Zz 1 Qoi i=1

kde Zg;, Po; 1ze vypocitat shodné jako u rozsifeného Kalmanova filtru v sekci 4.1 a
Q;

Qg = —Ff (5.2.7)
Z?il Qi

o =& (5.2.8)

Tim je ukonCen vypocet aproximacni filtracni hustoty pravdépodobnosti. Prejdéme nyni
k prediktivni hustoté pravdépodobnosti pro k& = 1.

Vyjdéme z bayesovskych rekurzivnich vztaht. Pro prediktivni hustotu plati

plar | 2°%) = /p(% | 2%)p(21 | wo)dmo (5.2.9)

Dosazenim z (5.2.6) a (4.1.6) dostaneme

a;l ’ Z /Zam (IZQ CUOz,POz)N(Z'l . fg(.’L‘o),Qo)d(Eo (5.2.10)
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kde & = &. Analogickou dvahou jako pii stanoveni filtraéni hustoty (5.2.6), to jest realizaci
vicendsobné linearizace fo(xo) dostaneme

&1
pa(z1]2%) = /ZOéOz'N(ﬂJo : Zo, Poi) N (21 ¢ fo(Zos)
i1
+  F(20;)(zo — Z0;), Qo)dxo (5.2.11)

Funkce fo(zo) byla &j-krét linearizovana v bodech Zg;, tedy

fo(zo) =~ fo(oi) + F(ig;)(zo — 2p;), i=1,2,...,&

Ve vztahu (5.2.11) muzeme zaménit pofadi integrace a sumace a za integralem dostaneme pro
i stejny vyraz jako pii odvozeni prediktivni hustoty v podkapitole 4.1. Vyraz (5.2.11) muzeme
rovnou upravit na

&1
palar |2%) = Z%i/N(ﬂ?o : Z0i, Pog )N (21 ¢ fo(o:) + F(20;)(z0 — Z0i), Qo)do
=1

1
= > agN(zy: 4, P)) (5.2.12)

kde ap; = afy;, & = & a &Y, Pj; se ziskaji z formalné shodnych vztaht jako v podkapitole 4.1 u
rozsifeného Kalmanova filtru.

Muzeme uzaviit, ze jak (5.2.6), tak (5.2.12) jsou hustoty pravdépodobnosti stejné struktury
jako hustota pravdépodobnosti poc¢ateéniho stavu, a to vazeny soucet normaélnich rozlozeni.
Ptedchozi postup tedy opét muzeme zobecnit pro jakykoliv ¢asovy okamzik k. Shriime dosazené
vysledky a pouzijme jiz ¢asovy index k.

Aproximacni filtraéni hustota pravdépodobnosti:

k(g | 2 Zakz (zk * Zoiy Pri) (5.2.13)
Bri = By + P HT (2 [H (27,) P H (8) + Rel ™ [z — ha(27,)] (5.2.14)
Pri = Py — Bl HT (2,)[H (2,) PR H (8) + Rie) ™ H(2),) P, (5.2.15)
i = N(zk : hi(8h;), H (20 PLHT (2),) + Ry) (5.2.16)
i = % (5.2.17)

Z b -1 O‘m(kz
& =& (5.2.18)
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Filtr
(5.2.13)
(5.2.19)

lok. filtr 1 lok. filtr 2 e lok. filtr &

Obrazek 5.2.1: Filtr s vicendsobnou linearizaci

Aproximaéni prediktivni hustota pravdépodobnosti:

pa(@s | 2F) = 5’“2“ Wy 1N (Thy1 - By i Plyrs) (5.2.19)
i=1

Thoi1s = fe(@ri) (5.2.20)

Py = Fir) PuFT (2:) + Q (5.2.21)

Uy = Ok (5.2.22)

o1 = &k (5.2.23)

Vztahy (5.2.13)-(5.2.23) definuji filtr, jehoz blokové schema je na obr. 5.2.1, kde je ziejmé, ze
informaéni tok je jednosmérny, a to od lokalnich filtri reprezentovanych rozsifenymi Kalma-
novymi filtry smérem ke globalnimu filtru generujictho podminéné hustoty pravdépodobnosti
(5.2.13) a (5.2.19). Poznamenejme, ze kazdy Kalmanuv filtr vznikl linearizaci nelinearit okolo
jiného bodu. To je motivace pro néazev filtr s vicendsobnou linearizaci. Poznamenejme, ze tento
filtr byl publikovan bez odvozeni v [39] a v anglicky psané literatufe se muzeme setkat s nézvy
,Gaussian sum filter” nebo ,Gaussian mixture filter“. V literatufe se lze také setkat s piistupy
k navrhu filtru s vicendsobnou linearizaci vyuzivajici jiné aproximac¢ni techniky pouzivané
v lokdlnich filtrech, jako napf. Stirlingovu interpolaci [93].

Predstaveny filtr s vicendsobnou linearizaci implicitné poskytuje odhady ve formé podminénych
hustot pravdépodobnosti. Pro nasledné vyuziti odhadu je vSak ¢asto nutné vypocitat bodové
odhady, napf. stfedni hodnotu a piislusnou kovarianéni matici chyby odhadu. Vypocet
Tk, Zpy 1, Pr, Pyy, tedy globalni stfedni hodnoty a kovariance, lze provést ndsledujicim
zpusobem.
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B = Elzy |2 = /ﬂﬂkpA(xk | 2*)day,
&k
= /ﬂﬁk > iN (@ : Epi, Pri)da,
=1
k
= > agidi (5.2.24)
=1

beer = Blags | 2 = / thipa(@es | 2)dzn

/
Sht1

/ Y /
= /37k+1 E W1 NV (Tt 2 By o Py i) dars
i=1

/
§k+1

= Z a;c+1,if%;c+1,z' (5.2.25)
i=1

Py = E[(x— &) (o — )" | 24 = /(iﬂk — &) (wr — 1) palwy | 27)day
§k &k §k
= /(wk - Z Qi) (Tr — Z agidni) " Z apiN (2 : T, Pri)daxy,
=1 i—1 i=1
Ek
= Zaki[/ xkaN(:z:k : Tkiy Pri)dxy
=1
§k
— Zakz:ﬁkl/xgl\f(xk : :%k‘iy P]m)dﬂjk
=1

&k
- /ika(xk iy Pra)deg () anitn)” + 2]

i=1
&k
= Z aki(P]ﬂ‘ + .Cﬁszi’%; — JAZ]CLIAZ{Z — i’]ﬂxg + i’kfg)
i=1
k
= > il Pri + &k — k) (85 — &) (5.2.26)
i=1
PléJrl = El(vg1 — 50;”1,1)(331%1 - f;cﬂ,i)T ‘ Zk] = ..
S
= Z i1 il Prgri + @opn — Ep10) (@ — $hq10) ] (5.2.27)
i=1

Na zavér této sekce proved me zhodnoceni odvozeného filtru:

1. Zvolené aproximace nelinedrnich funkei hy(-), fx(-) umoznuji explicitni fesitelnost 1lohy.
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2. Lokaln{ filtry jsou navzajem nezavislé. Avsak poznamenejme, ze v literatuie lze najit verze
filtru s vicendsobnou linearizaci, kde globalni odhad je propagovéan zpét k lokalnim filtram
a tedy, lokalni filtry jiz nejsou navzdjem nezavislé [87]. V tomto piipadé se muzeme, v an-
glicky psané literatute, setkat s pojmem ,interacting multiple models.

3. Jestlize hi(+), fx() jsou linearni funkce, pak filtraéni i prediktivni hustoty jsou vypocteny
exaktné (bez jakychkoliv aproximaci), i kdyz apriorni hustota pravdépodobnosti je negaus-
sovskd (soucet normélnich rozlozeni).

4. Aproximacni filtracni a prediktivni hustoty pravdépodobnosti maji vlastnost reproduko-
vatelnosti, to jest v kazdém c¢asovém okamziku k = 0,1,2,... jsou dany vazenym souctem
normélnich rozlozeni.

5. Jestlize hustota pravdépodobnosti pocatecniho stavu je gaussovska, pak filtr zdegeneruje
na rozsifeny Kalmanuv filtr.

6. Vypocty N(zk : Tki, Pri) & N(zgy1 : 3};@+1,i’PIQ+1,i) pro i = 1,2,...,& mohou byt reali-
zovany sériové, ale i paralelné.

7. Kvuli linearizaci nelinearnich funkef jsou kovariance Py; a P;, funkcemi méfeni.

+1,

8. Véhovy koeficient ay; je nelinedrni funkcef méfeni, nebot (y; je nelinedrni funkci méfeni.
Jako dusledek, pak, na rozdil od lokdlnich filtrt, je odhad stavu poskytovany filtrem
s vicenasobnou linearizaci nelinearni vzhledem k aktudlnimu méfeni.

5.3 Syntéza filtru pro linearni negaussovsky systém

Vyjdéme z piredpokladu, ze zakladni prostfedek pro popis apriornich charakteristik ndhodnych
proménnych je hustota pravdépodobnosti dand vahovym souc¢tem normélnich rozlozeni. Na
rozdil od predchozich dvou sekci, kde jsme vazeny souCet normalnich rozlozeni pouzili pro
popis pocatecniho stavu, nyni ho pouzijeme i pro popis stavového Sumu a Sumu méfeni, tedy
v8ech ndhodnych veli¢in vystupujicich v modelu systému. Vazeny soucet normaélnich rozlozeni
budeme opét chdpat bud jako exaktné danou nebo jako pevnou strukturu s volnymi parametry
(vaha, stfedni hodnota, kovariance) umoznujici aproximaci libovolné hustoty pravdépodobnosti.
Co se tyce funkei fi(+), hi(-), budeme v této sekci budeme predpoklddat, ze jsou linedrni. Na
druhé strané v8ak v porovnani s podkapitolou 5.2 zde uvazovany problém je obecnéjsi z pohledu
predpokladi na Sumy.

Definujme linedrni negaussovsky systém nésledujicimi vztahy a vlastnostmi:

Tk1 = Frxp + wi (5.3.1)
2k = Hyxp + vk (5.3.2)
&
plao | 271 = agN (w0 : &oi, Py;) (5.3.3)
i=1
9k
Pwr) =D Brn N (wh : Dkn, Qkn) (5.3.4)
n=1
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Tk
= VkmN (Vk : Ok, R (5.3.5)

Opét predpokladame, ze {wy } a {vg} jsou bilé sumy, vzajemné nezavislé a nezavislé rovnéz na xg.
Pro estimaci stavu pouzijeme opét bayesovsky piistup. Cilem je urc¢it podminéné hustoty
pravdépodobnosti stavu. Zacneme opét, jako ve vSech pfredchozich odvozenich, v okamziku
k = 0 vypoctem filtraéni hustoty, kterd vznikne z apriorni p(xg | 2~1) a zpracovanim méieni zq.

Pro vypocet filtracni hustoty potiebujeme nejdiive vyjadrit hustotu pravdépodobnosti méfeni.
Tu muzeme v tomto piipadé snadno vyjadrit

ZO ’ 1'0 Z YermIN : Hozo + Dom, Rom) (536)

Dosazenim (5.3.3) a (5.3.6) do vztahu pro filtraéni hustotu a rozndsobenim dostaneme

250 apN (o = &y, P20 vomN (20 : Hozo + Tom, Rom]

0
b(xo | 2 = —
(w0 | 27) G0 [ D)
_ 201 ap 01N (20 : 2, P5;)N (20 : Howo + G0, Ro)
plzo | 271)
+ Z 0 apiv0e N (zo = &;, Po;) N ((20 : Hoxo + U2, Ro2)
p(zo | 271)
+ Zz 1 OZOZIYOTON(I.O : ‘%{)z’ Péz)N(ZO : Hoxo + 607“07 ROT‘O) (537)

p(zo | 271)

Kazdy z téchto 1o zlomku v (5.3.7) je formélné a obsahové shodny s vyrazy v (3.2.4) uvazovanych
pii syntéze Kalmanova filtru. Proto muzeme prevzit vysledky z podkapitoly 3.2 pro vyjadieni
zlomku v pfedchozim vztahu, ¢imz ziskame

?il Y01 N (20 : Hol; + D01, Ho Py HE + Ro1)N (o : Z0i, Poi)

0
plzo | 2°) =
@02 Pz |2 1)
N S50 ahr02N (20 : Hody; + oz, HoPYHg + Ro2)N (o - To(iten)s Pogiver))
p(zo | 271
. S50 a0 N (20 = Hodly; + Bong, HoPhyHo + Rorg)N (@0 * Zofirey (ro—1)) Lofitey (ro—1))

p(zo | 271
(5.3.8)

kde p(zo | 27 !) predstavuje normalizaéni konstantu.

Ze vztahu (5.3.8) vyplyvd, ze p(zo | 2°) je opét vazeny soucet normélnich rozdéleni a pocet
¢lent v tomto souctu je dan souc¢inem poctu ¢lenu v apriorni hustoté pravdépodobnosti a po¢tu
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¢lenu figurujicich v hustoté pravdépodobnosti méreni. Tedy

&0 2 &hro (5.3.9)

Kvuli ujednoduseni zépisu (5.3.8) definujme

A N N

Coj = N (20 : Hop; + Dy HoPoHE + Rom) (5.3.10)
/ .
ag; 2 50”‘3’”407 (5.3.11)
2521 agY0mCoj

kde indexy ¢ a m jsou v nasledujicim vztahu k j

i=j— IFIX( 5 )50, i=1,2,...,& (5.3.12)
0

-1

=1 +IFIX( @ ), m=1,2,..719 (5.3.13)
0

kde funkce I F'I1X ponechéva celou ¢ést ¢isla v zavorce. Platnost (5.3.12) a (5.3.13) je dostatecné
ziejmé ze vztahu (5.3.7) a (5.3.8).

Nyni jiz muzeme (5.3.8) zapsat prehlednym zpusobem, a to

330 | Z ZO&OJ 1‘0 : .f}(]j,Poj) (5.3.14)

kde & je ddno (5.3.9), ag; (5.3.11) a stfedni hodnoty Zo; a kovariance Pp; jsou analogie vztaht
v podkapitole 3.2, to jest

Zo; = @4 + PoyHE [HoPyHE + Rom] 20 — HoZoi — tom) (5.3.15)
Pyj = Py — Py, HL [Ho Py, HE + Royn] ™ HoPoi (5.3.16)
a indexy se méni podle (5.3.12), (5.3.13).

Tim je vypocet filtra¢ni hustoty pravdépodobnosti ukon¢en. Muzeme konstatovat, ze filtrac¢ni
hustota ma stejnou strukturu jako apriorni hustota pravdépodobnosti.

Dale pokracujme v syntéze estimatoru vypoctem prediktivni hustoty pravdépodobnosti
p(z1 | 2°). Potfebujeme znéat piechodovou hustotu pravdépodobnosti. Z (5.3.1) a (5.3.4) je vSak
ziejmé, ze

p(x1 | xo) Zﬁon : Foxo + Von, Qon) (5.3.17)

Dosazenim (5.3.17) a (5.3.14) do (3.2.29) dostaneme
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q0
(1‘1 | 20 / Z Oéoj :Eo : i‘oj,Poj)][Z ﬁonN(l‘l : Foxg + won, an]dl‘o (5.3.18)
n=1

Tento vyraz muze byt rozepsan

p(xy | 2° Z%;ﬁm/N xo : Loz, Poj) N (z1 : Foxo + Wo1, Qo1)dzo

+ 2040]‘502/1\7(960 : &gz, Poj) N (21 : Foxo + oz, Qoz)dzo

0
+ Z O‘Ojﬁ[)qo /N(l‘o : :ioj, Poj)N(:El s Foxo + woqo, Qoqo)dﬂfo (5319)

Kazdy z téchto go souctu je obsahové shodny s (3.2.29) vedouci k (3.2.43), a proto (5.3.19)
muzeme piimo upravit na tvar

&o
plai 2% = ) agfoN(wr : &)y, P))
=1

+ ZOéOjﬁwN(xl P2 e, €00 Pljte,)
=

0
Z a; Boge N (21 : 55/17]'4_[50((10_1)], Pl,,j-i-[fo(qo—l)]) (5.3.20)
=1

To znamend, ze prediktivni hustota pravdépodobnosti ma stejnou strukturu jako filtra¢ni
hustota, protoze se jednd opét o vézeny soucet normdlnich rozlozeni. Vyraz (5.3.20) muzeme
ziejmé prepsat na tvar

p(zy | 2° Zah 1: 2, P (5.3.21)
kde
& = &oqo (5.3.22)
oy = ao;Bon (5.3.23)
= Fyioj + thon (5.3.24)
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P/, = FoPy; Fy + Qon (5.3.25)

Indexy j,n jsou v nasledujicim vztahu k indexu ¢

j—z—IFIX(g )50, i=1,2...% (5.3.26)

1

n:1+IFIX(Z§_ ), n=1,2 ..q (5.3.27)

0

Vypocet prediktivni hustoty pravdépodobnosti je timto ukoncen. Filtracni a prediktivni hustoty
byly vypocteny bez jakychkoliv aproximaci a patii do stejné tiidy jako apriorni hustota. Z toho
vyplyva, ze dosazené vysledky muzeme formélné zobecnit pro libovolné k. Pro piehlednost opét
shriime vysledny algoritmus estimace a zapiSme ho jiz pro ¢asovy okamzik k.

Filtraéni hustota pravdépodobnosti p(xy, | 2F) pro k= 0,1, ...

.I'k | 2 Zakj .’L‘k : i‘kj,ij) (5.3.28)
ill<7j = i';cz + PézHg[HkPézHg + Rk‘m]_l['zk — Hydg; — Ok‘m] (5'3'29)
Pyj = Py, — PLHF Hy P, H} + Ry 'Hi. Py, (5.3.30)
i=j— IFIX( 5 )5k, i=1,2,..,& (5.3.31)
k
-1
=1 +IFIX( @ ), m=1,1,...r (5.3.32)
k
Chj = N(zi + Hyithy + Ok, Hi PR HJ. + Rian) (5.3.33)
gy = Ol Ve g (5.3.34)
Z =1 O‘m’Ykka]
pricemz
p(xg | 2~ Zakzz (k © @, Pry)

je pro k = 0 zndm4 apriorn{ hustota p(zo | z2=1) a pro k > 0 bude vypoctena, a tudiz rovnéz
Znama.

Prediktivn{ hustota pravdépodobnosti p(zy,1 | 2F) pro k =0,1,2, ...

ki1
plapia | 2 Z Aoy 1N (@1 0 Ty i Py i) (5.3.36)

78



Thi1i = Frirg + Wen (5.3.37)

Py = FuPyFl + Qin (5.3.38)
j=i-— IFIX( 5 )&w J=12,..& (5.3.39)
n:1+IFIX(i;€1), n=1,2...,q (5.3.40)

Qi1 = kjiBrn (5.3.41)
€1 = Erlle (5.3.42)

piicemz p(zp | 2¥) = Z] 1 Ok N(xp @ Zyj, Prj) je vypoctend hustota. V okamziku vypoctu
prediktivni hustoty je znam4.

Jaké jsou zakladni vlastnosti tohoto nelinedrniho estimétoru (5.3.28)-(5.3.42).

1. Vypocet hustot pravdépodobnosti je exaktni, neprovadi se zadna aproximace.
2. Pro g =, = & = 1 pro vSechna k estimétor prejde na Kalmanuv filtr.

3. Estimator je teoretickym a praktickym mostem mezi linedrni a nelinearni filtraci.
Umoznuje vnitini detailni pohled na vztah mezi formulaci tilohy a jejim feSenim.

4. Vytvaii teoreticky zdklad pro feSeni nejenom linedrniho negaussovského problému, ale i
pro dalsi ilohy, které budou soucéasti Sesté a sedmé kapitoly.

5. V obecném piipadé, tj. pro r > 1 a ¢ > 1, pocet ¢lenu ve vdzeném souc¢tu normaélnich
rozlozeni definujici hustoty pravdépodobnosti roste. Redukci poctu ¢lent se zabyva napft.
[49], [52].

5.4 Syntéza filtru pro nelinearni negaussovsky systém

V této sekci se zaméiime na syntézu filtru pro systém, ktery na rozdil od podkapitoly 5.3,
obsahuje nelinearity ve stavové rovnici pfipadné v rovnici méfeni. Pfedchozi podkapitoly pak
mohou byt chapany jako specialni pripady této ulohy.

Pro syntézu filtru pouzijeme postup obdobny jako pfi navrhu nelinedrntho filtru z (5.2) a (5.3).
Uvazujme tedy nasledujici nelinearni negaussovsky systém.

Try1 = fr(Tg) + wg (5.4.1)
2k = hg(xg) + vk (5.4.2)
p(xo | 27 Zam (xo : Zoi, P);) (5.4.3)
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qk
k) = Z BrnN (W, : Wen, Qkn) (5.4.4)
n=1

Tk
PR) =Y YemN (Vg : Dk, Riomn) (5.4.5)
m=1

Néhodné procesy {wy} a {vi} jsou bilé, vzdjemné nezavislé a nezdvislé na poc¢atecnim stavu .
Protoze jsme provedli v sekci 5.2 odvozeni filtru pro nelinedrni gaussovsky systém a v 5.3 pro
linedrni negaussovsky systém, nebudeme zde jiz odvozovat filtr pro systém (5.4.1)-(5.4.5) a
pouze provedeme kombinaci vysledku z 5.2 a 5.3. Rovnou pak dostaneme filtracéni aproximaéni
hustotu pro krok k.
Filtraéni aproximaéni hustota pravdépodobnosti pa(zy | 2*) pro k = 0,1,2, ...

xk ‘ Z Zakj xk : ikjy ij) (546)
Brj = &y + P HE (80 [He (&) PLHG (Br6) + Riem] ™ 2k — hie(245) — Ok (5.4.7)
Py = Pléz’ - PI::ng(‘f:;ci)[Hk(xkz)szHk (Tri) + Rim] ™ 1Hk($kz)Pm (5.4.8)

kde kombinace indexu je stejnd jako v predchozi sekci. Rovnéz Hy(-) je definovano stejné jako
v podkapitole 4.1.

Prediktivn{ hustota pravdépodobnosti pa(zgy1 | 2¥) pro k =0,1,2, ...

Ehr1
pa(@rn | 2%) =D o N (@rin s &g Plon ) (5.4.9)
Thrri = Ji(hj) + Wiy (5.4.10)
Pii1i = Fi(@k) PoiFy (15) + Qun (5.4.11)

kde kombinace indexu je stejna jako v predchozi sekci. Rovnéz Fj(-) je definovéno stejné jako
v (4.1.14).

Podkapitola 5.4 uzavird vyklad a analytické odvozeni nelinearnich filtra jak pro linearni ne-
gaussovské systémy, tak pro nelinedrni negaussovské systémy, kde hustota pravdépodobnosti
pocatecni podminky a poruch je ve specialni strukture smési normalnich rozdéleni. Tvorbé mo-
delu smésovych hustot pravdépodobnosti a prikladum pouziti je vénovana néasledujici kapitola.
Uvazovany popis umozinuje navrhnout estimaéni algoritmy jejichz ¢innost je prihledné a dobie
interpretovatelnd. Vyznamnou prednosti je moznost plynulého piechodu od jednotlivych tloh
estimace spojenych s odhadem stavu linedrnich gaussovskych systému az k 1lohdm estimace
stavu nelinedrnich negaussovskych systému, které jsou soucasti problému nelinearni filtrace.

Technika a zdkladni mySlenky ndvrhu nelinedrnich filtri mohou byt pouzity i pfi syntéze
dudlnich reguldtoru [53], optimdalniho fizeni [54], [55] a predikce [57]. Alternativni obecné
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postupy k aproximaci Bayesova pravidla a k rekurzivni nelinearni estimaci jsou prezentovany
napf. [57], [58], [59], [60].
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Kapitola 6

Modelovani specifickych jevu a
estimace stavu

Ptedchozi kapitoly obsahuji mnozstvi algoritmu estimace pro situace, kdy je potfebné piekrocit
pii modelovani systému ¢i procesii ramec linearity a gaussovosti. V této kapitole se zaméiime
na nékolik moznych aplikaci negaussovskych modelu pro formulaci a feSeni 1loh vyznamnych
z praktického hlediska.

Piedevsim se budeme vénovat problémum spojenych s odhadem skokové (hrubé) se ménicich
parametru ¢i stavu [52], [61], [63] a syntézou robustnich estimatoru s ohledem na hrubé, avsak
fidce se vyskytujici chyby méreni [62], [63], [64], [65].

Bude ukazano, ze predchézejici kapitoly obsahuji nejenom vhodny aparat pro popis takovych
jevu, ale zaroven predkladaji i analytické FeSeni estimacnich tloh, které je i z inzenyrského
hlediska pro tyto i dalsi situace piijatelné.

6.1 Modelovani skokovych zmén stavu

Predpokladejme, ze hustota pravdépodobnosti stavového Sumu je dana souc¢tem gaussovskych
rozlozeni

2
pw) =Y BrnN (wy : Wen, Qrn) (6.1.1)
n=1

Na rozdil od [39] predpoklddejme, ze hustota pravdépodobnosti (6.1.1) neni aproximace néjaké
jiné, zndmé hustoty (napi. rovhomérného rozlozeni), ale ze tato funkce je vytvorena takovym
zpusobem, ze umozni popsat hrubé zmény stavu. Konkretizujme tuto myslenku.
Predpokladejme, ze skalary [Bii1,Ore vyjadiuji pravdépodobnost, ze nastane uréity jev bpq,
resp. brs. Nahodnd veli¢ina wj, je timto jevem podminéna a je popsana podminénou hustotou
pravdépodobnosti. Tedy

2
plwy) =Y p(wy | bn) Pr(byn) (6.1.2)

n=1

kde Pr(bgy,) znamend pravdépodobnost jevu by, a p(wy | bgy) je prislusnd podminénd hustota
pravdépodobnosti.
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Vztah (6.1.1) muzeme tedy chapat jako marginalizaci hustoty pravdépodobnosti pro spojitou
ndhodnou veli¢inu wy a diskrétni ndhodnou veli¢inu by. Alternativné vyjadieno, z (6.1.2) a
(6.1.1) vyplyvé, Ze wy je popsdna normélnim rozlozenim N (wy : Wk, Qk1) s pravdépodobnosti
Pr(by) = Bk1 a rozlozenim N(wy : Wga, Qk2) s pravdépodobnosti Pr(by) = Bie. Tedy wy je
nahodnad veli¢ina, které prislusi jisté rozlozeni s jistou pravdépodobnosti:

wi, — N(wg : W1, Qk1) s pravdépodobnosti [
wi — N(wg : W2, Qk2) s pravdépodobnosti Bis.
Br1+ Bre =1

Tato interpretace (6.1.1) ndm nyni snadno umozni postavit model Sumu reprezentujici skokové
zmeny stavu.

Definujme (i1 jako pravdépodobnost standardni ,malé“ nejistoty ovliviiujici vyvoj stavu a Sis
jako pravdépodobnost vyskytu ,velkych“ poruch pusobicich nédsledné vyrazné zmény stavu.
To znamend, ze trojice i1, W1 a Q1 by méla reprezentovat mirné poruchy (Sx1 — 1, Qr1
je ,mald kovariance®), zatimco trojice Bia, W1, Qr2 odpovidd potencidlné vyraznym zménam
(Bk2 — 0, Qg2 je ,velkd“ kovariance) pii Wy = Wyo.

Samoziejmé, pocet ¢lent v sumé (6.1.1) muze byt zvySen na 3,4, ... podle situace a interpretace
se prislusné zmeéni.

Zavedeni diskrétni ndhodné veli¢iny ndm umoznilo konstruovat model poruchy s pfirozenou
interpretaci a vyuzit ho pro modelovani skokovych zmén stavu.

6.2 Modelovani hrubych chyb méreni

V této sekci se budeme zabyvat modelovanim hrubych chyb méfeni. Postup bude formélné
analogicky jako v podkapitole 6.1.
Predpokladejme, ze hustota pravdépodobnosti méfeni muze byt popsana

2
p(vk) = Z /YkmN(vk : Vs ka) (621)
m=1
Névrhar tohoto modelu muze definovat 71 jako pravdépodobnost bézné poruchy méfeni
s malou neurcitosti vyjadfenou kovarianci Ry a yio jako pravdépodobnost zfidka se vyskytujici

svelké* poruchy (v anglicky psané literatuie oznacované jako ,outliers*) vyjadifenou kovarianci
Rys. Neboli obdobné jako v (6.1)

2
plor) = Y plvg | em)Pr(cn) (6.2.2)

m=1
kde Pr(cy,) = Ygm je pravdépodobnost vzniku jevu ¢, a p(vg | ¢m) = N(vk @ Okm, Rim) je
prislusnd podminénd hustota pravdépodobnosti.

Trojice Vi1, Or1, Rk1 @ Yi2, Uk2, Ri2 pak modeluji bézné poruchy méfeni a ziidka se vyskytujici
hrubé chyby. Samoziejmé pocet ¢lenti v sumé se muze zvétsit na 3,4, ... V takovém piipadé by
se zménila i odpovidajicim zpusobem interpretace.

Poznamenejme, ze tento zpusob modelovani poruchy méfeni zahrnuje i dal$i moznosti kromé
modelovani hrubych chyb. V§imnéme si napf. moznosti zavést stfedni hodnoty U, = Om,
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kde v,, muze nabyvat kone¢ného po¢tu hodnot a Ry, = R,, = R = 0 pro vSechna k. Timto
zpusobem bychom vlastné modelovali pfitomnost neznamého konstantniho signalu (o kone¢ném
poc¢tu urovni) v méfeni. Podobné i v podkapitole 6.1 lze vyuzit v (6.1.1) stfedni hodnoty
stavového Sumu pro modelovani ruzné velikych skoki.

6.3 Popis pocatecniho stavu

Pokracujme ve stejném duchu jako v podkapitolich 6.1 a 6.2. Uvazujme popis pocateé¢niho
stavu ve formé

2
i=1

kde opét p(zg) neni aproximace néjaké zndmé hustoty pocdtecniho stavu, ale af; je
pravdépodobnost, ze ndhodnd veli¢ina zy odpovidd rozlozeni N(zo,Z(;,Pl) a by je
pravdépodobnost, ze x¢ odpovida rozlozeni N(zg : Z{q, Pjy)-

Tuto skuteénost bychom presnéji mohli zapsat takto

2
plao) =p(zo | 27") = plxo | ai, 2~ ") Pr(a; | 27 1) (6.3.2)
i=1
kde Pr(a; | z=1) je podminénd pravdépodobnost vyskytu jevu aj,
p(zo | a;, 271) je podminénd hustota pravdépodobnosti z.

Poznamenejme, ze pocet ¢lenu v sumé z (6.3.1) muze byt zvétSen na 3,4,... a interpretovan
podle konkrétni volby trojice (ay;, &;, P};)-

Nyni je ziejmé, ze hustoty pravdépodobnosti v (6.1.1), (6.2.1) i v (6.3.1) maji stejnou
formalni strukturu a umoznuji velmi flexibilni interpretaci pro ruzné typy tuloh. Napf. jevy
a;, i =1,2,...,&, mohou byt spojeny s pfedpoklady o systému reprezentovaném modely M; jak
bude ukazano v sedmé kapitole.

6.4 Aproximace hustoty pravdépodobnosti smési normalnich
rozdéleni

V predchozich sekcich byla pozornost upfena na situace, kdy lze poruchu ve stavu ¢i méteni
nebo pocateéni podminku pifesné modelovat smési normélnich rozlozeni. Mnohdy vsSak hus-
tota pravdépodobnosti poruch & pocdteéni podminky je popsana jinou specifickou hustotou
pravdépodobnosti. Jak piiklad muzeme uvést Studentovo rozdéleni ¢i Sikmé Studentovo rozdéleni
vyskytujici se tlohach sledovani [114]. V téchto situacich vsak muzeme aproximovat obecnou
hustotu pravdépodobnosti smési normaéalnich rozlozeni, tj. napf. pfi uvazovani obecné hustoty
stavového Sumu p(wy) hleddme nésledujici aproximaci

Nu
Plwi) = > Brn N (wh : Den, Qkn) (6.4.1)
n=1
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kde hledané parametry jsou vahy g, dil¢i stfedni hodnoty wyg,, a diléi kovarianéni matice Q.
V literatufe lze najit spoustu pfistuput a metod k vypoc¢tu hledanych parametriu smési
normélnich rozdéleni. Mezi vSemi lze zminit piistup zalozeny na tzv. EM algoritmu (z ang-
lického ,expectation-maximization“) [115], ktery hledd optimalni odhad, ve smyslu maximaln{
vérohodnosti, parametriu smésové hustoty na zakladé ndhodné generovanych vzorku z puvodni
aproximované hustoty. Pro tento ptistup je dostupny i toolbox pro prostiedi MATLAB®). Jako
alternativu muzeme uvést funkci ,fit* pfimo z programového prostfedi MATLAB®). Pozname-
nejme zavérem, ze odhad parametru smeésové hustoty (6.4.1) se neobejde bez specifikace poctu
¢lenu N, smeésové hustoty a mnohdy i pocateénich odhadu diléich stfednich hodnot a kova-
rian¢nich matic. Za zminku taktéz stoji fakt, ze obecnou hustotu pravdépodobnosti je mozné
aproximovat smési normalnich rozdéleni s libovolnou presnosti.

6.5 Modelovani dalsich specifickych jevi

Doposud jsme se v této kapitole zabyvali alternativnimi moznostmi interpretace formalniho
aparatu slouziciho jak pro popis stochastickych systému, tak pro analyticky ndvrh estimaénich
algoritmu, ktery byl detailné formulovan a pouzivan v predchozich kapitolach.

Jak vyplyva ze podkapitol 6.1-6.4 tykajicich se modelovani skokovych zmén stavu, hrubych
chyb méfeni a dalsich tloh, je mozné vyuzit takové postupy, které jsou specidlnim piipadem
ulohy modelovéni a syntézy filtru pro linedrni negaussovsky systém (5.3.1)—(5.3.5) formulované
a Tesené v 5.3. Ukazme si, jak by mohli byt v rdmci podkapitoly 5.3 tyto specialni pfipady
formulovany.

Odhad (sledovani) skokové se méniciho stavu.
Uvazujme (5.3.1)—(5.3.5) naprf. s témito specifikacemi pro £ =0, 1,2, ...

F,=1,  Hp=1 (6.5.1)

rE =1 (6.5.2)

Qe =2 (6.5.3)

B =098, Bz =0.02 (6.5.4)
Qu=10"" Q=05 (6.5.5)
Wy = 0, Wr2 =0 (6.5.6)
o, =0, Rp=10""% (6.5.7)
iy=0,  Py=100 (6.5.8)

Pak estima¢ni algoritmus (5.3.28)—(5.3.42) umozinuje ziskat odhad stavu. Jestlize budeme
redukovat v kazdém estimaénim kroku pocet ¢lenu v (5.3.28) na & = 1, napf. podle maximélni
hodnoty ayj;, bude algoritmus velmi jednoduchy, ale presto rychle reagujici na prudké zmény
stavu. Pripomefime, Ze ay; zde reprezentuje pravdépodobnost jevu a; a piislusi vyskytu
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nahodné velic¢iny xj, s rozlozenim N (xy : Zy;, Pj)-

Hrubé chyby méteni. Uvazujme (5.3.1)—(5.3.5) napt. s tim, ze pro k = 0,1,2,... je ddno

F,=1, Hy=1 (6.5.9)

rE =2 (6.5.10)

=1 (6.5.11)

k1 =098, k2 = 0.02 (6.5.12)
R =10"%  Rp=1 (6.5.13)
Uk =0, Uk =0 (6.5.14)
Wy = 0, Qr=1074 (6.5.15)
&, =0, Py =100 (6.5.16)

Pak estimacni algoritmus (5.3.28)—(5.3.42) umoziuje ziskat odhad stavu. Je opét vyhodné
provadét redukei poctu clent v (5.3.28) na §;, = 1 podle maximalni oy; se stejnou interpretaci
jako v pfedchozi iloze. Poznamenejme, ze v tomto piipadé estimator je robustni, necitlivy na
hrubé chyby méreni, jelikoz v pripadé, ze detekuje hrubou poruchu, zisk estimatoru se zmensi,
a tudiz mérena veli¢ina obsahujici mylnou informaci neni brana algoritmem ”v tvahu”.

Ruzn4 ¢etnost a charakter skokovych (hrubych) zmén stavu.

Uvazujme (5.3.1)—(5.3.5) s tim, ze chceme specifikovat parametry tohoto modelu tak, aby bylo
mozné vyjadfit hrubé zmény pro kazdou stavovou proménnou individualné, a to jak s ohledem
na ¢etnost takovych zmén, tak na velikost téchto zmén. Jak postavit v tomto piipadé model?
Reseni je jednoduché. Piedpoklddejme, ze

A
Ty = [xkly Th2y ey wks]T

tedy, ze x; je stav dimenze s. Pak hustota pravdépodobnosti stavového Sumu

qk
p(wp) = BenN (wy : Wi, Qkn)

n=1

musi obsahovat takovy pocet ¢lent v souctu, aby platilo

q. > s+1

pricemz rovnost by nastala v situaci, kdy jeden ¢len odpovida standardnim porucham a dalsi
pak pfislusi jednotlivym stavovym proménnym. Ukazme si tuto situaci na piikladu.
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Necht s = 2. Na stav pusobi stavovy Sum s témito vlastnostmi (Vk)

1. Stav xj je ovlivnén vétsinou "malym”Sumem napf.

Br1 = 0.95, N(wg: W1, Q1) Q1 = 10741
W1 = [O,O]T

2. Stav xx1 je obcCas pod vlivem silnéjsi poruchy napft.

Br2 = 0.04, N(wg : Wpa, Qr2)
(o001 0
Qrz = [ 0 0.0001 ]
o = [0,0]7

3. Stav xks je zcela vyjimecné pod vlivem hrubé poruchy napf.

Brs = 0.01, N(wy : Wr3, Qk3)
0.0001 O ]

Qk?):[ 0 1

s = [0 0]

Hustota pravdépodobnosti Sumu wy pro ¢z = 3 a s = 2 pak je dana

p(wk) = 0.95N(wk . ﬁ)kl, le) + 0.04N(wk : ﬁ)kg, ng)
+ 0.01N(wk : ’lfjkg, ng) (6.5.17)
Povsimnéme si, ze v tomto piipadé modelujeme skokové zmény, které maji znacny rozptyl

kolem nulové hodnoty. Kdybychom chtéli vyjadfit situaci, kdy porucha nabyva néjaké konkrétni
nenulové hodnoty, pak muzeme vyuzit stfedni hodnoty a kovarianci volit velmi malou. Napf.

w1 = [0,0]7, Qi1 = 10741
o = [1,0]7, Q2 = 10741
s = [0, —4]7, Qrs = 1071

by reprezentovalo nasi apriorni predstavu o tom, Ze stav xj; se obcas skokové méni vlivem
poruchy +1 a stav zps se vyjimeéné méni vlivem poruchy -4. Nicméné standardné jsou obé
slozky stavu pod vlivem slabé ,oboustranné“ poruchy.

Ruzna cetnost a charakter hrubych chyb méfeni. Analogicky s predchozim vykladem muzeme
specifikovat stochasticky model pro ruznou ¢etnost a charakter hrubych chyb méfeni.
Uvazujme opét (5.3.1)—(5.3.5) a piredpoklddejme, ze vektor méfeni je dan

Rk = [Zkla Rk2s e zkd]T

Pak hustota pravdépodobnosti Sumu métreni

Tk
P(0k) =D VemN (Vi : Ok, R
m=1
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musi obsahovat takovy pocet ¢lenu 7y, aby platilo

T‘kZd—l-l

pricemz rovnost by nastala v situaci, kdy jeden ¢len odpovidd standardnim porucham a dalsi
pak prislusi jednotlivym méfenim z vektoru meéreni. Demonstrujme tuto situaci na piikladu.
Necht d = 2. Méfeni je pro vsechny ¢asové okamziky kontaminovdno Sumem nésledujicich
vlastnosti

1. Méieni (cely vektor) je nejéastéji pod vlivem ”malého”Sumu napf.

Y1 = 0.95 N(vg: 0p1, Rp1)  Ri= 10741
or1 = [0,0]7

2. Prvni slozka vektoru méfeni je zcela ziidka pod vlivem hrubé poruchy, napt.

Y2 = 0.005 N('Uk : ﬁk?, Rk2)

1 0
R [ 0 104 ]
e = [0 0]7

3. Druhaé slozka vektoru méfeni je obcas pod vlivem tézké poruchy, napft.

Vi3 =0.045  N(v : Ok3, Ri3)

107% 0
Ry3 = 0 5
g3 = [0, 0]

Hustota pravdépodobnosti v, pak bude mit tvar

p(vk) = 0.95N(Uk t k1, Rkl) + 0.005N(Uk : Uga, ng)
4 0.045N(vp : 43, Ris) (6.5.18)

Poznamenejme, ze muzeme lehce vytvofit i poruchy, které maji stranny charakter. Vyuzitim
stfedni hodnoty a kovarianéni matice obdobné jako u skokovych zmén stavu. Hustota (6.5.18)
by pak mohla mit napt. tyto parametry

Ry = Rpo = Riz = 107471

o1 = (0,07
o =|1,0]7
ez = [0,5)7

s touto interpretaci. Vektor méfeni je nejéastéji pod mirnou poruchou, velmi ziidka je prvni
slozka vektoru méfeni ovlivnéna silnou poruchou o hodnoté ,zhruba“ 1 a obcas je druha slozka
vektoru méfeni kontaminovana hrubou poruchou v hodnoté ,zhruba“ 5.
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6.6 Realizovatelné estimacni algoritmy pro specialni negaus-
sovské systémy

Jak jiz bylo feceno v predchozi ¢asti této kapitoly, uvedené modely muzeme chépat jako specidlni
pripady modelu reprezentovanych linedrnim negaussovskym systémem v (5.3.1)-(5.3.5). Protoze
v 5.3 byl pro linedrni negaussovsky systém uveden i estimaéni algoritmus, bude tento algoritmus
predstavovat obecny algoritmus estimace i pro modely uvedené v této kapitole. Hlavnim
problémem obecného algoritmu estimace z 5.3 je rust poc¢tu ¢lenu v Sumu definujici podminéné
hustoty pravdépodobnosti v ptripadé, ze r; nebo gi je vétsi nez jedna. Nicméné tento obecny
algoritmus muZzeme upravit pro ruzné specialni piipady a postupy umoziujici algoritmickou
tinosnost a kvalitni vysledky odhadu.

Pro predstavu si podrobné popiseme dva specialni algoritmy pro pripad, kdy Fp, = F a H, = H
pro vSechna k.

Algoritmus A1 (linedrni negaussovsky systém, hrubé chyby méfeni - outliers)

Apriorni hustota pravdépodobnosti a hustota pravdépodobnosti Sumu

p(zo) = N(zo : 20, P}) (6.6.1)
p(wg) = N(wy : 0,Q) (6.6.2)
p(vr) = 1N (vg 2 01, Ry) + v2 N (v, = 02, Ra) (6.6.3)

Pak filtra¢ni hustota pravdépodobnosti pro k = 0 je

p(zo | 2%) = a1 N (zo : Fo1, Por) + ao2N (g : o2, Po2) (6.6.4)
kde
ap1 = 71601, Qo2 = 72602
001
= =1- 6.6.5
W= Z a2 Qo1 (6.6.5)
Toj = &0 + Koj(20 — Hig — 05) (6.6.6)
Koj = RRHT(HRGH" + R;) ™ (6.6.7)
Py; = P, — Ko;HP, (6.6.8)
Coj = N(z0: Hip + 05, HP,H' + R)) (6.6.9)

Nejjednodussi algoritmus redukce poétu clenu filtraéni hustoty pravdépodobnosti (6.6.4) je
vybrat ve vSech ¢asovych okamzicich k pouze ¢len s nejvyssi pravdépodobnosti nebo dva nejvice
pravdépodobné ¢leny atd. Pro stru¢nost ve vyjadfovani muzeme pak mluvit o redukci na jeden
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¢len, dva ¢leny atd. V tomto pifpadé provedme redukci na jeden élen. Nejdifve vypocteme agq
a apg a pak provedeme aproximaci exaktné vypoétené hustoty p(xg | 2°) v (6.6.4) tak, ze clen
s mens{ pravdépodobnosti vypustime. Tedy napi. necht ags > g1 pak

A A
pa(zo | 2°) = N(zo : 202, Poz) ~ plao | 2°) (6.6.10)

A )
pa(zo | 2°) = N(zo : &9, Po) (6.6.11)

Prediktivni hustotu pravdépodobnosti pro k = 1 muzeme nyni lehce ziskat

pa(zy | 2°) = N(xy : 2, P)) (6.6.12)

i) = Fiy, P|=FPFT +Q (6.6.13)

Pro kroky k = 1,2, ... bychom postupovali analogicky. Poznamenejme, Ze tento algoritmus muze
byt pouzit pro eliminaci hrubych chyb méfeni. Detekuje tyto poruchy a pfepind na vhodny

ale oproti nému je robustni vici hrubym chybam v méfeni.
Algoritmus A2 (linedrni negaussovsky systém, skokové zmeény stavu)

Apriorni hustoty pravdépodobnosti a hustoty pravdépodobnosti Sumu

p(xo) = N(xo : £g, Pp)
p(wy) = BN (wy, : w1, Q1) + BN (wy, : W2, Q2)

p(vk) = N(vg : 0, R)
Pak filtra¢ni hustota pro £ = 0 je pak dana
p(x() ‘ ZO) = N(l’o : (2(), Po)
kde
To = .’ié) + Ko(ZO — HﬂZ’E))
Ko= PyHY(HPJHT + R)™!
Py= P} - KyHP}
Prediktivni hustota pro k = 1 je pak
p(x1 | 2°) = oy N(w1 : &)y, Piy) + 05N (21 1 29, Pl)
kde

0/11 = 1, 04,12 = [

N A ~t
Ty = Fﬂfo —|—w1
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Ty = Fig + iy
Pl = FP,FT + @
Ply=FPF" +Q,

Nyni muzeme pokracovat jako v algoritmu A1l. Nevypocitame p(z | zl), ale pouze a1 a a2 a
pak ¢len s mensi pravdépodobnosti dale nebudeme uvazovat. Napiiklad pro ai; > a9 pak

A “
pa(zy | 2Y) = N(xp: 2, Pn) ~plz | 2Y)
p,4<1’1 ’ Zl) = N(xl I[IA31,P1)

a dalsi pokracovani pro k = 2,3, ... je zfejmé.

Poznamenejme, ze algoritmus muze byt pouzit pro hrubé nebo skokové zmény stavu. Opét
detekuje zménu a pfepne na vhodny Kalmantuv filtr. Vlastné dojde k zvétSeni kovarianéni
matice a nasledkem toho i Kalmanova zisku. Pocet numerickych operaci je zhruba stejny jako
pii pouziti Kalmanova filtru, ale rychlost sledovani stavu se zveétsi.

Na zavér této podkapitoly poznamenejme, ze pii redukci po¢tu ¢lent ne na jeden ¢len jako
v predchozich algoritmech, ale napt. na tii ¢leny muzeme vypocitat stfedni hodnotu stavu i
kovarianci stavu, jelikoz mame k dispozici hustoty pravdépodobnosti, a graficky vyjadrit prubéh
odhadu. S vy8sim poctem clenu lze oc¢ekavat lepsi kvalitu odhadu.

6.7 Zhodnoceni uvedenych algoritmi estimace

Pristup uvedeny v této kapitole vynikd predevs§im tim, Ze umoznuje jednotné a soucasné
modelovani vySe uvedenych jevi, které mohou byt chapany jako specidlni piipady obecného
problému modelovani a estimace feSeného v kapitolach pfedchozich. Poznamenejme rovnéz,
ze vysledny estimacni algoritmus obsahuje jako vedlejsi produkt rozhodovaci mechanismy;,
detekujici vyskyt sledovanych specifickych jevi.

Dtlezitou vlastnosti uvedenych algoritmu je jejich pfirozend fyzikalni interpretace. Nabizi se
srovnani s parametrickymi metodami identifikace z 1. dilu skript, které pti pouziti na odhad
meénicich se parametru vyuzivaji rizné typy zapominani dat [64], [68], [69], [70], [74]. Para-
metrické metody identifikace z 1. dilu nepotiebuji nutné tolik apriorni informace k definovani
ulohy, na druhé strané vSak nepokryvaji tolik ,situaci“ jako postupy uvedené zde a neumoziuji
prirozenou cestou vlozit apriorni informaci do formulace tlohy.
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Kapitola 7

Numerické reSeni bayesovskych
vztahu

V piedchozich kapitolach jsme se vénovali ndvrhu estimédtoru pro nelinedrni popf. negaussovsky
systém, ktery byl zalozen na pouziti aproximaci umozinujicich analytické feSeni, v principu in-
tegralnich, bayesovskych rekurzivnich vztahu (2.4.9), (2.4.10). V této kapitole se soustiedime na
zcela jiny piistup k nédvrhu estiméatoru, a to na piistup zaloZzeny na numerickém feSeni téchto
vztahu.

Zakladni idea numerického FeSeni bayesovskych vztahu spoc¢ivd v aproximaci spojitého sta-
vového prostoru kone¢nou (diskrétni) mnozinou bodu, ve kterych je podminénd hustota
pravdépodobnosti stavu vy¢islena. Tomuto pfistupu byla vénovana pozornost jiz od 70. let
minulého stolet{ [98]. Vyznamny rozvoj vsak nastal v 90. letech s rozvojem vypocetni techniky,
kdy se numerické feseni bayesovskych vztaha uplatnilo v ndvrhu naviga¢nich systému urcujicich
horizontalni polohu dopravniho prostfedku na zdkladé méfeni nadmoiské vysky, tj. vertikdlni
pozice, a terénni mapy [99], [100], [103], [117]. Poznamenejme jesté, ze piistup vedouci na ndvrh
estimatoru zaloZeného na numerickém feSeni bayesovskych vztahu je Casto oznacovan metoda
bodovych mas [100]. V anglicky psané literatufe se muzeme setkat s pojmy ,,point-mass method*,
popi. ,point-mass filter.

7.1 Popis systému a formulace problému

V této kapitole budeme uvazovat systém popsany obecné nelinearnim negaussovskym stavovym
modelem

Tre1 = fr(zr) + wy
Zp = hk(lik) + Vk

kde proménné jsou definovany v souladu s predchozimi zvyklostmi, tj. k£ znac¢i casovy okamzik, x
je hledany stav dimenze nz, zj je dostupné méfeni dimenze nz, fi(+), hx(-) jsou zndmé nelinedrni
funkce a wy, a vy jsou nezndmé poruchy popsané znamymi hustotami p(wy) a p(vy). Znamé je i
hustota pravdépodobnosti poc¢ateéniho stavu p(xg). Uvazované hustoty pravdépodobnosti mohou
byt libovolné, avSak pro jednoduchost, jsou v této kapitole uvazovany jako gaussovské, tj.,

p(wr) = N(wg : 0, Q) (7.1.3)
p(vg) = N(vg : 0, Ry) (7.1.4)
p(xg) = N(zo : 23, ) (7.1.5)
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Cilem je nalézt odhad stavu ve formé podminéné hustoty stavu p(zy|2!), kde [ = k pro filtracni
a l = k — 1 pro prediktivni hustotu, na zdkladé numerického FeSeni bayesovskych vztahu, tj.
navrhnout metodu bodovych mas.

7.2 Aproximace spojité hustoty po ¢astech konstantni hustotou

Klicovym rozhodnutim pro navrh metody bodovych mas je zptusob aproximace spojitého pro-
storu stavu siti zvolenych bodu a interpretaci vysledné aproximativni hustoty pravdépodobnosti.
V této kapitole uvazujeme aproximaci podminéné hustoty odhadu stavu smési rovnomérnych
rozdéleni definovanych v ekvidistantni' mifice, kterd pokryva vyznamnou ¢ast stavového
prostoru.

Predpoklddejme tedy podminénou hustotu pravdépodobnosti p(z|2'), kde prostor stavu je R™,

a mnozinu N ekvidistantné rozlozenych bodu {§ & )}l 1, tzv. siti bodu. Pak, po ¢astech konstantni
aproximace podminéné hustoty muze byt zapsdna jako

$k|Z Z'Pk” S{.I‘k fk ,Ak} (7.2.1)

kde, pro nx = 2, plati
o 73;6”(5,(:)) = 0;17516”(5,(:)); 75k|l(§/(:)) = p(‘f,(f) |2') je hodnota aproximované pravdépodobnosti

v bodé 51(;) a ¢ je normalizaéni konstanta definovand vzapéti,

o A, = [Ak71,Ak,2]T definuje obdélnikové? okoli bodu f,(:), ve kterém je hodnota

pravdépodobnosti Pk“(f,(f)) povazovana za konstantni,

o S{wy; f i ,Ak} je vybérova funkce, kterd nabyva jednotkovych hodnot jen a pouze v okoli

Ay bodu £k , jinak je nulova, a je definovana jako

- L pokud iy € (6 = 5,60 + 754 A
S{xk : fl(cl), Ak} = Tpo € [5](;7)2 N AS’Z,&(;’)Q + AS’Q] (722)

0, jinak

Vybérovou funkci muzeme tedy chapat jako nenormalizované rovnomérné rozlozeni
v obdélnikovém okoli uvazovaného bodu, jejiz integral je

/ S{ap; €9 Apyday = Ap1Aga = 6 (7.2.3)

Normalizaéni konstanta zajistujici, ze integral z aproximované hustoty p(z|z') (7.2.1) je roven
jedné, je

cp = /ZPW 5{9Ek,§k , Apydxy

= 0, Z 751@\1(51(;)) (7.2.4)

i=1

LV ekvidistantni mifzce jsou vztélenosti mezi dvéma sousednimi body konstatni.
20koli bodu si lze, pro nz = 2, predstavit jako obdélnik centrovany v daném bodé. Okoli dvou sousednich
bodu se nepiekryvaji.

93



%1073 %1073

50
0
) -50 -50 T ZT9 -50 -50 T

Obrazek 7.1: Ilustrace aproximace spojité hustoty hustotou po ¢astech konstantni.

Poznamenejme, ze okoli Ay jednotlivych bodl jsou navrzena tak, aby se nepfekryvala a tésné
na sebe navazovala. Také je vhodné zminit, Ze pro vhodné navrzenou miizku bude normaliza¢ni
konstanta blizka jednicce.

Aproximace hustoty pravdépodobnosti p(xx|z!) hustotou po Géstech konstantni p(zp|z!) je
ilustrovana na obrazku 7.1. Poznamenejme, ze aproximace hustoty byla definovana a ilustrovana
pro dimenzi stavu nx = 2 zejména z duvodu nédzornosti. Obecné lze aproximovat hustotu
pravdépodobnosti stavu libovolné dimenze.

Pozndmka . Volba mnoziny bodu aproximujici stavovy prostor je klicova tloha pii ndvrhu
metody bodovych mas; éfm uvazujeme vice bodli, hustsi sit a véts{ ¢dst stavového prostoru
pokrytou body, tim muzeme ocekavat presnéjsi vysledky ovsem za cenu nezanedbatelné ros-
toucich vypocetnich narokta. Obecné lze doporuéit, ze mnozina bodu by méla pokryvat takovou
cast stavového prostoru, kde lezi vyznamnd ¢ast aproximované hustoty pravdépodobnosti.
Néavrh mnoziny je tak ovlivnén nejen vlastnostmi Sumu a dynamikou systému ale i tim, zda
predpokladame, ze aproximovand hustota pravdépodobnosti je ¢i neni multimodalni.

Poznédmka . Poloha a tvar prediktivni i filtra¢ni hustoty pravdépodobnosti ve stavovém prostoru
se v Case vyviji. Proto se musi ménit i poloha mnoziny bod, tj. poloha miizky bodu, ve stavovém
prostoru. Dynamika mftizky je detailnéji diskutovana pii navrhu prediktivniho kroku metody
bodovych mas.

7.3 Metoda bodovych mas

Algoritmus metody bodovych mas je dén, podobné jako ostatni difve predstavené estimacni
algoritmy, tFfemi principialnimi kroky, a to inicializace, filtrace a predikce, které budou postupné
predstaveny a odvozeny.

94



7.3.1 Inicializace

Inicializace algoritmu zac¢ind definici prediktivni hustoty pravdépodobnosti v ¢ase k = 0, kterd
je rovna pocateéni podmince systému, tj.

p(xol2™") = p(ao) (7.3.1)

a definici vhodné mnoziny bodu {gé“}gil_ Pak pocatecni spojita prediktivni hustota je aproxi-
movana nasledujici po ¢astech konstantni hustotou uréenou body miizky

xolz ZP0| 1 S{.%'(] f(z) Ao} (7.3.2)

7.3.2 Filtrace

Vypocet filtraéni hustoty v ¢asovém okamziku k vychézi z Bayesova vztahu (2.4.9) a dostupného
meéieni z;. Tedy, Bayesuv vztah lze psat

oy P(zlzg)plag 21
P = )

= &, ' p(zxlar)p(zr|2*1), (7.3.3)

kde
o ¢r = [ p(zk|wr)p(zx|2*~1)dry je normalizaéni konstanta,

o p(zk|xy) je hustota pravdépodobnosti méfent, kterd dle (7.1.2), (7.1.4) a diskuze v kapitole
2.4, je dana

p(zk]:rk) = pvk (Zk — hk(l'k)) = N(Zk : hk(l‘k), Rk) (7.3.4)

e p(xx|zF1) je prediktivni hustota pravdépodobnosti.

Skutecna prediktivni hustota vsak neni znama. K dipozici médme jen jeji po ¢astech konstantni
aproximaci tj.

N
Pl ) = 3 Prpi (€7) S aw - €, Ar) (7.3.5)

=1

kterd je zndmd bud z piedchoziho kroku algoritmu nebo je dédna poc¢dteéni podminkou (7.3.2).
Dosazenim této aproximativni hustoty do Bayesova vztahu (7.3.3) lze odvodit vztah pro vypocet
diskrétni aproximace filtracni hustoty p(zz|2*) ve tvaru

play]2F) = & p(zila) (xk’?«’ b

= & 'p(zklwr) Zm|k_1<s,?>>5{xk FIRNNS (7.3.6)

=1

Vzhledem k po ¢éstech konstantni aproximaci prediktivni hustoty pravdépodobnosti, neni nutné
hustotu pravdépodobnosti méfeni vyhodnocovat v kazdém bodé zj stavového prostoru. Staci ji
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vyhodnotit jen v bodech mfizky. Pak po ¢astech konstantni aproximace filtra¢ni hustoty nabyva
tvaru

N
Plag|F) ~ &1 Z (zilar = €)Y P 1 (67)S{ay, - €7, Ag) (7.3.7)

kde ¢, je aproximace normalizaéni konstanty & a aproximativni (po Gdstech konstantni)
pravdépodobnost méteni p(zx |y = §,i2)) je, dle (7.3.4),

plarlar = €7) = N(zp : hi(€7), Ry)
7%<Zk*hk(£1(€i))>TR;1(Zk*hk(&](:))) (7.3.8)

_ 1
= @02 (det B)1 /2

Pravdépodobnost méfeni (7.3.8) je mozné chapat jako vérohodnost aktudlniho méfeni z; vzhle-
dem k i-tému bodu m¥fzky ¢, Jingmi slovy (7.3.8) ¥k4, jaké je pravdépodobnost, 7e skutetny
stav xp, na jehoz zdkladé bylo realizovano dostupné aktualni méfeni zx, je v okoli i-tého bodu
g,(j). Pak, filtra¢ni hustotu muzeme zapsat ve findlnim tvaru

IENEY) ka (€S {ay €7, A} (7.3.9)

kde filtra¢ni pravdépodobnost i-tého bodu je déna sou¢inem apriorni pravdépodobnosti a
vérohodnosti méfeni, tj.

Pk|k(§1(€i)) = & 'p(zklar = £,(f))77k|k_1(£,(f)) (7.3.10)

Vypoctem normalizaéni konstanty, zajistujici jednotkovy integral hustoty,

Ck _/Zpkk S{xk §k ,Ak}dl‘k
= ZPW(S,?)) / Sy : €7 Apyday
i=1

N
=3 Pusle)a (7.3.11)
=1

filtra¢ni krok metody bodovych mas kon¢i.

Vsimnéme si, ze ve filtraénim kroku metody bodovych mas nedochédzi ke zméné polohy bodu
miizky. Méni se pouze pravdépodobnost asociovana s kazdym bodem. Poloha filtraéni hustoty
ve stavovém prostoru se vSak muze lisit od polohy prediktivni hustoty a tento fakt musime vzit
v potaz uz pii ndvrhu miizky pro prediktivni hustotu (7.3.5). Poznamenejme také, ze metoda
bodovych mas poskytuje odhad ve formé po ¢dstech konstantni hustoty pravdépodobnosti. Na
zékladé této hustoty, muzeme vypocitat libovolny filtra¢ni moment, napf. stfedni hodnotu ¢i
kovarian¢ni matici. Zpusob vypo¢tu momentu z aproximativnich po ¢astech konstantnich hustot
je ilustrovan pozdéji. V&imnéme si, ze znalost momentii neni v8ak pro béh filtru nutna.
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7.3.3 Predikce
Vypocet prediktivni hustoty pro ¢as k + 1 vychézi z Chapman-Kolmogorovovy rovnice (2.4.10)
majici tvar

Pl ) = / P |)p(eil ) da (7.3.12)

kde

o p(xp41|xk) je prechodova hustota pravdépodobnosti stavu, kterd je, dle (7.1.1), (7.1.3) a
diskuze v kapitole 2.4, dana

P(Tk+1]Tk) = Puy (Tt1 — fre(2r)) = N(@pt1 : fr(zr), Qk) (7.3.13)

o p(x1|2¥) je filtracni hustota pravdépodobnosti.

Skutecna filtra¢ni hustota neni zndma, k dipozici je vSak jeji aproximace pomoci bodovych mas
dand vztahem (7.3.9). Jejim dosazenim do (7.3.12) ziskdme vztah

N
Hlapaa|2F) = / ploralen) S PunE?)S{ae - €0, Ay} (7.3.14)

i=1
ktery nelze jednoduchym zpusobem dale upravit diky zavislosti stavu x4 na x, pres ktery inte-

grujeme. Abychom tedy mohli vyfesit vyse uvedeny integralni vztah v duchu bodovych mas (tj.
bez nutnosti integrace), musime navrhnout novou miizku bodu {& ,(ﬁrl}fil vhodné aproximujici
tu cdst stavového prostoru, kde ocekdvame pocitanou prediktivni hustotu.

Definujme si tedy novou miizku bodu {5,537421}?[:1. Pak muzeme aproximovat hustotu p(xgi1|zk)
nésledujici po ¢astech konstantni hustotou

N
p(@rsilon) & plapslee) = Y pe) len)S{ansr : €7)1, Aps} (7.3.15)
j=1

kde p(gl(ci)l‘xk) = Cglﬁ(fl(ejﬁl‘xk) a ¢ = 041 Z;v:1 p(fl(izﬂwk)-
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Dosazenim (7.3.15) do (7.3.14) 1ze odvodit findlni aproximativni vztah pro vypocet Chapman-
Kolmogorovovy rovnice ve tvaru

N
Pxpg1l2") = /ﬁ(karl’xk) Zpk\k(gl(;))s{:fk 1 €), Ag}day
=1

/ZP fk+1|$k S{xpy1: ﬁkH,AkH}ZPmk NSy : fk , Aptday,

N N
~ / SOS T PurE €] e = €0 {an - €7, Ay S{anss < €7, A e,

j=1i=1

N
= SN Punle () len = €7) S {wren : €)1, Api} / S{ax &, Ax}day,
1 j=1

)

5
= 3> Pl )p () ok = €710k S{wksr : €71 Ara}
j=1i=1
7’k+1|k(§§i£1)
N . .
= Zpk+1\k(§i(€21)5{$k+l : 51&217 Apy1} (7.3.16)
j=1
Vypocet prediktivni pravdépodobnosti v bodé nové miizky, tj.
. N . .
Prpa(€0) = D p(&) lon = ) Pryn(€”)0k, Vi (7.3.17)
i=1

lze interpretovat jako pravdépodobnost, ze skutecny stav v case k + 1, tj. zp41, lezi v okoli
bodu j-tého budu nové mftizky & 12]4217 za predpokladu, ze skuteény stav xj lezel v okoli prvniho
bodu pivodni mifzky £ s pravdépodobnosti Py;(¢"), druhého bodu £ s pravdépodobnosti
Pk‘k(g,(f)) az N-tého bodu fliN) s pravdépodobnost{ Pk|k(§l(€N)). Prediktivn{ pravdépodobnost
(7.3.17) je tedy nutno vypocitat pro kazdy bod nové miizky.

Vztah (7.3.16), ktery ve své podstaté realizuje konvoluci, je vypocetné nejnarocnéjsi operaci
filtru. Vypocetni naroc¢nost konvoluce roste kvadraticky s poc¢tem bodu miizky. Proto, lze
v literatufe najit aproximativni piistupy k vypocetné uspornému feseni konvoluce [99].
Alternativou je pouziti prostiedki pro paralelni vypocet konvoluce, ktery muze byt efektivné
realizovan napf. pomom modernich grafickych karet (vypocet Py k(&g 421) (7.3.17) je nezavisly

pro jednotlivé body §k +1) Poznamenejme, Ze nejnovéjsi verze programu MATLAB® umoziuji
uzivatelsky pfivétivou kompilaci programu pro paralelni zpracovani dat na grafickych kartach.

Pozndmka . Definice nové sité bodu je dulezitou operaci prediktivniho kroku filtru. Novd miizka
typicky vychazi z puvodni miizky, kterd je propagovéana do nésledujictho ¢asového okamziku
za pomoci rovnice dynamiky (7.1.1), kde musime vzit v potaz i vliv stavového Sumu, zejména
jeho variance. VSimnéme si, ze nova miizka muze mit odlisny pocet bodu od puvodni miizky.
Avsak z hlediska konstantni vypocetni narocnosti algoritmu filtru, je vhodné uvazovat pocet
bodu konstantni. Ndvrh miizky je detailné diskutovdn napi. v [99], [102].
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7.3.4 Vypocet momenti

Metoda bodovych mas poskytuje odhad stavu ve formé hustoty pravdépodobnosti vypoctené
v diskrétni miizce bodu. Pro interpretaci a nasledné vyuziti odhadu je vsak vhodné miti k dis-
pozici bodovy odhad stavu popf. prislusnou kovariancéni matici.

Uvazujme filtraéni hustotu pravdépodobnosti p(xx|z¥) (7.3.9), pak odhad ve smyslu maximalni
aposteriorni pravdépodobnosti (2.5.8) je

(iMAP)

AP = ¢ (7.3.18)

kde iMAP = arg max; 73]?'; je index bodu mfizky, kde hodnota filtraéni hustoty nabyva maxima.
Odhad ve smyslu podminéné stiedni hodnoty je dan vztahem

Tp = E[a:k\zk]
= /wkp(fﬂk\zk)dl‘k

~ /:ckf)(:vk\zk)dxk

N
= /xkzpkm(fg))S{xk . fl(;),Ak}dl’k
=1

N
=3 Per(e?) / ek S{zg €0 Ay }day (7.3.19)
i=1
ktery lze, s ohledem na definici vybérové funkce (7.2.2), zapsat jako
N . o
b= PunlE)& 0 (7.3.20)
i=1

Tedy, stiedni hodnota je ddna vdzenym souc¢tem bodu miizky. Kovarianéni matice chyby fil-
tracniho odhadu (7.3.20) je

Py, = cov[xy|2"]
- / (w1, — 5 (o — ) (k] )

~ / (5 — i) (zk — )T Pl 2F) g

N
=Y P& /(ﬂﬂk — i) (wx — &) g &, A}day
=1

N
= 3" PupEEY — &) (€l — 2) T8+ P (7.3.21)
i=1
) 2
kde matice P, nif %I Ak, Ako, ..., Ak g plyne z interpretace aproximativni hustoty jako

sou¢tu rovnomeérnych rozdéleni. Odvozeni matice pro vice-dimenziondlni systém muze byt na-
lezeno napt. v [101]. Poznamenejme, Ze pro dostatetné hustou sit bodt, kde okoli bodu je
dostateéné malé, lze matici P,g " janedbat.
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7.4 Shrnuti algoritmu a zavérecné poznamky

Odvozeni metody bodovych mas ilustruje obecny pfistup k numerickému feSeni integralnich

odvozeni, vysledny algoritmus metody bodovych mas je relativné jednoduchy a je shrnut
v nasledujicich krocich.

Algoritmus metody bodovych mas

(i) Definujme poécateéni (prediktivni) hustotu pravdépodobnosti p(zg|z~!) a miizku bodi
@) N . Spoctéme aproximativn{ prediktivni hustotu pravdépodobnosti p(zg|z~1) (7.3.2).
0 JSi=1
Stanovme pocatecni ¢asovy okamzik k = 0.

(ii) Po piichodu méfeni zj, spoctéme filtracni hustotu pravdépodobnosti p(zy|z*) dle (7.3.9)
ve viech bodech miizky s pfihlédnutim ke vztahum (7.3.8), (7.3.10) a (7.3.11).

(iii) Nadefinujme novou miizku pro ¢asovy okamzik k + 1, tj. {51(:4)-1}f\;1 a spoctéme prediktivni
hustotu pravdépodobnosti p(xy1]2*) dle konvoluce (7.3.16) a (7.3.17).
Pro k = k + 1, algoritmus pokracuje krokem (ii).

Poznamenejme, ze pii béhu metody bodovych mas je nutné kontinudlné kontrolovat, zda od-
hadované hustoty pravdépodobnosti jsou v oblasti stavového prostoru, ktery je aproximovan
miizkou, popf. vlastnosti miizky upravit [104].

I pfes vyrazny pokrok ve vykonu osobnich i prumyslovych pocitaci je metoda bodovych mas
realizovatelnd do dimenze stavu nxr = 3. V piipadé nékterych vice-dimenzionélnich systému,
kdy c¢éast stavovych veli¢in se vyviji dle nelinedrntho modelu a ¢ast dle linedrniho, se nabizi
moznost pouziti tzv. marginalizace ¢i Rao-Blackwellizace, pfi ndvrhu metody bodovych mas.
Tento postup ve svém dusledku vede k estimaénimu algoritmu, kde ,nelinedrné modelovana® ¢ast
stavu je odhadovana vypocetné narotnou metodou bodovych mas a zbyla ,linearné modelovana“
¢ast vypocetné uspornym Kalmanovo filtrem. Vice o tomto konceptu lze nalézt napt. v [104]—
[107].
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Kapitola 8

Vyuziti linearni i nelinearni filtrace
v ulohach identifikace a rozhodovani

Cilem této kapitoly je naznacit, ze diskutovany pristup k modelovani a estimaci lze pouzit
s uspéchem na fadu dalsich 1loh. Ukdzeme si také vztah mezi identifikaci a estimaci.

8.1 Vyuziti Kalmanova filtru pri identifikaci systému

V této sekci se budeme zabyvat vyuzitim Kalmanova filtru pii identifikaci [31], [10], [28],
[32], [33], [34]. Identifikace systému vedle matematického modelovani slouzi k postaveni
matematického modelu reprezentujictho zkoumany systém. Uvazujme pro jednoduchost jedno-
dimenzionalni ARX model s proménnymi koeficienty

Ar(q Mz = Br(g ug + v (8.1.1)
kde

A =1+ apg 4+ areq 2 + oo + apnag ™
Bi(q™Y) = brag ™ + braq > + oo 4 bprpg™™

a zj je méfeny vystup, ug vstup systému a {vg } bily gaussovsky sum s nulovou stiedni hodnotou
a kovarianci Ry, tedy

p(vg) = N(vg : 0, Rg) (8.1.2)

Parametry systému neboli koeficienty polynomit Ax(¢~!), Br(¢™!) se vyviji v case a jsou
neznamé. Definujme vektor Oy slozeny z téchto parametri

A
@k = [ak’17 AK2y ooy Aknay bkl) bk‘?a ceey bk’nb]T (813)

Predpokladejme, ze vektor parametru ©y je pod vlivem gaussovského bilého sumu {wy} a vyviji
se podle nasledujictho vztahu

Okr1 = O + wi (8.1.4)

kde hustota pravdépodobnosti stavového Sumu je dana
p(wg) = N(wg : 0, Q) (8.1.5)
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Jestlize shromazdime métené veliciny do vektoru regresoru

A
Ok = [2h—1 Zk—2s +os Zhnas Wh—1, U—25 ooy Uk—n] (8.1.6)

pak (8.1.1) muzeme zapsat takto

zp = gO%@k + vk (8.1.7)
Polozime-li déle
A T
Hy = ¢j, (8.1.8)

a budeme-li predpokladat, ze ndhodné veli¢ina gy, (poCatecni stav) je nezavisld na {wy} a
{v}, které jsou vzdjemné nezdvislé, a ma gaussovské rozlozeni

p(ajkmin) = N(kam : “%;fminv Plémzn) (819)

kde kmin = max{na,nb} je prvni ¢asovy okamzik umozinujici vytvoreni vektoru regresoru
(8.1.6), dostaneme se formélné ke shodné formulaci ilohy kalmanovské filtrace. Tudiz pro odhad
parametru ARX modelu (8.1.1) muzeme pouzit Kalmanuv filtr ¢i prediktor. PovSimnéme si, ze
v tomto piipadé nelze predpocitavat kovarianéni matici nebo Kalmanuv zisk, protoze vektor
regresoru neni zndm do budoucnosti. Na rozdil od 1. dilu, kdy parametry byly konstanty, zde
jsou chéapany jako ndhodné veli¢iny, a proto muzeme nyni tlohu odhadu parametri pojmout
obecnéji, a to ve smyslu sledovani ménicich se parametru (stavu).

Pozndmka . Vhodnym vybérem hustoty pravdépodobnosti p(vg) muzeme opét postavit model
pro hrubé chyby méfeni (rovnice) a stanovenim hustoty p(wy) tvarovat skokové zmény para-
metru. Pak lze pouzit pro odhad parametru filtr s vicendsobnou linearizaci. Simula¢ni ovéfeni
bylo provedeno v [52], [66], [67].

Pozndmka . Volba modelu dynamiky vyvoje odhadovanych parametru (8.1.4) je klicova pro
spravnou funkcionalitu estimdtoru. V nékterych situacich muze byt vyhodnéjsi uvazovat gauss-
markovsky model, ktery vede na omezenou varianci odhadu, na misto modelu nahodné
prochazky, ktery principidlné umoznuje nekoneéné velkou varianci odhadu. Vsimnéme si také,
ze pripadna znalost o rychlosti a povaze zmén elementu vektoru ©; muze byt reflektovana ve
volbé matice Qi ¢i v dynamice vyvoje odhadovanych parametru, jejiz volba je plné v rukach
navrhéafe.

8.2 Vyuziti nelinearni filtrace pri identifikaci systému

V predchozi kapitole byla pozornost vénovana identifikaci linedrnich modela ve struktuie ARX.
Pokud je identifikovany model popsan nésledujicim modelem, ktery je nelinearni vzhledem
k nezndmym parametrim,

2L = hk(ek) + vg (8.2.1)

kde hg(-) je zndmé nelinedrni funkce (implicitné zavisld na zndmych regresorech ¢ ) nelze
jiz Kalmanuv filtr pro odhad parametru ©p pouzit a je nutné vyuzit diive predstavené
metody nelinedrni filtrace. Ty zahrnuji napf. rozsiteny Kalmanuv filtr pfedstaveny v kapitole
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4.1, unscentovany Kalmanuv filtr predstaveny v kapitole 4.4 nebo metodu bodovych mas
predstavenou v kapitole 7.

Pozndmka . Analogicky postup lze pouzit i pii identifikaci modelu ve formé neuronovych siti,
ktera byla pfedstavena v prvnim dile skript, kdy odhadujeme nejen vahy aktivaénich funkci, ale i
parametry aktivaénich funkci. Pak na identifikovany model mizeme pohlizet jako na model s ne-
linedrni funkei parametru, které odhadujeme nelinedrnim filtrem. Poznamenejme, Ze aktiva¢ni
funkce pouzivané v neuronovych sitich jsou pomérné snadno derivovatelné a tedy pro odhad
parametru je ¢asto pouzivan rozsifeny Kalmantuv filtr. Poznamenejme rovnéz, ze pii soucasném
odhadu vah a parametru aktivacnich funkci obvykle sta¢i uvazovat mensi pocet aktivaénich
funkci, nez je tomu v pripadé, kdy odhadujeme pouze vahy a parametry volime.

8.3 Odhad vlastnosti poruch pomoci linearniho prediktoru

Metody odhadu stavu lze nalézt i v jinych, zdanlivé prekvapivych, ulohach identifikace pa-
rametru. Jednou z téchto tloh je i odhad vlastnosti poruch stochastickych dynamickych systémi.

Jak jsme si mohli v pfedchozich kapitolach vS§imnout, vSechny doposud zminéné metody odhadu
stavu jsou zalozeny na zndmém stavovém modelu uvazovaného systému. Podobné, zndmy sta-
vovy model je klicovym pfedpokladem i pro mnohé techniky pro navrh reguldtoru ¢i detekce
poruch. Konstrukce stavového modelu stochastického dynamického systému, ¢i nékterych jeho
¢asti, vsak muze byt v mnoha piipadech slozita.

Zatimco model deterministické ¢dsti stavového modelu, tj. funkce fx(+), hi(+) v rovnici dynamiky
a méfeni (7.1.1), (7.1.2), typicky vychdzi z ruznych fyzikalnich, chemickych, biologickych ¢
matematickych zdkonu, model stochastické ¢4sti, tj. popis stavového Sumu wy, a Sumu v rovnici
meéfeni vg, musi byt mnohdy nalezen vyuzitim naméfenych dat.

Jako piiklad zde muzeme opét zminit navigacni systém letadla. Ten je zaloZen na stavovém
modelu. Jeho deterministickd ¢ast popisuje teoreticky vztah mezi pozici, rychlosti a orientaci
letadla v zavislosti na zrychleni a tihlové rychlosti letadla. Je tak, pii uvazovanych podminkach,
dokonale znama. Stochasticka ¢ast modelu pak bere v potaz jednak chyby ovliviiujici dostupné
méieni, tak i nemodelované sily pusobici na letadlo, jejichz model by byl piili§ slozity. Popis
poruch nelze typicky najit analytickym zpusobem, a tedy musime jej identifikovat.

Proto, od 70. let minulého stoleti, byla vénovana zna¢na pozornost metodam odhadujici popis po-
ruch ve stavovém modelu na zakladé znamé deterministické ¢asti modelu a mnoziny naméfenych
dat. V literatufe lze najit siroké spektrum identifikaénich metod pro linedrni i nelinedrni, casové
variantni i invariantni systémy [108], [109], mnohdy zalozené na vyuziti metod odhadu stavu.
V této kapitole predstavime moderni metodu odhadu kovarianénich matic poruch stavového mo-
delu, kterd je zalozena na specifickém vyuziti linedrniho, avsak neoptimalniho, estimatoru stavu
[110]. Metodu, v anglicky psané literatute oznacovanou ,autocovariance least-squares method,
budeme déle nazyvat jako autokovarianéni metodu.

8.3.1 Popis systému a formulace problému

Uvazujme systém popsany linedrnim casové invariantnim stavovym modelem

Tpy1 = Fop + wg (831)
2z = Hxyp, + v, (8.3.2)

kde proménné jsou definovany v souladu s definici modelu pro Kalmanuv filtr, tj. k znac¢i ¢asovy
okamzik, z je neznamy stav dimenze nx, z; je dostupné méreni dimenze nz, F', H jsou znamé
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matice. Pfedpokladdame, podobné jako u Kalmanova filtru, ze dvojice F' a H je pozorovateln4.
Vektory wy a v reprezentuji stavovy Sum a Sum v rovnici méfeni. Oproti Kalmanové filtru
v8ak popis poruch wy a vi neni znam. Pouze predpokladame, ze se jedna o stacionarni procesy s
nulovou stfedni hodnotou, které jsou nezavislé na pocateéniho stavu xg. Neni dile predpokladana
znalost hodnoty ani momentt poc¢ateéniho stavu.

Cilem je nalézt odhad kovarianénich matic poruch, tj. @ = cov[wg],R = cov|vy],Vk, za
piedpokladu zndmych matic F a H a dostupné sekvence méfeni 2V = [z, ..., zn].

8.3.2 Predikce stavu a méreni

Uvazujme linedrni systém (8.3.1), (8.3.2). Pfi neznalosti kovarianénich matic poruch @ a R nelze
navrhnout optimalni prediktor (3.3.11) poskytujici odhad s minimélni varianci chyby odhadu.
Avs8ak lze navrhnout neoptimdlni prediktor stavu ve formé

#ypoy = Fi) + FK (2, — Hi)
= F#, + FK7% (8.3.3)

kde
2k = ZE — Hiz (834)

je chyba predikce méfeni a K je zisk prediktoru. Zisk K a pocétecni podminka prediktoru i,
jsou v tomto ptipadé chdpany jako uzivatelem volené parametry. Po¢ateéni podminka muze byt
zvolena jako libovolny redlny vektor, avsak za vhodnou volbu lze povazovat &j, = 0. Zisk muze
byt zvolen jako realnd matice splinujici podminku, ze nize definovand matice

F=F—FKH (8.3.5)

je stabilni, tj. véechna vlastni éfsla matice F jsou uvniti jednotkového kruhu. Volba zisku je
detailnéji diskutovana pozdéji. Pak chyba predikce stavu, definovana vztahem

Eftl = Thi1 — Ty
:FIk—l-wk—Fi?C—FK(Zk—HQAZ;C)
:Fl’k—l-wk—F:i;c—FK(H.Tk—i-Uk—H:E;c)
= F(x — 1) — FK(H(z) — 21) + vg) — wi
=(F - FKH)e, — FKv + wy, (8.3.6)

je stabilni proces, coz znamend, ze kovarian¢ni variance chyby odhadu stavu konverguje ke
koneéné hodnoté a tedy zustdvd omezend (i kdyz vyslednd kovarianéni matice chyby odhadu
neni minimalni, tak jak je tomu pro optimélni Kalmanuv prediktor).

S prihlédnutim k (8.3.4), (8.3.6) lze definovat chybovy model predikce stavu

F o e
eni1 = (F— FKH)ep + (I, —FK] [f:]
= Fey, + GG (8.3.7)
Zr = Hxp +vi, — HIy,
= Hep + vy (8.3.8)
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ktery bude zikladem odvozeni autokovarianéni metody. V§imnéme si, ze matice F' a G v chy-
bovém modelu jsou zndmé a (i je ndhodnd veli¢ina s nulovou stfedni hodnotou a kovarianéni
matici

% = covl(y] = {g 2} (8.3.9)

8.3.3 Autokovarianéni metoda pro odhad vlastnosti poruch

Autokovarianéni metoda je zalozena na statistické analyze chybového modelu (8.3.7), (8.3.8)
linedrniho prediktoru (8.3.3). Vlastnosti chyby predikce stavu a méfeni v ustdleném stavu,
tj. pro k — oo, kdy vliv pocateéni podminky Zf, odeznél, jsou sumarizovany v nasledujicich
odstavcich.

Chyba predikce stavu e (8.3.7) je, v ustdleném stavu, stochasticky proces s nulovou stiedni
hodnotou, tj.

Ele] = Elega] = Elex]

= FFE[e] + GE[(k]
= 1 ElG]
=0 (8.3.10)
a kovarianéni matici
P' = covle] = covleyy1] = covley]
= Feovl[e] FT 4 Geov[(]GT
= FP'FT + GxGT (8.3.11)

Elegantni feseni vyse uvedené maticové (Lyapunovovy) linedrni rovnice (8.3.11) je zalozeno na
Kroneckerové algebie [112], zejména na vztazich

(ABC)s = (CT ® A)Bq (8.3.12)
(A+ B)s = As + Bs (8.3.13)

kde A, B,C jsou matice vhodnych dimenzi, ® zna¢i Kroneckeruv sou¢in a A; = (A), znaci
vektor, ktery je dan sloupci matice A nasklddanych pod sebe. Vyuzitim vztahu (8.3.12) a (8.3.13)
v (8.3.11) muzeme ziskat findlni vztah pro ustdlenou kovarianéni matici chyby predikce stavu

P=(I-FoF) ' (Goa)x, (8.3.14)
kterd je linearni funkci hledanych kovarianénich matic poruch @ a R tvoricich vektor ;.

Chyba predikce méfeni Zj (8.3.8) je, v ustdleném stavu, také stochasticky proces s nulovou
stfedni hodnotou, t;j.

E[ik] = E[Hé‘k + Uk]
= HE[e}] + Elvg]
=0 (8.3.15)
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a kovarianéni matici

Co = E[(Hsk + ’Uk)(Ha?k + Uk)T]
= HP'H' +R (8.3.16)

kterou lze s ohledem na (8.3.12)—(8.3.14) upravit do tvaru

(Co)s = (H ® H)P. + R4

= (HoH)(I-F®F) '(G®Qq) s + R, (8.3.17)
~—
zndma matice hledany vektor  hledany vektor

Tim, ze prediktor (8.3.3) neni optimdlni, inovaéni posloupnost Zj (8.3.8) neni bild, jak tomu bylo
u Kalmanova filtru, a tedy, ma nenulové néasledujici kovarianéni matice
Cp = E[(Heg + o) (Hegtp + vhyp) ]
= — T
= E[(Heg +vg) (H(FPe + FP "G+ ...+ Glrip1) + Vrpp) |
= E[Hey(HFPey)"] + Elog(HFP1G(,)']
= HP'(FP)'HT — RKTFT(Fr~HTHT (8.3.18)
kde p =1,2,..., P, charakterizujici zavislost inovace mezi dvéma ¢asovymi okamziky. Vyuzitim
(8.3.12)—(8.3.14) lze déle psat
(Cp)s = (HFP)® H) P, — (HFPT'FK)® I) Ry
=(HFY@H)(I-FeF) " (GeG) % —(HF'FK)®I) R, (8.3.19)

znamé matice hledany vek. zndmé matice hledany vek.

Vztahy (8.3.17), (8.3.19), definujici autokovarianéni funkci inovaéni posloupnosti, jsou linedrni
funkei hledanych prvka kovarianénich matic poruch @ a R, které formuji vektory s a Rs. Na
jejich zakladé muzeme tedy definovat soustavu linedrnich rovnic ve formé

Co)s=[(HH)(I-FeF) (G G)+ MMO (8.3.20)
w;(rO)
(Cs=[(HF) @ HYI-FF) " Y{G®G)+ (HFK)® I)MM®© (8.3.21)
»T (1)
: (8.3.22)
Cp)s=[((HFPYo H) I -F® F)"{G®G)+ (HFF'FK)® I)M|M© (8.3.23)
©T(P)

kde © je vektor obsahujici unikatni prvky odhadovanych matic Q a R a M a M jsou znamé
vybérové matice, tvorené jednickami a nulami, pro které plati Ry = MY, a X3 = MO. Pozna-
menejme, ze tvorba vybérovych matic je ilustrovana déle.

Soustavu rovnic (8.3.20)—(8.3.23) muzeme zapsat v kompaktni formé pouzivané v metodé
nejmengich ¢tvercu

Y = 00 (8.3.24)
wi(o)
1
kde Y = [(Co)s)T, (C1)o)T -, (Co)) T ad = | ¥ | jo znéma matice.
o7 (P)
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Pokud bychom znali autokovarianéni funkci Cp,Vp, definovanou (8.3.16), (8.3.18), muzeme
snadno zkonstruovat vektor Y v (8.3.24) a odhadnout vektor nezndmych parametru ©. Nicméné,
autokovarianéni funkce zndma neni. Mtzeme ji vak odhadnout na zékladé méfenych dat.
Pokud méme sekvenci méfeni z¥, mizeme vypoéitat predikei stavu &), Yk, pomoci (8.3.3) a tim i
inova¢ni posloupnost Zx, Vk, pomoci (8.3.4). Pak asymptoticky nestranny odhad autokovarianéni
funkce (8.3.16), (8.3.18) je dan

.
Co= 7 &if, (8.3.25)
k=0
T—p
Cp= 727 Y 2k VD (8.3.26)
k=0

Odhad autokovarianéni funkce pouzijeme pro specifikaci vektoru
? = [((OO)S)T7 ((él)S)T7 R ((éP)S)T]T (8327)

ktery reprezentuje odhad vektoru Y v (8.3.24), a nédsledné pro odhad parametru, tj. prvkua
kovarian¢nich matic poruch dle

~

©

O(Q,R) = (®"®) oY
of

~

(8.3.28)
Z prvku vektoru 6 pak néasledné sestavime odhady kovarian¢nich matic Q a R.

Priklad 8.2.1. Tlustrujme vyznam a tvorbu vybérovych matic M a M. Pfedpokladejme skalarni
systém, tj. nx = nz = 1. Pak kovarian¢ni matice poruch @ a R jsou (skaldrni) variance a tedy
Q = Qs a R = R,. Hledany vektor unikétnich prvki varianci poruch je definovdn © = [Q, R]”.
Kovarianéni matice rozsifeného vektoru poruch (j (8.3.9) je matice 2/2 s variancemi na diagonéle

Q
¥ = [9 %] a vektorovd forma matice je Sy = [8]. Vybérova matice M v (8.3.20)—(8.3.23) je

0 R
R
pak
M =1[0,0,0,1] (8.3.29)
Q
coz spliuje rovnici R = MY, = [0,0,0, 1] [8 ] . Vybérova matice M je definovéana jako
R
10
M= [g 3} (8.3.30)
01
10
coz splituje pozadovanou rovnost Xy = MO = [8 8] [g]
01

Poznamka . Zisk prediktoru K v rovnici (8.3.3) musi byt volen tak, aby matice F' (8.3.5) byla
stabilni. Jednou z moznosti je definovat stabilni matici F' a pak dopocitat prvky zisku K. Druhou
moznosti, kterd vzdy povede na stabilni matici F, je definovat dvé libovolné pozitivné definitni
matice Q4 a R4 pfislusnych dimenzi, vypocitat feseni nasledujici algebraické Riccatiho rovnice

Py =F[Py— PA\HY'(HP'HT + RA)"*HP})FT + Q4 (8.3.31)
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a stanovit zisk prediktoru dle
K =PyHT(HP\HT + Ry)! (8.3.32)

Poznamka . Prediktor (8.3.3) neni optimalni z hlediska stfedni kvadratické chyby, tj. lze ukdzat
ze kovarian¢éni matice chyby odhadu stavu (8.3.11) bude vétsi nez ustélend kovarianéni matice
prediktivni chyby odhadu stavu Kalmanova filtru, resp. prediktoru (3.3.11). Avsak, jak ukazuje
(8.3.10), prediktor (8.3.3) poskytuje nestranny odhad stavu i pro neoptimalni zisk K.

8.3.4 Shrnuti algoritmu a zavérecné poznamky

Autokovarianéni metoda pro odhad vlastnosti poruch muze byt definovana nésledujicim algo-
ritmem.

Algoritmus autokovarianéni metody pro odhad kovarian¢nich matic poruch

(i) Definujme zisk prediktoru K v (8.3.3) tak, aby matice F = F — FKH byla stabilni.
Definujme pocet rovnic P autokovarianéni funkce (8.3.20)—(8.3.23), tak aby pocet rovnic
byl vétsi nez pocet odhadovanych parametru vektoru ©.

(ii) Na zékladé sekvence méfen{ z¥, vypoctéme predikei stavu @4, Vk (8.3.3) a tim i inovaéni
posloupnost Z, Vk (8.3.4).

(iii) Odhadnéme autokovarianéni funkei inovace dle (8.3.25) a (8.3.26) a stanovme matici ¢ v
(8.3.24) dle (8.3.20)~(8.3.23).

(iv) Odhadnéme vektor parametru ©, obsahujici prvky hledanych matic Q a R, pomoci metody
nejmensich ¢tvercu (8.3.28).

Predstavena autokovarianéni metoda poskytuje asymptoticky nestranny odhad kovarianénich
matic poruch @ a R [110]. Metoda umoziuje odhad vSech prvku matice R, avSak ne vice nez
nx - nz prvka matice Q.

Névrh metody je podminén specifikaci dvou uzivatelskych parametru, a to ziskem prediktoru
K a poctem rovnic P. Obé volby maji podstatny vliv na kvalitu odhadu a doporuceni k jejich
volbé je diskutovéno napf. v [113]. Poznamenejme, ze vyssi pocet rovnic P nevede automaticky k
lepsim odhadtim, protoZe nepouzivame vazenou metodu nejmensich étverct, tj. nemame nejlepsi
nestranny linedrni estimator (tzv. BLUE).

Autokovarianéni metoda patii do Siroké tiidy tzv. korela¢nich metod, které jsou zaloZeny na
analyze vlastnosti chyby predikce métfeni. Korelaé¢ni metody byly navrzeny i pro linedrni ¢asové
variantni nebo dokonce i nelinearni modely [109], [111].

8.4 Vicemodelovy pristup v tloze rozhodovani

V této sekci budeme uvazovat situaci, kdy médme rozhodnout, jaky vektor parametru z dané
mnoziny moznych piislusi zkoumanému systému. Jednd se tedy o rozhodnuti, ktery z kone¢né
mnoziny modelu je spravny. V takovém piipadé bychom mohli postupovat, pii vyuziti technik
odhadu stavu, ndsledujicim zpusobem.
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Predpokladejme, Ze vektor parametru © je prvek mnoziny ©p

©e0p= {@1,@2, ...,@N}. (8.4.1)

Dale predpoklddejme, ze stavovy model s vektorem parametru O je definovan

Tht1 = Fk(@)l‘k + wy, (8.4.2)

2k = Hk(@)l'k + vg (8.4.3)

Model (8.4.2), (8.4.3) je speciélni piipad (5.3.1), (5.3.2), jelikoz predpokladame, ze {wy}, {vk}
jsou bilé, vzdjemné nezdavislé procesy s gaussovskym rozlozenim

p(wg) = N(wy : 0,Qx(O)) (8.4.4)
p(vg) = N(vg : 0: Rp(©)) (8.4.5)
N
p(zo) £ plag | 71) = Z@f)iN(xo : Loi, Poi)
1;1
= Y PO |z p(ao | ©3,27") (8.4.6)
i=1

kde P.(©; | 2~ !) je podminéns pravdépodobnost, ze © = ©; za podminky z~!.

Filtr pro uvazovany systém lze snadno najit, protoze se jednd o specidlni piipad tlohy fesené v
podkapitole 5.3. Z (5.3.28)-(5.3.42) pak dostaneme

Pr(®j | Zk)p(xk | @jazk)

WE

plag | 2F) =
1

.
Il

Pr(0; | 2")N (xy : @xj, Pij)

I
WE

<.
Il
—

p(zi | €271 = N

—~

1 /

Trj = @y + Kijler — Hi(0;) 2] (8.4.7)
Kyj = PiyH{(0)[Hi(0;) Py HIL (85) + Ri(0;)] (8.4.8)
Ty = Fr-1(0)Tr-1, (8.4.9)
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Pyj = P}; — KijHy(©;) P (8.4.10)

Py = Fy—1(0) Pi1,;Fi_1(8;) + Qr-1(©;) (8.4.11)

Zbyva urcit aposteriorni pravdépodobnost parametri ;. Analogicky jako v 5.3 muzZeme ziskat
P.(©; | 2¥). Tedy

_ B9 |Gy
Z;\f:1 P (05 | 2F71)(;

P.(0; | 2%) (8.4.12)

kde

Crj = N (21 : Hy(0;)d;, HE (0;) Py H(8;) + Ry (6;)) (8.4.13)
j=1,2,..N

Nyni jiz je zfejmé, ze rozhodnuti, ktery parametr z dané mnoziny je spravny ziskame jako vedlejsi
produkt dlohy nelinedrni filtrace. Rovnéz je ziejmé, ze v této uloze neni tieba zadnd aproximace,
jelikoz qx = 1 a rp, = 1, a tudiz pocet ¢lent ve filtraéni hustoté stavu je konstantni. Je roven
pravé N nebo-li poctu modeli odpovidajicich parametrim ©;, kde j = 1,2,..., N. Rozsahlé
testovani tohoto pristupu je provedeno v [75]. Podobn4 technika je pouzivana i v [76].

S pribyvajicim poc¢tem méfeni se bude jedna z aposteriornich pravdépodobnosti P.(©; | 2F)
blizit jedné. Ulohu rovnéz muzeme interpretovat jako rozhodnuti, ktery z N model, z nichz
kazdy pfredstavuje systém s jinym vektorem parametru z predkladané mnoziny je adekvatni
realité. Algoritmus rozhodovani je pak vlastné zaloZzen na mozné paralelni ¢innosti N Kalma-
novych filtri, jejichz duvéryhodnost je méfena pravdépodobnosti z (8.4.12). Poznamenejme, Ze
apriorn{ pravdépodobnosti P,.(©; | z71) pro j = 1,2, ..., N mohou byt shodné, ale mohou rovnéz
reprezentovat ruznou duvéru v jednotlivé parametry a v preneseném smyslu v jednotlivé mo-
dely. Specialni ptipad pak nastane, kdyz mame rozhodnout pouze mezi dvéma modely nebo
rozhodnout zda dany model jesté plati.

Povsimnéme si, ze hlavnim vysledkem algoritmu z této sekce je pravdépodobnost piislusejici
k danému parametru (modelu) a vedlejsim produktem je odhad stavu. Naopak algoritmy v ka-
pitole paté produkuji jako hlavni vysledek odhad stavu a vedlejsim produktem je vérohodnost
jednotlivych ”modelu”.

Poznamenejme, ze metoda predstavend v této kapitole muze byt chapdna jako alternativa k
autokovarianéni metodé pro odhad kovarianénich matic poruch systému. Vicemodelovy pfistup
pro odhad matic @ a R byl navrzen a diskutovan napi. v [116].

8.5 Testovani hypotéz

V této podkapitole naznac¢ime vyuziti vicemodelového piistupu k testovani hypotéz. Jiz z
predchozi podkapitoly je zfejmé, ze vicemodelovy pfistup vedouci na problém nelinearni filtrace
se specialni strukturou filtru umoznuje snadné feSeni tloh i z oblasti zpracovani a detekce
signdli. Nebudeme se tomuto problému vénovat detailné, ale uvedme alespon zékladni ideu pro
testovani hypotéz. Uvazujme dvé hypotézy na signdl
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Hy: signdl se rovna nule
H: signél se rovné péti.

Méfeni 2z, obsahuje signal s aditivnim korelovanym $umem a aditivnim bilym Sumem. Nechft
korelovany Sum feknéme {xp} je reprezentovdn gauss-markovskym procesem se zndmou
korelaéni funkci. Pfedpokladejme, ze je vyjadien pomoci skaldrni diferen¢ni rovnice

Tk1 = Frxp + wi (8.5.1)

kde Fj, je zndmo, {wy} je bily gaussovsky Sum se stfedni hodnotou nula a zndmou varianci.
Pak hypotézy bychom mohli spiSe popsat takto:

Ho: Th41 :kak—i-wk
2z = 0+ 2z + vg

Hy: xpp1 = Frog + wy
2k =5+ ) + vg

kde {v} je bily gaussovsky sum N (vy : 0, 0x) nezavisly na {wg}.

Jestlize budeme chapat H; tak, ze proces {vi} ma stfedni hodnotu pét misto nula, pak muzeme
zcela vyuzit metodologii z predchozi podkapitoly, protoze staci pouzit dva Kalmanovy filtry
a vérohodnost hypotézy bude ddna vztahem (8.4.12) [75]. Povsimnéme si podobnosti tohoto
pristupu s monitorovanim konzistentniho odhadu Kalmanova filtru diskutovaného v kapitole
3.3.4.

Poznamenejme opét jako v piedchozi podkapitole, ze hlavnim vysledkem je potvrzeni nebo
vyvraceni hypotézy a vedlejsim produktem je odhad stavu.

8.6 Adaptivni systémy

Adaptivni systémy jsou chépany jako systémy, které jsou schopny samostatného ladéni
(adaptace) a jejich cilem je bud f{zenf redlnych procest nebo zpracovani signalu [30], [76], [78],
[79], [27]. Jadrem kazdého adaptivniho systému je estimacni algoritmus zajistujici pozndvani
fizeného procesu nebo systému generujictho zpracovavany signdl. Piistup k modelovani a
estimaci popisovany v tomto dile umozinuje, zvladnout i takové situace, které presahuji rdmec
linearity a gaussovosti. Dusledkem toho pak adaptivni fizeni ¢i adaptivni zpracovani signala
vytvaii predpoklady pro syntézu adaptivnich systému s lepsimi vyhlidkami na kvalitu fizeni
¢i zpracovani signdlu [53], [56], [80], [81]. Podobné muzeme argumentovat i v souvislosti se
stochastickym optimdlnim fizenim [52], [82].
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Kapitola 9

Metody odhadu stavu v navigacnich
systémech

Navigacéni systém je systém urc¢ujici polohu, rychlost a orientaci objektu (napf. auta, letadla,
¢i lodé) na zdkladé méteni ze senzoru, které jsou pevné spjaty s objektem. Poloha, rychlost a
natoceni objektu v prostoru, v anglicky psané literatufe oznacovany pojmy ,position, velocity,
attitude, tvoif hledanou naviga¢ni informaci.

Vznik a rozvoj metod odhadu stavu je tizce spjat s rozvojem systému pro navigaci a sledovani
(v anglické literatufe oznacované pojmy ,navigation® a ,tracking®). Od sedesétych let minulého
stoleti az do dnesnich dnt je tak vétsina navigacnich a sledovacich systému zalozena na metodéach
odhadu stavu, které umozni optimalni, ¢i témét optimalni, odhad naviga¢ni informace na zakladé
dostupnych méreni a popisu dynamiky objektu.

Cilem této kapitoly je kratce predstavit dva navigacni systémy, které pro vypocet navigacni
informace vyuzivaji metody odhadu stavu. Jmenovité bude v nasledujicich ¢astech pfedstaven

e hybridni naviga¢ni systém zpracovavajici inercidlni méfeni a méfeni z globalntho na-
vigacniho satelitniho systému,

e terénni navigacni systém kombinujici inercidlni méfeni a terénni mapu.

9.1 Integrovany inercialni a satelitni navigace

Pojmem integrovand nebo hybridni navigace oznacujeme navigacni systém, ktery je tvoren kom-
binaci dvou (nebo vice) navigaénich systému a senzoru. Typicky jsou integrovény nésledujici
[103], [118]

e inercidlni naviga¢ni systém (INS), ktery poskytuje odhad naviga¢ni informace na zékladé
1

meéfeni inercidlnich senzoru-,

e piijima¢ satelitnfho navigaéniho systému?, ktery poskytuje odhad polohy navigovaného
objektu. Pfijimac¢ budeme dédle oznacovat jako ptijima¢ GNSS z anglického vyrazu ,,global
navigation satelite system®.

17a inercidlni senzory povazujeme akcelerometr, méfici zrychleni objektu, a gyroskop, méfici ihlovou rychlost
objektu.

2Mezi globélni satelitni navigacni systémy patii americky ,Global Positioning System (GPS)¢, evropské Ga-
lileo, rusky GLONASS nebo ¢insky systém Beidou. Za regiondlni satelitni navigacni systémy muzeme povazovat
indicky NAVIC a japonsky QZSS.
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Inercidlni senzory poskytuji méfeni na vysoké frekvenci (v rozmezi 100 a 300 Hz). Se stejnou
frekvenci je pak schopen INS poskytovat odhad naviga¢ni informace, nebo-li navigaéni feseni.
V zéavislosti na piesnosti inicializace INS a kvalité inercidlnich senzoru dokaze INS poskytovat
,presné3“ navigaéni fesenf po dobu nékolika sekund az minut. Na druhou stranu, GNSS pfijimac
poskytuje navigacni feSeni na nizsi frekvenci s ,, vyznamnou“, ale v ¢ase konstantni, chybou.
Integrovany navigaéni systém kombinuje v jistém smyslu dualni vliastnosti INS a GNSS pfijimace
a poskytuje pfesné navigacni feSeni s omezenou chybou, kterd ma v ¢ase relativné konstantni
vlastnosti.

9.1.1 Souradné systémy

Navigacni systémy pracuji s veli¢inami, které jsou vyjadieny nebo vztazeny k ruznym soufadnym
systémum (v anglicky psané literatufe oznacované pojmem ,frame*). Mezi zakladni kartézské
soufadné systémy lze zatadit nasledujici:

sméfujici ve sméru zemské osy, ktery nerotuje a ani se neposouva vuci okolnim hvézdam.
Tento systém budeme v nasledujicich vypoctech znacit pismenem I, popf. pojmem ,I-
frame®.

definovan podobné jako systém ECI s tim rozdilem, ze osy ECEF systému jsou fixovany
se Zemi, tj. soufadny systém ECEF rotuje vici systému ECI. Tento systém je pfirozeny
pro popis pozice objektu a v nasledujicich vypoctech jej budeme znacit pismenem E, popft.
pojmem ,E-frame“.

e Lokalni naviga¢éni (nebo-li tangencidlni) soufadny systém (v anglicky psané literatufe
objektu a s osou z sméfujici ve sméru normélového vektoru k elipsoidu modelujiciho
Zemi. Rovinu = — y tohoto systému si tak lze prestavit jako tangencidlni rovinu k elip-
soidu, vuci které prirozené vyjadiujeme orientaci objektu v prostoru. Lokdlni navigacni
soutadny systém je tedy nezavisly na orientaci objektu (jeho osy nejsou svézany s objek-
tem), souradny systém pouze sdili tézisté s navigovanym objektem. Tento systém budeme
v nasledujicich vypoctech znacit pismenem N, popt. pojmem ,N-frame®.

e Soutradny systém objektu (v anglicky psané literatufe oznac¢ovan pojmem ,body frame®)

s objektem (na rozdil od navigaéniho soufadného systému). Typicky, osa x souhlasi
s podélnou osou navigovaného objektu. Tento systém budeme v nésledujicich vypoctech
znacit pismenem B, popf. pojmem , B-frame®.

Poznamenejme, ze uvedené definice souradnych systému jsou zkratkovité a jsou urceny jen pro
hrubou piedstavu umoznujici porozumét principu navigac¢nich systému. Piesné definice, dalsi
detaily i jiné pouzivané souradné systémy lze najit napt. v [103].

9.1.2 Veli¢iny, transformace a notace

Nékteré veliciny pouzivané v ndvrhu navigaénich systému jsou vztazeny pouze k jednomu
soufadnému systému. Jako piiklad zde mtizeme uvést pozici navigovaného objektu.

38 piibyvajicim Gasem roste chyba navigaéniho fedeni poskytovaného INS. Pro nékteré slozky navigaéni infor-
mace muze chyba rust az do nekoneéna.
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e Pozici objektu, ktera je soucasti navigacni informace, muzeme v kartézském ECEF
soufadném systému popsat vektorem o tfech slozkach
E

i = rg (9.1.1)

s

<
8

Zemé. Slozky vektoru rK (9.1.1) mohou byt udédvany v metrech. Pozici obJektu lze vSak
pro clovéka prirozenéji popsat vyuzitim sférickych souradnic, kdy pozice objektu je dana
nasledujicim vektorem

B = |p (9.1.2)

kde A znaci zemépisnou délku (v angli¢tiné oznacovanou pojmem ,longitude“), ¢ znaci
zemépisnou §irku (v angli¢tiné ozna¢ovanou pojmem ,latitude“) a h je nadmoiské vyska
(v angli¢tiné oznacovand pojmem altitude®). Prvni dvé veli¢iny jsou tak uddvéiny
ve stupnich a posledni veli¢ina v metrech. Prepocet mezi sférickymi a kartézskymi
soufadnicemi je pomérné jednoduchy, avSak konkrétni vztahy zavisi na zvoleném refe-
ren¢nim elipsoidu, ktery definuje vysku mote. Jako piiklad muzeme uvést model elipsoidu
WGS84 (z anglického ,World Geodetic System 1984%), ktery vyuziva i satelitni systém
GPS. Konkrétni vztahy pro prepocet soufadnic lze najit napi. v [103].

Na druhou stranu, jiné veli¢iny pouzivané v navrhu naviga¢niho systému jsou vztazeny k vice
soufadnym soustavam. Jako piiklad veli¢iny vztazené ke tiem soufadnym soustavam zde
muzeme uvést dalsi souc¢ast navigacni informace, kterou je rychlost.

e Rychlost objektu je charakterizovana nésledujicim vektorem?
N
N U%B’I
UEB - UEB,y (913)
N
VEB,»

kde pouzité znaceni popisuje rychlost objektu (resp. B-frame) vuéi povrchu zemé (resp.
E-frame) tak, jak se jevi pozorovateli v lokdlnim navigatnim souradném systému (tj.
v N-frame). Naviga¢ni soufadny systém je pro vyjadfeni rychlosti objektu pro ¢lovéka
prirozeny. Jednotlivé slozky vektoru rychlosti UEB (9.1.3) jsou typicky uddvany v metrech
za sekundu.

Podotknéme, ze horni index oznacuje souradny systém, ve kterém je veli¢ina vyjadfena.
Tento systém se oznacuje jako referen¢ni systém dané veliciny.

Posledni slozka navigacni informace je orientace objektu, kterd je vztazena ke dvéma souradnym
soustavam udavéa orientaci souradného systému objektu (tj. B-frame) vuci lokdlnimu na-
vigaénimu systému (tj. N-frame).

e Orientace objektu muze byt charakterizovana rota¢ni matici Cg. Rotacni matice je orto-
normdalni matice, pro kterou plati

Cp = (CN)" (9.1.4)
(CB)" = ( f%) (9.1.5)
cYcR =cX = (9.1.6)

4Vektor rychlosti m4 tii slozky ¢asto oznacované pismeny z znaéici severni smér ,north“, y znaéici vychodni
smér ,east* a z znacici smér dolu ,,down“. Obcas se proto muzeme v literatufe setkat i s oznac¢enim os N, E, D.
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Rotaéni matice umozni zménit referen¢ni soustavu veli¢iny, tj. vyjadiit dany vektor v jiné
soustavé. Pokud bychom napiiklad chtéli vyjadrit vektor rychlosti ’UEB (9.1.3) v souradné
soustavé objektu, tj. chtéli bychom znat rychlost tak, jak by byla vniméana ¢lovékem na
palubé objektu, pak lze pouzit nasledujici transformaci (pfesnéji rotaci)

vBy = CRvl (9.1.7)

Poznamenejme, ze vyjadreni orientace objektu rotacni matici je vhodné z teoretického
hlediska pro svoji pifehlednost a moznost pouziti béznych maticovych operaci. Z pohledu
aplika¢niho a implementa¢niho vSak rota¢ni matice nepfestavuje vhodnou volbu pro re-
prezentaci orientace a to ze dvou hlavnich duvodu:

— Matice obsahuje 9 unikdtnich prvku, ackoliv pro popis orientace objektu ve ti{ di-
menziondlnim prostoru postacuji t¥i (Eulerovy) thly.

— Vlivem numerickych chyb dochazi ke ztraté fundamentalnich vlastnosti rota¢ni matice
(9.1.4)—(9.1.6).

Misto rotacni matice lze, pii implementaci, pouzit pro vyjadieni rotace alternativni re-
prezentace jakymi napf. jsou FEulerovy ihly, kvaterniony nebo Rodriguesovy parametry.
Prepocet mezi jednotlivymi reprezentacemi orientace objektu lze najit napt. v [103], [118].

Poznédmka . V anglicky psané literatuie se norma vektoru rychlosti oznac¢uje pojmem ,speed*.

9.1.3 Stavovy model

Stavovy model pouzivany v integrovanych naviga¢nich systémech je zalozen na zakonech dyna-
miky® popisujici vjvoj v ¢ase hledané polohy, rychlosti a orientace navigovaného objektu®. Exis-
tuje mnoho modeli dynamiky, v téchto skriptech si vSak kratce predstavime diferencidlni rov-
nice popisujici vyvoj navigaén{ informace v ¢ase’, které jsou vyjadiené v navigaénim soufadném
systému [103]

”gB,N
Ry 1\gso)Jrh
VEB,E
Re(@)+h) cos(9)

_ o (9.1.8)
BB I + 98 (@, h) — (Qx + 208 vip

|Gt | CE N

SO S

kde Ry (v) a Rp(yp) reprezentuje poloméry kiivosti elipsoidu aproximujiciho tvar Zemé, gg (¢, h)
znaci vektor gravita¢niho pole, matice Q% je antisymetrickd matice vyjadiujici rotaci Zemé (tj.
systému ECEF vuéi ECI) vyjddieného v navigatnim souradném systému, tj. je funkei zemépisné
§itky, a QEN je antisymetrickd matice vyjadiujici rotaci navigacniho soufadného systému vuci
ECEF zptsobenou pohybem objektu. Matice tihlovych rychlosti Q%\]lj je tak v anglicky psané

5Dynamické zdkony popisuji dynamiku objektu v zdvislosti na jeho pFi€indch, napf. pfi danych pusobicich
sildch na objekt, je uréen jeho pohyb. Na druhou stranu, kinematické modely popisuji vztah mezi pozici, rychlost{
a ptipadné i akceleraci bez zkoumani pfi¢in pohybu.

5Trojice veli¢in pozice, rychlost a orientace je ¢asto oznacovana jako navigaéni informace.

"Explicitni zavislost na ¢ase, tj. napf. A = A(t), je v ndsledujici rovnicich vynechdna z dfivodu kompaktnosti
zapisu.
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literatuie oznaCovana pojmem ,Earth rate“ a rotace QgN jako ,transport rate®. Pfesné vztahy
pro vypocet téchto veli¢in lze najit napt. v [103].
Zbyvajici veli¢iny reprezentuji specifickou silu a thlovou rychlost

fis = CR fi} (9.1.9)
ORp = Q1 — (U — 8n) (9.1.10)

kde Q?E = CEQ%C@I , QEN = CEQ%NCE , fIBB je specifickda sila v soufadném systému ob-
jektu piimo méfend akcelerometrem (pfesnéji ortogondlné umisténou trojici akcelerometru
méfici zrychleni v kazdé ze tif os kartézského systému) a Q?B je uhlovd rychlost vyjadiena
ve formé antisymetrické matice zalozené na méfeni z gyroskopu (presnéji ze soustavy tii gyro-
skopt). Antisymetrickou matici ihlové rychlosti Q?B lze z vektoru piimo méfené 1ihlové rychlosti

B _,B B B 1T ¢
wip = [Wip 4> Wi, Win .| ziskat ze vztahu
B B
s 12 —WIB,» wl%,y
~WBy WBaz 0

Model (9.1.8)—(9.1.11) bude naprosto pfesné popisovat dynamiku navigovaného objektu za
predpokladu, ze vSechny veli¢iny jakymi jsou napf. poloméry kiivosti, vektor gravitacniho pole,
rychlost rotace Zemé, budou pfesné znamy a inercialni méteni, tj. fI% a wIBB, budou pfesnd, tj.
neovlivnéna Sumem. V redlném aplikacich vSak tento pfedpoklad neplati a namisto skutecnych
veli¢in musime pracovat s jejich odhady a namisto pfesnych méfeni s redlnymi méfenimi, které
jsou ovlivnény sumem. Proto, je dynamicky model (9.1.8) nutné psét ve forme [103], [118]

#(t) = fla(t), ult)) + w(t) (9.1.12)

V rovnici (9.1.12) z(¢t) € R™ znaci (hledany) stavovy vektor obsahujici naviga¢ni informaci, tj.,

A
@
w(t)=| h (9.1.13)
N
E

4B
kde qg je vhodné vektorové vyjadieni rotacni matice C’g , napi. vyse zminény kvaternion, u(t) €
R™ znaci (dostupny) vektor inercidlnich méfenti, tj.,

u(t) = [flﬁB} (9.1.14)

Wi

a w(t) € R™ je vektor Sumu, jehoz vlastnosti odpovidaji pouzitym aproximacim a vlastnostem
senzortl.

Prestaveny model dynamiky stavu (9.1.12) je ve formé nelinedrni diferen¢ni rovnice. Tu lze
prevést do ndm jiz zndmé diskrétni formy (4.1.1) napf. pomoci Eulerovy nebo Rungeovy-
Kuttovy metody s ohledem na periodu vzorkovani inercialnich senzoru.

Poznamka . Inercialni, a i jiné v navigaci pouzivané, senzory jsou ovlivnény nejen bilym

Sumem reprezentovanym vektorem w(t), ale i Sumem barevnym, tj. Sumem v case korelo-
vanym. Pro tento typ Sumu se vzil pojmem ,bias“. Bias senzoru se typicky odhaduje spolu
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s navigacni informaci. Je tedy nutné znat relativné presny dynamicky model biasu, ktery byva
ve formé Gaussovského-Markovského procesu. V piipadé presnéjsich inercidlnich senzoru je
vhodné modelovat i chybu modelu gravita¢niho pole jako barevnou a téz ji odhadovat [119, 118].

Pozndmka . Pripomenime, Ze nékteré estimacni techniky, napi. rozsifeny Kalmanuv filtr, jsou
zalozeny na linearizaci nelinedrni funkce ve stavovém modelu. Nabizi se tedy dvé moznosti, jak
prejit od nelinearni diferencidlni rovnice typu (9.1.12) k rovnici linedrni diferenéni pouzivané
napf. Kalmanovym filtrem, a to [120]

e nejprve model (9.1.12) diskretizovat a pak pouzit vhodnou linearizaci (napt. Tayloruv
rozvoj nebo Stirlingovu interpolaci) nebo

e nejprve model linearizovat a pak jej exaktné zdiskretizovat.

Kazdy z piistupu na své vyhody a nevyhody a je vhodny pro rozdilné aplikace.

Inercidlni méfeni v navigacénich systémech je tedy uvazovano jako vstup u(t) stavové rovnice
(9.1.12). Integrovany navigacni systém mé vSak k dispozici jesté (pfinejmensim) jeden sen-
zor, kterym je pfijimaé satelitnfho navigaéniho systému. Ten muze poskytovat bud pifmo po-
zici a rychlost navigovaného objektu nebo tzv. pseudo-vzdélenosti® mezi navigovanym objek-
tem (s nezndmou pozici) a satelity (se zndmymi pozicemi). V zavislosti na zvoleném vystupu
rozlisujeme dva zdkladni typy integrovaného navigacniho systému, a to [103, 118]:

e integrovany navigacni systém s volnou vazbou (v anglicky psané literatuie oznacované jako
sloosely coupled integrated navigation system*) a

e integrovany navigacni systém s pevnou vazbou (v anglicky psané literatufe oznacované
jako ,tightly coupled integrated navigation system*).

I presto, Zze druhy jmenovany typ navigacniho systému muze poskytovat kvalitnéjsi odhady
naviga¢éni informace, zaméiime se zde, z duvodu piehlednosti, na predstaveni prvné jmenovaného
typu integrace. Ta je zalozena na vyuziti odhadu polohy (a piipadné rychlosti) poskytované
GNSS prijimacem. Odhad polohy navigovaného objektu, ktery je poskytovan GNSS piijimacem,
muzeme chépat jako dostupné méfeni z;. Za predpokladu, ze GNSS pfijimac¢ poskytuje odhad
polohy ve formé zemépisné délky A, zemépisné sitky ¢ a nadmoiské vysky h, 1ze rovnici métreni
v Casovém okamziku k(= tj) zapsat ve formé

2L = rE(tk) + v = 7",? + g
= Hpxp + vy (9.1.15)

kde matice méfeni je
Hy, = [I3,03 5, 3] (9.1.16)
a v je Sum vyjadiujici nepfesnost v odhadu polohy GNSS prijimace.

Rovnice (9.1.12), (9.1.15) formuji stavovy model, ktery muze byt v principu pouzit pro ndvrh
integrovaného navigac¢niho systému. Vsimnéme si, Ze model je nelinedrni a tedy pro odhad
stavu (tj. navigaéni informace) musime pouzit nelinedrni estimaéni techniku.

8Kratkou diskuzi k pseudo-vzdélenostem v GNSS navigaci lze najit v prvnim dile skript v kapitole vénované
identifikaci nelinedrnich systémi.
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Poznamka . V anglicky psané literatufe z oblasti ndvrhu navigacnich systému se méfeni zp
casto nazyva pojmem ,aiding source®.

Pozndmka . Integrovany navigacni systém muze vyuzivat i jiné senzory jakymi napf. jsou baro-
metricky nebo radarovy vyskomeér, magnetometr, GNSS pfijimac s vice anténami nebo Pitotova
trubice.

9.1.4 Estimacni algoritmy a aplikace

V predchozich kapitolach skript bylo pfedstaveno velké mmnozstvi nelinedrnich estimacnich
algoritmu, které mohou byt (a typicky jsou) pouzity pro odhad navigaéni informace o objektu
[103], [118], [119], [124]. Od 70. let minulého stoleti, se vSak v oblasti letectvi pfevazné vyuziva
rozsiteny Kalmaniv filtr, ktery byl predstaven v kapitole 4.1. Pouziti rozsiteného Kalmanova
filtru v oblasti ndvrhu integrovanych naviga¢nich systému pro civilni letectvi se #idi standardem
DO-229D spravovanym instituci ,Radio Technical Commission for Aeronautics (RTCA)“ [86],
kde Ize najit detaily k implementaci a pfedevsim k validaci leteckych naviga¢nich systému.

V literatufe lze najit nepfeberné mnozstvi ¢lankl a patentu ilustrujicich navrh a kvalitu odhadu
integrovanych navigac¢nich systému v zdvislosti na dostupnych senzorech, pouzitych estimacénich
algoritmech a opera¢nich podminkdch [103], [118], [119], [121]-[124]. Napiiklad v ¢ldncich [121],
[126] 1ze najit analyzu kvality odhadu inercidlniho navigaéniho systému zalozeného na rozsireném
Kalmanové filtru na zdkladé redlnych dat pro trajektorie odpovidajici standardim pro testovani
leteckych naviga¢nich systému. Vysledky ukazuji, ze, v zdvislosti na pouzitych senzorech, lze, pro
dudlni GNSS prijimaé, ocekavat chybu odhadu pozice v fadu jednotek metru a chybu odhadu
orientace kolem pil stupné.

9.2 Terénni navigace

V predchozi ¢asti predstaveny integrovany navigacni systém je v soucasné dobé pravdépodobné
nejrozsirenéjsi navigaéni systém. Za predpokladu dostupnosti signdlu ze satelitni navigace po-
skytuje presny a konzistentni odhad naviga¢ni informace. Bohuzel, signal satelitni navigace je
velmi nachylny k ruseni, at uz

e umyslného, kdy signél je zamérné ruSen jinym zafizenim (zde se muzeme setkat s pojmy
sjamming, spoofing®) nebo

e nedmyslného, kde signdl je zcela blokovan nebo ¢asteé¢né ovlivnén napi. stromy, vy-
sokymi budovami nebo tunely (zde se muzeme setkat s pojem ,,multipath®) nebo ovlivnén
prirodnimi tkazy jako napf. solarni boufi.

Pokud je satelitni signal rusen, pak integrovany naviga¢ni systém nemauze poskytovat dostatecné
presny nebo konzistentni odhad navigacni informace. V tomto piipadé je tak nutné pouzit al-
ternativni navigacni systém, jakym je terénni navigace.

Terénni navigacni systém, v anglicky psané literatufe oznacovany pojmem ,terrain-aided navi-
gation“, je zalozZen jen na senzorech pevné spojenych s navigovanym objektem a nepiijimajici
zadny externi signal a terénni mapé. Casto pouzivané senzory v terénni navigaci tak jsou
vyskoméry, odometry nebo inercidlni senzory [99], [103], [104], [117].
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9.2.1 Stavovy model

V literatufe lze najit pomérné velké mnozstvi ptistupu k nadvrhu stavového modelu pro terénni
naviga¢ni systém. Zde si predstavime pomérné jednoduchy piistup vhodny pro automobily
zalozeny na kinematickych zdkonitostech a predpokladu linedrniho pohybu [99], [117]. Budeme
predpokladat, ze médme k dispozici dva senzory, kterymi jsou

e barometricky vyskomér poskytujici méfeni nadmorské vysky navigovaného automobilu,
e odometr poskytujici informaci o relativhim pohyb automobilu mezi dvéma méfenimi
vyskomeéru (mezi dvéma po sobé jdoucimi ¢asovymi okamziky).
Predpokladejme, ze cilem je nalézt pouze odhad horizontdlni pozice r}j a rychlosti v}j navi-

govaného objektu vyjadienych v kartézském lokdlnim soufadném systému, tj. definujme stav
xp € R™ kde n, = 4, v ¢asovém okamziku k jako

_ LN N N N T
Tk = [Tk,N’ Tk,E> Vk,N> Uk,E]

= [16, T2, T3, Ta ] (9.2.17)

Pak, na zakladé kinematickych zdkonitosti mizeme definovat nasledujici stavovy model mode-
lujici (popisujici) dynamiku vozidla

2he1 = Fyag + [OZ’:J + wy, (9.2.18)
kde matice dynamiky je
1 0 At 0
Fr = 8 (1) (1] Ag’“ (9.2.19)
00 0 1

a Aty = tpy1 — tx znadi periodu vzorkovani. Perioda vzorkovan{ se mize v ¢ase ménit. Vstupni
signdl uy, je relativni zména pozice mérend odometrem a nejistota tohoto méfeni je modelovana
stavovym Sumem wj. Poznamenejme, ze v literatufe je tento model oznacovan jako model po-
hybu s témér konstantni rychlosti (v anglicky psané literatufe jako ,nearly constant velocity
motion model*) [87].

Rovnici méreni, kterda ddva do vztahu méfenou veli¢inu z; a nezndmy stav xy, 1ze zapsat jako

2 = hi (21K, Tok) + Ok (9.2.20)

kde z; nadmotskd vyska vozidla méfend vyskomérem, hy(-) je znama vyskova mapa terénu a vy
je sum méfeni zahrnujici jak samotnou chybu méfeni vySkomeéru, tak i moznou chybu terénni
mapy. VSimnéme si, ze rovnice méreni reprezentuje mapu, kterd nam urcuje vztah mezi méfrenou
nadmoiskou vyskou a hledanou horizontalni pozici vozidla. Poznamenejme, Ze mapu terénu lze
vnimat jako nelinedrni funkci horizontalni pozice, ktera je vSak ve formé tabulky a ne analytické
funkce, jak jsme tomu byli doposud zvykli v predchazejicich kapitolach.

Rovnice (9.2.18), (9.2.20) formuji nelinedrni stavovy model, ktery muze byt v principu pouzit
pro navrh terénniho naviga¢niho systému.

Pozndmka . Kromé pouziti vyskoméru a terénni mapy, lze v literatufe najit i terénni navigaci
zalozenou na porovnédni méfeného magnetického, resp. gravitacniho vektoru s odpovidajici
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mapou magnetického, resp. gravitaéniho pole [125].

Pozndmka . Hlavni vyhodou terénniho navigacniho systému je jeho nezavislost na externé
vysilanych signalech. Avsak, terénni naviga¢ni systém bude dobfe fungovat v oblastech, kde
je ,bohaty“ terén. V mistech, kde je terén téméf nebo zcela rovny, nelze tento navigaéni systém
pouzit.

9.2.2 Estimacni algoritmy a aplikace

Piedstaveny model (9.2.18), (9.2.20) ma linedarni dynamiku, avsak ,silné“ nelinedrni funkci
v rovnici méfeni. Proto pro odhad stavu xj je vhodné pouzit globélni filtr, jakym je napiiklad
metoda bodovych mas predstavend v kapitole 7, popf. filtr s vicendsobnou linearizaci diskuto-
vany v kapitole 5.

Piiklady nédvrhu terénniho naviga¢niho systému zalozeného na metodé bodovych mas spolu
s vyhodnocenim presnosti a konzistence odhadu naviga¢ni informace na zakladé realnych i si-
mulovanych dat lze najit napt. v [117], [104]. Vysledky ukazuji, ze, v zavislosti na pfesnosti
mapy, pouzitych senzorech a variabilité krajiny, lze o¢ekdvat chybu odhadu horizontédlni pozice
okolo 20 metru.
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Kapitola 10
Zaveér

Uloha odhadu stavu na zékladé dostupnych méfeni a dalsich informaci obsazenych v modelu
systému je vyznamna nejen pro zjistovani nezndmych veli¢in, rozhodovani, monitorovani, ale
rovnéz tvoii ¢asto jadro syntézy tidicich systému. Uspéénost, ale i slozitost feSeni estimacni
tlohy jsou vyrazné urceny matematickym modelem systému, a proto modelovani a estimace
jsou tak tésné spojeny.

Charakteristickym rysem tohoto dilu skript je snaha o uceleny vyklad problému mode-
lovani a odhadu stavu stochastickych systému. Zakladnim omezenim tlohy estimace bylo 1zké
propojeni stavby modelu a zpusobu feSeni s cilem zajistit nejen analytické, ale i numerické feSeni.

Opérnym bodem pro syntézu analytickych estimacnich algoritmu byla kalmanovska filtrace. Jeji
detailni popis pro linedrni gaussovsky pfipad zahrnujici odvozeni a propojeni z bayesovskym

ramec linearity a gaussovosti.

Druhym opérnym bodem byla Magilova myslenka [41] o konetném poc¢tu moznych hodnot pa-
rametru pouzitd v adaptivnim fizeni a idea aproximovat hustoty pravdépodobnosti ndhodnych
veli¢in souc¢tem normélnich rozlozeni [48], [39]. Na tomto zdkladé byla provddéna postupné
syntéza algoritmu nelinedrni estimace pro fadu specidlnich piipadi az po nelinedrni negaus-
sovské piipady. Velmi zajimavé uplatnéni estimacnich algoritmt bylo uvedeno pro linearni
negaussovské systémy, které umoznuji prirozené modelovat prakticky vyznamné jevy jako hrubé
chyby méfeni nebo skokové zmény parametru ¢ stavu a vytvareji pfirozenou zdkladnu pro
feSeni celé skaly dalsich specidlnich tloh. Nejmarkantnéji se moznosti tohoto typu modelovani
a estimace projevuje v oblasti rozhodovani, detekce chyb, testovani hypotéz a dalsich oblastech
napf. pii adaptivnim zpracovani signalt a adaptivnim fizeni.

Jako alternativa k analytickému navrh bayesovského filtru, bylo pfedstaveno numerické reseni
Bayesovych rekurzivnich vztahu. To vedlo na metodu bodovych mas, jejiz zékladni myslenka
spoc¢iva v aproximaci hustot pravdépodobnosti po ¢astech konstantnimi hustotami.

Pozoruhodnou skutecnosti predkladanych algoritmt nelinearni filtrace je jejich pfirozend

moznost paralelni implementace, coz je, v soucasné dobé, velmi rozvijend oblast jak po strance
softwarové, tak i hardwarové.
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