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1 Popularizace matematiky - aivodem

Matematika dnes neni, jak by se mohlo na prvni pohled mylné zdat, jen nudnou védou o
Cislech, pocitani a feSeni rovnic. Naopak poskytuje zaklady pro feSeni problém( v fadé
dalSich oboru, jako jsou napfiklad informatika a vypocetni technika, fyzika, strojirenstvi, ale
také biologie, zemépis, demografie, pfedpovidani poc€asi i predikovani riznych jinych jeva.
Solidni znalost zakladti matematiky je v téchto oblastech nezbytna.

1.1 Motivace k zajmu o studium matematiky

Motivace k zajmu o studium matematiky se mize ubirat mnoha sméry. Zkusme pfiblizit
nékteré z nich a ukazme jejich prostrednictvim, pro¢ je toto studium tak dulezité.

V poslednich desetiletich velmi vzrostla potfeba kédovani a Sifrovani dat. V pfipadé
kédovani jde o zpUsob, jimz jsou pfenasSena data upravovana pro pfenosové médium tak,
aby byl pfenos co nejefektivnéjsi. Existuji zplsoby kédovani, které Castéji se vyskytujicim
fetézcim znakl pfifazuji relativné kratkou sekvenci, ¢imz dochazi k zefektivnéni pfenosu
nebo vyuziti mista v datovém ulozisti. Na druhou stranu Sifrovani je uzivano, pokud
nechceme, aby nékdo cizi "odposlouchaval" nebo Cetl nasi soukromou komunikaci nebo
nahlizel do naSeho bankovnictvi. Proto byly vyvinuty rizné druhy kédovani a Sifrovani,
pficemzZ obé tyto véci Uzce souvisi s matematikou a jsou zaloZeny na tzv. teorii Cisel.

V obecnéjsi roviné mizeme mluvit o vztahu matematiky a vypocetni techniky, ktery je
oboustranné prospésny. Na jedné strané matematika dodava potfebné znalosti, operace a
pocetni prostfedky, na nichz stavi vypocCetni technika (mUzeme to Fici i tak, ze bez
matematiky by prosté pocitace nefungovaly), na druhé strané& nékteré matematické ulohy
jsou tak naro¢né a tedy "lidskymi" zpusoby nefesitelné, takze k jejich vyfeSeni je nutné vyuzit
vypocetni techniku.

Prikladem takového vyuziti vypocetni techniky k feSeni slozitych matematickych uloh muze
byt kupfikladu pfedpovidani pocasi, kdy jsou na zakladé aktualnich vstupnich udaji a
databaze obsahujici data o vyvoji po€asi v minulosti pocitany pfedpovédni modely.



1.2 Moznosti a typy popularizace matematiky

Matematika ma na zakladnich a stfednich Skolach dosti specifickou pozici - mezi Zaky a
studenty, pomineme-li vybérové tfidy, nebyva moc oblibena, protoze ve Skolnich lavicich se
Casto setkavaji s nepifilis zivym a zajimavym vykladem a spoustou vzoreckU. | pfes tento
"hendikep" je mozné najit vhodné a pékné zpusoby, jak matematiku popularizovat.

Kromé jiz zminénych véci tykajicich se spojeni matematiky s vypocetni technikou nebo
predikci riznych jevl (kdy pfirozené vyvstava otazka, jak to ten pocita¢ vlastné déla), se daji
v dnesni dobé vyuzit mnohé zajimavé matematické nastroje, které ulehcéuji pochopeni
danych matematickych problém0. Mezi ty znaméjsi patfi programy dynamické geometrie,
jejichz prvnim svétové znamym zastupcem byla Cabri Geometry firmy Cabrilog. Pozdéji na
tyto zaklady navazaly programy GeoGebra, Cinderella, GEONEXT a dal$i. Programy maji
jednoduché ovladani a zvladaji toho leckdy i vice nez jen onu zminénou dynamickou
geometrii.
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Ukazka programu GeoGebra (zdroj: https://www.geogebra.org/)

Obdobné Ize mluvit i o programech vypocetnich nabizejicich uzivatelim Sirokou Skalu
vypocetnich prostfedka, pfi€emz v pfipadé webového prostifedi Wolfram|Alpha (dostupny na
strance www.wolframalpha.com) se jedna nejen o vypocetni, ale téz o databazovy
prostfedek. Ukazka prace s nékterym ze zminénych programu a jejich efektivni vyuziti pro
feSeni matematického problému mohou byt silnym motivaénim momentem.

Samostatnou kapitolou v popularizaci matematiky je oblast tzv. matematiky rekreaéni. Jedna
se pfedevsim o nejriznéjSi matematické hry a rébusy slouzici k procvi€eni mozkovych zavita
ve volnych chvilich. Takovym asi nejznaméjSim rébusem je celosvétové znamé sudoku,
které i pfes svuj orientalni (japonsky) nazev ma ¢aste¢né své koreny i ve Francii 19. stoleti.
Existuji v8ak i dalSi vice ¢i méné podobné rébusy, mezi nimiz miZzeme jmenovat kakuro,
nurikabe nebo fillomino.


http://www.wolframalpha.com/
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Ukazka zadani fillomina (zdroj: © 2005 Adam R. Wood, licencovano jako GFDL)

1.3 Moznosti ziskavani informaci z nejnovéjSich védeckych vyzkumu

V sou€asné dobé nelze fici, Ze by se pfimo v matematice samotné objevovaly nové
poznatky. Toto obdobi vyvoje matematiky jiz spada do historie nejpozdéji 19. stoleti. V
obecné roviné vSak dochazi k vyvoji a ziskavani novych poznatku v oblastech s matematikou
uzce spojenych, pfedevsim v jejim rizném aplikovani (pravé jiz zminéné kdédovani a
Sifrovani, vyvoj novych algoritm( a postupu ap.). Z toho téz vyplyva, Ze takto ziskané
vysledky se kromé matematickych ¢asopisu (na ¢eském trhu napfiklad ¢asopisyMatematika-
fyzika-informatika - Casopis je dostupny v elektronické verzi zde, Ucitel matematiky atd.)
vyskytuji v Sirokém spektru asopisu vénovanych dalSim obordm.

Zdroj obrazku: commons.wikimedia.org, volné dilo


http://www.mfi.upol.cz/index.php/mfi

2 Naméty pro aktivity zajmového krouzku
2.1 Naméty aktivit pro popularizaci matematiky
Reseni jednoduchych optimalizaénich tuloh pomoci softwaru dynamické geometrie

Jednoduché optimaliza¢ni ulohy zadavané vétsinou jako ulohy slovni Ize dosti Casto vhodné
fesit pouzitim grafické metody, resp. tuto metodu vyuzit ke zjednoduSeni komplikovaného
pocetniho feseni. Oproti klasickému "statickému" znazornéni nacrtkem na papire Ize
uspésné postavit nékteré nastroje dynamické geometrie, pfedevsim aplikaci GeoGebra (pro
nekomeréni uziti zdarma dostupna na strance http://www.geogebra.org), v niz uzivatel mize
nejen konstruovat geometrické objekty, pracovat s geometrickymi zobrazenimi &i napfiklad
vySetfovat prabéhy funkci, ale vyuzivat ji i zpusoby, které u dalSich programi dynamické
geometrie nejsou mozné. V pripadé feseni jednoduchych optimalizacnich uloh je tak mozné
vytvofit nazorny interaktivni nacrt zadané situace a zkoumat zmény, které nastanou pfi
zméné vstupnich parametra.

Priklad (Rozvoz mléka): MIéko z mlékarenskych zavodl ve méstech A a B se vozi také do
mést R, S a T. Denné se mlze z A dodat 250 prepravek s mliékem a z B 350. Denné je
potieba dodat 150 pfepravek do R, 240 prepravek do S a 210 pfepravek do T. Naleznéte

mlékarenského zavodu do mista prodeje jsou v tabulce.

cenav € R S T
A 4 3 5
B 5 6 4

Reseni: Hledani optimalizovaného vystupu v zasadé odpovida nalezeni extrému (minima)
funkce vice proménnych v oblasti omezené danymi podminkami. V nasem pfipadé je nejprve
nutné volit dvé neznamé x a y udavajici pocty pifepravek dopravenychzAdoRazBdo R a
pocty zbyvajicich prepravek vyjadfit podle podminek uvedenych v zadani.

pocCty pfepravek R S T
A X y 250 -x-y
B 150-x | 240-y | x+y-40

Z obou tabulek je nasledné mozné konstruovat tzv. ucelovou funkci, ktera vypovida o
vystupni hodnoté nakladd na prepravu f(X, y) = 4x + 3y + 5-(250 - x - y) + 5:(150 - x) + 6-(240
-y) +4-(x +y-40), po uprave f(x, y) = -2x - 4y + 3280. Podminky pro omezeni oblasti pak
také vychazi z vyjadreni v tabulce: x 20, x <150,y 20,y <240, x +y < 250, x + y =2 40.
Zanesené do soustavy soufadnic v programu GeoGebra jsou vidét na obrazku, kde tvofi n-
uhelnik.


http://www.geogebra.org/cms/

N

Cena dopravy je 2680 £
200

150

Grafické znazornéni podminek (obrazek viastni tvorby)

Na tento n-uhelnik lze v programu umistit bod, tfeba bod A, a téz textové pole, do néhoz
bude vypisovana funkéni hodnota uéelové funkce pro pfislusné soufadnice x a y bodu A.
Zménou polohy bodu A je dosazeno zmeény funkéni hodnoty a jeho posunovanim ve
vymezené oblasti je mozné experimentalné odhalit, kde nabyde funkce f(x, y) své minimum.
Interaktivni figura odpovidajici zadani pfikladu je k nalezeni v sekci Multimédia k badatelské
aktivité.

Hodnoty soufadnic x a y bodu A pak budou ¢asti hledaného fe$eni zadané ulohy. V naSem
pfipadé nalezneme minimum ucelové funkce ve vrcholu n-uhelniku o souradnicich [10; 240],
nasledné je mozné dopocitat i zbyvajici neznamée.

Tabulka s optimalizovanym rozpisem rozvozu prepravek vypada nasledovné:

pocCty pfepravek R S T
A 10 240 0
B 140 0 210

prepraveno 10 prepravek, z Ado S 240,zB do R 140 azB do T 210 pfepravek.

Obdobnymi zpUsoby Ize samoziejmé fesit i dalSi jednoduché optimalizacni ulohy, pro
ilustraci uvadime néktera dal$i zadani podobnych prikladu:

Priklad (Tovarni hala): V tovarni hale je instalovano 60 stroja typu | a 40 stroju typu II,
podnik v8ak muze ziskat na praci ve druhé sméné nejvyse 80 délnik(. Na kazdém stroji typu
| vyrobi déInik za sménu nejvySe 200 kusu vyrobku A, na kazdém stroji typu Il nejvySe 300
kusU vyrobku B. Plan pozaduje vyrobit aspori 12.000 kusu celkem za sménu. Kazdy stroj |
ma hodinovy pfikon 5 kW, kazdy stroj Il ma hodinovy pfikon 15 kW, pro celou halu je limit


https://phix.zcu.cz/moodle/mod/book/view.php?id=50740&chapterid=8329
https://phix.zcu.cz/moodle/mod/book/view.php?id=50740&chapterid=8329

750 kW. P¥i kterém rozdeéleni délniku ke strojum typu | a Il dosahne druha sména
maximalniho Cistého zisku pro podnik, jestlize z jednoho kusu vyrobku A je zisk 80 euro a z
jednoho kusu vyrobku B je zisk 100 euro?

Priklad (Osevni plocha): Na celkové vymére maximalné 10 hektarll se ma péstovat pSenice
a cukrovka tak, aby trzni produkce byla co nejvétsi. PSenice se z agrotechnickych divodu
nesmi péstovat na vice nez 4 hektarech. Jako Cinitele vyroby uvazujeme jen pocet
pracovnich hodin, pfiemz zdrojem vyroby je celkovy poCet pracovnich hodin v jednotlivych
mésicich Spi¢kovych praci, které jsou uvedeny v tabulce.

potieba .
pracovnich mozny pocet
hodin na 1 pSenice | cukrovka | pracovnich
hektar hodin
v kvétnu 1 5 18
v éervnu 0 1 5
v ¢ervenci 5 2 21
trzni
produkce z 1
L 4
ha v tisicich 6
euro

Priklad (Krmna smés): Z krmnych surovin A a B je tfeba namichat néjaké mnozstvi krmné
smési tak, aby byly splnény tfi Zivinové poZadavky P, Q a R a aby smés byla co nejlevnégjsi.
Udaje potfebné k vypoétu jsou v tabulce.

obsah zivin P,

1k
QRvikg P QR S
suroviny A, B y
A S0 6049 250 15 euro
g g
B 75 200 100 10 euro

poZadavek na 900 | 1200 | 2000
obsah zivin g g g




Priklad (Fotoaparaty): Zavod na vyrobu fotoaparatt vyrabi dva druhy A a B. Velkoobchodni
cena aparatu A je 1000 euro, fotoaparatu B 500 euro. Jestlize odeéteme od téchto cen
vlastni naklady spojené s vyrobou kazdého kusu fotoaparatu (pro A je to 600 euro, pro B 200
euro), muzeme fici, Zze Cisty zisk podniku za jeden fotoaparat A je 400 euro, za fotoaparat B
300 euro. Kapacitu dilen vyjadfenou v poctu kusu vyrobkd A a B zhotovenych za kvartal
vyjadfuje tabulka. Je tfeba zjistit, kolik fotoaparatu A a kolik fotoaparatt B za kvartal ma
zavod vyrobit, aby byl zisk maximalni. (Pfedpokladame, Ze zavod neni pfi vyrobé fotoaparat(
vazan zadnym planem, pokud jde o pocet kusu jednotlivych typl vyrobku.)

kapacita kapacita
dilny za dilny za
Cislo Wrobni napl kvartal pfi kvartal pfi
dilny | Y PN Wyrobs vyrobé
fotoaparatu | fotoaparatu
A B
vyroba
1 soucastek pro | 100 -
typ A
vyroba
2 soucastek pro | - 200
typ B
montaz
3 mechanickych | 100 150
dilcu
4 moptaZJemne 100 200
optiky
5 | konecna 150 100
montaz
6 zkuSebna 200 200




Metodicky list pro badatelskou aktivitu

Téma

Grafické feSeni jednoduchych optimaliza¢nich uloh

Tematicky celek

Slovni ulohy

Motivaéni ramec
aktivity

Planovani napfiklad firemni vyroby nebo rozvozu vyrobku je jednim z
dtlezitych obvétvi obchodu. Zaci se pfi feseni jednoduchych
optimalizagnich uloh dostavaji do role téchto manazerd optimalizatord
odpovédnych za zvySeni zisku &i naopak za snizeni nakladu.

Pocet zaku 10-15
Vék zaku 13+
Pomacky Pocitac, pfislusné softwarové vybaveni

Struény popis
aktivity s
vyuzitim
pristroje

Experimentalni hledani feSeni jednoduchych optimalizaénich uloh
pomoci programu dynamické geometrie GeoGebra

Vhodné misto

Pocditacdova ucebna

Z&ci budou schopni zvladnout jednoduché tkony tykajici se prace s
programem GeoGebra (potazmo i s jinymi programy dynamické

Cile aktivity geometrie), pochopit souvislost mezi vstupnimi parametry a ménici se
hodnotou vystupu, nalézt alespoi pfiblizné spravné vstupni hodnoty pro
dany hledany vystup, feSit jednoduché optimalizacni ulohy.

D Kompetence k feSeni problému, komunikativni, pracovni,...

kompetence

Pfedchozi Aktivita navazuje na feSeni slovnich uloh, praci s funkcemi a

znalosti geometrickymi objekty.

Mezipfedmétove
vztahy

Informatika, Clovék a svét

Casovy plan

Faze &innosti s Metody a formy, motivace




pristrojem

frontalni: nastinéni situace - nutnost nalezeni
optimalniho zplisobu rozvozu mléka, aby se
0-15 - uSetfilo

skupinova: hledani vhodného zplsobu zapisu a
vyjadfeni zadanych informaci

grafické vyjadreni frontalni: grafické zpracovani zadani ulohy v
15-25 zadanych podminek pocitadi, interpretace podminek, zavedeni bodu,
a dalSich informaci s nimz se bude experimetovat

, , frontalni s dialogem: nalezeni extrému,
nalezeni extrému a

25-30 tegent interpretace zjisténych skutecnosti, sestrojeni
zavéru

individualni &i skupinova (v malych skupinach, ve
dvojicich): experimetovani zakl s dalSim
zadanym pfikladem jednoduché optimalizace

samostatna prace s
programem

30-45

Hodnoceni neprovadéno, pfipadné provadéno jen okrajové v zavislosti
Hodnoceni na zapojeni do diskuze o hledaném fes$eni a na zakladé zvladnuti prace s
programem dynamické geometrie.

DalSi prace s programem dynamické geometrie, napfiklad grafické

Navaznosti Y I
feSeni slovnich uloh o pohybu.

Multimédia k badatelské aktivité

Interaktivni geometricka figura k pfikladu jednoduché optimalizacni ulohy je ke staZeni zde.
K jejimu spusténi je nutné mit nainstalovanou a aktualizovanou Javu a program GeoGebra.

ViyznaCena modra oblast (n-thelnik) je oblasti roviny omezenou podminkami vychazejicimi
ze zadani slovni tlohy. Bodem A, ktery je k n-thelniku prichycen, Ize pohybovat a v
zavislosti na jeho poloze (a tedy zméné jeho sourfadnic v roviné) se méni hodnota ucelové
funkce odpovidajici cené. Posunutim bodu do nékterého z vrcholt n-thelniku Ize objevit
minimum (nebo také maximum) tcelové funkce, a tedy i optimalni rozdéleni pfevazenych
pfepravek.



https://phix.zcu.cz/moodle/pluginfile.php/119028/mod_book/chapter/8329/JO%C3%9A%20-%20ml%C3%A9ko.ggb
http://java.com/en/
http://www.geogebra.org/cms/

Izoperimetrické ulohy (do 45 min)

Nékolika pokusy provedenymi fyzicky i vypocCtem jsou studenti motivovani k seznameni se s
typem uloh, v nichz se pozaduje nalezeni hodnot ¢i kfivek poskytujici maximalni i minimalni
hodnotu funkce pfi zadanych podminkach. Izoperimetrické ulohy jsou zakladnim typem uloh
variaéniho poctu. Variaéni pocet ma Siroké uplatnéni ve fyzice zejména s ohledem na nazor,
ze fyzikalni déje probihaiji tak, ze splfiuji néjakou extremaini tlohu. (Napf. nejkratsi draha
svételného paprsku pfi prachodu riznymi prostfedimi, tloha o brachystochroné - o nalezeni
drahy hmotného bodu spojujici dva body ve svislé roviné tak, aby se hmotny bod z
vychoziho do koncového bodu pohyboval pouze vlivem gravitace a zvladl to za nejkratsi
mozny Cas atd.).

Ukol 1. Pomoci fetizku nebo snadno ohybatelného dratu vymodeluj pét riznych trojuhelnika
na Ctvercoveé siti. Uzitim Ctvercove sité urci pfiblizné jejich obsah.

Ktery z trojuhelniki ma nejvétsi obsah? Porovnej své vysledky s ostatnimi a charakterizu;j
trojuhelnik s nejvétsSim obsahem, kterého bylo ve skupiné dosazeno.
-> Cim se trojuhelnik vice bliZi rovnostrannému trojuhelniku, tim ma vétsi obsah.

Ktery z trojuhelnik( ma nejvétsi obvod?
-> VSechny trojuhelniky maji stejny obvod dany rozmérem dratu nebo fetizku.

Ma tedy smysl uvazovat o rovinnych utvarech, které maiji pfi daném obvodu nejvétsi
obsah. To je zaklad tzv. izoperimetrickych uloh.

Izoperimetricka uloha

Slovo ,izoperimetricky“ vzniklo sloZzenim ze slov ,isos" a ,perimetreo”. Slovo ,isos® pochazi
Z fectiny a v prekladu znamena ,stejny“. Na zakladé svych znalosti angli¢tiny (perimeter -
obvod) snadno uhadne$ vyznam druhého slova feckého plavodu. Izoperimetrické ulohy se v
uzsim smyslu zabyvaji utvary se stejnym obvodem.

Ukol 2. Dokaze$ odhalit, ktery z pravothelnikd se stejnym obvodem ma nejvétsi obsah?
Muze$ opét vyuzit fetizek nebo dratek a ¢tvercovou sit.
-> Pfi daném obvodu ma nejvétsi obsah ze vSech pravouhelnik( Ctverec.

O moudrosti véel

Pappos Alexandrijsky napsal nékdy ve 4. stol. n. |. ve své praci Synagogé v 5. knize
nazvané O moudrosti véel.

VEely znaji skuteCnost, ktera je pro né uzitecna, a to, Ze Sestiuhelnik je vétsi nez Ctverec a
trojuhelnik a Ze se do néj vejde vice medu pfi stejném vydeji materialu na postaveni plastve.

Ukol 3. Odhadni, ktery rovinny ttvar ma p¥i daném obvodu maximalni obsah. Napovéda:
Zvysuj pocet stran konvexnich mnohouhelnik( vytvarenych z fetizku nebo dratu.

-> [ntuitivné tuSime to, co napsal jiz Pappos, Ze ze v8ech rovinnych utvarl se stejnym
obvodem je vétsi vzdy ten, ktery ma vétsi pocet Ghll, a nejvétsi z nich je kruh jako pripad
"nekonecnéuhelniku".

Pro¢ ma kruh nejvétsi obsah pfi daném obvodu? (Dikaz proveden podle [1].)

(a) Predné rovinny utvar daného obvodu a maximalniho obsahu musi byt konvexni.

Pokud by rovinny utvar nebyl konvexni, Ize na ném vhodné zvolit dvojice bodl X3, Y1, X, Yo,
... tak, Ze vSechny vnitfni body useek X;Y1, X,Y, ... nenalezi utvaru. Zobrazime-li oblasti
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mezi useckami X;1Y1, X,Y5, ... a hranici nekonvexniho Utvaru v osové soumérnosti s
useCkami X1Y1, X,Y,, ..., dostaneme atvar, ktery ma stejny obvod, ale vétsi obsah, viz
obrazek.

x

Obr. 1 - vytvofen pomoci programu GeoGebra, Zdroj: vlastni tvorba

(b) Rozdéluji-li dva body A, D obvod utvaru na polovinu, pak v rovinném utvaru daného
obvodu a maximalniho obsahu usecka AD déli utvar na dva utvary stejného obsahu.

Pokud by rovinny utvar popsanou vlastnost nemél, pak by bylo mozno v osové soumérnosti s
osou AD zobrazit ¢ast utvaru s vétSim obsahem do poloroviny s ¢asti utvaru mensiho
obsahu, viz obrazek. Na obrazku je Sestiuhelnik ABCDFE rozdélen na Ctyfuhelniky ADCB a
ADFE se stejnymi obvody, ale riiznymi obsahy. Sestithelnik AEFDF'E' méa zjevné vétsi
obsah, nebot’ ¢tyfuhelnik A'D'F'E', ktery je obrazem &tyfuhelniku AEFD v osové soumérnosti
s osou AD, ma vétsi obsah nez &tyfuhelnik ADCB.

Obsah ¢tyfahelniku AD'FE' = 13.33

\ 253

Obsah &tyfuhelniku ADCB = 11.44.

Obsah ¢tyfuhelniku ADFE = 13.33

Obr. 2 - vytvofen pomoci programu GeoGebra, Zdroj: vlastni tvorba

11



(c) Zbyva ukazat, ze ze vSech kfivek dané délky a s koncovymi body A, D na pevné dané
pfimce uzavira s Usec¢kou AD nejvétsi plochu pulkruznice. Dukaz Ize najit napf. v [1].

Ukol 4. Ktery rovinny ttvar s danym obsahem méa nejmensi obvod?

-> Je to opét kruh.

Pokud by to nebyl kruh K, ale néjaky utvar U, pak by pro jejich obsahy platilo Sk = Sy a pro
jejich obvody ok > oy. Vezméme kruh K', ktery ma obvod oy. Kruh s mensim obvodem ma
mensi obsah, proto Sy < Sk = Sy. Na druhou stranu pfi daném obvodu oy ma nejvétsi obsah
kruh, tedy Sk > Sy = Sk. To vede ke sporu a k tomu, zZe predpoklad existence utvaru U se
stejnym obsahem, jako ma kruh K, a obvodem mens$im, nez je obvod kruhu, nebyl spravny.
Pokud bychom naopak védéli, Ze rovinnym utvarem s danym obsahem a nejmensim
moznym obvodem je kruh, pak by Slo ukazat, ze pfi daném obvodu ma kruh nejvétsi obsah.
Opét, pokud by pfi daném obvodu nemél nejvétSi obsah kruhu K, ale néjaky utvar U, pak by
pro jejich obvody platilo ox = oy a pro jejich obsahy Sk < Sy. Vezméme kruh K', ktery ma
obsahSy, tj. Sk= Sy. Kruh s vétSim obsahem ma vétsi i obvod, proto o > ok = oy. Na druhou
stranu pfi daném obsahu Sy ma nejmensi obvod kruh, tedy oy < oy = 0k, coZ vede ke sporu a
nekonstruktivnimu potvrzeni neexistence daného utvaru U.

Ekvivalentnost dvou tvrzeni o kruhu

Ukazali jsme, Ze tvrzeni o tom, Ze kruh je rovinny utvar, ktery ma pfi daném obvodu nejvétsi
obsah, je ekvivalentni s tvrzenim, Ze kruh je rovinny utvar, ktery ma pfi daném obsahu
nejmensi obvod.

Ukol 5. Vymysli analogickou tlohu k tkolu 3 v prostoru a jeji feseni.

-> Ktery prostorovy utvar ma pfi daném povrchu nejvétsi objem? Ktery prostorovy utvar ma
pfi daném objemu nejmensi povrch?

K analogické uvaze oCekavame analogicky utvar jako FeSeni, tim je v tomto pfipadé koule.

Res$me nyni dlohy v prostoru, v nichZ se za danych podminek ma najit maximalni objem
nebo minimalni povrch.

Ukol 6. Ze &tvercového kousku pozinkovaného plechu o strané a = 15 cm se ma vyrobit
nadoba se ¢tvercovym dnem shora oteviena. Jaky nejvétsi objem muize mit

nadoba? (Zadani ulohy pfevzato z [3], str. 312.)

Zkus FeSit ulohu experimentalné - tvor rizné nadoby s vyuzitim &tverce vystfizeného ze
CtvereCkovaného papiru. Objemy takovych nadob se snadno vypoctou.

-> Ma-li mit nadoba ¢tvercoveé dno a maximalni objem, musi byt stfed Ctverce, ktery
reprezentuje dno, shodny se stfedem &tverce - pozinkovaného plechu. Jinak by bo¢ni stény
ve tvaru obdélniku nemély stejné rozméry. Oznaéme hledanou délku hrany podstavy x,
potom podstavu tvofi ¢tverec s rozmérem x a bocni stény obdélniky s rozmeéry x a 72.(a-x).

12



Obr. 3 - vytvofen pomoci programu GeoGebra, Zdroj: vlastni tvorba

Pro objem nadoby se &tvercovou podstavou pfi daném oznadeni plati:

V = X2 %.(a-X).

Ukolem je najit hodnotu x, pro niz je V maximaini.

(1) Ti, kdoz znaji diferencialni pocet, si s ulohou snadno poradi. Vypocet prvni derivace vede
k jedinému smysluplnému stacionarnimu bodu x = 2a/3 a vypoctem druhé derivace se ovéfi,
Ze jde skute¢né o bod, v némz V dosahuje maximalni hodnoty, a to V = (2a/3)?.%.(a-2a/3) =
2a%/27.

(2) Nejvétsi objem vSak Ize najit i elementarnim zplsobem - FeSenim nerovnice s
parametrem. Jako parametr volime napf. m - maximalni hodnota objemu. Pak pro kazdé
pfipustné x plati:

X2 Ye.(a-x) < m

Hledame takovou hodnotu parametru m, aby pfedchozi rovnice méla feSeni pro libovolné
pfipustné x. Vzhledem k technické naro&nosti tohoto postupu, zvolime postup popsany v
bodé (3).

(3) V tomto postupu vyuzijeme nerovnost mezi aritmetickym a geometrickym priimérem (AG-
nerovnost),

Ill +’ﬂ.2 +"'+ﬂu

a0y ..ay <
pro n = 3, tj. ve tvaru

; ay +as +a
R T 1 2 3
al‘az'HSET

Funkci V = x%.%.(a-x) |ze psat téz ve tvaru V = x.x.(%2.a - ¥2.x). Jeji maximum nastane ve
stejném bodé x, i kdyz ji vynasobime 4. (CtyFmi nasobime z toho ddvodu, aby se v souétu
Ciniteld vyloucila neznama x, viz nize.) Hledejme proto maximum funkce

4V = x.x.(2a - 2x)

Ta je pro vyuziti AG-nerovnosti vhodnéj$i nez puvodni, protoze soucet Cinitelt v jejim
pfedpisu je roven konstanté, x + x + (2a - 2x) = 2a. S vyuzitim AG-nerovnosti pron = 3
dostavame

n

13



2a
Vrx.(2a —2x) < 3

a odtud je po umocnéni na treti
4V = x.x.(2a - 2x) < (8/27)a°
V = xx.%.(a-x) < (2/27)a°

Maximalni hodnota objemu je tedy 2a*27. Této hodnoty objem dosahne jen tehdy, kdyz v
AG-nerovnosti nastane rovnost. Vyrazy na obou stranach AG-nerovnosti se rovnaji, pokud
a;= a, = asz. V naSem pfipadé tedy x = x = 2a - 2x. Posledni vztah vede k hodnoté x = 2a/3.
Pro a = 15 cm bude mit nadoba maximalni objem, zvolime-li jeji podstavnou hranu x = 10cm.
Objem nadoby bude 250 cm?.

(4) Ti, ktefi davaji pfrednost feSeni s vyuzitim pocitace, mohou pfibliznou hodnotu
maximalniho objemu V i hodnotu x ur&it pomoci funkce "Resitel" v aplikaci Microsoft Excel.
Je-li k dispozici dokonce program Mathematica, mizeme vyuzit vestavénych funkci pro
feSeni postupem (1) nebo (2).

Ukol 7. Pri jaké vzajemné poloze Usecky AB, |AB| = |, a osy o, kolem které tsecka rotuje, ma
vzniklé rotacni téleso minimalni obsah plasté za podminky, Ze aspon jeden bod usecky je od
osy o vzdalen pravér, /2 <r<1?

-> Rozmysleme nejprve, jaka télesa mohou vzniknout rotaci use¢ky AB kolem osy o.

Obr. 4 - vytvofeny pomoci programu GeoGebra, Zdroj: vlastni tvorba

I. Je-li useCka AB rovnobézna s osou o, kolem niz se otaci, pak rotaci vznikne plast valce s
polomérem odpovidajicim vzdalenosti useCky AB od osy a s vyskou, ktera je rovna délce
useCky AB, viz obrazek. PIast Ize rozvinout do obdélniku s rozméry |AB| = | a o = 21T, proto
je obsah plasté

Sp| = 2711,

II. Je-li useCka AB rGznobézna s osou o tak, Ze s ni ma spole€ny jeden z krajnich bodd,
vznikne jeji rotaci kolem osy o plast kuzele s kruhovou podstavou o poloméru r a s vyskou
V(I? - r?), viz obrazek. Plast kuzele tvoFi kruhova vyses, ktera vznikla z kruhu o poloméru |AB|
= |. Obsah plasté je roven

Sp| = T7rl.

IIl. Pokud je AB opét riznobézna s osou o jako v pfipadé Il., ale nema s osou zadny
spoleény bod, vytvofi rotujici Usecka plast komolého kuzele. ProtozZe jeden z krajnich bodd,
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napf. bod A, je od osy o vzdalen r, je krajni bod B od osy vzdalen p, kde bud p > r (viz
obrazek), nebo p < r (bez obrazku). Obsah plasté komolého kuzele s podstavami o
polomérech r a p mizeme vypocitat z prfedpisu

Spi = T11(r + p)l.

IV. Use¢ka AB mUzZe byt s osou o riiznobé&zna také tak, Ze s ni ma spoleény jeden bod. V
takovém pfipadé vzniknou dva plasté kuzelu Ky, K, se spole¢nym vrcholem, tj. plast
dvojkuzele. Vzhledem k podmince, Ze aspon jeden bod usecky je od osy o vzdalen aspornir,
ma jeden z kuzell, napf. K,, polomér r. Rozméry K; uréime v zavislosti na délce strany
kuzele K, kterou oznaéme x. Délka strany K; je |-x. Kuzely jsou podobné s koeficientem
podobnosti danym pomérem jejich stran, tj. (I-x):x. Proto je polomér K; roven r.(I-x):x. Obsah
plasté, ktery vznikne rotaci Usecky riznobézné s osou, ktera s ni ma jeden spole¢ny bod, je
dan predpisem

Spi = 1rx +17r(1-X). (I-X):X,
coz lze upravit na tvar

Spi = TIr[2x - 21 + FP/X].

« Z vyvozenych vztahu je zfejmé usporadani prvnich tfi téles podle obsahu plasté: valec,
komoly kuzel, kuzel pro p <r, resp. komoly kuzel, valec, kuzel pro p > r, kde p je vzdalenost
bodu B od osy. Zda je plast dvojkuzele pro néjaké vhodné x mensi nez plast kuzele a pro
jaké x to pfipadné nastane, zjistime vypoc¢tem.

» ZapiSme podminku, Ze obsah plasté dvojkuzele je mensi nez obsah plasté kuzele,
nerovnici:
mr[2x - 21 + P/x] < 1l
Jednoduchymi upravami dospéjeme k nerovnici
2x*-3Ix + ° <0,
kterou Ize napsat v souc€inovém tvaru:
2x-h(x-N)<0

Resenim nerovnice jsou v8echna x vétsi nez I/2 a mensi nez |. Zvolime-li stranu x kuZele
K, s polomérem r v rozmezi od 1/2 do |, bude obsah plasté dvojkuzele mensi nez obsah
plasté kuzele. Pro x = 1/2 a x = | dostaneme rovnost obsaht plasta. Pro x = | je to evidentni,
protoze v takovém pfipadé je dvojkuzel pouze kuzelem. Pro x = I/2 ziskavame elementarni
poznatek, Zze obsah plasté kuzele se stranou | je stejny jako soucet obsaht plastd dvou
stejnych kuzelu s polovi¢nimi stranami a stejnym polomérem.

» Ma tedy smysil zjistit, pro kterou hodnotu x je S, obsah plasté dvojkuzele, nejmensi. Opét
se nabizi nékolik moznosti, jak zjistit minimum, v zavislosti na znalostech a technickych
podminkach.

(1) Uzitim diferencialniho poctu. Po zderivovani funkce S, podle x Ize stacionarni bod urcit z
rovnice TTr[2 - I%/x%] = 0. Obsah plaété je tedy nejmensi, kdyz x = 1.42/2, tj. kdyz vrchol
dvojkuzele rozdéli use¢ku AB v poméru 1:v2.

(2) Elementarni postup vede k diskusi feSeni nerovnice s parametrem S, =2 m, tj.

2% - 21 + P/x] = m,
kde m je minimialni obsah plasté dvojkuzele. Zjistime z ni, pro které hodnoty parametru m
ma nerovnice za feSeni libovolné x vétsi nez I/2 a mensi nez |, coz jsou viechna x, ktera nas
zajimaji. Pfedchozi nerovnici upravime na kvadratickou nerovnici
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X2 - X[l + m/(2Tmr)] + 272 = 0,
a nasledné doplnénim na ¢tverec na nerovnici
{x - [I/2 + m/(41mr)] ¥ + P12 - [I/2 + m/(4Tr)]* = 0.
Ta je ve tvaru X%+ A 20, o kterém vime, Ze ma za feseni libovolné X, kdyz A = 0. Proto ma
pfedchozi nerovnice za feSeni libovolné x pro
1?12 - [I/2 + m/(4Tm)]* 2 0,
tj. pro
1’12 = [I/2 + m/(4Tr)]*
Protoze I, m, T, r jsou kladna Cisla, je uvedena nerovnice ekvivalentni s nerovnici
IN2 = 1/2 + m/(4Tr).
Po jednoduchych upravach je
2mrl(v2 - 1) = m,
a tedy Sy = 2mrl(V2 - 1) je nejmensi obsah plasté dvojkuZele v souladu se zjisténim z bodu

().

(3) Stejné jako v ukolu 6 Ize i nyni pro nalezeni extrému vyuzit nerovnost mezi aritmetickym
a geometrickym primérem. Tentokrat vyuZijeme AG-nerovnost pro n = 2 na soudet 2x + I9/x,
ktery se objevuje v pfedpisu pro vypocet obsahu plasté dvojkuzele. Pro aritmeticky primér
vyraz( 2x a I%/x plati:

[2x + PP/x)/2 = \[(2x).(P/X)].
Obé strany nerovnosti vynasobime 2, odecteme od nich 2| a vysledek vynasobime tir. Tim
dostaneme

2% - 21 + ?/x] = mr.2l. (V2 - 1),
tedy podminku pro nejmensi mozny obsah plasté dvojkuzele.

(4) Ukazme, jak by se minimum naslo pomoci funkci dostupnych v Excelu a v programu
Mathematica.

A. Funkce "Resitel" v Excelu umi najit hodnotu vyrazu, ktera se rovna zadané hodnoté anebo
je minimalni ¢i maximaini, pfi zméné nékterych ¢lend zkoumaného vyrazu. Zadejme v sesité
hodnoty tak, jak je vidét na obrazku. V burice s minimalnim obsahem plasté je zadan predpis
pro vypocet obsahu plasté dvojkuzele, ktery budeme minimalizovat. Délka strany AB byla
stanovena pevné jako 2, polomér r jako 1,5, délka strany x vétSiho kuzele jako 1,75, protoze
Excel umi pocitat jen s konkrétnimi €isly, nikoli s promé&nnymi.
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Sesitl - Microsoft §

: —J/ Domd Viozent RozioZeni stranky Vzorce Data Revize Zobrazeni
Lot QX -eaer s 2eeaes) — _
A B Be o E
1 minimalni obsah plasté
2 délka tseeky | 2|=B4*B3*(2*B5-2*B2+B272/B5)|
3 polomér dvojkuzele r 1,5
p 4 konstanta pi 3,141592654
5 délka strany x 1,75
6
7
8

Obr. 5 - vytvofeno pomoci programu MS Excel, Zdroj: vlastni tvorba

Nyni volbou Data -> Resitel nastavme buriku obsahujici délku strany x jako mé&nénou, bufiku
se vzorcem pro vypocet obsahu plasté jako burfiku s pozadovanym minimem v zavislosti na x
a rovnéz zadejme dalSi omezujici podminky podle obrazku.

ALCEES. TWODU TRXIU ZOID pRROIeM e QUPKL,  Stegne

Plipojeni Sefadit 3 filsovst Datove ndstroje

'.\RK'I')( en_(umd.s:v.s‘ E _F =
G (o ] seavsa(aes 2vBaemanajes) i
A B | c D E b
minimalni obsah plasté
délka seiky | 24 8,414980322]
polomér dvojkuzele r L5
. 5 s
konstanta pi 3,141592654 | “omeoree _ -
- Nastavit burtku: fsc52] 1_'_':9_.]
délka strany x 1,75 T e e |
Ménéné buiky: b
s & (o |
Omezugf podminka: i,mb ]
::g ::gssz? y ﬁt =
$8683 >= $88 [ it
S0on0 it |
$855 <= $8§2 .| [odswant.) ———
$8855=0 | e )

Obr. 6 - vytvofeno pomoci programu MS Excel, Zdroj: vlastni tvorba

Volbou "Resit" spustime feseni, které dava minimalni hodnotu obsahu plasté pfi délce strany
x =1,4142..., viz obrazek.
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2 e fi | =B4*B3*(27B5-2782+B2"2/B5)

A B C D E F
1 minimalni obsah plasté
2 délka Usecky | 2 7,807741707|
3 polomér dvojkuzele r 1,5
4 konstanta pi 3,141592654
5 délka strany x 1,414213561 [ Vysiediy reseni ]
6 Reditel naledd konvergentni Fedeni, které sp¥iuje viechny
omezujki podménky. Zpedva

7 P Vi'skdoou“&

o gt ietent -
8 | Qbnovit plvodns hodnaty
9 (o ] [some | [ uostscénir. | [ Nipoxéss |

ey
=

Obr. 7 - vytvofeno pomoci programu MS Excel, Zdroj: vlastni tvorba

Pfi pevné dané délce rotujici usecky a vzdalenosti, kterou ma od ni mit pravé jeden bod
usecky, dosahneme minimalniho obsahu plasté dvojkuzelu, pokud bude délka strany vétsiho
kuzele pfiblizné 1,414. To je v souladu s vysledky zjisténymi dfive, nebot x:l je v tomto
pripadé také V2:2, tj. 1:v2. Excel vypodéte minimaini hodnotu obsahu plasté pro nalezené x a
pevné zvolené hodnoty. Chceme-li vysledek ve tvaru predpisu s proménnymi | a r, dosadime
ve vztahu Sy, = T1r[2x - 2| + I/x] za x hodnotu V2.

B. Mame-li k dispozici program Mathematica aspor verze 5.0 Ize ulohu vyfeSit s pouzitim
funkce Reduce, viz obrazek, nebo uzitim diferencialniho po&tu pomoci funkce D pro
derivovani a funkce Solve pro feSeni rovnic, viz dal§i obrazek.

prE—————

IFlle Edit Cell Format Input Kernel Find Wlndow Help

1n|‘3]'=S = X% (2*x-2*l+1"2/x)

{ 12 \
o= WYL (=2 1+ — +2X|
mzp- Reduce [ForAll[x, x>1/2&&x<1&&r>1/2&&r<1&&1>0&&xr>0&&m>0, Szm], x, Reals]

outjzzj= r<0[|r>0&&>l<r]|r<l<2r&&m<—21*‘r+2\/— 12 x2 |[l>2r|

Obr. 8 - vytvofeno pomoci programu Mathematica, Zdroj: vlastni tvorba

Zadame predpis pro vypocet obsahu plasté dvojkuzele, z néjz chceme vyloucit x za
podminky, aby S bylo minimalni. Do funkce Reduce zadame kvantifikovanou formuli s
omezujicimi podminkami. Ve vysledku se orientujeme pomoci znaku ||, které znamena
logické "nebo", a znaku &&, ktery pfedstavuje "a zarovef". Na poslednim fadku &teme, Ze
minimum m je mensi nebo stejné jako hodnota vyrazu -2lmr + 2v21 \(Ir?), ktery

Ize vzhledem k (I?r%) = Ir pro kladna |, r upravit na 2imr(-1 + V2), kdyz r < 1 < 2r, tj. za
podminek danych ulohou je minimalni obsah plasté dan predpisem zjisténym jiz v (1), (2),

(3).

Reseni s vyuzitim diferencialniho poétu v programu Mathematica je zfejmé z dal$iho
obrazku.
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= Solve [D[S, x] = 0]
o {{1>-v2 x}, {152 x}, {r>0}}

In|36)= D[D[S, x] ’ x]
212 nrx

Oul|3efz —m——————
X.‘.

= % /. X =>1 /Sqrt[2]

4«/5:?1‘
1

Oul|37)=
in|22):= S /. x- 1 /Sqrt[2]
Oul|28)= l' 20 A2 ‘\,/E ll ar
mpep= Factor [%]

oujzeE 2 I' -1+ ‘\/—z l lrnr

Zavérem poznamenejme, Ze je zajimavym cviCenim promyslet, jak se zméni
usporadani téles (i jinych utvar(l) podle obsahu plasté, kdyz pfipustime jiné vztahy mezir a |
a nebudeme trvat na podmince, Ze aspon jeden z krajnich bodl usecky AB je vzdalen pravé
r.

Pouzita literatura:

[1] http://www.cut-the-knot.org/do_you know/isoperimetric.shtml
[2] http://en.wikipedia.org/wiki/lsoperimetric _inequality

[3] Kowal, S., Matematika pro volné chvile. SNTL: Praha, 1975
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Metodicky list pro badatelskou aktivitu 2

Téma

Jednoduché izoperimetrické ulohy

Tematicky celek

Extrémy funkci

PocCet zaku 20
Vék zaki 17+
Pomucky Retizek nebo snadno ohybatelny dratek, pfipadné provazek, tvercové

sité

Vhodné misto

Bézna Ci pocitaCova ucebna

Studenti si uvédomi proménlivost obsahu utvaru pfi daném obvodu.
Budou schopni Iépe odhadnout, ktery ze dvou danych utvard ma vétsi
obsah, resp. mensi obvod. Seznami se s vyuZitim nerovnosti mezi

ile aktivi . . o o x . ]

Cile aktivity aritmetickym a geometrickym priimérem pro uréeni extrému funkce.
Elementarnimi postupy budou v jednoduchych pfipadech schopni uréit
minimalni plochu, resp. maximalni objem prostorového utvaru.

Rozvijené Kompetence k feSeni problému, kompetence socialni, pracovni,

kompetence komunikativni

Pfedchozi Vypocet obsahu a obvodu rovinnych utvar(, vypocet povrchu a objemu

znalosti zakladnich prostorovych utvaru, feSeni rovnic a nerovnic.

Mezipfedmétové
vztahy

Fyzika, geometrie

Casovy plan Faze Cinnosti Metody a formy, motivace
Hledani trojuhelniku daného obvodu s
0-10 nejvétsim obsahem experimentalni ¢inost
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10-15 Stanoveni hypotézy o rovinném utvaru m. dialogu, zobecrnovani
daného obvodu a nejvétSiho obsahu vysledku
Uloha o rovinném Utvaru s danym obsahem
a nejmensim obvodem jako ekvivalentni vors :
15-20 . Y , C uziti analogie
uloha s predchozi, analogické ulohy v
prostoru
procvi¢eni znamych
20-30 Zjistovani maximalniho objemu télesa pfi postupu., h!edam
, C alternativnich metod
danych podminkach e
feSeni ulohy
Hledani minimalnih hu tél fi ",
30-40 eqanl mlnm]a n,l © povrehu telesa pri feSeni ulohy s vyuzitim
danych podminkach e x
pocitaCe
sCA Shrnuti vysledku, zhodnoceni
Hodnoceni Slovni hodnoceni a sebehodnoceni v prabéhu aktivity
Navaznosti Infinitesimalni pocet, variacni pocet

Multimédia k badatelské aktivité 2

Doporuéeny multimedialni material

Odkazy do internetu k pracovnim listim, prezentacim, videim, animacim, apletim nebo
jinym dostupnym materialim relevantnim k namétu aktivity.

http://www.cut-the-knot.org/do you know/isoperimetric.shtml

http://en.wikipedia.org/wiki/lsoperimetric inequality
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Metoda Monte-Carlo

Jednim z nejstarsich popsanych pfipadl vyuziti metody Monte Carlo je problém Buffovy
jehly, nazyvany po matematikovi Buffonovi. Ten se roku 1777 snazil dosahnout hodnoty 1r
nahodnym vrhanim jehly na linkovany papir.

Pravdépodobnost, Ze jehla stejné délky, jako je mezi linkami, po dopadu na papir lezi tak, ze

protina nékterou z linek, je rovna:

Metoda Monte Carlo ma dnes jiz padesatiletou historii. Pfesnéji byla zformulovana a
predevsim vyuzivana béhem druhé svétové valky. Vymysileli ji védci Johan von Neumann a
Stanislav Ulam ze Spojenych statl americkych. PFisli na ni pfi vyzkumu chovani neutronu a
moznosti jejich pronikani riznymi latkami. Objevil se zde ale problém, a to jak urcit procento
neutron v urcité sprsce, ktera pronikne napfiklad nadrzi s vodou. Tento problém neSel feSit
ani teoreticky, ani prakticky, i kdyz znali nezbytné udaje. Neumann a Ulam vyfeSili problém
genialné, vyuzili k modelovani predpovédi znamou techniku kola rulety. Odtud také pochazi
jeji nazev Metoda Monte Carlo.

Metoda Monte Carlo je numericka metoda, kterou je mozno pouzit napf. pro stanoveni
odhadu urcitych (popf. nevlastnich) integrall, pro nalezeni feSeni soustav (systému) rovnic.
Kromé toho nachazi uplatnéni pfi modelovani fyzikalnich déj, zejména v termodynamice.
Princip metody spociva ve formulaci nové ulohy majici nahodny charakter, jejiz feSeni se
shoduje s feSenim puvodni Ulohy, a dale také spociva v feSeni nové ulohy pomoci
statistickych experimentu. Existuji dva mozné pfistupy pfi feSeni tloh metodou Monte Carlo:

1) geometricka metoda zaloZzena na geometrické pravdépodobnosti,

2) vypocet zaloZeny na odhadu stfedni hodnoty nahodné proménné.

Motivaéni priklad - aproximace Ludolfova €isla 1r

S§S=x
Velikost obsahu kruhu je dana znamym vzorcem : , a tedy ctvrtina velikosti této
mr’

plochy &ini 4 Zavedeme soufadny pravouhly systém. V prvnim kvadrantu zobrazime
jednotkovy Ctverec, jehoz vrchol umistime do poc¢atku. Necht' tento pocCatek je stfedem

<l-x"

kruhoveé vysece, kterou popiSme vyuzitim analytické geometrie nerovnosti > ' .
Tuto situaci popisuje obrazek vlevo. Zavedeme sérii nahodnych pokusu - vygenerujeme

o Yi=lxnl  xe(01), ye(01),i=1,2 n
nahodné body , kde
Pro nazornost je mozno tuto sérii spojovat se situaci, v niZ mame k dispozici n hernich Sipek,
které postupné hazime na ter¢, kterym je onen jednotkovy &tverec. Lze oCekavat, Ze nékteré
Sipky dopadnou do kruhové vysece, jiné nikoliv. Pfedpokladejme, ze jsme vSech n Sipek
vhodili na ¢tverec. Definujme jev A nahodné vybranym bodem leZicim v kruhové vyseci.
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amrid &
PA)="——=7

Podle definice geometrické pravdépodobnosti mizeme psat 4 Vzdalenost
bodu Xi leziciho v kruhové vyseci od poCatku soufadného systému je dana velikosti

r=y(x, =00 +(3,-0) ={x*+;
radiusvektoru ‘A proto uspésny pokus nastane, je-li

X+ <1

splnéna podminka "V opaéném pripadé, tj. pokud bod Xi splfiuje

NERES

podminku , hastane pokus neuspésny. Pokud tedy nastane
P(A)==
n
v n pokusech m uspésnych pokusu, kde m < n, mizeme psat . Dale s vyuZitim
w14 4 4
P{A}:Hrg =¥ IzE PR
rovnosti : je nakonec mozno zapsat vztah " aodtud s

Nyni je vSe pfipraveno k implementaci v programu ® Wolfram Mathematica 8 .

Po provedeni pfikaz( uvedenych v souborech obsah kruhu a obsah trojuhelniku. Vysledek je
zobrazen dale v nasledujicich obrazcich: Rozmisténi bodl v kruhu a mimo néj (celkové 100
000 pokust)

Monte-Carlo aproximace &isla 7 : 3.14132

Rozmisténi bodu v kruhu a mimo néj (celkové 100 000 pokusu)
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Monte-Carlo aproximace cbsahu trojahelniku : 0.43872

Vypocet pomocivzorce : 1/2=v=z = 0.4358%

Prvni polozku (obsah kruhu) mizeme popsat pfesnéji pomoci metod programu Mathematica
(podobné, ale komplikovanéji bychom mohli postupovat v prostiedi MS Excel). V
nasledujicim je tento postup popsan.

n=100000;

x0=0.9;

data = Table[{RandomReal{{-1, 1}], RandomReal{{-1, 1}]}, {1, 1, n}]:
uvnitr = Select[data, #({1]1°+ ({211 <1 &]:

vne = Select[data, #[I111% + 2012112 >1&]:

Graphics[{LightGray, Point[uvnitr], Red, Point[wvnel}]
"Celkovy pocet bodu je roven " <> ToString([n]
"Pocet bodu uvnity Qtvaru " <> ToString([Length{uwmitr]]

"Monte-Carlo aproximace cbsahu Xruhu a zaroven cisla mw: "<>

ToString [N [4 * i bt ]

n

"Skutecna hodnota éisla 7 = " <> ToString[N[=x, 611
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Celkovy podéet bodd je roven 100000
Podetr bodd uvnici¥ Govaru 78334
Monte-Carlo aproximace obsahu kruhu a zadrovedl ¢isla 7: 3.13336

Skutecéna hodnota ¢isla 7 = 3.14158

Samoziejmé, Ze mUzeme podobny experiment provést i pomoci jednoduchych prostfedkd —
je mozné ho provadét pomoci hodd dvou kostek.

Informace ke stazeni ve formatu pdf zde (viz. on-line kurz)
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Praktické ukazky metody

V této kapitole se budeme zabyvat skute€nymi moznostmi metody a pomoci ni fesit
konkrétni ulohy.

Prvni tloha je zjisténi objemu kuZele (nasleduje vypis souboru z prostiedi Mathematica):

Manipulate[If[r‘ > 0 && IntegerQ[pocet] && pocet > 0, {seznam = RandomReal[{-r, r}, {pocet, 3}]:
nspech = Select[seznam, Sqri[ (#[[1]]) 2+ (#[[2]])"2] = Abs[({#[[3]11)] &]:
nenspech = Select[seznam, Sgri[ (#[[1]1]) *2+ (#[[2]1]1)*2] > Abs[(#[[3]11)] &]1:
Column[{GraphicsSD[{Red, Point [uspech] , LightGreen, Point[neunspech] , Opacity[0.3], Pink,
If[t, Cone[{{0O, O, T}, {0, O, O}}, T]1]1}],
8+ 1r™3% Length[uspech]
Style[Row[{"Honte Carlo:", Spacer[10], "V = ", N[ ]]] Creen, Bold, 20],
Length[uspech] + Length [nenspech]
=", 2%Pixr"3/3, "=", Spacer[5], H[2xPi+r"3/73]1}]1,

Style[Row|[{"Podle vzorce::", Spacer[10], "V =
Green, Bold, 20], Style[Row[{"Podet fspésnych pokust :", Spacer[10], Length[uspech], "."}], Bold, 12],
Style [Row [ { "Podet nedspéinych pokusa :", Spacer[10], Length[neuspech], "." }] , Bold, 12] ] . Center] ] .

Style["Byly zadany nespravné parametry.", Red, 14]] // TableForm,
Panel[Style["Monte Carlo - odhad objemu kuZele", 18, Bold]], Row[{}],

{{r, 1, "Polomér podstavy"}, 1, 10, 1, Appearance - "Labeled"},

Control[{{pocet, 5000, "Poet pokusa"}, 1, 100000, 1, Appearance -+ "Labeled"}],
Control[{{pocet, 5000, Row[{Spacer[30], "Vybrané hodnoty peodétu pokusa :"}]}, {500, 1000, 5000, 10000, 100000} }],

{{t, False, "Nakreslit kuZel"}, {True, E‘alse}}]

Monte Carlo - odhad objemu kuzele

Polomér podstawvy |:|

Poet pokusi - D 5000

Vybrané hodnoty poétu pokusd: |50 |1000 [5000 |10 000 |100 000
Makreslit kuzel [

Monte Carlo: V = 2.1024
V = ££22.0944

Podle vzorce:: :
Pofet uspéinych pokusui : 1314.
Pofet nelspésnych pokusa : 3656.

Je zfejmeé, ze aproximace objemu je velmi pekna.



DalSi praktickou ukazkou je zjisténi objemu koule.

Ha.nipulat.e[lf[r > 0 && Integer()[pocet] && pocet > 0, {sezna.m = RandomReal [{-T, v}, {pocet, 3}]:
nspech = Select[=seznam , Sgri[(#[[1]]) *2+ {#[[2]]1) *2+ (#[[3]]) 2] = &]:
nenspech = Select[seznam, Sgri[ (#[[1]1]1) 42+ (Z[[2]1]1) 22+ (#[[3]1]1)"2] > &]:
Column[{GraphicsSD[{Green, Point [unspech] , Black, Point[nenspech], Opacity[0.3], Lighter[Blus],
If[t, Sphere[{0, O, O}, 1131,

Bxr*3sLength[uspech]
Style[Row[{"Honte Carlo:", Spacer[l10], "V = ", N[ ”], Brown, Bold, 20],
Length[uspech] + Length [nenspech]

Style[Row[{"Analyticky:", Spacer[10], "V = ", 4xPiar®3/3, "=", Spacer[5], N[4xPixr*3/3]}1,
Brown, Bold, 20], Style[Row|[{"Podet fsp&inych pokust byl", Spacer[10], Length[uspech], "."}], Bold, 12],
Style[Row[{"Poée‘t netspésnych pokust byl", Spacer[10], Length[neuspech], "."}] . Bold, 12]], Cent.er]],

Style["Byly zadany nespravné parametry.", Red, 14]] /f TableForm,
Panel[Style["Monte Carlo - odhad objemm koule", 18, Bold]], Row[{}].
{{r, 1, "polomér koule"}, 1, 10, 1, Appearance — "Labeled"},
Control[{{poc‘.et, 5000, "podet pokusﬁ"}, i, 100, 1, A.ppearance—;"Labeled"}],
Control[{{pocet, 50000, Row[{Spac‘.er[SU], "zajimavé hodnoty ( podet pokusnt ','"}]},
{500, 1000, 5000, 10000, 100000} }], {{t, False, "nakreslit konli"}, {True, E‘alse}}]

Monte Carlo — odhad objemu koule

polomér koule D 1

pofet pokusd - d] 5000

zajimavé hodnoty [ poéet pokusd ) |5po [1000 (5000 110000 |100 000
nakreslit kouli |:|

Monte Carlo: V = 4.144
Analyticky: V = £X24.18879
Pofet Nspéinjch pokusi byl 2590,

Pofet nelspéinich pokusd byl 2410,

| v tomto pfipadé je aproximace (pfiblizna hodnota) velmi pfesna.
Samoziejmé, ze v praktickych cvi€enich je mozné vyuzivat i jiné prostfedky - nejjednodussi

postup je pomoci dvou €i ¢ty kostek simulovat hody do rozsahlého rastru, ktery je pfekryt
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pres obrazek. Zjistit pocet bodl uvniti obrazku a poté pomoci poméru poétu bodu uvnitf
Utvaru a celkového poctu bodl nalézt i neznamou plochu ¢&i objem.
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Pollardova rho metoda

Nevyhodou metody opakovaneho déleni je jeji velka vypocétova sloZitost, pokud
bude n veliké.

Je tedy pfirozené, Ze se objevovaly alternativni metody. Jednou z nich je Pollardova rho
metoda. Byla navrzena v r. 1975 a je efektivnéjSi nez metoda opakovaného déleni.
Poskytuje rovnéz naméty k jednoduchému programovani.

Pollardova rho metoda pro faktorizaci pfirozenych Eisel

V jistém slova smyslu "si hrajeme" s pseudonahodnymi Cisly. Zatimco v bé&zné loterii asi
spiSe C&i skoro urcité prohrajeme, v popisované metodé je nahoda nasim spoluhraéem a
muzeme se dostat rychle k vysledku.

Matematici hraji fair!

1>,Skolni“ metoda pro nalezeni rozkladu pfirozeného &isla N 1 vyzaduje opakovat déleni
Cisly 2, 3, 4, 5, ... az do té doby, kdy nalezneme ¢islo délici N. Pokud vSak zadné pfirozené

Gislo x l<x<JN ,Skolni* metoda pro nalezeni rozkladu pfirozeného &isla N , nedéli N,
pak je N prvocislem. V tomto smyslu dava metoda opakovaného déleni vzdy vysledek: budto
nalezne netrivialni délitel pfirozeného Cisla N, nebo poskytne diikaz, Zze N je prvocislem. Je
ale znamo, Ze metoda opakovaného déleni je velice pomala. Pro velka N neni mozné ji
nechat v uplnosti probéhnout. Vyznam této metody pro faktorizaci velkych pfirozenych ¢isel
je v tom, ze ji Ize uzit jako prvni krok pfi faktorizaci, pfi€emz ma odhalit malé prvociselné
faktory. (Lze vyslovit namitku, ze efektivnost této metody by se zlepsila, kdybychom testovali
jen délitelnost prvodisly. To se ale opira o fakt, ze pfi Skolnich vypo¢tech mame nékolik
»malych® prvocisel v paméti a stejné je tomu i pfi vypoctech pocitatovych). Zavér, Zze metoda
opakovaného déleni je pfili§ pomala, se neméni. Jesté horsi je to, jak jiz vime, v obecném
pfipadé s efektivitou Fermatovy faktorizacni metody.

, je jednoducha, elegantni a poskytne nam pfilezitost seznamit se s nékterymi moznostmi
grafickych kalkulator. Snad tento text poskytne fadu navodu k experimentiim, podnétl k
napsani jednoduchych matematickych programu atd.—Nepfekvapuje proto, Zze v poslednich
tiiceti letech byly navrzeny efektivnéjsi faktoriza¢ni algoritmy. Patfi mezi né i faktorizacni
metoda, navrzena J. M. Pollardem v r. 1975. Je vhodné se s touto metodou seznamit

Pollardova rho metoda ma pravdépodobnostni charakter. Je v ni zapotfebi nalézt dvé
pseudonahodna €isla x,, X,, majici jistou vlastnost. Nasledujici klasicky pfiklad z teorie

pravdépodobnosti dava nadéji, ze na tato ,vhodna“ Cisla nebudeme cekat dlouho.
l. Priklad 1:

Sesla se skupina n osob, n je vétsi nebo rovno 2. Vypoctéte pravdépodobnost, Ze alespon
dva z nich budou mit narozeniny stejny den v roce. (Pro jednoduchost pfedpokladejme, ze
rok ma 365 dni, tj. nebereme v Uvahu pfestupné roky).
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Reseni:

Uréeme pravdépodobnost komplementarniho jevu A, Ze Zadné dvé osoby z n zu&astnénych
nebudou mit narozeniny tyz den v roce.

Spoctéme nejprve, kolik je vSech moznych pfipadl pro data narozeni téchto n osob. Pro den
narozeni prvni osoby je 365 moznosti, pro dvé& osoby je tedy 3652 moznosti, pro n osob
365" moznosti.

Vypoctéme dale, kolik z téchto pfipadu je pfiznivych. Prvni osoba se mize narodit kterykoli
den v roce. Je-li ale jiz znamo jeji datum narozeni a nema -li druha osoba mit narozeniny tyz
den, ,zbyva“ pro jeji datum narozeni jiz jen 365 - 1 = 364 moznosti. Nema-li datum narozeni
Zadnych dvou osob z n zu€astnénych pfipadnout na stejny den v roce, je 365.364. ... .(365 -
n + 1) pfiznivych pfipadu. Proto

_365.(365-1).(365-2)....(365- k + 1)
365"

P(A)

(1) je pravdépodobnost jevu, ze zadné
dvé osoby z n zu€astnénych nebudou mit narozeniny tyZ den v roce.

Jak si ale vypoditat a pfipadé i znazornit hodnoty pravdépodobnosti P(A) z (1) pro rlizna n?

, hejlépe vybavené typy umozhiuji provadét i symbolické vypocty, resp. stahnout si do
kalkulatoru i programy z interenetu. Pro lepSi pfedstavu o moznostech grafickych kalkulatort
jsou dale zafazeny obrazky displeje kalkulatoru T1-83 Plus firmy Texas Instruments.
Jednotlivé body znazorfiuji hodnoty posloupnosti (1) pron =1, 2, ..., 30.;Bylo by jisté mozné
vyuzit néjakého pocitatového programu, ale pfislusny software nebyva pravé levny. Jak bylo
feceno vyse, v poslednich zhruba patnacti letech se zprvu v USA, pak v zapadni Evropé a
nyni jiz i u nas rozsifuji tzv. grafické kalkulatory, které maji vicefadkovy displej a umoznuiji
»hacrtnout® grafy funkci (posloupnosti). Tyto kalkulatory byvaji programovatelné

Ziskany byly takto:
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1. V MODE nastavme kresleni posloupnosti, tj. Seq.
2. V editoru posloupnosti zadame u(n) = 365 nPr n /365"n, u(nMin) =1, nMin = [.

3. Vhodné nastavime okno (WINDOW): nMin = 1. nMax = 30, X, = = -0.1,
K =28, Xt = L Y =0, Yo = 1.1, Yoy =0.05.

4. Po stisku klavesy GRAPH dostaneme podle ofekavani klesajici posloupnost. Viz
obr. 1).

Pomoci povelu Trace a kurzorovych klives se lze po téchto bodech pohybovat a
odetitat jednotlivé hodnoty. Na obr. 2. je znizornéna hodnota P(A) pro n = 23, Je
P(A) = 049270277, t). pravdépodobnost jevu, Ze mez1 23 osobami nemaji Zadne dveé
narozeniny tyz den v roce, je jiz menii nez 50 %. Je tedy ,pravdépodobnéjii®, Ze nastane jev
komplementarni, t). Ze aspof dva lidé z této skupiny slavi narozemny tyvz den v roce. Dale je
moZné si nechat nékolik hodnot vypsat do tabulky. Obr. 3 zachyeuje disple) kalkulitoru, na
némz je uvedeno nékolik hodnot P(A) z (1) pron= 19,20, .., 25.

U=265 nFF o 265" n yin
e 19 G20

zi cHASE

1 EEgTi

" TE:

J yEz?

Yy Y6166

- 2k 41z

Hze® . = EEP02 =23
Obr. 1 Obr. 2 Obr. 3

Il. Grafické kalkulatory mivaiji k dispozici povel, kterym jsou generovana tzv. pseudonahodna
_ (-n.m),n_.m sN.n<m, ) _
cela Cisla z intervalu -. Vyzkousejme povel, ktery by v zavislosti na
typu kalkulatoru mohl znit kupf. randint(n, m) nebo néjak podobné. Kupf. na vySe zminéném
kalkulatoru TI-83 Plus se po zadani randInt(1, 6) na displeji objevi jisté pfirozené €islo k, pro

které 1<k<6 Cili kalkulacka vlastné simuluje hazeni kostkou s Cisly 1, 2, ..., 6). Obdobné

povel randiInt(0, 1) poskytuje bud hodnotu 0 nebo 1 a tento vysledek Ize interpretovat jako
simulaci hazeni minci, chapeme-li napf. 0 jako lic, 1 - rub. Zmifime se o metodach pro
generovani posloupnosti pseudonahodnych Cisel.

Zfejmeé nejvice je vyuzivana tzv. multiplikativni kongruenéni metoda (multiplicative
congruential method), pochazejici od D. H. Lehmera (1948). Posloupnosti pseudonahodnych
Cisel se konstruuji tak, Ze se

M

1. vypoditaji po sobé jdouci mocniny Cisla

2. ziskané mocniny se déli néjakym modulem M, pficemz dostavame zbytky, které (za
urcitych pfedpokladu) tvofi posloupnost pseudonahodnych Cisel.

Pollardova rho metoda ll

Priklad 2: Voimea=4, M = 11.

a k=0 keZ
1. Utvofime posloupnost nékolika mocnin

1, 4, 16, 64, 256, 1024,4096, 16 384, ...

2. Nejmensi nezaporné zbytky pfi déleni téchto mocnin modulem M = 11 jsou
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1,4,509,3,1,4, ...

Samozfejmym cilem studované metody je, aby pokud moZzZno co nejvice pfirozenych Cisel
mensich nez M bylo ¢leny posloupnosti. Vidime, ze tento cil se nam nepodafilo splnit a volba
a =4, M = 11 nebyla stastna. Zvolme protoa =2, M = 11.

a k=20,keZ
1. Utvofme opét posloupnost nékolika mocnin

1,2,4,8, 16, 32, 64, 128, 256, 512, 1024, 2048, 4096, 8192, ...
2. Nejmensi nezaporné zbytky pfi déleni téchto mocnin modulem M = 11 jsou
1,2,4,8,5,10,9,7,3,6,1, 2, ....

Je jasné, ze vytvofena posloupnost musi byt periodicka, avSak nyni se v ziskané
posloupnosti pfedtim, nez doSlo k opakovani, objevila vSechna pfirozena Cisla z intervalu
1,10 . (Po sobé jdouci Cisla 1, 2, 4, 8 na zaCatku této posloupnosti ale nepusobi ,nahodné&®).

Volme nynia =7, M = 11. Poznamenejme, Ze nékteré kalkulatory umoznuji pfimy vypocet

a k=0 keZ
posloupnosti nejmensich nezapornych zbytkua pfi déleni Cisel , modulem M.

Kupf. na kalkulatorech TI-89 nebo TI-92 Ize zadat

1 STO— x ENTER
remain (7x, 11) STO - x ENTER
a opakované tisknout klavesu ENTER, &imz se realizuje povel zadany ve druhém fadku. (V

prvnim kroku se pod hodnotou x ulozi (Store) Cislo 1, v dalSich krocich je vzdy pocitan
zbytek (remainder) pfi déleni Cisla 7x Cislem 11).

m:;ez;m i ngr?érfwgiwuln:frf ue)

4 I
| remain(y %, 1133 x 7
" remain(y x, 11) % x S
®remain(? x, 11) 2 x 2
®premalnld ox, 11) + x 3
B remain(y %, 110+ x 10
MBIN “URAD AUTD IE B30 |

Tim ziskame hledanou posloupnost zbytkl 1, 7, 5, 2, 3, 10, 4, 6, 9, 8, 1, ... (viz obr. 4).
Kalkulatory TI-83 nemaji funkci remain (m, n) pocitajici nejmensi nezaporny zbytek pfi

déleni pfirozeného &isla m, &islem ™ € N-, maji v8ak kupf. funkci iPart(z), vracejici celou
Cast Cisla z, a protoze na kalkulatorech této tfidy Ize vytvaret a ukladat programy, neni nijak
obtizné funkci remain(m, n) naprogramovat (coz je uziteCnym cvi¢enim).

Pokud se tyCe ziskané posloupnosti 1, 7, 5, 2, 3, 10,4, 6, 9, 8, 1, ..., zda se, Ze jsme byli
Uuspésni - ziskali jsme posloupnost obsahujici vSechna pfirozena Cisla z intervalu 1,10 a

vypadajici ,nahodné"“. Pfistupme proto k zapisu Lehmerovy metody v obecném pfipadé.
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- zvolime Cislo M (modul),
- zvolime nasobitel A €N

fyx 1™
i )= svr
Posloupnost : 2 vytvarime takto:

X1 je nejmensi nezaporny zbytek pfi déleni Cisla A.X, Cislem M; plati tedy X;- A.X, (mod M),

X, je nejmensi nezaporny zbytek pfi déleni Cisla A.X; Cislem M; plati tedy X,-A.X; (mod M),

Xn+1 j& nejmensi nezaporny zbytek pfi déleni Cisla A.X, Cislem M; plati tedy X,.; = A.X, (mod
M).

V pfikladu 2 bylo vzdy X, = 1, M = 11 a nasobitel A byl 4, resp. 2, 7.

Jak se uvadi v [2], v praxi se uziva M =23 - 1, A = 7° a firma IBM uZivala podle tdajti
uvedenych v této knize M = 23! a A = 2'° + 3. Je také samoziejmé, Ze vygenerované
posloupnosti museji projit fadou statistickych testli na nahodnost.

Poznamenejme, Ze pravé popsana metoda generovani pseudonahodnych posloupnosti
pfirozenych Cisel neni jedina. Zvolime-li kupf. jisté pfirozené €islo X, a modul M a polozime -
li Xisg = X%+ 1 (mod M), i =0, 1, ..., ukazuje zkuSenost, Ze se Casto ziska posloupnost
NS (LM=1) . .
pseudonahodnych Cisel z intervalu , ktera je pro uziti v Pollardové rho metodé
vyhodnéjsi nez posloupnost generovana linearni funkci. Jak se uvadi v [1]: ,The choice of
this iteration function is black magic, but linear polynomials do not work, and higher degree
polynomials are more costly to evaluate, and one cannot prove more about them than about
X241

Nyni jiz mGzeme pfistoupit k formulaci Pollardovy rho metody. Necht N je pfirozené Cislo,
které chceme faktorizovat. Zvolme pfirozené Cislo x0 a vypoctéme jisty pocet €lent

posloupnosti nezapornych celych &isel (xi} , definovanych nasledovné:

Xis1 = X 2 + 1 (mod N).

Pfedpokladejme, Ze prvocislo p je nejmensim prvocCiselnym délitelem Cisla N. Dale
predpokladejme, ze (i) je posloupnosti pseudonahodnych Cisel modulo p. Dale, necht’ pro
jisté dva €leny x,, X, N > m této posloupnosti plati, Ze x, = X, (mod p). (Pfiklad 1 nam dava
nadeéji, ze na vyskyt takovychto ¢len posloupnosti (i) nebudeme muset ¢ekat dlouho).
Plati tedy PIn = Xm) P I N. 404y nejustsi spolecny délitel D(x, - xm, N) > 1. Pokud

i . X % (mod N), je D%, —x. . N)<N .. o A
zarovenn " F YXm ), 18 D%y =X, N) a nalezli jsme netrivialni vlastni délitel

Cisla N. Navic je vyhodné, ze tento délitel Ize nalézt Eukleidovym algoritmem, coz je, jak
vime z druhé ¢asti kapitoly 1., velice efektivni metoda.
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Krajné neuspokojivé by ale bylo, kdybychom vskutku museli pocitat D(X, - Xm, N) pro vdechny
. dvojicen, m € N, n>m. . C o are . :
dvojice T e Objem vypo¢tl by narostl tak, Ze by to zcela znehodnotilo
praktické vyuziti navrhované metody. Nastésti Ize velkou ¢ast téchto propoctla usetfit.

. . . i, Xi, 1 e N . . , o .
Postadi totiz testovat jen dvojice s R, L€ ,, jak posléze ukazeme. Nyni zapiSme nastin

algoritmu pro Pollardovu rho - metodu:

Je dano pfirozené Cislo N. které cheeme rozloZit.
1. Zvolme pfirozené Lislo xp.

2 Vypoétéme x;.;= x; + 1 (mod N),i=0, 1,

3. Projisty pocet 1 € N vypodtéme D(xz; — x,, N).
4. Opakujme to do té doby, nez D(x; — x;, N) je netrivialnim délitelem Cisla N— dspéch.

Pokud proces bézi pies dany ¢asovy limit — neuspéch.

Pollardova rho metoda lll

Priklad 3: Rozlozme ¢islo N = 221 pomoci Pollardovy rho - metody.

Redeni: Volme kupi. xo = 5 a vypoétéme daldich deset ¢lenii posloupnosti {x;}. Mame
x1=26,%=14,x3=197, x4= 135, %5 = 104, %, = 209, x5 =145, x4 = 31, %¢ =78, xy0 = 118.
Dile

D(x: - x;, N)=D(14 = 26,221) = 1,

D(xs - X2, N)=D(135 - 14, 221) = 1,

D(xg - x3, N)=D(209 - 197, 221) = 1,

D(xs — x4, N)=D(31 — 135, 221) = 13.

Nalezli jsme netrividlni délitel ¢islaN =221, je 221=13.17.

Vidime, Ze vypolet vyzaduje jen provadeéni elementarnich potetnich operaci s celymi
Lisly a vypocetl nejveétSiho spoletného delitele. Bude -li tedy Cislo N malé, byl by podobny
vypocet dostupny 1 zikim ZS a mohl by moZna zaujmout ty z nich, ktefi maji hlub3i zajem o
matematiku.
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Priklad 4: Pomoci Pollardovy rho - metody rozlozme ¢islo N = 989.

Redeni: Volme kupi. xo = 10. Je pak x; = 101, xo = 312, x5 = 423, x4 = 910, x5 = 308,
Xe = 910, x3 = 308, xg = 910, x6 = 308, x9 = 910 aid. Dile mame x> — x;, N) =
=IX312-101,989)=1, D{x4y — x5, N)=D(910 - 312, 989)= 23,

Nyni snadno nalezneme rozklad N = 989 = 23.43. Méh jsme $tésti, rozklad ¢isla N byl
nalezen rychle.

Je viak zapotfebi uvést, Ze Pollardova p — metoda mizZe také selhat. MiZe se to stat
v pfipadé, Ze pro neymensi Cislo 1 takove, Ze D(xay — %;, N) > |, je x5 — x; nasobkem ¢isla N.
V [2] se uvadi pfiklad N = 1241, xp = 6; pak je x; = 37, x; = 129, x3 = 509, x4 = 954,
X; = 464, x5 = 604, x7 = 1204, x5 = 129, x5 = 509, x35 = 954, x1; = 464, x2 = 604. Dile
obdriime D(x; - x;, N)= D(129-37_1241)=1,

D(x4 — X2, N)=D(954 - 129, 1 241) = 1,
D(xg = x3, N) = D(604 - 509, 1 241) = 1,
D(xs - x4, N)=D(129-954, 1 241) =1,
D(x10 — xs, N) = D(954 — 464, 1 241) = 1,
D(x;2 — X6, N) = D(604 — 604, 1 241) = 1 241,

To oviem neznamena, Ze Pollardova metoda selhala vieobecné — bylo jen zvoleno
Lnevhodné™ xg. Vezméme opet N=1 241 axy=7. Pak je x; =50, x: = 19, x5 = 362, x5 = 740,
N5 = 32'[]'., X = 639., M7= 33., Xy = 1 Dgﬂ, Xg = 464, X = 6':}4, mnm= |2ﬁ4., Xpp = 129., X3 = S'D'g,
X14 = 954 atd. Dale

D(x>-x;, N)=D(19-50,1241)=1,
D(x4 - x>, N)=D(740 - 19, 1 241) = I,
D(xs - x3, N)=D(639 - 362, 1 241) =1,

D(xs — xs. N)=D(1 090 — 740, 1 241) =1,
D(x1 — x5, N) = D(604 — 320, 1 241) =1,
D(x12 — X6, N) = D(129 — 639, 1 241) = 17.

Poté jiz snadno nalezneme rozklad N =17. 73.

35



Priklad 5: Pomoci Pollardovy rho - metody rozlozme cCislo N = 4 004 747.

Refeni: Volme kupt. xg = 100. Mame x; = 10 001, x» = 3 906 074, x3 = 820 973,
1 751 377, xs = 1 569 143, x5 = 3 194 416, x7 = 1 992 454, x5 = 3 283 740,
2 895 474, xyy =39 551. Dale obdrzime

D(x; =x;, N)=D(3 906 074 = 10 001, 4 004 747) = 1,

Di{xs — x>, N)=D(1 751 377 - 3 906 074, 4 004 747) = 163.

Nalezli jsme netrivialni déhitel Cisla N. Mohli bychom ted’ faktorizovat Cislo N' =
N
163

Dixs—x3, N)=D(3 194 416 — 820 973, 4 004 747) = 163,

Dixg— %, N)=D(3283 740 -1 751 377,4 004 747)= 12 877.
Snadno zjistime, Ze 12 877 = 79.163 a rovnéz lehce nahlédneme, 2e N= 79. 163. 311.

X4
Ny

=24 569. Druhou moznosti je pokratovat ve vypoctech. Je dile

Priklad 6: Pomoci Pollardovy rho - metody rozlozme ¢éislo N = 63 797.

ReSeni: Volme kupi. xg = 25. Kalkulitory umoziujici provadét symbolické vypolty
maji téZ povely pro praci s maticemi, resp. se seznamy prvka (Lists). Neni tedy pfilis obtizng
st vytvofit seznam prvkil vhodné délky, obsahujici prvky x,, 1 {1, 2, ..., s} (na kalkulatorech
tfidy TI-89 & TI1-92 mohou seznamy prvka obsahovat az 999 prvki). Poté je moZné napsat
program, ktery by testoval, zda pro jsté 1 {1, 2, . s} spliuje prvek d = D(xy = xi. N)
nerovnosti 1 < d < N. V takovém pfipadé je nalezen netrivialni délitel d &isla N. Cela véc je
jednoduchym programatorskym cvidenim.

V daném pfipadé bychom mohli nejprve utvoiit posloupnost, feknéme, prvnich thiceti
tlend posloupnostt {x:}, ). x; = 626, x> = 9 095, x; = 38 114, x4 = 19 307, x5 = 58 176,
Xe = 16 127, x7 =43 558, xz = 40 382, x9 = 54 605, x4y = 25 637, x1; = 19 076, x;12 = 59 486,
X3= 19 ?95, Xa= 352, X3 =24 |3E., H]ﬁ=48 841, X7 = 9655, Xz = 11 ﬁﬂgj X149 =20618, X0
= 17 175, x21 = 47 095, x22 = 36 321, x5 = 20 676, X253 = 57 077, x5 = 53 922,
X26 =33 810, x27=1 455, x25 = 11 725, x29 = 56 888, x3y = 14 126.

Dile zjistime, 2e D(x; — x3, N) = |, D(xy — x2, N) = |, D(xs — x3. N) = 1,
Dixg—xs, N)= 1, D(x10= x5, N) = 1, D{x12 — %6, N) = |, D(x44 — X7, N) = 131. Zpistujeme, Ze
¢islo N je soucinem dvou prvocisel, N = 131.487.

Abychom nahlédli, pro¢ se v ndzvu studované metody objevilo fecké pismeno p,
vypoltéme jeité nejmensi nezaporne zbytky r; pfi déleni Cisel x; Cislem p=131. 4. x; =1,
(mod 131),1=0, .,30. Jero=25 =102, 1,=56,1; =124 r, =50, 15 = 12, 15 = 14, 1, = 66,
Iy = 34, g = ID'}_, o= 92, m = 81, Ty = 12, Iy = 14, g = ﬁﬁ., s = 34 e = lﬂgj iz = 92
rig = 81, riy = 12 atd. Vidime, Ze se v posloupnosti {r;} vyskytuje cyklus délky 7, zaCinajici
¢islem 12. Znazornime -li celou situaci uzlovym diagramem, ziskame néco, co se podoba
pismenu p:
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Diagram 1

Obecné je jasné, Ze posloupnost {r,}_ . tvofend jen &isly z mnoziny {0, 1, ...,p—-1} a

definovana rekurentné, se bude opakovat. kupf. na diagramu | vidime, Ze po , pfedperiodé™
délky u =3 dochazi k probihani cyklu délky v = 7. Jak obdobné cykly efektivné nalézt?

Zatim jsme postupovali ponékud naivné. Vytvofili jsme seznam prvkd razné délky a
pot¢ mame moZnost utvofeny seznam prochiazet a zjStovat, zda se néjaka hodnota
nevyskytne podruhé. V pamét kalkulatoru (pocitace) ale musime mit uloZeno u + v prvki
seznamu, kde u je délka predperiody a v délka cyklu. Seznamme se jesté s Floydovym trikem
pro hledani cykla, jehoz vyhodou je, Ze vyuZiva jen omezeny (a pevny) rozsah paméti. Zde je
hlavni ideou to, Ze se kromé posloupnosti {r,} . vytvafi jesté posloupnost | kde y; =

]
&N Yijien:

ra; pro viechna i € N. _Rychlejsi* posloupnost [y, | . ..doZene* pomalejsi {r,} . pro jisté i
€ N, t). plati pak ri=¥, =r3.

Sledujme v3e na diagramu 1. Vyjde r; = y; = riy Ted jiz je jasné, pro¢ v Pollardoveé
algoritmu pocitame jen D(x2 — x;, N) a ne D(X, — X, N) pro viechnam,n e N, n>m.
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Cvi€eni: Dokazte platnost této véty:

Véta: Necht' p je prvocislo délici Cislo N a necht’ x; je dané pfirozené tislo. Necht
v posloupnostt  {x;}, kde x;.; = xf{mud p),1=01, .., existuji takovam, n € N, m < n, Ze
Xn = X (mod p). Potom pro jisté t € N plati %3, = x, (mod p).

Navod: Postupujte podle tohoto schématu:

l.Pismen=m+d,d =1 Ukaite, Z&¢ Xp+1 = Xm+4d+1 (mod p) a dile indukcei, Ze
Xm+r = Xm+d+r(mod p) pro viechnar € N.

2 Meziislym,m+ 1, ..m+d-1 je pravé jedno nasobkem cCisla d. Pfedpokladejme,
Ze k je ten index z mnoziny {0, 1, ..., d =1}, pro ktery d |m+k Potomm+k=d e pro jisté
€ € N, Xed = Xk = Xmek +d = Xed +d ( mod p).

3. Dokazte, 2¢ obdobné plati Xeq = Xed + 24 (MoOd P), Xt = Xea + 3¢ (mod p), ...,
Xed = Xed + od = X2od (Mmod p). PoloZime -li nyni t = ed, mame Xz X¢ (mod p), coz bylo
dokazati.

Nyni miZeme uveést zapis Pollardovy p — metody (upraveno podle [1], zapis
v pseudokodu).

Vstup: piirozené Cislo N, které neni ani prvodislem am moeninou pfirozeného Cisla
Vystup: bud'to viastni délitel Eisla N, nebo , nezdar®

l.Zvol x5 € {0, 1, ..., N =1} ndhodné, vy %o, 1 0

2. repeat

- 3 > 4 |
Jiei1+t L x« x_  HlremN yvie(y_,+ 1V +1remN

4. d « ged(xi—vi. N)
if |l <d< N then return d

else if d =N then return _nezdar®

Pro ty, ktefi budou chtit naprogramovat kalkulator podle shora uvedeného navodu, by

[
samoziejmé byla uziteCna informace, kolik asi ¢lenu posloupnosti () bude nutné vypocitat.
Ukazuje se, Zze pokud N je slozené pfirozené Cislo, p jeho prvoéiselny délitel, pak by mél

2.Jp],

postaCovat vypolet D(xa - X;, N) prot=1, 2, ..., [ JF] LemérF ve vSech pfipadech” (zde
[a] znaCi celou ¢East Cisla a a prlibéh vypoltu ovSem ma nam jiz znamy ,pravdépodobnostni*
charakter).

Pred tficeti lety byla Pollardova rho - metoda jednou z nejucinnéjSich faktoriza¢nich metod. V

roce 1981 se napf. Brentovi a Pollardovi zdafilo pomoci této metody rozlozit osmé
Fs= 27+ 1 = pis.pe. , _
Fermatovo Gislo Pie-pe2 tedy v soucin dvou prvocisel majicich 16, resp. 62
cifer. Jak je patrné z nasledujici tabulky, dnes jiz toto postaveni ztratila a byla pfekonana
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nékolika efektivngjSimi, ovsem i komplikovanéjSimi metodami. Pro Skolskou matematiku vSak
ma Pollardova rho - metoda mnohé prednosti - je jednoducha a pfinasi mnoho podnétu k
samostatné praci zaku, pfilezitosti k seznameni se s grafickymi kalkulatory, resp. se zaklady
programovani.

Z knihy [1] je pfevzata tabulka popisujici dobu béhu nékterych algoritmd uzivanych pro
faktorizaci pfirozeného Cisla N délky n na jeho prvociselné faktory. Doba béhu Lenstrova
algoritmu ve skuteCnosti nezavisi na n, ale (hlavné) na délce druhého nejvétsiho
prvociselného faktoru Cisla N. Nékteré z Casovych analyz jsou pouze heuristické, ne

D . , , . . . n=logaN/64 slov,
rigorozné dokazané. Poznamenejme, Ze velikost vstupu je

metoda rok fas

opakované déleni —an 07 2%)

Pollardova p —1 metoda 1974 07(2%)

Pollardova p — metoda 1975 07 2%)

Pollardova a Strassenova meteda 1976 O 2%)
Morrisonova a Brillhartova metoda 1975 exp O7((n'))

fetézovych zlomki
Dixonova metoda nahodnych étverci 1981 exp O ((n'))
Lenstrova metoda eliptickvch kfivek 1987 exp O7((n"))
metoda sita v éiselnych télesech 15990 exp O7((n"))
Tab. 1.
Literatura:

[1] von zur Gathen, J, Gerhard, J.: Modern Computer Algebra, Cambridge University Press,
1999.

[2] Childs, L. N.: A Concrete Introduction to Higher Algebra, Springer, New York, 1979.
[3] Pomerance, C.: Vypravéni o dvou sitech. PMFA, 43 (1998), 9 - 29.

[4] Riesel, H.: Prime Numbers and Computer Methods for Factorization, 2. vydani,
Birkhauser, 1994.

Seznamili jsme se s moderni faktorizaéni metodou, ale jeji idea je dostupna i studentu SS se
zadjmem o matematiku.

Informace ke stazeni ve formatu pdf zde.
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Matematické rébusy

Jak jsme popsali v ¢lanku Moznosti a typy popularizace matematiky, vyznamnym motiva¢nim

¢initelem v ziskani zajmu o studium matematiky maze byt tzv. rekrea¢ni matematika. Ta
nabizi celou fadu zabavnych pocetnich ukoll a logickych rébusu, pfi€emz pravé rébusu je
dosti velké mnozstvi. Podivejme se na nékolik z nich a naznaéme zpUsoby jejich FeSeni.

Ukol 1: Reste sudoku.

3
4 1
6|5

A

7
9

K fesSeni: Sudoku patfi mezi nejznamé;jSi matematické rébusy znamé témeér v celém svéteé.

Zadani sudoku (zdroj: Sudoku Zdarma)

Resitel ma zadanou &tvercovou sit 9x9 policek s deviti zvyraznénymi étverci o délce hrany 3
policka. V nékterych z poli€ek jsou jiz zadana konkrétni Cisla od 1 do 9 a feSitelovym ukolem

je doplnit do zbyvajicich prazdnych poli €isla tak, aby byla dodrzena nasledujici pravidla:

e v kazdém sloupecku velkého &tverce o hrané 9 poliCek se vyskytuje kazdé z Cisel 1

az 9 prave jednou,

e v kazdém radku velkého Etverce o hrané 9 poli¢ek se vyskytuje kazdé z €isel 1 az 9

pravé jednou,

e v kazdém malém ¢tverci o hrané 3 poliCka se vyskytuje kazdé z Cisel 1 az 9 pravé

jednou.

Zadani klasickych sudoku (i nékterych jeho dalSich variant) je mozné najit ve

specializovanych knihach &i na vybranych webovych strankach nepfeberné mnozstvi. Stejné

tak existuje velké mnozstvi aplikaci pro chytré telefony a tablety, které dokazou generovat
vlastni originalni zadani. Spolu s tim jsou dostupné i on-line nastroje na jejich strojové
feSeni, které je v pfipadé sudoku relativné jednoduché.
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http://sudokuzdarma.cz/

Ukol 2: Reste kakuro.

3 1) 1" 13 6
T 12
16 24
27 3
T
16 13
23
13 3
22 T
16 3
15 24 4
23 4
5 3
16 15
14 T

Zadani kakura (zdroj: Kakuro Conquest)

K feSeni: Kakuro je logicky matematicky rébus, ktery na prvni pohled pfipomina kfiZovku.
Na rozdil od ni se vSak do jednotlivych policek nevyplnuji pismenka, ale €Cisla, ktera mohou
nabyvat hodnot 1 az 9, pfi€emz jejich soucet musi odpovidat Cislu vyskytujicimu se v zahlavi
Casti sloupce €i fadku, v némz se nalézaji. Podobné jako v sudoku plati, ze v kazdé
samostatné ¢asti sloupce Ci fadku se Zadné z jiz pouZitych Cisel nesmi opakovat. Rozdil na
druhou stranu spodiva v tom, Ze hraci sit nema pevné dany tvar a muze byt teoreticky
libovolné velka.
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http://www.kakuroconquest.com/

Ukol 3: Reste fillomino.

5| | [2]
5 5 |1 4 4

Fillomino se zadanymi Cisly a s ¢asti vyzna¢enych hranic mezi polyominy (zdroj: Eillomino:
Play fillomino online)

K feSeni: Tretim zminénym rébusem je fillomino, které stejné jako kakuro nema pevné
danou velikost ani tvar hraci sité (tvar vSak obycejné byva obdélnikovy). V nékterych polich
jsou jiz dana Cisla, ktera mohou nabyvat hodnot od 1 vySe (horni mez v podstaté neni pevné
dana a v teoretickém pfipadé nekonecné velké hraci sité by mohla byt také nekonecné
velkd), ostatni pole jsou prazdna. Cilem hry je rozdélit tuto sit do polyomin (monomino
zahrnuje 1 poli¢ko, domino zahrnuje 2 sousedni policka, triomino 3 sousedni poli¢ka,...) a
vyznacit jejich ohraniceni tak, Zze kazdé z jiz zadanych Cisel n bude lezet na polyominu
sestavajicim z n poli¢ek. Jediné pravidlo pfi feSeni spociva v tom, Ze zadna dvé stejna
polyomina spolu nesmi sousedit a dotykat se smi maximalné rohy.

Multimédia k badatelské aktivité

Na internetu i v knihach Ize dohledat velké mnozstvi nejraznéjSich zadani zminénych
matematickych rébusl. Uvedme zde nékolik odkazl na webové stranky tykajici se sudoku,
kakura a fillomina.

Sudoku:

e Sudoku Online

e Sudoku Zdarma

Kakuro:
o Kakuro Online

o Kakuro Conquest
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http://www.thepuzzleclub.com/fillomino.php
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http://sudokuzdarma.cz/
http://www.kakuros.org/
http://www.kakuroconquest.com/

Fillomino:

e Fillomino puzzles

e BrainBashes: Daily Fillomino

e Fillomino Online (Logical Thinking Puzzle Game)

odkazy viz. on-line kurz
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http://www.menneske.no/fillomino/eng/random.html
https://www.brainbashers.com/showfillomino.asp
http://www.funwithpuzzles.com/2014/02/online-fillomino-puzzle.html

