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1 Popularizace matematiky - uvodem

PfestoZe se matematika dosti €asto v prab&hu nékolika prvnich let Skolni dochazky
propadne v oblibé zaku z nejoblibenéjSich pfredmeétl mezi pfedméty neoblibené, je tfreba mit
na paméti, Ze se nejedna jen o nudnou vétu o pocitani s Cisly vyZadujici encyklopedické
znalosti vzore€ku a postupd, ale dokaze byt také zabavna a hlavné poskytuje zaklady pro
feSeni problému v fadé dalSich oboru lidské ¢innosti, mezi nimiz mizeme jmenovat rizna
statisticka Setfeni a prizkumy (nemusi jit jen o pfedvolebni prizkumy a prazkumy vefejného
minéni, ale také tfeba statistické vyzkumy v ramci biologie), predikce budouciho vyvoje (at
uz napftiklad v demografii, v meteorologii ¢i nejriznéjSich hrach) a mnoho dalSich €innosti.

1.1 Motivace k zajmu o studium matematiky
Kazdy den s matematikou. Pro¢?

Matematika totiz vytvaFi prostfedky a nastroje, které umozniuji spravné vysvétlit a pochopit
nejen prirodni jevy. Tak jako nemuzete Cist tyto fadky, aniz umite Cesky a aniz znate
abecedu, neni mozné ani poznavat zakonitosti pfirody bez znalosti alespor zakladnich
matematickych poznatku - kniha pfirody, kniha svéta, ve kterém Zzijeme, je napsana
matematikou. Bez znalosti matematické abecedy se obejdou pouze védy zaloZzené na
subjektivnich pocitech a tvrzenich, ktera nelze dokazat ani experimentalné ovéfit, jako
psychologie, filozofie nebo pedagogika (byt i v ramci téchto oborl se daji provadét napriklad
statisticka Setfeni).

Matematika se po fadu stoleti rozvijela - a dodnes rozviji - v uzké provazanosti s fyzikou; v
poslednich desetiletich vSak pronikla do dalSich oblasti, jejichZ pracovnici zjistili, Zze
matematickymi prostfedky mohou uspésné fesit slozité problémy vlastniho oboru a ze
matematické metody jsou pro né nenahraditelné - jde o biologii, |ékafstvi, ekonomii,
jazykovédu, historii, vojenstvi atd. Abstrakci jednoduchych pojma odpozorovanych pfimo z
realné skutecnosti a jejich dalSi abstrakci a zobecnénim dospéla souc¢asna matematika k
pojmam, které uz s redlnym svétem zdanlivé vibec nesouviseji. Tato vysoka mira abstrakce
vSak neni ani trochu samoucelna. Teorie, které se dnes zdaji byt bézné praxi na hony
vzdalené, se v budoucnosti mohou ukazat jako velice uziteCné.

1.2 Moznosti a typy popularizace matematiky

Matematika ma na zakladnich a stfednich Skolach dosti specifickou pozici - mezi zaky a
studenty, pomineme-Ili vybérové tfidy, nebyva moc oblibena, protoze ve Skolnich lavicich se
Casto setkavaji s nepfili§ Zivym a zajimavym vykladem a spoustou vzorec¢ku. | pfes tento
"hendikep" je mozné najit vhodné a pékné zplsoby, jak matematiku popularizovat.

Zajimavou ukazkou zpestieni a popularizovani matematiky mohou byt rdzné matematické
programy, at' uz se jedna o programy dynamické geometrie (mezi dosti znamé zastupce této
tfidy program( patfi aplikace Cabri Geometry ¢i GeoGebra) nebo programy zastupuijici
systémy pocitacové algebry typu Wolfram Mathematica, Maple a podobné. Sem muzeme
zaradit tfeba jednoduchy program wxMaxima zvladajici jednodus$si vypocCetni operace vCetné
napfiklad feSeni nékterych integralt a diferencialnich rovnic nebo webové prostiedi (pfesnéji
vypocetni a védomostni engine) Wolfram|Alpha dostupny na webové

adrese www.wolframalpha.com, ktery nejen ze dokaze feSit a poCitat zadané ulohy, ale
slouzi téZ jako jakasi encyklopedie a v jisté mife zvladne i "pseudokomunikaci” s uzivatelem,
kdy je schopny odpovidat na jednoduché otazky.



http://www.wolframalpha.com/

Samostatnou kapitolu, ktera pfispiva k popularizaci matematiky, tvofi ulohy tzv. rekreacni
matematiky. Kromé relativné znamych rébusu typu sudoku, kakuro, nurikabe a raznych jejich
variant sem patfi i logicko-matematické ulohy vychazejici z Einsteinovy hadanky, kterou pry
vytvoril mlady Albert Einstein (jiné zdroje uvadéji anglického spisovatele Lewise Carrolla) a
zpaméti ji dokazou vyreSit pouhd 2 % procenta lidi.
Uloha spogiva v tom, Ze spolu se zadanim ve tvaru: "V 5 domech, z nichz kazdy je natfen
jinou barvou, zije 5 muzl rdznych narodnosti, pfi¢emz kazdy muz ma svuj oblibeny napo;j,
koufi svou oblibenou znacku cigaret (pomineme nepfilis vychovny aspekt tohoto tvrzeni) a
chova sva zvifata," je fesiteli pfedlozeno i nékolik tipl/podminek, umoznujicich logické
feSeni:

e Angli¢an zije v ¢erveném domé.

o Svéd chova psy.

o Dan pije ¢aj.

e Zeleny dim je hned nalevo od bilého.

e Obyvatel zeleného domu pije kavu.

e Ten, co koufi Pall Mall, chova ptaky.

e Obyvatel Zlutého domu koufi Dunbhill.

e Ten, co zZije ve prostfednim domé, pije mléko.

¢ Nor Zije v prvnim domé.

e Ten, co koufi Blend, Zije vedle toho, co chova kocky.

e Ten, co chova konég, Zije vedle toho, co koufi Dunhill.

e Ten, co koufi Blue Master, pije pivo.

e Némec koufi Prince.

e Nor Zije vedle modrého domu.

e Ten, co koufi Blend, ma souseda, ktery pije vodu.

Resitelovym Ukolem je zjistit, kdo z muzd chova rybicky.



1.3 Moznosti ziskavani informaci z nejnovéjsSich védeckych vyzkumu

Mluvime-li o nejnovéjSich védeckych vyzkumech, je tfeba mit na paméti, Ze tyto se v
matematice v posledni dobé objevuji spiSe ve smyslu ziskavani novych poznatkl v oborech
s matematikou, konkrétné s aplikovanou matematikou, Uzce spojenych (mizeme sem
zahrnout nové Sifrovaci a kddovaci algoritmy vyuzivané tfeba v bankovnictvi). Z této
skutec€nosti plyne, ze tyto nové poznatky bude spiSe mozné nalézt v nékterém z periodik
pfislusnych danému oboru, nez v Easopisech Cisté matematickych. | kdyZ i v téch Ize najit
zajimavé ¢lanky o aktualnim déni v matematice. Jako pfiklad jmenujme kupfikladu
Casopisy Matematika-fyzika-informatika (€asopis je dostupny v elektronické verzi zde)

nebo Ucitel matematiky.


http://www.mfi.upol.cz/index.php/mfi

2 Naméty pro aktivity zajmového krouzku

V nize uvedeném odkazu najdete dva naméty pro praci s zaky - uziti Geogebry pfi feSeni
slovnich Uloh a namét pro praci v riznych ¢iselnych soustavach.

2.1 Nameéty aktivit pro popularizaci matematiky
Reseni slovnich tloh o pohybu pomoci softwaru dynamické geometrie

Slovni tlohy o pohybu nalezi spolu s Ulohami o smésich a o spole¢né praci do vyuky
matematiky zakladnich a stfednich Skol. Pfi jejich feSeni se zpravidla pro lepSi orientaci
pouziva néjaky nacrtek ilustrujici zadanou situaci, samotné zjisténi vysledku je vSak
obycCejné provedeno vypodtem. Graficka metoda feSeni by ale neméla byt opomijena,
zvlasté v pfipadé nékterych uloh je mozné ji vcelku vhodné vyuZzit. K tomu je vSak nutné
vyuzit néktery z nastroju dynamické geometrie, kupfikladu program GeoGebra (pro
nekomeréni uziti zdarma dostupna na strance http://www.geogebra.org), v niz uzivatel mize
nejen konstruovat geometrické objekty, pracovat s geometrickymi zobrazenimi &i napfiklad
vySetfovat priibéhy funkci, ale vyuzivat ji i zpasoby, které u dalSich programd dynamické
geometrie nejsou mozné. Uzivatel tak mUze vytvorit nazorny interaktivni nacrt zadané
situace a zkoumat zmény, které nastanou pfi zméné vstupnich parametra.

Priklad: Rozhodnéte, zda mohou tfi cestujici stihnout vlak, ktery odjizdi za 75 minut ze
stanice vzdalené 40 kilometr(l, dokaze-li kazdy z nich bézet rychlosti 10 km/h a maji-li k
dispozici dvoumistny motocykl, ktery maze jet rychlosti 80 km/h. V pfipadé, Ze vlak mohou
stihnout, jak maji postupovat?

Reseni: Je zfejmé, Ze pokud ma byt tloha Fesitelna, bude nejvhodnéjsi zvolit nasledujici
zpusob dopravy. OznaCme cestujici A, B a C. Cestujici A a B usednou na motocykl a vyrazi
k nadrazi rychlosti 80 km/h, zatimco cestujici C bézi k nadrazi rychlosti 10 km/h. V urcité
vzdalenosti pfed nadrazim sesedne cestujici B z motocyklu a pokracuje dale v cesté
rychlosti 10 km/h, zatimco cestujici A se vraci pro cestujiciho C. Toho nalozi a nasledné
rychlosti 80 km/h dojedou zbytek cesty k nadrazi. Jak tato situace vypada v grafickém
znazornéni, je vidét na obrazku.


http://www.geogebra.org/cms/
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Avysadi B 4 km pred nadrazim,

vrati se pro C, ktery mezitim ub&hne 8 km,

spoleéné pak dojedou k nadraziv éase t= 72 minut.
B na nasraZi doraziv éase t= 51 minut.
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Grafické znazornéni situace (obrazek viastni tvorby)

Modré uselky znazorfiuji jizdu cestujiciho A se spolujezdcem, fialova usecCka je cesta
cestujiciho A vracejiciho se pro cestujiciho B a zelené usecky odpovidaji pési dopravé
cestujicich B a C. Z grafiky Ize téz vycist, Ze v tomto konkrétnim pfipadé vysadil cestujici A
cestujiciho B 4 kilometry pfed nadrazim, vyrazil naproti cestujicimu C, s nimz se setkal 8
kilometrt od startovni pozice a nasledné se oba bezpecné dostali do 40 kilometr
vzdaleného nadrazi 72 minut po vyjeti. Vysazeny cestujici B mezitim dobé&hl na nadrazi
dokonce 51 minut od zacatku meéfeni. VSichni tfi v tomto pFipadé vlak bez problému stihli.

Interaktivni figura odpovidajici zadani pfikladu je k nalezeni v sekci Multimédia k badatelské
aktivité. Lze v ni pohybovat posuvnikem s nazvem vysazeni, ¢imz je ménéna vzdalenost, v
niz je z motocyklu vysazen cestujici B. Experimentovanim pak Ize nalézt mnozinu
pripustnych feSeni véetné extrémnich pfipadl, kdy motocykl s cestujicimi A a C nebo
vysazeny cestujici B dorazi na nadrazi na posledni chvili, pfipadné |ze zkoumat i situace,
kdy se néktery z cestujicich opozdi a vlak nestihne.

Pro uplnost uvedme, Ze onémi extrémnimi pfipady jsou vysazeni cestujiciho B 8 kilometrd
pfed nadrazim, v takovém pfipadé dorazi A s C na nadrazi v 68. minuté a cestujici B 3
minuty pfed odjezdem vlaku, a vysazeni B 2 kilometry pfed nadrazim, v takové situaci
dobéhne B do cile ve 41. minuté a A s C pfijedou na motocyklu v 75. minut&, nicméné vlak


https://phix.zcu.cz/moodle/mod/book/view.php?id=50699&chapterid=8191
https://phix.zcu.cz/moodle/mod/book/view.php?id=50699&chapterid=8191
https://phix.zcu.cz/moodle/mod/book/view.php?id=50699&chapterid=8191

by jesté stihnout méli. Pokud je cestujici B vysazen kdekoliv v tomto rozmezi (8-2 kilometry
od nadrazi), vSichni tfi vlak stihnou, je-li cestujici B vysazen dfive, vlak nestihne, je-li naopak
vysazen pozdé&ji, nedorazi na nadrazi v€as cestujici A a C.

Dodejme jesté, Ze pfi ziemnéni hodnot dosaZitéinych posuvnikem (je nastaven na celé
kilometry, je vS8ak mozné nastavit citlivost na desetiny nebo setiny kilometr() dojde ke
zpresnéni vySe uvedenych hodnot.

Obdobnymi zpUlsoby Ize samoziejmé fesit i dalSi slovni Ulohy o pohybu, pro ilustraci uvadime
néktera dalSi zadani podobnych pfikladu:

Priklad: Za vozidlem s nadmérnym nakladem pohybujicim se rychlosti 16km/h vyrazilo za
2,5 hodiny doprovodné vozidlo, které je musi dostihnout nejpozdéji do 45 minut. Jakou musi
(resp. muze) jet rychlosti?

Priklad: Zelezniéni trat z Prahy do Olomouce je dlouha 250 kilometrd. V 6:00 vyjel z Prahy
do Olomouce rychlik rychlosti 85 km/h, o &tvrt hodiny pozdéji vyrazil opaénym smérem z
Olomouce do Prahy osobni vlak rychlosti 65 km/h. V kolik hodin a jak daleko od Prahy se
oba vlaky potkaji?

Priklad: Z mésta A do mésta B vzdaleného 60 kilometr( vyrazili tfi kamaradi. K dispozici
méli dvojmistny motocykl, ktery jel rychlosti 60 km/h. P&sky Sel kazdy z nich rychlosti 5 km/h.
Kamaradi se rozhodli pro nasledujici zpusob pfepravy: Dva z nich vyrazi k méstu B na
motocyklu, tfeti pljde pésky. Nékolik kilometrt pfed méstem B Fidi¢ motocyklu vysadi
spolujezdce, ktery bude do mésta B pokraCovat sam pésky, a vrati se k méstu A pro tfetiho
kamarada, kterého pak na motocyklu doveze az do mésta B. VSichni tfi dorazi do mésta B
najednou. Kde ma fidi¢ prvniho spolujezdce vysadit? Za jak dlouho vSichni dorazi do mésta
B?

Priklad: Mésta K, L a M leZi za sebou na tézZe silnici, vzdalenost K od L je 14 km. Ve 13
hodin vyjel z L smérem k M cyklista rychlosti 12 km/h, nato ve 14 hodin 10 minut vyjelo

z K rovnéz smérem k M osobni auto rychlosti 68 km/h. Kone&né ve 14 hodin 20 minut vyjelo
z M smérem k L nakladni auto rychlosti 45 km/h. VSichni tfi se na silnici setkali ve stejném
okamziku. Kdy doslo k setkani a v jaké vzdalenosti od L to bylo?

Priklad: V 9 hodin vyjel z Plzné cyklista smérem na Tabor rychlosti 20 km/h. O hodinu
pozdg&ji za nim vyrazil jezdec na mopedu a o dal$i hodinu pozdé&ji osobni automobil, ktery jel
dvojnasobnou rychlosti nez mopedista. Automobil pak dojel moped v té samé chvili, kdy
mijel cyklistu. Ur€ete, v kolik hodin a jak daleko od Plzné k tomu doSlo.



Metodicky list pro badatelskou aktivitu

Téma

Grafické feSeni slovnich uloh o pohybu

Tematicky celek

Slovni ulohy

Motivaéni ramec
aktivity

Slovni ulohy o pohybu jsou nedilnou souéasti Skolni matematiky,
pficemz jejich velké mnozstvi Ize fesit za pfispéni grafické metody misto
pouhého pocitani. Graficky nacrtek nebo narys je vétSinou nazorné&jsi
nez vypocet, pfiemz v pfipadé uziti interaktivni dynamické geometrie je
mozné, aby zaci v zavislosti na zméné vstupnich parametrd sami zjistili,
jaky tato zména bude mit vliv na vysledek.

Pocdet zakl 10-15

Vék zaku 12+

Pomucky pocitaC, pfislusné softwarove vybaveni

aitt:\ljs% popis Experimentalni feSeni slovnich dloh o pohybu pomoci grafické metody v

vyuzitim pfistroje

programu dynamické geometrie GeoGebra

Vhodné misto

pocitacova u€ebna

Zaci budou schopni zvladnout jednoduché tkony tykajici se prace s
programem GeoGebra (potazmo i s jinymi programy dynamické

Cile aktivity geometrie), pochopit souvislost mezi vstupnimi parametry a ménici se
hodnotou vystupu, nalézt alespon pfiblizné spravné vstupni hodnoty pro
dany hledany vystup, fesit slovni ulohy o pohybu.

RERIETE kompetence k feseni probléma, komunikativni, pracovni,...

kompetence

;:SSEOZI Aktivita navazuje na feSeni slovnich uloh, praci s geometrickymi objekty.

Mezipfedmétoveé
vztahy

informatika, fyzika, ¢lovék a svét




* Faze Cinnosti s :
v pla ; M formy, m
Casovy plan STt etody a formy, motivace

frontalni: nastinéni situace - nutnost nalezeni
optimalniho zpusobu dopravy, aby byly spinény
0-15 - zadanépodminky

skupinova: hledani vhodného zplisobu dopravy,
kdy se uSetfi co nejvice ¢asu

frontalni: grafické zpracovani zadani ulohy v

grafické vyjadreni pocitadi, interpretace zadanych informaci,
15-25 . , o . .

zadani zavedeni posuvniku, jimz se budou ménit vstupni

parametry

n?ileuzset:lll;ajnlch frontalni s dialogem: nalezeni krajnich pfipustnych
25-30 P pv y fedeni, interpretace zjisténych skutecnosti,

moznosti a C

e sestrojeni zavéru

mnoziny feSeni

samostatna prace s individualni ¢i skupinova (v malych skupinach, ve
30-45 P dvojicich): experimetovani zakl s dalSim zadanym

programem pfikladem slovnich uloh o pohybu

Hodnoceni neprovadéno, pfipadné je provadéno jen okrajové v
Hodnoceni zavislosti na zapojeni zaku do diskuze a s ohledem na zvladnuti prace s
programem dynamické geometrie.

DalSi prace s programem dynamické geometrie, napfiklad grafické

Navaznosti . . L
vaz I feSeni jednoduchych optimalizaCnich uloh.

Multimédia k badatelské aktivité

Interaktivni geometricka figura k pfikladu slovni tlohy o pohybu je ke staZeni zde. K jejimu
spusténi je nutné mit nainstalovanou a aktualizovanou Javu a program GeoGebra.

Ve figufe Ize pohybovat posuvnikem a ménit tak vzdalenost od nadrazi, ve které ma byt
vysazen cestujici B. V zavislosti na tom Ize experimentalné ovéfit, v jakych pfipadech vsichni
tfi cestujici vlak stihnou a v jakych ne.Grafické zobrazeni je dopInéné dynamickym textem s
komentafem informujicim uzivatele o misté vysazeni a dobg, kterou A, B a C potfebuji k
cesté do cile.



https://phix.zcu.cz/moodle/pluginfile.php/118982/mod_book/chapter/8191/S%C3%9A%20-%20n%C3%A1dra%C5%BE%C3%AD.ggb
http://java.com/en/
http://www.geogebra.org/cms/

Chci, aby mi bylo ... let aneb ¢isla v riznych €iselnych soustavach (do 45 min)

Pfirozena nespokojenost ¢lovéka se vSim, co pravé je a touha po tom, co pravé neni,
zahrnuje mnohdy i nespokojenost s vékem, ktery je mu spravedlivé a nekompromisné méren
rotacemi Zemé.

Pfedvedeme maly trik, jak iluzorn& nabyt takového véku, s nimz bychom aspor néjaky Cas
byli spokojeni.

1. Motivace problému, jak se uéinit starSim
Pustte si video Barbora piSe z tabora.

Dejme tomu, Ze se ocitnes v roli 13leté sle¢ny Barbory prahnouci po Stefanovi, ktery uz

v ori

dosahl pInoletosti, a chce$ byt ,0 par let starsi®, resp. byt aspofi plnoleta. Jak to zafidit?

Trik bude spocivat v tom, ze potfebujeme, aby Cislo 13 ,vypadalo® jako &islo 18 nebo o
trochu vétsi.

V naSich i vzdalengjSich koncinach jsou lidé do zivota povétsinou vybaveni celkem 10 prstiky
na obou rukach a dalSimi 10 prstiky na nohach. Proto se ndm jevi jako zcela samoziejmy a
pfirozeny takovy postup zapisu poctu cehokoli, v némz pfedméty napocitame na prstech
obou rukou a je-li jich vic, rozdélime je do skupin po deseti. ZapiSeme pocet skupin a
nasledné pripadné pfipiSeme pocet zbylych pfedmétu, které nezvladly vytvorit deseti¢lennou
skupinu. Napfiklad pocet let 13leté sleCny zhmotnény tfeba svickami na jejim
narozeninovém dortu Ize rozdélit na jednu skupinu s deseti svickami a zbylé tfi sviCky, proto
piSeme 13, ale jde vlastné o zkraceny zapis 1.10 + 3 (jedenkrat obé ruce a ffi prsty).

Aby bylo mozno sle€nu aspori imaginarné postarsit, museli bychom jejich 13 svi¢ek
rozdélovat do skupin o mensim podétu nez 10. Zkusme svicky rozdélovat napf. do skupin po
8. V tom pfipadé mame jednu osmi¢lennou skupinu a pét zbylych svicek, tj. 1.8 + 5.
Mimozemstan nebo pohadkova bytost z kreslenych seriall, které se z estetickych davodu
vejdou na ruku Casto jen Ctyfi prsty, by tedy mohla psat, Ze sle€né je pravé 15 let (jedenkrat
obé Ctyfprsté ruce a pét prsta).

Sle¢na je asporn zapisem o dva roky starsi, ale plnoleta jesté neni.

¢ Do jak pocetnych skupin bude potfeba rozdélovat Barbofiny dortové svicky, aby se

plnoletou stala?

-> Zkusime-li rozdélovat svi¢ky po 7, bude Barbofe 1.7 + 6 let, coZ by se dalo zapsat

Cislem 16.

-> Teprve pfi volbé pocitani po Sesti¢lennych skupinach, dosahne Barbora plnoletosti,
nebot’ 2.6 + 1 Ize Sikovné zapsat jako 21.

¢ Zkus se postarsit podle Barbofina vzoru. Jaky pocet ve skupiné budes volit? Mensi nez 10
nebo vétsi nez 10?
-> Mensi nez 10.

+ Pfi jakém poctu sviek ve skupiné jsi nejstarsi? Jaky je Tvuj nejvyssi vék?

-> NejvysSiho véku se dosahne, kdyz skupinu bude tvorit co nejmensi pocet pfedmétd, ktery
Je vSak vétsi nez 1. Proto je ¢lovék "nejstarsi”, bude-li pocet jeho svicek rozdélovan do
skupin po dvou.


http://www.youtube.com/watch?v=sUAdhGo1bes

2. Trocha matematiky — dohoda o zapisu Cisel a nékteré pojmy

VSimnéme si, Ze Barbora je stale stejné stara. Jen jsme Cislo 13 jednou vyjadfili jako 1.10 +
3, pak jako 1.8 + 5, nasledné souctem 1.7 + 6 a nakonec jako 2.6 + 1. Pak jsme tyto
rozvinuté zapisy zkratili na za zapisy 13, 15, 16, 21. Byl by to z nasi strany podvod,
kdybychom v poslednich tfech pfipadech nepfiznali, Ze po&itame jinak nez po
deseti¢lennych skupinach. Aby nedochazelo k nedorozuménim, budeme k &islu pfipisovat
dolni index vyjadfujici poCet predmétu, které tvofi skupinu, napf. 13, 15, 167, 21s. Cisla v
dolnich indexech 10, 8, 7, 6 jsou tzv. zaklady Ciselnych soustav. Bézné pocitame v Ciselné
soustaveé se zakladem deset (v tzv. desitkové soustavé nebo téz dekadické soustave), Cislo
154 je zapisem Cisla 13, v soustavé se zakladem osm (v tzv. osmi¢kové soustavé neboli
oktaloveé soustavé), vyrazem 16 je zapsano Cislo 134 v soustavé se zakladem sedm (tj. v
tzv. sedmickové Ci septilové soustave), konecné 21, predstavuje Cislo 133, v soustavé se
zakladem Sest (v tzv. Sestkové Ci sextilové soustave). Mizeme psat 13,0 = 155 = 16, = 21,.
Soucet 1.10 + 3 je rozvinuty zapis €isla 13, v desitkové soustavé, soucet 1.8 + 5

je rozvinuty zapis téhoz Cisla v osmic¢kové soustavé apod. pro 1.7 +6a 2.6 + 1.

Barboru i sebe jsi tedy postarsil diky zméné zakladu Ciselné soustavy.

3. Jak se uéinit mladsim
Pustte si video When I'm sixty four nebo Uz mi lasko neni 20 let.

AC se Té to jesté netykd, dfive €i pozdéji dospéjes k tomu, Ze by bylo lepSi byt ,0 par let
mladsi*.

+ Umél bys pomoci zpévakovi skupiny Beatles v omlazeni, az mu bude onéch 64 let?
-> Vék vylepSim zménou Ciselné soustavy.

¢ Jaky zaklad Ciselné soustavy zvoli§, aby v ném ¢islo 64 bylo ,mensi“? MenSi nez 10 nebo
vétsinez 107
-> Veétsi nez 10.

¢ Jaky vék mu mize$ nabidnout, chce-li zistat pInolety?
->V soustaveé se zakladem 11 je 64,0 =5.11 + 9 = 59;.
->V soustave se zakladem 12 je 64,0 =5.12 + 4 = 54,.
->V soustaveé se zakladem 13 je 64,0 =4.13 + 12 = 4,12y;.
->V soustave se zakladem 14 je 64,90 = 4.14 + 8 = 484,.

-> V soustave se zakladem 15 je 6419 = 4.15 + 4 = 445
->V soustaveé se zakladem 16 je 6419 = 4.16 + 0 = 404,.
->V soustave se zakladem 17 je 64,0 =3.17 + 13 = 3,135.
->V soustaveé se zakladem 18 je 64,9 = 3.18 + 10 = 3,104s.
->V soustaveé se zakladem 19 je 6419 = 3.19 + 7 = 374,.
->V soustaveé se zakladem 20 je 6419 = 3.20 + 4 = 34,
->V soustaveé se zakladem 21 je 64,0 = 3.21 + 1 = 31,.
->V soustaveé se zakladem 22 je 64,9 = 2.22 + 20 = 2,20,,.
->V soustaveé se zakladem 23 je 64,9 =2.23 + 18 = 2,18,;.
->V soustaveé se zakladem 24 je 64,9 =2.24 + 16 = 2,16,4.
->V soustaveé se zakladem 25 je 64,9 =2.25 + 14 = 2,14,s.
->V soustaveé se zakladem 26 je 64,9 =2.26 + 12 = 2,12.
->V soustaveé se zakladem 27 je 64,9 =2.27 + 10 = 2,10,,.
->V soustave se zakladem 28 je 6419 = 2.28 + 8 = 28.3.
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http://www.youtube.com/watch?v=ViKkjSzdwL4
http://www.youtube.com/watch?v=k4f-tnP7xB8

->V soustaveé se zakladem 29 je 6419 =2.29 + 6 = 26,.
->V soustaveé se zakladem 30 je 6419 = 2.30 + 4 = 245,
->V soustaveé se zakladem 31 je 64,9 =2.31 + 2 = 225;.
->V soustaveé se zakladem 32 je 6419 =2.32 + 0 = 203,.
->V soustaveé se zakladem 33 je 64,0 =1.33 + 31 = 1,31as.

¢ NaSel jsi néjaké nesmysiné zapisy? Které to jsou?
-> 6410 = 4,1213 = 3,1317 = 311018 = 2,2022 = 2,1823 = 2,1624 = 2,1425 = 211226 = 2,1027.

¢ Pro¢ vysly nesmysiné zapisy? Kolik cifer je tfeba pro zapis Cisla v Ciselné soustaveé se
zakladem n? Zamysli se nad pouzivanymi znaky v pfislusné Ciselné soustavé.

->V desitkové soustavé mame deset cifer (0, 1, 2, ..., 9), v soustavach se zakladem mensim
nez 10, {j. v soustavach, v nichz postarSujeme, mame méné cifer nez 10. Napf. v pétkové
soustave je pét cifer (0, 1, 2, 3, 4). Pokud v8ak "omlazujeme", ma €iselna soustava zaklad
vétsi nez deset, a proto je v ni i vice nez deset cifer. Napfiklad v Sestnactkové
(hexadecimalni) soustavé je pro zapis Cisla nutnych 16 cifer, obvykle se pouziva 0, 1, 2, ...,
9,A B,C,D, E, Fmistocifer0, 1, ..., 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, aby znak pro kazdou cifru
obsadil pouze jednu pozici. V Ciselné soustavé se zakladem n je potfeba n cifer. Zapisum, v
nichz by na pozici jednotek bylo dvojciferné &islo nebo néjaky dohodnuty znak, by vétsina lidi
nerozuméla a vnimala by je jako nesmysiné. Napfiklad Cislo 4,12, pfipadné 4C (pfi
dohodnutych cifrach 0, 1, 2, ..., A, B, C), zapsané v tfinactkové soustavé by nebylo chapano
jako Cislo vyjadfujici vék.

¢ Jaky nejmensi vék mlze byt pfi "omlazovani" dosazen?

-> "Omlazovani" provadime volbou zakladu vét§iho nez je €islo 10. Vzdy Ize zvolit zaklad,
ktery je roven véku omlazovaného. Napf. mizeme zvolit zaklad 64 pro omlazovani 64letého
Clovéka. Pak je 6415 = 1.64 + 0 = 104 . Volba vétsSiho zakladu vede k nesmysinému zapisu.
Soudime proto, ze nejmensim dosazitelnym vékem je 10 let pfi zakladu rovném véku pfed
omlazenim.

¢ Jak starého ¢lovéka nelze omladit? Jak starého Clovéka nelze postarsit?

-> Z pfedchoziho vime, ze ¢lovéku starému n let umime pfifadit vék 10 let. Zkusme proto
"omladit" desetiletého zaka. Pro omlazeni potifebujeme Ciselnou soustavu se zakladem
vétSim nez 10, napf. 11. Ale v jedenactkové soustavé je 10,0 = 0.11 + 10 = 0,104, a stejné
nesmyslny zapis se ziska pro vyssi zaklady. Z podobnych divodud nelze "snizit" vék déti
mladSich deseti let.

¢ Jak starého ¢lovéka nelze postarsit?
-> "PostarSeni" se provadi volbou Ciselné soustavy se zakladem mensim nez 10. Takovou
soustavu Ize vybrat pro kazdé Cislo, proto "postarsit" Ize vzdy nezavisle na véku.

¢ Volbou vhodné Ciselné soustavy zajisti clendm Tvé rodiny takovy vék, s nimz by byl
spokojeni.
-> Vysledky muze$ zkontrolovat v pdf-tabulce nebo zde.
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https://phix.zcu.cz/moodle/pluginfile.php/118982/mod_book/chapter/8188/cis_soustavy.pdf
https://phix.zcu.cz/moodle/pluginfile.php/118982/mod_book/chapter/8188/cis_soustavy.xlsx

Metodicky list pro badatelskou aktivitu 2

Téma

Ciselné soustavy

Tematicky celek

Cislo a proménna

Motivaéni ramec
aktivity

Pro fadu lidi je Cislo zapis jedné &i vice cifer vedle sebe. Pfitom se
automaticky pfedpoklada, Ze jde o cifry desitkové soustavy. Zména
Ciselné soustavy vede k abstraktnéjSimu vnimani pojmu €islo, totiz, ze
muze byt zapsano rliznymi zpusoby.

Pocet zakl 20
Vék zaku 12 a vice
Pomicky tuzka, papir, pfistup na internet napf. prostfednictvim interaktivni tabule

vyhodou

Struény popis
aktivity s
vyuzitim
pfistroje

Vhodné misto

bézna ucebna

Z&ci budou schopni zapsat &islo v riiznych &iselnych soustavach. Upravi

Cile aktivit o o o o .

y svUj stavajici pohled na Cislo jako na zapis.
Rozvijené
kompetence kompetence k feSeni problému, kompetence komunikativni a personalini
Pfedchozi Aktivita navazuje na znalosti, které by mél mit zak po absolvovani 1. st.
znalosti ZS.

Mezipfedmétove
vztahy

obéanska nauka

Casovy plan

Faze Cinnosti s pristrojem Metody a
formy,
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motivace
0-5 motivace problému postarseni frontalni
samostatna
5-10 . . .
ulohy na postardovani prace
10-20 . . .
zpfesnéni a matematické zapisy frontalni
20-30 motivace problému omlazeni frontalni
30-40 ulohy na omlazovani iamostatna
cinnost
40-45 zaveér a shrnuti, ivahy o moznostech vyjadreni zlomku
v jinych Eiselnych soustavach (12,5 roku apod.)
Hodnoceni V prabéhu aktivity bude provadéno sebehodnoceni.
Vyjadfovani racionalnich Cisel v jinych Ciselnych soustavach, zapisy
Navaznosti libovolného Cisla v jinych Ciselnych soustavach, uZziti rozvinutého zapisu

Cisla v riznych &iselnych soustavach pomoci mocnin.
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Historie a popis metody Monte-Carlo

V této Casti si uvedeme nékteré zajimave informace o tom, jak metoda vznikla a k jakym
ucellim byla vyuzivana.

Historicky prvnim pfikladem pouZiti principu metody Monte Carlo je tzv. Buffonova uloha, jez

je ulohou vztahujici se ke geometrické pravdépodobnosti: V roviné jsou narysovany
rovnobézky, jejichz vzdjemna vzdalenost je rovna L. Zajima nas pravdépodobnost, Ze
nahodné vrzena jehla o délce | < L protne nékterou pfimku. Uvazujme, ze rovnobézky jsou
rovnobézné s osou x. Oznaéme d vzdalenost stfedu jehly od nejblizSi rovnobézky a a uhel,
ktery svira jehla s danou rovnobéZkou (viz obrazek). Poloha jehly je tedy urCena bodem o

D<sd<=a0<as<n
soufadnicich [d; a], kde 2

SIN@===>x==-5INa

b | =] =
[

Z obrazku je zfejmé, ze jehla protne pfislusnou rovnobézku, pokud bude
d<=-sina
2

platit:
Hozenim jehly mohou nastat dva pfipady:
— Jehla protne pfisluSnou rovnobézku — uspéch.

— Jehla neprotne prislusnou rovnobézku — neuspéch.

a’s? © 51N @

Oblast pfiznivych vysledkd vymezena nerovnosti

14



ta| b=

0 m

Pravdépodobnost toho, Ze jehla protne rovnobézku, stanovime podle geometrické definice
pravdépodobnosti:

21
L-m

P =

Tuto pravdépodobnost muzeme odhadnout na zakladé znalosti Bernoulliho véty, ktera nam
fika, ze relativni Cetnost né&jakého jevu stochasticky konverguje k jeho pravdépodobnosti,
muzeme tedy pro odhad pravdépodobnosti psat:

p==1

n

¥

kde m znaci poc€et uspésnych pokusu (jehla protnula rovnobézku) a n znaci pocet vdech
realizovanych pokusu. MiZzeme tedy psat:

21 m

—_

L-m n’
z ¢ehoZ upravami ziskame:

2l *n
L-m

T =~

Realizujeme-li dostatecny pocet pokusu, Ize vySe uvedeny vztah vyuZit k experimentalnimu
stanoveni hodnoty Ludolfova Cisla 1.
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B sl el

Volf 1850 3,1596

Smith 1855 3204 3,1553

Fox 1894 1120 3,1419
Laccarini 1901 3408 3,1415929

=3,1415926539

Samotna metoda Monte Carlo byla formulovana a prakticky pouZita J. von Neumannem a S.
Ulamem pfi vyvoji atomové bomby béhem 2. svétové valky. Pfi vyzkumu chovani neutron U
bylo tfeba vyfesit problém, jaké procento neutron G v urcité sprsce pronikne néjakou
prekazkou, napf.. nadrzi vody urcitych rozméru. Pri feSeni tohoto problému predpovédi
Zivota neutronu byla pouzita technika kola rulety, odtud plyne i nazev metody. Napft.. je
znamo, ze pfi srazce neutronu a atomu vodiku je neutron pohlcen priimérn & v jednom ze sta
pfipadu. PFi stanoveni toho, zda bude neutron pohlcen &i nikoliv, je mozno pouzit kolo rulety
rozdélené na 100 dilkd, pfiéemz 1 oznaceny dilek bude znamenat pohlceni neutronu. V
pfipad &, Ze nedojde k zaniku neutronu, se pomoci dalSiho kola rulety nahodné stanovi
trajektorie neutronu do dalSi srazky. Takto se postupuje do té doby, nez dojde k zaniku
neutronu nebo k jeho prichodu prekazkou. Je zifejmé, Ze realizovat tento experiment pomoci
skute¢nych kol rulet by bylo prakticky nerealizovatelné. V té dob & byl viak jiz k dispozici po
¢ita€, pomoci kterého bylo mozno tento experiment realizovat. Metoda Monte Carlo je
numerickou metodou zaloZenou na vztahu mezi pravdépodobnostnimi charakteristikami
ruznych nahodnych procesul a veli€¢inami, které jsou feSenim studovanych uloh.

Princip metody tedy spociva v nasledujicich bodech:

1) Formulace nové ulohy majici ndahodny charakter, jejiz feSeni se shoduje s feSenim
puvodni ulohy.

2) Reseni nové ulohy pomoci statistickych experiment(.

Metodu Monte Carlo Ize pouzit napf.. pfi FeSeni urcitych integrall (zejména vicerozmérnych)
nebo pfi feSeni soustav rovnic.

Existuji dva mozné pfistupy pfi feSeni uloh metodou Monte Carlo:
1) Geometricka metoda zalozena na geometrické pravdépodobnosti.
2) Vypocet zaloZeny na odhadu stfedni hodnoty nahodné proménné.

ad 1) S geometricky pfistupem jsme se jiz setkali v ramci Buffonovy ulohy. Nyni si na dvou
jednoduchych pfikladech ukazeme, jakym jinym zplsobem Ize experimentalné stanovit
hodnotu 1T a jak Ize fesit jednoduchy urcity integral. Pfi feSeni vyuzijeme generator
pseudonahodnych &isel software Microsoft Excel (funkce NAHCISLO).
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Priklad

Je dan jednotkovy Ctverec, ve kterém je vepsana kruhova vysec (viz obrazek).
Geometrickym pfistupem experimentalné stanovte hodnotu Ludolfova &isla 1.

0 "
Definujme jev A — nahodné vybrany bod jednotkového &tverce lezi v kruhové vysedi.

Je zfejmé, ze na zakladé geometrické pravdépodobnosti mizeme pro pravdépodobnost jevu
A psat:

merl

T
P(A)=——= —
%) re 4

Nyni je tfeba provést sérii nahodnych pokusu — vybér nahodného bodu X z jednotkového
Ctverce. Bod X je ur€en dvéma nezavislymi rovnomérné rozdélenymi soufadnicemi x a y, kde
0=<x=1a0=y=<1.Konkrétni realizace soufadnic x a y Ize ziskat v Excelu pomoci funkce
NAHCISLO, jez generuje rovnomérné rozdélena nahodna &isla z intervalu <0; 1).

Mame-li vygenerovany dvojice soufadnic x a y, mizeme pfistoupit k rozhodnuti, zda nastal
uspéch (bod lezi v kruhové vysedi) ¢i neuspéch. Je zfejmé, ze pro vzdalenost d bodu X [x; y]
od pocatku soufadnicového systému plati:

d= Jx*+ y2

Uspéch tedy nastane tehdy, bude-li pro i-ty bod platit:

'xz? + ¥y <1,

nebot polomér vysece je roven 1.
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Nastane-li v n pokusech m uspéchu, kde m < n, mizeme pro pravdépodobnost jevu A psat:

m
P = —
n

Dostavame tedy:

m
ft

N

,P Ocet . Pocet uspésnych Stanoveny odhad
realizovanych ] hodnotv 1c
pokusi ty
100 74 2,96000
1000 782 3,12800
65532 51503 3,14369

T =3,1415926539

Je tfeba ovSem pamatovat na to, Ze ve vSech pfipadech se jedna o bodovy odhad hodnoty
. Seznamili jsme se se zakladnimi principy metody Monte Carlo, nyni nas bude zajimat,
jaka je pfesnost odhadu metodou Monte Carlo. Uvazujme pfistup zaloZeny na geometrické
pravdépodobnosti. Pfi tomto pfistupu realizujeme nahodny pokus, pfi kterém muze nastat
bud' uspéch, nebo neuspéch. Jedna se tedy o Bernoulliho pokusy (nezavislé pokusy majici
pouze dva mozné vysledky — uspéch a neuspéch, pravdépodobnost Uspéchu v kazdém
pokusu je konstantni), kdy nezname pravdépodobnost uspéchu, ale chceme ji na zakladé
experimentu stanovit. Zavedme promeénnou i, ktera v pfipadé uspéchu nabude hodnoty 1 a
v pfipadé neuspéchu hodnoty 0.

Definujme proménnou M:
—_ vn
M — 21=1 ‘5.1'.,

kde n je pocet realizovanych pokusu. Proménna M se Fidi binomickym rozdélenim; pro
pravdépodobnost, Ze v n pokusech nastane pravé m Uspéchu, plati:

PM=m)=( ") p™-1-p)"

kde 0 < p < 1 je pravdépodobnost uspéchu.
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Pro stfedni hodnotu a rozptyl binomické nahodné proménné plati:

EM=np,DM=n-p-(1-p)

M

Uvazujeme nyni proménnou ™ . Z vlastnosti stfedni hodnoty a rozptylu plyne:

E(5)=1-EM=%-n-p=p.

M 1 1 (1=
D(3)==DM=%-n-p-(1-p) =22

n

PFi dal$im odvozovani pouzijeme Cebysevovu nerovnost: Necht' X je nahodna proménna s
libovolnym, obecné neznamym rozdélenim, s kone¢nou stfedni hodnotou EX a rozptylem
DX. Potom pro libovolné malé € > 0 plati:

DXx
P(IX-EX|<g)21- =

Polozme a dosadme do CebySevovy nerovnosti odvozené vztahy

) an)

p-(1-p)
n-e2

M
P(l;—pHE}El—

Tato nerovnost je nazyvana Bernoulliho nerovnost.

Bernoulliho nerovnost mizeme zjednodusit na zakladé skutecnosti, ze:

pr(l-p)<

E

o

potom dostaneme:

M
—_— =1 _
P{ln pl<g)z1 pypr

Informace ke stazeni ve formatu pdf_zde. (viz. on-line kurz)
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Priklady na vyuziti metody Monte-Carlo

Zde si uvedeme dva pfiklady vyuziti metody. prvni je navod jak zjistit obsah plochy
trojuhelniku pomoci dané metody:

Dale uvedeme vypis ze souboru programu Mathematica -

pocet = 3;
koelik = 10000;
vrcholy = Sort[Takble[ {RandomReal [{0, 2 m}], 1}, {1, pocet}]]:
vrch = Table[ {Cos[vrcholy[[1, 1]1]], Sin[vrcholy[[1, 1111}, {1, Length[vrcholy]}]:
ch = ConvexHullMesh[vrch] !
i=0;
avnite = {};
mimo = {3
While[i < kelik,
r = RandomBeal[] ;
nhel = RandomBeal [{0, 2 7}]
bod = {r Cos[nhel], r Sin[uhel] };
If[Regionfllearest[ch, bod] = bod, nmwmitr = Append [ovnitr, bod],
mimo = Append [mimo, bod]]
i++]
Graphics[{Red, Point[vrch], Blue, Line[vrch], Line[{Last[vrch], First[vrch]}].
Green, Circle[], Black, Point[bod], Green, Point[mimo] , Red, Point[owmitr] }]

"Flocha podle metody Monte - Carlo @ " «> ToString[N[m#+ Length[ownitr] fkolik]]
"Flocha podle vzorce @ " <> ToString [N[RegionMeasure[ch, 2]]]

"Pofet bodd nvnitfd : " <> ToString[Length[ovnitr]]

"Pofet bodi vné: " <> ToString[Length[mimo] ]

"Fontrola " «<» ToString [kolik] <>" = " «>

ToString [Length[uovwnitr] + Length[mimo] ]



Plocha podle metody Monte - Carlo : 0.830323

Plocha podle wvzorce : 0.85614

Pofet bodld uwvnit® : 2643

Podet bodd wnd: 7357

Podobné bychom mohli zjisti obsah napfiklad osmiuhelniku:
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pocet = 8§
kolik = 10000;
vrcholy = Sort[Table[ {RandomReal [{0, 2m}], 1}, {i, pocet}]]:
vroh = Table[ {Cos[vrchely[[1, 1]1]], Sin[vrcholy[[i, 1]]1]1}, {i, Length[vrcholy]}]:
ch = ConvexHullMesh|[vrch] ;
i=0;
omwnitr={};
mimo = {};
While[i < kolik,
r = RandomBeal[] ;
nhel - RandomReal [ {0, 2 7}] !
bod = {r Cos[uhel], rSin[uhel]}:
If[Regiontearest[ch, bod] == bod, nwmitr = Append [ovnitr, bod],
mimo = Append [mimo, bod]] !
1i++]
Graphics[{Yellow, Point[vrch], Blue, Line[vrch], Line[{Last[vrch], First[vrch]}],
Green, Circle[], Black, Point[bod] , Green, Point[mimo] , Red, Point[owmnitr]}]

"Plocha podle metody Monte - Carlo @ " <> ToString[N[m % Length[owmitr] fkolik]]
"Plocha podle wvzorce : " <» ToString [N[RegionMeasure[ch, 2111
"Pofet bodi mmitt @ " <> ToString[Length[uvnitr]]

"Pofiet bodi vmé: " <> ToString[Length[mimo] ]
"Eontrola " <> ToString [kolik] <>" = " <>

ToString [Length[owmitr] + Length[mimeo] ]
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Plocha podle metody Monte - Carlo @ 2.72062
Plocha podle wvzorce : 2.40447

PoZet bodd uvnitf : 8660

Podéet bodd wn&: 1340

Fontrola 10000 = 10000

Oba experimenty je mozno také provadét pomoci programu excel a jeho generatoru
nahodnych Cisel - funkce nahcislo() nebo pomoci modifikovanych hodu kostkami.



