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Abstrakt

Diserta£ní práce si klade za cíl seznámit £tená°e s jednou z moºností modelování pod-
dajných t¥les spojených kontaktními vazbami, jejichº vzájemný pohyb je relativn¥ malý.
Nejprve byla provedena re²er²e, která byla východiskem pro zkoumání dané problematiky
a má £tená°e seznámit s °e²enou problematikou v ²ir²ím spektru. Na ní navazuje druhá ka-
pitola zam¥°ená na p°edstavení pouºitých matematických model·. Postupy jsou popsány
tak, aby je £tená° mohl p°ímo aplikovat a aby zcela objas¬ovaly modely pouºité v dal²ích
£ástech práce. V záv¥ru této kapitoly je uveden p°ístup pro zahrnutí vlivu rotace do mo-
dáln¥ redukovaného matematického modelu. T°etí a £tvrtá kapitola jsou £ist¥ aplika£ní
(popis pouºité modální redukce v kapitole 3 a modelování kontaktních vazeb v kapitole 4),
obsahují výsledky jednotlivých naprogramovaných p°ístup·. V²echny pot°ebné programy
jsou p°ipravené v prost°edí MATLAB. Získané výsledky jsou komentovány a vysv¥tlovány.
St¥ºejní £ástí diserta£ní práce je 5. kapitola, kde jsou oba dva postupy (tj. modelování
kontakt· poddajných t¥les a zahrnutí vlivu rotace do modáln¥ zredukovaného modelu)
spojeny a jsou provedeny parametrické studie rotujícího olopatkovaného disku rhombic-
kých lopatek p°i uvaºovaní kontaktu se t°ením a s p°edp¥tím.

Pro validaci získaných výsledk· poslouºil komer£ní kone£noprvkový software ANSYS,
který se standardn¥ pouºívá pro °e²ení problematiky tohoto typu. Z porovnání vypo£te-
ných deformací lopatek v kapitole 5 plyne, ºe prezentovaná metoda je pouºitelná pro
°e²ení výpo£tov¥ sloºitých kontaktních úloh. Její výsledky dosahují vysoké shody s vý-
sledky získanými p°ímou numerickou integrací v £ase °e²ených v softwaru ANSYS, av²ak
°ádov¥ za krat²í dobu.
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Abstract

The dissertation thesis aims to introduce the reader to one of the possibilities of
modeling of �exible bodies connected by contacts with relative small movement. Firstly
a state of the art review was made to achieve the stated goal, which was the starting
point for exploring the given issue and its target is to introduce solved problems to the
reader from the wider point of view. The second chapter is focused on introducing the
mathematical models used in the disertation thesis. The procedures are described in such
a way that the reader can apply them directly and fully explain the models used in
the other parts of the work. There is an approach to include the e�ect of rotation on
a modally reduced mathematical model at the end of this chapter. The third and the fourth
chapters are purely application-based (description of the modal reduction used in Chapter
3 and modeling of the contacts in Chapter 4) the results of each programmed approach
are presented. All programs are prepared in the MATLAB environment.The results are
commented and explained. The main part of the dissertation is the 5th chapter where two
procedures (i.e. modeling of the contacts of the �exible bodies and the inclusion of the
in�uence of rotation in the modal reduced model) are connected and parametric studies
(friction, prestressing,...) of the rotating bladed disk of rhombic blades are performed.

Commercial �nal element software ANSYS, commonly used for solving this type of
problem, is used to validate the obtained results. By comparing the calculated deformati-
ons of the blade in Chapter 5 it follows that the presented method is applicable to the
solution of computationally complex contact tasks. Its results reach high consistency with
the results obtained by direct time numerical integration in the ANSYS software but in
the order of less computational time.
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Kapitola 1

Úvod

1.1 Uvedení do problematiky

P°edkládaná práce se zabývá modelováním mechanických soustav s kontaktními vaz-
bami. Snahou autora je zprost°edkovat £tená°i ucelený pohled na jednu z moºností °e²ení
kontaktních úloh. V sou£asnosti se pro °e²ení sloºitých kontaktních úloh £asto uºívá ko-
mer£ní software, a´ uº zaloºený na metod¥ kone£ných prvk·, teorii multibody systém·
£i jiných metodik. Smyslem práce je k t¥mto komer£ním software implementovat alter-
nativní metodu, která by svojí p°esností odpovídala výsledk·m z komer£ního softwaru,
p°itom by byla rychlej²í a umoº¬ovala by snadn¥j²í citlivostní analýzu a úpravu metod
°e²ení.

Typickým zástupcem uvedené skupiny mechanických soustav jsou olopatkované disky
turbínových soustav, kde správná znalost chování soustavy má p°ímý ekonomický do-
pad. Vývoj p°esn¥j²ích metod modelování je práv¥ hnán tímto dopadem jiº od prvního
úsp¥²ného spu²t¥ní p°etlakové parní turbíny v roce 1884. Vynálezcem byl anglický inºenýr
Charles Algernon Parsons, který byl za sv·j p°ínos pový²en do ²lechtického stavu. Z dne²-
ního pohledu se parametry (výkon 7,5 kW p°i 17000 ot/min) jeho turbíny zdají jako velmi
malé, ale poloºil tím základ stroje jehoº vývoj probíhal celé 20. století a v n¥kterých ob-
lastech postupn¥ nahradil d°íve kralující parní stroje, p°ípadn¥ spalovací motory. Zvlá²t¥
efektivním se stalo spojení s generátorem elektrického proudu (alternátor £i dynamo),
nebo´ takto centráln¥ vyrobená energie se snadno p°ená²í ke koncovým uºivatel·m. Nelze
v²ak opomenout, ºe i letecké turbínové motory t¥ºí ze stejného základu.

Z vý²e uvedeného výplývá, ºe °e²ená problematika je velice ²iroká. V diserta£ní práci je
ale úzce spjatá s aplikací na parní turbíny. P°i komplexním °e²ení problematiky je nutné
oslovit ²iroké spektrum odborník· po£ínaje znalostí materiálových parametr·, p°es výpo-
£ty proud¥ní, teplotního namáhání, únavy aº po kmitání. Proto vývoj takového za°ízení je
velmi náro£ný a z velké £ásti itera£ní proces, kdy je £asto vybírán kompromis z n¥kolika
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variant. V této práci bude v¥nována pozornost pouze modelování kmitání olopatkova-
ného disku, které m·ºe p°ímo ovlivnit ú£innost turbíny. V p°ípad¥ znalosti maximálních
provozních kmit·, p°ípadn¥ jejich efektivní redukce, lze nap°íklad predikovat ºivotnost,
respektive zmen²it dilatace mezi statorem a rotorem.

V textu bude £tená° nejprve obeznámen s teoretickým popisem uºívaných matematic-
kých model· tak, aby byl vysv¥tlen navrhovaný postup modelování umoº¬ující zahrnout
do výpo£tu vliv rovnom¥rné rotace disku. V²echny prezentované postupy budou posléze
ov¥°eny na zjednodu²ených modelech. V záv¥ru bude sestaven olopatkovaný disk z re-
álných lopatek a na n¥m bude provedeno n¥kolik citlivostních analýz, v£etn¥ rozboru
získaných výsledk·.

1.2 P°ehled sou£asného stavu °e²ené problematiky

V této podkapitole je zpracována re²er²e publikací zabývajících se °e²ením kontaktních
úloh, sestavením a °e²ením matematických model·. �e²ení kontaktní úlohy je komplexní
problematika, proto jsou vyvíjeny matematické modely kontakt· vhodné pro jisté typické
pouºití. V odborných publikacích lze vysledovat nap°. modely vhodné pro °e²ení obec-
ných zak°ivených ploch (modely £ep· s v·lí), viz nap°. [Miguel & Otaduy (2012)], nebo
plo²ných kontakt· (kontaktní plochy lopatek) nap°. [Rivin (1999)], pop°ípad¥ kontaktní
modely vhodné pro deformovatelná t¥lesa nap°. [Hippmann (2004)].

Cílem této podkapitoly není vy£erpávající p°ehled a souhrn v²ech moºných p°ístup·,
moºností °e²ení a typ· úloh, ale spí²e uvedení zajímavých odborných publikací, které byly
v posledních letech publikovány. P°estoºe se p°edkládaná práce zabývá °e²ením kmitání
turbínových lopatek, prezentované práce zasahují i do jiných obor· mechaniky, kde se lze
s kontaktními úlohami setkat. Vy°e²ení problematiky kontaktních úloh zahrnuje t°i zá-
kladní kroky: nalezení kontaktu, ur£ení celkové normálové (kontaktní) síly a ur£ení t°ecích
sil. Auto°i uvád¥ných publikací se v¥t²inou soust°e¤ují pouze na jednu £ást problematiky
°e²ení kontaktní úlohy, kterou je v²ak nutné posuzovat jako celek. Z tohoto d·vodu je
velice sloºité ur£it logické uskupení prací a£koliv bylo snahou najít spojitosti mezi £lánky
a °adit je v logických návaznostech.

�e²ení kontaktních úloh je uº dlouhou dobu v¥nována velká pozornost. První vý-
znamné práce v tomto oborujsou datovány na konec 19. století, kdy n¥mecký v¥dec He-
inrich Rudolf Hertz shrnul základní chování t¥les v kontaktu a jejich modelování. Autor
se v¥noval ur£ení plochy kontaktu, tuhosti a základním p°ístup·m, jak °e²it kontakt dvou
t¥les v£etn¥ zm¥ny mechanických vlastností t¥les.

Práce na roz²í°ení této základní de�nice kontaktní úlohy jsou velice roz²í°ené, kdy
je základní model kontaktu dále zp°es¬ován zahrnutím r·zných vliv·, kterými m·ºe být
nap°íklad r·znými zp·soby zohledn¥ná trvalá deformace [Flores & Lankarani (2010)], £i
[Lankarani & Nikravesh (1994)], p°ípadn¥ [Anderson et al. (2009)] nebo zohledn¥ní vlivu
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mazací kapaliny [Gharib & Hurmuzlu (2012)].
Prvním krokem p°i °e²ení kontaktních úloh je nalezení pozice a velikosti pr·niku kon-

taktních ploch. Metody °e²ící tuto problematiku se dále d¥lí podle typu geometrie, pro kte-
rou jsou vhodné 2D £i 3D kontaktní úlohy. Základní uvedení do problematiky jednotlivých
p°ístup· lze najít nap°íklad v práci [Firrone & Zucca (2010)], kde auto°i p°edstavují jed-
notlivé druhy kontaktních element· pro °e²ení bodových a plo²ných kontaktních úloh.
V¥nují se i problematice stick-slip a jejímu zavád¥ní do matematických model·. Pro mo-
delování kontaktu pouºívají tzv. �silové °e²ení,� které bude dále vysv¥tleno. Sestavený ma-
tematický model °e²í ve frekven£ní oblasti, coº ale vyºaduje v kaºdém kroku i uºití zp¥tné
Fourierovy transformace k ur£ení aktuálního pr·niku ploch a aktuálních kontaktních sil.
Popisované p°ístupy prezentují na modelových úlohách disku turbosoustrojí. V¥nují se
frekven£nímu p°elad¥ní soustav zp·sobenému práv¥ kontaktními nelinearitami.

Na tuto práci auto°i navázali a dále ji rozvinuli, viz [Zucca et al. (2011)]. Publikace
je zam¥°ena na modelování kontaktu turbínových lopatek, konkrétn¥ na modelování kon-
taktních sil na pat¥ lopatek a navrºení vhodné geometrie kontaktní plochy pro tlumení
kmit· t°ením v kontaktu.

Jeden ze základních p°ístup· pro modelování kontaktní úlohy je model typu bod-bod.
Tento postup je detailn¥ popsán v [Byrtus et al. (2010)]. Auto°i dále pracovali s bodovým
kontaktem a studovali vliv kontaktní tuhosti na zm¥nu vlastních £ísel systému, coº pre-
zentovali v [Zeman et al. (2010)] a [Byrtus et al. (2013)]. Nevýhodou bodového kontaktu
je, ºe se uvaºuje kontakt po celé plo²e, nem·ºe být respektováno p°ípadné £áste£né od-
lehnutí kontaktní ploch. V d·sledku nato£ení ploch je dále nutné ur£it nejen normálovou
tuhost, ale i rota£ní tuhosti plochy. Stejný princip pouºili také [Pe²ek et al. (2011)]. Práce
p°iná²í objasn¥ní vlivu t°ecích ú£ink· na vlastní frekvence. P°ínosem p°ísp¥vku je také
p°ímé porovnání vypo£tených p°echodových kmit· s experimentem. Pro výpo£et auto°i
pouºili komer£ní software ANSYS, pomocí n¥hoº porovnávali vliv mikro a makro slipu
na celkové vibrace. Zjistili, ºe p°i uvaºování mikroslipu jsou vibra£ní výchylky men²í. Pro
zvý²ení shody výsledk· s experimentem zavedli závislost t°ení na relativní rychlosti. �e-
²ení kontaktu metodou bod-bod je pouºito i v práci [Charleux et al. (2006)]. Auto°i se
v¥nují problematice plynových turbín a eliminaci vysokocyklového poru²ení.

Ve výpo£tu kontaktních úloh je nutné ur£it tuhost kontaktu. V p°edkládané práci je
pouºíván p°ístup ur£ení kontaktní tuhosti vycházející z publikace [Rivin (1999)]. Pro sa-
motné modelování jsou pak p°edstaveny dva zp·soby. První je ur£ení kontaktní tuhosti,
která se p°i£te na konkrétní pozici matice tuhosti, a druhý je zaloºen na ur£ení normá-
lové kontaktní síly a t°ecích sil, pro které je pot°eba znát velikost kontaktní plochy, sílu
a materiálové vlastnosti vrstvy. Postup je blíºe popsán v podkapitole 2.2.2. Popis mo-
delování poddajného kontaktu a ov¥°ení parametr· bylo prezentováno nap°íklad autory
[Lankarani & Nikravesh (1994)].

Správné ur£ení normálové síly je klí£ové pro °e²ení návrhu t°ecího tlumi£e. T°ecími tlu-
mi£i pro plynové turbíny, respektive optimalizací jejich parametr·, se ve své praci zabývali
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i [Sanliturk et al. (2011)]. Upozor¬ují na fakt, ºe pro kaºdé uºití t°ecího £lenu je nutné
provést novou optimaliza£ní úlohu, aby bylo dosaºeno ideálního stavu pro poºadované
zatíºení. P°i malé hmotnosti dochází k malé odst°edivé síle a k malé disipaci energie. Na-
opak p°i velké hmot¥ t°ecího tlumi£e se kontakt uzamkne a disipovaná energie je nulová.
Navrhování dále komplikují prom¥nlivé otá£ky, proto výsledky mohou být £asto nejedno-
zna£né. Do svého modelu pouºili i efekt makro slip, který zavádí dal²í nelinearitu úlohy.
Pro urychlení optimalizace provád¥li výpo£et ve frekven£ní oblasti pomocí HBM (Harmo-
nic Balance Method = metoda ekvivalentní linearizace), kterou dále roz²í°ili o structural
modi�cation approach. Touto metodou auto°i p°evedli silový efekt kontaktu na výchylku
závisející na uvaºované tuhosti soustavy. Výsledky plynoucí z °e²ení tzv. rainbow testu
(na lopatkovém disku jsou na p°esných pozicích umíst¥ny t°ecí tlumi£e o optimalizované,
polovi£ní a dvojnásobné hmotnosti) auto°i porovnali s experimentem a potvrdili jeho
vhodnost navrhovaného postupu.

Harmonic Balance Method je detailn¥ p°edstavena v [Petrov & Ewins (2003)]. Me-
toda je zaloºena na Fourierov¥ analýze, kdy je soustava diferenciálních rovnic p°evedena
do frekven£ní oblasti. Vzniklou soustavu °e²í metodou zaloºenou na Newton-Raphsonov¥
p°ístupu. V p°ísp¥vku se auto°i zabývají také modelováním nelinearit vznikajících vlivem
stic-slip jevu. V záv¥ru p°ísp¥vku jsou prezentovány vypo£tené odezvy a zm¥na vlastních
£ísel systému se dv¥ma stupni volnosti pro r·zná nastavení t°ení.

Modelováním turbínových lopatek se téº zabývali [Yao et al. (2011)], kte°í °e²ili na-
tá£ení lopatek kolem vlastní osy, tzv. �rozkrucování� . Natá£ení je zp·sobeno vn¥j²ím
zatíºením horkými proudícími plyny. Auto°i se v publikaci p°ímo nezabývali problema-
tikou kontaktu, ale p°edstavili r·zné p°ístupy pro sestavení matematického modelu roz-
krucující se lopatky. Nejprve vyuºili Hamilton·v p°ístup, kdy si p°edtím vyjád°ili vnit°ní
deformace pomocí Euler-Bernoulliovy nosníkové teorie, téº známé jako klasické nosníkové
teorie. Obdrºené výsledky porovnali s Galerkinovou metodou. Pro oba matematické mo-
dely zkoumali chování závisející na úhlové rychlosti, jejíº zm¥nou vyvolávali p°echod od
£ist¥ periodického kmitání po chaotický pohyb. Zabývali se vývojem nelineární dynamiky
rotující lopatky, kdy docházelo ke st°ídání jednoho typu periodického pohybu s neperio-
dickým. Navíc pro jejich model do²lo k vybuzení polyharmonického pohybu.

Porovnání základních metod pro modelování a ur£ování kontaktních sil je provedeno
v £lánku [Mukras et al. (2010)], kde je pro zji²t¥ní sil v kontaktu pouºit jednak standardní
MKP model a pak také vlastní model zaloºený na elastic foundation model (EFM). Je
patrné, jak velký vliv má v·le v loºisku na nár·st rázových sil. Jednotlivé p°ístupy pak
poslouºili k výpo£tu opot°ebení, které pak bylo ov¥°eno experimentem. Z porovnání je
patrná dobrá shoda opot°ebení získaná standardním MKP softwarem (6 %), nebo´ EFM
model nedosahoval tak vysokého opot°ebení (o 12 % mén¥) v míst¥ p·sobící maximální
síly. Záv¥r p°ísp¥vku je pak takový, ob¥ metody jsou pouºitelné, MKP poskytuje p°esn¥j²í
výsledky, av²ak EFM model je mén¥ náro£ný na výpo£et.

Dal²í moºností °e²ení kontaktních úloh je modelování pomocí tuhosti nehmotného
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t¥lesa tzv. mass-less body, prezentovaného v [Yang et al. (1998)]. V p°ísp¥vku je vysv¥tlen
p°ístup k modelování kontaktu, zahrnutí vlivu rychlosti na zm¥nu kontaktní tuhosti a dále
popis °e²ení problému úlohy stick-slip. Popsané metody jsou zkou²eny na modelu se dv¥ma
stupni volnosti. V záv¥ru je pasáº, kde se auto°i v¥nují popisu nestability zap°í£in¥né
skokovou zm¥nou tuhosti soustavy p°i navázání kontaktu dvou t¥les.

Tematice modelování t°ecích £len· v plynových turbínách je v¥nován i p°ísp¥vek au-
tor· [Sanliturk et al.(1999)], kde do popsaného matematického modelu zavád¥jí experi-
mentáln¥ nam¥°ené hysterezní smy£ky, reálné parametry úpravy povrchu (nap°. válco-
váním) a reálnou geometrii. K diskretizaci lopatek pouºívají metodu kone£ných prvk·.
Pro usnadn¥ní výpo£tu kmitání °e²í model ve frekven£ní oblasti metodou HBM. Klí£o-
vým prvkem pro ur£ení t°ecích sil je ur£ení relativních pohyb· t°ecího tlumi£e, který je
umíst¥n u ko°ene lopatky. V publikaci prezentují malý vliv t°ení (tlumení) na vlastní
frekvence lopatky s upozorn¥ním, ºe nesmí dojít k uzam£ení kontaktu. Tento jev byl po-
tvrzen v [Rychecký (2011)], kde jsou porovnány vlastní frekvence jedné lopatky a lopatek
po ideálním uzam£ení kontaktu.

P°esnost výpo£tu hmotností t°ecích tlumi£· má p°ímý vliv na ºivotnost turbíny.
V práci [Csaba (1998)] bylo prokázáno, ºe p°i výpo£tu pomocí HBM, vychází kone£ná
hmotnost tlumi£e cca o 30 % niº²í. Je to zap°í£in¥no linearizací modelu, proto autor v¥-
nuje pozornost mikroslipu. A£koliv je v této publikaci p°edkládán pozitivní vliv t°ení na
tlumení vibrací, nelze zapomínat na materiálové tlumení. Jeho vliv je popsán v publi-
kaci autor· [Rao & Saldanha (2003)], kde zmi¬ují jeho d·leºitost p°i p°echodu kritických
frekvencí. P°edstavili model, jak zahrnout viskózní tlumení závislé na úhlové rychlosti
do systému ANSYS. P°esná znalost nap¥tí b¥hem p°echodu p°es rezonan£ní frekvence
je d·vod pouºívání ANSYSu, který v²ak autor·m neumoºnil zadat poºadovaný matema-
tický model materiálového tlumení. Pouºívané hodnoty útlumu pouºili z knihovny £ítající
tém¥° 2000 kombinací materiálu a testovacího nastavení, publikovanou B. J. Lazanem
v roce 1968. Po sérii m¥°ení [Lazan (1968)] téº dokázal vzr·stající vliv materiálového
tlumení pro zvy²ující se frekvence buzení. Pro validaci vypo£tového modelu p°ipravil
[Csaba (1998)] jeden olopatkovaný disk a na n¥m sledovali vliv materiálového tlumení
i tlumení kontaktem. Soustavu budili p°i r·zných otá£kách (200, 500 a 1000) a dokázali
pro zv¥t²ující se výchylky vzr·stající vliv materiálového tlumení, zatímco útlum od t°ení
v kontaktu p°íli² nerostl.

V odborných publikacích zabývajících se redukcí chv¥ní lopatek u turbínových kol
se lze setkat se t°emi základními umíst¥ními t°ecích tlumi£·. Pro p°ípad tzv. under plat-
form jsou t°ecí plochy umíst¥né pod aktivní £ástí lopatky. Dále je moºný kontakt malé
£ásti lopatky v aktivní £ásti lopatky a nebo mezi jednotlivými bandáºemi. Zpravidla
první a t°etí p°ístup shodn¥ vyuºívá t°ecí t¥lísko vsazené mezi jednotlivé lopatky, po-
kud nap°íklad neuvaºujeme tzv. rozkrucované lopatky uºívané na posledních stupních
turbín, viz nap°. [Mí²ek & Kubín (2009)]. P°i rotaci je t¥lísko zatíºeno odst°edivou si-
lou a vyvolává normálové nap¥tí v kontaktních plochách sousedních lopatek a p°i je-
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jich relativním pohybu díky t°ení disipuje energii. T°ecí t¥líska mohou být umíst¥na u
paty nap°. [Firrone & Zucca (2010)] nebo mezi bandáºemi [Pe²ek et al. (2011)]. V dal-
²ích pracích je na dvojici lopatek s t°ecím t¥lískem mezi bandáºemi analyzován vliv roz-
lad¥ní lopatek p°i harmonickém buzení [Br·ha & Zeman (2011)] a vliv t°ecí charakte-
ristiky na ohybové kmity lopatek buzené obdélníkovými pulsy [Br·ha & Zeman (2012)].
Vhodnému návrhu bandáºových t°ecích £len· se v¥nuje i [Stangeland & Bampton (2002)].
Jedná se o plátek kovu vloºený mezi bandáºe lopatek se sloºit¥j²í geometrií neº je nap°.
v [Pe²ek et al. (2011)]. Tento patent je vztaºen na pouºití pro turbínové spalovací motory.

Auto°i p°ísp¥vku [Tokar' et al. (2003)] se zam¥°ili na problematiku uzamykání va-
zeb, coº je jev, kdy se z t°ecí kontaktní plochy stane �pevné� spojení. K jevu dochází
nap°. p°i ²patn¥ zvolené hmotnosti t°ecího tlumi£e kmit·, kdy normálové nap¥tí vy-
volané odst°edivou silou je natolik vysoké, ºe t°ecí sila na n¥m závisející uº neumoºní
prokluz. V d·sledku zamezení prokluzu nedochází k disipaci energie a soustava lopatek
je více namáhána. V £lánku je v¥nována pozornost povrchové úprav¥ t°ecích ploch a to
jak z technologického (zp·sob opracování) tak ze strukturálního (r·zné druhy materiálu)
hlediska. Jevy byly studovány z d·vodu neideálního zp·sobu opracování a zm¥n povrchu
b¥hem provozu turbíny. M¥°ením vlastních frekvencí se jim nepoda°ilo vystihnout p°ímý
vliv zkoumaných faktor· (velikost kontaktní plochy, úhlovou rychlost, t°ení, zp·sob ulo-
ºení lopatky), který by významn¥ ovlivnil vlastní frekvence, potaºmo výchylky lopatek.
Poda°ilo se jim v²ak nam¥°it redukci výchylek lopatek kmitajících v protifázi. Záv¥rem
proto doporu£ují kontrolu v²ech rozm¥r· pouºívaných lopatek.

V p°ípad¥ uºití t°ecích £len· £i p°edp¥tí lopatek lze provést modální analýzu olopatko-
vaného disku. Znalost vlastních tvar· kmit· lopatek, lopatkových kol a celých turbosou-
strojí je d·leºitá pro celkové nalad¥ní systému, aby nedocházelo p°i provozních podmín-
kách k rezonancím. Vlivem tlumi£· na vlastní £ísla se zabývá také práce [Petrov (2011)],
kde pro urychlení °e²ení vyuºívá HBM. Autor posuzuje vhodnost pouºití n¥kolika typ·
tlumi£· a popisuje druhy nelinearit výpo£tu. Pro demonstraci svých záv¥r· pouºívá t°i
r·zné lopatkové disky. Pro urychlení výpo£tu téº uºívá cyklické symetrie. Tento p°ístup se
£asto vyuºívá u t¥les, která vykazují periodicitu geometrie, okrajových i po£áte£ních pod-
mínek. Implementace v softwaru ANSYS je uvedena nap°. v [ANSYS Conference (2002)].
Je v²ak na míst¥ upozornit, ºe v praxi se £asto uvaºují problémy spojené s rozlad¥ním
nebo-limisstuningem, kdy kaºdá lopatka má trochu jiné vlastnosti, jiné upevn¥ní na disku,
£i s neperiodi£ností budící síly £i kinematickým buzením vzniklým kmitáním rotoru. Daná
problematika misstuningu je blíºe p°edstavena nap°. autory [Yuan et al. (2010)].

Je zde vhodné dodat, ºe p°i výpo£tu soustavy diferenciálních rovnic linearizovaných
pomocí HBM je nutná znalost Jakobiovy matice, která se v²ak vlivem nelinearního cho-
vání kontaktu m¥ní v kaºdém kroku. Autor·m [Borrajo et al. (2006)] se poda°ilo odvodit
závislost Jakobiánu na kontaktní síle. Tím se jim poda°ilo zredukovat £asovou náro£nost
výpo£tu aº o 80 % oproti °e²ení Newton-Raphsonovou metodou.

P°es velký rozmach teoretických znalostí je ú£elné i experimentální ov¥°ení vypo£-
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tených hodnost. Experiment· se vyuºívá i pro získání fyzikálních dat pro výpo£ty. Ex-
perimentáln¥ získaná data vyuºili nap°. [Mí²ek & Kubín (2009)], kte°í se ve své práci
zabývali nelineární analýzou a 3D modelem poslední lopatky parní turbíny. Vzhledem ke
své délce 1220 mm bylo nutné provést sérii teoretických výpo£t·, které potvrdily vhod-
nost designu a funk£nost (jedná se o tzv. rozkrucovatelnou lopatku, která se po zatíºení
odst°edivou silou zkroutí a tak dojde k navázání kontaktní vazby). Oproti standardním
lopatkám se u tohoto typu projevuje i vliv nízkocyklové únavy, se kterou je také nutno
po£ítat. Kritickým místem zvoleného designu byl strome£ek uchycení lopatky do rotoru.
P°i vývoji bylo provedeno n¥kolik výpo£t·. Ty byly porovnány s experimentem (nap°.
ur£ení vlastních frekvencí pro r·zné úhlové rychlosti).

Problematika p°elad¥ní systému vlivem t°ení je také z £ásti obsaºena v textu autor·
[Sextro et al. (2001)], kde modelovali chování tzv. under platform dampers a vyuºívali
Hertz·v kontakt pro r·zné testované geometrie. Auto°i nejprve porovnali výchylky lopatek
v ²ir²ím frekven£ním pásmu pro zvolené hmotnosti t°ecích tlumi£·. Následovalo ur£ení
vlastních frekvencí pro kaºdou lopatku jednoho celého kola. Aby se vyhnuli modelování
celého lopatkového disku, uºili cyklické symetrie. U jednotlivých lopatek znali kontaktní
plochy, proto vyuºili 2D kontakt. Sou£ástí p°ísp¥vku je také experiment. Pro zvolené t°ecí
t¥leso zjistili dobrou shodu nam¥°ených a vypo£tených hodnot. Pro snaz²í vyhodnocení
nam¥°ených hodnot pouºili vlastní program pro vytvo°ení obálky hodnot.

Auto°i [Tou�ne et al. (1999)] ve svém £lánku uvád¥jí, ºe stále neexistují p°esné kom-
plexní modely, a proto trvá nutnost fyzikálních experiment·. Aby bylo moºné provád¥t
pr·kazné experimenty, je nutné vybudit t¥leso na poºadované frekvenci, k £emuº je po-
t°eba i dostate£ný zdroj energie, nebo´ lopatky uº ze své podstaty jsou dost tuhé. Celé
m¥°ení dále komplikuje umíst¥ní rotující lopatky v turbín¥. V p°ísp¥vku se v¥nují tes-
tování t°ecího tlumi£e, který nazývají �t°ecí omezova£ vrchol·� (friction peak limiters).
Sestavili zjednodu²ený model, na kterém m¥°ili pohlcování vibrací r·znými typy t°ecích
£len·. Model téºe soustavy vytvo°ili i v kone£noprvkovém softwaru, který pro dosaºení
men²í výpo£etní sloºitosti zredukovali emphE�ective Mass Method. Model kontaktu za-
hrnuje vliv t°ení v£etn¥ stick-slip efektu. Tímto se jim poda°ilo dosáhnout dobré shody
experimentálních dat s vypo£tenými hodnotami. Kontaktní plocha je podle uºité kone£no-
prvkové sít¥ rozd¥lena do n¥kolika kontaktních plo²ek, kde protilehlé z nich jsou spojeny
vazbou o ur£ité tuhosti s ur£itým tlumením. Kontaktní vazbu pro p°ípad stick-slip si lze
p°edstavit jako pruºinu, která je natahovaná do ur£ité míry, pak dojde k jejímu p°eru²ení
p°i prokluzu a navázání nové vazby.

Experimentální ur£ení koe�cientu t°ení ve velkém rozsahu kombinací materiál· a úprav
kontaktních ploch se zabývalo mnoho autor·. Vy£erpávající p°ehled problematiky podává
nap°. [Blau (2009)]. [Feeny & Moon (2007)] provád¥li m¥°ení pro chaotické vibrace s °íze-
nou amplitudou. M¥°ili dva p°ípady, v prvním byly t°ecí plochy pokryty papírem a v dru-
hém titaniem. Nam¥°ené výchylky závislé na rychlosti pouºili pro odvození zákona t°ení
pro zvolené t°ecí povrchy. Pro m¥°ení vytvo°ili za°ízení, ve kterém postupn¥ upev¬ovali
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n¥kolik lopatek s nejmen²í vlastní frekvencí okolo 2,4 aº 3,6 Hz. Budicí frekvence byla
zvolena od 2,5 do 5 Hz. Amplituda m¥la velikost 0 - 12 mm. P°ítla£nou sílu auto°i
volili od 0,1 do 5 N. Záv¥rem p°ísp¥vku jsou prezentovány nam¥°ené hysterezní k°ivky
pro ur£ení závislosti koe�cientu t°ení na rychlosti a výchylce pro oba zvolené testovací
povrchy.

V p°edkládané práci autor k modelování pouºívá tzv. lopatkových prvk·, viz nap°.
[Kellner (2009)], k nimº jsou p°ipojena tuhá t¥lesa respektující bandáº. Dal²í moºností
pro modelování lopatek, p°ípadn¥ 3D t¥les je tzv. Absolute nodal coordinate formulation
(ANCF), která je blíºe popsána v [Shabana (1998)]. Auto°i [Yu et al. (2010)] tento p°í-
stup roz²í°ili o moºnost zahrnutí kontaktu. Pro hledání místa kontaktu vyuºívají knihovnu
Opcode. Po nalezení místa kontaktu zahrnuli silový ú£inek kontaktu na t¥lesa. Pro ur£ení
velikosti sil vyuºili Hertz·v model kontaktu. Vhodnost modelu auto°i ov¥°ovali na jedno-
duchých p°íkladech (sférický, rovinný, cylindrický kontakt). Výpo£etní model téº testovali
i na poddajném nosníku tla£eném va£kou.

1.3 Motivace a cíle diserta£ní práce

Cílem p°edkládané diserta£ní práce je vytvo°it novou obecnou metodiku pro modelo-
vání kmitání rotujících t¥les, která je p°edstavena na modelu olopatkového disku s kmita-
jícími rotujícími lopatkami. Je v²ak na míst¥ uvést, ºe p°edstavená metoda je zcela obecná
a lze ji aplikovat na jakákoliv t¥lesa.

Modelování kontaktu a jeho hluboká znalost jsou klí£ové pro návrh metody °e²ící kmi-
tání celého olopatkovaného disku, opírající se o jiº dob°e známý a popsaný matematický
aparát. Teprve pro správn¥ sestavený a vylad¥ný model lze provád¥t modální, pevnostní
£i r·zné citlivostní analýzy. Stále je v²ak nutné mít na pam¥ti vyváºený pom¥r mezi
p°esností a £asovou náro£ností výpo£tu. U nelineárních dynamických analýz je, p°es stále
výkonn¥j²í hardware, ur£ujícím parametrem po£et stup¬· volnosti soustavy. Provád¥né
analýzy pouºívaly modely do 2000 stup¬· volnosti, coº se jeví v sou£asnosti jako rozumný
limit, pokud se p°i °e²ení nespolehneme na výpo£etní servery. Z vý²e uvedeného pramení
poºadavky na vytvo°enou metodiku.

De�nování cíl· diserta£ní práce

1. Modelování kontaktních úloh idealizovaných lopatek

� Uvést matematický aparát pro modelování lopatek pomocí 1D lopatkových
prvk·.

� Zahrnutí tuhého t¥lesa (bandáºe) do modelu lopatky.

8



� P°edstavit p°ístup k modelování kontaktní vazby, popsat základní model kon-
taktu a zahrnout jej do matematického modelu lopatek.

� Provést n¥kolik referen£ních analýz a provést rozbor výsledk·.

2. Sestavit postup k získání kone£noprvkového modelu reálné geometrie lopatky v£etn¥
vlivu rota£ních ú£ink·

� P°edstavit matematický model v£etn¥ postupu zahrnutí vlivu rota£ních ú£ink·.

� Provést modální redukci matematického modelu v£etn¥ citlivostní analýzy.

� Vysí´ování reálné geometrie lopatky.

� Porovnat p°echodové kmity redukovaného matematického modelu s výsledky
p°ímé integrace v £ase v£etn¥ okomentování výsledk·.

3. Modelování disku lopatek s reálnou geometrií

� Matematický popis olopatkovaného disku.

� Zohlednit vliv p°edp¥tí v bandáºi lopatek.

� Modální analýza olopatkovaného disku s p°edp¥tím.

� Provést n¥kolik referen£ních analýz demonstrujících chování olopatkovaného
disku v£etn¥ rozboru výsledk·.

� Parametrická studie olopatkovaného disku s rhombickými lopatkami pro sledo-
vání vlivu p°edp¥tí, t°ení v kontaktních plochách bandáºe a otá£ek na ustálené
kmitání lopatek.
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Kapitola 2

Metodika modelování poddajných

lopatek s kontaktními vazbami

Obsahem této kapitoly bude p°edstavení navrºených postup· a matematických mo-
del·, které budou dále aplikovány. Jejím cílem není vy£erpávající popis v²ech moºných
p°ípad· £i °e²ení, ale pouze postup· úzce spojených s °e²enou problematiku. S ohledem
na velké mnoºství p°ístup·, které byly v práci pouºity, bylo £len¥ní provedeno do n¥kolika
podkapitol tvo°ících ucelené logické celky.

2.1 Modelování turbínových lopatek

Pro matematický popis t¥les a geometrií lze pouºít velké mnoºství p°ístup·. V p°ed-
kládané práci byla zvolena metoda kone£ných prvk·. V p°ípadech, kdy je jeden z rozm¥r·
dominantní, tzn. pro ²tíhlá dlouhá t¥lesa, se velmi £asto p°istupuje k pouºití 1D prvk· (p°í-
kladem jsou p°íhradové konstrukce ve stavebnictví nap°. [Broºovský & Materna (2012)]).
U nerotujících t¥les se tyto kone£né prvky nazývají nosníkové, ale s ohledem na zam¥°ení
práce budou uvaºovány zcela obecn¥, tzn. po zahrnutí vlivu rotace budou nazývány lopat-
kovými prvky. Hlavní nevýhodou je sloºit¥j²í postup v p°ípad¥, kdy se nejedná o prizma-
tické t¥leso, ale pr·°ez a s tím i pr·°ezové charakteristiky jsou po délce prvku rozdílné.
A£koli existují postupy pro aproximaci t¥chto zm¥n [Br·ha & Zeman (2016)], je £asto vý-
hodn¥j²í p°istoupit k modelování obecných geometrii pomocí prostorových 3D kone£ných
prvk·.
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2.1.1 Matematický model vyuºívající 1D lopatkového kone£ného

prvku

Pro sestavení celkového matematického modelu lopatky bude neprve odvozen obecný
1D lopatkový prvek a dále p°edstaveno zahrnutí vlivu tuhého t¥lesa do matematického
modelu.

Odvození lopatkového 1D kone£ného prvku

Postupem uvedeným nap°. v [Kellner (2009)] byly odvozeny matice kone£ného prvku
�e� popisující rotující lopatku, která rotuje v pevném sou°adném systému xyz úhlovou
rychlostí ω0 okolo osy rotace y, viz Obrázek 2.1. P°i modelování kmit· lopatky pomocí
metody kone£ných prvk· jsou uvaºovány v²echny stupn¥ volnosti, tj. 3 posuvy u, v a w
a 3 nato£ení pr·°ezu ϕ, ϑ a ψ (dále jen výchylky).

bandáž

prizmatická lopatka

vetknutí

  

Obrázek 2.1: P°íklad prizmatického nosníku (lopatky), který je zakon£en tuhým t¥lesem.

P°íslu²né matice pro jeden kone£ný prvek �e� o délce l, který koná obecný prostorový
pohyb v rotujícím sou°adném systému, byly sestaveny za pouºití kinetické a potenciální
energie. Pohyb elementu kone£ného prvku na Obrázku 2.2 ve vzdálenosti x od po£átku
A0 o délce dx lze popsat základním rozkladem v jeho st°edu hmotnosti S na uná²ivý
posuvný pohyb rychlostí (argument t je pro jednodu²²í zápis dále vypou²t¥n)

vS(x) =

 u̇(x) + w(x)ω0

v̇(x)

ẇ(x)− (r + x+ u(x))ω0

 , (2.1)

(r zna£í vzdálenost bodu A0 od osy rotace y) a na relativní sférický pohyb okamºitou
úhlovou rychlostí

ω(x) = ω0 + ϕ̇(x) + ϑ̇(x) + ψ̇(x). (2.2)
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Obrázek 2.2: Schéma deformovaného lopatkového prvku.

Vektor ω(x) vyjád°ený v nato£eném sou°adném systému ξηζ, kolem jehoº osy ξ element
lopatkového prvku kmitá obecn¥, má tvar

ω(x) =

 ϕ̇(x) + (ω0 + ϑ̇(x))sinψ(x)

(ω0 + ϑ̇(x))cosψ(x)

ψ̇(x)

 . (2.3)

P°i zanedbání násobk· malých veli£in a uvaºování malého úhlu ψ(x) je moºné p°edchozí
výraz upravit na tvar

ω(x)=̇

 ϕ̇(x) + ω0ψ(x)

ω0 + ϑ̇(x)

ψ̇(x)

 . (2.4)

Ze znalosti rychlostí (2.1) a (2.4) lze vyjád°it kinetickou energii lopatkového prvku
délky l

E
(e)
k =

1

2

∫ l

0

[
A(x)vTS (x)vS(x) + ωT (x)J(x)ω(x)

]
%dx. (2.5)

Pro výpo£et energie (2.5) je nutno znát plochu pr·°ezu A(x) a matici J(x) obsahující
kvadratické a devia£ní momenty pr·°ezu. P°i jejich ur£ování se vychází z p°edpokladu
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hlavní centrální osy ξ hmotného elementu, která je kolmá na rovinu °ezu η̂ζ,

dIξ =

∫
A(x)

(η2 + ζ2)%dA dx = %dx
∫
A(x)

(η2 + ζ2)dA = %dx(Jη + Jζ). (2.6)

Podobným postupem se získají i kvadratické a devia£ní momenty plochy pr·°ezu pro zbý-
vající osy, které lze uspo°ádat do matice

J(x) =

 Jη(x) + Jζ(x) 0 0

0 Jη(x) −Dηζ(x)

0 −Dηζ(x) Jζ(x)

 . (2.7)

Osa ξ je hlavní centrální osa setrva£nosti hmotnostního elementu, proto devia£ní momenty
jsou Dξη(x) = Dξζ(x) = 0. Po dosazení vztah· (2.4) a (2.1) do (2.5) lze provést rozepsání
na kinetickou energii posuvného uná²ivého a relativního sférického pohybu

E
(e)
k posuv =

1

2

∫ l

0

A(x)[u̇2(x) + v̇2(x) + ẇ2(x) + w2(x)ω2
0 + 2u̇(x)w(x)ω0

−2ẇ(x)(r + x+ u(x))ω0 + (r + x+ u(x))2ω2
0]%dx,

E
(e)
k sf =

1

2

∫ l

0

[(Jη(x) + Jζ(x))(ϕ̇(x) + ω0ψ(x))2 + Jη(x)(ω0 + ϑ̇(x))2

−2Dηζ(x)(ω0 + ϑ̇(x))ψ̇(x) + Jζψ̇
2(x)]%dx. (2.8)

P°i modelování 1D kontinuí je moºné zanedbat malá p°etvo°ení εy a εz a potenciální
energii lze zapsat ve tvaru

E(e)
p =

1

2

∫ l

0

∫
(A(x))

{
Eε2

x(x) +G[γ2
xy(x) + γ2

xz(x)]
}
dA(x)dx, (2.9)

kde E je Young·v modul pruºnosti v tahu, G zna£í modul pruºnosti ve smyku a εx(x),
γxy(x) a γxz(x) jsou p°etvo°ení ve sm¥ru daném indexem. Konkrétn¥ pak

εx(x) =
∂ux
∂x

, γxy(x) =
∂uy
∂x

+
∂ux
∂y

, γxz(x) =
∂uz
∂x

+
∂ux
∂z

. (2.10)

Za p°edpokladu p°í£né nestla£itelnosti lze posunutí bodu o sou°adnicích x, y a z rotující
lopatky v d·sledku deformací lopatky vyjád°it ve tvaru

ux = u(x)− yψ(x) + zϑ(x), uy = v(x)− zϕ(x), uz = w(x) + yϕ(x). (2.11)

Dále platí ψ(x) = v′(x), kde £árka zna£í parciální derivaci podle x, a ϑ(x) = −w′(x).
Po dosazení (2.11) do (2.10) jsou získány vztahy pro jednotlivá uvaºovaná p°etvo°ení

εx(x) = u′(x)− yv′′(x)− zw′′(x), γxy(x) = −zϕ′(x), γxz(x) = yϕ′(x). (2.12)
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Po dosazení vztahu (2.12) do rovnice (2.9) vzniká kone£ný tvar potenciální energie

E(e)
p =

1

2

∫ l

0

∫
(A(x))

{
E[u′(x)− yv′′(x)− zw′′(x)]2 +Gϕ′2(x)(y2 + z2)

}
dA(x)dx. (2.13)

Za ú£elem diskretizace je nutné provést aproximaci jednotlivých výchylek, konkrétn¥:

1. P°í£né posuvy v a w se aproximují kubickou násadou

v(x) = Φ(x)c1, w(x) = Φ(x)c2, kde Φ(x) = [1, x, x2, x3]. (2.14)

2. Podélné posuvy u a torzní nato£ení ϕ se aproximují lineární násadou

u(x) = Ψ(x)c3, ϕ(x) = Ψ(x)c4, kde Ψ(x) = [1, x]. (2.15)

Pouºité ci, i = 1, 2, 3, 4 zna£í vektory koe�cient· bázových funkcí Φ a Ψ. Pro jejich ur£ení
je vyuºito kon�gurace lopatkového prvku v rotujícím sou°adném systému x′y′z′ popsaném
zobecn¥nými sou°adnicemi q(e) v krajních bodech kone£ného prvku A (x = 0) a B (x = l).
Zobecn¥né sou°adnice q(e) je moºné zapsat ve tvaru

q(e) = [qT1 ,q
T
2 ,q

T
3 ,q

T
4 ]T , (2.16)

kde

q1 =


v (0)

ψ(0)

v (l)

ψ(l)

 , q2 =


w(0)

ϑ(0)

w(l)

ϑ(l)

 , q3 =

[
u(0)

u(l)

]
, q4 =

[
ϕ(0)

ϕ(l)

]
. (2.17)

Dosazením (2.17) do aproxima£ních vztah· (2.14) a (2.15) jsou získány následující závis-
losti

qi = Sici, i = 1, 2, 3, 4, (2.18)

kde

S1 =


1 0 0 0

0 1 0 0

1 l l2 l3

0 1 2l 3l2

 , S2 =


1 0 0 0

0 −1 0 0

1 l l2 l3

0 −1 −2l −3l2

 , S3 = S4 =

[
1 0

1 l

]
. (2.19)

Vylou£ením vektor· ci koe�cient· bázových funkcí v (2.14) a (2.15) pomocí (2.18)
lze vztahy mezi výchylkami v obecném bodu x a zobecn¥nými sou°adnicemi (výchylkami
uzl·) vyjád°it jako

u(x) = Ψ(x)S−1
3 q3, ϕ(x) = Ψ(x)S−1

3 q4,

v(x) = Φ(x)S−1
1 q1, ψ(x) = Φ′(x)S−1

1 q1, (2.20)

w(x) = Φ(x)S−1
2 q2, ϑ(x) = −Φ′(x)S−1

2 q2.

14



Matice lopatkových prvk· je odvozena v [Kellner (2009)] z podmínek ekvivalence le-
vých stran Lagrangeových rovnic ve standardním maticovém vyjád°ení aplikovaném na ne-
tlumený lopatkový prvek �e� . K odvození se pouºijí vý²e uvedené vztahy (2.20) a výrazy
pro kinetickou energii (2.8) a potenciální energii (2.13). Ekvivalence vede k rovnosti

d
dt

(
∂E

(e)
k

∂q̇(e)

)
− ∂E

(e)
k

∂q(e)
+
∂E

(e)
p

∂q(e)
=

= M(e)q̈(e) + ω0G
(e)q̇(e) +

(
K

(e)
S − ω

2
0K

(e)
d + ω2

0K
(e)
ω

)
q(e) − f (e)

ω , (2.21)

kde M(e) je matice hmotnosti

M(e) =


S−T1 (I1A + I2ζ)S

−1
1 S−T1 I2DS−1

2 0 0

S−T2 I2DS−1
1 S−T2 (I1A + I2η)S

−1
2 0 0

0 0 S−T3 I4AS−1
3 0

0 0 0 S−T3 I4PS−1
3

 , (2.22)

G(e) je matice gyroskopických ú£ink·

G(e) =


0 0 0 −S−T1 I6PS−1

3

0 0 −2S−T2 I7AS−1
3 0

0 2S−T3 IT7AS−1
2 0 0

S−T3 IT6PS−1
1 0 0 0

 , (2.23)

K
(e)
d je matice zm¥k£ení za rotace

K
(e)
d =


S−T1 I2PS−1

1 0 0 0

0 S−T2 I1AS−1
2 0 0

0 0 S−T3 I4AS−1
3 0

0 0 0 0

 , (2.24)

K
(e)
S je matice tuhosti

K
(e)
S =


S−T1 I3ζS

−1
1 S−T1 I3DS−1

2 0 0

S−T2 I3DS−1
1 S−T2 I3ηS

−1
2 0 0

0 0 S−T3 I5AS−1
3 0

0 0 0 S−T3 I5PS−1
3

 , (2.25)

K
(e)
ω je matice vyztuºení vlivem odst°edivých sil

K(e)
ω = S

(e)

o


S−T1 I2S

−1
1 0 0 0

0 S−T2 I2S
−1
2 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 , (2.26)
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p°i£emº S
(e)

o popisuje odst°edivou sílu zat¥ºující prvek �e� . Lze ji ur£it výrazem

S
(e)
0 =

[
N−1∑
i=e+1

(miriS) +
1

2
mereS

]
ω2

0 = S
(e)

o ω2
0, (2.27)

kde r1S = r0 + 1
2
l1, r2S = r0 + l1 + 1

2
l2, . . . , mi = ρAili a r0 je vzdálenost prvního uzlu

lopatky od osy otá£ení. Suma vyjad°uje silové p·sobení následujících lopatkových prvk·
vyvolané odst°edivou silou. Druhý £len v (2.27) vyjad°uje ú£inek odst°edivé síly p·sobící
na aktuální lopatkový prvek v jeho t¥ºi²ti. Vliv odst°edivých sil na jeden kone£ný prvek

je vyjád°en silovým vektorem f
(e)
ω =

[
0T ,0T , f

(e)T
3 ,0T

]T
, kde

f
(e)
3 = ω2

0S
−T
3

∫ l

0

A(r + x)ΨT%dx = ω2
0A%l

(
r

[
1
2
1
2

]
+ l

[
1
6
1
3

])
. (2.28)

Pro zjednodu²ení bylo v p°edchozích vztazích uºito pomocných integrálních matic,
které mají následující tvary (za p°edpokladu, ºe prvek délky l je uvaºován jako prizma-
tický)

I1A = A

∫ l

0

ΦTΦ%dx, I2 =

∫ l

0

Φ′TΦ′dx,

I2D = Dηζ

∫ l

0

Φ′TΦ′%dx, I2P = Jp

∫ l

0

Φ′TΦ′%dx,

I2η = Jη

∫ l

0

Φ′TΦ′%dx, I2ζ = Jζ

∫ l

0

Φ′TΦ′%dx,

I3D = EDηζ

∫ l

0

Φ′′TΦ′′dx, (2.29)

I3η = EJη

∫ l

0

Φ′′TΦ′′dx, I3ζ = EJζ

∫ l

0

Φ′′TΦ′′dx,

I4A = A

∫ l

0

ΨTΨ%dx, I4P = Jp

∫ l

0

ΨTΨ%dx,

I5A = EA

∫ l

0

Ψ′TΨ′dx, I5P = GJk

∫ l

0

Ψ′TΨ′dx,

I6P = Jp

∫ l

0

Φ′TΨ%dx, I7A = A

∫ l

0

ΦTΨ%dx.

Ve vztazích (2.29) byl pouºit polární moment pr·°ezu Jp = Jη +Jζ a tzv. moment odporu
v krutu, podrobn¥ji v [Kellner (2009)], o velikosti Jk = A4

40Jp
, kde A je plocha pr·°ezu.

Sestavení matematického modelu lopatky

Lopatku lze rozd¥lit pomocí N uzl· na N − 1 lopatkových prvk·. Odvozené matice
z p°ed-chozí podkapitoly se nyní transformují do kon�gura£ního prostoru de�novaného
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výchylkami uzl· v po°adí, které je dáno výchylkami v po£áte£ním a koncovém uzlu

q̃(e) = [u(0), v(0), w(0), ϕ(0), ϑ(0), ψ(0), u(l), v(l), w(l), ϕ(l), ϑ(l), ψ(l)]T . (2.30)

Transforma£ní vztah mezi vektory výchylek je

q(e) = Tq̃(e), (2.31)

p°i£emº nenulové prvky matice T jsou rovné 1. S ohledem na (2.16) a (2.30) T mají prvky
matice konkrétní tvar T(1, 2) = 1; T(2, 6) = 1; T(3, 8) = 1; T(4, 12) = 1; T(5, 3) = 1;

T(6, 5) = 1; T(7, 9) = 1; T(8, 11) = 1; T(9, 1) = 1; T(10, 7) = 1; T(11, 4) = 1;

T(12, 10) = 1.

Touto maticí se pak transformují jednotlivé matice kone£ného prvku z prostoru sou-
°adnic q(e) do prostoru sou°adnic q̃(e), konkrétn¥ pak

X̃(e) = TTX(e)T, X = M, G, Kd, KS, Kω. (2.32)

Nyní lze zavést vektor zobecn¥ných sou°adnic v²ech uzl· lopatky ve tvaru

q = [. . . , ui, vi, wi, ϕi, ϑi, ψi, . . .]
T , (2.33)

kde index i p°i°azuje výchylky jednotlivým uzl·m.
Matice transformované do globálního sou°adnicového systému lze sloºit ve smyslu me-

tody kone£ných prvk· do celkových matic lopatky, které mají následující strukturu zob-
razenou na Obrázku 2.3.

Obrázek 2.3: Vkládání X̃(e) matic do celkové matice X.

Konzervativní model lopatky zatíºený vn¥j²í silou má pak tvar

Mq̈ + ω0Gq̇ +
(
KS − ω2

0Kd + ω2
0Kω

)
q = ω2

0fω + f(t), (2.34)

kde M, ω0G, KS, ω2
0Kd, ω2

0Kω jsou matice hmotnosti, gyroskopických ú£ink·, tuhosti,
zm¥k£ení a matice vyztuºení za rotace. Matice tlumení je uvaºována jako proporcionální
k matici hmotnosti a tuhosti B = αM + βKS. Vektor ω2

0fω zahrnuje vliv odst°edivých sil,
vektor f(t) obsahuje budicí silové ú£inky p·sobící na t¥leso a vektor výchylek
q(t) = [. . . ui, vi, wi, ϕi, ϑi, ψi, . . .]

T obsahuje zobecn¥né sou°adnice uzl·.
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Zakomponování bandáºe do matematického modelu lopatky

Bandáº, která je oproti lopatce relativn¥ tuhá, je k lopatce p°ipojena v posledním
uzlu lopatky zna£eného písmenem C jako tuhé t¥leso. V prostoru zobecn¥ných sou°adnic
de�novaném v (2.33) je popsána maticí hmotnosti [Byrtus et al. (2010)]

MT =



m 0 0 0 0 0

0 m 0 0 0 mc

0 0 m 0 −mc 0

0 0 0 Ixs 0 0

0 0 −mc 0 Iys +mc2 0

0 mc 0 0 0 Izs +mc2


, (2.35)

kde m je hmotnost tuhého t¥lesa, c je vzdálenost jeho st°edu hmotnosti od bodu p°ipojení
na ose lopatky v kladném smyslu osy x, Ixs , Iys+mc2 a Izs+mc2 jsou momenty setrva£nosti
tuhého t¥lesa k osám posunutým do bodu p°ipojení. Tuhé t¥leso je dále popsáno maticí
gyroskopických ú£ink·

GT =



0 0 2m 0 −mc 0

0 0 0 0 0 0

−2m 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 Ixs
mc 0 0 0 0 0

0 0 0 −Ixs 0 0


, (2.36)

kde pouºité parametry jsou shodné s popsanými parametry v (2.35). Matice zm¥k£ení
za rotace je

KdT =



m 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 m 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 Ixs


. (2.37)

Vlivem rotace bude na bandáº p·sobit odst°edivá síla ω2
0f

(b)
ω vstaºená ke st°edu S tuhé

bandáºe, viz Obr. 2.4

ω2
0f

(b)
ω =

[
mω2

0(r + c) 0 0 0 0 0
]T
, (2.38)

Uvedené matice (2.35), (2.36), (2.37) a (2.38) se p°i£tou v soustav¥ rovnic (2.34) na p°í-
slu²né pozice náleºející zobecn¥ným sou°adnicím uzlu, do kterého je tuhé t¥leso reduko-
váno. Výsledný tvar matematického modelu lopatky se zahrnutím vlivu tuhé bandáºe lze
zapsat ve tvaru
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Obrázek 2.4: Schématický nákres místa vlivu rotace na bandáº.

M +


. . .

MT

. . .


 q̈ +

B + ω0G + ω0


. . .

GT

. . .


 q̇ + (2.39)

+

KS − ω2
0Kd + ω2

0Kω − ω2
0


. . .

KdT

. . .


q = ω2

0fω + ω2
0


...

f
(b)
ω

...

+ f(t).

kde M, ω0G, KS, ω2
0Kd, ω2

0Kω jsou matice hmotnosti, gyroskopických ú£ink·, tuhosti,
zm¥k£ení a matice vyztuºení za rotace. Matice tlumení B je uvaºována proporcionální B =

αM+βK. Vektor ω2
0fω zahrnuje vliv odst°edivých sil lopatky a ω

2
0f

(b)
ω bandáºe. Vektor f(t)

obsahuje budící silové ú£inky pusobící na lopatku a vektor q(t) = [. . . ui, vi, wi, ϕi, ϑi, ψi, . . .]
T

obsahuje zobecn¥né sou°adnice uzl·.

2.1.2 Matematický model lopatky sestavený pomocí

obecných prostorových kone£ných prvk·

Pro geometricky sloºit¥j²í objekty je vhodn¥j²í pouºití prostorového kone£ného prvku,
kterému bude v¥nována pozornost v této podkapitole. Budou odvozeny lineární izopa-
rametrické prvky s lineární násadou p°edstavující nejjednodu²²í postup pro modelování
objemových prvk·. Popsaný postup bude uveden zcela obecn¥, pro zvý²ení p°esnosti lze
lineární bázové funkce nahradit nap°. kvadratickými. Matice objemových prvk· budou
odvozeny v rotujícím prostoru pomocí lokálního sou°adného systému ξηζ, jehoº osy jsou
po transformaci prvku na p°íslu²né páry prot¥j²ích stran kolmé. Do lokálního sou°adného
systému se obecný ²estist¥n transformuje jako krychle s po£átkem v jejím st°edu. Postup
je znázorn¥n na Obrázku 2.5.

Vztah popisující p°echod od lokálního sou°adného systému ξηζ do globálního xyz lze
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Obrázek 2.5: Lineární hexahedrální izoparametrický prvek.

vyjád°it pomocí

 x

y

z

 = N



x1

y1

z1

x2

...
z8


= Ne(e), (2.40)

kde vektor e(e) popisuje polohu uzl· i prvku �e� v sou°adném systému xyz. Matice N je
matice bázových funkcí s tvarem N

N =

 N1 0 0 N2 . . . 0

0 N1 0 0 . . . 0

0 0 N1 0 . . . N8

 . (2.41)

Jednotlivé bázové funkce dle [Bathe (2014)] pak mají tvar

Ni(ξηζ) =
1

8
(1 + ξξi)(1 + ηηi)(1 + ζζi), pro i = 1, . . . 8, (2.42)

kde ξi, ηi, a ζi jsou sou°adnice uzlu i v sou°adnicovém systému ξηζ



ξ1

ξ2

ξ3

ξ4

ξ5

ξ6

ξ7

ξ8


=



−1

1

1

−1

−1

1

1

−1


,



η1

η2

η3

η4

η5

η6

η7

η8


=



−1

−1

−1

−1

1

1

1

1


,



ζ1

ζ2

ζ3

ζ4

ζ5

ζ6

ζ7

ζ8


=



1

1

−1

−1

1

1

−1

−1


. (2.43)
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Vztah (2.40) lze p°epsat do tvaru

 x

y

z

 =



8∑
i=1

Ni(ξηζ)xi

8∑
i=1

Ni(ξηζ)yi

8∑
i=1

Ni(ξηζ)zi

 . (2.44)

Vektor posuv· naprvku muºe být analogicky vyjád°en pomocí stejné interpola£ní funkce
pouºité v popisu geometrie (2.40)

 u

v

w

 = N



u1

v1

w1

u2

...
w8


⇔ u = Nq(e), (2.45)

kde q(e) je vektor posuv· v uzlech prvku �e� dimenze 24. Vý²e uvedené interpola£ní vztahy
(2.45) poslouºí k odvození jednotlivých matic hexahedralního prvku v rotujícím prost°edí.
Odvození vztahu bude provedeno pro kontinuum popsané v rotujícím sou°adném systému
xyz, který se otá£í v sou°adném systému XY Z, viz Obrázek 2.6, konstantní úhlovou
rychlostí ω0 kolem osy rotace y = Y .

 

 

Obrázek 2.6: Sou°adnicové systémy pro odvození rychlosti libovolného bodu rotujícího t¥lesa.

Matice objemových prvk· rotujícího kotou£e budou odvozeny na základ¥ Lagrangeo-
vých rovnic, které obecn¥ uvaºují vlivy disipace energie
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d
dt

(
∂Ek
∂q̇

)
− ∂Ek

∂q
+
∂Ep
∂q

+
∂R

∂q̇
= 0, (2.46)

kde Ek je kinetická energie, Ep je potenciální energie, R je Rayleighova disipa£ní funkce,
q, respektive q̇ je vektor zobecn¥ných sou°adnic, respektive rychlostí.

Kinetická energie rotujícího kontinua v sou°adném systému xyz, viz Obrázek 2.6, má
tvar

Ek =
1

2

∫
V0

ρvTxyzvxyzdV, (2.47)

kde vxyz = vxyz(x, y, z, t) je vektor rychlosti bodu P0(x, y, z, t) kontinua v sou°adném
systému xyz, ρ je hustota kontinua a V0 objem kontinua. Za p°edpokladu, ºe osa y je osou
rotace, je rychlost bodu P0 ur£ena vztahem

vxyz = u̇ + ω0P(x + u), (2.48)

kde u = [u, v, w]T je vektor posuv· bodu P0, u̇ je vektor jeho rychlostí, x = [x, y, z]T je
polohový vektor a permuta£ní matice P od transformace vektoru rychlosti

P =

 0 0 1

0 0 0

−1 0 0

 .
Dosazení (2.48) do (2.47) a rozepsáním na jednotlivé sloºky má kinetická energie ná-

sledující podobu

Ek =
1

2

∫
V0

ρu̇T u̇dV︸ ︷︷ ︸
Ek0

+ω0

∫
V0

ρu̇TP(x + u)dV︸ ︷︷ ︸
Ek1

+

+
1

2
ω2

0

∫
V0

ρ
(
xT + uT

)
PTP (x + u) dV︸ ︷︷ ︸

Ek2

, (2.49)

kde Ek0 je kinetická energie nerotujícího kontinua, kinetická energie Ek1 zohled¬uje vliv
Coriolisových sil a Ek2 zahrnuje ú£inky odst°edivých sil.

Kombinací vztahu (2.45) s (2.49) jsou jednotlivé sloºky kinetické energie prvku �e�
v následujících tvarech
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E
(e)
k0 =

1

2
(q̇(e))T

∫
V (e)

ρNTNdV q̇(e), (2.50)

E
(e)
k1 = ω0(q̇(e))T

[∫
V (e)

ρNTPNdV q(e) +

∫
V (e)

ρNTPxdV
]
, (2.51)

E
(e)
k2 =

1

2
ω2

0

[∫
V (e)

ρxTPTPxdV + 2(q(e))T
∫
V (e)

ρNTPTPxdV+ (2.52)

+
(
q(e)
)T ∫

V (e)

ρNTPTPNdV q(e)

]
,

kde V (e) je objem prvku �e� . Pro zvý²ení p°ehlednosti lze pro vztahy (2.50) aº (2.53)
zavést následující substituce vztaºené na prvek �e�

M(e) =

∫
V (e)

ρNTNdV,

C(e) =

∫
V (e)

ρNTPNdV,

f
(e)
1 =

∫
V (e)

ρNTPxdV,

I(e) =

∫
V (e)

ρxTPTPxdV, (2.53)

f
(e)
2 =

∫
V (e)

ρNTPTPxdV,

K(e)
ω =

∫
V (e)

ρNTPTPNdV,

kde M(e) je matice hmotnosti, C(e) je Coriolisova matice, f
(e)
1 je vektor gyroskopických

sil, I(e) je moment setrva£nosti k ose y, f
(e)
2 je vektor odst°edivých sil a K

(e)
ω je matice

zm¥k£ení za rotace. Po dosazení t¥chto substitucí lze výraz pro kinetickou energii (2.49)
p°epsat do podoby

E
(e)
k =

1

2
(q̇(e))TM(e)q̇(e) + ω0(q̇(e))TC(e)q(e) + ω0(q̇(e))T f

(e)
1 +

1

2
ω2

0I
(e) +

ω2
0(q(e))T f

(e)
2 +

1

2
ω2

0(q(e))TK(e)
ω q(e). (2.54)

Potenciální energii kontinua je moºné za p°edpokladu uvaºování pouze deforma£ní
energie vyjád°it jako
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Ep =
1

2

∫
V (e)

εTσdV, (2.55)

kde ε = [εx, εy, εz, γyz, γzx, γxy]
T je vektor p°etvo°ení a σ = [σx, σy, σz, σyz, σzx, σxy]

T je
vektor nap¥tí. Vztah mezi vektorem nap¥tí a vektorem p°etvo°ení je dán zobecn¥ným
Hookeovým zákonem, který v maticovém zápisu má podobu

σ = Dε, (2.56)

kde D je matice tuhosti mající tvar

D =
E

(1 + ν)(1− 2ν)



1− ν ν ν 0 0 0

ν 1− ν ν 0 0 0

ν ν 1− ν 0 0 0

0 0 0 1−2ν
2

0 0

0 0 0 0 1−2ν
2

0

0 0 0 0 0 1−2ν
2


, (2.57)

kde E je Young·v modul pruºnosti a ν je Poissonovo £íslo. Prvky vektoru p°etvo°ení lze
vyjád°it

ε =



εx
εy
εz
γyz
γzx
γxy


=



∂u
∂x
∂v
∂y
∂w
∂z

∂v
∂z

+ ∂w
∂y

∂w
∂x

+ ∂u
∂z

∂u
∂y

+ ∂v
∂x


. (2.58)

Dosazením interpola£ního p°edpisu pro vektor posuv· (2.45) do p°edchozího vztahu
(2.58) lze získat

ε = Tq(e) = [T1,T2, . . . ,T8] q(e), (2.59)

kde jednotlivé submatice obsahují následující parciální derivace

Ti =



∂Ni

∂x
0 0

0 ∂Ni

∂y
0

0 0 ∂Ni

∂z
∂Ni

∂y
∂Ni

∂x
0

0 ∂Ni

∂z
∂Ni

∂y
∂Ni

∂z
0 ∂Ni

∂x


, i = 1, 2, . . . , 8. (2.60)
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Bázové funkce jsou závislé na poloze de�nované v globálním sou°adném systému xyz
(Ni = Ni(x, y, z)). Vzhledem k platnosti transformace mezi globálním sou°adným systé-
mem xyz a lokálním ξηζ lze sloºky polohového vektoru x zapsat jako funkce polohy
v lokálním sou°adnicovém sytému ξηζ, tj. x = x(ξ, η, ζ), y = y(ξ, η, ζ) a z = z(ξ, η, ζ).
Parciální derivace bázových funkcí (2.42) je moºné upravit na následují tvar


∂Ni

∂ξ
∂Ni

∂η
∂Ni

∂ζ

 =


∂Ni

∂x
∂x
∂ξ

+ ∂Ni

∂y
∂y
∂ξ

+ ∂Ni

∂z
∂z
∂ξ

∂Ni

∂x
∂x
∂η

+ ∂Ni

∂y
∂y
∂η

+ ∂Ni

∂z
∂z
∂η

∂Ni

∂x
∂x
∂ζ

+ ∂Ni

∂y
∂y
∂ζ

+ ∂Ni

∂z
∂z
∂ζ

 =


∂x
∂ξ

∂y
∂ξ

∂z
∂ξ

∂x
∂η

∂y
∂η

∂z
∂η

∂x
∂ζ

∂y
∂ζ

∂z
∂ζ


 ∂Ni

∂x
∂Ni

∂y
∂Ni

∂z

 = J

 ∂Ni

∂x
∂Ni

∂y
∂Ni

∂z

 , (2.61)

kde J je Jakobiova matice, která má po dosazení vztahu (2.44) tvar

J

 ∂Ni

∂x
∂Ni

∂y
∂Ni

∂z

 =



8∑
i=1

∂Ni

∂ξ
xi

8∑
i=1

∂Ni

∂ξ
yi

8∑
i=1

∂Ni

∂ξ
zi

8∑
i=1

∂Ni

∂η
xi

8∑
i=1

∂Ni

∂η
yi

8∑
i=1

∂Ni

∂η
zi

8∑
i=1

∂Ni

∂ζ
xi

8∑
i=1

∂Ni

∂ζ
yi

8∑
i=1

∂Ni

∂ζ
zi

 . (2.62)

P°ímou derivací bázových funkcí (2.42) jsou odvozeny pot°ebné derivace

∂Ni

∂ξ
=

1

8
ξi(1 + ηηi)(1 + ζζi),

∂Ni

∂η
=

1

8
ηi(1 + ξξi)(1 + ζζi), i = 1, 2, . . . , 8, (2.63)

∂Ni

∂ζ
=

1

8
ζi(1 + ξξi)(1 + ηηi),

kde sou°adnice jednotlivých uzlu v lokálním sou°adnicovém systému ξηζ jsou dány vzta-
hem (2.43). Inverzí vztahu (2.61) lze vyjád°it prvky matic Ti ∂Ni

∂x
∂Ni

∂y
∂Ni

∂z

 = J−1


∂Ni

∂ξ
∂Ni

∂η
∂Ni

∂ζ

 . (2.64)

P°i pouºití Hookeova zákona ve tvaru (2.56) a závislosti (2.59) vektoru p°etvo°ení na
vektoru posuv· jednotlivých uzl· prvku je moºné ur£it potenciální energii prvku �e� ze
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vztahu (2.55)

E(e)
p =

1

2

(
q(e)
)T ∫

V (e)

TTDTdV q(e). (2.65)

Zavedením matice K
(e)
s statické tuhosti prvku �e� ve tvaru

K(e)
s =

∫
V (e)

TTDTdV (2.66)

je získán vztah pro potenciální energii

E(e)
p =

1

2

(
q(e)
)T

K(e)
s q(e). (2.67)

P°i matematickém modelování kmitání t¥les je nutné zohlednit vliv tlumení. Tlumicí
ú£inky lze rozd¥lit do dvou skupin:

� Vn¥j²í tlumení je zp·sobeno vn¥j²ím prost°edím, tj. obtékáním média (kapalina, £i
plyn) okolo t¥lesa. Tlumicí síly p·sobí vºdy kolmo na povrch t¥lesa a jejich vliv lze
zahrnout nap°. pomocí Bernoulliových rovnic [Linhart (2009)].

� Vnit°ní tlumení je uvaºováno pro Kelvin-Voight·v materiálový model, jehoº pouºití
je popsáno v [Dupal (2004)].

Celkovou Rayleighovu disipa£ní funkci materiálového tlumení lze napsat ve tvaru

RI =
1

2

∫
V (e)

Bε̇TσdV, (2.68)

který je analogickým vztahem ke vztahu (2.55). Matice B obsahuje koe�cienty tlumení
a vektor ε̇T je vektor rychlosti p°etvo°ení kontinua, který se získá £asovou derivací prvk·
z (2.58). Analogickými úpravami, jaké jsou uvedeny pro odvození matice tuhosti K

(e)
s , lze

odvodit vztah pro Rayleighovu disipa£ní funkci. Z d·vodu neznalosti koe�cient· v ma-
tici B je v praxi velmi sloºité odvodit p°esnou podobu matice tlumení B pro obecný
kone£ný prvek, jak je popsáno nap°. v [Bathe (2014)]. Efektivním zp·sobem k vy°e²ení
tohoto problému je nahrazení matice tlumení B kombinací matice hmotnosti a tuhosti
proporcionálním vztahem

B = αM + βKs (2.69)

a koe�cienty α a β jsou ur£ovány zpravidla experimentáln¥ nebo z pom¥rných útlum·
dvou dominantních vlastních tvar· kmitání [Zeman & Hlavá£ (2004)]. Pro diskretizaci
celé lopatky m·ºe být aplikována energetická sumace p°es v²echny prvky tvo°ící lopatku
[�a²ek (2010)].
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2.2 Modelování kontakní vazby mezi lopatkami

Pro modelování kontaktních vazeb lze vyuºít velkého mnoºství p°ístup· popsaných
nap°. v pracích [Hippmann (2004)], [Miguel & Otaduy (2012)], £i [Rivin (1999)], p°i£emº
kaºdý z uvaºovaných p°ístup· je vhodný pro speci�ckou oblast pouºití. Modelování kon-
taktních vazeb zcela obecným p°ístupem je velmi náro£né ([Drumwright & Shell (2011)]),
a proto je nej£ast¥ji uºívaný p°ístup vyuºívající speci�ckých kontaktních model· vhodných
pro dané pouºití. V p°edkládané práci bude problematika kontaktu °e²ena následujícím
zp·sobem. P°edem známá kontaktní plocha bude p°ed zapo£etím °e²ení kontaktní úlohy
diskretizována na tzv. kontaktní plo²ky, ve kterých bude problematika kontaktu °e²ena sa-
mostatn¥. Je v²ak nutno podotknout, ºe tento zp·sob popisu kontaktních ploch je vhodný
pouze pro kontakty, které se vzájemn¥ pohybují malými výchylkami.

2.2.1 Ur£ení polohy bodu

P°esná znalost polohy uzl· kontaktních ploch je pro správné ur£ení kontaktní síly
naprosto klí£ová. Pro názorné vysv¥tlení byly p°ipraveny jednoduché gemetrie lopatek,
na kterých bude celý postup popsán, viz Obrázek 2.7 (model kontaktu pro matematický
model pouºívající 1D elementy) a 2.9 (model kontaktu pro matematický model pouºívající
3D elementy).

Kinematika kontaktních ploch pro 1D prvky

Kinamatika kontaktních ploch pro 1D prvky bude posána na kontaktním páru lopatek
i = 1, 2, který je znázorn¥n na Obrázku 2.7.

Obrázek 2.7: Modelovaná soustava dvou lopatek s kontaktní vazbou.

Uvaºovaná kontaktní plocha je rozd¥lena na n elementárních kontaktních plo²ek
j = 1, . . . , n. Ve st°edu kaºdé elementární plo²ky se zvolí lokální sou°adný systém ξjηjζj,
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jak je vyzna£eno na Obrázku 2.8. Normálový sm¥r v kontaktní rovin¥ je ve sm¥ru osy ζj.

Obrázek 2.8: Rozklad relativní rychlosti do sm¥ru os ξ a η.

Pr·nik dAj
= [dAj ,ξ, dAj ,η, dAj ,ζ , 0, 0, 0]T ve st°edu elementární plo²ky se vypo£ítá po-

mocí následujících vztah·

dAj
= q1,Aj

− q2,Aj
, (2.70)

qi,Aj
= Ti,Aj

qi,C , i = 1, 2, (2.71)

kde Ti,Aj
je transforma£ní matice a qi,C je vektor zobecn¥ných sou°adnic posledního

uzlu i-té lopatky, v n¥mº je bandáº p°ipevn¥na k lopatce. Tranforma£ní matice pro st°ed
kontaktní plo²ky vznikne pronásobením matic

Ti,Aj
=

[
E RT

Aj ,Si

0 E

] [
E C

0 E

]
. (2.72)

Matice E je matice s jednotkami na diagonále. Matice RT
Aj ,Si

je ur£ena polohou st°edu
kontaktní plo²ky v sou°adném systému s po£átkem Si ve st°edu bandáºe

RT
Aj ,Si

=

 0 zAj
−yAj

−zAj
0 xAj

yAj
−xAj

0

 . (2.73)

Matice C popisuje p°echod z posledního uzlu lopatky do st°edu bandáºe o vzdálenosti c
ve sm¥ru osy lopatky a má tvar

C =

 0 0 0

0 0 c

0 −c 0

 . (2.74)
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Pro výpo£et t°ecí síly je nutno znát relativní rychlost kontaktních plo²ek, které se ur£í
pomocí matice nato£ení v uzlu kone£noprvkové sít¥, k n¥muº jsou ú£inky kontaktní vazby
vztahovány. Rychlost kontaktní plo²ky je dána p°edpisem

q̇1,Aj
= T1,Aj

q̇1,C ,

q̇2,Aj
= T2,Aj

q̇2,C . (2.75)

Podobn¥ jako pr·nik, je i relativní rychlost ur£ená rozdílem rychlostí elementárních kon-
taktních plo²ek

cAj
= q̇1,Aj

− q̇2,Aj
. (2.76)

Tzv. skluzová rychlost v kontaktní plo²ce,viz Obrázek 2.8, v rovin¥ ξ̂jηj se pak ur£í vzta-
hem

cAj
=

√
c2
Aj ,ξ

+ c2
Aj ,η

, (2.77)

kde cAj ,ξ a cAj ,η jsou sloºky relativní rychlosti p°íslu²né elementární plo²ky Aj.

Kinematika kontaktních ploch pro 3D kone£né prvky

P°i modelování t¥lesa pomocí 3D kone£ných prvk· je ur£ení polohy kontaktního bodu
velmi snadné, nebo´ se nachází p°ímo na diskretizovaném povrchu t¥lesa. S ohledem na
vzájemn¥ rozdílné sou°adné systémy jednotlivých lopatek, ve kterých jsou de�novány
posuvy uzl·, je nutné p°esn¥ rozli²ovat mezi globálním sou°adným systémem (GSS) a lo-
kálním sou°adným systémem (LSS). LSS mají shodný po£átek a osu y s GSS, jsou v²ak
navzájem pooto£eny o rozte£ný úhel δ, viz Obrázek 2.9.

1

2

1

2

P21_l
P12_l

Obrázek 2.9: Dvojice lopatek s kontaktními body.
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Pr·nik lopatek bude vyjád°en v kontaktní rovin¥ v LSS ξηζ kontaktní roviny stejn¥
jako pro modelování kontaktu pro 1D elementy, viz Obrázek 2.7. Pro popis problému
bude pouºité následující indexování. Index j bude pouºíván pro popis kontaktní plo²ky
na kontaktní rovin¥, index i bude indexem lopatky. Z matematického modelu jsou známy
výchylky v²ech uzl· sít¥ v LSS lopatky, které mají obecn¥ 3 sou°adnice (qi,j)LSSi

=

[xi,j, yi,j, zi,j]
T , kde index LSSi odkazuje na sou°adnice v LSS lopatky i. Úkolem je tedy

vyjád°it polohu v LSS ξ, η, ζ, jinými slovy (qi,j)ξηζ pomocí (qi,j)Li
. Pro tuto transformaci

je vhodné zavést matici pooto£ení

Tξηζ,Li
=

 cos(βi) 0 sin(βi)

0 1 0

− sin(βi) 0 cos(βi)

 , (2.78)

kde úhel βi je roven velikosti nato£ení kontaktní plochy v·£i LSSi. Je v²ak ú£elné upozor-
nit, ºe vºdy pro jednu lopatku z kontaktního páru bude úhel βi záporný.

Nejprve bude vyjád°ena sou°adnice (qi,j)Li
pomocí (qi,j)ξηζ

(qi,j)Li
= Tξηζ,Li

(qi,j)ξηζ . (2.79)

Pro p°ípad pot°eby vyjád°ení (qi,j)ξηζ pomocí (qi,j)Li
pak sta£í pouºít transponovanou

matici Tξηζ,Li
. Vztah bude mít následující tvar

(qi,j)ξηζ =

 ξi,j
ηi,j
ζi,j

 = TT
ξηζ,Li

(qi,j)Li
, (2.80)

kde TT
ξηζ,Li

má tvar

TT
ξηζ,Li

=

 cos(βi) 0 − sin(βi)

0 1 0

sin(βi) 0 cos(βi)

 . (2.81)

P°i znalosti polohy bodu v LSS kontaktní plochy lze pr·nik kontaktních plo²ek eζj
ur£it pomocí vztahu

eζj = ζi,j − ζ(i+1),j. (2.82)

Normálová síla v j−té kontaktní plo²ce je pak rovna

Nj = kceζj , (2.83)

kde kc vyjad°uje kontaktní tuhost.
Pro získání skluzových rychlostí lze pouºít analogický vztah ke vztahu (2.79) a p°evést

rychlosti z GSS do LSS následujícím vztahem

(q̇i,j)Li
= Tξηζ,Li

(q̇i,j)ξηζ . (2.84)
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2.2.2 Zahrnutí kontakt· do pohybových rovnic

V p°edkládané práci jsou pro zahrnutí vlivu kontaktu pouºívány dva p°ístupy. Prvním
uºívaným zp·sobem je provázání dvou t¥les pomocí matic tuhosti a tlumení, viz nap°.
[Rychecký (2011)]. V tomto p°ípad¥ jsou prvky matice tuhosti a tlumení kontaktu p°i£teny
na p°íslu²né pozice matice tuhosti a tlumení celé soustavy. T°ení je v²ak modelováno
pomocí t°ecí síly, která se p°i£ítá k celkovému vektoru zobecn¥ných sil obsaºeném ve
vektoru na pravé stran¥ soustavy. Druhou pouºívanou metodou je provázání pomocí sil,
kdy jsou za pouºití principu akce a reakce p°i£teny na p°íslu²né pozice silového vektoru
i normálové (kontaktní) síly.

Tuhostní p°ístup p°i °e²ení kontaktní úlohy

Tento p°ístup k modelování kontaktních úloh byl detailn¥ popsán v diplomové práci
autora, viz [Rychecký (2011)]. Provázání nezávislých t¥les je odvozeno z deforma£ní ener-
gie kontaktu, která se v Lagrangeových rovnicích derivuje podle zobecn¥ných sou°adnic.
Potenciální energie pro j-tou kontaktní plo²ku má tvar

Edj =
1

2
dTAj

KAj
dAj

H(dAj ,ζ), (2.85)

kde H(dAj ,ζ) je Heavisideova funkce, která nabývá nulové hodnoty pro dAj ,ζ ≤ 0 (plocha
není aktuáln¥ v kontaktu) a hodnoty 1 pro dAj ,ζ > 0. Argument dAj ,ζ zna£í deformaci
kontaktní plo²ky ve sm¥ru normály ζj, viz Obrázek 2.8. Matice KAj

, ur£ující kontaktní
tuhost jedné elementární plo²ky, má tvar KAj

= diag(0, 0, kζ , kξξ, kηη, 0), p°i£emº index
p°i°azení k plo²ce Aj pro jednoduchost zápisu vypou²tíme. Dále bude uvaºována pouze
normálová tuhost kζ , nebo´ p°edpokládáme pouze malá relativní natá£ení kontaktních
ploch. Vliv rota£ních tuhostí je nahrazen díky diskretizaci kontaktní plochy elementárními
plo²kami.

Normálová tuhost je volena konstantní pro celou kontaktní plochu a je vypo£tena
pouze jednou na po£átku °e²ení ze statického zatíºení. Celková normálová tuhost je ur£ena
vztahem uvedeným v [Rivin (1999)]

kζ =
N

γ
· 106 [N/m] (2.86)

kde N je celková kontaktní statická síla a deformaci γ v µm lze ur£it ze vztahu

γ = cσpζ , (2.87)

kde σζ = N
A
je nap¥tí v MPa vyvolané normálovou silou N p·sobící na celkovou plochu

A, c a p jsou konstanty. Jejich velikost se volí dle materiálových vlastností z interval·
c = 2 ÷ 5, p = 0, 4 ÷ 0, 8. Hodnota konstanty c závisí zejména na nerovnosti povrchu
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kontaktních ploch. �ím hlad²í je opracování kontaktní plochy, tím men²í je hodnota c. Se
zv¥t²ující se kontaktní plochou exponent p nar·stá a blíºí se hodnot¥ 1 [Rivin (1999)].

Pro zahrnutí vlivu kontaktu do modelu soustavy t¥les je nutné deforma£ní energii kon-
taktu v plo²ceAj zderivovat dle zobecn¥ných sou°adnic soustavy q = [. . .qT1,C , . . .q

T
2,C , . . .]

T

∂Edj
∂q

=
1

2

∂

∂q

[(
T1,Aj

q1,C −T2,Aj
q2,C

)T
KAj

(
T1,Aj

q1,C −T2,Aj
q2,C

)]
H(dAj ,ζ). (2.88)

Matice tuhosti kontaktní plo²ky KAj
je ur£ena v jejím lokálním sou°adném systému.

Pro za£len¥ní do matematického modelu lopatek je nutno ur£it matici tuhosti z identity
∂Edj

∂q
= KAj

q. Zapí²eme ji v komprimovaném tvaru, kdy nulové submatice nejsou uvedeny

KAj
=

[
TT

1,Aj
KAj

T1,Aj
−TT

1,Aj
KAj

T2,Aj

−TT
2,Aj

KAj
T1,Aj

TT
2,Aj

KAj
T2,Aj

]
H(dAj ,ζ). (2.89)

Celková komprimovaná matice tuhosti kontaktu je ur£ena sou£tem

Kc =
n∑
j=1

KAj
. (2.90)

Komprimovaná matice Kc dimenze 12 se rozd¥lí na £ty°i £tvercové submatice °ádu 6

p°i°azené vektor·m q1,C a q2,C

Kc =

[
A B

C D

]
, (2.91)

které se p°i£tou k celkové matici tuhosti dvojice lopatek na pozice de�nované indexy kon-
krétních zobecn¥ných sou°adnic provázaných lopatek. Provázání zobecn¥ných sou°adnic
v celkové matici tuhosti K je znázorn¥no na Obrázku 2.10, kde modrou barvou jsou vy-
zna£eny nenulové pozice matice tuhosti dvou t¥les KS, ke kterým jsou £ervenou barvou
na ozna£ených místech p°i£teny 4 submatice matice tuhosti kontaktu Kc.

Po ur£ení matice tuhosti zbývá ur£it velikost a sm¥r t°ecích sil. T°ecí síly závisejí
na normálové kontaktní síle vyjád°ené pomocí kontaktní tuhosti a pr·niku. Pro ur£ení
t°ecích sil je nutné také znát sm¥r a velikost relativní rychlosti. V p°ípad¥ uvaºování
konstantního koe�cientu t°ení °e²ení nezávisí na velikosti relativní rychlosti kontaktních
plo²ek.

Pro modelování kontaktu pomocí matice tuhosti kontaktu je zapot°ebí dopo£ítat nor-
málovou sílu, která je dále uºívána pro výpo£et t°ecí síly. Normálová síla p°ená²ená plo²kou
Aj je ur£ena p°edpisem

NAj
= kζ,jdAj ,ζH(dAj ,ζ), (2.92)
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Prvky vyjadrujici kontaktni tuhost
Prvky matic tuhosti dvou teles

Obrázek 2.10: Struktura matice tuhosti ukazující pozice, na které se p°i£ítají kontaktní tuhosti.

kde kζ,j je tuhost v normálové sm¥ru, dAj ,ζ je t°etí sou°adnice vektoru dAj
ur£ující pr·nik

kontaktních plo²ek ve sm¥ru ζ a H(dAj ,ζ) je Heavisideova funkce.
Pro nenulovou relativní rychlost cAj ,ξ ve sm¥ru ξ má sloºka t°ecí síly TAj ,ξ p·sobící

na t¥leso 1 v souladu s (2.76) tvar

TAj ,ξ = −NAj
f(cAj

)
cAj ,ξ

cAj

, (2.93)

kde cAj ,ξ je sou°adnice vektoru cAj
ve sm¥ru ξ. Analogický vztah platí i pro sloºku t°ecí

síly do sm¥ru osy η

TAj ,η = −NAj
f(cAj

)
cAj ,η

cAj

. (2.94)

Jednotlivé sloºky t°ecí síly (2.93) a (2.94) se sloºí do vektoru sil p°íslu²né plochy Aj. Síly
pro t¥leso 1 mají tvar

f
(2,1)
Aj

=
[
TAj ,ξ, TAj ,η, 0, 0, 0, 0

]T
. (2.95)

Pro t¥leso 2 jsou, díky principu akce a reakce, síly opa£né, tj. f
(1,2)
Aj

= −f
(2,1)
Aj

.
Uvedené vektory sil (2.95) popisují velikost t°ecích sil v elementární kontaktní plo²ce.

Je nezbytné tyto síly zp¥tn¥ transformovat do koncových bod· lopatek Ci, kde i = 1, 2,
v nichº jsou loptaky do bandáºí vetknuty. Zp¥tná trasformace je provedena transponova-
nou maticí (2.72). Výraz pro transformace sil ze sou°adného systému ξjηjζj do xcyczc má
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tvar

f1,c =
∑
j

TT
1,Aj

f
(2,1)
Aj

,

f2,c =
∑
j

TT
2,Aj

f
(1,2)
Aj

. (2.96)

Ve zvoleném uzlu lopatky jsou v²echny ú£inky od t°ení sloºeny. Výsledný matematický
model dvojice lopatek s uvaºovaným kontaktem zahrnutým pomocí matice tuhosti a s uva-
ºovanou tuhou bandáºí, v souladu s modelem (2.39), je


M +



. . .
MT

. . .
MT

. . .




q̈ +

+


B + ω0G + ω0



. . .
GT

. . .
GT

. . .




q̇ +(2.97)

+


KS − ω2

0Kd + ω2
0Kω − ω2

0



. . .
KdT

. . .
KdT

. . .

+


. . .

Kc

. . .




q =

= ω2
0fω + ω2

0f
(b)
ω + f(t) + fc(q, q̇),

kde jednotlivé matice dvou shodných lopatek jsou setaveny do blokové struktury tvaru

X =

[
X 0

0 X

]
,X = M, B,KS, Kd, Kω. Silové vektory na pravé stran¥ mají tvar

fω = [fTω , f
T
ω ]T , f

(b)
ω = [. . . f

(b)T
1,ω , . . . , f

(b)T
2,ω , . . .]T a fc(q, q̇) = [. . . , fT1,c, . . . , f

T
2,c, . . .]

T .
P°estoºe u tuhostního p°istupu se musí pro vy²et°ení te£ných sil vyjád°it normalová

síla, je tento p°ístup vhodný v p°ípad¥ modální analýzy. P°i znaslosti p°edepnutí lopatek
lze vnést vliv kontatu do matice tuhosti, a tak ovlivnit chování celého disku, jak bude
udeveno dále.
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Silový p°ístup p°i °e²ení kontaktní úlohy

Druhý prezentovaný zp·sob zavedení kontaktu pro dva nezávislé matematické modely
lopatek je proveden pomocí vektoru sil. Tento vektor je pak s ohledem na princip akce
a reakce p°i£ten na p°íslu²né pozice k pravé stran¥ diferenciálních rovnic. Ve vektoru sil
vystupuje normálová (kontaktní) síla, která p°ímo závisí na pr·niku jednotlivých ploch
a na tuhosti kontaktu. T°ecí síly jsou vypo£teny stejným zp·sobem jako pro p°ístup
modelování kontaktu pomocí matice tuhosti. Tento zp·sob je níºe ozna£ován jako výpo£et
s konstantní tuhostí kontaktu.

Modelování kontaktu pomocí sil bylo motivováno hlavn¥ poºadavkem na £asov¥ a plo²n¥
prom¥nné elementární sily, které musí kontakt p°ená²et. P°ístup pomocí matice tuhosti
vyºadoval v kaºdém kroku sestavení matice tuhosti, coº zpomalovalo výpo£et. Typickým
p°íkladem, kde lze s výhodou vyuºít silový p°ístup, je natá£ení lopatek okolo jedné z os,
kdy dochází k £áste£nému odlehnutí £ásti kontaktních ploch. �e²ení této problematiky
ov²em vyºaduje vypo£ítat kontaktní tuhost v kaºdém itera£ním kroku, proto byl tento
model nazván dynamickým.

1. Konstantní tuhost pro celou plochu a celou dobu výpo£tu

P°i výpo£tu pomocí silového modelu kontaktu je pouºita kontaktní tuhost tak, jak
byla jiº d°íve vyjád°ena p°edpisem (2.86). Kontaktní síla je p°ímo úm¥rná pr·niku
dvou ploch (2.70)

NAj
= kζdAj ,ζH(dAj ,ζ), (2.98)

kde kζ je tuhost kontaktu v normálovém sm¥ru, dAj ,ζ ur£uje pr·nik dvou plo²ek Aj
t¥les 1 a 2 a H(dAj ,ζ) je Heavisideova funkce.

Pro p°ípad kontaktu se t°ením je pouºíván stejný postup výpo£tu uvedený v p°ed-
chozí kapitole, viz (2.93) a (2.94). Díky modelování kontaktu pomocí sil je známa
i velikost normálové síly (2.98).

Jednotlivé sloºky t°ecí síly (2.93) a (2.94) se sloºí do vektoru sil p°íslu²né plo²ky Aj,
kde je na t°etí pozici normálová síla. Síly pro t¥leso 1 mají tvar

f
(2,1)
Aj

=
[
TAj ,ξ, TAj ,η, NAj

, 0, 0, 0
]T
. (2.99)

Pro t¥leso 2 jsou, díky principu akce a reakce, opa£né, tj. f
(1,2)
Aj

= −f
(2,1)
Aj

.

Uvedené vektory sil (2.99) popisují velikost kontaktních a t°ecích sil v elementární
kontaktní plo²ce. Je nezbytné tyto síly zp¥tn¥ transformovat do koncových bod·
lopatek Ci, kde i = 1, 2. Zp¥tná trasformace je provedena transponovanou ma-
tic (2.72). Výraz pro transformace sil ze sou°adného systému ξjηjζj do posledního
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uzlu lopatky má tvar

f1,c =
∑
j

TT
1,Aj

f
(2,1)
Aj

,

f2,c =
∑
j

TT
2,Aj

f
(1,2)
Aj

. (2.100)

V posledním uzlu lopatky jsou v²echny silové ú£inky kontaktních a t°ecích sil se£teny.
Výsledný matematický model s uvaºovaným kontaktem zahrnutý pomocí vektoru
sil je


M +



. . .
MT

. . .
MT

. . .




q̈ +

+


B + ω0G + ω0



. . .
GT

. . .
GT

. . .




q̇ + (2.101)

+


KS − ω2

0Kd + ω2
0Kω − ω2

0



. . .
KdT

. . .
KdT

. . .




q =

= ω2
0fω + ω2

0f
(b)
ω + f(t) + fc(q, q̇),

kde jednotlivé matice dvou shodných lopatek jsou sestaveny do blokové struktury

tvaru X =

[
X 0

0 X

]
,X = M, B,KS, Kd, Kω. Silové vektory na pravé stran¥ mají

tvar fω = [fTω , f
T
ω ]T , f (b)

ω = [. . . f
(b)T
1,ω , . . . , f

(b)T
2,ω , . . .]T a fc(q, q̇) = [. . . , fT1,c, . . . , f

T
2,c, . . .]

T ,
p°i£emº normálové síly jsou zahrnuty ve vektorech f1,c a f2,c v (2.100).

2. Dynamické ur£ování tuhosti pro aktuální kontaktní plochu

Tato modi�kace vychází z p°edchozího p°ístupu, av²ak tuhost se po£ítá v kaºdém
itera£ním kroku podle po£tu aktivních ploch. Pro m¥nící se po£et kontaktních ploch
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dochází ke zm¥n¥ velikosti normálového nap¥tí v (2.87), které je ur£eno jako podíl
celkového normálového zatíºení ku celkové aktivní plo²e kontaktu. Celý postup je
znázorn¥n na Obrázku 2.12. S p°ístupem respektujícím zm¥nu tuhosti jiº lze °e²it
obecn¥j²í úlohy, p°i kterých dochází ke kroucení lopatek.

Výpo£et t°ení je stejný jako u konstantní tuhosti pro celou plochu, respektive
pro kontakt modelovaný maticí tuhosti.

Pro p°ípad natá£ení lopatek v·£i sob¥ bylo pot°eba °e²it zm¥nu tuhosti vzniklou
odléháním v¥t²ího mnoºství elementárních plo²ek. Tento p·vodn¥ neuvaºovaný p°í-
pad vná²í do modelu nep°esnost, jejíº míra závisí na diskretizaci plochy, respektive
poloze zavád¥ných kontaktních sil. Elementární plo²ky uº na sebe nedosedají kolmo,
av²ak dochází k navázání kontaktu a vzájemnému natá£ení, viz Obrázek 2.11. Ur-
£ené normálové a te£né síly je nutné zp¥tn¥ transformovat ze sou°adných systém·
elementárních plo²ek do globálního sou°adného systému. Velikost zp¥tného nato£ení
odpovídá jednotlivým úhl·m ϕi, βi, coº je úhel nato£ení kontaktní plo²ky ku ose lo-
patky. Z úhl· byly sestaveny matice nato£ení (2.102) a (2.103), které byly p°idány
do zp¥tné transformace kontaktních sil z lokálního sou°adného systému kontaktní
plo²ky ξjηjζj do xcyczc,

x1

y1

z1

x2

y2

z2

pr�nik

kontaktní 

plocha 2
kontaktní 

plocha 1

N1 N2

T1 T2

T2c T1c

N2cN1c

S1 S2

-

Obrázek 2.11: Natá£ení kontaktních sil p°i uvaºování torze lopatky.
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Tϕi
=



1 0 0 0 0 0

0 cosϕi −sinϕi 0 0 0

0 sinϕi cosϕi 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 cosϕi −sinϕi
0 0 0 0 sinϕi cosϕi


. (2.102)

Tζi =



cosβi 0 −sinβi 0 0 0

0 1 0 0 0 0

sinβi 0 cosβi 0 0 0

0 0 0 cosβi 0 −sinβi
0 0 0 0 1 0

0 0 0 sinβi 0 cosβi


. (2.103)

Výsledný vztah pro p°evod sil ze sou°adného systému st°ed· plo²ek do posledního
uzlu lopatky má tvar

f1,c =
∑
j

(
T1,Aj

Tϕ1Tζ1

)T
f

(2,1)
Aj

,

f2,c =
∑
j

(
T2,Aj

Tϕ2Tζ2

)T
f

(1,2)
Aj

. (2.104)

38



+

Fce_kont(y,A1,A12,TSC)

ur�ení polohy kontaktních plošek lopatek 1, 2 a jejich relativních rychlostí

 

 
qAj=q1Aj-q2Aj

q1Aj=T1Ajqc1

q2Aj=T2Ajqc2

qAj(3)>0+ -

j+1

pocet_ploch+1

mat_prunik=qAj

j<kont_pl

+

-

j<kont_pl

výpo�et normálové síly

výpo�et relativní rychlosti

v1Aj=T1Ajvc1 v2Aj=T2Ajvc2

vAj=v1Aj-v2Aj

-

transformace

p�i�tení k vektoru sil
ficj=(TiAjRxi)'fiAj

výpo�et t�ecí síly

fiAj(1,2)
i=1,2

i=1,2

i=1,2

i=1,2Fi=Fi+ficj

+
-

j+1

konec

export Fi

mat_prunik=qAj

Sa

fiAj(3) i=1,2

+
-fiAj(3)>0

výpo�et tuhosti pro aktualní pocet_ploch ; ;

výpo�et aktuální velikosti plochy kontaktu Sa

Obrázek 2.12: Vývojový diagram funkce vypo£ítávající velikost normálových a t°ecích sil.
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2.2.3 Kontaktní vazba rhombických lopatek s vlivem t°ení

Postup uvedený v p°echozí kapitole bude nyní zobecn¥n pro pouºití na rhombických
lopatkách, které mají navíc kontaktní plochu oto£enou oproti rovin¥ lopatkového disku
o úhel α. Obrázek 2.13 vyjad°uje polohu kontaktní plochy v lokálním sou°adném systému
dvou lopatek, respektive v detailu vpravo kontaktní plochu spolu s nato£ením lokálního
sou°adnicového systému ξηζ. V souladu s p°edchozí £ástí bude index i náleºet £íslu lopaty
a index j bude zna£it kontaktní plochu.

1

2

P21_l

P12_l

1

1

1

'
'

'

Obrázek 2.13: Sou°adnicové systémy lopatek a kontakní plochy.

Vzhledme k uvaºování dal²ího nato£ení kontaktní plochy bude zapot°ebí pouºít dv¥
transforma£ní matice pro popis polohy bodu dotyku v LSS kontaktní plochy, které budou
mít následující podobu

Tkont,Li
=

 cos(βi) 0 sin(βi)

0 1 0

− sin(βi) 0 cos(βi)

 (2.105)

a

Tξηζ,kont =

 1 0 0

0 cos(α) sin(α)

0 − sin(α) cos(α)

 . (2.106)

Výsledná matice nato£ení z LSSL (LSS lopatky) do LSS kontakní plochy Tξηζ,Li
popisuje
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transformaci nato£ení první lopatky. Vznikne pronásobením (2.105) a (2.106)

Tξηζ,L1 =

 cos(β1) − sin(β1) sin(α) sin(β1) cos(α)

0 cos(α) sin(α)

− sin(β1) − cos(β1) sin(α) cos(β1) cos(α)

 , (2.107)

Pro druhou lopatku z kontaktního páru bez ztráty obecnosti lze uvaºovat β1 = −β2 a
tedy

Tξηζ,L2 =

 cos(β1) sin(β1) sin(α) − sin(β1) cos(α)

0 cos(α) sin(α)

sin(β1) − cos(β1) sin(α) cos(β1) cos(α)

 . (2.108)

Poloha bodu v kontaktní rovin¥ se pak ur£í v analogii s (2.80) jako

(qi,j)ξηζ =

 ξi,j
ηi,j
ζi,j

 = TT
ξηζ,Li

(qi,j)Li
, (2.109)

a jeho rychlost derivací podle £asu

(q̇i,j)ξηζ =

 ξ̇i,j
η̇i,j
ζ̇i,j

 = TT
ξηζ,Li

(q̇i,j)Li
. (2.110)

Pr·nik eζj v kontaktním bodu j bude ur£en op¥t vztahen (2.82). Pro ur£ení sloºek t°ení
je nutné znát tzv. skluzovou rychlost cj v kontaktní rovin¥ ξη, která se ur£í u dvojice
lopatek pomocí vztahu

cjξ = ˙ξ1,j − ˙ξ2,j, cjζ = ˙η1,j − ˙η2,j, cj =
√
c2
jξ + c2

jζ ,

kde ξ̇ a η̇ jsou skluzové rychlosti v jednotlivých sm¥rech.
T°ecí síly v kontaktní rovin¥ ξη jsou pak dány vztahy

T
(2,1)
jξ = fNj

cjξ
cj
H(Nj), T

(1,2)
jξ = −T (2,1)

jξ ,

T
(2,1)
jη = fNj

cjη
cj
H(Nj), T

(1,2)
jη = −T (2,1)

jη , (2.111)

kde H(Nj) je Heavisidova funkce, která nabývá nulových hodnot pro p°ípad Nj = 0.

2.2.4 Zahrnutí vlivu p°edp¥tí v kontaktní vazb¥

Lopatky reálných olopatkovaných disk· jsou £asto sestavovány s p°edp¥tím, pro jejich
modelování je nutné mít moºnost uvaºovat vliv p°edp¥tí. P°edp¥tí zp·sobuje provázání
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kontaktních bod· v normálovém sm¥ru, které je nahrazeno kontaktní vazbou vyjád°e-
nou maticí tuhosti Kpredpeti. Strukturou bude matice p°edp¥tí shodná s maticí kontaktní
tuhosti (2.91). V p°ípad¥ uvaºování pouze normálové tuhosti s tím rozdílem, ºe matice
tuhosti je konstantní po celou dobu výpo£tu.

Stejn¥ jako p°i de�nování kontaktní tuhosti je nutné znát kontaktní sílu, je i zde pro
de�nování vlivu p°edp¥tí nezbytné znát jeho velikost. P°i znalosti velikosti síly p°edp¥tí
se matice tuhosti p°edp¥tí ur£í s vyuºitím vztahu (2.86) a (2.87).

2.3 Uºití modální analýzy pro redukci modelu rotují-

cího t¥lesa

Tato podkapitola se bude nejprve zabývat °e²ením problému vlastních hodnot a k nim
p°íslu²ejícím vlastním vektor·m pro r·zné druhy matematických model·. Následn¥ bude
popsán postup vytvo°ení redukovaného modelu soustavy respektující rotující lopatky. Pro-
blém vlastních hodnot bude nejprve p°edstaven pro konzervativní soustavy bez uvaºování
gyroskopických ú£ink·. Tento model je vhodný pouze pro vy²et°ování slab¥ nekonzervativ-
ních systém·, z tohoto d·vodu bude tento model roz²í°en o dal²í £leny tak, aby v kone£né
podob¥ vznikl vhodný matematický nástroj pro vy²et°ování nekonzervativních rotujících
lopatek.

Pro dynamicky zat¥ºované systémy je provedení modální analýzy základním ov¥°ením
konstrukce. Je d·leºité, aby se frekvence provozního zatíºení nenacházela v blízkém okolí
vlastní frekvence a nedocházelo tak k rezonanci. Druhým p°ínosem, který bude uºit v této
práci, je pak moºnost provedení modální redukce, kdy jsou p°i výpo£tu uvaºovány pouze
vybrané vlastní tvary, £ímº dojde k redukci po£tu stup¬· volnosti matematického modelu.

2.3.1 Modální analýza konzervativních soustav

Volné kmity nerotujících konzervativních soustav jsou popsány rovnicí

Mq̈(t) + Kq(t) = 0 (2.112)

pro po£áte£ní podmínky dané vektory q(0) = q0 a q̇(0) = q̇0. �e²ení soustavy n homo-
genních diferenciálních rovnic druhého °ádu (2.112) lze obecn¥ hledat ve tvaru

q(t) = veiΩt, v = [v1, v2, . . . , vn]T , (2.113)

kde v náleºí zatím neznámému vektoru amplitud a Ω je úhlová frekvence. Dosazením
°e²ení q(t) do (2.112) je získáno (

K− Ω2M
)
v = 0. (2.114)
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Rovnice (2.114) p°edstavuje problém vlastních hodnot. V p°ípad¥, kdy alespo¬ jedna ze
sou°adnic vektor· v je nenulová, se °e²ení nazývá netriviální °e²ení a existuje v p°ípad¥,
ºe determinant matice K− Ω2M je roven nule, tzn.

det
(
K− Ω2M

)
= 0. (2.115)

Ko°eny λν = Ω2
ν charakteristické rovnice se nazývají vlastní £ísla. Vzhledem k symetrii

a pozitivní de�nitnosti matic M a K jsou nezáporná. Vlastní frekvence je pak rovna
hodnot¥ Ων =

√
λν . Za p°edpokladu, ºe nulita matice K − Ω2M je rovna násobnosti

vlastního £ísla λν , kaºdému vlastnímu £íslu λν (respektive vlastní frekvenci Ων) náleºí
vlastní vektor vν , který spl¬uje rovnici (2.114) a popisuje vlastní tvar kmitání. Tedy(

K−Ω2Mν

)
vν = 0, ν = 1, 2, . . . , n. (2.116)

S ohledem na homogenitu rovnice (2.116) je °e²ením rovnice také vektor cvν , kde c je libo-
volná konstanta. Z tohoto d·vodu je nutné vlastní vektory normovat. Vzhledem k dal²ímu
uºití vlastních vektor· je vhodné je normovat pomocí matice hmotnosti p°edpisem

vTν Mvν = 1 ν = 1, 2, . . . , n. (2.117)

Dal²í z d·leºitých vlastností vlastních vektor· je ortogonalita, jejíº d·kaz bude nás-
ledovat. Nech´ rovnice (2.114) má dv¥ r·zná netriviální °e²ení Ωi, vi a Ωj, vj. Úpravou
(2.114) jsou získány vztahy

Kvi = Ω2
iMvi, Kvj = Ω2

jMvj, (2.118)

které po p°enásobení i-té rovnice j-tým vlastním vektorem vTj respektive j-té rovnice
i-tým vlastním vektorem vTi nabývají tvaru

vTj Kvi = Ω2
iv

T
j Mvi, vTi Kvj = Ω2

jv
T
i Mvj. (2.119)

Po transpozici druhé z rovnic a p°i symetrii matic K a M a ode£tení první a druhé rovnice
je odvozen vztah (

Ω2
i − Ω2

j

)
vTj Mvi = 0. (2.120)

Vzhledem k uvaºovanému p°edpokladu r·zných vlastních frekvencí Ωi 6= Ωj musí platit
podmínky ortogonality

vTj Mvi = 0, a vTj Kvi = 0 pro i 6= j. (2.121)

Nyní lze s výhodou vyuºít zavedené normy vlastních vektor· (2.117) a ortogonalitu vlast-
ních vektor· lze napsat ve tvaru

vTi Mvj = δi,j, vTi Kvj = Ω2
jδi,j, i, j = 1, 2, . . . , n, (2.122)
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kde δi,j je Kronecker·v symbol, pro který platí i = j δi,j = 1 a i 6= j δi,j = 0. Se°azením
vlastních vektor· do jedné matice vzniká tzv. modální matice V = [vν ] a k ní sestavená
diagonální matice s vlastními £ísly v po°adí odpovídajícímu vlastním vektor· se nazývá
spektrální matice Λ = diag (Ω2

ν) ∈ Rn,n. P°i pouºití p°edchozích vztah· lze podmínky
ortonormality p°epsat do podoby

VTMV = E, VTKV = Λ, (2.123)

kde E je jednotková matice.

2.3.2 Modální analýza siln¥ nekonzervativních soustav

Volné kmity nekonzervativní soustavy jsou popsány rovnicí

Mq̈(t) + Bq̇(t) + Kq(t) = 0, (2.124)

kde oproti (2.112) vystupuje matice tlumení B, která m·ºe být spolu s maticí tuhosti
K pro siln¥ nekonzervativní soustavy navíc nesymetrická. Tento problém bude dále zo-
hledn¥n. P°i výpo£tu vlastních hodnot takovýchto soustav se s výhodou provádí roz²í°ení
identitou

Mq̇(t)−Mq̇(t) = 0, (2.125)

která umoº¬uje zavést stavový vektor

u(t) =

[
q̇(t)

q(t)

]
. (2.126)

Nyní je moºné p°ejít z prostoru zobecn¥ných sou°adnic do stavového prostoru

Nsu̇(t) + Psu(t) = 0 (2.127)

pro po£áte£ní podmínky vyjád°ené ve stavovém prostoru v £ase t = 0

u0 =

[
q̇0

q0

]
. (2.128)

Matice Ns a Ps mají tvar

Ns =

[
0 M

M B

]
, Ps =

[
−M 0

0 K

]
, (2.129)

který zachovává symetrické rozloºení matic M, B a K. Z d·vodu nesymetri£nosti matic
B a K je nutné pro modely (2.124) a (2.126) sestrojit modely adjungované.

Mr̈(t) + BT ṙ(t) + KT r(t) = 0, resp. NT
s ẇ(t) + PT

s w(t) = 0 (2.130)
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se stavovým vektorem

w =

[
ṙ(t)

r(t)

]
. (2.131)

Matice NT
s a PT

s jsou analogické k p°edchozím

NT
s =

[
0 M

M BT

]
, PT

s =

[
−M 0

0 KT

]
, (2.132)

�e²ením rovnic (2.124) a (2.127) je

q(t) = qeλt a u(t) = ueλt (2.133)

s vektory q, u spl¬ujícími rovnice(
λ2M + λB + K

)
q = 0 a (λNs + Ps) u = 0 (2.134)

�e²ení adjungovaných model· (2.130) má tvar

r(t) = reλt a w(t) = weλt (2.135)

s vektory r, w spl¬ujícími rovnice(
λ2M + λBT + KT

)
r = 0 a

(
λNT

s + PT
s

)
w = 0. (2.136)

Rovnice (2.134) a (2.136) p°edstavují °e²ení problému vlastních hodnot v kon�gura£-
ním n-rozm¥rném prostoru Pn, respektive ve stavovém 2n-rozm¥rném prostoru P2n. Stejn¥
jako pro (2.115) existuje netriviální °e²ení pouze pokud p°íslu²ný determinant je rovný
nule. Platí tedy

det
(
λ2M + λB + K

)
= 0 a det (λNs + Ps) = 0. (2.137)

Ko°eny obou charakteristických rovnic (2.137) jsou identické. Vlastní £ísla mohou být po
dvojicích komplexn¥ sdruºená.

λν = −αν + iβν , λν+m = λ∗ν = −αν − iβν pro ν = 1, 2, . . . ,m (2.138)

nebo reálná

λν = −αν pro ν = 2m+ 1, 2m+ 2, . . . , 2n. (2.139)

Dle vlastních £ísel lze ur£it stabilitu takovéhoto systému. V p°ípad¥, ºe reálná £ást
vlastního £ísla je kladná (αν < 0), je systém nestabilní. Nestabilita pro (2.138) se nazývá
�utter, nestabilita pro vlastní £ísla (2.139) se nazývá divergence, viz nap°. [Dupal (2004)].
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Pro soustavy, které budou dále uvaºovány, platí, ºe nulita ην matice λνNs+Ps je vºdy
rovna násobnosti pν p°íslu²ného vlastního £ísla.

Díky uºití adjungovaných model· náleºí kaºdému vlastnímu £íslu λν jeden pravostranný
vlastní vektor qν resp. uν a levostranný rν resp. wν . V p°ípad¥, kdy jsou matice B
a K symetrické, jsou i matice Ns a Ps symetrické, coº zp·sobí, ºe adjungované modely
jsou totoºné s p·vodními a levostranné vlastní vektory jsou totoºné s pravostrannými
(qν ≡ rν v Pn a uν ≡ wν v P2n).

Vlastní vektory spl¬ují (2.130) a (2.136):

� v Pn (
λ2
νM + λνB + K

)
qν = 0,

(
λ2
νM + λνB

T + KT
)
rν = 0, (2.140)

� v P2n

(λνNs + Ps) uν = 0,
(
λνN

T
s + PT

s

)
wν = 0. (2.141)

Ze stejného d·vodu jako u netlumenných soustav je nutné vlastní vektory tlumených
soustav normovat. Vhodnou normou ve stavovém prostoru P2n je podmínka s váhovou
maticí Ns

wT
ν Nsuν = 1 pro ν = 1, 2, . . . , 2n. (2.142)

Ortonogonalita vlastních vektor· bude provedena analogickým postupem k postupu
pro netlumené soustavy. Nech´ existují dv¥ r·zná netriviální °e²ení λi, ui, wi, a λj, uj,
wj problému vlastních hodnot (2.141). �e²ení lze zapsat ve tvaru

Psuj = −λjNsuj, PT
s wi = −λiNT

s wi. (2.143)

Pronásobením zleva vektory wT
i a uTj je získáno

wT
i Psuj = −λjwT

i Nsuj, uTj PT
s wi = −λiuTj NT

s wi. (2.144)

Po transpozici druhé a ode£tením od první je odvozen vztah

0 = (λi − λj) wT
i Nsuj. (2.145)

Pro λi 6= λj platí následující podmínky biortogonality

wT
i Nsuj = 0 a wT

i Psuj = 0 pro i 6= j. (2.146)

P°i vyuºití normy (2.142) jsou pravo a levostranné vlastní vektory biortonormální, nebo´
spl¬ují nasledující podmínky

wT
i Nsuj = δij, wT

i Psuj = −λjδij, i, j = 1, 2, . . . , 2n, (2.147)
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kde δij je Kronecker·v symbol.
Poskládáním pravostranných uν a levostraných wν vlastních vektor· v prostoru P2n

do matic vzniknou modální matice

U = [uν ] ∈ C2n,2n, W = [wν ] ∈ C2n,2n (2.148)

a dále spektrální matice Λ = diag(λν) ∈ C2n,2n, ve které jsou vlastní £ísla v daném po°adí
uspo°ádána na diagonále. P°i platnosti p°edchozích vztah· lze podmínky biortonormality
p°epsat do maticového zápisu

WTNsU = E, WTPsU = −Λ, (2.149)

kde E zna£í jednotkovou matici.
Modální matice pravo a levostranných vlastních vektor· v prostoru Pn

Q = [qν ] ∈ Cn,2n, R = [rν ] ∈ Cn,2n (2.150)

jsou p°íslu²nými modálními maticem v P2n vázány vztahy

U =

[
QΛ

Q

]
, W =

[
RΛ

R

]
, (2.151)

které p°ímo vyplývají z de�nic (2.126) a (2.131) stavových vektor· a z tvaru °e²ení (2.133)
a (2.135)

u(t) =

[
λq

q

]
eλt, w(t) =

[
λr

r

]
eλt ⇒ uν =

[
λνqν
qν

]
, wν =

[
λνrν
rν

]
. (2.152)

Vlastní vektory uν , ν = 1, 2, . . . , 2n jsou obecn¥ komplexní a lineárn¥ nezávislé, nebo´
rovnici typu

2n∑
ν=1

cνuν = 0 (2.153)

spl¬ují vzhledem k biortogonalit¥ (2.147) jen v triviálním p°ípad¥, jinými slovy jsou kon-
stanty rovny c1 = c2 = . . . = c2n = 0. Vlastní vektory (2.148) tvo°í bázi v 2n dimen-
zionálním Euklidovském prostoru. Proto kaºdý moºný pohyb soustavy t¥les modelovaný
rovnicí (2.127) lze popsat v P2n lineární kombinací pravostranných vlastních vektor·

u(t) =
2n∑
ν=1

uνxν(t) = Ux(t). (2.154)

Vztah popsaný rovnicí (2.154) se nazývá modální transformace ve stavovém prostoru.
Metoda vy²et°ování dynamické odezvy siln¥ nekonzervativních soustav zaloºená na mo-
dální transformaci se nazývá podobn¥ jako u konzervativních pop°. slab¥ tlumených sys-
tém· modální metoda.
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2.3.3 Modální analýza systém· s gyroskopickými ú£inky

Modální analýza systém· s gyroskopickými ú£inky, v d·sledku antisymetrické matice
gysorkopických ú£ink·, je do zna£né míry analogická s postupem popsaným v p°edchozí
kapitole, s tím rozdílem, ºe adjungované modely nejsou shodné s p·vodními (2.140) re-
spektive (2.141) a pravostranné vektory nejsou totoºné s levostrannými. D·sledkem je tedy
nemoºnost pouºití standardních postup·, p°i kterých se pouºívají výsledky symetrických
analýz. Zahrnutí vlivu antisymetrických matic do matematického modelu ze symetrických
úloh je sou£ástí následující podkapitoly.

2.3.4 Redukovaný model soustavy lopatek

Matematický model lopatky s bandáºí (2.39), který zahrnuje vlivy rotace t¥lesa, nyní
bude roz²í°en o vliv kontaktních sil se t°ením na tvar zapsaný v komprimované form¥

Mq̈ + (B + ω0G) q̇ +
(
KS − ω2

0Kd + ω2
0Kω

)
q = ω2

0fω + f(q, q̇, t), (2.155)

se symetrickou maticí tlumení B. Vliv bandáºe je oproti modelu (2.39) pro stru£nost
zápisu zahrnut do matic M, G a Kd, vektoru fω a vliv buzení do spole£ného vektoru
f(q, q̇, t) s kontaktními silami se t°ením.

Po provedení modální analýzy soustavy

Mq̈ + KSq = 0 (2.156)

jsou známé spektrální Λ a modální V matice nerotující konzervativní soustavy , které
jsou znormovány M-normou. Po p°evodu ze zobecn¥ných sou°adnic do modálních, kdy lze
s výhodou na model jedné lopatky aplikovat redukci na m stup¬· volnosti, viz levý horní
index m, p°edpisem

q =mVx, (2.157)

nabývá model (2.155) po p°enásobení zleva maticí mVT podoby

mVTMmVẍ +mVT (B + ω0G)mVẋ +
mVT

(
KS − ω2

0Kd + ω2
0Kω

)m
Vx = ω2

0
mVT fω +mVT f(x, ẋ, t). (2.158)

Po zavedení matic kondenzovaného modelu lopatky

B̃ = mVTBmV,

G̃ = mVTGmV,

K̃Ω(ω0) = mVT (−ω2
0Kd + ω2

0Kω)mV, (2.159)

f̃ω = mVT fω,

f̃ = mVT f(x, ẋ, t)
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lze model (2.158) dále upravit na

ẍ +
(
B̃ + ω0G̃

)
ẋ +

(
Λ + K̃Ω(ω0)

)
x = ω2

0 f̃ω + f̃ . (2.160)

Výhodou tohoto p°ístupu je fakt, ºe pro r·zné konstantní otá£ky ω0 jsou matice B̃, G̃ a KS

a vektor f̃ shodné a m¥ní se pouze matice K̃Ω(ω0) a vektor f̃ , který obsahuje kontaktní
síly (normálové a t°ecí). V p°ípad¥ sestavení matematického modelu z více lopatek jsou
matice B̃, G̃ a KS a vektor f̃ω navzájem pro jednotlivé lopatky shodné a m¥ní se pouze
matice K̃Ω(ω0) a vektor f̃ popisující silové ú£inky v kontaktních bodech mezi bandáºí
lopatek.

Pro úplnost následuje matematický model obsahující j lopatek kaºdé o m modálních
sou°adnicích x, to znamená x̂Tj = [x1, x2, · · · , xm],


̂̈x1̂̈x2

...̂̈xj

+


B̃ + ω0G̃ 0 0 0

0 B̃ + ω0G̃ 0 0

0 0
. . . 0

0 0 0 B̃ + ω0G̃


︸ ︷︷ ︸

B̂ + ω0Ĝ


̂̇x1̂̇x2

...̂̇xj



+


Λ + K̃Ω(ω0) 0 0 0

0 Λ + K̃Ω(ω0) 0 0

0 0
. . . 0

0 0 0 Λ + K̃Ω(ω0)


︸ ︷︷ ︸

Λ̂ + K̂Ω(ω0)


x̂1

x̂2

...
x̂j

 = (2.161)

= ω2
0


f̃ω
f̃ω
...
f̃ω


︸ ︷︷ ︸

f̂ω

+


f̃1

f̃2

...
f̃j


︸ ︷︷ ︸

f̂

.

Poslední matematický výraz lze zapsat

¨̂x +
(
B̂ + ω0Ĝ

)
˙̂x +

(
Λ̂ + K̂Ω(ω0)

)
x̂ = ω2

0 f̂ω + f̂ , (2.162)

kde st°í²ka zna£í globální matice a vektory modelu (2.162).
Pro ur£ení nelineární dynamické odezvy je soustava diferenciálních rovnic druhého

°ádu (2.162) p°evedena na soustavu diferenciálních rovnic prvního °ádu

u̇ = Au + F, (2.163)
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kde

u =

[ ˙̂x

x̂

]
, (2.164)

A =

[
−
(
B̂ + ω0Ĝ

)
, −

(
Λ̂ + K̂Ω(ω0)

)
E, 0

]
, F =

[
ω2

0 f̂ω + f̂

0

]
, (2.165)

Tyto rovnice byly °e²eny pro de�nované po£áte£ní podmínky q(0) = 0, q̇(0) = 0

standardním integra£ním schématem Runge-Kutta v systému MATLAB.
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Kapitola 3

Export dat z MKP a kontrolní výpo£ty

jedné lopatky

S rozvojem hardware a softwaru se pro geometricky sloºit¥j²í t¥lesa stále £ast¥ji uplat-
¬uje komer£ní software, nicmén¥ jejich obecnost m·ºe v n¥kterých p°ípadech zp·sobit,
ºe pro °e²ení jistých typ· úloh nejsou zcela optimální. Lze v²ak vyuºít jejich p°edností
a vhodn¥ je doplnit vlastními postupy a metodami, £ímº se odstraní p·vodní nevýhody.

V této kapitole bude p°edstavena moºnost roz²í°ení standardního kone£noprvkového
softwaru ANSYS. Uvedený postup lze zobecnit na jakýkoliv jiný software. V preproce-
soru je p°ipraven a vysí´ován model, jehoº matematický popis pomocí matic hmotnosti
M, tuhosti B, tlumení K a vektor· pravých stran f je exportován ve strojov¥ £itelném
formátu, který je dále zpracováván v systému MATLAB.

3.1 Export pot°ebných dat z ANSYSU

Cílem této podkapitoly je ve stru£nosti prezentovat pouºívané postupy pro získání
základních vstupních dat z kone£noprvkového systému ANSYS, které budou dále uºívany
v prezentované metod¥. Ve v¥t²in¥ p°ípad· bylo zapot°ebí exportovaná data dále zpraco-
vat. Na úvod je nutné podotknout, ºe systém ANSYS umoº¬uje exportovat jen celkové
matice M, B a K. Jinými slovy, pokud je proveden export nap°. matice tlumení B bez
uvaºování gyroskopických ú£ink· a matice tlumené soustavy s uvaºováním gyroskopických
ú£ink· Bom je antisymetrická matice gyroskopických ú£ink· rovna vztahu G = Bom−B.
Matice gyroskopických ú£ink· jde samoz°ejm¥ vyexportovat p°ímo, pokud není uvaºováno
ºádné tlumení. Z tohoto d·vodu budou v²echny pot°ebné operace pro získání poºadova-
ných matic náleºit¥ uvedeny a vysv¥tleny.

V²echny p°edkládané postupy budou provedeny na ilustrativním p°íkladu, kdy byla
zvolena lopatka s velmi jednoduchou geometrií, jejíº základní rozm¥ry jsou uvedeny na Ob-
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rázku 3.1. Lopatka je modelována lineárními objemovými prvky BRICK185, které jsou
pouºívány pro obecn¥j²í geometrie lopatek.

Obrázek 3.1: Geometrie zjednodu²ené lopatky v£etn¥ rozm¥r· v metrech.

3.1.1 Export matic hmotnosti, tlumení a tuhosti

Export matic hmotnosti, tuhosti a tlumení bude p°edstaven na síti tvo°ené prosto-
rovými lineárními prvky BRICK185. Kone£né prvky BRICK185 jsou lineární osmiuzlové
objemové prvky, kde kaºdý z uzl· má 3 stupn¥ volnosti [ANSYS Help (2016)]. Pro jiné
kone£né prvky je postup analogický. Po£et stup¬· volnosti jednoho uzlu je d·leºitý p°i
sestavováni permuta£ní matice, jejíº význam bude popsán dále.

Popis postupu

Export jednotlivých matic je moºné provést pomocí p°íkazu HBMAT, který zajistí ex-
port zvolené matice v Harwellov¥ - Boeingov¥ formátu (zp·sob datov¥ mén¥ náro£ného
zápisu °ídkych matic) [ANSYS Help (2016)], d°íve zapsané do souboru s p°íponou emat.
Systémový soubor s p°íponou emat je p°ímo vygenerován programem ANSYS po zadání
p°íkazu EMATWRITE, YES. Krom¥ matic lze na posledních n °ádcích se vypsat vektor pra-
vých stran, kde n odpovídá po£tu stup¬· volnosti exportované soustavy. Druhou moºností,
která se ukázala jako vhodn¥j²í s ohledem na rychlej²í na£ítání do systému MATLAB, je
p°íkaz EXPORT, který provede export matic ve formátu MMF (Matrix Market Format), jehoº
popis je uveden nap°. v [ANSYS Help (2016)].

Jak je uvedeno vý²e, export matic probíhá vºdy z matematického modelu zvolené
a vypo£tené úlohy. Tzn. v p°ípad¥ °e²ení statické úlohy, lze exportovat pouze matici tu-
hosti K. Nyní bude uveden postup pro získání matic, které vystupují v matematickém
modelu (2.34). Pro jejich získání je nutné provést minimáln¥ dv¥ analýzy:

� Export matice hmotnosti M, tlumení B, tuhosti K:
Po provedení modální analýzy (posta£uje jeden vlastní tvar) jsou p°i zadaném tlu-
mení exportovány uvedené matice. Konkrétní podoba p°íkazu pro export matice
tuhosti a vektoru pravých stran má tvar HBMAT, , �ASCII,STIFF,YES. Popsaný
postup je znázorn¥n na Obrázku 3.2. APDL kód pro získání p°íslu²ných matic je
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obsaºen na p°iloºeném CD pod názvem ADPL_export_MBK.txt. P°ipravený kód pro-
vede export dat nejen ve formátu HBMAT, ale také p°íkazem EXPORT ve formátu MMF.

� Export matice gyroskopických ú£ink· ω0G, matice zm¥k£ení a vyztuºení za rotace
Kom = ω2

0 (Kω −Kd):
Pro zahrnutí vlivu od rovnom¥rné rotace je nutné nejprve provést statickou analýzu,
jejíº výsledky jsou pak pouºity jako zadání pro modální analýzu, ve které je zohled-
n¥no p°edepnutí od odst°edivých sil (tzv. prestress e�ect). Samotný export matic
je shodný s vý²e popsaným postupem. V p°ípad¥, ºe není uvaºováno materiálové
tlumení je matice B ≡ ω0G. Pro získání pouze matice Kom je ode£tena d°íve expor-
tovaná matice tuhosti K. APDL kód pro získání p°íslu²ných matic je op¥t obsaºen
na p°iloºeném CD pod názvem ADPL_export_GK.txt.

MKP model

Modální analýza s
proporcionálním tlumením

Postprocessing
- export M, B, K pomocí

HBMAT

- export souboru 
DUMP

Matlab 
- Na�tení matic MBK 
- Na�tení RHS vektoru
- sestavení permuta�ního
vektoru
 

Preprocessor
- Zadat výpis souboru .emat

Preprocessor
- Zadat úhlovou rychlost [rad-1]

Statická úloha pro ur�ení 
deformace od  odstředivých sil

Postprocessing
export M, Brot, Krot pomocí

HBMAT

Modální analýza
se zahrnutím tlumení

a vlivu předpětí

Obrázek 3.2: Vývojový diagram pro export pot°ebných matic z ANSYSu.

Vektor pravých stran ω2
0fω p°i uvaºované konstantní úhlové rychlosti obsahuje odst°e-

divé síly od rotace. Vektor ω2
0fω je moºno exportovat s libovolnou ze jmenovaných matic,

nap°. jiº uvedeným p°íkazem HBMAT, , �ASCII,STIFF,YES. Pro snaz²í následnou práci je
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v p°iloºeném APDL kódu ADPL_export_GK.txt napsán skrip pro uloºení vektoru pravých
stran do samostatného souboru.

Systém ANSYS se p°i °e²ení matematického modelu snaºí upravit v²echny matice co
nejvíce do diagonálního tvaru, proto p°ed °e²ením provede p°eskládání po°adí jednotlivých
rovnic. Jinými slovy, nap°. p°i pouºití kone£ných prvk· BRICK185, kdy kaºdý z uzl· má
3 stupn¥ volnosti, nejsou prom¥nné j-tého uzlu na pozici [3∗j−2, 3∗j−1, 3∗j], ale jejich
po°adí je dáno permuta£ním vektorem. Tento permuta£ní vektor je uloºen jako 5. poloºka
výpisu, který je získán p°íkazem DUMP,ALL. Aby bylo moºno p°íkaz provést je nutno v zá-
loºce Preprocessor zadat op¥t výpis systémového souboru EMATWRITE, YES. P°ípadn¥ jej
lze vyexportovat pomocí p°íkazu HBMAT, , �ASCII,STIFF,YES, který do souboru s p°í-
ponou mapping zapí²e £íslo °ádku v permutované matici a £íslo uzlu sít¥. Jinými slovy
pro jeden uzel prostotového kon£ného prvku odpovídají t°i sloupce permuta£ní matice.

Ilustra£ní p°íklad

K ov¥°ení popsaného postupu je p°iloºen APDL skript, který pro popsanou geometrii
sestaví kone£noprvkový model a exportuje p°íslu²né matice dle postupu popsaném v p°e-
de²lé podkapitole. Poté je provedena statická analýza modelované lopatky. Síla Fz = 100 N
je zadána na uzel 129 ve sm¥ru osy z, viz Obrázek 3.3. Stejn¥ tak je provedena statická
analýza pomocí modelu sestaveného z exportované matice tuhosti v systému MATLAB,
kde je síla Fzzadána na pozici 2109 = 703 ∗ 3, kde 703 je po°adí uzlu 129 v diagonalizo-
vané matici tuhosti, které je získáno z vygenerovaného souboru DUMP. Získaná statická
výchylka uz = 0, 22073 · 10−3 m je shodná pro oba p°ístupy.

Obrázek 3.3: Zatíºení ve sm¥ru osy z lopatky se zjednodu²enou geomerií.

3.1.2 Export modální matice V a spektrální matice Λ

V této podkapitole bude uveden stru£ný popis postupu pro získání modální matice
V a spektrální matice Λ. Popis se omezí pouze na problém netlumených model·, jejichº
výsledkem jsou reálné vlastní frekvence, které budou dále vyuºívány.
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Popis postupu

Pro zji²t¥ní vlastních vektor· a frekvencí se nejprve sestaví kone£noprvkový model,
který je matematicky popsán netlumenou soustavou

Mq̈ + Kq = 0. (3.1)

Matematický popis °e²ení, kterým jsou získány v²echny pot°ebné tvary, je uveden v kapi-
tole 2.3.1.

V p°ípad¥ zahrnutí vlivu rotace, je nutné op¥t nejprve provést výpo£et statického
zatíºení a poté provést modální analýzu. Dle nastavení Solveru, lze jednodu²e p°ídávat
tlumení, vyztuºení a zm¥k£ení za rotace.

Ilustra£ní p°íklad

Pro ilustraci exportování vlastních vektor· spolu s vlastními frekvencemi a zahrnutí
vlivu rotace byl pouºit model p°edstavený v p°edchozí kapitole, viz Obr. 3.1. Lopatka je
zatíºena odst°edivými silami od rotace okolo osy y o nominální hodnot¥ 3000 ot/min. Pro
demonstraci vlivu rotace na vlastní frekvence byla provedena analýza uvaºující n¥kolik
variant:

a) netlumená lopatka bez vlivu rotace - modální analýza nezatíºené lopatky,

b) netlumená lopatka se zahrnutím vlivu rotace - modální analýza p°edcházejícího
modelu dopln¥ného o matice ω0G, ω2

0Kd a ω2
0Kω0 , viz (2.34).

Vlastní frekvence pro jednotlivé stavy jsou uvedeny v Tab. 3.1.

3.2 Modáln¥ zredukovaný model v MATLABu versus

£asová integrace modelu v ANSYSu

V následující podkapitole bude pro ov¥°ení postupu op¥t pouºit kone£noprvkový mo-
del, jehoº geometrie s aplikovanou silou je uvedena na Obrázku 3.3.

3.2.1 Netlumený matematický model

Nejprve byly porovnány p°echodové kmity netlumené nerotující lopatky. Porovnávané
kmity byly výsledkem získaným pomocí p°ímé integrace v neredukované soustav¥, tj. vý-
sledky ze systému ANSYS, s výsledky získanými z vlastního programu, který byl sestaven
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Po°adí Vlastní frekvence [Hz] Vlastní frekvence [Hz]

Varianta a Varianta b

1 134,08 155,49

2 266,04 272,81

3 924,44 946,25

4 1555,78 1556,71

5 1775,35 1785,51

6 2653,50 2676,30

7 4850,58 4861,29

8 5017,24 5017,40

9 5167,60 5190,89

10 6299,99 6302,00

Tabulka 3.1: Tabulka vlastních frekvencí dvou variant (bez vlivu rotace a s vlivem rotace).

v systému MATLAB. Vstupem pro matematický model °e²ený v MATLABu byly spek-
trální a modální matice pro 20 vlastních tvar·, které byly exportovány vý²e popsaným
postupem. Vlastní frekvence netlumené soustavy jsou uvedeny v Tab. 3.1.

Modelovaná lopatka byla skokov¥ zatíºena konstantní silou Fz = 100 N ve st°edu
pr·°ezu lopatky, viz Obrázek 3.3. Z porovnání výchylek je patrná velice dobrá shoda zís-
kaných výsledku a to jak fekven£ní, tak výchylek ve sm¥ru budící síly Fz v uzlu up°ipojení
bandáºe, viz Obrázek 3.4.
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Obrázek 3.4: Odezva netlumené nerotující lopatky na skokové buzení silou 100 N.
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3.2.2 Matematický model zohled¬ující materiálové tlumení

V druhém kroku bylo do matematického modelu lopatky zahrnuto materiálové tlumení,
které bylo zadáno proporcionální B = βK pro β = 10−5. I pro tento p°ípad byla získána
velice dobrá shoda výsledk· získaných ob¥ma p°istupy, viz Obrázek 3.5.
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Obrázek 3.5: Odezva nerotující tlumené lopatky na skokové buzení silou 100 N.
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3.2.3 Matematický model zohled¬ující vlivy rotace

Posledním testovaným p°ípadem bylo porovnání p°echodových kmit· lopatky za kon-
stantní rotace (ω = 3000 ot/min). Vliv rotace byl zahrnut postupem popsaným v kapitole
2.3.3.

Oba p°ístupy dávají velmi podobné výsledky, jak je patrno na Obrázku 3.6. Modrou
£árou jsou vyneseny p°echodové kmity matematického modelu modáln¥ redukovaného
se zohledn¥ním vlivu rotace a gyroskopických ú£ink· bez uvaºování materiálového tlu-
mení. �ernou £árou jsou vykresleny p°echodové kmity rotující lopatky bez uvaºovaného
materiálového tlumení vypo£tené £asovou integrací p°ímo v systému ANSYS. Pro porov-
nání jsou £ervenou £árou uvedeny p°echodové kmity netlumené nerotující lopatky taktéº
získané £asovou integrací v systému ANSYS.

Pro úplnost je na Obrázku 3.7 provedeno srovnání t°í °e²ených druh· matematických
model·. �erná £ára odpovídá £erné £á°e z Obrázku 3.6, tj. rotující lopatka bez materiá-
lového tlumení. Modrá je totoºná s modrou £árou z Obrázku 3.4, tj. netlumená nerotující
lopatka. �ervená je shodná s modrou £árou z Obrázku 3.5, tj. nerotující lopatka zohled¬u-
jící vliv materiálového tlumení. Za zmínku stojí mírné, av²ak patrné, p°elad¥ní (vyztuºení)
modelu zap°í£in¥né rotací, odpovídající vlastním frekvencím uvedeným v Tab. 3.1.
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Obrázek 3.6: Odezva netlumené rotující lopatky na skokové buzení silou 100 N.
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Obrázek 3.7: Porovnání p°echodových kmit· pro r·zné modely buzené skokov¥ silou 100 N.
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3.3 Modelování kmit· rhombické lopatky

V p°edchozí podkapitole byl popsán postup exportu a jeho zpracování, které bude nyní
aplikováno na reálnou geometrii rhombické lopatky. Schopnost aplikovat postup na obecné
geometrie a odhalit jeho p°ípadné slabiny je hlavním d·vodem, který stál za vznikem této
podkapitoly. Nejednou se totiº stalo, ºe aplikovaný postup nebyl efektivní, zpracování
dat bylo pomalé £i pro sv·j rozsah nebylo v·bec pouºitelné. V²echny tyto faktory vedly
k tomu, ºe byl vylad¥n postup, který byl v p°edchozí kapitole p°edstaven a který lze díky
své obecnosti a robustnosti pouºívat pro ²iroké spekrum model·.

Pro demonstraci vhodnosti postupu byla vysí´ována geometrie rhombické lopatky,
která se reáln¥ nachází na vysokotlaké £ásti turbosoustrojí a je vyobrazena na Obrázku 3.8.
Pro v²echny následující testovací úlohy je rhombická lopatka vetknutá v noºce v míst¥,
kde je i ve skute£nosti p°ichycena k disku. Orientace globálního sou°adného systému xyz
je následující. Osa x je umíst¥na v ose rotace disku, do kterého je lopatka zasazena, osa
y je v rovin¥ olopatkovaného disku a osa z je vlastní osou lopatky.

Obrázek 3.8: Vysí´ovaná rhombická lopatka s £erven¥ vyzna£eným místem vetknutí do disku.
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3.3.1 Modální analýza rhombické lopatky

Stejn¥ jako pro jednoduchou lopatku i pro lopatku s obecnou geometrií byla nejprve
provedena modální analýza. Vlastní frekvence pro netlumený model bez uvaºování gyro-
skopických ú£ink· jsou uvedeny v Tab. 3.2.

Výsledky jasn¥ dokládají, ºe zvolená rhombická lopatka je velice tuhá, coº se projeví
p°i následujících výpo£tech. P°i modální redukci, zahrnující prvních 20 tvar·, nedojde
k velkému zkreslení výsledk·. N¥které vybrané vlastní tvary jsou uvedeny na Obrázcích
3.9. Navíc velké mnoºství vy²²ích tvar· se vyzna£uje pouze malým mnoºstvím kmitající
hmoty, viz Obrázky 3.9(e) aº 3.9(h).

Po°adí Vlastní frekvece [Hz]

1 990,76

2 2244,60

3 3794,00

4 4592,08

5 8624,90

6 10642,67

7 12542,18

8 14600,96

9 15328,36

10 16535,70

Tabulka 3.2: Tabulka vlastních frekvencí konzervativního modelu rhombické lopatky.
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(a) První vlastní tvar 990 Hz. (b) Druhý vlastní tvar 2244 Hz.

(c) T°etí vlastní tvar 3794 Hz. (d) �tvrtý vlastní tvar 4592 Hz.

(e) Pátý vlastní tvar 10642 Hz. (f) �estý vlastní tvar 12542 Hz.

(g) Sedmý vlastní tvar 14600

Hz.

(h) Osmý vlastní tvar 15328

Hz.

Obrázek 3.9: Vybrané vlastní tvary rhombické lopatky.
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3.3.2 P°echodové kmity skokov¥ zatíºené rhombické lopatky bez

materiálového tlumení

Dynamická odezva na skokové zatíºení konstantní silou rhombické lopatky byla první
testovací úlohou. Konstantní síla Fy = 100 N byla zadána v koncovém bod¥ ve st°edu
pr·°ezu lopatky. Jak bylo uvedeno vý²e, jedná se o zatíºení ve sm¥ru normály kontaktní
plochy, viz Obrázek 3.10.

P°i porovnání získaných výsledk·, viz Obrázek 3.11, na plném modelu lopatky °e²eném
integrací v £ase ANSYS (£ervená £ára) a na modelu sestaveném v systému MATLAB
(modrá £ára), který vyuºívá p°i svém °e²ení modální redukci na 20 vlastních tvar·, je
patrná velmi dobrá shoda jak frekven£ní tak i amplitudová.

Obrázek 3.10: Aplikované skokové zatíºení statickou silou Fy na rhombickou lopatku.
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Obrázek 3.11: Odezva rhombické lopatky bez zahrnutí gyroskopických ú£ink· a bez tlumení.
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3.3.3 P°echodové kmity rhombické lopatky s uvaºovaným mate-

riálovým tlumením

Shodný matematický model rhombické lopatky byl roz²í°en o vliv materiálového tlu-
mení, které bylo zadáno proporcionální B = βK pro β = 10−5. I pro tento p°ípad je
z°ejmá velice dobrá shoda výsledk· získaných ob¥ma p°istupy, viz Obrázek 3.12.
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Obrázek 3.12: Odezva rhombické lopatky s materiálovým tlumením bez zahrnutí gyroskopic-

kých ú£ink·.
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3.3.4 P°echodové kmity rhombické lopatky zohled¬ující vlivy ro-

tace

Posledním testovaným p°ípadem bylo vypo£tení p°echodových kmit· rhombické lo-
patky za ustálené rotace (ω = 3000 ot/min). Jak jiº bylo uvedeno v úvodu podkapitoly,
osou rotace rhombické lopatky je osa h°ídele, která je od patky lopatky vzdálená o 205

mm. Vliv rotace na celkovou odezvu lopatky je tedy významn¥j²í neº tomu bylo u p°edcho-
zího testovacího p°íkladu, viz Obrázek 3.7. Ve v¥t²í mí°e se zde projevuje vliv vyztuºení
za rotace, kdy dochází k p°elad¥ní modelu a zárove¬ klesají absolutní hodnoty výchylek,
jak je patrno na Obrázku 3.13.
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Obrázek 3.13: Porovnání jednotlivých odezev.
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Kapitola 4

Aplika£ní úlohy pro model kontaktu

Metodika modelování kontaktních úloh poddajných t¥les, p°edstavená v kapitole 2,
byla nejprve ov¥°ena na jednoduchých úlohách. Uvaºovaná geometrie dvojice lopatek
umoºnila pouºít prismatické lopatkové prvky. Popisy testovaných úloh a vyhodnocení
výsledk· provád¥ných analýz jsou obsahem následující kapitoly. Pro validaci vypo£te-
ných výsledk· je pouºit kone£noprvkový systém ANSYS, který se pouºívá v technické
praxi práv¥ pro tento typ úloh. V systému ANSYS byla vytvo°ena stejná geometrie, která
byla vysí´ována lineárními osmiuzlovými prostorovými prvky SOLID185 p°i zvolené full
integration.

4.1 Konstantní tuhost pro celou plochu a celou dobu

výpo£tu

Model kontaktu, který byl testován jako první, pouºíval shodnou konstantní tuhost
elementárních kontaktních plo²ek nacházejících se na kontaktní plo²e. Pro p°ípady s kon-
stantní tuhostí byl zvolen tuhostní p°ístup modelování kontaktu. Zvolený p°ístup byl
schopný popsat stav po zatíºení lopatky, které nevyvolalo postupné odléhávání ploch.
Pokud by k n¥mu docházelo, celková tuhost kontaktu by klesala a výsledky by jiº ne-
odpovídaly výsledk·m získaných z komer£ního MKP software. Byly porovnány odezvy
v koncovém bodu lopatek ve sm¥ru p·sobící síly pro modely bez t°ení (viz Obrázky 4.2(a)
a 4.2(b)) i se t°ením (viz Obrázky 4.3(a) a 4.3(b)) pro zatíºení lopatky £íslo 1 impulzem
síly 10 N trvajícím po dobu 0,01 s, viz obr. 4.1. Oba dva matematické modely zohled¬ují
materiálové tlumení, které je zadáno proporcionáln¥ s hodnotou koe�cientu β = 10−5.

Zatíºení impulzem síly bylo vyuºito pro otestování, zda nedochází k rozkmitání lopa-
tek zp·sobenému numerickým °e²ením úlohy. Výsledky dokazují, ºe pro oba dva modely
panuje vemi dobrá shoda. Oba dva modely se utlumí hlavn¥ díky materiálovému tlumení,
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y*

*pravoto ivý systém, y sm uje ven z nákresny

poslední uzel

Obrázek 4.1: Zatíºení dvojice lopatek silou.

nebo´ po odleh£ení lopatky jiº kmitají samostatn¥ se stejnou frekvencí. Z tohoto d·vodu
jsou tvary p°echodových kmit· pro p°ípad bez uvaºování t°ení i se t°ením v kontaktu velmi
podobné. Li²í se jen nejv¥t²í výchylkou po odezn¥ní impulzu, která je men²í u lopatek se
t°ením v kontaktu.
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Posuv lopatky 1 ve smeru Z ANSYS bez treni

(a) P°echodové kmity impulzn¥ p°itla£o-

vané lopatky 1 pro p°ípad bez t°ení.
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Posuv lopatky 2 ve smeru Z ANSYS bez treni

(b) P°echodové kmity lopatky 2 impulzn¥

p°itla£ované lopatkou 1 pro p°ípad bez

t°ení.

Obrázek 4.2: P°echodové kmitání lopatek pro p°ípad bez t°ení.
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Obrázek 4.3: P°echodové kmitání lopatek pro p°ípad se t°ením.
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4.2 P°echodové kmity pro budicí sílu kolmou k rovin¥

kontaktu

Soustava dvou prismatických lopatek, shodná s p°edchozí, byla zat¥ºována p°ítla£nou
skokovou konstantní silou o velikosti Fz = 10 N, která byla pro tento p°ípad aplikována do
st°edu bandáºe, viz Obrázek 4.4. Umíst¥ní p·sobi²t¥ síly znamenalo zatíºit poslední uzel
lopatky silou a momentem My = c ·Fz, kde c je vzdálenost teºi²t¥ bandáºe od posledního
uzlu lopatky. Pro tuto soustavu byla °e²ena odezva systému na de�nované buzení. Vliv
kontaktu byl modelován tuhostním p°ístupem.

1

2

x

z

y*

*pravoto�ivý systém, y sm��uje ven z nákresny

2

Obrázek 4.4: Zatíºení dvojice lopatek silou ve st°edu bandáºe.

Správné zahrnutí p°ítla£né síly bylo zkontrolováno ode£tením výchylek posledního
uzlu, viz Obrázek 4.5. S ohledem na typ pouºitých kone£ných prvk· by se m¥la na Ob-
rázku 4.5 objevit pouze výchylka do osy z a nato£ení okolo osy y, které by odpovídalo
zatíºení p°ítla£nou silou na rameni c. V tomto p°ípad¥ se objevily výchylky i v ostatních
sou°adnicích, av²ak vzhledem k jejich velikosti je moºné tyto výchylky povaºovat za chyby
vzniklé numerickým °e²ením.

Moºnost zanedbání jejich vlivu je patrné z Obrázk· 4.6 a 4.7, kde je vid¥t dobrá
shoda p°echodových kmit· st°ed· bandáºe obou lopatek p°i skokovém zatíºení 1. lo-
patky. Lze pozorovat drobný rozdíl ve vlastní frekvenci lopatek. Díky uºití lopatkových
prvk· je model sestavený v systému MATLAB o n¥co tuº²í oproti kone£noprvkovému
modelu, který byl sestaven v systému ANSYS vyuºívající prvky SOLID185. Aby byl tento
p°edpoklad potvrzen, byla provedena modální analýza, jeº tuto domn¥nku potvrdila, viz
Tabulka 4.1. Dále byla u modelu v systému ANSYS provedena náhrada prvk· SOLID185

jinými prostorovými prvky o shodné hustot¥ sít¥. Jejich vlastní frekvence jsou op¥t uve-
deny v Tabulce 4.1. Rozdílnost a vhodnou pouºitelnost jednotlivých prvk· lze studovat
v [ANSYS Help (2016)].
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Obrázek 4.5: P°echodové kmity jednotlivých zobecn¥ných sou°adnic lopatky 1 pro p°ípad bez

t°ení.
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Obrázek 4.6: P°echodové kmity ve sm¥ru osy z lopatky 1 pro p°ípad bez t°ení.
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Obrázek 4.7: P°echodové kmity ve sm¥ru osy z lopatky 2 pro p°ípad bez t°ení.
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P°i modelování byla nejprve uºívána konstantní kontaktní tuhost, jinými slovy shodná
pro celou kontaktní plochu po celou dobu simulace, tzn. neuvaºovala se zm¥na tuhosti dle
aktuální velikosti kontaktní plochy. Byla provedena citlivostní analýza, která m¥la za cíl
zjistit vliv zm¥ny velikosti kontaktní plochy na získané výsledky. Matematický model
s p°ítlakem na první lopatce, viz Obrázek 4.4, z·stal zachován jako v p°edchozí úloze a
jen se m¥nil po£et kontaktních ploch.

P°echodové kmity pro r·zné diskretizace kontaktní plochy (d¥lení x × y odpovídá x
sloupc· a y °ádk· kontaktních plo²ek) jsou tém¥° totoºné, viz Obrázky 4.8. Na obrázcích
jsou patrné drobné odchylky, ale jak se dalo p°edpokládat, pro tento zát¥ºný stav není
diskretizace rozhodující. Její vliv se projeví aº v dal²í £ásti textu, který se zabývá m¥nící
se velikostí kontaktní plochy nap°íklad vlivem rotace lopatky okolo vlastní osy, coº je
v praxi dosti £astý p°íklad. Pro úplnost dodejme, ºe diskretizace 1x1 je srovnatelná s dosud
pouºívaným p°ístupem, popsaným nap°. [Byrtus et al. (2010)].
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Obrázek 4.8: P°echodové kmity ve sm¥ru osy z pro p°ípad se t°ení a r·zné diskretizace plochy.

S ohledem na r·zné druhy pouºitých kone£ných prvk· (model v MATLABu uºívá
lopatkové prvky nesoucí v sob¥ informaci o nato£ení, zatímco model v systému ANSYS
uºívá prostorových prvk· SOLID185), lze p°ímo porovnat pouze posuvy uzl· ve st°edu
lopatky, nebo´ prvky SOLID185 v sob¥ nemají informaci o nato£ení pr·°ezu. Diskretizace
kontaktní plochy pro model v MATLABu je zvolena 2x6. Nedostatek tohoto p°ístupu se
projeví v p°ípad¥ uvaºování p°ítla£né síly Fz a silové dvojice Mx, která natá£í lopatku
okolo její vlastní osy, tj. osy x, viz Obrázek 4.9. Pr·b¥h p°ítla£né síly Fz a silové dvojice
Mx je znázorn¥n na Obrázku 4.10(a), respektive 4.10(b).

P°echodové kmity ve sm¥ru p°ítla£né síly Fz jsou vyneseny na Obrázku 4.11 a p°echo-
dové kmity ve sm¥ru osy y jsou zobrazeny na Obrázku 4.12.
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Na uvedených obrázcích je vid¥t dobrá shoda p°echodových kmit· ve sm¥ru osy za-
tíºení z, £ímº je potvrzena vhodn¥ zvolená tuhost kontaktu. Rozdíl v posuvu ve sm¥ru
osy y nebuzené lopatky, viz Obrázek 4.12(b) je zp·soben zanedbáním vlivu nato£ení lo-
patkových element· okolo vlastní osy (tento vliv bude vysv¥tlen v následujícím odstavci).
Útlum, který je patrný na modelu sestaveném v systému ANSYS, odpovídá pouze mate-
riálovému tlumení.
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Obrázek 4.11: P°echodové kmity ve sm¥ru osy z pro p°ípad bez t°ení.
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Obrázek 4.12: P°echodové kmity ve sm¥ru osy y pro p°ípad bez t°ení.
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Z p°echozích výsledk· je patrno, ºe pro zvolené modely nesta£í pouze porovnat hod-
notu posuv· ve st°edu lopatky, nebo´ nelze podchytit nato£ení pr·°ezu. Bylo p°istou-
peno k porovnání posuv· na kraji lopatky. Zobecn¥né sou°adnice modelu v MATLABu
tyto hodnoty neobsahují p°ímo, proto byly posuvy ve sm¥ru osy y získány p°edpisem
y = 0, 01sinφi + yi, kde φi je nato£ení posledního uzlu lopatky kolem osy x a yi je jeho
posuv ve sm¥ru osy y, viz Obrázek 4.4. D·vodem k vyuºití nato£ení st°edu pr·°ezu k
vyjád°ení posuvu byl nem¥nný pr·°ez lopatkového prvku. Lopatkový prvek je narozdíl
od modelu v systému ANSYS, uvaºován v pr·°ezu tuhý. Opa£ný postup, kdy by byl
porovnáván posuv a nato£ení stredu, by vyºadoval zji²t¥ní polohy více uzl· pro model
v systému ANSYS a z jejich polohy by bylo moºné ur£it nato£ení st°edu. Porovnávané
p°echodové kmity pro kraj lopatky jsou na Obrázku 4.13. Rozdíly jednotlivých výchylek
byly zd·vodn¥ny hlavn¥ nep°esností zvolené metody, kdy i p°es natá£ení normálové síly,
dochazí k nep°esnostem (úhel nato£ení se bere z po£áte£ního sou°adného systému). P°esto
panuje dobrá shoda v dosaºené ustálené výchylce ve sm¥ru osy y, viz Obrázek 4.13(a) pro
buzenou lopatku a Obrázek 4.13(b) pro nebuzenou lopatku. Rozdíl ve statické výchylce
je dán nevhodn¥ zvolenou tuhostí kontaktu, která byla uvaºována konstantní pro celou
kontaktní plochu a dobu výpo£tu.
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Obrázek 4.13: P°echodové kmity ve sm¥ru osy y pro p°ípad bez t°ení.

Z tohoto d·vodu bylo p°istoupeno ke zp°esn¥ní matematického modelu kontaktu, který
v kaºdem kroku vypo£te velikost kontaktní plochy a pro ní ur£í odpovídající kontaktní
tuhost. Aby nemusela být uvaºována neustále se m¥nící matice tuhosti za£al být vyuºíván
silový model kontaktu, který umoº¬uje pouºívat konstantní matici tuhosti a vliv kontaktu
se projeví pouze ve vektoru sil.
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4.3 Silový model kontaktu s nekonstantní tuhostí

Pro následující modely byl p°ijat p°edpoklad, ºe ke zm¥n¥ velikosti kontaktní plochy
dochází hlavn¥ v p°ípad¥ natá£ení lopatek okolo vlastní osy, coº zp·sobí i pooto£ení
normálové a te£né sloºky kontaktních sil oproti globálnímu sou°adnému systému (GSS),
jak je patrno z Obrázku 4.14. Porovnání aktivních kontaktních plo²ek (MATLAB vs.
ANSYS) je vid¥t na Obrázku 4.15. Zanebání vlivu nato£ení te£ných a normálových sloºek
kontaktních sil se projevilo hlavn¥ p°i uvaºování t°ení.
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kontaktní 

plocha 2
kontaktní 

plocha 1

N1 N2

T1 T2

T2c T1c

N2cN1c

S1 S2

-

Obrázek 4.14: Nato£ení normálové kontaktní síly oproti GSS.

Popsaný postup byl nejprve aplikován na úlohu bez t°ení, viz Obrázek 4.9. Lopatka
1 byla skokov¥ zatíºena p°ítla£nou silou Fz = 16 N a lopatka 2 skokov¥ zatíºena dvojicí
sil Mx = 2 N/m, které ji natá£ely okolo osy x, viz Obrázek 4.9. �asový pr·b¥h p°ítla£né
síly Fz je znázorn¥n na Obrázku 4.16(a), respektive pro silovou dvojici Mx na Obrázku
4.16(b). Aby bylo moºné sledovat vliv t°ení, bylo skokové zatíºení dvojice sil aplikováno
s £asovým posunem (po utlumení kmit· vyvolaných zatíºením skokovou p°ítla£nou si-
lou). P°i uvaºování t°ení a materiálového tlumení je £asový posun 0,03 s dostate£ný pro
utlumení kmit· ve sm¥ru osy z, viz Obrázek 4.17.

Jak bylo uvedeno vý²e, vliv natá£ení kontaktních plochplo²ek lopatek je nejvíce pa-
trný na te£ných sloºkách, respektive výchylkách ve sm¥ru te£ných sloºek sil. P°echodové
kmity p°i zanedbání natá£ení kontaktních ploch jsou zobrazeny na Obrázku 4.18. Z po-
rovnání ustálených výchylek je patrné, ºe rovnováºná poloha stále není totoºná pro oba
porovnávané modely (ANSYS versus MATLAB), coº je zap°í£in¥no zanedbáním natá£ení
kontaktních ploch. P°echodové kmity po zahrnutí vlivu natá£ení kontaktních ploch jsou
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(a) Aktivní kontaktní plo²ky (ANSYS). (b) Aktivní kontaktní plo²ky (ne-

modré) na lopatce £. 1 p°i £áste£ném

odlehnutí kontaktu. (MATLAB)

(c) Aktivní kontaktní plo²ky (ANSYS). (d) Aktivní kontaktní plo²ky (ne-

modré) na lopatce £. 1 p°i £áste£ném

odlehnutí kontaktu. (MATLAB)

Obrázek 4.15: M¥nící se po£et kontaktních plo²ek p°i uvaºování torze lopatky.
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Obrázek 4.16: Pr·b¥h síly Fz a silové dvojice Mx.

uvedeny na Obrázku 4.19. Zde jiº panuje velice dobrá shoda porovnávaných výchylek
ve sm¥ru osy y.
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pro p°ípad se t°ením.

Obrázek 4.17: P°echodové kmity ve sm¥ru osy z pro p°ípad se t°ením p°i zanedbání natá£ení

kontaktních ploch.

�e²ením této úlohy byla potvrzena správnost výpo£tu prom¥nné tuhosti. Dále bylo
zji²t¥no, ºe velikost zatíºení silovou dvojicí nemá významný vliv na kontaktní tuhost, jejíº
velikost byla stále závislá pouze na p°ítla£né síle.
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Obrázek 4.18: P°echodové kmity ve sm¥ru osy y pro p°ípad se t°ením p°i zanedbání natá£ení

kontaktních ploch.

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12
−8

−6

−4

−2

0

2
x 10

−7

Cas [s]

V
yc

hy
lk

a 
[m

]

 

 

Posuv na konci lopatky ve smeru y lopatky 1 MATLAB se trenim
Posuv na konci lopatky ve smeru y lopatky 1 ANSYS se trenim

(a) P°echodové kmity kraje lopatky 1 se t°ením

ve sm¥ru osy y.

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12
−0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3
x 10

−6

Cas [s]

V
yc

hy
lk

a 
[m

]

 

 

Posuv na konci lopatky ve smeru y lopatky 2 MATLAB se trenim
Posuv na konci lopatky ve smeru y lopatky 2 ANSYS se trenim

(b) P°echodové kmity kraje lopatky 2 se t°ením

ve sm¥ru osy y.

Obrázek 4.19: P°echodové kmity ve sm¥ru osy y pro p°ípad se t°ením p°i uvaºování natá£ení

kontaktních ploch.
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4.4 Citlivostní analýza silového modelu vzhledem k dis-

kretizaci kontaktní plochy

Pro zat¥ºovací stav, kdy jsou lopatky k sob¥ nejprve p°itla£ovány a poté natá£eny,
byla také provedena analýza citlivosti na diskretizaci kontaktní plochy. Citlivostní ana-
lýza byla provedena na shodném modelu (Obrázek 4.9). Pr·b¥h silových ú£ink· z·stal
zachován p°i stejné velikosti p°ítla£né síly Fz (Obrázek 4.16(a)) a jen byla zvý²ena velikost
silové dvojice na Mx = 10 N/m. Bylo sledováno chování kontaktu v závislosti na diskreti-
zaci kontaktní plochy. Jak bylo uvedeno v p°edchozí podkapitole, p·sobení silové dvojice
zap°í£iní odlehnutí £ásti kontaktních ploch. Zbývající plo²ky v kontaktu zp·sobují zm¥nu
tuhosti a excentrické rozloºení sil. Pro citlivostní analýzu byly vyuºity diskretizace 1x1,
2x2, 5x10, 10x20, 20x40 (vodorovný sm¥r, svislý sm¥r). Také byl m¥°en £as výpo£tu nutný
na provedení simulace, který je uvedený v Tab. 4.2.

Diskretizace �as [s]

1x1 29,4

2x2 80,26

5x10 459,5

10x20 2, 4 · 103

20x40 7, 1 · 103

Tabulka 4.2: Tabulka výpo£etních £as· pro r·znou diskretizaci kontaktní plochy.

Hlavním kritériem ur£ujícím vhodnost diskretizace je pouºitelnost výsledk·. P°echo-
dové kmity vypo£tené pro jednotlivé diskretizace byly porovnány. Na Obrázku 4.20, kde
jsou zobrazeny p°echodové kmity ve sm¥ru osy zat¥ºování, tj. osy z, je patrná dobrá shoda
pro v²echny diskretizace kontaktní plochy. Kontaktní plocha musí po ustálení p°echodo-
vých kmit· p°enést stejnou sílu ve sm¥ru osy z, tj. dojde ke zm¥n¥ kontaktní tuhosti. Je
velice d·leºité, ºe do za£átku doby p·sobení silové dvojiceMx dochází k ustálení na stejné
výchylce. Relativn¥ dobrá shoda panuje mezi výsledky pro výchylky ve sm¥ru osy y na
st°edu lopatky na Obrázku 4.21. Malé nep°esnosti na po£átku £asové integrace (do doby
p·sobení silové dvojice) lze zanedbat. Av²ak po za£átku p·sobení silové dvojice, v d·-
sledku p°elad¥ní kontaktní vazby, je patrné ustalování p°echodových kmit· na r·zných
výchylkách. Nejvíce citlivou sou°adnicí na diskretizaci je pak rotace okolo osy x, tj. nato-
£ení na posledním uzlu lopatky ϕ zatíºené silovou dvojicí. Pro porovnatelnost výsledk·
bylo nato£ení ϕ op¥t p°epo£teno na posuv kraje lopatky, jako tomu bylo nap°. na Obrázku
4.19. P°echodové kmity kraje lopatky ve sm¥ru osy y jsou znázorn¥ny na Obrázku 4.22.
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Sou°adnice nato£ení ϕ je nejvíce citlivá na diskretizaci plochy z n¥kolika d·vod·. Hlav-
ním z nich je zm¥na ramena, na kterém p·sobí kontaktní síly. P°i jemn¥j²í diskretizaci, lze
p°esn¥ji rozloºit vliv jednotlivých excentricky rozloºených kontaktních sil. Samoz°ejm¥ lze
téº p°esn¥ji ur£it pr·nik jednotlivých ploch, na n¥mº závisí normálová síla. Bylo zji²t¥no,
ºe je d·leºité mít sí´ natolik jemnou, aby bylo moºno popsat maximální deformaci kon-
taktní plochy. Jemn¥j²í rozd¥lení jiº nemá za následek výrazn¥j²í zm¥nu výsledk· a jen
prodluºuje výpo£et, jak je uvedeno v Tab. 4.2. Je proto dobré, provést krátký výpo£et
pro r·zné hustoty diskretizace, kdy dojde pouze k navázání kontaktních vazeb, a podle
n¥j volit diskretizaci plochy.
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Obrázek 4.20: P°echodové kmity lopatky 1 ve sm¥ru z.
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Obrázek 4.21: P°echodové kmity lopatky 1 ve sm¥ru osy y na kraji lopatky.
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Obrázek 4.22: P°echodové kmity lopatky 2 ve sm¥ru osy y na kraji lopatky
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4.5 Uºité modely t°ení

Nedílnou sou£ástí °e²ení kontaktních úloh je v²ak také t°ení. V první fázi byl apli-
kován konstantní koe�cient t°ení f = 0.2. Pro dal²í pouºití byly implementovány r·zné
metody umoº¬ující zavést závislost koe�cientu t°ení také na relativní rychlosti elementár-
ních ploch. Pro dal²í práci byly pouºity následující modely t°ení:

1. Konstatní Coulombovo t°ení

f = −fs, pro cAj
< 0; f = fs, pro cAj

> 0, (4.1)

kde fs je statický koe�cient t°ení a cAj
je relativní skluzová rychlost.

2. Coulombovo t°ení aproximované hladkou funkcí

f = fstanh(kcAj
), (4.2)

kde fs je statický koe�cient t°ení, k � 1 je volená konstanta a cAj
je relativní

skluzová rychlost.

3. Model MSC.ADAMS mající tvar

f = fssin
∣∣Carctan{(BcAj

)
− E

[(
BcAj

)
− arctan

(
BcAj

)]}∣∣ , (4.3)

kde koe�cinety B, E a C se volí dle výsledk· z experimentálních m¥°ení, viz uºiva-
telský manuál [MSC software (2000)].

4. Model s exponenciálním p°echodem mezi fs a fd mající tvar (pro cAj
> 0)

f = fd + (fs − fd)e(−dcAj
), (4.4)

kde fd je dynamický koe�cient t°ení a d je koe�cient spádu, viz [Pe²ek et al. (2015)].

5. Model ANSYS mající tvar (pro cAj
> 0)

f = fd(1 + (FACT − 1)e(−dcAj
), (4.5)

kde FACT = fd/fs, viz [ANSYS Help (2016)].

Tyto modely koe�cientu t°ení byly op¥t porovnány. Pr·b¥h velikosti koe�cientu t°ení
v závislosti na relativní rychlosti je vid¥t na Obrázku 4.23(a). Tyto modely t°ení pak
byly pouºity pro výpo£et p°echodových kmit· modelu dvojice lopatek zobrazeném na
Obrázku 4.4 p°i skokovém zatíºením silou Fz = 10 N. D¥lení kontaktních ploch bylo
zvoleno konstantní 4x5. Výsledné vypo£tené p°echodové kmity lopatky 1 pro parametry
k = 100, fs = 0, 4, fd = 0, 2, d = 2, B = 0, 5, E = −2, 0, C = 1, 7 a FACT = 2 jsou
uvedeny na Obrázku 4.23(b).
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Obrázek 4.23: Závislost koe�cientu t°ení na relativní rychlosti a vliv na p°echodové kmity.

Drobné nep°esnosti, které nadále mezi výsledky panují, mají více d·vod·:

1. Modely kontaktu na Obrázcích 4.23 se uvaºují bez vlivu natá£ení kontaktních ploch
Pro eliminaci tohoto jevu byly v²echny úlohy v systému ANSYS po£ítány bez jevu
stick-slip, av²ak relativní posuv nelze zakázat.

2. Tuhost v²ech kontaktních plo²ek je pro jeden integra£ní krok stejná.

3. V²echny vlastnosti elementární plo²ky jsou vztaºeny na její st°ed, nelze tak uvaºovat
její vlastní deformaci.
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Kapitola 5

Model disku rhombických lopatek

Hlavním cílem této kapitoly je dopracování a praktické vyuºití v²ech d°íve popsaných
postup· a metod. Nejprve bude popsán postup sestavení matematického modelu olopat-
kovaného disku rhombických lopatek, viz Obrázek 5.1, £i [Kubín & Hlous (2014)]. Dále
josu postupn¥ zahrnuty vlivy rotace a výsledky komentovány.

Obrázek 5.1: Olopatkovaný disk rhombických lopatek, p°evzato z [Kubín & Hlous (2014)].
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5.1 Modelování olopatkovaného disku bez p°edepnutí

Stejn¥ jako ve skute£nosti, kdy je olopatkovaný disk sloºen ze samostatných lopatek,
byl i jeho matematický model vytvo°en ze samostatných matematických model· rhom-
bických lopatek, viz Obrázek 3.8.

Model olopatkovaného disku je tvo°en stem shodných lopatek, jejichº bandáºe s kon-
taktními plochami na sebe p°ímo dosedají. Kontakt je tedy uvaºován v míst¥ bandáºe.
Reáln¥ jsou bandáºe lopatek p°edepnuté, av²ak popis zahrnutí vlivu p°edepnutí bandáºe
bude shrnut v následující kapitole.

Na základ¥ modální analýzy konzervativního modelu rhombické lopatky bez uvaºování
vlivu rotace a tlumení, jejíº výsledky jsou uvedeny v Tab. 3.2, a s ohledem na uvaºované
pracovní otá£ky, pro modální redukci je vybráno 10 frekven£n¥ nejniº²ích vlastních tvar·
jedné rhombické lopatky. Pro ov¥°ení, ºe bylo do modální redukce zahrnuto dostate£né
mnoºství vlastních tvar·, byly provedeny dv¥ citlivostní analýzy p°echodových kmit·.
P°i kaºdé citlivostní analýze byly uvaºovány t°i stupn¥ redukce na 5, 10 a 20 frekven£n¥
nejniº²ích vlastních tvar·.

1. Skokové zatíºení jedné lopatky

Skokové zatíºení konstantní silou 100 N ve sm¥ru osy y, viz Obrázek 3.10, které
má v tomto sm¥ru za následek vybuzení frekven£n¥ dominantních tvar·. Sm¥r y
byl zvolen, nebo´ v n¥m se vyskytují kontaktní silové ú£inky. Dále byly pro tento
sm¥r vypo£teny p°echodové kmity pomocí integrace v £ase systémem ANSYS, viz
Obrázek. 3.11. Vypo£tené p°echodové kmity jsou porovnány na Obrázku 5.2.

2. Dýzové buzení jedné lopatky

Rhombická lopatka byla také zatíºena dýzovým buzením o frekvenci 2500 Hz, které
odpovídá buzení p°i provozních otá£kách n = 3000 ot/min a p°i uvaºování 50 dýz.
Zvolená budicí síla m¥la amplitudu Fx = 100 N (sm¥r osy h°ídele). Porovnání p°e-
chodových kmit· je vid¥t na Obrázku 5.3.

Z obou vypo£tených odezev je patná dobrá shoda pro r·zné stupn¥ redukce navzá-
jem (Obrázek 5.3) respektive neredukovaným modelem (Obrázek 5.2). S ohledem
na tuhost rhombické lopatky by pro navazující provád¥né analýzy bylo posta£ující
uvaºovat pouze prvních 5 vlastních tvar·, které dostate£n¥ v¥rohodn¥ aproximují
chování rhombické lopatky v poºadovaném frekven£ním pásmu. S ohledem na ov¥-
°ení robustnosti pouºitého softwaru bylo p°istoupeno k modální redukci na 10 vlast-
ních tvar·, coº prokáºe i pouºitelnost metody pro lopatky, které v zájmové oblasti
mají více vlastních tvar·.

3. P°echodové kmity olopatkovaného disku bez p°edepnutí
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Obrázek 5.3: Porovnání odezev rhombické lopatky ve sm¥ru osy x vybuzené dýzovým buzením

bez zahrnutí gyroskopických ú£ink· a bez tlumení pro modální redukci na 5, 10 a 20 vlastních

tvar·.

90



Vliv gyroskopických ú£ink· je zahrnut postupem popsaným v kapitole 2.3.3, jehoº
pouºitelnost pro zvolenou geometrii je ov¥°ena v kapitole 3.2.2. Modální transfor-
mací s redukcí po£tu stup¬· volnosti je získán matematický model jedné rhombické
lopatky v£etn¥ gyroskopických ú£ink· v modálních sou°adnicích. Se°azením samo-
statných matematických model· jednotlivých lopatek je získána soustava v podob¥
prezentované vztahem (2.162). Provázání jednotlivých lopatek je provedeno pomocí
kontaktních plo²ek, které se nacházejí na bandáºi rhombické lopatky. Pro °e²ení
kontaktní úlohy je zvolen silový p°ístup a kaºdá kontaktní plocha bandáºe je dis-
kretizována na 6 kontatních plo²ek v koncepci 2x3.

Pro ov¥°ení popsaného matematického modelu byl proveden ov¥°ovací výpo£et, ve
kterém byla lopatka £. 1 zatíºena skokov¥ konstantní silou 100 N ve sm¥ru osy
y. Její orientace byla de�nována d°íve, viz Obrázek 3.10, respektive pro zatíºení
v disku, viz Obrázek 5.4. Pro zvolený ov¥°ovací p°ípad byl zanedbán vliv t°ení v
kontaktních plochách bandáºe, aby do²lo k vybuzení co nejv¥t²ího po£tu lopatek.
P°edp¥tí také nebylo uvaºováno, aby bylo moºné ov¥°it spravné provázání kontaktu.
Porovnávané výchylky náleºí poslednímu uzlu v ose pr·°ezu lopatky p°ed bandáºí.
Tento uzel bude nazýván POI. V²echny výchylky v dal²ích podkapitolách budou
ode£ítány prav¥ v POI, pokud nebude uvedeno jinak. Porovnávané p°echodové kmity
budou vºdy v LSS dané lopatky.

 

2 1

 

 

lopatka 100

lopatka 1

lopatka 2

Obrázek 5.4: Zatíºení rhombické lopatky disku � pohled z boku.

Vykreslování v²ech p°echodových kmit· do jednoho obrázku by bylo pro velký po£et
lopatek dosti nep°ehledné, proto byly vybrány pouze n¥které z nich. Nejprve byly
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porovnány p°echodové kmity uzlu POI 1., 2. a 100. lopatky, které jsou vyobrazeny na
Obrázku 5.5. Tento výb¥r ov¥°uje cyklickou provázanost disku. Dále byly vybrány
p°echodové kmity 1., 25., 50. a 75. lopatky, jak je patrné na Obrázku 5.6, které
zaznamenávají postupné ²í°ení impulzu síly, vyvolaného kontaktováním jednotlivých
bandáºí.

Správné chování lopatek bez uvaºovaného p°edp¥tí je patrné z Obrázku 5.5, kdy je od
zatíºení lopatky £. 1 vybuzena zejména lopatka £. 2 (v p°ípad¥ uvaºovaného p°edp¥tí
by se sou£asn¥ s 1. lopatkou za£ala pohybovat i 100. lopatka). Rozdíl výchylek
1. a 2. lopatky je pak zp·soben poddajností kontaktní vazby. Postupné vybuzení
�kvartálních� lopatek je dob°e patrné na Obrázku 5.6. S ohledem na relativn¥ velkou
tuhost rhombických lopatek dochází pouze k malému vybuzení 25. lopatky, jejíº
kmity jsou rychle utlumeny. Deformace celého olopatkového disku v £ase t =0.015 s
je pak znázorn¥na na Obrázku 5.7, kde pro snaz²í orientaci je 100. lopatka ozna£ena
hv¥zdi£kami. Z p°echodových kmit· je dob°e patrné materiálové tlumení, které stojí
za postupným útlumem kmit· a postupném kontaktování jednotlivých lopatek.
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Obrázek 5.5: Odezva disku rhombických lopatek bez t°ení na skokové buzení konstantní silou

Fy = 100 N (lopatky 1, 2, 100).

Pro ov¥°ení správn¥ fungující cyklické podmínky byla na 1. lopatku aplikována síla
o stejné velikosti, le£ opa£ného sm¥ru. Analogické výsledky pro p°echodové kmity
uzlu POI jsou patrné na Obr. 5.8, respektive 5.9. Deformace celého olopatkového
disku v £ase t =0.015 s je pak znázorn¥ná na Obrázku 5.10, kde 100 lopatka je op¥t
znázorn¥na hv¥zdi£kami.

Je v²ak d·leºité poznamenat, ºe rozdíly v rovnováºné poloze jsou dány nesymet-
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Obrázek 5.6: Odezva disku rhombických lopatek bez t°ení na skokové buzení konstantní silou

Fy = 100 N (lopatky 1, 25, 50, 75).

Obrázek 5.7: Odezva disku rhombických lopatek bez t°ení na skokové buzení konstantní silou

Fy = 100 N.
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ri£ností pr·°ezu rhombické lopatky a jeho r·znou tuhostí v kladném a záporném
sm¥ru osy y.
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Obrázek 5.8: Odezva disku rhombických lopatek bez t°ení na skokové buzení konstantní silou

Fy = -100 N (lopatky 1, 2, 100).
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Obrázek 5.9: Odezva disku rhombických lopatek bez t°ení na skokové buzení konstantní silou

Fy = -100 N (lopatky 1, 25, 50, 75).

Obrázek 5.10: Odezva disku rhombických lopatek bez t°ení na skokové buzení konstantní silou

Fy = -100 N.
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5.2 Modální vlastnosti disku rhombických lopatek

s p°edepnutím

Vliv p°edepnutí je v modelu disku zohledn¥n dle teorie popsané v kapitole 2.2.3.
Pro uvaºovaný typ rhombických lopatek bylo v minulosti (nap°. [Zeman et al. (2010)])
uvaºováno p°edp¥tí 3,27 MPa, coº je hodnota odvozená z experimentáln¥ zm¥°ené defor-
mace v míst¥ bandáºe s hladkými kontaktními plochami bez vlivu rotace a materiálového
tlumení lopatek.

Velikost p°edp¥tí má zásadní vliv na chování olopatkovaného disku, jak je demonstro-
váno v této kapitole, kde je provedena modální analýza olopatkovaného disku.

Vliv p°edp¥tí se projeví hlavn¥ provázáním lopatek, aniº by byla p°ímo aplikovánav-
n¥j²í zat¥ºná síla v normálovém sm¥ru kontaktní plochy. Vliv provázání je pak demon-
strován v Tab. 5.1, kde jsou uvedeny vlastní frekvence disku rhombických lopatek s r·zn¥
velkým p°edp¥tím. Vliv provázání je zcela patrný � s rostoucím p°edp¥tím dochází k p°e-
lad¥ní celého systému. Je pochopitelné, ºe dochází i ke zm¥n¥ vlastních tvar·, kdy nejniº²í
vlastní tvary stále odpovídají ohybových kmit·m, av²ak dochází k postupnému soufáz-
nému kmitání sousedních lopatek. �ádov¥ vy²²í p°edp¥tí pro zji²t¥né modální veli£iny p°i
zaokrouhlení na dv¥ desetinná místa se projevuje mírným zvý²ením vlastních frekvencí aº
u vlastních tvar· charakterizovaných n¥kolika uzlovými kruºnicemi, viz Tab. 5.1. U ma-
tematického modelu bez p°edp¥tí se vyskytují shodné vlastní tvary lopatek. Jinými slovy
násobnost vlastních tvar· je rovna po£tu lopatek.

Díky uvaºování shodných lopatek lze také pozorovat stonásobné vlastní frekvence u lo-
patek bez p°edepnutí a párové vlastní frekvence u lopatek s p°edp¥tím, k nimº jsou vlastní
tvary pouze pooto£ené, viz Obrázek 5.12(c) a 5.12(e) respektive pro liniové vykreslení
5.12(d) a 5.12(f).

Obrázek 5.11: První vlastní tvar olopatkovaného disku bez uvaºovaného p°edp¥tí.
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(a) První vlastní tvar pro uvaºované p°ed-

p¥tí 0,27 MPa (0).

(b) První vlastní tvar pro uvaºované p°ed-

p¥tí 0,27 MPa - lopatky v linii.

(c) Druhý vlastní tvar pro uvaºované p°ed-

p¥tí 0,27 MPa (1).

(d) Druhý vlastní tvar pro uvaºované

p°edp¥tí 0,27 MPa - lopatky v linii.

(e) T°etí vlastní tvar pro uvaºované p°ed-

p¥tí 0,27 MPa (1).

(f) T°etí vlastní tvar pro uvaºované p°ed-

p¥tí 0,27 MPa - lopatky v linii.

Obrázek 5.12: Vlastní tvary olopatkovaného disku bez uzlové kruºnice s po£tem uzlových

pr·m¥r· uvedených v závorce.
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(a) �tvrtý vlastní tvar pro uvaºované p°ed-

p¥tí 0,27 MPa (2).

(b) �tvrtý vlastní tvar pro uvaºované

p°edp¥tí 0,27 MPa - lopatky v linii.

(c) �estý vlastní tvar pro uvaºované p°ed-

p¥tí 0,27 MPa (3).

(d) �estý vlastní tvar pro uvaºované p°ed-

p¥tí 0,27 MPa - lopatky v linii.

(e) Osmý vlastní tvar pro uvaºované p°ed-

p¥tí 0,27 MPa (4).

(f) Osmý vlastní tvar pro uvaºované p°ed-

p¥tí 0,27 MPa - lopatky v linii.

Obrázek 5.13: Vlastní tvary olopatkovaného disku bez uzlové kruºnice s po£tem uzlových

pr·m¥r· uvedených v závorce (pokra£ování).
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(a) 98. vlastní tvar pro uvaºované p°edp¥tí

0,27 MPa.

(b) 98. vlastní tvar pro uvaºované p°ed-

p¥tí 0,27 MPa - lopatky v linii.

(c) 99. vlastní tvar pro uvaºované p°edp¥tí

0,27 MPa.

(d) 99. vlastní tvar pro uvaºované p°ed-

p¥tí 0,27 MPa - lopatky v linii.

(e) 100. vlastní tvar pro uvaºované p°ed-

p¥tí 0,27 MPa.

(f) 100. vlastní tvar pro uvaºované p°ed-

p¥tí 0,27 MPa - lopatky v linii.

Obrázek 5.14: Vlastní tvary olopatkovaného disku bez uzlové kruºnice.
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5.3 Simulace chování olopatkovaného disku p°i uvaºo-

vání t°ení, p°edepnutí a m¥nící se rotaci

V následujících podkapitolách budou provedeny výpo£etní analýzy se zahrnutím v²ech
d°íve p°edstavených jev·, tj. bude zohledn¥no t°ení, vliv rotace i p°edepnutí.

5.3.1 P°echodové kmity skokov¥ zatíºeného olopatkovaného disku

s vlivem p°edepnutí

Smyslem této úlohy je ov¥°ení vlivu p°edepnutí. Olopatkovaný disk byl zatíºen skokov¥
konstantní silou Fx = 100 N, která byla aplikována do uzlu POI 1. lopatky kolmo na rovinu
disku ŷz, viz Obrázek 5.15. Uvaºované p°edp¥tí bylo rovno 3,27 MPa. Aby se mohl projevit
pouze vliv p°edepnutí bylo t°ení zanedbáno, tzn. budicí síla byla p°ená²ena jen pomocí
p°edp¥tí respektive normálové kontaktní síly.

 

2 1

 

 

lopatka 100

lopatka 1

lopatka 2

Obrázek 5.15: Zatíºení rhombické lopatky disku - pohled z boku.

Pro názornost jsou op¥t zobrazeny pouze p°echodové kmity ve sm¥ru buzení uzlu POI

1., 2. a 100. lopatky, které jsou vyobrazeny na Obrázku 5.16. Stejn¥ jako v podkapitole 5.1
tak byly vybrány p°echodové kmity uzlu POI 1., 25., 50. a 75. lopatky. Jsou patrné z Ob-
rázku 5.17, který zaznamenává postupné ²í°ení impulzu síly vyvolaného kontaktováním
jednotlivých bandáºí.
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Z d·vodu zanedbání t°ení je tlumení kmit· zp·sobeno pouze vlivem materiálového
tlumení. Dále je jasn¥ patrné, ºe kmity v²ech lopatek se ustalují v nové rovnováºné po-
loze. Maximální výchylku vykazuje zatíºená lopatka, tj. lopatka 1. Na Obrázku 5.17 v²ak
zaujme fakt, ºe pr·b¥hy výchylek 25. a 75. lopatky nejsou shodné. Tento fakt má n¥kolik
d·vod·:

1. Tuhost lopatek:

Vzhledem ke geometrii rhombické lopatky není výsledná tuhost lopatky v míst¥
kontaktu 1 a 2 totoºná (viz Obrázek 5.19).

2. Vyosená normála:

Normála kontaktu neleºí v rovin¥ disku ŷz (viz Obrázek 5.19), proto se k matici
p°edp¥tí Kpredpeti p°idáva je²t¥ cosinový pr·m¥t normálové sloºky kontaktu.

Vliv nerovnom¥rnosti rozloºení rovnováºné polohy jednotlivých lopatek, který kore-
sponduje s vý²e uvedenými fakty, je jasn¥ patrný z Obrázku 5.18, kde jsou vyobrazeny
výchylky olopatkovaného disku v £ase 0,015 s.
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Obrázek 5.16: Odezva disku rhombických lopatek bez t°ení na buzení skokovou silou 100 N

(lopatky 1, 2 a 100).
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Obrázek 5.17: Odezva disku rhombických lopatek bez t°ení na buzení skokovou silou 100 N

(lopatky 1, 25, 50, 75).

Obrázek 5.18: Odezva disku rhombických lopatek bez t°ení na buzení skokovou silou 100 N.
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1

2

rovina disku

normála 

kontaktu

Obrázek 5.19: Nato£ení kontaktní plochy a umíst¥ní kontaktních ploch na rhombické lopatce.
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5.3.2 Parametrická studie vlivu p°edepnutí na potla£ení kmit·

vybuzených dýzovým buzením

Potla£ení kmitání je jedním z klí£ových faktor· p°i navrhování olopatkovaných disk·
turbosoustrojí. Omezení kmit· se nechá provést vhodným p°edp¥tím, které zp·sobí ma-
ximální disipaci energie díky t°ení a p°itom nedojde k tzv. �uzam£ení� kontaktu. Pro
tuto analýzu byl pouºit model t°ení pouºívaný v systému ANSYS, jehoº tvar je popsán
vztahem (4.5). Pro zvolené rhombické lopatky byla experimentáln¥ zm¥°ena deformace
za rotace a z ní odvozeno p°edp¥tí, viz [Zeman et al. (2010)]. Cílem této podkapitoly je
ov¥°it výpo£etní zp·sob, jakým lze efektivn¥ ur£it vhodné p°edp¥tí.

V²echny parametrické studie vlivu p°edp¥tí byly provedeny pro hodnoty parametr·
uvedených v Tab. 5.2.

Prom¥nná Zna£ka Hodnota

Koe�cient proporcionálního tlumení β 10−5 [−]

Statický koe�cient t°ení fs 0,5 [−]

Dynamický koe�cient t°ení fd 0,25[−]

Koe�cient spádu (Decay coe�cient ) d 4 [−]

P°edp¥tí Pstress od 0 do 19 [MPa]

Budicí síla dýzy Fx 100 [N]

Po£et dýz nd 50

Konstantní otá£ky ω0 3000 [ot/min] ∼ 314,159 [rad−1]

Pozn.: Hodnoty koe�cient· fs, fd a d byly pouºity dle d°íve

provád¥ného výpo£tu [Pe²ek et al. (2017)].

Tabulka 5.2: Tabulka vstupních parametr· pro parametrickou studii vlivu p°edepnutí.

Dýzové buzení ve sm¥ru osy rotace disku s aplitudou 100 N bylo aplikováno do uzlu
POI v²ech lopatek, vºdy s fázovým posunutím δ = 2π/nd. P°edpis pro uvaºované dýzové
buzení i-té lopatky s frekvencí ndω0 má tvar

Fi,x = 100sin(ndω0t+ 2π − iδ), (5.1)

jímº byl simulován proud páry obtékající i-tou lopatku ve sm¥ru osy x.
Pro sestavený disk rhombických lopatek bylo provedeno velké mnoºství výpo£t· ode-

zev. Maximální ustálená odezva ve sm¥ru buzení ze v²ech lopatek disku pro zadané p°ed-
p¥tí reprezentuje jeden bod na Obrázku 5.20. Velikost ustálené odezvy pro referen£ní
p°edp¥tí je na Obrázku 5.20 vyzna£en £erveným kole£kem. Záv¥r z provedené analýzy je
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takový, ºe pro vz·stající p°edp¥tí ustálené výchylky klesají tém¥° lineárn¥. To lze vysv¥tlit
relativn¥ vysokou tuhostí samotné lopatky, jak bylo i prokázáno modální analýzou. Vliv
�uzam£ení� nebyl ve zkoumaném pásmu pozorován práv¥ z d·vodu vysoké vlastní tuhosti
lopatky. Lze tedy o£ekávat, ºe pro �poddajn¥j²í� lopatky by se ve zkoumaném pásmu
poda°ilo optimalizovat p°edp¥tí.

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Predpeti
[MPa]

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5

5.5

V
yc

hy
lk

a
[m

]

10-5
Maximalni vychylky vyvolane dyzovym buzenim

pri konstantnich otackach

Obrázek 5.20: Maximální výchylky uzlu POI ve sm¥ru osy x p°i ustáleném kmitání p°i kon-

stantních otá£kách 3000 ot/min i referen£ních hodnotách t°ení a m¥nícím se p°edp¥tí.
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5.3.3 Parametrická studie vlivu koe�cientu t°ení na potla£ení ustá-

lených kmit· vyvolaných dýzovým buzením

Nejen p°edp¥tí, ale také velikost koe�cient· t°ení má zásadní vliv na potla£ení kmit·.
V této parametrické studii byl disk sta rhombických lopatek op¥t vybuzen 50 dýzami
p°i konstantních otá£kách 3000 [ot/min], tj. frekvencí buzení 2 500 Hz. V²echny zbýva-
jící parametry jsou uvedeny v Tab. 5.3. Uvaºovaný model t°ení je shodný s p°edchozím
výpo£tem, tj. de�novaný vztahem (4.5).

Bylo provedeno celkem 5 výpo£t·, kdy pro kaºdý z nich byly statický fs i dynamický fd
koe�cient t°ení pronásobený parametrem t°ení p. Velikost parametr· t°ení p byla zvolena
p = [0, 75; 0, 875; 1; 1, 125; 1, 25].

Prom¥nná Zna£ka Hodnota

Koe�cient proporcionálního tlumení β 10−5 [−]

Statický koe�cient t°ení fs 0,5 [−]

Dynamický koe�cient t°ení fd 0,25[−]

Koe�cient spádu (Deacy coe�cient ) d 4 [−]

P°edp¥tí Pstress 3,27 [MPa]

Budicí síla dýzy Fx 100 [N]

Po£et dýz nd 50

Konstantní otá£ky ω0 3000 [ot/min] ∼ 314,159 [rad−1]

Pozn.: Hodnoty koe�cient· fs, fd a d byly pouºity dle d°íve

provád¥ného výpo£tu [Pe²ek et al. (2017)].

Tabulka 5.3: Tabulka vstupních parametr· pro parametrickou studii vlivu koe�cientu t°ení.

Op¥t byl disk vybuzen dýzovým buzením de�novaným p°edpisem (5.1) aplikovaným
do POI ze v²ech lopatek. Porovnávané ustálené odezvy byly získány jako maximální odezva
v POI v²ech lopatek. Její hodnoty jsou uvedeny na Obrázku 5.21. Z porovnání výchylek
vyplývá, ºe pro vzr·stající t°ení klesá maximální velikost ustálené odezvy. Získaný záv¥r
je zcela v souladu se záv¥ry z p°edchozí podkapitoly, kdy pro vzr·stající p°edp¥tí dochá-
zelo ke sniºování maximální vybuzené odezvy. V d·sledku vysoké tuhosti rhombických
lopatek je velikost maximálního t°ení, kdy dojde k �uzam£ení� vazby, stále velmi daleko
provozním podmínkám. Vliv zvy²ování koe�cientu t°ení v²ak má tém¥r lineární vliv na zís-
kaná maxima odezev, coº je dokázáno proloºením p°ímky vycházející z prvního maxima
odezvy (pro p = 0, 75) do posledního maxima odezvy (pro p = 1, 25). Malý rozdíl mezi
proloºenou p°ímkou a vypo£tenými hodnotami je dán relativn¥ velkou tuhostí rhombické
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lopatky, která eliminuje v¥t²í pozitivní vliv t°ení na redukci vybuzených kmit·.
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Obrázek 5.21: Maximální výchylky uzlu POI p°i ustáleném kmitání p°i konstantním p°edp¥tí

3,27 MPa, otá£kách 3000 [ot/min] a m¥nícím se parametru t°ení p.
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5.3.4 Parametrická studie vlivu rotace na potla£ení ustálených

kmit· vyvolaných dýzovým buzením - amplitudová charak-

teristika

Poslední parametrická studie m¥la za cíl sledovat ustálenou odezvu p°i r·zných provoz-
ních otá£kách. Cílem bylo ur£it rezonan£ní otá£ky olopatkovaného disku pro zvolené pa-
rametry. P°i této analýze bylo nutné pro kaºdé otá£ky upravit matice ω0G, ω2

0Kd a ω2
0Kω

a vektor odst°edivých sil ω2
0fω v modelu (2.155) jedné lopatky a matic ω0Ĝ, K̂Ω(ω0) v£etn¥

vektoru ω2
0 f̂ωv modelu olopatkovaného disku (2.162).

Prom¥nná Zna£ka Hodnota

Koe�cient proporcionálního tlumení β 10−5 [−]

Statický koe�cient t°ení fs 0,5 [−]

Dynamický koe�cient t°ení fd 0,25[−]

Koe�cient spádu (Deacy coe�cient ) d 4 [−]

P°edp¥tí Pstress 3,27 [MPa]

Budicí síla dýzy Fx 100 [N]

Po£et dýz nd 50

Otá£ky ω0 od 10 [ot/min] do 3800 [ot/min]

Pozn.: Hodnoty koe�cient· fs, fd a d byly pouºity dle d°íve

provád¥ného výpo£tu [Pe²ek et al. (2017)].

Tabulka 5.4: Tabulka vstupních parametr· pro parametrickou studii vlivu rotace.

Získaná amplitudová charakteristika na Obrázku 5.22 koresponduje s nejniº²í vlastní
frekvencí p°edepnutého disku uvedenou v Tab. 5.1, kdy maximum ustálené odezvy pro 50
budicích dýz je v oblasti 1200 [ot/min], coº odpovídá frekvenci dýzového buzení ω = 1000

Hz. Je to místo p°edpokládané rezonance, kde hodnoty ustálené výchylky dosahují °ádov¥
vy²²ích hodnot. Dále je patrné, ºe s m¥nícími se otá£kami dochází velmi rychle k redukci
kmit·. Pro 1200 [ot/min] bylo také provedeno porovnání ustálené odezvy pro parametr
t°ení p = 0, 75 (£ervený £tvere£ek) s 1,25 (£ervený trojúhelník). Z porovnání plyne, ºe
t°ení má op¥t pozitivní vliv na redukci ustálené odezvy dýzov¥ buzeného disku. Malý
rozdíl v odezv¥ v rezonanci pro jednotlivé parametry t°ení p je p°ikládán op¥t pouºití
velmi tuhých rhombických lopatek. V rezonaci dochází tém¥° k uzam£ení, tudíº pozitivní
vliv t°ení na redukci kmit· se projevuje minimáln¥. Lze p°edpokládat, ºe pro poddajn¥j²í
lopatky bude vliv t°ení výrazn¥j²í.

Vy²et°ené rezonan£ní otá£ky odpovídají stavu danému rovností
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n

60
nd = f (ND, 0) , (5.2)

kde f (ND, 0) je vlastní frekvence s 50-ti uzlovými pr·m¥ry (ND = nd) a ºádnou uzlovou
kruºnicí. Tento stav je charakterizován nejen rovností vlastní frekvence olopatkovaného
disku s dýzovou frekvencí buzení, ale téº tvarem buzení odpovídajícím vlastnímu tvaru
kmitu olopatkovanému disku.
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Obrázek 5.22: Maximální výchylky uzlu POI p°i ustáleném kmitání p°i konstantním p°edp¥tí

3,27 MPa, referen£ních hodnotách t°ení a m¥nících se ota£kách.
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Kapitola 6

Záv¥r

6.1 Shrnutí výsledk·

P°edkládaná práce se zabývá problematikou kmitání t¥les s kontaktními vazbami
s aplikacemi na dynamiku lopatek a olopatkovaných disk·. P°edstavené postupy a mo-
dely platí zcela obecn¥ a lze je tedy aplikovat i na jiné výpo£etní p°ípady. �e²ení této
problematiky má na Kated°e mechaniky Fakulty aplikovaných v¥d Z�U v Plzni dlouhou
tradici a tato diserta£ní práce ji vhodn¥ dopl¬uje a umoº¬uje její dal²í rozvoj.

Obsahem první kapitoly je stru£ná re²er²e sou£asného stavu problematiky kmitajících
t¥les, poddajných lopatek a kontaktních úloh. V záv¥ru kapitoly jsou vytý£eny cíle, které
jsou v práci postupn¥ pln¥ny.

Druhá kapitola obsahuje teoretický popis uºívaných matematických model·, na kte-
rých je poté vystav¥na celá práce. Autorovou snahou bylo popsat postup co nejpodrobn¥ji,
proto obsahuje ucelený návod pro modelování lopatek pomocí lopatkových 1D kone£ných
prvk· se zahrnutím vlivu tuhé bandáºe a dále prezentuje moºnost modelování pomocí
3D kone£ných prvk· vhodných pro obecné geometrie. V poslední £ásti kapitoly je popsán
postup zahrnutí vlivu rotace do matematického modelu soustavy lopatek, coº je jedna
z klí£ových pasáºí textu.

Ve t°etí kapitole je v¥nována pozornost propojení komer£ního MKP softwaru AN-
SYS s vlastním programem sestaveném v MATLABu, kdy jsou z ANSYSu vyexportovány
matice hmotnosti M, tuhosti B, tlumení K a vektor· pravých stran f jedné lopatky.
Z exportovaných matic jsou sestaveny výpo£tové modely lopatky, dle postupu popsa-
ného v p°edchozí kapitole, od konzervativního modelu po modely respektující vliv rotace
a materiálového tlumení. Vypo£tené p°echodové kmity modáln¥ redukovaného 3D mo-
delu rhombické lopatky jsou porovnány s p°echodovými kmity plného 3D modelu, kdy
oba dva p°ístupy jsou °e²eny p°ímou integrací v £asové oblasti. Z výsledk· plyne velmi
dobrá shoda.
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Seznámení se a testování jednotlivých p°ístup· modelování kontaktu je hlavním obsa-
hem £tvrté kapitoly. S ohledem na fakt, ºe se jedná primárn¥ o popis chování kontaktu,
v²echny analýzy v této kapitole jsou provád¥ny na dvojici lopatek se zjednodu²enou ge-
ometrií. V první £ásti je uvaºován tuhostní p°ístup modelování kontaktu, kdy provázaní
t¥les je provedeno pomocí matice tuhosti kontaktu Kc. P°ístup je vhodný p°i vy²et°o-
vání modálních vlastností olopatkovaných disk·, av²ak je výpo£tov¥ náro£n¥j²í pro °e²ení
kontaktních úloh se t°ením. Dále je v¥nována pozornost silovému p°ístupu, kdy se vliv
kontaktu projevuje pouze pomocí ak£ních a reak£ních silových ú£ink· ve vektoru pravých
stran. Obsahem je také porovnání n¥kolika model· t°ení a popsání metody pro £asov¥
prom¥nnou velikost kontaktní plochy.

Spojení v²ech prezentovaných p°ístup· je provedeno v páté kapitole, kdy je modelo-
ván olopatkovaný disk rhombických lopatek. Správné modelování disku je ov¥°eno n¥kolika
kontrolními výpo£ty, kdy výsledky jsou náleºit¥ okomentovány tak, aby £tená°i byly po-
skytnuty v²echny informace o chování zvoleného disku. Tím je my²leno vysv¥tlení po£tu
vlastních tvar·, kterými je provedena modální redukce kaºdé lopatky, a dále modální
analýza olopatkovaného disku p°i uvaºování r·zných velikostí p°edp¥tí. V druhé £ásti je
pak provedena simulace chování olopatkovaného disku rhombických lopatek p°i uvaºování
t°ení, vlivu rotace i p°edepnutí. Výsledky celkov¥ korelují s výsledky uvedenými v p°ed-
chozích kapitolách.

6.2 P°ínos práce

Hlavní p°ínos p°edkládané diserta£ní práce spo£ívá v navrºení metod modelování kmi-
tání poddajných t¥les s uvaºováním vlivu materiálového tlumení, t°ení v kontaktních
vazbách t¥les a ustálené rotace. Významným p°ínosem je sestavení modelu olopatkova-
ného disku o zredukovaném po£tu stup¬· volnosti s vyuºitím kondenzovaných model·
jednotlivých lopatek. Zredukovný model lze pak °e²it p°ímou integrací v £asové oblasti
v p°im¥°eném výpo£tovém £ase. Tím je vhodn¥ roz²í°eno portfolio moºných p°ístup· mo-
delování kmitání olopatkovaných disk·, které jsou na Kated°e mechaniky rozvíjeny.

Praktickým p°ínosem pro modelování geometricky sloºitých poddajných t¥les v in-
terakci je vyuºití komer£ního softwaru (ANSYS), který po exportu matic a kondenzaci
umoº¬uje modelování i sloºité soustavy t¥les v prost°edí MATLAB. V diserta£ní práci
je zprogramován postup pro export matic ze softwaru ANSYS pomocí metod zvládají-
cích práci s velkými soubory. Na sérii ov¥°ovacích výpo£t· byl prov¥°en zp·sob modelování
kontaktních ploch pomocí diskretizace kontaktních ploch, v£etn¥ modelu tuhosti kontaktu.

Aplika£ním p°ínosem diserta£ní práce je modelování disku rhombických lopatek, vy-
²et°ení modálních vlastností a simulace jeho chování p°i uvaºování t°ení v kontaktních
plochách bandáºí lopatek, p°edepnutí a vlivu rotace p°i skokovém a dýzovém harmonic-
kém buzení.
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6.3 Dal²í rozvoj °e²ené problematiky

Na základ¥ získaných poznatk· autor diserta£ní práce navrhuje roz²í°ení popsaného
postupu modelování kmitání rotujících poddajných t¥les s kontaktními vazbami v t¥chto
sm¥rech:

1. Provedení test· vyvinutých metod a výpo£tových program· na dal²ích typech re-
álných geometrií lopatek. Dle vypo£tených výsledk· lze p°edpokládat, ºe u disk·
s poddajn¥j²ími lopatkami se pomocí popsaného postupu projeví citliv¥j²í chování
na zm¥nu parametr· modelujících t°ení v kontaktu a p°edepnutí.

2. Zohledn¥ní uloºení lopatek k rotujícímu disku na poddajném h°ídeli. Podajnost
h°ídele a uloºení lopatky ovliv¬uje chování celého olopatkového disku, jak bylo jiº
d°íve publikováno nap°. v [Kellner (2009)].

3. Aplikace reálných sil od proud¥ní na celý povrch lopatky. Výhodou prezentované
metody je, ºe silové ú£inky lze aplikovat do libovolného místa kone£noprvkové sít¥.
Bude tedy velmi zajímavé vy°e²it vliv protékajícího média p°es olopatkovaný disk.

4. Se znalostí exportu a zpracování matic lopatky ze softwaru ANSYS zp°esn¥ní vý-
po£t· kmitání olopatkovaného disku v prost°edí MATLAB.

113



Literatura

[Anderson et al. (2009)] Anderson, R. W. G., Long, A. D., Serre, T.: Phenomenological
continuous contact�impact modelling for multibody simulations of pedestrian�vehicle
contact interactions based on experimental data, Nonlinear Dynamic, Vol. 58, p.
199�208, (2009).

[ANSYS Conference (2002)] http://ansys.net/ansys/papers/nonlinear/cyclic_symmetry_
analysis.pdf

[ANSYS Help (2016)]

[Bathe (2014)] Bathe, K. J.: Finite Element Procedures (second edition), K. J. Bathe,
Watertown, USA, (2014)

[Blau (2009)] Blau, P. J.: Friction science and technology: From concepts to applications
(second edition), CRC Press, Boca Raton, London, New York, (2009)

[Borrajo et al. (2006)] Borrajo, J. M., Zucca, S., Gola, M. M.: Analytical Formulation
of the Jacobian Matrix for Non-linear Calculation of the Forced Response of Turbine
Blade Assemblies with Wedge Friction Dampers, International Journal of Non-Linear
Mechanics, Vol. 41, p. 1118-1127, (2006).

[Broºovský & Materna (2012)] Broºovský, J., Materna, A.: Metoda kone£ných prvk· ve
stavební mechanice, skriptum, Vysoká ²kola bá¬ská - Technická univerzita Ostrava a
Západo£eská univerzita v Plzni, (2012).

[Br·ha (2010)] Br·ha, J.: Kmitání lopatek s t°ecí kontaktní plochou, bakalá°ská práce,
Západo£eská univerzita v Plzni, (2010).

[Br·ha & Zeman (2011)] Bruha, J., Zeman, V.: Detuning impact of couple of blades with
friction element on bending vibration, Engineering Mechanics, Institute of Thermo-
mechanics AS CR, Praha, Vol. 18, p. 237-246, (2011).

[Br·ha & Zeman (2012)] Br·ha, J., Zeman, V.: Analysis of friction characteristic para-
meters impact on vibration of couple of blades with friction element, Engineering
Mechanics, Institute of Thermomechanics AS CR, Praha, Vol. 19, p. 309-323, (2012).

114



[Br·ha & Zeman (2016)] Br·ha, J., Zeman, V.: Numerical analysis of the modal proper-
ties of a shroded turbine blading, Book of full texts, 22nd Engineering Mechanics 2016,
Svratka, p. 94-97, (2016).

[Byrtus et al. (2010)] Byrtus, M., Hajºman, M., Zeman, V.: Dynamika rotujících soustav,
Západo£eská univerzita v Plzni, (2010).

[Byrtus et al. (2013)] Byrtus, M., Hajºman, M., Zeman, V.: Linearization of friction ef-
fects in vibration of two rotating blades, Applied and Computational Mechanics, Vol.
7, p. 5-22, (2013).

[Charleux et al. (2006)] Charleux, D., Gibert, C., Thouverez, F., Dupeux, J.: Numeri-
cal and Experimental Study of Friction Damping in Blade Attachments of Rotating
Bladed Disks, International Journal of Rotating Machinery, Hindawi Publishing Cor-
poration, Vol. 26, p. 1-13, (2006).

[Cigeroglu & Ozguven (2006)] Cigeroglu, E., Ozguven, H. N.: Nonlinear Vibration Ana-
lysis of Bladed Disks with Dry Friction Dampers, Journal of Sound and Vibration,
Vol. 295, p. 1028-1043, (2006).

[Csaba (1998)] Csaba, G.: Forced Response Analysis in Time and Frequency Domains
of a Tuned Bladed Disk with Friction Dampers, Journal of Sound and Vibration, Vol.
214, p. 395-412, (1998).

[Dupal (2004)] Dupal, J.: Výpo£tové metody mechaniky, Západo£eská univerzita v Plzni,
Plze¬, (2004).

[Drumwright & Shell (2011)] Drumwright, E., Shell, D. A.: An Evaluation of Methods for
Modeling Contact in Multibody Simulation, IEEE International Conference Robotics
and Automation (ICRA) 2011, p. 1695-1701, (2011).

[Feeny & Moon (2007)] Feeny, F. B., Moon, F. C.: Empirical Dry-friction Modeling
in a Forced Oscillator Using Chaos, Nonlinear Dynamics, Vol. 47, p. 129-141, (2007).

[Firrone & Zucca (2010)] Firrone, C. M., Zucca, S.: Modelling Friction Contacts
in Structural Dynamics and its Application to Turbine Bladed Disks, Politecnico di
Torino, Department of Mechanics, Italy, (2010).

[Flores & Lankarani (2010)] Flores, P., Lankarani, H. M.: Spatial rigid-multibody sys-
tems with lubricated spherical clearance joints: modeling and simulation, Nonlinear
Dynamic, Vol. 60, p. 99-114, (2010).

[Gharib & Hurmuzlu (2012)] Gharib, M., Hurmuzlu, Y.: A New Contact Force Model for
Low Coe�cient of Restitution Impact, Journal of Applied Mechanics, ASME, Vol. 79,
p. 4506- (2012).

115



[Hippmann (2004)] Hippmann, G.: Modellierung von Kontakten komplex geformter K®r-
per in der Mehrk®rperdynamik, Dissertation, Universit�at Wien, (2004).

[Kappagantu & Feeny (2000) a] Kappagantu, R. V., Feeny, B. F.: Part 1: Dynamical Cha-
racterization of a Frictionally Excited Beam, Nonlinear Dynamics, Vol. 22, p. 317-333,
(2000).

[Kappagantu & Feeny (2000) b] Kappagantu, R. V., Feeny, B. F.: Part 2: Proper Ortho-
gonal Modal Modeling of a Frictionally Excited Beam, Nonlinear Dynamics, Vol. 23,
p. 1-11, (2000).

[Kubín & Hlous (2014)] Kubín, Z., Hlous, J.: Measurement of rhombic bladed disk, High
Speed Testing Rig - 5 500 RPM, Doosan �koda Power, (2014).

[Kellner (2009)] Kellner, J.: Kmitání turbínových lopatek a olopatkovaných disk·, Diser-
ta£ní práce, Západo£eská univerzita v Plzni, Plze¬, (2009).

[Lankarani & Nikravesh (1994)] Lankarani, H. M., Nikravesh, P. E.: Continuous Contact
Force Models for Impact Analysis in Multibody Systems, Nonlinear Dynamics, Vol.
5, p. 193-207, (1994).

[Lazan (1968)] Lazan, B. J.: Damping of Materials and Members in Structural Mechanics,
Pergamon Press, New York, (1968).

[Linhart (2009)] Linhart, J.: Mechanika tekutin I, Západo£eská univerzita v Plzni, Plze¬
(2009).

[Machado et al. (2012)] Machado, M., Moreira, P., Flores, P., Lankarani, H. M.: Com-
pliant contact force models in multibody dynamics: Evolution of the Hertz contact
theory, Mechanism and Machine Theory, Vol. 53, p. 99 - 121, (2012).

[Miguel & Otaduy (2012)] Miguel, E. , Otaduy, M. A.: E�cient Simulation of Contact
between Rigit and Deformable Bodies,Multibody Dynamics, Brussels, Belgium, (2012).

[Mí²ek & Kubín (2009)] Mí²ek, T., Kubín, Z.: Static and Dynamic Analysis of 1 220 mm
Steel Last Stage Blade for Steam Turbine, Applied and Computational Mechanics, Vol.
3, p. 133 - 140, Západo£eská univerzita v Plzni, (2009).

[MSC software (2000)] http://www.mscsoftware.com/support/library/conf/adams/na/
2000/32_ford_steering_shafts.pdf

[Mukras et al. (2010)] Mukras, S., Kim, N. H., Mauntler, N. A., Schmitz, T., Sawyer,
W. G.: Comparison Between Elastic Foundation and Contact Force Models in Wear
Analysis of Planar Multibody System, Journal of Tribology, Vol. 132, ASME, (2010).

116



[Polach (2007)] Polach, P.: Evaluation of the suitability of the bladed disk design regar-
ding the danger of the resonant vibration excitation, Engineering Mechanics, Vol. 18,
p. 181-191, (2011).

[Pe²ek et al. (2011)] Pe²ek, L., P·st, L., Van¥k, F., Veselý, J.: FE Modeling of Blade
Couple with Friction Contacts under Dynamic Loading, 13th World Congress in Me-
chanism and Machine Science, Guanajuato, Mexico, (2011).

[Pe²ek et al. (2015)] Pe²ek, L., P·st, L., Zeman, V., Hajºman, M, Byrtus, M., Br·ha, J.:
Experimental and Numerical Investigation of Friction Element Dissipative E�ects in
Blade Shrouding, Nonlinear Dynamics, Vol. 79, p. 1711-1726, (2015).

[Pe²ek et al. (2017)] Pe²ek, L., P·st, L., Bula, V., Cibulka, J.: Numerical analysis of dry
friction damping e�ect of the boss couplings on three blade bundle, IDETC/CIE,
Cleveland, USA (2017).

[Petrov (2011)] Petrov, E. P.: Explicit Finite Element Models of Friction Dampers in
Forced Response Analysis of Bladed Disks, Journal of Engineering for Gas Turbines
and Power, Vol. 130, ASME, (2008).

[Petrov & Ewins (2003)] Petrov, E. P., Ewins, D. J.: Analytical Formulation of Friction
Interface Elements for Analysis of Nonlinear Multi-Harminc Vibrations Of Bladed
Disks, Journal of Turbomachinery, Volume 125, ASME, (2003).

[Pláni£ka et al. (2007)] Pláni£ka, F., Zají£ek, M., Adámek, V.:
http://www.kme.zcu.cz/kmet/pp/, Podp·rné materiály pro studenty, Katedra
mechaniky, Západo£eská univerzita Plzni, Plze¬, (2007).

[Rao & Saldanha (2003)] Rao, J. S., Saldanha, A.: Turbomachine Blade Damping, Jour-
nal of Sound and Vibration, Vol. 262, p. 731-738, (2003).

[Rivin (1999)] Rivin, E.: Sti�ness and Damping in Mechanical Design, Wayne State Uni-
versity, Detroit, Michigan, Dekker, Inc., (1999).

[Rychecký (2011)] Rychecký, D.: Kmitání mechanických soustav s kontaktními vazbami,
Diplomová práce, Západo£eská univerzita v Plzni, Plze¬, (2011).

[Sanliturk et al. (2011)] Sanliturk, K. Y., Ewins, D. J., Elliott, R., Green, J. S.: Friction
Damper Optimization: Simulation of Rainbow Tests, Journal of Engineering for Gas
Turbines and Power, ASME, Vol. 123, p. 930-939, (2001).

[Shabana (1998)] Shabana, A. A.: Computer Implementation of the Absolute Nodal Co-
ordinate Formulation for Flexible Multibody Dynamics, Nonlinera Dynamics, Vol. 16,
p. 293-306, Kluwer Academic Publishers, (1998).

117



[Sanliturk et al.(1999)] Sanliturk, K. Y.: Ewins, D. J., Standbridge, A. B., Underplatform
Dampers for Turbine Blades: Theoretical Modelling, Analysis and Comparison with
Experimental Data, Imperial College of Science, Technology and Medicine Mechanical
Engineering Department, Centre of Vibration Engineering, London, (1999).

[Stangeland & Bampton (2002)] Stangelanf, M. L., Bampton, C. C.: Turbine Blade Tip
Shrouded Enclosed Friction Damper, United Stated Patent, No. Us 6,371,727 B1,
(2002).

[Sextro et al. (2001)] Sextro, W., Popp, K., Krzyzynski, T.: Localization in Nonlinear
Mistuned Systems with Cyclic Symmetry, Nonlinear Dynamics, Vol. 25, p. 207-220,
(2001).

[�a²ek (2010)] �a²ek, J.: Vybrané problémy dynamiky rotorových soustav, Diserta£ní
práce, Západo£eská univerzita v Plzni, Plze¬, (2010).

[Tokar' et al. (2003)] Tokar', I. G., Zinkovskii, A. P., Matveev, V. V.: On the Problem
of Improvement of the Damping Ability of Rotor Blades of Contemporary Gas-Turbine
Engines, Strength of Materials, Vol. 35, p. 368�375, (2003).

[Tou�ne et al. (1999)] Tou�ne, A., Barrau, J. J., Berhillie, M.: Dynamic Study of a
Structure with Flexion-Torsion Coupling in the Presence of Dry Friction, Nonlinear
Dynamics, Vol. 18, p. 321-337, (1999).

[Yang et al. (1998)] Yang, B. D., Chu, M. L., Menq, C. H.: Stick-Slip�Separation Analysis
and Non-linear Sti�ness and Damping Characterization of Friction Contacts Having
Variable Normal Load, Journal of Sound and Vibration, Vol. 210, p. 461-481, (1998).

[Yao et al. (2011)] Yao, M. H., Chen, Y. P., Zhang, W.: Nonlinear Vibrations of Blade
with Varying Rotating Speed, Nonlinear Dynamics, Vol. 68, p. 487�504, (2011).

[Yu et al. (2010)] Yu, L., Zhao, Z., Tang, J., Ren, G.: Integration of absolute nodal ele-
ments into multibody system, Nonlinear Dynamics, Vol. 62, p. 931-943, (2010).

[Yuan et al. (2010)] Yuan, J. , Scarpa, F., Allegri, G., Titurus, B., Patsias, S., Rajasekara,
R.: E�cient computational techniques for mistuning analysis of bladed discs: A review,
Mechanical Systems and Signal Processing, Vol. 87, p. 71-90, (2017).

[Zeman et al. (2010)] Zeman, V., Byrtus, M., Hajºman, M.: Harmonic Forced Vibration
of two Rotationg Blades with Friction Damping, Engineering Mechanics, Vol. 17, p.
187-200, (2010).

[Zeman & Hlavá£ (2004)] Zeman, V., Hlavá£, Z.: Kmitání mechanických soustav, Zápa-
do£eská univerzita v Plzni, Plze¬, (2004).

118



[Zucca et al. (2011)] Zucca, S., Firrone, C. M., Gola, M. M.: Numerical Assessment of
Friction Damping at Turbine Blade Root Joints by Simultaneous Calculation of the
Static and Dynamic Contact Loads, Nonlinear Dynamics, Vol. 67, p. 1943-1955,
(2011).

119



Soupis publikací autora související s tématem práce

[α1] Rychecký, D., Hajºman, M.: Comparion of Two Approaches to the Modelling of
Vibrating Bodies with Mutual Frictional Contact, Applied Mechanics 2012, p. 125-
128, Západo£eská univerzita v Plzni, Plze¬, (2012), ISBN: 978-80-261-0097-3.

[α2] Rychecký, D.: Dvojice lopatek s t°ecí vazbou buzená silami ve dvou kolmých rovinách,
Studentská v¥decká konference 2012, Západo£eská univerzita v Plzni, Plze¬, (2012),
ISBN: 978-80-261-0127-7.

[α3] Hajºman, M., Rychecký, D.: Multipoint Contact Approach to the Analysis of Inter-
acting Flexible Bodies Vibration, Advances in Mechanisms Design, vol. 8, p. 181 - 186
Springer, Dordrecht (2012), ISBN: 978-94-007-5125-5.

[α4] Rychecký, D., Hajºman, M.: E�ect of a Contact Sti�ness Model on the Vibration of
Interacting Beams, Colloquium Dynamics of Machines 2013, Institute of Thermome-
chanics AS CR, Praha, (2013), ISBN: 978-80-87012-44-4.

[α5] Rychecký, D.: Metoda pro °e²ení kontaktní úlohy se t°ením vykazující malé relativní
výchylky, Studentská v¥decká konference 2013, Západo£eská univerzita v Plzni, Plze¬,
(2013), ISBN: 978-80-261-0238-0.

[α6] Hajºman, M., Br·ha, J., Pe²ek, L., Zeman, V., Rychecký, D.: Basic Optimization
Methodology for the Design of Friction Damping in Blade Shrouds, ASME Conference,
New York, (2013), ISBN: 978-0-7918-5596-6.

[α7] Rychecký, D., Hajºman, M.: Dynamic Behaviour of Interacting Three Blades Excited
by General Forces, Cumputational Mechanics 2013, Západo£eská univerzita v Plzni,
Plze¬, (2013), ISBN 978-80-261-0282-3.

[α8] Hajºman, M., Rychecký, D.: The Blade Interaction Model Suitable for Nonlinear
Simulations of Bladed Disks, The 7th Asian Conference on Multibody Dynamics 2014,
Seoul, (2014). p. 231-232, ISBN: 978-89-950027-7-3.

[α9] Br·ha, J., Rychecký, D.: Modeling of Rotating Twisted Blades as 1D Continuum,
Engineering Mechanics, Institute of Thermomechanics AS CR, Praha, p. 32-33, (2015),
ISSN: 1805-8248.

[α10] Br·ha, J., Rychecký, D.: Modeling of Rotating Twisted Blades as 1D Continuum,
Applied Mechanics and Materials, Praha, (2016), ISSN: 1662-7482.

[α11] Rychecký, D., Hajºman, M.: Nonlinear Interaction in Dynamical Systems with Clea-
rances, DYMAMESI, International Colloquium, Institute of Thermomechanics AS CR,
Praha, (2016), ISBN: 978-80-87012-60-4.

120



[α12] Marques, F., Rychecký, D., Isaac, F., Hajºman, M., Polach, P., Flores, P.: Spatial
Revolute Joints with Clearance and Friction for Dynamic Analysis of Multibody Me-
chanical Systems, International Conference on Multibody System Dynamics, Montreal,
(2016), ISSN: 1662-7482.

[α13] Rychecký, D., Hajºman, M., Zeman, V.: Modeling of Rotating Bladed Disks by using
conservative model analysis, Engineering Mechanics, Institute of Thermomechanics AS
CR, Praha, p. 733-736, (2018), ISBN: 978-80-86246-88-8.

121


