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Abstrakt

Disertacni prace si klade za cil seznamit ¢tenare s jednou z moznosti modelovani pod-
dajnych téles spojenych kontaktnimi vazbami, jejichz vzajemny pohyb je relativné maly.
Nejprve byla provedena reSerse, kterd byla vychodiskem pro zkouméni dané problematiky
a ma ¢tenafe seznamit s fesenou problematikou v Sir§im spektru. Na ni navazuje druhé ka-
pitola zaméien4 na piedstaveni pouzitych matematickych modeli. Postupy jsou popsany
tak, aby je ¢tenaf mohl piimo aplikovat a aby zcela objasiovaly modely pouzité v dalsich
¢astech prace. V zavéru této kapitoly je uveden piistup pro zahrnuti vlivu rotace do mo-
dalné redukovaného matematického modelu. TTeti a ¢tvrta kapitola jsou cisté aplika¢ni
(popis pouzité modélni redukce v kapitole 3 a modelovéani kontaktnich vazeb v kapitole 4),
obsahuji vysledky jednotlivych naprogramovanych ptistupti. VSechny potiebné programy
jsou pfipravené v prostiedi MATLAB. Ziskané vysledky jsou komentovany a vysvétlovany.
Stézejni ¢asti disertacni prace je 5. kapitola, kde jsou oba dva postupy (tj. modelovani
kontakti poddajnych téles a zahrnuti vlivu rotace do modalné zredukovaného modelu)
spojeny a jsou provedeny parametrické studie rotujictho olopatkovaného disku rhombic-
kych lopatek pii uvazovani kontaktu se tfenim a s predpétim.

Pro validaci ziskanych vysledki poslouzil komeréni kone¢noprvkovy software ANSYS,
ktery se standardné pouziva pro feSeni problematiky tohoto typu. Z porovnani vypocte-
nych deformaci lopatek v kapitole 5 plyne, Ze prezentovana metoda je pouzitelna pro
feSeni vypoctové slozitych kontaktnich tloh. Jeji vysledky dosahuji vysoké shody s vy-
sledky ziskanymi pfimou numerickou integraci v ¢ase fesenych v softwaru ANSYS, avsak
radoveé za kratsi dobu.
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Abstract

The dissertation thesis aims to introduce the reader to one of the possibilities of
modeling of flexible bodies connected by contacts with relative small movement. Firstly
a state of the art review was made to achieve the stated goal, which was the starting
point for exploring the given issue and its target is to introduce solved problems to the
reader from the wider point of view. The second chapter is focused on introducing the
mathematical models used in the disertation thesis. The procedures are described in such
a way that the reader can apply them directly and fully explain the models used in
the other parts of the work. There is an approach to include the effect of rotation on
a modally reduced mathematical model at the end of this chapter. The third and the fourth
chapters are purely application-based (description of the modal reduction used in Chapter
3 and modeling of the contacts in Chapter 4) the results of each programmed approach
are presented. All programs are prepared in the MATLAB environment.The results are
commented and explained. The main part of the dissertation is the 5th chapter where two
procedures (i.e. modeling of the contacts of the flexible bodies and the inclusion of the
influence of rotation in the modal reduced model) are connected and parametric studies
(friction, prestressing,...) of the rotating bladed disk of rhombic blades are performed.

Commercial final element software ANSYS, commonly used for solving this type of
problem, is used to validate the obtained results. By comparing the calculated deformati-
ons of the blade in Chapter 5 it follows that the presented method is applicable to the
solution of computationally complex contact tasks. Its results reach high consistency with
the results obtained by direct time numerical integration in the ANSYS software but in
the order of less computational time.
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Kapitola 1

Uvod

1.1 Uvedeni do problematiky

Predkladana prace se zabyva modelovanim mechanickych soustav s kontaktnimi vaz-
bami. Snahou autora je zprostiedkovat ¢tenaii uceleny pohled na jednu z moznosti feSeni
kontaktnich tuloh. V soucasnosti se pro feseni slozitych kontaktnich tloh ¢asto uziva ko-
mercni software, at uz zalozeny na metodé konec¢nych prvki, teorii multibody systému
¢i jinych metodik. Smyslem préace je k témto komerénim software implementovat alter-
nativni metodu, kterd by svoji presnosti odpovidala vysledkiim z komeréniho softwaru,
pritom by byla rychlejsi a umoznovala by snadnéjsi citlivostni analyzu a dpravu metod
feSeni.

Typickym zastupcem uvedené skupiny mechanickych soustav jsou olopatkované disky
turbinovych soustav, kde spravna znalost chovani soustavy mé pirimy ekonomicky do-
pad. Vyvoj presnéjsich metod modelovani je pravé hnan timto dopadem jiz od prvniho
uspésného spusténi pretlakové parni turbiny v roce 1884. Vynalezcem byl anglicky inZenyr
Charles Algernon Parsons, ktery byl za sviij pfinos povysen do Slechtického stavu. Z dnes-
niho pohledu se parametry (vykon 7,5 kW pii 17000 ot/min) jeho turbiny zdaji jako velmi
malé, ale polozil tim zéklad stroje jehoz vyvoj probihal celé 20. stoleti a v nékterych ob-
lastech postupné nahradil diive kralujici parni stroje, ptipadné spalovaci motory. Zvlasté
efektivnim se stalo spojeni s generatorem elektrického proudu (alternator ¢ dynamo),
nebot takto centralné vyrobend energie se snadno pienasi ke koncovym uzivateliim. Nelze
vsak opomenout, Ze i letecké turbinové motory tézi ze stejného zékladu.

Z vyse uvedeného vyplyva, Ze feSend problematika je velice Siroka. V disertac¢ni praci je
ale tizce spjata s aplikaci na parni turbiny. P¥i komplexnim feSeni problematiky je nutné
oslovit Siroké spektrum odborniki pocinaje znalosti materidlovych parametri, pfes vypo-
¢ty proudéni, teplotniho namahéani, inavy az po kmitani. Proto vyvoj takového zafizeni je
velmi narocny a z velké ¢asti itera¢ni proces, kdy je ¢asto vybiran kompromis z nékolika



variant. V této praci bude vénovana pozornost pouze modelovani kmitani olopatkova-
ného disku, které muze pfimo ovlivnit uc¢innost turbiny. V piipadé znalosti maximélnich
provoznich kmiti, pfipadné jejich efektivni redukce, lze napiiklad predikovat Zivotnost,
respektive zmensit dilatace mezi statorem a rotorem.

V textu bude ¢tenaf nejprve obeznamen s teoretickym popisem uzivanych matematic-
kych modeli tak, aby byl vysvétlen navrhovany postup modelovani umoznujici zahrnout
do vypoctu vliv rovnomeérné rotace disku. VSechny prezentované postupy budou posléze
ovéieny na zjednoduSenych modelech. V zavéru bude sestaven olopatkovany disk z re-
alnych lopatek a na ném bude provedeno né¢kolik citlivostnich analyz, véetné rozboru
ziskanych vysledkii.

1.2 Prehled soucasného stavu reSené problematiky

V této podkapitole je zpracovana reserSe publikaci zabyvajicich se feSenim kontaktnich
uloh, sestavenim a feSenim matematickych modeli. Reseni kontaktni tlohy je komplexni
problematika, proto jsou vyvijeny matematické modely kontakti vhodné pro jisté typické
pouziti. V odbornych publikacich Ize vysledovat napf. modely vhodné pro feseni obec-
nych zakiivenych ploch (modely ¢eptu s vili), viz napf. [Miguel & Otaduy (2012)], nebo
plosnych kontaktu (kontaktni plochy lopatek) napf. [Rivin (1999)], poptipadé kontaktni
modely vhodné pro deformovatelna télesa napt. [Hippmann (2004)].

Cilem této podkapitoly neni vycCerpavajici piehled a souhrn vSech moznych pfistupu,
moznosti feseni a typi 1loh, ale spiSe uvedeni zajimavych odbornych publikaci, které byly
v poslednich letech publikovany. Prestoze se pfedkladana préace zabyva feSenim kmitani
turbinovych lopatek, prezentované prace zasahuji i do jinych oborti mechaniky, kde se lze
s kontaktnimi tlohami setkat. VyfeSeni problematiky kontaktnich dloh zahrnuje tii za-
kladni kroky: nalezeni kontaktu, uréeni celkové norméalové (kontaktni) sily a uréeni t¥ecich
sil. Autofi uvadénych publikaci se vétsinou soustfeduji pouze na jednu ¢ast problematiky
feSeni kontaktni tlohy, kterou je vSsak nutné posuzovat jako celek. 7Z tohoto divodu je
velice slozité urcit logické uskupeni praci ackoliv bylo snahou najit spojitosti mezi ¢lanky
a tfadit je v logickych navaznostech.

Reseni kontaktnich aloh je uz dlouhou dobu vénovana velkd pozornost. Prvni vy-
znamné prace v tomto oborujsou datovany na konec 19. stoleti, kdy némecky védec He-
inrich Rudolf Hertz shrnul zékladni chovani téles v kontaktu a jejich modelovani. Autor
se vénoval urceni plochy kontaktu, tuhosti a zakladnim pristuptim, jak fesit kontakt dvou
téles véetné zmény mechanickych vlastnosti téles.

Prace na rozsiteni této zékladni definice kontaktni tlohy jsou velice rozsitené, kdy
je zakladni model kontaktu dale zptreshovan zahrnutim rtiznych vlivi, kterymi miize byt
napiiklad riznymi zptusoby zohlednéna trvala deformace [Flores & Lankarani (2010)], ¢
[Lankarani & Nikravesh (1994)|, pfipadné [Anderson et al. (2009)] nebo zohlednéni vlivu



mazaci kapaliny [Gharib & Hurmuzlu (2012)].

Prvnim krokem pfi feSeni kontaktnich tloh je nalezeni pozice a velikosti pruniku kon-
taktnich ploch. Metody fesici tuto problematiku se dale déli podle typu geometrie, pro kte-
rou jsou vhodné 2D ¢i 3D kontaktni tlohy. Zakladni uvedeni do problematiky jednotlivych
pristupi lze najit napiiklad v préci [Firrone & Zucca (2010)], kde autofi predstavuji jed-
notlivé druhy kontaktnich elementii pro feSeni bodovych a plosnych kontaktnich tloh.
Vénuji se i problematice stick-slip a jejimu zavadéni do matematickych modeli. Pro mo-
delovani kontaktu pouzivaji tzv. ,silové feSeni, které bude déle vysvétleno. Sestaveny ma-
tematicky model Tesi ve frekvencni oblasti, coz ale vyzaduje v kazdém kroku i uziti zpétné
Fourierovy transformace k urceni aktualniho priniku ploch a aktuélnich kontaktnich sil.
Popisované pristupy prezentuji na modelovych tlohach disku turbosoustroji. Vénuji se
frekvenénimu preladéni soustav zpusobenému pravé kontaktnimi nelinearitami.

Na tuto praci autofi navazali a dale ji rozvinuli, viz [Zucca et al. (2011)]. Publikace
je zaméfena na modelovani kontaktu turbinovych lopatek, konkrétné na modelovani kon-
taktnich sil na paté lopatek a navrzeni vhodné geometrie kontaktni plochy pro tlumeni
kmita tfenim v kontaktu.

Jeden ze zakladnich ptistupt pro modelovani kontaktni tlohy je model typu bod-bod.
Tento postup je detailné popsan v |Byrtus et al. (2010)]. Autofi déle pracovali s bodovym
kontaktem a studovali vliv kontaktni tuhosti na zménu vlastnich ¢isel systému, coz pre-
zentovali v [Zeman et al. (2010)] a [Byrtus et al. (2013)]. Nevyhodou bodového kontaktu
je, 7e se uvazuje kontakt po celé plose, nemiize byt respektovano piipadné ¢asteéné od-
lehnuti kontaktni ploch. V diisledku natoceni ploch je dale nutné urcit nejen norméalovou
tuhost, ale i rota¢ni tuhosti plochy. Stejny princip pouzili také [Pesek et al. (2011)]. Prace
prinasi objasnéni vlivu trecich nc¢inki na vlastni frekvence. Prinosem ptispévku je také
pfimé porovnani vypoctenych prechodovych kmiti s experimentem. Pro vypocet autofi
pouzili komer¢ni software ANSYS, pomoci néhoz porovnavali vliv mikro a makro slipu
na celkové vibrace. Zjistili, Ze pii uvazovani mikroslipu jsou vibra¢ni vychylky mensi. Pro
zvySeni shody vysledki s experimentem zavedli zavislost tfeni na relativni rychlosti. Re-
Seni kontaktu metodou bod-bod je pouzito i v praci [Charleux et al. (2006)]. Autofi se
vénuji problematice plynovych turbin a eliminaci vysokocyklového poruseni.

Ve vypoctu kontaktnich dloh je nutné urcit tuhost kontaktu. V predkladané praci je
pouzivan piistup urceni kontaktni tuhosti vychazejici z publikace [Rivin (1999)]. Pro sa-
motné modelovani jsou pak pfedstaveny dva zpiisoby. Prvni je urceni kontaktni tuhosti,
kterd se pricte na konkrétni pozici matice tuhosti, a druhy je zaloZzen na urceni norma-
lové kontaktni sily a tfecich sil, pro které je potfeba znat velikost kontaktni plochy, silu
a materidlové vlastnosti vrstvy. Postup je blize popsan v podkapitole 2.2.2. Popis mo-
delovani poddajného kontaktu a ovéreni parametri bylo prezentovano napiiklad autory
[Lankarani & Nikravesh (1994)].

Spravné urc¢eni normalové sily je kli¢ové pro feseni navrhu tfeciho tlumice. Ttecimi tlu-
mici pro plynové turbiny, respektive optimalizaci jejich parametri, se ve své praci zabyvali



i [Sanliturk et al. (2011)]. Upozoriuji na fakt, ze pro kazdé uziti tfectho ¢lenu je nutné
provést novou optimalizacni tlohu, aby bylo dosaZeno ideélniho stavu pro pozadované
zatizeni. Pii malé hmotnosti dochézi k malé odstiedivé sile a k malé disipaci energie. Na-
opak pfi velké hmoté tfectho tlumice se kontakt uzamkne a disipované energie je nulové.
Navrhovani dale komplikuji proménlivé otacky, proto vysledky mohou byt ¢asto nejedno-
znacné. Do svého modelu pouzili i efekt makro slip, ktery zavadi dalsi nelinearitu tlohy.
Pro urychleni optimalizace provadéli vypocet ve frekven¢ni oblasti pomoci HBM (Harmo-
nic Balance Method = metoda ekvivalentni linearizace), kterou dale rozsitili o structural
modification approach. Touto metodou autofi prevedli silovy efekt kontaktu na vychylku
zavisejici na uvazované tuhosti soustavy. Vysledky plynouci z feSeni tzv. rainbow testu
(na lopatkovém disku jsou na presnych pozicich umistény tieci tlumice o optimalizované,
polovi¢éni a dvojnasobné hmotnosti) autofi porovnali s experimentem a potvrdili jeho
vhodnost navrhovaného postupu.

Harmonic Balance Method je detailné pfedstavena v [Petrov & Ewins (2003)]. Me-
toda je zaloZena na Fourierové analyze, kdy je soustava diferencidlnich rovnic pievedena
do frekven¢ni oblasti. Vzniklou soustavu fe$i metodou zalozenou na Newton-Raphsonoveé
pristupu. V piispévku se autofi zabyvaji také modelovanim nelinearit vznikajicich vlivem
stic-slip jevu. V zavéru prispévku jsou prezentovany vypoctené odezvy a zména vlastnich
¢isel systému se dvéma stupni volnosti pro riizné nastaveni tieni.

Modelovanim turbinovych lopatek se téz zabyvali [Yao et al. (2011)], ktefi fesili na-
taceni lopatek kolem vlastni osy, tzv. ,rozkrucovani“. Nataceni je zptisobeno vnéjsim
zatizenim horkymi proudicimi plyny. Autofi se v publikaci pfimo nezabyvali problema-
tikou kontaktu, ale predstavili rizné piistupy pro sestaveni matematického modelu roz-
krucujici se lopatky. Nejprve vyuzili Hamiltontuv pfistup, kdy si predtim vyjadfili vnitini
deformace pomoci Euler-Bernoulliovy nosnikové teorie, té7 znamé jako klasické nosnikové
teorie. Obdrzené vysledky porovnali s Galerkinovou metodou. Pro oba matematické mo-
dely zkoumali chovani zavisejici na thlové rychlosti, jejiz zménou vyvolavali prechod od
¢isté periodického kmitani po chaoticky pohyb. Zabyvali se vyvojem nelinearni dynamiky
rotujici lopatky, kdy dochéazelo ke stiidani jednoho typu periodického pohybu s neperio-
dickym. Navic pro jejich model doslo k vybuzeni polyharmonického pohybu.

Porovnéni zakladnich metod pro modelovani a urcovani kontaktnich sil je provedeno
v ¢lanku [Mukras et al. (2010)], kde je pro zjisténi sil v kontaktu pouzit jednak standardni
MKP model a pak také vlastni model zalozeny na elastic foundation model (EFM). Je
patrné, jak velky vliv ma vile v lozisku na nartst razovych sil. Jednotlivé pristupy pak
poslouzili k vypoc¢tu opotiebeni, které pak bylo ovéfeno experimentem. Z porovnani je
patrna dobra shoda opotfebeni ziskana standardnim MKP softwarem (6 %), nebot EFM
model nedosahoval tak vysokého opotiebeni (0 12 % méné) v misté pisobici maximélni
sily. Zavér prispévku je pak takovy, obé metody jsou pouzitelné, MKP poskytuje presnéjsi
vysledky, avsak EFM model je méné naro¢ny na vypocet.

Dalsi moznosti feseni kontaktnich tdloh je modelovani pomoci tuhosti nehmotného



télesa tzv. mass-less body, prezentovaného v [Yang et al. (1998)]. V ptispévku je vysvétlen
pristup k modelovani kontaktu, zahrnuti vlivu rychlosti na zménu kontaktni tuhosti a déle
popis Feseni problému tlohy stick-slip. Popsané metody jsou zkouseny na modelu se dvéma
stupni volnosti. V zavéru je pasaz, kde se autofi vénuji popisu nestability zapiicinéné
skokovou zménou tuhosti soustavy pfi navazani kontaktu dvou téles.

Tematice modelovani tfecich ¢lenii v plynovych turbinich je vénovan i pfispévek au-
tort [Sanliturk et al.(1999)], kde do popsaného matematického modelu zavadéji experi-
mentalné naméiené hysterezni smycky, redlné parametry dpravy povrchu (napf. valco-
vanim) a realnou geometrii. K diskretizaci lopatek pouzivaji metodu kone¢nych prvka.
Pro usnadnéni vypoctu kmitani fesi model ve frekvenc¢ni oblasti metodou HBM. Klico-
vym prvkem pro urceni tiecich sil je urceni relativnich pohybiu tieciho tlumice, ktery je
umistén u kotfene lopatky. V publikaci prezentuji maly vliv t¥eni (tlumeni) na vlastni
frekvence lopatky s upozornénim, ze nesmi dojit k uzamceni kontaktu. Tento jev byl po-
tvrzen v [Rychecky (2011)], kde jsou porovnéany vlastni frekvence jedné lopatky a lopatek
po idealnim uzamcdeni kontaktu.

Pfesnost vypoctu hmotnosti tfecich tlumic¢ti mé piimy vliv na zivotnost turbiny.
V préci [Csaba (1998)] bylo prokazano, 7ze pii vypoc¢tu pomoci HBM, vychazi kone¢na
nuje pozornost mikroslipu. Ackoliv je v této publikaci predkladan pozitivni vliv tfeni na
tlumeni vibraci, nelze zapominat na materidlové tlumeni. Jeho vliv je popsan v publi-
kaci autort [Rao & Saldanha (2003)], kde zminuji jeho dilezitost pii piechodu kritickych
frekvenci. Pfedstavili model, jak zahrnout viskoézni tlumeni z&vislé na thlové rychlosti
do systému ANSYS. Presna znalost napéti béhem prechodu pies rezonanc¢ni frekvence
je diuvod pouzivani ANSYSu, ktery v8ak autortim neumoznil zadat poZzadovany matema-
ticky model materidlového tlumeni. Pouzivané hodnoty Gtlumu pouzili z knihovny citajici
témér 2000 kombinaci materialu a testovaciho nastaveni, publikovanou B. J. Lazanem
v roce 1968. Po sérii méfeni [Lazan (1968)] téz dokazal vzrustajici vliv materidlového
tlumeni pro zvysujici se frekvence buzeni. Pro validaci vypoc¢tového modelu pfipravil
[Csaba (1998)| jeden olopatkovany disk a na ném sledovali vliv materiadlového tlumeni
i tlumeni kontaktem. Soustavu budili pii riznych otackach (200, 500 a 1000) a dokazali
pro zvétsujici se vychylky vzrustajici vliv materidlového tlumeni, zatimco utlum od tfeni
v kontaktu pfili§ nerostl.

V odbornych publikacich zabyvajicich se redukci chvéni lopatek u turbinovych kol
se lze setkat se tfemi zdkladnimi umisténimi tfecich tlumict. Pro ptipad tzv. under plat-
form jsou tteci plochy umisténé pod aktivni ¢éasti lopatky. Dale je moZzny kontakt malé
¢asti lopatky v aktivni ¢asti lopatky a nebo mezi jednotlivymi bandazemi. Zpravidla
prvni a treti pristup shodné vyuziva tfeci télisko vsazené mezi jednotlivé lopatky, po-
kud napiiklad neuvazujeme tzv. rozkrucované lopatky uzivané na poslednich stupnich
turbin, viz napf. [MiSek & Kubin (2009)]. P#i rotaci je télisko zatizeno odstiedivou si-
lou a vyvolava normaéalové napéti v kontaktnich plochéch sousednich lopatek a pii je-



jich relativnim pohybu diky tfeni disipuje energii. Tteci téliska mohou byt umisténa u
paty napt. |Firrone & Zucca (2010)] nebo mezi bandazemi [Pesek et al. (2011)]. V dal-
Sich pracich je na dvojici lopatek s tfecim téliskem mezi bandazemi analyzovan vliv roz-
ladéni lopatek pii harmonickém buzeni [Briha & Zeman (2011)] a vliv tf¥eci charakte-
ristiky na ohybové kmity lopatek buzené obdélnikovymi pulsy |Briha & Zeman (2012)].
Vhodnému navrhu bandazovych tiecich ¢lent se vénuje i [Stangeland & Bampton (2002)].
v [Pesek et al. (2011)]. Tento patent je vztazen na pouziti pro turbinové spalovaci motory.

Autofi piispévku |[Tokar’ et al. (2003)] se zaméfili na problematiku uzamykani va-
zeb, coz je jev, kdy se z tieci kontaktni plochy stane ,pevné“ spojeni. K jevu dochézi
napi. pii Spatné zvolené hmotnosti tfeciho tlumice kmit, kdy normalové napéti vy-
volané odstiedivou silou je natolik vysoké, 7e tfeci sila na ném zavisejici uz neumozni
prokluz. V disledku zamezeni prokluzu nedochazi k disipaci energie a soustava lopatek
je vice naméhana. V ¢lanku je vénovana pozornost povrchové tpravé tiecich ploch a to
jak z technologického (zpisob opracovéani) tak ze strukturalniho (rizné druhy materialu)
hlediska. Jevy byly studovany z divodu neidedlniho zptsobu opracovani a zmén povrchu
béhem provozu turbiny. Méfenim vlastnich frekvenci se jim nepodafilo vystihnout piimy
vliv zkoumanych faktora (velikost kontaktni plochy, thlovou rychlost, t¥eni, zptsob ulo-
zeni lopatky), ktery by vyznamné ovlivnil vlastni frekvence, potazmo vychylky lopatek.
Podarilo se jim vSak naméfit redukci vychylek lopatek kmitajicich v protifazi. Zavérem
proto doporucuji kontrolu vSech rozméri pouzivanych lopatek.

V pripadé uziti tfecich ¢lent ¢i predpéti lopatek lze provést modalni analyzu olopatko-
vaného disku. Znalost vlastnich tvari kmitu lopatek, lopatkovych kol a celych turbosou-
stroji je dulezita pro celkové naladéni systému, aby nedochazelo pii provoznich podmin-
kach k rezonancim. Vlivem tlumi¢t na vlastni ¢isla se zabyva také prace [Petrov (2011)],
kde pro urychleni feSeni vyuzivdi HBM. Autor posuzuje vhodnost pouziti nékolika typu
tlumic¢u a popisuje druhy nelinearit vypoctu. Pro demonstraci svych zavérua pouziva tii
rizné lopatkové disky. Pro urychleni vypoctu téz uziva cyklické symetrie. Tento pristup se
casto vyuziva u téles, ktera vykazuji periodicitu geometrie, okrajovych i pocate¢nich pod-
minek. Implementace v softwaru ANSYS je uvedena napt. v [ANSYS Conference (2002)].
Je v8ak na misté upozornit, ze v praxi se ¢asto uvazuji problémy spojené s rozladénim
nebo-li misstuningem, kdy kazdé lopatka ma trochu jiné vlastnosti, jiné upevnéni na disku,
¢i s neperiodi¢nosti budici sily ¢i kinematickym buzenim vzniklym kmitdnim rotoru. Dané
problematika misstuningu je blize piedstavena napf. autory [Yuan et al. (2010)].

Je zde vhodné dodat, Ze pii vypoctu soustavy diferencialnich rovnic linearizovanych
pomoci HBM je nutna znalost Jakobiovy matice, ktera se v8ak vlivem nelinearniho cho-
vani kontaktu méni v kazdém kroku. Autorim [Borrajo et al. (2006)] se podafilo odvodit
zavislost Jakobidnu na kontaktni sile. Tim se jim podafilo zredukovat ¢asovou naro¢nost
vypoctu az o 80 % oproti feSeni Newton-Raphsonovou metodou.

Ptes velky rozmach teoretickych znalosti je ucelné i experimentalni ovéreni vypoc-



tenych hodnost. Experimentu se vyuziva i pro ziskani fyzikilnich dat pro vypocty. Ex-
perimentélné ziskand data vyuzili nap¥. [Misek & Kubin (2009)], ktefi se ve své praci
zabyvali nelinedrni analyzou a 3D modelem posledni lopatky parni turbiny. Vzhledem ke
své délce 1220 mm bylo nutné provést sérii teoretickych vypocti, které potvrdily vhod-
nost designu a funkénost (jedna se o tzv. rozkrucovatelnou lopatku, ktera se po zatizeni
odstfedivou silou zkrouti a tak dojde k navazani kontaktni vazby). Oproti standardnim
lopatkdm se u tohoto typu projevuje i vliv nizkocyklové tnavy, se kterou je také nutno
pocitat. Kritickym mistem zvoleného designu byl stromecek uchyceni lopatky do rotoru.
Pii vyvoji bylo provedeno nékolik vypoctia. Ty byly porovnény s experimentem (napf.
uréeni vlastnich frekvenci pro rizné thlové rychlosti).

Problematika preladéni systému vlivem tieni je také z ¢asti obsazena v textu autori
[Sextro et al. (2001)], kde modelovali chovani tzv. under platform dampers a vyuzivali
Hertziv kontakt pro riizné testované geometrie. Autofii nejprve porovnali vychylky lopatek
v SirSim frekvenénim pasmu pro zvolené hmotnosti trecich tlumic¢a. Nésledovalo urcéeni
vlastnich frekvenci pro kazdou lopatku jednoho celého kola. Aby se vyhnuli modelovani
celého lopatkového disku, uzili cyklické symetrie. U jednotlivych lopatek znali kontaktni
plochy, proto vyuzili 2D kontakt. Soucasti ptispévku je také experiment. Pro zvolené tieci
téleso zjistili dobrou shodu naméfenych a vypoctenych hodnot. Pro snazsi vyhodnoceni
nameéienych hodnot pouzili vlastni program pro vytvotreni obéalky hodnot.

Autofi [Toufine et al. (1999)] ve svém ¢lanku uvadéji, ze stale neexistuji presné kom-
plexni modely, a proto trva nutnost fyzikilnich experimenti. Aby bylo mozné provadét
prikazné experimenty, je nutné vybudit téleso na pozadované frekvenci, k ¢emuz je po-
tfeba i dostateény zdroj energie, nebot lopatky uz ze své podstaty jsou dost tuhé. Celé
méteni dale komplikuje umisténi rotujici lopatky v turbiné. V pfispévku se vénuji tes-
tovani tiectho tlumice, ktery nazyvaji ,tieci omezovac¢ vrcholu® (friction peak limiters).
Sestavili zjednoduseny model, na kterém méftili pohlcovani vibraci riznymi typy tfecich
¢lent. Model téze soustavy vytvorili i v kone¢noprvkovém softwaru, ktery pro dosazeni
mensi vypocetni slozitosti zredukovali emphEffective Mass Method. Model kontaktu za-
hrnuje vliv tfeni véetné stick-slip efektu. Timto se jim podafilo dosdhnout dobré shody
experimentalnich dat s vypoctenymi hodnotami. Kontaktni plocha je podle uzité kone¢no-
prvkové sité rozdélena do nékolika kontaktnich plosek, kde protilehlé z nich jsou spojeny
vazbou o urcité tuhosti s urc¢itym tlumenim. Kontaktni vazbu pro pfipad stick-slip si lze
predstavit jako pruzinu, kteréd je natahovana do urcité miry, pak dojde k jejimu preruseni
pri prokluzu a navazani nové vazby.

Experimentalni urc¢eni koeficientu treni ve velkém rozsahu kombinaci materiali a aprav
kontaktnich ploch se zabyvalo mnoho autori. Vycerpavajici piehled problematiky podava
napf. [Blau (2009)]. [Feeny & Moon (2007)| provadéli méteni pro chaotické vibrace s Fize-
nou amplitudou. Méfili dva pripady, v prvnim byly tfeci plochy pokryty papirem a v dru-
hém titaniem. Namétfené vychylky zavislé na rychlosti pouzili pro odvozeni zakona treni
pro zvolené tfeci povrchy. Pro méfeni vytvorili zafizeni, ve kterém postupné upeviovali



nékolik lopatek s nejmensi vlastni frekvenci okolo 2,4 az 3,6 Hz. Budici frekvence byla
zvolena od 2,5 do 5 Hz. Amplituda méla velikost 0 - 12 mm. P¥itla¢nou silu autofi
volili od 0,1 do 5 N. Zavérem prispévku jsou prezentovany namétfené hysterezni kiivky
pro urceni zavislosti koeficientu tfeni na rychlosti a vychylce pro oba zvolené testovaci
povrchy.

V predkladané praci autor k modelovani pouziva tzv. lopatkovych prvki, viz napf.
[Kellner (2009)], k nimz jsou pfipojena tuhéa télesa respektujici bandaz. Dalsi moznosti
pro modelovani lopatek, piipadné 3D téles je tzv. Absolute nodal coordinate formulation
(ANCF), ktera je blize popsana v [Shabana (1998)]. Autofi [Yu et al. (2010)| tento pii-
stup rozsitili o moznost zahrnuti kontaktu. Pro hledani mista kontaktu vyuzivaji knihovnu
Opcode. Po nalezeni mista kontaktu zahrnuli silovy t¢inek kontaktu na télesa. Pro urcéeni
velikosti sil vyuzili Hertztiv model kontaktu. Vhodnost modelu autofi ovérovali na jedno-
duchych ptikladech (sféricky, rovinny, cylindricky kontakt). Vypocetni model téz testovali
i na poddajném nosniku tlaceném vackou.

1.3 Motivace a cile disertacni prace

Cilem predklddané diserta¢ni prace je vytvorit novou obecnou metodiku pro modelo-
vani kmitani rotujicich téles, ktera je predstavena na modelu olopatkového disku s kmita-
jicimi rotujicimi lopatkami. Je vSak na misté uvést, ze predstavend metoda je zcela obecné
a lze ji aplikovat na jakakoliv télesa.

Modelovani kontaktu a jeho hluboka znalost jsou klicové pro navrh metody fesici kmi-
tani celého olopatkovaného disku, opirajici se o jiz dobfe znaAmy a popsany matematicky
aparat. Teprve pro spravné sestaveny a vyladény model 1ze provadét modalni, pevnostni
¢i riizné citlivostni analyzy. Stale je vSak nutné mit na paméti vyvazeny pomér mezi
presnosti a ¢asovou naroc¢nosti vypoctu. U nelinedrnich dynamickych analyz je, pfes stale
vykonnéjsi hardware, urcujicim parametrem pocet stupni volnosti soustavy. Provadéné
analyzy pouzivaly modely do 2000 stupnu volnosti, coz se jevi v souc¢asnosti jako rozumny
limit, pokud se pfi feSeni nespolehneme na vypocetni servery. 7Z vySe uvedeného prameni
pozadavky na vytvorenou metodiku.

Definovani cila disertacéni prace

1. Modelovani kontaktnich tloh idealizovanych lopatek

e Uvést matematicky aparat pro modelovani lopatek pomoci 1D lopatkovych
prvku.

e Zahrnuti tuhého télesa (bandaze) do modelu lopatky.



e Predstavit piistup k modelovani kontaktni vazby, popsat zakladni model kon-
taktu a zahrnout jej do matematického modelu lopatek.

e Provést nékolik referen¢nich analyz a provést rozbor vysledkii.

2. Sestavit postup k ziskani konec¢noprvkového modelu redlné geometrie lopatky véetné
vlivu rota¢nich tac¢inki

Predstavit matematicky model véetné postupu zahrnuti vlivu rota¢nich acinki.

Provést modalni redukei matematického modelu véetné citlivostni analyzy.

Vysitovani realné geometrie lopatky.

Porovnat prechodové kmity redukovaného matematického modelu s vysledky
piimé integrace v ¢ase véetné okomentovani vysledkii.

3. Modelovani disku lopatek s redlnou geometrii

e Matematicky popis olopatkovaného disku.
e Zohlednit vliv predpéti v bandézi lopatek.
e Modalni analyza olopatkovaného disku s predpétim.

e Provést nékolik referen¢nich analyz demonstrujicich chovani olopatkovaného
disku v¢etné rozboru vysledkii.

e Parametricka studie olopatkovaného disku s rhombickymi lopatkami pro sledo-
vani vlivu predpéti, tfeni v kontaktnich plochach bandaze a otac¢ek na ustalené
kmitani lopatek.



Kapitola 2

Metodika modelovani poddajnych

lopatek s kontaktnimi vazbami

Obsahem této kapitoly bude predstaveni navrzenych postupti a matematickych mo-
delt, které budou déle aplikovany. Jejim cilem neni vycerpavajici popis vS§ech moznych
piipadi ¢i TeSeni, ale pouze postupu tzce spojenych s feSenou problematiku. S ohledem
na velké mnozstvi piistupu, které byly v praci pouzity, bylo ¢lenéni provedeno do nékolika
podkapitol tvoricich ucelené logické celky.

2.1 Modelovani turbinovych lopatek

Pro matematicky popis téles a geometrii lze pouzit velké mnozstvi pristupt. V pred-
kladané praci byla zvolena metoda kone¢nych prvku. V pripadech, kdy je jeden z rozméru
dominantni, tzn. pro §tihla dlouhé télesa, se velmi ¢asto pFistupuje k pouziti 1D prvka (pii-
kladem jsou pithradové konstrukee ve stavebnictvi napf. [Brozovsky & Materna (2012)]).
U nerotujicich téles se tyto konec¢né prvky nazyvaji nosnikové, ale s ohledem na zaméreni
prace budou uvazovany zcela obecné, tzn. po zahrnuti vlivu rotace budou nazyvany lopat-
tické téleso, ale prifez a s tim i prufezové charakteristiky jsou po délce prvku rozdilné.
Ackoli existuji postupy pro aproximaci téchto zmén |Briha & Zeman (2016)], je ¢asto vy-
hodnéjsi pfistoupit k modelovani obecnych geometrii pomoci prostorovych 3D kone¢nych
prvki.
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2.1.1 Matematicky model vyuZivajici 1D lopatkového kone¢ného
prvku

Pro sestaveni celkového matematického modelu lopatky bude neprve odvozen obecny
1D lopatkovy prvek a dale pfedstaveno zahrnuti vlivu tuhého télesa do matematického
modelu.

Odvozeni lopatkového 1D koneéného prvku

Postupem uvedenym napt. v [Kellner (2009)] byly odvozeny matice kone¢ného prvku
»e" popisujici rotujici lopatku, kterda rotuje v pevném soutradném systému xyz thlovou
rychlosti wy okolo osy rotace y, viz Obrazek 2.1. Pi#i modelovani kmitu lopatky pomoci
metody koneénych prvki jsou uvazovany vSechny stupné volnosti, tj. 3 posuvy u, v a w
a 3 nato¢eni prufezu @, 9 a ¢ (dale jen vychylky).

bandaz

Y| Wo

)

prizmaticka lopatka

] ‘
- 1) )

vetknuti

Z

Obrazek 2.1: Piiklad prizmatického nosniku (lopatky), ktery je zakoncen tuhym télesem.

Prislusné matice pro jeden kone¢ny prvek ,e“ o délce [, ktery kon& obecny prostorovy
pohyb v rotujicim soufadném systému, byly sestaveny za pouziti kinetické a potencidlni
energie. Pohyb elementu konec¢ného prvku na Obrazku 2.2 ve vzdalenosti z od pocatku
Ay o délce dx lze popsat zakladnim rozkladem v jeho stfedu hmotnosti S na unaSivy
posuvny pohyb rychlosti (argument ¢ je pro jednodussi zapis dale vypoustén)

w(x) + w(z)wo
vs(x) = 0(x) , (2.1)
(@) — (r+ 2+ u(2))wo

(r znaci vzdéalenost bodu Ay od osy rotace y) a na relativni sféricky pohyb okamzitou
thlovou rychlosti

w(r) = wo+ ¢(a) + () + P(a). (2.2)
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€T dx

Obrazek 2.2: Schéma deformovaného lopatkového prvku.

Vektor w(z) vyjadieny v nato¢eném soufadném systému n¢, kolem jehoz osy & element
lopatkového prvku kmita obecné, ma tvar

(@) + (wo + I(x))sing (x)
w(z) = (wo + ¥ (z))cosiy(z) . (2.3)

()

Pfi zanedbéani nasobkii malych veli¢in a uvazovani malého thlu ¥ (z) je mozné predchozi
vyraz upravit na tvar

p(x) + wot ()
w(z)= wo + V() : (2.4)
U(x)

Ze znalosti rychlosti (2.1) a (2.4) lze vyjadiit kinetickou energii lopatkového prvku
délky 1

1

B = /0 [A)VE(2)vs(z) + w' (@) (2)w(a)] edx. (2.5)

Pro vypocet energie (2.5) je nutno znat plochu priufezu A(x) a matici J(x) obsahujici
kvadratické a deviacni momenty prufezu. Pfi jejich urcovani se vychazi z predpokladu
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hlavni centralni osy & hmotného elementu, kterd je kolméa na rovinu fezu EE,
Al = / (n? + ¢*)odA da = gdx/ (n* + ¢*)dA = odx(J, + J¢). (2.6)
A(z) A(z)

Podobnym postupem se ziskaji i kvadratické a deviacni momenty plochy priifezu pro zby-
vajici osy, které lze usporadat do matice

Jy(x) + Je(x) 0 0
Iw) = 0 @) ~Dyla) |- @7)
0 —Dye(x)  Je(x)

Osa ¢ je hlavni centralni osa setrvacnosti hmotnostniho elementu, proto devia¢ni momenty
jsou D¢, (z) = Dec(x) = 0. Po dosazeni vztaht (2.4) a (2.1) do (2.5) lze provést rozepsani
na kinetickou energii posuvného unasivého a relativniho sférického pohybu

By o = % /0 @) + (0) + 57(0) + 0P (@) + 2 (oo
—2w(x)(r + z + u(z))wo + (r + x + u(z))’wi]odz,
By = 5 [ 10 + )6 +on @) + (a) oo + 90
2Dy (a) o + 0())b ) + T ()] e (2.8

Pii modelovani 1D kontinui je moZné zanedbat mald pfetvoieni €, a €, a potencidlni
energii 1ze zapsat ve tvaru

e 1 : 2 2 2
@>=iA[&mu@mwmew+%mmmem, 29)

kde E je Younguv modul pruznosti v tahu, G znac¢i modul pruznosti ve smyku a e,(x),
Vay (%) @ V4. (2) jsou pretvoreni ve sméru daném indexem. Konkrétné pak

)= T2 )= T K () = Ty O
=gy T\ T oy’ T2\ = oy T es

(2.10)

Za predpokladu pri¢né nestlacitelnosti Ize posunuti bodu o soufadnicich z, y a z rotujici
lopatky v dusledku deformaci lopatky vyjadrit ve tvaru

up = ule) — yb(a) + 29(2), uy = v(e) - zp(2), w. = wlz) +yp(e).  (211)

Déle plati ¥(z) = v'(z), kde ¢arka znadi parcialni derivaci podle z, a ¥(z) = —w'(x).
Po dosazeni (2.11) do (2.10) jsou ziskdny vztahy pro jednotliva uvazovana pretvofeni

ea(r) = W'(2) —yo"(2) — 20"(2), Yay(2) = —2¢'(2),  e(w) = y'(2). (212
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Po dosazeni vztahu (2.12) do rovnice (2.9) vznika kone¢ny tvar potencialni energie

B = / / A@) ) = y(w) = 2w (@) + G (2)(y* + ) } dA(z)dw. (2.13)

Za ucelem diskretizace je nutné provést aproximaci jednotlivych vychylek, konkrétné:
1. Pfi¢né posuvy v a w se aproximuji kubickou nasadou
v(z) = ®(2)c;, w(x)=®(2)cy, kde @(x)=][1, z, 2°, 2°]. (2.14)
2. Podélné posuvy u a torzni natoCeni ¢ se aproximuji linedrni nasadou
u(z) = ¥(x)es, ¢(x) =T(r)cy, kde W(z)=][1, z|. (2.15)
Pouzité c;,72 = 1,2, 3,4 znaci vektory koeficient bazovych funkei ® a . Pro jejich urceni
je vyuzito konfigurace lopatkového prvku v rotujicim souradném systému x'y’z’ popsaném

zobecnénymi soufadnicemi q'® v krajnich bodech konecného prvku A (z = 0) a B (z = 1).
Zobecnéné soufadnice q(© je mozné zapsat ve tvaru

q“ =[af,q}, 45, qi]", (2.16)
kde
W0 "o o o
| w0 | 9(0 | u(0 | (0
Ol 1 ERCT 1 T i BT R
U(l) I(1)

Dosazenim (2.17) do aproximacnich vztahu (2.14) a (2.15) jsou ziskany nasledujici zévis-
losti

q; = Sic;, @ =1,2,3,4, (2.18)
kde
100 0 1 0 0 0
01 0 0 0 -1 0 0 10
5= 107 B Sy = 1 1 ]2 13 , S3 =8, = [ 11 ] (2.19)
0 1 21 3 0 -1 —21 =307

Vylou¢enim vektori c¢; koeficientis bazovych funkei v (2.14) a (2.15) pomoci (2.18)
lze vztahy mezi vychylkami v obecném bodu z a zobecnénymi soufadnicemi (vychylkami
uzli) vyjadiit jako

u(e) = C(x)Sy'as,  p(x) = ¥(2)S3
v(r) = ®()S7'qr, ¥(r)=®'(2)S; q, (2.20)
w(r) = ()8 q, V(x) = —P'(2)S; q
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Matice lopatkovych prvka je odvozena v [Kellner (2009)] z podminek ekvivalence le-
vych stran Lagrangeovych rovnic ve standardnim maticovém vyjadieni aplikovaném na ne-
tlumeny lopatkovy prvek ,e“. K odvozeni se pouziji vyse uvedené vztahy (2.20) a vyrazy
pro kinetickou energii (2.8) a potencialni energii (2.13). Ekvivalence vede k rovnosti

d (oB\  oEY  omy
dt \ 9¢© aq T 9q@

CMOGO + wpGOGE + (K(S) 2K +w§Kff)> q© — £, (2.21)

kde M(® je matice hmotnosti

ST (T4 + Ip0)STH S I,pS5 ! 0 0
S, TI,pSTt ST (T4 +1p,)S5 ! 0 0
M© — 2 12091 2 \MA T 22n)99 2.22
0 0 S; LiaS5! 0 » (2.22)
0 0 0 S;714pS5!
G je matice gyroskopickych ucinki
0 0 0 —S, T IspS5?
0 0 —28; 71,4851 0
Gl — - - 2 77AP3 , (2.23)
0 28, 71%,851 0 0
S; TSt 0 0 0
Kgf) je matice zmékéeni za rotace
S I,pS;? 0 0 0
0 S; 11,4851t 0 0
K| = 2 A 2.24
d 0 0 S;T1,485t 0 | (2.24)
0 0 0 0
ng) je matice tuhosti
Sy T3Syt ST I3pSyt 0 0
S; TIspSTt S, 715,85t 0 0
K(e) — 2 3D™1 2 3n2 B B ’ 295
o 0 0 S;TT548;5" 0 (2:25)
0 0 0 S;TI5pS5t
K je matice vyztuzeni vlivem odstiedivych sil
SISt To 1 0 0
—(e 0 S; 71,8, 0 0
K@ — 5 2 7292 2.26
w 0 0 0 0 0|’ (2.26)
0 0 00
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vy v ale) .o T . v s e ,
fi¢emz S opisuje odstiedivou silu zatézujici prvek ..e“. Lze ji uréit vyrazem
(o] 7

N-1
e 1 —le
S5 = [ Z (miris) + §me7“eS] wp = S(() )wg, (2.27)
i—e+1
kde r1g = rg + %ll, rog = 1o+ 1 + %lz, .., my = pAil; a rg je vzdalenost prvniho uzlu

lopatky od osy otaceni. Suma vyjadiuje silové ptisobeni nasledujicich lopatkovych prvki
vyvolané odstfedivou silou. Druhy ¢len v (2.27) vyjadiuje ucinek odstiedivé sily pusobici

vy

T
je vyjadien silovym vektorem £ = [OT, o7, fée)T, OT] , kde

!
fg(e) = w%S;T/ A(r 4+ 2)®T odz = wi Aol (7’ [
0

N[N | +—

i) e

Pro zjednoduseni bylo v predchozich vztazich uzito pomocnych integralnich matic,

WO

které maji nasledujici tvary (za predpokladu, ze prvek délky [ je uvazovan jako prizma-
ticky)

l l
Iy, = A / ST ®pdz, I, = / dT® dx,
0 0
! l
Lp = D, [ ®7®pdx, Lp = J, / ST pdz,
0 0
l l
L, = Jn/ 7P pdx, IQCZJC/ &T® pdx,
0 0
l
Lp = ED, | ®"7®"dx, (2.29)
0
l l
L, = EJ, / """ dx, L = EJ; / """ dx,
0 0
l l
L = A/ U odz, I4p:Jp/ UTWdz,
0 0
l l
I, = FA / Tz, I.p = GJ, / T dz,
0 0
l l
Iip = Jp/ ST pdr, I7A:A/ ST Wpdx.
0 0

Ve vztazich (2.29) byl pouzit polarni moment prifezu J, = J, + J¢ a tzv. moment odporu

v krutu, podrobné&ji v [Kellner (2009)], o velikosti J, = ﬁ, kde A je plocha prufezu.

Sestaveni matematického modelu lopatky

Lopatku 1ze rozdélit pomoci N uzli na N — 1 lopatkovych prvki. Odvozené matice
z pred-chozi podkapitoly se nyni transformuji do konfigura¢niho prostoru definovaného
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vychylkami uzli v poradi, které je dano vychylkami v pocatec¢nim a koncovém uzlu
G = [u(0), v(0),w(0), (0), 9(0), %(0), u(l), v(l), w(l), (1), VD), v (DI (2.30)
Transformacni vztah mezi vektory vychylek je
q =Tgq", (2.31)

pti¢emz nenulové prvky matice T jsou rovné 1. S ohledem na (2.16) a (2.30) T maji prvky
matice konkrétni tvar T(1,2) =1; T(2,6) = 1;T(3,8) =1; T(4,12) =1; T(5,3) = 1;
T(6,5) =1;T(7,9) =1, T(8,11) = 1;T(9,1) = 1;T(10,7) = 1; T(11,4) = 1;
T(12,10) = 1.

Touto matici se pak transformuji jednotlivé matice kone¢ného prvku z prostoru sou-
fadnic q(© do prostoru soufadnic q'®, konkrétné pak

XE© =T7'XET, X=M, G, Ky, Kg, K. (2.32)

Nyni lze zavést vektor zobecnénych soufadnic vSech uzli lopatky ve tvaru

q= ['"7uiavi7wi7gpiaﬁia¢i7---]T; (233)

kde index ¢ prifazuje vychylky jednotlivym uzlim.

Matice transformované do globalniho souradnicového systému lze slozit ve smyslu me-
tody konec¢nych prvki do celkovych matic lopatky, které maji nasledujici strukturu zob-
razenou na Obrazku 2.3.

¥ |

/

/

X=M,G Ky Kg K,

Obrazek 2.3: Vkladani X(¢) matic do celkové matice X.

Konzervativni model lopatky zatizeny vnéjsi silou méa pak tvar
Mg + woGq + (Ks — wiKa + wiKy) q = wif, + £(2), (2.34)

kde M, wyG, Kg, wiKy, wiK, jsou matice hmotnosti, gyroskopickych tinki, tuhosti,
zmékceni a matice vyztuzeni za rotace. Matice tlumeni je uvazovana jako proporcionalni
k matici hmotnosti a tuhosti B = aM + Kg. Vektor w3f, zahrnuje vliv odstredivych sil,
vektor f(¢) obsahuje budici silové u¢inky pusobici na téleso a vektor vychylek

q(t) = [. .. ug, vi, w;, 05, V4,0, .. .]T obsahuje zobecnéné soufadnice uzli.

17



Zakomponovani bandaZe do matematického modelu lopatky

Bandaz, ktera je oproti lopatce relativné tuhé, je k lopatce piipojena v poslednim
uzlu lopatky znaceného pismenem C jako tuhé téleso. V prostoru zobecnénych souradnic
definovaném v (2.33) je popsana matici hmotnosti [Byrtus et al. (2010)]

m 0 0 0 0 0
0 m 0 0 0 mc
0 0 m 0 —mc 0
My = 2.
T 0 0 0 I, 0 0 ’ (2:35)
0 0 —-mc 0 I, +mc 0
0 me 0 0 0 L, +mc |

kde m je hmotnost tuhého télesa, ¢ je vzdalenost jeho stiedu hmotnosti od bodu pfipojeni
na ose lopatky v kladném smyslu osy z, I,.,, I, +mc* a I, +mc? jsou momenty setrvacnosti
tuhého télesa k osdm posunutym do bodu piipojeni. Tuhé téleso je dale popsdno matici
gyroskopickych ac¢ink

0 0 2m O —mc 0
o 0 0 0 0 0
—2m 0 0 0 0 0
Gr=1 "9 0 0 o 0 L. |’ (2.36)
mec 0 O 0 0 0
0 0 0 -IL, 0 0 |

kde pouzité parametry jsou shodné s popsanymi parametry v (2.35). Matice zmékéeni
za rotace je

Kur = (2.37)

oo oo o 3
oo oo oo
oo o3I oo
oo oo oo
oo oo oo

oo oo o

I,

Vlivem rotace bude na bandéz piisobit odstirediva sila w%ff,b) vstazena ke stfedu S tuhé
bandaze, viz Obr. 2.4

WD = [ mw2(r+c¢) 00 0 0 0], (2.38)

Uvedené matice (2.35), (2.36), (2.37) a (2.38) se pfi¢tou v soustavé rovnic (2.34) na pii-
slusné pozice nalezejici zobecnénym soutadnicim uzlu, do kterého je tuhé téleso reduko-
vano. Vysledny tvar matematického modelu lopatky se zahrnutim vlivu tuhé bandaze lze
zapsat ve tvaru
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tuhé téleso
C !

poddajné prvky S
S
/ l - e >
b
uzel, do néhoz je soustiedéno tuhé téleso fLE; )

Obrazek 2.4: Schématicky nékres mista vlivu rotace na bandéz.

M + M q+ ¢ B+ wG + wy Gr q+ (2.39)

+{ Ky — Ky + 0K, — w? Kr q=wi,+w?| £V | +£t).

kde M, wyG, Kg, wiKy, wiK, jsou matice hmotnosti, gyroskopickych t&inki, tuhosti,
zmékéeni a matice vyztuzeni za rotace. Matice tlumeni B je uvazovana proporcionalni B =
aM+ K. Vektor wif, zahrnuje vliv odstiedivych sil lopatky a w%fogb) bandaze. Vektor f(t)
obsahuje budici silové u¢inky pusobici na lopatku a vektor q(t) = [. .. u;, vi, Wy, @i, Uiy Ui, - . .
obsahuje zobecnéné soutadnice uzli.

]T

2.1.2 Matematicky model lopatky sestaveny pomoci

obecnych prostorovych koneé¢nych prvki

vvvvvv

kterému bude vénovana pozornost v této podkapitole. Budou odvozeny linedrni izopa-
rametrické prvky s linedrni nasadou pfedstavujici nejjednodussi postup pro modelovani
objemovych prvku. Popsany postup bude uveden zcela obecné, pro zvyseni piresnosti lze
linedrni bazové funkce nahradit napi. kvadratickymi. Matice objemovych prvka budou
odvozeny v rotujicim prostoru pomoci lokalniho soufadného systému &nc, jehoz osy jsou
po transformaci prvku na prislusné pary protéjsich stran kolmé. Do lokilniho soufadného
systému se obecny Sestistén transformuje jako krychle s poc¢atkem v jejim stiedu. Postup
je znazornén na Obrizku 2.5.

Vztah popisujici pfechod od lokalniho soufadného systému £n¢ do globalniho zyz lze
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8[—1;1; —1] 7[1;1; —1]
5(~1;1;1] AN
4[-1; -1 Tl] |3[1; 1 71]’

1[-1;-1;1] 2[1;~1; 1]

e

Obrazek 2.5: Line4rni hexahedraln{ izoparametricky prvek.

vyjadiit pomoci

xy
hn
21
y | =N| . | = Nel, (2.40)
z
L %8 |

kde vektor e® popisuje polohu uzld i prvku ,e“ v soufadném systému zyz. Matice N je
matice bazovych funkei s tvarem N

N, 0 0 Ny ... 0
N=|0 N 0 0 ... 0 |. (2.41)
0 0 N, 0 ... Ng

Jednotlivé bazové funkce dle [Bathe (2014)] pak maji tvar

Ni(En0) = 5 (1+E6)(L+ m) (1 + ¢, pro i =1,...8, (2.42)

kde &;,n;, a (; jsou soutadnice uzlu ¢ v souradnicovém systému &n¢

[ & ] [ =1 [ m ] [ 1] [ &G [ 1]
3 1 2 -1 G2
&3 1 3 -1 € -1
&4 -1 N4 -1 @ -1
S| | -1 || m| LG | L (2.43)
&6 1 e 1 o 1
&r 1 N7 1 Cr -1
| &8 | 1] L[ s ] 1] [ G | -1 ]
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Vztah (2.40) lze piepsat do tvaru

8

> Ni(§n¢)z;

i=1
8

> Nil€nQ)yi | - (2.44)

=1
8

Z Ni(§nQ)zi

=1

Vektor posuvii naprvku muze byt analogicky vyjadien pomoci stejné interpolac¢ni funkce

pouZité v popisu geometrie (2.40)

<
I
Z

U
U1

U2

wsg

& u=Nq"¥, (2.45)

kde g je vektor posuvii v uzlech prvku ,,e“ dimenze 24. Vyse uvedené interpolaéni vztahy
(2.45) poslouzi k odvozeni jednotlivych matic hexahedralniho prvku v rotujicim prostiedi.
Odvozeni vztahu bude provedeno pro kontinuum popsané v rotujicim souradném systému
xyz, ktery se otaci v soutadném systému XY Z, viz Obrazek 2.6, konstantni thlovou

rychlosti wy kolem osy rotace y =Y.

C«.}()t

Z Z

Obrazek 2.6: Soufadnicové systémy pro odvozeni rychlosti libovolného bodu rotujiciho télesa.

Matice objemovych prvku rotujiciho kotouce budou odvozeny na zakladé Lagrangeo-

vych rovnic, které obecné uvazuji vlivy disipace energie



d (8Ek) _ OB 0B, OR_ (2.46)

dt \ 0q oq oq 0q
kde Ej, je kinetickd energie, F, je potencidlni energie, R je Rayleighova disipa¢ni funkce,
q, respektive q je vektor zobecnénych soutadnic, respektive rychlosti.

Kinetickd energie rotujiciho kontinua v soufadném systému xyz, viz Obrazek 2.6, ma
tvar

B, == / PV L Vay=dV, (2.47)
2 v,

kde vy, = vuy.(z,y,2,t) je vektor rychlosti bodu Py(x,vy, z,t) kontinua v soufadném
systému xyz, p je hustota kontinua a V;; objem kontinua. Za predpokladu, Ze osa y je osou
rotace, je rychlost bodu Fy urcena vztahem

Vaye = 0+ woP(x+u), (2.48)

kde u = [u, v, w]? je vektor posuvii bodu Py, 1 je vektor jeho rychlosti, x = [z,y, z]T je
polohovy vektor a permuta¢ni matice P od transformace vektoru rychlosti

01
0 0
0 0

Dosazenf (2.48) do (2.47) a rozepsanim na jednotlivé slozky ma kineticka energie na-
sledujici podobu

1
by = —/ puTildV—l—wo/ pi" P(x +u)dV +
2 Vo Vo

/

Bio B
1
+ §w§ / p(x"+u”) P"P (x+ u)dV, (2.49)
Vo
Eps

kde FEjo je kineticka energie nerotujictho kontinua, kinetickd energie Ej; zohledniuje vliv
Coriolisovych sil a Ejs zahrnuje t¢inky odstiedivych sil.

Kombinaci vztahu (2.45) s (2.49) jsou jednotlivé slozky kinetické energie prvku e
v nasledujicich tvarech
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€ 1 - (e - (e
By = 5@’ / ()pNTNqu“, (2.50)
VE

EY = w(q®)T [ / pNTPNdV ' + / pNTPXdV}, (2.51)
14C) Ve
1
EY) = §w§ [ / px"PTPxdV +2(q'?)” / pNTPTPxdV + (2.52)
v (e) V(e

+ (q)" pNTPTPNqu(e)] :
Ve

kde V() je objem prvku ,e“. Pro zvy$eni prehlednosti lze pro vztahy (2.50) az (2.53)
zavést nasledujici substituce vztazené na prvek ,e*

M@ = / pNTNAV,
Vv (e)
cl = / pNTPNAV,
v (e)
£ = / pNTPxdV,
Vv (e)
I = /V ()prPTdeV, (2.53)
£ = / oNTPTPxdV,
v (e)

K = / pNTPTPNAYV,
Vv (e)

kde M je matice hmotnosti, C® je Coriolisova matice, fl(e) je vektor gyroskopickych

sil, I je moment setrvatnosti k ose y, £ je vektor odstiedivych sil a K

je matice
zmékeeni za rotace. Po dosazeni téchto substituci lze vyraz pro kinetickou energii (2.49)

prepsat do podoby

e 1. e) - (e e « (e € 1 €
E/E;) _ §(q(e))TM( 14 + wo(@@)TCG® + w (g ))Tfl( ) 4 §w31( ) +
e € 1 e e e
wp(q ))sz( '+ §w§(q( NTK g, (2.54)

Potencialni energii kontinua je mozné za predpokladu uvazovani pouze deformacni
energie vyjadrit jako
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1
E, = —/ eladV,
2 Jye©

. T v v - . T =
kde € = [e4, €y, €2, Vyzs Vows Vay|” je vektor pietvofeni a o = [04,0y,0,, 0y, 0s, 0uy| je

(2.55)

vektor napéti. Vztah mezi vektorem napéti a vektorem pretvoreni je dan zobecnénym

Hookeovym zakonem, ktery v maticovém zapisu ma podobu

o = De,
kde D je matice tuhosti majici tvar
[1—v v v 0 0
v 1—v v 0 0
D_ E v v 1—v 0 0
1+ v)(1—-2v) 0 0 0 =2 0
0 0 0 0 1’22"
|0 0 0 0 0

(2.56)

, (2.57)

kde E je Younguv modul pruznosti a v je Poissonovo ¢islo. Prvky vektoru pretvoreni lze

vyjadrit

Ex
y
525
Vyz
Yex
Vay

ou ov
oy + ox

(2.58)

Dosazenim interpolac¢niho predpisu pro vektor posuvi (2.45) do piedchoziho vztahu

(2.58) lze ziskat

€= Tq(e) = [T17T27 s 7T8] q(6)7

kde jednotlivé submatice obsahuji nasledujici parcialni derivace

r oN;
ox 6?\/
0 Dy
0 0
Ti=| ov on
dy 8827
ON;
0 0z
N
L Oz 0
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Bazové funkce jsou zavislé na poloze definované v globalnim soufadném systému zyz
(N; = N;(z,y,2)). Vzhledem k platnosti transformace mezi globalnim soufadnym systé-
mem zyz a lokilnim &n( lze slozky polohového vektoru @ zapsat jako funkce polohy
v lokdlnim soutradnicovém sytému &nd, tj. x = x(&,n,¢), v = y(&,n,¢) a z = z(&,n,().
Parcialni derivace bazovych funkci (2.42) je mozné upravit na nésleduji tvar

ON; ONi 9z | ON;dy | ON;0:
O¢ ox O Oy 0¢ 0z 0¢
ON; o ON; Oz =+ ON; Oy + ON; 0z o
on - ox On Oy On 0z On -
aN; ONi oz | ON; 0y | ON; 0z
¢ ox O¢ oy O¢ 0z ¢
gz Oy 0Oz ON; ON;
gﬁ gE gE 88]%[ 8%%
on On On y =J Oy ) (261)
gz Oy 0z ON; ON;
o¢ 9¢  o¢ 0z 0z

kde J je Jakobiova matice, kterda ma po dosazeni vztahu (2.44) tvar

_ s _
ON, ON; ON,
LT =Y i
wo [Se S S
X
ON; g g .
AR AR o LS 262
i = = =
(92:Z Z8 N 8 ON: ZS .

P#imou derivaci bazovych funkei (2.42) jsou odvozeny potiebné derivace

AN, 1
i &L+ i) (1 +CG),
AN, 1
i = GG+ &&) (L +mmy),

kde soutadnice jednotlivych uzlu v lokdlnim soutfadnicovém systému £nc jsou dany vzta-
hem (2.43). Inverzi vztahu (2.61) lze vyjadrit prvky matic T;

oN; aN;
8% 1 8(3\5/'
iV — T Yive
o | =7 o | - (2.64)
oN; aN;
0z ¢

P1i pouziti Hookeova zakona ve tvaru (2.56) a zavislosti (2.59) vektoru pfetvofeni na
vektoru posuvil jednotlivych uzli prvku je mozné urcit potencidlni energii prvku ,e“ ze
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vztahu (2.55)

e 1 e T T e
B = 5 (a“) /we) T'DTdVq". (2.65)

Zavedenim matice K statické tuhosti prvku ,.e“ ve tvaru
K = / T'DTdV (2.66)
Ve
je ziskdn vztah pro potenciadlni energii

(@) K@q®. (2.67)

s

1
() — =
By = 5
P1i matematickém modelovani kmitani téles je nutné zohlednit vliv tlumeni. Tlumici
ucinky lze rozdélit do dvou skupin:

e Vné&jsi tlumeni je zpisobeno vnéjsim prostiedim, tj. obtékanim média (kapalina, &
plyn) okolo télesa. Tlumici sily ptsobi vzdy kolmo na povrch télesa a jejich vliv lze
zahrnout napf. pomoci Bernoulliovych rovnic [Linhart (2009)].

e Vnit¥ni tlumeni je uvazovano pro Kelvin-Voightuv materidlovy model, jehoz pouziti
je popsano v [Dupal (2004)].

Celkovou Rayleighovu disipac¢ni funkci materidlového tlumeni lze napsat ve tvaru

R = L / BeladV, (2.68)
2 Jye

ktery je analogickym vztahem ke vztahu (2.55). Matice B obsahuje koeficienty tlumeni
a vektor €7 je vektor rychlosti pietvofeni kontinua, ktery se ziska ¢asovou derivaci prvki
z (2.58). Analogickymi tipravami, jaké jsou uvedeny pro odvozeni matice tuhosti K, Ize
odvodit vztah pro Rayleighovu disipa¢ni funkci. Z divodu neznalosti koeficienti v ma-
tici B je v praxi velmi slozité odvodit presnou podobu matice tlumeni B pro obecny
kone¢ny prvek, jak je popsano napi. v [Bathe (2014)]. Efektivnim zpusobem k vyfeSeni
tohoto problému je nahrazeni matice tlumeni B kombinaci matice hmotnosti a tuhosti
proporcionalnim vztahem

B = aM + K (2.69)

a koeficienty a a 8 jsou urcovany zpravidla experimentalné nebo z pomérnych utlumu
dvou dominantnich vlastnich tvarti kmitani [Zeman & Hlavac¢ (2004)]. Pro diskretizaci

celé lopatky miuze byt aplikovana energetickd sumace pies vSechny prvky tvorici lopatku
[Sasek (2010)].
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2.2 Modelovani kontakni vazby mezi lopatkami

Pro modelovani kontaktnich vazeb lze vyuzit velkého mnozstvi ptistupti popsanych
napi. v pracich [Hippmann (2004)], [Miguel & Otaduy (2012)], ¢ [Rivin (1999)], pfi¢emz
kazdy z uvazovanych ptistupu je vhodny pro specifickou oblast pouziti. Modelovani kon-
taktnich vazeb zcela obecnym piistupem je velmi naro¢né (|[Drumwright & Shell (2011)]),
a proto je nejcastéji uzivany piistup vyuzivajici specifickych kontaktnich modeli vhodnych
pro dané pouziti. V pfedkladané praci bude problematika kontaktu feSena nasledujicim
zpusobem. Pfedem znadmé kontaktni plocha bude pred zapocetim FeSeni kontaktni tilohy
diskretizovana na tzv. kontaktni plosky, ve kterych bude problematika kontaktu reSena sa-
mostatné. Je vsak nutno podotknout, Ze tento zpisob popisu kontaktnich ploch je vhodny
pouze pro kontakty, které se vzajemné pohybuji malymi vychylkami.

2.2.1 Urceni polohy bodu

Ptesna znalost polohy uzli kontaktnich ploch je pro spravné urceni kontaktni sily
naprosto klicova. Pro nazorné vysvétleni byly pripraveny jednoduché gemetrie lopatek,
na kterych bude cely postup popséan, viz Obrazek 2.7 (model kontaktu pro matematicky
model pouzivajici 1D elementy) a 2.9 (model kontaktu pro matematicky model pouzivajici
3D elementy).

Kinematika kontaktnich ploch pro 1D prvky

Kinamatika kontaktnich ploch pro 1D prvky bude posana na kontaktnim paru lopatek
t = 1,2, ktery je zndzornén na Obrazku 2.7.

” o

x 1j

Z /

.

>

vetknuti lopatka bandaz
] xZ >

P
Y2 7 lﬁ/'/;

o,

\i‘“&l‘/

e,

kontak‘gni plochy

Obrazek 2.7: Modelované soustava dvou lopatek s kontaktni vazbou.

Uvazovana kontaktni plocha je rozdélena na n elementarnich kontaktnich plosek
Jj =1,...,n. Ve stfedu kazdé elementarni ploSky se zvoli lokalni soutfadny systém £;n;(;,
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jak je vyznaceno na Obrazku 2.8. Normélovy smér v kontaktni roviné je ve sméru osy ¢;.

Obrazek 2.8: Rozklad relativni rychlosti do sméru os & a 7.

Primik da, = [da,¢,da;p, da; ¢, 0,0,0]" ve stfedu elementarni plogky se vypoéita po-
moci nasledujicich vztaht

dAJ- =dq1,4; — 4d2,4;, (2.70)

qQi,A; = Ti,qu’i,C7 1=1,2, (2-71)

kde T; 4, je transformacni matice a q;c je vektor zobecnénych soufadnic posledniho
uzlu i-té lopatky, v némz je bandaz ptipevnéna k lopatce. Tranformac¢ni matice pro stied
kontaktni plosky vznikne pronasobenim matic

E R, ]J[E C
- [E W] [E 0] o

Matice E je matice s jednotkami na diagonéle. Matice jo,s,. je ur¢ena polohou stiedu
kontaktni plosky v soufadném systému s pocatkem S; ve stfedu bandaze

T O ZAj _ij
RAjysi - _ZA]- O xA]. . (273)
ij _xAj 0

Matice C popisuje piechod z posledniho uzlu lopatky do stiedu bandéze o vzdalenosti ¢
ve sméru osy lopatky a ma tvar

0
c|. (2.74)
0



Pro vypocet treci sily je nutno znat relativni rychlost kontaktnich plosek, které se urci
pomoci matice natoceni v uzlu kone¢noprvkové sité, k némuz jsou acinky kontaktni vazby
vztahovany. Rychlost kontaktni plosky je ddna pfedpisem

ar4; = Tiaaic,

d2.4; = Toa,q2c. (2.75)

Podobné jako priinik, je i relativni rychlost urc¢ena rozdilem rychlosti elementarnich kon-
taktnich plosek

Ca; = dua; — Q24 (2.76)

Tzv. skluzova rychlost v kontaktni ploSce,viz Obrazek 2.8, v roviné 5777\] se pak urci vzta-

ca; = et (2.77)

kde cq; ¢ a ca, , jsou slozky relativni rychlosti piislusné elementarni plosky A;.

hem

Kinematika kontaktnich ploch pro 3D kone¢né prvky

Pti modelovani télesa pomoci 3D kone¢nych prvki je urceni polohy kontaktniho bodu
velmi snadné, nebot se nachazi{ pfimo na diskretizovaném povrchu télesa. S ohledem na
vzajemné rozdilné soufadné systémy jednotlivych lopatek, ve kterych jsou definovany
posuvy uzli, je nutné piesné rozliSovat mezi globalnim soufadnym systémem (GSS) a lo-
kalnim souradnym systémem (LSS). LSS maji shodny pocatek a osu y s GSS, jsou vSak
navzajem pootoceny o rozteény thel 0, viz Obrazek 2.9.

Py &

T jnmuy
Ty

T
ISESNSSEEENE)

Obrazek 2.9: Dvojice lopatek s kontaktnimi body.
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Prunik lopatek bude vyjadien v kontaktni roviné v LSS &£n( kontaktni roviny stejné
jako pro modelovani kontaktu pro 1D elementy, viz Obrazek 2.7. Pro popis problému
bude pouzité nésledujici indexovani. Index j bude pouzivan pro popis kontaktni plosky
na kontaktni roviné, index ¢ bude indexem lopatky. Z matematického modelu jsou znamy
vychylky v8ech uzli sité v LSS lopatky, které maji obecné 3 soufadnice (q;;)rss, =
(i, i, 7ij]T, kde index LSS; odkazuje na soufadnice v LSS lopatky 4. Ukolem je tedy
vyjadiit polohu v LSS &, 1, ¢, jinymi slovy (q; j)enc pomoci (q; ;) ;. Pro tuto transformaci
je vhodné zavést matici pootoceni

cos(f;) 0 sin(f;)
TénC,Li — 0 1 0 5 (278)

—sin(3;) 0 cos(5;)

kde tuhel 3; je roven velikosti natoceni kontaktni plochy vici LSS;. Je vSak tc¢elné upozor-
nit, ze vzdy pro jednu lopatku z kontaktniho paru bude thel §; zaporny.
Nejprve bude vyjadiena souradnice (q; ), pomoci (d; ;)enc

(Qij)r; = Tenc,r (dig)enc (2.79)

Pro ptipad potieby vyjadieni (q;;)e,c pomoci (q;;)z, pak staci pouzit transponovanou
matici T, r,. Vztah bude mit nésledujici tvar

gi,j
(Dij)enc = | My | = Tener,(Qig)Les (2.80)
C’i,j
kde T¢, , méa tvar
cos(B;) 0 —sin(3;)
o, =| 0o 1 0o | (2.81)
sin(;) 0 cos(f;)

Pfi znalosti polohy bodu v LSS kontaktni plochy lze prinik kontaktnich ploSek e,
ur¢it pomoci vztahu

€¢; = Gig = Qi) (2.82)
Normalova sila v j—té kontaktni plosce je pak rovna
Nj = keeg;, (2.83)

kde k. vyjadiuje kontaktni tuhost.
Pro ziskani skluzovych rychlosti Ize pouzit analogicky vztah ke vztahu (2.79) a prevést
rychlosti z GSS do LSS néasledujicim vztahem

(Qij)r; = Tenc,r (i g)enc (2.84)
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2.2.2 Zahrnuti kontakti do pohybovych rovnic

V predkladané praci jsou pro zahrnuti vlivu kontaktu pouzivany dva piistupy. Prvnim
uzivanym zpusobem je provazani dvou téles pomoci matic tuhosti a tlumeni, viz napf.
[Rychecky (2011)]. V tomto pFipadé jsou prvky matice tuhosti a tlumeni kontaktu pfi¢teny
na piislusné pozice matice tuhosti a tlumeni celé soustavy. Tteni je vSak modelovano
pomoci treci sily, ktera se pric¢ita k celkovému vektoru zobecnénych sil obsazeném ve
vektoru na pravé strané soustavy. Druhou pouzivanou metodou je provazani pomoci sil,
kdy jsou za pouziti principu akce a reakce pri¢teny na piislusné pozice silového vektoru
i normélové (kontaktni) sily.

Tuhostni pfistup pfi feSeni kontaktni tlohy

Tento pristup k modelovani kontaktnich tloh byl detailné popsan v diplomové praci
autora, viz [Rychecky (2011)]. Provazani nezévislych téles je odvozeno z deformaéni ener-
gie kontaktu, kterad se v Lagrangeovych rovnicich derivuje podle zobecnénych soufadnic.
Potencialni energie pro j-tou kontaktni plosku ma tvar

Ey = %dﬁjKAjdAjH(dAjvg), (2.85)
kde H(da, ) je Heavisideova funkce, ktera nabyva nulové hodnoty pro da, ¢ < 0 (plocha
neni aktualné v kontaktu) a hodnoty 1 pro du, ¢ > 0. Argument dg, ¢ znaci deformaci
kontaktni plosky ve sméru normély (;, viz Obrazek 2.8. Matice Ku,, urcujici kontaktni
tuhost jedné elementarni plosky, md tvar K4, = diag(0,0, k¢, kee, Ky, 0), pricem? index
piifazeni k plosce A; pro jednoduchost zapisu vypoustime. Déle bude uvazovana pouze
normalova tuhost k., nebot predpokladdme pouze mald relativni nataceni kontaktnich
ploch. Vliv rota¢nich tuhosti je nahrazen diky diskretizaci kontaktni plochy elementarnimi
ploskami.

Normalova tuhost je volena konstantni pro celou kontaktni plochu a je vypoctena
pouze jednou na pocatku feSeni ze statického zatizeni. Celkova normalova tuhost je urcena

vztahem uvedenym v [Rivin (1999)]

N
ke = — - 10° [N/m] (2.86)
Y
kde N je celkova kontaktni statickd sila a deformaci v v pum lze urcit ze vztahu
v = cay, (2.87)

kde o = % je napéti v MPa vyvolané norméalovou silou N pusobici na celkovou plochu
A, ¢ a p jsou konstanty. Jejich velikost se voli dle materidlovych vlastnosti z intervali
c=2-=+5 p=0,4-+0,8 Hodnota konstanty ¢ zavisi zejména na nerovnosti povrchu
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kontaktnich ploch. Cim hladsf je opracovani kontaktni plochy, tim mensi je hodnota c. Se
zvetujici se kontaktni plochou exponent p nartsta a blizi se hodnoté 1 [Rivin (1999)].
Pro zahrnuti vlivu kontaktu do modelu soustavy téles je nutné deformacni energii kon-
taktu v plosce A; zderivovat dle zobecnénych souradnic soustavy q = [...q{ ¢, ... ad ¢ .. .|”
Obg 10
oq  20q

[(TLquLc - T2,AjC12,C)T K, (T14,q91.0 — T2,qu2,C)i| H(da, ). (2.88)

Matice tuhosti kontaktni plosky K,, je urCena v jejim lokdlnim soufadném systému.

Pro zaclenéni do matematického modelu lopatek je nutno urcit matici tuhosti z identity
0By
oq

K4.q. ZapiSeme ji v komprimovaném tvaru, kdy nulové submatice nejsou uvedeny
J

T T
;=

7| H(da, ¢)- 2.
~T7, KaT1a, TL, K Tou, (da; ) (2.89)

Celkova komprimovana matice tuhosti kontaktu je urcena souctem
n
K.=) Ky, (2.90)
j=1

Komprimovana matice K. dimenze 12 se rozdéli na ¢tyfi ¢tvercové submatice fadu 6
piifazené vektorim q; ¢ a qaz¢

Kcz[é g}, (2.91)

které se prictou k celkové matici tuhosti dvojice lopatek na pozice definované indexy kon-
krétnich zobecnénych soutadnic provazanych lopatek. Provazani zobecnénych soutradnic
v celkové matici tuhosti K je znazornéno na Obrazku 2.10, kde modrou barvou jsou vy-
znaceny nenulové pozice matice tuhosti dvou téles Kg, ke kterym jsou ¢ervenou barvou
na oznacenych mistech pficteny 4 submatice matice tuhosti kontaktu K..

Po urceni matice tuhosti zbyva urcit velikost a smér tiecich sil. Tteci sily zaviseji
na norméalové kontaktni sile vyjadiené pomoci kontaktni tuhosti a priniku. Pro urceni
trecich sil je nutné také znat smér a velikost relativni rychlosti. V piipadé uvazovani
konstantniho koeficientu tfeni feSeni nezavisi na velikosti relativni rychlosti kontaktnich
plosek.

Pro modelovani kontaktu pomoci matice tuhosti kontaktu je zapotiebi dopocitat nor-
maéalovou silu, ktera je dale uzivana pro vypocet tieci sily. Normalova sila prenasena ploskou
A; je uréena predpisem

Ny, = ke jda, (H(da, ), (2.92)
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o Prvky vyjadrujici kontaktni tuhost
o Prvky matic tuhosti dvou teles

30r
401
50r
601
70¢
80r
901

1001

0 20 40 60 80 100

Obrazek 2.10: Struktura matice tuhosti ukazujici pozice, na které se pfi¢itaji kontaktni tuhosti.

kde k¢ ; je tuhost v normalové sméru, dg, ¢ je tieti souradnice vektoru d4; urCujict prunik
kontaktnich ploSek ve sméru ¢ a H(dy, ¢) je Heavisideova funkce.
Pro nenulovou relativni rychlost ca, ¢ ve sméru § ma slozka tieci sily T4, ¢ ptsobici
na téleso 1 v souladu s (2.76) tvar
Ty .= N 4, 2.93
a6 = —Na, flea,) ==, (2.93)
CAj
kde c4, ¢ je soufadnice vektoru ca; ve sméru §. Analogicky vztah plati i pro slozku tieci
sily do sméru osy n

CAJ-,
TA]'J] = _NA]f(CA])_n (294)
CAj
Jednotlivé slozky tieci sily (2.93) a (2.94) se slozi do vektoru sil piislusné plochy A;. Sily
pro téleso 1 maji tvar

T
£ = [ Ta e, Ty 0,0,0,0] . (2.95)

. . ] o ] s p(1,2) (2,1)

Pro téleso 2 jsou, diky principu akce a reakce, sily opacné, tj. fAj = —fA]_ )

Uvedené vektory sil (2.95) popisuji velikost tfecich sil v elementarni kontaktni plosce.
Je nezbytné tyto sily zpétné transformovat do koncovych bodu lopatek C;, kde i = 1,2,
v nichz jsou loptaky do bandazi vetknuty. Zpétna trasformace je provedena transponova-
nou matici (2.72). Vyraz pro transformace sil ze soufadného systému &;71,(; do z.y.2. ma
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tvar
T (2,1)
fio= Z Tl’Aijj ’
J

foo= > T, £, (2.96)
J

Ve zvoleném uzlu lopatky jsou vSechny ucinky od tfeni slozeny. Vysledny matematicky
model dvojice lopatek s uvazovanym kontaktem zahrnutym pomoci matice tuhosti a s uva-
zovanou tuhou bandazi, v souladu s modelem (2.39), je

( B T )
M7y
M + q +
M7y
\ L d 7
Gr
+ ¢ B 4+ woG + wo q42.97)
Gr
( B ) ] ] 3
Kar
+{ Ky — WK, + fK, — w? + K. q=
Kar
\ L T J

= wif, + wf? + £(2) + £.(q, q),

kde jednotlivé matice dvou shodnych lopatek jsou setaveny do blokové struktury tvaru

- X 0
X = { 0 X ] , X = M, B,Ks, Ky, K,. Silové vektory na pravé strané maji tvar
£, = [£7,£7]7, £ = [ £ T T at(q ) = [ f, . T

Ptestoze u tuhostniho pfistupu se musi pro vysetieni tecnych sil vyjadfit normalova
sila, je tento piistup vhodny v pfipadé modélni analyzy. Pti znaslosti pfedepnuti lopatek
lze vnést vliv kontatu do matice tuhosti, a tak ovlivnit chovani celého disku, jak bude
udeveno dale.
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Silovy pristup pfi feSeni kontaktni alohy

Druhy prezentovany zptsob zavedeni kontaktu pro dva nezavislé matematické modely
lopatek je proveden pomoci vektoru sil. Tento vektor je pak s ohledem na princip akce
a reakce pri¢ten na prislusné pozice k pravé strané diferencialnich rovnic. Ve vektoru sil
vystupuje normalova (kontaktni) sila, ktera pfimo zavisi na priniku jednotlivych ploch
a na tuhosti kontaktu. Tieci sily jsou vypocteny stejnym zplsobem jako pro pristup
modelovani kontaktu pomoci matice tuhosti. Tento zpisob je nize oznacovan jako vypocet
s konstantni tuhosti kontaktu.

Modelovani kontaktu pomoci sil bylo motivovano hlavné pozadavkem na ¢asové a plosné
proménné elementarni sily, které musi kontakt pienédSet. Pristup pomoci matice tuhosti
vyzadoval v kazdém kroku sestaveni matice tuhosti, coz zpomalovalo vypocet. Typickym
prikladem, kde 1ze s vyhodou vyuzit silovy pfistup, je nataceni lopatek okolo jedné z os,
kdy dochazi k ¢astecnému odlehnuti ¢asti kontaktnich ploch. Regeni této problematiky
ovsem vyzaduje vypocitat kontaktni tuhost v kazdém itera¢nim kroku, proto byl tento
model nazvan dynamickym.

1. Konstantni tuhost pro celou plochu a celou dobu vypodctu
Pti vypoctu pomoci silového modelu kontaktu je pouzita kontaktni tuhost tak, jak
byla jiz diive vyjadiena predpisem (2.86). Kontaktni sila je pfimo imérna priniku
dvou ploch (2.70)

Ny, = keda, (H(da, ), (2.98)
kde k¢ je tuhost kontaktu v normalovém sméru, d, ¢ urcuje prinik dvou ploSek A;

téles 1 a 2 a H(dy, ) je Heavisideova funkce.

Pro pripad kontaktu se tfenim je pouzivan stejny postup vypoctu uvedeny v pied-
chozi kapitole, viz (2.93) a (2.94). Diky modelovani kontaktu pomoci sil je znama
i velikost norméalové sily (2.98).

Jednotlivé slozky tfeci sily (2.93) a (2.94) se slozi do vektoru sil pfislusné plosky A;,
kde je na tfeti pozici normalova sila. Sily pro téleso 1 maji tvar

T
50 = [ Ta,e. Tuy Naj, 0,0, 0] (2.99)
. . ) o e e(1,2) (2,1)
Pro téleso 2 jsou, diky principu akce a reakce, opacné, tj. fA], = —fAj .

Uvedené vektory sil (2.99) popisuji velikost kontaktnich a tfecich sil v elementéarni
kontaktni ploSce. Je nezbytné tyto sily zpétné transformovat do koncovych bodi
lopatek Cj, kde i = 1,2. Zpétna trasformace je provedena transponovanou ma-
tic (2.72). Vyraz pro transformace sil ze soufadného systému &;n;(; do posledniho
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uzlu lopatky ma tvar

Z T (2 1)
= ZTQ,AJ_ o (2.100)
J

V poslednim uzlu lopatky jsou v§echny silové Gc¢inky kontaktnich a tfecich sil secteny.
Vysledny matematicky model s uvazovanym kontaktem zahrnuty pomoci vektoru

sil je
( B T )
M~
M~
\ L d /
( B T )
Gr
+{ B+ wyG + wy q-+ (2.101)
Gr
\ L d J
( B T )
Kar
Kar
\ d )

- wOf + wOf b) + f( ) + fc(q7 q)7

kde jednotlivé matice dvou shodnych lopatek jsou sestaveny do blokové struktury

tvaru X = { }0( }O( } , X =M, B,Kg, K,;, K,. Silové vektory na pravé strané maji
tvar f [fgu fg] ’ fu()b) [ fl(bw fQ(bu))T> - ']T a fC(q7 q) [ fle tet 7f27:c7 . ']T7

pfi¢emz normalové sily jsou zahrnuty ve vektorech f; . a £, v (2.100).

. Dynamické urcovani tuhosti pro aktuélni kontaktni plochu

Tato modifikace vychézi z predchoziho pristupu, avsak tuhost se pocita v kazdém
itera¢nim kroku podle poctu aktivnich ploch. Pro ménici se pocet kontaktnich ploch
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dochézi ke zméné velikosti normalového napéti v (2.87), které je uréeno jako podil
celkového normélového zatizeni ku celkové aktivni plose kontaktu. Cely postup je
zndzornén na Obrazku 2.12. S pristupem respektujicim zménu tuhosti jiz lze TeSit

v

obecnéjsi tlohy, pti kterych dochazi ke krouceni lopatek.

Vypocet tieni je stejny jako u konstantni tuhosti pro celou plochu, respektive
pro kontakt modelovany matici tuhosti.

Pro pripad nataceni lopatek vici sobé bylo potieba fesSit zménu tuhosti vzniklou
odléhanim vétstho mnozstvi elementarnich plosek. Tento puvodné neuvazovany pii-
pad vnasi do modelu nepfesnost, jejiz mira zavisi na diskretizaci plochy, respektive
poloze zavadénych kontaktnich sil. Elementarni plosky uz na sebe nedosedaji kolmo,
avSak dochézi k navazani kontaktu a vzadjemnému nataceni, viz Obrazek 2.11. Ur-
¢ené norméalové a tecné sily je nutné zpétné transformovat ze souradnych systémii
elementérnich plosek do globalniho soutadného systému. Velikost zpétného natoceni
odpovida jednotlivym uhlim ¢;, §;, coz je tihel natoc¢eni kontaktni plosky ku ose lo-
patky. Z auhla byly sestaveny matice natoceni (2.102) a (2.103), které byly ptridany
do zpétné transformace kontaktnich sil z lokalniho soufadného systému kontaktni
plosky &;n;¢; do xcyeze,

kontaktni
plocha 2

kontaktni
plocha 1

\7 Y2

Z,

\ <
X3

X1

Obrazek 2.11: Nataceni kontaktnich sil pfi uvazovani torze lopatky.
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Pi 0 O

—singy;
CoSY;

—sinﬂi
cosf;

0
0

0

cosf;
0

Sinﬁi

O R O O O O

o O O

—singy;
CosY;

0

0

0
—sinf;

0

cosf;

(2.102)

(2.103)

Vysledny vztah pro prevod sil ze soutadného systému stiedu plosek do posledniho

uzlu lopatky ma tvar

fio=Y (Ti4TyTe)"

J

2,1)
£

)

fro = (Ton, T, Te) £17.

J
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Fce kont(y,A,A;»,Tsc)

|uréen1' polohy kontaktnich plosek lopatek 1, 2 a jejich relativnich rychlosti|

+ (
A

j+l 1A= T i1 E"ZI
pocet_ploch+1 L DY\l BYNT! 153
mat_prunik=q, [ 7t SNt EYY

.

q4(3)>0
——

vypocet aktualni velikosti plochy kontaktu S,

N
S

vypocet tuhosti pro aktualni pocet_ploch k. = N Y = €O, g :0¢ =
v

@
A

j<kont pl

o

vypoet normalové sily fi(3)| i=1.2

£i(3)>0 >=
konec

export F; vypocet relativni rychlosti
mat_prunik=qAj Viar TiajVer Vaai=TaaiVe:
VA=V1A;"V24j

Y

>0

vypocet tieci sily
fi5i(1,2)

i=1,2
i=1,2

l

transformace
fig:(TiAiji)'fiAj i=1,2
pticteni k vektoru sil
F=F;tf i=1,2

[

Obrazek 2.12: Vyvojovy diagram funkce vypocitavajici velikost normélovych a t¥ecich sil.
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2.2.3 Kontaktni vazba rhombickych lopatek s vlivem tieni

Postup uvedeny v prechozi kapitole bude nyni zobecnén pro pouziti na rhombickych
lopatkach, které maji navic kontaktni plochu otocenou oproti roviné lopatkového disku
o thel a. Obrazek 2.13 vyjadfuje polohu kontaktni plochy v lokalnim soufadném systému
dvou lopatek, respektive v detailu vpravo kontaktni plochu spolu s natoc¢enim lokalniho
souradnicového systému EnC. V souladu s predchozi ¢asti bude index ¢ nélezet ¢islu lopaty
a index j bude znacit kontaktni plochu.

Y=Y,

Obrazek 2.13: Soufadnicové systémy lopatek a kontakni plochy.

Vzhledme k uvazovani dalsiho natoceni kontaktni plochy bude zapotiebi pouzit dvé
transformacni matice pro popis polohy bodu dotyku v LSS kontaktni plochy, které budou
mit nasledujici podobu

cos(fB;) 0 sin(B;)
Tront,L; = 0 1 0 (2.105)

—sin(B;) 0 cos(5;)

1 0 0
Tencpont = | 0 cos(a) sin(a) | . (2.106)
0 —sin(a) cos(a)

Vyslednéd matice nato¢eni z LSSL (LSS lopatky) do LSS kontakni plochy T¢,¢ 1, popisuje
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transformaci natoceni prvni lopatky. Vznikne pronasobenim (2.105) a (2.106)

cos(f1)  —sin(fy)sin(a) sin(f) cos(a)

Teper, = 0 cos() sin(a) : (2.107)
—sin(f1) —cos(f)sin(a) cos(fr) cos(a)
Pro druhou lopatku z kontaktniho paru bez ztraty obecnosti lze uvazovat 5, = —f5 a

tedy

cos(fy) sin(fy)sin(a)  —sin(f) cos(a)
Tener, = 0 cos(av) sin(«) : (2.108)
sin(f1) —cos(fy)sin(a)  cos(f) cos(a)

Poloha bodu v kontaktni roviné se pak uré¢i v analogii s (2.80) jako

&ij

(Qijlenc = | mig | = Tngg,Li (Qij)Lis (2.109)
Gij

a jeho rychlost derivaci podle ¢asu
éz’,j
) X T .

(Uij)enc = | My | = Tenc,r,(Qig)L.. (2.110)

Gij

Primik e¢, v kontaktnim bodu j bude urcen opét vztahen (2.82). Pro urcenf slozek tient
je nutné znat tzv. skluzovou rychlost ¢; v kontaktni roviné &£n, kterd se urci u dvojice
lopatek pomoci vztahu

Cie = €15 = &2y GiC =g~ Mgs G = \/Ce + e

kde 5 a 1) jsou skluzové rychlosti v jednotlivych smérech.
Trteci sily v kontaktni roviné &n jsou pak dany vztahy

2,1 Cj¢ 1,2 2,1
er(f ) = fN]CLH(Nj), T‘](E ) - - j(é )7
J
2,1 Cj 1,2 2,1
Tt = NN, 1Y = T, (2111)

J

kde H(N;) je Heavisidova funkce, ktera nabyva nulovych hodnot pro piipad N; = 0.

2.2.4 Zahrnuti vlivu predpéti v kontaktni vazbé

Lopatky realnych olopatkovanych diskii jsou ¢asto sestavovany s predpétim, pro jejich
modelovani je nutné mit moznost uvazovat vliv pfedpéti. Predpéti zplisobuje provazani
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kontaktnich bodi v normalovém smeéru, které je nahrazeno kontaktni vazbou vyjadre-
nou matici tuhosti K, cqpers. Strukturou bude matice piedpéti shodnd s matici kontaktni
tuhosti (2.91). V piipadé uvazovani pouze normalové tuhosti s tim rozdilem, Ze matice
tuhosti je konstantni po celou dobu vypoctu.

Stejné jako pii definovani kontaktni tuhosti je nutné znat kontaktni sflu, je i zde pro
definovani vlivu pfedpéti nezbytné znat jeho velikost. Pti znalosti velikosti sily predpéti
se matice tuhosti predpéti uréi s vyuzitim vztahu (2.86) a (2.87).

2.3 Uziti modalni analyzy pro redukci modelu rotuji-
ciho télesa

Tato podkapitola se bude nejprve zabyvat feSenim problému vlastnich hodnot a k nim
prislusejicim vlastnim vektorim pro rizné druhy matematickych modeli. Nasledné bude
popsan postup vytvoreni redukovaného modelu soustavy respektujici rotujici lopatky. Pro-
blém vlastnich hodnot bude nejprve pfedstaven pro konzervativni soustavy bez uvazovani
gyroskopickych acéinki. Tento model je vhodny pouze pro vysetifovani slabé nekonzervativ-
nich systémiu, z tohoto divodu bude tento model rozsiten o dalsi ¢leny tak, aby v kone¢né
podobé vznikl vhodny matematicky nastroj pro vysSetfovani nekonzervativnich rotujicich
lopatek.

Pro dynamicky zatézované systémy je provedeni modalni analyzy zdkladnim ovéfenim
konstrukce. Je diilezité, aby se frekvence provozniho zatizeni nenachazela v blizkém okoli
vlastni frekvence a nedochézelo tak k rezonanci. Druhym piinosem, ktery bude uzit v této
praci, je pak moznost provedeni modalni redukce, kdy jsou pii vypoctu uvazovany pouze
vybrané vlastni tvary, ¢imz dojde k redukci poc¢tu stupni volnosti matematického modelu.

2.3.1 Modalni analyza konzervativnich soustav
Volné kmity nerotujicich konzervativnich soustav jsou popsany rovnici
Mq(t) + Kq(t) =0 (2.112)

pro pocateéni podminky dané vektory q(0) = qo a ¢(0) = qo. Resen{ soustavy n homo-
gennich diferencialnich rovnic druhého fadu (2.112) Ize obecné hledat ve tvaru
q(t) =ve™, v =[v,vs,...,00)7, (2.113)

kde v néalezi zatim nezndmému vektoru amplitud a 2 je thlova frekvence. Dosazenim
feSeni q(t) do (2.112) je ziskano

(K- QM) v =0. (2.114)
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Rovnice (2.114) predstavuje problém vlastnich hodnot. V piipadé, kdy alespon jedna ze
soufadnic vektori v je nenulova, se feSeni nazyva netrividlni feSeni a existuje v pfipadeé,
7e determinant matice K — Q?M je roven nule, tzn.

det (K — Q*M) = 0. (2.115)

Kofeny A\, = Q2 charakteristické rovnice se nazyvaji vlastni ¢isla. Vzhledem k symetrii
a pozitivni definitnosti matic M a K jsou nezaporni. Vlastni frekvence je pak rovna
hodnoté Q, = v/\,. Za predpokladu, ze nulita matice K — QM je rovna nasobnosti
vlastniho &isla A, kazdému vlastnimu ¢islu A, (respektive vlastni frekvenci €,) nalezi
vlastni vektor v, ktery spliiuje rovnici (2.114) a popisuje vlastni tvar kmiténi. Tedy

K-QO°M,)v,=0, v=1,2 ...,n. 2.116
(

S ohledem na homogenitu rovnice (2.116) je feSenim rovnice také vektor cv,, kde ¢ je libo-
volna konstanta. Z tohoto duvodu je nutné vlastni vektory normovat. Vzhledem k dalsimu
uziti vlastnich vektori je vhodné je normovat pomoci matice hmotnosti predpisem

viMv, =1 v=1,2 ..., n (2.117)

Dalsi z dilezitych vlastnosti vlastnich vektori je ortogonalita, jejiz dikaz bude néas-
ledovat. Necht rovnice (2.114) ma dvé rizna netrivialni fegeni (;, v; a Q;, v;. Upravou
(2.114) jsou ziskany vztahy

Kv, = Myv;, Kv; = Q?Mvj, (2.118)

T

které po prenasobeni i-té rovnice j-tym vlastnim vektorem v; respektive j-té rovnice

i-tym vlastnim vektorem v! nabyvaji tvaru

viKv, = Qv Mv;, v/Kv;=Qv/Mv;. (2.119)

i

Po transpozici druhé z rovnic a pfi symetrii matic K a M a ode¢teni prvni a druhé rovnice
je odvozen vztah

(9 — Q%) v Mv; = 0. (2.120)

Vzhledem k uvazovanému pfedpokladu ruznych vlastnich frekvenci ; # 2; musi platit
podminky ortogonality

VjTl\/Iw =0, a V;‘-FKVi =0 proi#j. (2.121)

Nyni lze s vyhodou vyuzit zavedené normy vlastnich vektori (2.117) a ortogonalitu vlast-
nich vektorii lze napsat ve tvaru

viMv; =6, i, hi=1,2 ..., n, (2.122)

viKv; = Q26
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kde ¢; ; je Kroneckertiv symbol, pro ktery plati ¢ = 5 6, =1 a i # j 0;; = 0. Sefazenim
vlastnich vektort do jedné matice vznika tzv. modalni matice V = [v,] a k ni sestavena
diagonalni matice s vlastnimi ¢isly v poradi odpovidajicimu vlastnim vektorii se nazyva
spektralni matice A = diag (%) € R™". Pii pouziti piedchozich vztaht lze podminky
ortonormality piepsat do podoby

VIMV =E, V'KV =A, (2.123)

kde E je jednotkova matice.

2.3.2 Modalni analyza silné nekonzervativnich soustav

Volné kmity nekonzervativni soustavy jsou popsany rovnici
Mq(t) + Bq(t) + Kq(t) = 0, (2.124)

kde oproti (2.112) vystupuje matice tlumeni B, kterd muZe byt spolu s matici tuhosti
K pro silné nekonzervativni soustavy navic nesymetrickd. Tento problém bude dale zo-
hlednén. Pti vypoctu vlastnich hodnot takovychto soustav se s vyhodou provadi rozsiteni
identitou

Mq(t) — Mq(t) = 0, (2.125)

kterd umoznuje zavést stavovy vektor

u(t) = [ a(t) } | (2.126)

q(t)

Nyni je mozné piejit z prostoru zobecnénych soutadnic do stavového prostoru
N;u(t) + Psu(t) =0 (2.127)

pro pocatec¢ni podminky vyjadiené ve stavovém prostoru v case t = 0

up = { o } . (2.128)
Qo
Matice N, a P, maji tvar
0 M -M 0
n=[2M] me[M2) 1

ktery zachovava symetrické rozlozeni matic M, B a K. Z duvodu nesymetri¢nosti matic
B a K je nutné pro modely (2.124) a (2.126) sestrojit modely adjungované.

Mi(t) + B i(t) + K'r(t) =0, resp. NIw(t) +Plw(t) =0 (2.130)
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se stavovym vektorem
w = { £(t) } . (2.131)

Matice N7 a PT jsou analogické k predchozim

NZZH)/I ]ZH PT:[_M 0}, (2.132)

ReSenim rovnic (2.124) a (2.127) je

q(t) =qeM a u(t) =ueM (2.133)
s vektory q, u spliwujicimi rovnice
(PM+AB+K)g=0 a (AN,+P,)u=0 (2.134)

Resent adjungovanych modeli (2.130) ma tvar
r(t) =re™ a w(t) = weM (2.135)
s vektory r, w spliiujicimi rovnice
(MM +AB" +K")r=0 a (AN +PI)w=0. (2.136)

Rovnice (2.134) a (2.136) predstavuji feSeni problému vlastnich hodnot v konfigurad-
nim n-rozmérném prostoru P?, respektive ve stavovém 2n-rozmérném prostoru P?". Stejné
jako pro (2.115) existuje netrivialni ¥eSeni pouze pokud pfislugny determinant je rovny
nule. Plati tedy

det (M +AB+K) =0 a det(AN,+P,)=0. (2.137)

Koteny obou charakteristickych rovnic (2.137) jsou identické. Vlastni ¢isla mohou byt po
dvojicich komplexné sdruzené.

N=—a, +i8y, Mam =N =—a,—i8, pro v=12....m (2.138)
nebo realna
A=—a, pro v=2m+12m+2,...,2n. (2.139)

Dle vlastnich ¢isel 1ze urcit stabilitu takovéhoto systému. V piipadé, Ze redlnd c¢ast
vlastniho ¢isla je kladnéa (o, < 0), je systém nestabilni. Nestabilita pro (2.138) se nazyva
flutter, nestabilita pro vlastni ¢isla (2.139) se nazyva divergence, viz napt. [Dupal (2004)].
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Pro soustavy, které budou dale uvazovany, plati, ze nulita 7, matice \,N;+ P je vidy
rovna nasobnosti p, pfislusného vlastniho ¢isla.

Diky uziti adjungovanych modeli nélezi kazdému vlastnimu ¢islu A\, jeden pravostranny
vlastni vektor q, resp. u, a levostranny r, resp. w,. V piipadé, kdy jsou matice B
a K symetrické, jsou i matice Ny a P, symetrické, coz zptsobi, Zze adjungované modely
jsou totozné s puvodnimi a levostranné vlastni vektory jsou totozné s pravostrannymi
(=1, vP"au, =w, v P").

Vlastni vektory spliuji (2.130) a (2.136):

o v P

(MM+AB+K)g, =0, (XM+)\B"+K")r, =0, (2.140)

o v P2

(AN, +Py)u, =0, (AN + P w, =0. (2.141)

Ze stejného diivodu jako u netlumennych soustav je nutné vlastni vektory tlumenych
soustav normovat. Vhodnou normou ve stavovém prostoru P?" je podminka s vidhovou
matici N,

w/Nau, =1 pro v=1,2...,2n. (2.142)

Ortonogonalita vlastnich vektoru bude provedena analogickym postupem k postupu
pro netlumené soustavy. Necht existuji dvé rizna netrivialni feSeni \;, w;, w;, a A;, u;,
w; problému vlastnich hodnot (2.141). ReSeni lze zapsat ve tvaru

P, = -\Nyu;,  Plw; = —\Nl'w,. (2.143)
Prondsobenim zleva vektory w] a ul je ziskano
w] Pau; = —\;w] Nouj, u Plw; = —\u] Nlw;. (2.144)
Po transpozici druhé a odec¢tenim od prvni je odvozen vztah

0= (N — ;) W/ Nou;. (2.145)

Pro \; # A, plati nésledujici podminky biortogonality
w/Nu; =0 a w/Pau;=0 pro i j. (2.146)

Pfi vyuziti normy (2.142) jsou pravo a levostranné vlastni vektory biortonorméalni, nebot
splituji nasledujici podminky

WiTNSLIj = 5@‘, WZ-TPSLI]' = —)\jél-j, ’l,j = 1, 2, ey 2n, (2147)
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kde 0;; je Kroneckertv symbol.
Poskladanim pravostrannych u, a levostranych w, vlastnich vektorti v prostoru P?"
do matic vzniknou modalni matice

U=[u]eC™  W=][w,]ecC™" (2.148)

a dale spektralni matice A = diag()\,) € C*?", ve které jsou vlastni ¢isla v daném poradi
usporadana na diagondle. Pii platnosti pfedchozich vztahii 1ze podminky biortonormality
prepsat do maticového zapisu

WIN,U=E, W'P.U=-A, (2.149)

kde E znadi jednotkovou matici.
Modalni matice pravo a levostrannych vlastnich vektoru v prostoru P"

Q=lg)eC™, R=[]eC"™ (2.150)
jsou piislusnymi modalnimi maticem v P?*" vazany vztahy
QA RA
= W= 2.151
U { Q |’ R | (2.151)

které piimo vyplyvaji z definic (2.126) a (2.131) stavovych vektorii a z tvaru feseni (2.133)
a (2.135)

u(t) = { Ad 1 M w(t) = { Ar 1 M=, = { AvGly } . ow, = { Aty } L (2.152)

q r Qv ry

Vlastni vektory u,, v =1,2,...,2n jsou obecné komplexni a linedrné nezavislé, nebot
rovnici typu

2n
> cu,=0 (2.153)
v=1

splhuji vzhledem k biortogonalité (2.147) jen v trividlnim piipadé, jinymi slovy jsou kon-
stanty rovny ¢; = ¢g = ... = ¢9, = 0. Vlastni vektory (2.148) tvoii bazi v 2n dimen-
ziondlnim Euklidovském prostoru. Proto kazdy mozny pohyb soustavy téles modelovany
rovnici (2.127) 1ze popsat v P2 linearni kombinaci pravostrannych vlastnich vektora

u(t) =Y u,m,(t) = Ux(t). (2.154)

Vztah popsany rovnici (2.154) se nazyva modalni transformace ve stavovém prostoru.
Metoda vySetfovani dynamické odezvy silné nekonzervativnich soustav zaloZzena na mo-
dalni transformaci se nazyva podobné jako u konzervativnich popit. slabé tlumenych sys-
tému moddlni metoda.
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2.3.3 Modalni analyza systémi s gyroskopickymi tc¢inky

Modalni analyza systémii s gyroskopickymi ucinky, v disledku antisymetrické matice
gysorkopickych uc¢inkt, je do zna¢né miry analogickd s postupem popsanym v piedchozi
kapitole, s tim rozdilem, Ze adjungované modely nejsou shodné s puvodnimi (2.140) re-
spektive (2.141) a pravostranné vektory nejsou totozné s levostrannymi. Diisledkem je tedy
nemoznost pouziti standardnich postupt, pii kterych se pouzivaji vysledky symetrickych
analyz. Zahrnuti vlivu antisymetrickych matic do matematického modelu ze symetrickych
uloh je soucasti nasledujici podkapitoly.

2.3.4 Redukovany model soustavy lopatek

Matematicky model lopatky s bandazi (2.39), ktery zahrnuje vlivy rotace télesa, nyni
bude rozsifen o vliv kontaktnich sil se tfenim na tvar zapsany v komprimované formeé

Mg + (B +woG) q + (Ks — wiKag + wiK.) g = wok, + £(q, 4, 1), (2.155)

se symetrickou matici tlumeni B. Vliv bandaze je oproti modelu (2.39) pro stru¢nost
zapisu zahrnut do matic M, G a K, vektoru f, a vliv buzeni do spole¢ného vektoru
f(q,q,t) s kontaktnimi silami se tfenim.

Po provedeni modalni analyzy soustavy

Mg + Ksq =0 (2.156)

jsou zndmé spektralni A a modalni V matice nerotujici konzervativni soustavy , které
jsou znormovany M-normou. Po pievodu ze zobecnénych soufadnic do modélnich, kdy lze
s vyhodou na model jedné lopatky aplikovat redukeci na m stupnu volnosti, viz levy horni
index m, predpisem

q=""Vx, (2.157)

nabyvd model (2.155) po prenasobeni zleva matici VT podoby

"VIM™V% +" VT (B + wyG)"Vx +
"V (Ks — wiKa + wiKy) " Vx = wi "V, +" VT (x, %, t). (2.158)

Po zavedeni matic kondenzovaného modelu lopatky

B = ™VI'B™V,
G = "VI'G"V,

Ko(wy)) = "V (=K, + w2K,)"V, (2.159)
’fw = mVwa>

f = "™V7Tf(x,%, 1)
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lze model (2.158) dale upravit na
X+ <]§ + woé> x + (A + Rg(wg)) x = wlf, +f. (2.160)

Vyhodou tohoto pristupu je fakt, ze pro ruzné konstantni otacky wy jsou matice ]§, Ga Kg
a vektor f shodné a méni se pouze matice RQ(W()) a vektor ?, ktery obsahuje kontaktni
sily (norméalové a tieci). V piipadé sestaveni matematického modelu z vice lopatek jsou
matice ]§, G a K a vektor fw navzajem pro jednotlivé lopatky shodné a méni se pouze
matice Kq(wy) a vektor f popisujici silové téinky v kontaktnich bodech mezi bandazi
lopatek.

Pro tplnost nasleduje matematicky model obsahujici j lopatek kazdé o m mod&lnich

soufadnicich x, to znamena XI = [z, T2, -+ , Ty,
# B + woG 0 0 0 &
ig " 0 B + W()G 0 0 .’.tz
: 0 0 0 E
i’j 0 0 0 B+ WOG ij
B +w@
A + Ko (wo) 0 0 0 T
0 A+ Ko(w 0 0 T
+ () 2= (2.161)
0 0 0 :
0 0 0 A+ Ko(wp) x;
./A\-i-I:(rn(wo)
f, f,
LR f,
=w | . |t
il |
5\,—/ H[\,—/
£, £
Posledni matematicky vyraz lze zapsat
X + <]§ + woé) X + (K + KQ(U)U>) X = wif, +1, (2.162)

kde stiiska znaci globalni matice a vektory modelu (2.162).
Pro urceni nelinedrni dynamické odezvy je soustava diferencidlnich rovnic druhého
radu (2.162) pfevedena na soustavu diferencialnich rovnic prvniho fadu

i=Au+F, (2.163)
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kde

i
2.164
il (2.161)

Wi, + T
0

A= : (2.165)

_ (]§ +w0(§> - (K+KQ(WO)> ] |
E, 0

Tyto rovnice byly feSeny pro definované pocateéni podminky q(0) = 0, q(0) = 0
standardnim integra¢nim schématem Runge-Kutta v systému MATLAB.
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Kapitola 3

Export dat z MKP a kontrolni vypocty
jedné lopatky

S rozvojem hardware a softwaru se pro geometricky slozitéjsi télesa stale ¢astéji uplat-
nuje komerc¢ni software, nicméné jejich obecnost mize v nékterych piipadech zpisobit,
ze pro TeSeni jistych typu tloh nejsou zcela optimalni. Lze v8ak vyuzit jejich pfednosti
a vhodné je doplnit vlastnimi postupy a metodami, ¢imz se odstrani ptivodni nevyhody.

V této kapitole bude predstavena moznost rozsifeni standardniho konec¢noprvkového
softwaru ANSYS. Uvedeny postup lze zobecnit na jakykoliv jiny software. V preproce-
soru je pripraven a vysitovan model, jehoz matematicky popis pomoci matic hmotnosti
M, tuhosti B, tlumeni K a vektorii pravych stran f je exportovin ve strojové Citelném
formatu, ktery je déle zpracovavan v systému MATLAB.

3.1 Export potiebnych dat z ANSYSU

Cilem této podkapitoly je ve struCnosti prezentovat pouzivané postupy pro ziskani
zakladnich vstupnich dat z kone¢noprvkového systému ANSYS, které budou dale uzivany
v prezentované metodé. Ve vétsiné pripadu bylo zapotiebi exportovana data dale zpraco-
vat. Na tvod je nutné podotknout, ze systém ANSYS umoziuje exportovat jen celkové
matice M, B a K. Jinymi slovy, pokud je proveden export napf. matice tlumeni B bez
uvazovani gyroskopickych ic¢inki a matice tlumené soustavy s uvazovanim gyroskopickych
ucinku B,,, je antisymetrickd matice gyroskopickych u¢inki rovna vztahu G = B,,, — B.
Matice gyroskopickych tc¢inki jde samoziejmé vyexportovat piimo, pokud neni uvazovano
zadné tlumeni. Z tohoto divodu budou vSechny potiebné operace pro ziskdni pozadova-
nych matic nélezité uvedeny a vysvétleny.

Vsechny predkladané postupy budou provedeny na ilustrativnim ptikladu, kdy byla
zvolena lopatka s velmi jednoduchou geometrii, jejiz zdkladni rozméry jsou uvedeny na Ob-
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razku 3.1. Lopatka je modeloviana linearnimi objemovymi prvky BRICK185, které jsou
pouziviny pro obecnéjsi geometrie lopatek.

0.02¢_ 0,02
Y ’ ¥
L St
z/\[ .y L

0.2 34 0308

Obrazek 3.1: Geometrie zjednodusené lopatky véetné rozméri v metrech.

3.1.1 Export matic hmotnosti, tlumeni a tuhosti

Export matic hmotnosti, tuhosti a tlumeni bude predstaven na siti tvofené prosto-
rovymi linedrnimi prvky BRICK185. Kone¢né prvky BRICK185 jsou linearni osmiuzlové
objemové prvky, kde kazdy z uzli méa 3 stupné volnosti [ANSYS Help (2016)]. Pro jiné
kone¢né prvky je postup analogicky. Pocet stupnii volnosti jednoho uzlu je dilezity pii
sestavovani permutac¢ni matice, jejiz vyznam bude popsén dale.

Popis postupu

Export jednotlivych matic je moZzné provést pomoci piikazu HBMAT, ktery zajisti ex-
port zvolené matice v Harwellové - Boeingové formétu (zpusob datové méné néro¢ného
zapisu Fidkych matic) [ANSYS Help (2016)|, diive zapsané do souboru s piiponou emat.
Systémovy soubor s pfiponou emat je pfimo vygenerovan programem ANSYS po zadani
piikazu EMATWRITE, YES. Kromé matic lze na poslednich n fadcich se vypsat vektor pra-
vych stran, kde n odpovida poc¢tu stupni volnosti exportované soustavy. Druhou moznosti,
ktera se ukazala jako vhodnéjsi s ohledem na rychlejsi nac¢itani do systému MATLAB, je
prikaz EXPORT, ktery provede export matic ve formatu MMF (Matriz Market Format), jehoz
popis je uveden nap¥. v [ANSYS Help (2016)].

Jak je uvedeno vySe, export matic probihd vzdy z matematického modelu zvolené
a vypoctené tlohy. Tzn. v piipadé teSeni statické tlohy, lze exportovat pouze matici tu-
hosti K. Nyni bude uveden postup pro ziskani matic, které vystupuji v matematickém
modelu (2.34). Pro jejich ziskani je nutné provést miniméalné dvé analyzy:

e [xport matice hmotnosti M, tlumeni B, tuhosti K:
Po provedeni modalni analyzy (postacuje jeden vlastni tvar) jsou pii zadaném tlu-
meni exportovany uvedené matice. Konkrétni podoba piikazu pro export matice
tuhosti a vektoru pravych stran mé tvar HBMAT, , ,,ASCII,STIFF,YES. Popsany
postup je zndzornén na Obrazku 3.2. APDL kéd pro ziskani piislusnych matic je
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obsazen na pfilozeném CD pod nézvem ADPL_export_MBK.txt. Pripraveny kod pro-
vede export dat nejen ve formétu HBMAT, ale také prikazem EXPORT ve formatu MMF.

e Export matice gyroskopickych u¢inki wyG, matice zmékceni a vyztuzeni za rotace
K, = wi (K, — Ky):
Pro zahrnuti vlivu od rovhomérné rotace je nutné nejprve provést statickou analyzu,
jejiz vysledky jsou pak pouzity jako zadani pro modalni analyzu, ve které je zohled-
néno piedepnuti od odstiedivych sil (tzv. prestress effect). Samotny export matic
je shodny s vySe popsanym postupem. V piipadé, Ze neni uvazovano materialové
tlumeni je matice B = woG. Pro ziskani pouze matice K,,, je odec¢tena d¥ive expor-
tovand matice tuhosti K. APDL ko6d pro ziskani piislusnych matic je opét obsazen
na prilozeném CD pod nézvem ADPL_export_GK.txt.

MKP model

Y
Preprocessor Preprocessor
- Zadat vypis souboru .emat - Zadat Ghlovou rychlost [rad™]
Modalni analyza's Staticka Gloha pro uréeni
proporcionalnim tlumenim deformace od odstiedivych sil
\ Y
Postprocessing Modalni analyza
- export M, B, K pomoci se zahrnutim tlumeni
HBMAT a vlivu predpéti
- export souboru
DUMP l

Postprocessing
export M, B,., K.t pomoci
HBMAT

Matlab

- Nacteni matic MBK

- Nacteni RHS vektoru

- sestaveni permutacniho
vektoru

Obrazek 3.2: Vyvojovy diagram pro export potiebnych matic z ANSYSu.

Vektor pravych stran wif,, pti uvazované konstantni ihlové rychlosti obsahuje odstie-
divé sily od rotace. Vektor wif, je mozno exportovat s libovolnou ze jmenovanych matic,
napf. jiz uvedenym piikazem HBMAT, , ,,ASCII,STIFF,YES. Pro snazsi naslednou praci je
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v prilozeném APDL kédu ADPL_export_GK.txt napsan skrip pro ulozeni vektoru pravych
stran do samostatného souboru.

Systém ANSYS se pii feSeni matematického modelu snazi upravit v8echny matice co
nejvice do diagonalniho tvaru, proto pred fesenim provede pieskladani poradi jednotlivych
rovnic. Jinymi slovy, napft. pii pouziti kone¢nych prvkia BRICK185, kdy kazdy z uzlii mé
3 stupné volnosti, nejsou proménné j-tého uzlu na pozici [3xj —2,3%j — 1, 3% j|, ale jejich
poradi je dano permutac¢nim vektorem. Tento permutacni vektor je uloZzen jako 5. polozka
vypisu, ktery je ziskan p¥ikazem DUMP,ALL. Aby bylo mozno piikaz provést je nutno v za-
lozce Preprocessor zadat opét vypis systémového souboru EMATWRITE, YES. Pripadné jej
lze vyexportovat pomoci pitkazu HBMAT, , ,,ASCII,STIFF,YES, ktery do souboru s pii-
ponou mapping zapiSe ¢islo fadku v permutované matici a ¢islo uzlu sité. Jinymi slovy
pro jeden uzel prostotového konéného prvku odpovidaji t¥i sloupce permutac¢ni matice.

Tustra¢ni priklad

K ovéreni popsaného postupu je ptilozen APDL skript, ktery pro popsanou geometrii
sestavi kone¢noprvkovy model a exportuje piislusné matice dle postupu popsaném v pre-
deslé podkapitole. Poté je provedena statickd analyza modelované lopatky. Sila F, = 100 N
je zadana na uzel 129 ve sméru osy z, viz Obrazek 3.3. Stejné tak je provedena staticki
analyza pomoci modelu sestaveného z exportované matice tuhosti v systému MATLAB,
kde je sila F,zadana na pozici 2109 = 703 x 3, kde 703 je poradi uzlu 129 v diagonalizo-
vané matici tuhosti, které je ziskdno z vygenerovaného souboru DUMP. Ziskana staticka
vychylka u, = 0,22073 - 1072 m je shodna pro oba pfistupy.

!

Obrazek 3.3: ZatiZen{ ve sméru osy z lopatky se zjednodusenou geomerii.

3.1.2 Export modalni matice V a spektralni matice A

V této podkapitole bude uveden stru¢ny popis postupu pro ziskani modalni matice
V a spektralni matice A. Popis se omezi pouze na problém netlumenych modeli, jejichz
vysledkem jsou realné vlastni frekvence, které budou déle vyuzivany.
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Popis postupu

Pro zjisténi vlastnich vektort a frekvenci se nejprve sestavi kone¢noprvkovy model,
ktery je matematicky popsan netlumenou soustavou

Mg + Kq = 0. (3.1)

Matematicky popis feSeni, kterym jsou ziskdny vsechny potfebné tvary, je uveden v kapi-
tole 2.3.1.

V pripadé zahrnuti vlivu rotace, je nutné opét nejprve provést vypocet statického
zatizeni a poté provést modalni analyzu. Dle nastaveni Solveru, lze jednoduse piidavat
tlumeni, vyztuzeni a zmékceni za rotace.

Ilustra¢ni priklad

Pro ilustraci exportovani vlastnich vektoru spolu s vlastnimi frekvencemi a zahrnuti
vlivu rotace byl pouzit model pfedstaveny v predchozi kapitole, viz Obr. 3.1. Lopatka je
zatizena odstfedivymi silami od rotace okolo osy y o nominalni hodnoté 3000 ot /min. Pro
demonstraci vlivu rotace na vlastni frekvence byla provedena analyza uvazujici nékolik
variant:

a) netlumena lopatka bez vlivu rotace - modélni analyza nezatizené lopatky,

b) netlumena lopatka se zahrnutim vlivu rotace - modalni analyza piredchazejiciho
modelu doplnéného o matice woG, WK, a WK, viz (2.34).

Vlastni frekvence pro jednotlivé stavy jsou uvedeny v Tab. 3.1.

3.2 Modalné zredukovany model v MATLABu versus
¢asova integrace modelu v ANSYSu
V nésledujici podkapitole bude pro ovéfeni postupu opét pouzit kone¢noprvkovy mo-

del, jehoz geometrie s aplikovanou silou je uvedena na Obrazku 3.3.

3.2.1 Netlumeny matematicky model

Nejprve byly porovnany pfechodové kmity netlumené nerotujici lopatky. Porovnavané
kmity byly vysledkem ziskanym pomoci pfimé integrace v neredukované soustavé, tj. vy-
sledky ze systému ANSYS, s vysledky ziskanymi z vlastniho programu, ktery byl sestaven

25



Pofadi | Vlastni frekvence [Hz| | Vlastni frekvence [Hz]
Varianta a Varianta b
1 134,08 155,49
2 266,04 272,81
3 924,44 946,25
4 1555,78 1556,71
5 1775,35 1785,51
6 2653,50 2676,30
7 4850,58 4861,29
8 5017,24 5017,40
9 5167,60 5190,89
10 6299,99 6302,00

Tabulka 3.1: Tabulka vlastnich frekvenci dvou variant (bez vlivu rotace a s vlivem rotace).

v systému MATLAB. Vstupem pro matematicky model feseny v MATLABu byly spek-
tralni a modalni matice pro 20 vlastnich tvari, které byly exportovany vysSe popsanym
postupem. Vlastni frekvence netlumené soustavy jsou uvedeny v Tab. 3.1.

Modelovana lopatka byla skokové zatizena konstantni silou F, = 100 N ve stiedu
priifezu lopatky, viz Obrazek 3.3. Z porovnani vychylek je patrné velice dobré shoda zis-
kanych vysledku a to jak fekvenéni, tak vychylek ve sméru budici sily F, v uzlu upfipojeni
bandaze, viz Obrazek 3.4.
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45 }10'4 Prechodove kmity idealizovane lopatky ve smeru osy z

=== \lodalni redukce *

4 —PIny model - ANSYS

N w
Nl w ;g
" T I T

Vychylka
(m]

=
ol

[N

0.5

0 0.01 002 003 004 005 0.06 007 0.08 0.09 0.1
Cas

[s]

Obrazek 3.4: Odezva netlumené nerotujici lopatky na skokové buzeni silou 100 N.
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3.2.2 Matematicky model zohlediiujici materidlové tlumeni

V druhém kroku bylo do matematického modelu lopatky zahrnuto materialové tlumenti,
které bylo zad4dno proporcionalni B = SK pro 8 = 107°. I pro tento p¥ipad byla ziskana
velice dobré shoda vysledku ziskanych obéma ptistupy, viz Obrazek 3.5.

%x10* Prechodove kmity lopatky ve smeru osy z

451

4 H

3.5

3,

Vychylka
[m]
N
N (631

=
o

=

0.5

=== \odalni redukce
—PIny model - ANSYS

0, 1 1 1 1 1
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05

Cas

[s]

0.06 0.07 0.08 0.09

0.1

Obrazek 3.5: Odezva nerotujici tlumené lopatky na skokové buzeni silou 100 N.
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3.2.3 Matematicky model zohlediujici vlivy rotace

Poslednim testovanym pripadem bylo porovnani pfechodovych kmitt lopatky za kon-
stantni rotace (w = 3000 ot/min). V1iv rotace byl zahrnut postupem popsanym v kapitole
2.3.3.

Oba pristupy davaji velmi podobné vysledky, jak je patrno na Obrazku 3.6. Modrou
¢arou jsou vyneseny pfechodové kmity matematického modelu modalné redukovaného
se zohlednénim vlivu rotace a gyroskopickych ac¢inkia bez uvazovani materidlového tlu-
meni. Cernou ¢arou jsou vykresleny pfechodové kmity rotujici lopatky bez uvazovaného
materidlového tlumeni vypoctené ¢asovou integraci ptimo v systému ANSYS. Pro porov-
nani jsou cervenou ¢arou uvedeny prechodové kmity netlumené nerotujici lopatky taktéz
ziskané ¢asovou integraci v systému ANSYS.

Pro tplnost je na Obrazku 3.7 provedeno srovnani tii feSenych druhti matematickych
modeli. Cerna ¢ara odpovida ¢erné ¢are z Obréazku 3.6, tj. rotujici lopatka bez materia-
lového tlumeni. Modré je totozné s modrou ¢arou z Obrézku 3.4, tj. netlumené nerotujici
lopatka. Cervena je shodna s modrou ¢arou z Obrazku 3.5, tj. nerotujici lopatka zohlednu-
jici vliv materidlového tlumeni. Za zminku stoji mirné, aviak patrné, preladéni (vyztuzeni)
modelu zapfi¢inéné rotaci, odpovidajici vlastnim frekvencim uvedenym v Tab. 3.1.

c 3(10-4 Prechodove kmity lopatky ve smeru osy z

Vychylka
[m]
N

|
\
J
or == \odalni redukce
—VIiv rotace - ANSYS
—PIny model bez rotace - ANSYS
'l | | | | | | | | | |

0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1
Cas

[s]

Obrazek 3.6: Odezva netlumené rotujici lopatky na skokové buzeni silou 100 N.

29



[s]



3.3 Modelovani kmitt rhombické lopatky

V piedchozi podkapitole byl popsan postup exportu a jeho zpracovani, které bude nyni
aplikovano na redlnou geometrii rhombické lopatky. Schopnost aplikovat postup na obecné
geometrie a odhalit jeho p¥ipadné slabiny je hlavnim divodem, ktery stal za vznikem této
podkapitoly. Nejednou se totiz stalo, ze aplikovany postup nebyl efektivni, zpracovani
dat bylo pomalé ¢i pro sviij rozsah nebylo viibec pouzitelné. VSechny tyto faktory vedly
k tomu, ze byl vyladén postup, ktery byl v piredchozi kapitole predstaven a ktery lze diky
své obecnosti a robustnosti pouzivat pro Siroké spekrum modelu.

Pro demonstraci vhodnosti postupu byla vysitovana geometrie rhombické lopatky,
ktera se redlné nachazi na vysokotlaké ¢asti turbosoustroji a je vyobrazena na Obrazku 3.8.
Pro vSechny nasledujici testovaci tlohy je rhombicka lopatka vetknuta v nozce v misté,
kde je i ve skutec¢nosti prichycena k disku. Orientace globalniho soufadného systému zyz
je nasledujici. Osa z je umisténa v ose rotace disku, do kterého je lopatka zasazena, osa
y je v roviné olopatkovaného disku a osa z je vlastni osou lopatky.

Ay

Obrazek 3.8: Vysitovana rhombicka lopatka s Cervené vyznacenym mistem vetknuti do disku.
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3.3.1 Modalni analyza rhombické lopatky

Stejné jako pro jednoduchou lopatku i pro lopatku s obecnou geometrii byla nejprve
provedena modalni analyza. Vlastni frekvence pro netlumeny model bez uvazovani gyro-
skopickych ucinku jsou uvedeny v Tab. 3.2.

Vysledky jasné dokladaji, ze zvolend rhombické lopatka je velice tuha, coz se projevi
pri nasledujicich vypoctech. Pfi modalni redukci, zahrnujici prvnich 20 tvari, nedojde
k velkému zkresleni vysledki. Nékteré vybrané vlastni tvary jsou uvedeny na Obréazcich
3.9. Navic velké mnozstvi vyssich tvari se vyznacuje pouze malym mnozstvim kmitajici
hmoty, viz Obrazky 3.9(e) az 3.9(h).

Poradi | Vlastni frekvece [Hz|

990,76
2244.60
3794,00
4592,08
8624,90
10642,67
1254218
14600,96
15328,36
16535,70

—_

O© 0 1 O Ot = W N

—
)

Tabulka 3.2: Tabulka vlastnich frekvenci konzervativniho modelu rhombické lopatky.
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0

5.78403
2

9.88203]

—

2.721% 5.45592 8.18388
1.36398 409194 6.8199 X
Loppatka_cela prechod kmity-—dodal 2 (05)

0 10,9118
54786 12.2158

(e) Paty vlastni tvar 10642 Hz. (f) Sesty vlastni tvar 12542 Hz.

(g) Sedmy vlastni tvar 14600 (h) Osmy vlastni tvar 15328
Hz. Hz.

Obrazek 3.9: Vybrané vlastn{ tvary rhombické lopatky.
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3.3.2 Prechodové kmity skokové zatiZzené rhombické lopatky bez
materidlového tlumeni

Dynamicka odezva na skokové zatizeni konstantni silou rhombické lopatky byla prvni
testovaci tlohou. Konstantni sila F,, = 100 N byla zadana v koncovém bodé ve stiedu
priifezu lopatky. Jak bylo uvedeno vyse, jedna se o zatiZzeni ve sméru normaly kontaktni
plochy, viz Obrazek 3.10.

P1i porovnani ziskanych vysledki, viz Obrézek 3.11, na plném modelu lopatky feseném
integraci v ¢ase ANSYS (Cervena ¢ara) a na modelu sestaveném v systému MATLAB
(modra ¢ara), ktery vyuziva pii svém FeSeni modalni redukci na 20 vlastnich tvart, je
patrna velmi dobra shoda jak frekven¢ni tak i amplitudova.

Ay

Obrazek 3.10: Aplikované skokové zatiZeni statickou silou Fy na rhombickou lopatku.
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r }10'4 Prechodove kmity rhombicke lopatky ve smeru osy y

=== \odalni redukce
—PIny model - ANSYS

16

g

1.2

[y

0.8

Vychylka
[m]

ATV

0 1 1 1
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03

Cas

[s]

Obrazek 3.11: Odezva rhombické lopatky bez zahrnuti gyroskopickych G¢inkt a bez tlumeni.
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3.3.3 Prechodové kmity rhombické lopatky s uvaZovanym mate-
ridlovym tlumenim

Shodny matematicky model rhombické lopatky byl rozsifen o vliv materidlového tlu-
meni, které bylo zadano proporcionidlni B = SK pro 8 = 107°. I pro tento piipad je
ziejma velice dobré shoda vysledku ziskanych obéma pfistupy, viz Obrazek 3.12.

18 }10-4 Prechodove kmity rhombicke lopatky ve smeru osy y

=== \odalni redukce
1.6 ——PIny model - ANSYS

14

1.2

[N

Vychylka
[m]
o
(e¢]

o
o)

o
N

0.2

0 1 1 1 1 1 |
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03

Cas

[s]

Obrazek 3.12: Odezva rhombické lopatky s materidlovym tlumenim bez zahrnuti gyroskopic-

kych acinki.
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3.3.4 Prechodové kmity rhombické lopatky zohlednujici vlivy ro-
tace

Poslednim testovanym pfipadem bylo vypocteni prechodovych kmiti rhombické lo-
patky za ustéalené rotace (w = 3000 ot/min). Jak jiZz bylo uvedeno v tivodu podkapitoly,
osou rotace rhombické lopatky je osa hiidele, ktera je od patky lopatky vzdéalena o 205
mm. Vliv rotace na celkovou odezvu lopatky je tedy vyznamnéjsi nez tomu bylo u predcho-
ziho testovaciho prikladu, viz Obrazek 3.7. Ve vétsi mife se zde projevuje vliv vyztuzeni
za rotace, kdy dochézi k preladéni modelu a zaroven klesaji absolutni hodnoty vychylek,
jak je patrno na Obréazku 3.13.

%10 Prechodove kmity rhombicke lopatky ve smeru osy y

1.81
=== \lodalni redukce s vlivem rotace
1.6, | === Materialove tlumeni - bez rot.
l ‘ l —— Model bez tlumeni - bez rot.
1.4 | ‘
‘ ||
1.2 |
©
= 1
2°¢
S o8
< .

e | i 1
I H"\
(LEH LA

0.2 ‘

0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03
Cas

[s]

Obrazek 3.13: Porovnani jednotlivych odezev.
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Kapitola 4

Aplikac¢ni Glohy pro model kontaktu

Metodika modelovani kontaktnich tloh poddajnych téles, predstavena v kapitole 2,
byla nejprve ovéfena na jednoduchych tlohach. Uvazovand geometrie dvojice lopatek
umoznila pouzit prismatické lopatkové prvky. Popisy testovanych tloh a vyhodnoceni
vysledkii provadénych analyz jsou obsahem nésledujici kapitoly. Pro validaci vypocte-
nych vysledki je pouzit kone¢noprvkovy systém ANSYS, ktery se pouziva v technické
praxi pravé pro tento typ tloh. V systému ANSYS byla vytvofena stejnd geometrie, kterd
byla vysitovana linedrnimi osmiuzlovymi prostorovymi prvky SOLID185 pii zvolené full
integration.

4.1 Konstantni tuhost pro celou plochu a celou dobu
vypoctu

Model kontaktu, ktery byl testovan jako prvni, pouzival shodnou konstantni tuhost
elementarnich kontaktnich ploSek nachézejicich se na kontaktni plose. Pro piipady s kon-
stantni tuhosti byl zvolen tuhostni pfistup modelovani kontaktu. Zvoleny ptistup byl
schopny popsat stav po zatizeni lopatky, které nevyvolalo postupné odléhavani ploch.
Pokud by k nému dochéazelo, celkova tuhost kontaktu by klesala a vysledky by jiz ne-
odpovidaly vysledkim ziskanych z komeréniho MKP software. Byly porovnany odezvy
v koncovém bodu lopatek ve sméru ptisobici sily pro modely bez tieni (viz Obrazky 4.2(a)
a 4.2(b)) i se tfenim (viz Obrazky 4.3(a) a 4.3(b)) pro zatizeni lopatky ¢islo 1 impulzem
sily 10 N trvajicim po dobu 0,01 s, viz obr. 4.1. Oba dva matematické modely zohlediiuji
materidlové tlumeni, které je zadano proporcionalné s hodnotou koeficientu 8 = 1075,

Zatizeni impulzem sily bylo vyuzito pro otestovani, zda nedochazi k rozkmitani lopa-
tek zptisobenému numerickym feSenim tlohy. Vysledky dokazuji, ze pro oba dva modely
panuje vemi dobra shoda. Oba dva modely se utlumi hlavné diky materidlovému tlumeni,
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posledni uzel

pravotocivy systém, y sméfuje ven z nakresny

Obrazek 4.1: Zatizeni dvojice lopatek silou.

nebot po odlehéeni lopatky jiz kmitaji samostatné se stejnou frekvenci. Z tohoto divodu
jsou tvary prechodovych kmiti pro pripad bez uvazovani tieni i se tifenim v kontaktu velmi
podobné. Lisi se jen nejvétsi vychylkou po odeznéni impulzu, kterd je mensi u lopatek se
tfenim v kontaktu.

X 10°

= Posuv lopatky 1 ve smeru Z MATLAB bez treni
= Posuv lopatky 1 ve smeru Z ANSYS bez treni

x107°

= Posuv lopatky 2 ve smeru Z MATLAB bez treni
= Posuv lopatky 2 ve smeru Z ANSYS bez treni

Vychylky [m]
Vychylky [m]

-15
0 005 01 015 02 025 03 0 005 01 015 02 025 03
Cas [s] Cas [s]
(a) Prechodové kmity impulzné pfitlaco- (b) Pfechodové kmity lopatky 2 impulzné
vané lopatky 1 pro pfipad bez tieni. pritlacované lopatkou 1 pro piipad bez
tieni.

Obrazek 4.2: Prechodové kmitani lopatek pro pfipad bez tieni.
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X 107

== Posuv lopatky 1 ve smeru Z MATLAB se trenim
= Posuv lopatky 1 ve smeru Z ANSYS se trenim

Vychylky [m]

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3
Cas [s]

(a) Prechodové kmity impulzné pfitlacované lopatky 1 pro pfipad se t¥e-
nim.

X107

== Posuv lopatky 2 ve smeru Z MATLAB se trenim
= Posuv lopatky 2 ve smeru Z ANSYS se trenim

Vychylky [m]
o
ol o a1 =

|
T
H

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3
Cas [s]

(b) Ptrechodové kmity lopatky 2 impulzné pfitlaované lopatkou 1 pro
piipad se tienim.

Obrazek 4.3: Prechodové kmitan{ lopatek pro pfipad se tfenim.
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4.2 Prtechodové kmity pro budici silu kolmou k roviné
kontaktu

Soustava dvou prismatickych lopatek, shodné s predchozi, byla zatézovana piitla¢nou
skokovou konstantni silou o velikosti F, = 10 N, ktera byla pro tento piipad aplikovana do
stfedu bandaze, viz Obrazek 4.4. Umisténi plisobisté sily znamenalo zatizit posledni uzel
lopatky silou a momentem M, = c- I, kde c je vzdalenost tezisté bandéaze od posledniho
uzlu lopatky. Pro tuto soustavu byla feSena odezva systému na definované buzeni. Vliv

F,
ol

l—» i
zZ

pravotoCivy systém, y sméfuje ven z nakresny

kontaktu byl modelovan tuhostnim pfistupem.

Obrazek 4.4: ZatiZeni dvojice lopatek silou ve stfedu bandéaze.

Spravné zahrnuti pfitlacné sily bylo zkontrolovino odec¢tenim vychylek posledniho
uzlu, viz Obrazek 4.5. S ohledem na typ pouzitych konec¢nych prvki by se méla na Ob-
rdzku 4.5 objevit pouze vychylka do osy z a natoceni okolo osy y, které by odpovidalo
zatizeni piitla¢nou silou na rameni c. V tomto pfipadé se objevily vychylky i v ostatnich
soufadnicich, avsak vzhledem k jejich velikosti je mozné tyto vychylky povazovat za chyby
vzniklé numerickym fesenim.

Moznost zanedbani jejich vlivu je patrné z Obrazka 4.6 a 4.7, kde je vidét dobra
shoda ptechodovych kmita stfedii bandaze obou lopatek pii skokovém zatizeni 1. lo-
patky. Lze pozorovat drobny rozdil ve vlastni frekvenci lopatek. Diky uziti lopatkovych
prvku je model sestaveny v systému MATLAB o néco tuzsi oproti kone¢noprvkovému
modelu, ktery byl sestaven v systému ANSYS vyuzivajici prvky SOLID185. Aby byl tento
predpoklad potvrzen, byla provedena modéalni analyza, jez tuto domnénku potvrdila, viz
Tabulka 4.1. Dale byla u modelu v systému ANSYS provedena nahrada prvki SOLID185
jinymi prostorovymi prvky o shodné hustoté sité. Jejich vlastni frekvence jsou opét uve-
deny v Tabulce 4.1. Rozdilnost a vhodnou pouzitelnost jednotlivych prvki lze studovat
v [ANSYS Help (2016)].

71



%1078 Posuv X x 10 1! Natoceni okolo osy X
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Obrazek 4.5: Prechodové kmity jednotlivych zobecnénych soufadnic lopatky 1 pro pfipad bez

tfeni.

x10° Vychylky ve smeru Z

N
o
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—— MATLAB (multipiont) — zatizena lopatka
= ANSYS (standardni FEM) - zatizena lopatka
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Obrazek 4.6: Prechodové kmity ve sméru osy z lopatky 1 pro piipad bez t¥eni.
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-5 Vychylky ve smeru Z

25710
= MATLAB (multipiont) — nezatizena lopatka
= ANSYS (standardni FEM) — nezatizena lopatka
2k
— 1.5
£
2
21 \ \
S \
> yywdh
>
0.5
0 I I I I I I I I I )
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1

Cas [s]

Obrazek 4.7: Pfechodové kmity ve sméru osy z lopatky 2 pro piipad bez tfeni.
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P1i modelovani byla nejprve uzivana konstantni kontaktni tuhost, jinymi slovy shodna
pro celou kontaktni plochu po celou dobu simulace, tzn. neuvazovala se zména tuhosti dle
aktualni velikosti kontaktni plochy. Byla provedena citlivostni analyza, ktera méla za cil
zjistit vliv zmény velikosti kontaktni plochy na ziskané vysledky. Matematicky model
s pritlakem na prvni lopatce, viz Obréazek 4.4, zistal zachovan jako v ptedchozi tloze a
jen se ménil pocet kontaktnich ploch.

Pfechodové kmity pro ruzné diskretizace kontaktni plochy (déleni z x y odpovida x
sloupct a y fadka kontaktnich plosek) jsou téméi totozné, viz Obrazky 4.8. Na obrézcich
jsou patrné drobné odchylky, ale jak se dalo predpokladat, pro tento zatézny stav neni
diskretizace rozhodujici. Jeji vliv se projevi az v dalsi ¢asti textu, ktery se zabyva ménici
se velikosti kontaktni plochy naptiklad vlivem rotace lopatky okolo vlastni osy, coz je
v praxi dosti ¢asty piiklad. Pro iplnost dodejme, Ze diskretizace 1x1 je srovnatelna s dosud
pouzivanym piistupem, popsanym napft. [Byrtus et al. (2010)].

-5
25X 10 _ 25X 10 _
—Deleni 2X6 —Deleni 2X6
| —Deleni 10X10 ot —Deleni 1X1
i — Deleni 4X10 — Deleni 2X2
= 1_5,““ ‘\\ i Deleni 4X5 =15
—_ I =
z U z
> ] 5 1
6 [ “\“ 1 %
>acl >
>o05] || | >05
| V
0 ; : 0 : :
0 0.02 0.04 0 0.02 0.04

Cas [s]

(a) Pfechodové kmity ve sméru osy z lo-
patky 1 kontaktni tlohy se tfenim pro riz-

nou diskretizaci plochy.

(b) Pfechodové kmity ve sméru osy z lo-
patky 1 kontaktni tilohy se tfenim pro riiz-

nou diskretizaci plochy.

Obrazek 4.8: Piechodové kmity ve sméru osy z pro piipad se tf¥enf a rtizné diskretizace plochy.

S ohledem na ruzné druhy pouZitych kone¢nych prvkia (model v MATLABu uziva
lopatkové prvky nesouci v sobé informaci o natoceni, zatimco model v systému ANSYS
uziva prostorovych prvkia SOLID185), lze piimo porovnat pouze posuvy uzli ve stiedu
lopatky, nebot prvky SOLID185 v sobé nemaji informaci o natoceni prutrezu. Diskretizace
kontaktni plochy pro model v MATLABu je zvolena 2x6. Nedostatek tohoto pristupu se
projevi v piipadé uvazovani pritlacné sily F, a silové dvojice M,, kterd nataci lopatku
okolo jeji vlastni osy, tj. osy x, viz Obrazek 4.9. Pribéh ptitlacné sily F, a silové dvojice
M, je znazornén na Obréazku 4.10(a), respektive 4.10(b).

Prechodové kmity ve sméru pritlacné sily F, jsou vyneseny na Obrazku 4.11 a pirecho-
dové kmity ve sméru osy y jsou zobrazeny na Obrazku 4.12.
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A

7 posledni uzel

g [ —

y* o ox | M,

© | B
N

pravotocivy systém, y sméfuje ven z nakresny

Obrazek 4.9: Zatizeni dvojice lopatek silou a dvojicf sil.

E[N] M,
[Nm]
16 2
0 t[s] 0 t[s]
(a) Prubeh piitlacné sily. (b) Prab&h momentu dvojice sil.

Obrazek 4.10: Pribéh sily F., a silové dvojice M.
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Na uvedenych obrézcich je vidét dobra shoda pfechodovych kmitid ve sméru osy za-
tizeni z, ¢imz je potvrzena vhodné zvolena tuhost kontaktu. Rozdil v posuvu ve sméru
osy y nebuzené lopatky, viz Obrazek 4.12(b) je zpusoben zanedbanim vlivu natoceni lo-
patkovych elementi okolo vlastni osy (tento vliv bude vysvétlen v nasledujicim odstavci).
Utlum, ktery je patrny na modelu sestaveném v systému ANSYS, odpovida pouze mate-
riAlovému tlumeni.

5X 107
—Posuv ve smeru Z lopatky 1 MATLAB bez treni
—Posuv ve smeru Z lopatky 1 ANSYS bez treni

3.

5X 107
—Posuv ve smeru Z lopatky 2 MATLAB bez treni
—Posuv ve smeru Z lopatky 2 ANSYS bez treni

2.5¢ 2.5r
E E
g 2 g 2
= =
E‘15 E\15
o 107 o 1.o]
53 2
1r 1r
0.5¢ 0.5f

% 0.005 0.01 0.015 0.02 % 0.005 0.01 0.015 0.02
Cas [g] Cas [s]
(a) Pfechodové kmity ve sméru osy z lo- (b) Pfechodové kmity ve sméru osy z lo-

patky 1 pro piipad bez tfeni. patky 2 pro piipad bez tfeni.

Obrazek 4.11: Prechodové kmity ve sméru osy z pro pripad bez tieni.

x10°
—Posuv ve smeru Y lopatky 1 MATLAB bez tren
—Posuv ve smeru Y lopatky 1 ANSYS bez treni

-8
5Xx 10

—Posuv ve smeru Y lopatky 2 MATLAB bez tren
—Posuv ve smeru Y lopatky 2 ANSYS bez treni

o~
E 0.8} —
< s s
$06 =3
% <
> $-10
0.4 >
0.2 -15H1
0 ‘ ‘ ‘ -20 ‘ ‘ ‘ ‘
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0 0.005 0.01 0.015 0.02
Cas [s] Cas [s]

(a) Pfechodové kmity stfedu lopatky 1 bez (b) Pfechodové kmity lopatky 2 bez tfeni

tfeni ve sméru osy y. ve Sméru osy y.

Obrazek 4.12: Piechodové kmity ve sméru osy y pro pripad bez tfeni.
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7. prechozich vysledku je patrno, Ze pro zvolené modely nestaci pouze porovnat hod-
notu posuvi ve stiedu lopatky, nebot nelze podchytit natoc¢eni prufezu. Bylo pfistou-
peno k porovnani posuvu na kraji lopatky. Zobecnéné souradnice modelu v MATLABu
tyto hodnoty neobsahuji piimo, proto byly posuvy ve sméru osy y ziskany predpisem
y = 0,01sin¢; + y;, kde ¢; je natoceni posledniho uzlu lopatky kolem osy = a y; je jeho
posuv ve sméru osy y, viz Obrazek 4.4. Divodem k vyuziti natoc¢eni stfedu prufezu k
vyjadieni posuvu byl neménny pruiez lopatkového prvku. Lopatkovy prvek je narozdil
od modelu v systému ANSYS, uvazovan v prifezu tuhy. Opacény postup, kdy by byl
porovhavan posuv a natoceni stredu, by vyzadoval zjisténi polohy vice uzli pro model
v systému ANSYS a z jejich polohy by bylo mozné urc¢it natoceni stfedu. Porovnévané
prechodové kmity pro kraj lopatky jsou na Obrazku 4.13. Rozdily jednotlivych vychylek
byly zdivodnény hlavné neptesnosti zvolené metody, kdy i pfes nataceni normalové sily,
dochazi k nepfesnostem (tihel natoceni se bere z po¢atecniho soufadného systému). Presto
panuje dobra shoda v dosazené ustalené vychylce ve sméru osy y, viz Obréazek 4.13(a) pro
buzenou lopatku a Obrazek 4.13(b) pro nebuzenou lopatku. Rozdil ve statické vychylce
je dan nevhodné zvolenou tuhosti kontaktu, kterd byla uvazovana konstantni pro celou
kontaktni plochu a dobu vypoctu.

e

——Posuv na konci lopatky ve smeru y lopatky 1 MATLAB bez treni
—Posuv na konci lopatky ve smeru y lopatky 1 ANSYS bez treni

x10°
——Posuv na konci lopatky ve smeru y lopatky 1 MATLAB bez treni
—Posuv na konci lopatky ve smeru y lopatky 1 ANSYS bez treni

I
N

1.2

[N
T

o
©

Vychylka [m]
=4
o
Vychylka [m]
=} =]
x o

o
N
o
N

. . . ) . . . ,
0 0.005 0.01 0.015 0.02 00 0.005 0.01 0.015 0.02
Cas [s] Cas [s]

(a) Ptechodové kmity kraje lopatky 1 bez tfeni (b) Pfechodové kmity kraje lopatky 2 bez tfeni

ve sméru osy y. ve Sméru osy y.

Obrazek 4.13: Piechodové kmity ve sméru osy y pro ptipad bez tieni.

Z tohoto diivodu bylo pristoupeno ke zptesnéni matematického modelu kontaktu, ktery
v kazdem kroku vypocte velikost kontaktni plochy a pro ni ur¢i odpovidajici kontaktni
tuhost. Aby nemusela byt uvazovana neustale se ménici matice tuhosti zacal byt vyuzivan
silovy model kontaktu, ktery umoznuje pouzivat konstantni matici tuhosti a vliv kontaktu
se projevi pouze ve vektoru sil.
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4.3 Silovy model kontaktu s nekonstantni tuhosti

Pro nasledujici modely byl ptijat predpoklad, ze ke zméné velikosti kontaktni plochy
dochazi hlavné v piipadé natéceni lopatek okolo vlastni osy, coz zptsobi i pootoceni
normalové a te¢né slozky kontaktnich sil oproti globalnimu soufadnému systému (GSS),
jak je patrno z Obrazku 4.14. Porovnani aktivnich kontaktnich plosek (MATLAB vs.
ANSYS) je vidét na Obrazku 4.15. Zanebéni vlivu natoc¢eni te¢nych a normalovych slozek
kontaktnich sil se projevilo hlavné pti uvazovani tieni.

kontaktni
plocha 2

kontaktni
plocha 1

Vi Y2

Z Z)

X
X4 2

Obrazek 4.14: Natoceni normélové kontaktni sily oproti GSS.

Popsany postup byl nejprve aplikovan na tlohu bez tfeni, viz Obrézek 4.9. Lopatka
1 byla skokové zatizena ptitlacnou silou F, = 16 N a lopatka 2 skokové zatiZzena dvojici
sil M, = 2 N/m, které ji natacely okolo osy z, viz Obrazek 4.9. éasovy pribéh pritlacné
sily F, je znazornén na Obrazku 4.16(a), respektive pro silovou dvojici M, na Obrizku
4.16(b). Aby bylo mozné sledovat vliv t¥eni, bylo skokové zatizeni dvojice sil aplikovano
s Casovym posunem (po utlumeni kmiti vyvolanych zatiZenim skokovou pfitlacnou si-
lou). Pii uvazovani t¥eni a materidlového tlumeni je ¢asovy posun 0,03 s dostateény pro
utlumeni kmiti ve sméru osy z, viz Obrazek 4.17.

Jak bylo uvedeno vyse, vliv nataceni kontaktnich plochplosek lopatek je nejvice pa-
trny na tecnych slozkach, respektive vychylkach ve sméru te¢nych slozek sil. Prechodové
kmity pfi zanedbani nataceni kontaktnich ploch jsou zobrazeny na Obrazku 4.18. Z po-
rovnani ustalenych vychylek je patrné, Zze rovnovazna poloha stale neni totozna pro oba

My

kontaktnich ploch. Pfechodové kmity po zahrnuti vlivu nataceni kontaktnich ploch jsou
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NearContact Sliding Sticking

(a) Aktivni kontaktni plogsky (ANSYS).

NearContact Sliding

(c¢) Aktivni kontaktni plosky (ANSYS).

80

Smer y

2 4 6 8 10
Smer X
(b) Aktivni kontaktni plogky (ne-
modreé) na lopatce ¢. 1 pii ¢astecném
odlehnuti kontaktu. (MATLAB)

Smer y

(5]
At

2 4 6 8 10
Smer x

(d) Aktivni kontaktni plogky (ne-
modré) na lopatce ¢. 1 pii ¢astecném
odlehnuti kontaktu. (MATLAB)

Obrazek 4.15: Ménici se pocet kontaktnich ploSek pfi uvazovani torze lopatky.



E[N] Mx

> ° >
0 t [s] 0 0,03 t [s]
(b) Prab&h momentu dvojice sil.

(a) Prubeéh piitlacné sily.

Obrazek 4.16: Pribéh sily F., a silové dvojice M.

uvedeny na Obrazku 4.19. Zde jiz panuje velice dobra shoda porovnavanych vychylek

ve sméru osy .

-5 -5
35X10 35X 10
—Posuv ve smeru Z lopatky 1 MATLAB se trenim —Posuv ve smeru Z lopatky 2 MATLAB se trenim
—Posuv ve smeru Z lopatky 1 ANSYS se trenim —Posuv ve smeru Z lopatky 2 ANSYS se trenim
25 25
E E
g 2 g 2
X A X AA
z (i z ’
gl.S gl.S
> >
1 1
0.5 0.5
O L L L L I} 0 L L L L L I}
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0 0.02 0.04 0.0E[S ] 0.08 0.1 0.12
Cas|[s

Cas [s]

(a) Pfechodové kmity ve sméru osy z lopatky 1 (b) Pfechodové kmity ve sméru osy z lopatky 2

pro piipad se tfenim. pro piipad se tfenim.

Obrazek 4.17: Prechodové kmity ve sméru osy z pro piipad se tfenim pii zanedbani naticeni

kontaktnich ploch.

Regenim této tlohy byla potvrzena spravnost vypoc¢tu proménné tuhosti. Dale bylo
zjisténo, ze velikost zatizeni silovou dvojici neméa vyznamny vliv na kontaktni tuhost, jejiz

velikost byla stale zavisla pouze na pritlacné sile.
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-7
5Xx 10

—Posuv ve smeru Y lopatky 1 MATLAB se trenim
—Posuv ve smeru Y lopatky 1 ANSYS se trenim

0
E 5t
(]
=
>
<
S -10f
>
_15,
_20 L L 1 L L s
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12
Cas [s]

(a) Pfechodové kmity st¥edu lopatky 1 se tfenim

ve Sméru osy y.

-7
nx 10

—Posuv ve smeru Y lopatky 2 MATLAB se trenim
—Posuv ve smeru Y lopatky 2 ANSYS se trenim
15

101

Vychylka [m]

0.1

o) 0.02 0.04 0.06 0.08 0.12

Cas [s]

(b) Pfechodové kmity lopatky 2 se t¥enim

ve sméru osy y.

Obrazek 4.18: Prechodové kmity ve sméru osy y pro piipad se tfenim pii zanedbani natéceni

kontaktnich ploch.

-7
23( 10
——Posuv na konci lopatky ve smeru y lopatky 1 MATLAB se trenim|
—Posuv na konci lopatky ve smeru y lopatky 1 ANSYS se trenim
0
E -2k
]
=
>
2
S-4r
>
s
-8 I . . . .
0 0.02 0.04 0.08 0.1 0.12

0.06
Cas [s]

(a) Prechodové kmity kraje lopatky 1 se tfenim

ve sméru osy y.

x10°°
——Posuv na konci lopatky ve smeru y lopatky 2 MATLAB se trenim|
—Posuv na konci lopatky ve smeru y lopatky 2 ANSYS se trenim

2.5r

Vychylka [m]

.
0.06
Cas [s]

1 I 1 .
0 0.02 0.04 0.08 0.1 0.12

(b) Pfechodové kmity kraje lopatky 2 se t¥enim

ve sméru osy y.

Obrazek 4.19: Piechodové kmity ve sméru osy y pro pifpad se tfenim pfi uvazovani natécenf

kontaktnich ploch.
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4.4 Citlivostni analyza silového modelu vzhledem k dis-
kretizaci kontaktni plochy

Pro zatézovaci stav, kdy jsou lopatky k sobé nejprve pritlacovany a poté natéceny,
byla také provedena analyza citlivosti na diskretizaci kontaktni plochy. Citlivostni ana-
lyza byla provedena na shodném modelu (Obrazek 4.9). Prubéh silovych a¢inki zistal
zachovan pii stejné velikosti piitla¢né sily F, (Obrazek 4.16(a)) a jen byla zvysena velikost
silové dvojice na M, = 10 N/m. Bylo sledovano chovani kontaktu v zéavislosti na diskreti-
zaci kontaktni plochy. Jak bylo uvedeno v predchozi podkapitole, ptisobeni silové dvojice
zapiicini odlehnuti ¢asti kontaktnich ploch. Zbyvajici plosky v kontaktu zptusobuji zménu
tuhosti a excentrické rozlozeni sil. Pro citlivostni analyzu byly vyuzity diskretizace 1x1,
2x2, 5x10, 10x20, 20x40 (vodorovny smér, svisly smér). Také byl méfen ¢as vypoétu nutny

na provedeni simulace, ktery je uvedeny v Tab. 4.2.

Diskretizace | Cas [s]

1x1 29,4
2x2 80,26
5x10 459.5

10x20 2,4- 103
20x40 7,1-103

Tabulka 4.2: Tabulka vypocetnich ¢astl pro rtiznou diskretizaci kontaktni plochy.

Hlavnim kritériem urcujicim vhodnost diskretizace je pouzitelnost vysledki. Piecho-
dové kmity vypoctené pro jednotlivé diskretizace byly porovnany. Na Obrazku 4.20, kde
jsou zobrazeny prechodové kmity ve sméru osy zatézovani, tj. osy z, je patrna dobra shoda
pro vSechny diskretizace kontaktni plochy. Kontaktni plocha musi po ustaleni prechodo-
vych kmit pienést stejnou silu ve sméru osy z, tj. dojde ke zméné kontaktni tuhosti. Je
velice dilezité, ze do zacatku doby ptsobeni silové dvojice M, dochazi k ustaleni na stejné
vychylce. Relativné dobré shoda panuje mezi vysledky pro vychylky ve sméru osy y na
stfedu lopatky na Obrazku 4.21. Malé nepfesnosti na poc¢atku ¢asové integrace (do doby
pusobeni silové dvojice) lze zanedbat. Avsak po zacatku pusobeni silové dvojice, v du-
sledku preladéni kontaktni vazby, je patrné ustalovani prechodovych kmitti na rtznych
vychylkach. Nejvice citlivou souradnici na diskretizaci je pak rotace okolo osy x, tj. nato-
¢eni na poslednim uzlu lopatky ¢ zatiZzené silovou dvojici. Pro porovnatelnost vysledku
bylo natoceni ¢ opét prepocteno na posuv kraje lopatky, jako tomu bylo nap¥. na Obrazku
4.19. Pfechodové kmity kraje lopatky ve sméru osy y jsou znazornény na Obrézku 4.22.
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Soutadnice natoceni  je nejvice citliva na diskretizaci plochy z nékolika divodii. Hlav-
nim z nich je zména ramena, na kterém pusobi kontaktni sily. Pii jemnéjsi diskretizaci, lze
presnéji rozlozit vliv jednotlivych excentricky rozlozenych kontaktnich sil. Samoziejmé lze
téz presnéji urcit prunik jednotlivych ploch, na némz zavisi normalova sila. Bylo zjisténo,
ze je dulezité mit sit natolik jemnou, aby bylo mozno popsat maximélni deformaci kon-
taktni plochy. Jemnéjsi rozdéleni jiz nemé za nésledek vyraznéjsi zménu vysledki a jen
prodluzuje vypocet, jak je uvedeno v Tab. 4.2. Je proto dobré, provést kratky vypocet
pro rizné hustoty diskretizace, kdy dojde pouze k navazani kontaktnich vazeb, a podle
néj volit diskretizaci plochy.

-5
— Diskretizace 1x1
3l — Diskretizace 2x2
— Diskretizace 5x10
250 + Diskretizace 10x20
—_ + Diskretizace 20x40
1S
©  2f
XX
2
o 1.5¢
>
>
1 L
0.5 U

0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03
Cas [s]

Obrazek 4.20: Prechodové kmity lopatky 1 ve sméru z.
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01
—Diskretizace 1x1
— Diskretizace 2x2
Diskretizace 5x10
-0.5 + Diskretizace 10x20
. + Diskretizace 20x40
S
g
= -1
=
(8]
>
>
_1.5,
_2 | | | | )
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1

Cas [s]

Obrazek 4.21: Pfechodové kmity lopatky 1 ve sméru osy y na kraji lopatky.

20X 10
—Diskretizace 1x1
— Diskretizace 2x2
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Obrazek 4.22: Pfechodové kmity lopatky 2 ve sméru osy y na kraji lopatky
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4.5 Uzité modely treni

Nedilnou soucasti feSeni kontaktnich tdloh je vsak také tieni. V prvni fazi byl apli-
kovan konstantni koeficient tfeni f = 0.2. Pro dalsi pouziti byly implementovany rizné
metody umoznujici zavést zavislost koeficientu tieni také na relativni rychlosti elementar-
nich ploch. Pro dalsi praci byly pouzity nasledujici modely ttent:

1. Konstatni Coulombovo tieni
f=—fs, pro ca, <O0; f=1Ffs, pro ca >0, (4.1)
kde f, je staticky koeficient tfeni a ca; je relativni skluzova rychlost.
2. Coulombovo tieni aproximované hladkou funkci
f = fstanh(key,), (4.2)

kde f je staticky koeficient t¥eni, & > 1 je volen& konstanta a ca; je relativni
skluzova rychlost.

3. Model MSC.ADAMS majici tvar
f = fssin }C’arctan { (BcAj) - F [(BCAJ.) — arctan (BcAj)] }! , (4.3)

kde koeficinety B, E a C' se voli dle vysledki z experimentélnich méteni, viz uziva-
telsky manual [MSC software (2000)].

4. Model s exponencidlnim pfechodem mezi f; a fy majici tvar (pro ca, > 0)
f = fat (fo = fa)et =), (4.4)
kde f,; je dynamicky koeficient t¥eni a d je koeficient spadu, viz [Pesek et al. (2015)].

5. Model ANSYS majici tvar (pro cq, > 0)

f=fs1+ (FACT — 1)e %4, (4.5)
kde FACT = fa/y,, viz [ANSYS Help (2016)].

Tyto modely koeficientu tieni byly opét porovnany. Prubéh velikosti koeficientu tieni
v zavislosti na relativni rychlosti je vidét na Obrazku 4.23(a). Tyto modely tfeni pak
byly pouzity pro vypocet prechodovych kmiti modelu dvojice lopatek zobrazeném na
Obrazku 4.4 pii skokovém zatizenim silou F, = 10 N. Déleni kontaktnich ploch bylo
zvoleno konstantni 4x5. Vysledné vypoctené prechodové kmity lopatky 1 pro parametry
k=100, fe =0,4, f4=0,2,d=2, B=0,5, FE =—-2,0,C =1,7a FACT = 2 jsou
uvedeny na Obrazku 4.23(b).
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2.5
— Vychylky pro ft staticky
0.4r —Vychylky pro ft tanh
2,
03k a — Vychylky pro - MSC.ADAMS
. == =Vychylky pro stick—slip
0-2r E 15} - - -Vychylky pro Ansys
0.1f 2
+ Konstantni ft E‘
or —f, aproximace Tanh E\ 1+
01k —f,~ MSC.ADAMS
—f( stick-slip
-0 ~ ---f,~ Ansys 0.5
-0.3
0% 2 a1 o 1 2 3 a % 0005 001 0015 002 0025 003
x10° Cas [s]
(a) Velikost tieciho koeficientu v zévislosti na (b) Pfechodové kmity lopatky 1 ve sméru osy z
relativni rychlosti. pro ruzné modely tieni.

Obrazek 4.23: Zavislost koeficientu tfeni na relativni rychlosti a vliv na pfechodové kmity.

Drobné neptesnosti, které nadale mezi vysledky panuji, maji vice duvodi:

1. Modely kontaktu na Obrazcich 4.23 se uvazuji bez vlivu nataceni kontaktnich ploch

Pro eliminaci tohoto jevu byly vSechny tlohy v systému ANSYS pocitany bez jevu
stick-slip, avSak relativni posuv nelze zakazat.

2. Tuhost vSech kontaktnich plosek je pro jeden integracni krok stejna.

3. VSechny vlastnosti elementarni plosky jsou vztazeny na jeji stied, nelze tak uvazovat
jeji vlastni deformaci.
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Kapitola 5

Model disku rhombickych lopatek

Hlavnim cilem této kapitoly je dopracovani a praktické vyuziti vSech diive popsanych
postupti a metod. Nejprve bude popsan postup sestaveni matematického modelu olopat-
kovaného disku rhombickych lopatek, viz Obrazek 5.1, ¢ [Kubin & Hlous (2014)]. Dale
josu postupné zahrnuty vlivy rotace a vysledky komentovany.

Obrazek 5.1: Olopatkovany disk rhombickych lopatek, pfevzato z [Kubin & Hlous (2014)].

88



5.1 Modelovani olopatkovaného disku bez predepnuti

Stejné jako ve skutec¢nosti, kdy je olopatkovany disk slozen ze samostatnych lopatek,
byl i jeho matematicky model vytvoren ze samostatnych matematickych modeli rhom-
bickych lopatek, viz Obréazek 3.8.

Model olopatkovaného disku je tvoren stem shodnych lopatek, jejichz bandéaze s kon-
taktnimi plochami na sebe pifimo dosedaji. Kontakt je tedy uvazovan v misté bandaze.
Realné jsou bandéze lopatek predepnuté, avsak popis zahrnuti vlivu predepnuti bandéaze
bude shrnut v nésledujici kapitole.

Na zakladé modalni analyzy konzervativniho modelu rhombické lopatky bez uvazovani
vlivu rotace a tlumeni, jejiz vysledky jsou uvedeny v Tab. 3.2, a s ohledem na uvazované
jedné rhombické lopatky. Pro ovéfeni, Zze bylo do modalni redukce zahrnuto dostatec¢né
mnozstvi vlastnich tvarti, byly provedeny dvé citlivostni analyzy piechodovych kmiti.
Pti kazdé citlivostni analyze byly uvazovany tii stupné redukce na 5, 10 a 20 frekvenc¢né

Tvv s

1. Skokové zatizeni jedné lopatky

Skokové zatizeni konstantni silou 100 N ve sméru osy y, viz Obrazek 3.10, které
mé v tomto sméru za nasledek vybuzeni frekvenéné dominantnich tvari. Smér y
byl zvolen, nebot v ném se vyskytuji kontaktni silové ucinky. Dale byly pro tento
smér vypocteny pfechodové kmity pomoci integrace v ¢ase systémem ANSYS, viz
Obrézek. 3.11. Vypoctené piechodové kmity jsou porovnany na Obrazku 5.2.

2. Dyzové buzeni jedné lopatky

Rhombicka lopatka byla také zatizena dyzovym buzenim o frekvenci 2500 Hz, které
odpovida buzeni pii provoznich otackach n = 3000 ot/min a pii uvazovani 50 dyz.
Zvolené budici sila méla amplitudu F, = 100 N (smér osy hiidele). Porovnéani pie-
chodovych kmitu je vidét na Obrazku 5.3.

Z obou vypoctenych odezev je patna dobra shoda pro rizné stupné redukce navza-
jem (Obréazek 5.3) respektive neredukovanym modelem (Obréazek 5.2). S ohledem
na tuhost rhombické lopatky by pro navazujici provadéné analyzy bylo postacujici
uvazovat pouze prvnich 5 vlastnich tvari, které dostatecné vérohodné aproximuji
chovani rhombické lopatky v pozadovaném frekvenénim pasmu. S ohledem na oveé-
feni robustnosti pouzitého softwaru bylo pristoupeno k modalni redukei na 10 vlast-
nich tvarti, coz prokaze i pouzitelnost metody pro lopatky, které v zadjmové oblasti
maji vice vlastnich tvart.

3. Prechodové kmity olopatkovaného disku bez predepnuti
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%10 Prechodove kmity rhombicke lopatky ve smeru osy y

mmm \odalni redukce 5 tvaru
1.6 === Modalni redukce 10 tvaru

—Modalni redukce 20 tvaru

—PIny model - ANSYS

[N

L L L I
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03
Cas

[s]

Vychylka
[m]

Obrazek 5.2: Porovnani odezev rhombické lopatky ve sméru osy y bez zahrnuti gyroskopickych
ucéinkt a bez tlumeni pro modalni redukci na 5, 10 a 20 vlastnich tvari v porovnani s ¢asovou

integraci plného modelu.

«10% Prechodove kmity rhombicke lopatky ve smeru osy y

1.5
== \odalni redukce 5 tvaru
=== \odalni redukce 10 tvaru
16 —— Modalni redukce 20 tvaru

0.5

Vychylka
[m]
o

0 001 0.02 0.03 004 005 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1
Cas

[s]

-1.5

Obrazek 5.3: Porovnéan{ odezev rhombické lopatky ve sméru osy x vybuzené dyzovym buzenim

bez zahrnut{ gyroskopickych ucinkt a bez tlumeni pro modalni redukci na 5, 10 a 20 vlastnich

tvard.
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Vliv gyroskopickych ucinki je zahrnut postupem popsanym v kapitole 2.3.3, jehoz
pouzitelnost pro zvolenou geometrii je ovérena v kapitole 3.2.2. Modalni transfor-
maci s redukeci po¢tu stupnu volnosti je ziskidn matematicky model jedné rhombické
lopatky vcetné gyroskopickych uc¢inkt v modéalnich soutadnicich. Sefazenim samo-
statnych matematickych modeli jednotlivych lopatek je ziskdna soustava v podobé
prezentované vztahem (2.162). Provazani jednotlivych lopatek je provedeno pomoci
kontaktnich plosek, které se nachazeji na bandazi rhombické lopatky. Pro feSeni
kontaktni tlohy je zvolen silovy ptistup a kazda kontaktni plocha bandéaze je dis-
kretizovana na 6 kontatnich plosek v koncepci 2x3.

Pro ovéfeni popsaného matematického modelu byl proveden ovéfovaci vypocet, ve
kterém byla lopatka ¢. 1 zatizena skokové konstantni silou 100 N ve sméru osy
y. Jeji orientace byla definovana diive, viz Obrazek 3.10, respektive pro zatizeni
v disku, viz Obrézek 5.4. Pro zvoleny ovérovaci piipad byl zanedban vliv tfeni v
kontaktnich plochach bandéaze, aby doslo k vybuzeni co nejvétsiho poctu lopatek.
Predpéti také nebylo uvazovano, aby bylo mozné ovérit spravné provazani kontaktu.
Porovnavané vychylky nalezi poslednimu uzlu v ose pritezu lopatky pfed bandazi.
Tento uzel bude nazyvan POI. VSechny vychylky v dalSich podkapitolach budou
odec¢itany pravé v POI, pokud nebude uvedeno jinak. Porovnavané pfechodové kmity
budou vzdy v LSS dané lopatky.

lopatka 100 :
X
Tﬁ;

Y

Obrazek 5.4: ZatiZeni rhombické lopatky disku — pohled z boku.

Vykreslovani v8ech prechodovych kmiti do jednoho obrazku by bylo pro velky pocet
lopatek dosti neptehledné, proto byly vybrany pouze nékteré z nich. Nejprve byly
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porovnany piechodové kmity uzlu POI 1., 2. a 100. lopatky, které¢ jsou vyobrazeny na
Obrézku 5.5. Tento vybér ovéruje cyklickou provazanost disku. Dale byly vybrany
prechodové kmity 1., 25., 50. a 75. lopatky, jak je patrné na Obrazku 5.6, které
zaznamenéavaji postupné siteni impulzu sily, vyvolaného kontaktovanim jednotlivych
bandazi.

Spravné chovani lopatek bez uvazovaného predpéti je patrné z Obrazku 5.5, kdy je od
zatizeni lopatky ¢. 1 vybuzena zejména lopatka ¢. 2 (v piipadé uvazovaného predpéti
by se soucasné s 1. lopatkou zacala pohybovat i 100. lopatka). Rozdil vychylek
1. a 2. lopatky je pak zptsoben poddajnosti kontaktni vazby. Postupné vybuzeni
ykvartalnich“ lopatek je dobfe patrné na Obrazku 5.6. S ohledem na relativné velkou
tuhost rhombickych lopatek dochézi pouze k malému vybuzeni 25. lopatky, jejiz
kmity jsou rychle utlumeny. Deformace celého olopatkového disku v ¢ase t =0.015 s
je pak zndzornéna na Obrazku 5.7, kde pro snazsi orientaci je 100. lopatka oznacena
hvézdickami. Z pirechodovych kmiti je dobfe patrné materidlové tlumeni, které stoji
za postupnym uUtlumem kmiti a postupném kontaktovani jednotlivych lopatek.

Prechodove kmity disku nepredepnutych rhombickych lopatek

15 %107 ve smeru budici sily Fy

=== | opatka 1
=== | opatka 2

| opatka 100
WYY Vv

Vychylka
[m]

0.5

0
0 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007 0.008 0.009 0.01

Cas
[s]
Obrazek 5.5: Odezva disku rhombickych lopatek bez tfeni na skokové buzeni konstantni silou

F, = 100 N (lopatky 1, 2, 100).

Pro ovéreni spravné fungujici cyklické podminky byla na 1. lopatku aplikovana sila
o stejné velikosti, le¢ opa¢ného sméru. Analogické vysledky pro prechodové kmity
uzlu POI jsou patrné na Obr. 5.8, respektive 5.9. Deformace celého olopatkového
disku v ¢ase t =0.015 s je pak znazornéné na Obrazku 5.10, kde 100 lopatka je opét
znézornéna hvézdickami.

Je v8ak dilezité poznamenat, Ze rozdily v rovnovazné poloze jsou dany nesymet-
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Prechodove kmity disku nepredepnutych rhombickych lopatek

16 %107 ve smeru budici sily Fy
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Obrazek 5.6: Odezva disku rhombickych lopatek bez tfeni na skokové buzeni konstantni silou

F, = 100 N (lopatky 1, 25, 50, 75).

Vychylky disku nepredepnutych rhombickych lopatek
ve smeru budici sily Fy
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02— P07 TN
= 0.02 o
04 | \ ! | \ ! \ 0020
-0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3 04

Osay

Obrazek 5.7: Odezva disku rhombickych lopatek bez tfeni na skokové buzeni konstantni silou

F, = 100 N.
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ricnosti prutezu rhombické lopatky a jeho rtiznou tuhosti v kladném a zaporném

SMEru osy .

Prechodove kmity disku nepredepnutych rhombickych lopatek

0 %107 ve smeru budici sily Fy
== | opatka 1
=== | opatka 2
== | opatka 100
-0.5
< -1
=
Z2E
o —
>
> a5
oF
_25 1 | | | | | | | | |

0 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007 0.008 0.009 o0.01
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[s]

Obrazek 5.8: Odezva disku rhombickych lopatek bez tfeni na skokové buzeni konstantni silou

F, — -100 N (lopatky 1, 2, 100).
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Prechodove kmity disku nepredepnutych rhombickych lopatek

05 %107 ve smeru budici sily Fy
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0 MW m—|_opatka 50 &
Lopatka 75
-0.5

Vychylka
[m]
A

-1.5
2F
_25 | | | | | | | | | |
0 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007 0.008 0.009 o0.01
Cas
[s]

Obrazek 5.9: Odezva disku rhombickych lopatek bez tfeni na skokové buzeni konstantni silou

F, = -100 N (lopatky 1, 25, 50, 75).

Vychylky disku nepredepnutych rhombickych lopatek
ve smeru budici sily Fy
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Obrazek 5.10: Odezva disku rhombickych lopatek bez tfeni na skokové buzeni konstantni silou

F, —-100 N.
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5.2 Modalni vlastnosti disku rhombickych lopatek
s predepnutim

Vliv pfedepnuti je v modelu disku zohlednén dle teorie popsané v kapitole 2.2.3.
Pro uvazovany typ rhombickych lopatek bylo v minulosti (napf. [Zeman et al. (2010)])
uvazovano piredpéti 3,27 MPa, coz je hodnota odvozend z experimentalné zméiené defor-
mace v misté bandaze s hladkymi kontaktnimi plochami bez vlivu rotace a materialového
tlumeni lopatek.

Velikost predpéti ma zasadni vliv na chovani olopatkovaného disku, jak je demonstro-
vano v této kapitole, kde je provedena modéalni analyza olopatkovaného disku.

Vliv piedpéti se projevi hlavné provazanim lopatek, aniz by byla pfimo aplikovanav-
néjsi zatézna sila v normalovém sméru kontaktni plochy. Vliv provazani je pak demon-
strovan v Tab. 5.1, kde jsou uvedeny vlastni frekvence disku rhombickych lopatek s rizné
velkym predpétim. V1iv provazani je zcela patrny — s rostoucim piedpétim dochazi k pre-
vlastni tvary stale odpovidaji ohybovych kmitim, avSak dochazi k postupnému soufaz-
nému kmitani sousednich lopatek. Radovs vysS§i predpéti pro zjisténé modalni veli¢iny pii
zaokrouhleni na dvé desetinna mista se projevuje mirnym zvySenim vlastnich frekvenci az
u vlastnich tvart charakterizovanych nékolika uzlovymi kruznicemi, viz Tab. 5.1. U ma-
tematického modelu bez predpéti se vyskytuji shodné vlastni tvary lopatek. Jinymi slovy
nasobnost vlastnich tvaru je rovna poctu lopatek.

Diky uvazovani shodnych lopatek lze také pozorovat stonasobné vlastni frekvence u lo-
patek bez predepnuti a parové vlastni frekvence u lopatek s predpétim, k nimz jsou vlastni
tvary pouze pootocené, viz Obrazek 5.12(c) a 5.12(e) respektive pro liniové vykresleni
5.12(d) a 5.12(f).

7>
02 —%.?s “‘{//{’/—;—
N —— —
g 0 = )~§~‘
I 777/111 1\
T T T T T \l '8:8% 2

Obrazek 5.11: Prvni vlastni tvar olopatkovaného disku bez uvazovaného predpéti.
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Obrazek 5.12: Vlastni tvary olopatkovaného disku bez uzlové kruznice s poctem uzlovych

prumérd uvedenych v zavorce.
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(c) Sesty vlastni tvar pro uvazované pred- (d) Sesty vlastni tvar pro uvazované pred-
péti 0,27 MPa (3). péti 0,27 MPa - lopatky v linii.
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(e) Osmy vlastni tvar pro uvazované pied- (f) Osmy vlastni tvar pro uvazované pied-
péti 0,27 MPa (4). péti 0,27 MPa - lopatky v linii.

Obrazek 5.13: Vlastni tvary olopatkovaného disku bez uzlové kruznice s poctem uzlovych

pruméri uvedenych v zavorce (pokracovani).
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(e) 100. vlastni tvar pro uvaZované pied-
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(f) 100. vlastni tvar pro uvazované pied-
péti 0,27 MPa - lopatky v linii.

Obrazek 5.14: Vlastni tvary olopatkovaného disku bez uzlové kruznice.
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5.3 Simulace chovani olopatkovaného disku pii uvazo-
vani treni, predepnuti a ménici se rotaci

V nésledujicich podkapitolach budou provedeny vypocetni analyzy se zahrnutim vSech
diive predstavenych jevi, tj. bude zohlednéno tfeni, vliv rotace i pfedepnuti.

5.3.1 Prechodové kmity skokoveé zatiZeného olopatkovaného disku
s vlivem predepnuti

Smyslem této ulohy je ovéreni vlivu predepnuti. Olopatkovany disk byl zatizen skokové
konstantni silou F,, = 100 N, ktera byla aplikovana do uzlu POI 1. lopatky kolmo na rovinu
disku 3z, viz Obrazek 5.15. Uvazované predpéti bylo rovno 3,27 MPa. Aby se mohl projevit
pouze vliv pfedepnuti bylo tfeni zanedbano, tzn. budici sila byla pfenésena jen pomoci
predpéti respektive normélové kontaktni sily.

lopatka 100 E ilopatka 2
T Wo i

Y

Obrazek 5.15: Zatizeni rhombické lopatky disku - pohled z boku.

Pro nazornost jsou opét zobrazeny pouze pirechodové kmity ve sméru buzeni uzlu POI
1., 2. 2 100. lopatky, které jsou vyobrazeny na Obrazku 5.16. Stejné jako v podkapitole 5.1
tak byly vybrany prechodové kmity uzlu POI 1., 25., 50. a 75. lopatky. Jsou patrné z Ob-
razku 5.17, ktery zaznamenava postupné Siteni impulzu sily vyvolaného kontaktovanim
jednotlivych bandazi.
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7 divodu zanedbani tieni je tlumeni kmiti zplisobeno pouze vlivem materidlového
tlumeni. Dale je jasné patrné, Ze kmity vSech lopatek se ustaluji v nové rovnovazné po-
loze. Maximalni vychylku vykazuje zatiZzena lopatka, tj. lopatka 1. Na Obrazku 5.17 vSak
zaujme fakt, 7ze prubéhy vychylek 25. a 75. lopatky nejsou shodné. Tento fakt ma nékolik
divodu:

1. Tuhost lopatek:

Vzhledem ke geometrii thombické lopatky neni vyslednd tuhost lopatky v misté
kontaktu 1 a 2 totozna (viz Obrazek 5.19).

2. Vyosena norméla:

Normaéla kontaktu nelezi v roviné disku yz (viz Obrazek 5.19), proto se k matici
predpéti Ky, ciperi Pridava jeSté cosinovy prumét normalové slozky kontaktu.

Vliv nerovnomérnosti rozlozeni rovnovazné polohy jednotlivych lopatek, ktery kore-
sponduje s vySe uvedenymi fakty, je jasné patrny z Obrazku 5.18, kde jsou vyobrazeny
vychylky olopatkovaného disku v ¢ase 0,015 s.

Prechodove kmity disku rhombickych lopatek

12 x10 ve smeru budici sily Fx

== | opatka 1
=== | opatka 2
1 == | opatka 100

o
©

Vychylka
[m]
o [<)
B (o))

o
)

Cas

[s]

Obrazek 5.16: Odezva disku rhombickych lopatek bez tfeni na buzeni skokovou silou 100 N
(lopatky 1, 2 a 100).
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Prechodove kmity disku rhombickych lopatek
ve smeru budici sily Fx

= | opatka 1
== | opatka 25
== | opatka 50
Lopatka 75

©

=

2E

G =

>

>

Laaa R
. . |
0.05 0.1 0.15

Cas

[s]

Obrazek 5.17: Odezva disku rhombickych lopatek bez tfeni na buzeni skokovou silou 100 N
(lopatky 1, 25, 50, 75).

Vychylky disku predepnutych rhombickych lopatek
ve smeru budici sily Fx

A
, .\,.‘\;\/'////7////,,"’l

n 02 ) . 0.1
g O )/ ....... ;
@)

-0.2 0 8
'04 | I | [ | '01
-0.4 02 0 0.2 0.4
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Obrazek 5.18: Odezva disku rhombickych lopatek bez tfeni na buzeni skokovou silou 100 N.
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Obrazek 5.19: Natocen{ kontaktni plochy a umisténi kontaktnich ploch na rhombické lopatce.

104



5.3.2 Parametricka studie vlivu predepnuti na potlaceni kmitu
vybuzenych dyzovym buzenim

Potlaceni kmitani je jednim z klicovych faktort pfi navrhovani olopatkovanych disku
turbosoustroji. Omezeni kmiti se nechd provést vhodnym predpétim, které zptisobi ma-
ximéalni disipaci energie diky tfeni a pfitom nedojde k tzv. ,uzamceni“ kontaktu. Pro
tuto analyzu byl pouzit model tieni pouzivany v systému ANSYS, jehoZ tvar je popsan
vztahem (4.5). Pro zvolené rhombické lopatky byla experimentilné zméiena deformace
za rotace a z ni odvozeno predpéti, viz [Zeman et al. (2010)|. Cilem této podkapitoly je
oveérit vypocetni zpusob, jakym lze efektivné urcit vhodné predpéti.

Vsechny parametrické studie vlivu pfedpéti byly provedeny pro hodnoty parametri
uvedenych v Tab. 5.2.

Proménna Znacka Hodnota
Koeficient proporcionalniho tlumeni I6] 1079 [—]
Staticky koeficient t¥eni fs 0,5 [-]
Dynamicky koeficient t¥eni fa 0,25[—]
Koeficient spadu (Decay coefficient ) d 4 [-]
Predpéti Piress od 0 do 19 [MPa]
Budici sila dyzy F, 100 [N]
Pocet dyz ng 20
Konstantni otacky wo 3000 [ot/min] ~ 314,159 [rad ']
Pozn.: Hodnoty koeficienti fs, fg a d byly pouzity dle diive
provadéného vypoctu [Pesek et al. (2017)].

Tabulka 5.2: Tabulka vstupnich parametrt pro parametrickou studii vlivu pfedepnuti.

Dyzové buzeni ve sméru osy rotace disku s aplitudou 100 N bylo aplikovano do uzlu
POI vsech lopatek, vzdy s fazovym posunutim 6 = 27/n,. Piedpis pro uvazované dyzové
buzeni ¢-té lopatky s frekvenci ngwg mé tvar

F; . = 100sin(nqwot + 2w — id), (5.1)

jimz byl simulovan proud pary obtékajici i-tou lopatku ve sméru osy x.

Pro sestaveny disk rhombickych lopatek bylo provedeno velké mnozstvi vypocta ode-
zev. Maximalni ustalena odezva ve sméru buzeni ze vSech lopatek disku pro zadané pred-
péti reprezentuje jeden bod na Obrazku 5.20. Velikost ustalené odezvy pro referenc¢ni
predpéti je na Obrazku 5.20 vyznacen ¢ervenym koleckem. Zavér z provedené analyzy je
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takovy, ze pro vzustajici pfedpéti ustalené vychylky klesaji témeér linearné. To lze vysvétlit
relativné vysokou tuhosti samotné lopatky, jak bylo i prokdzano modalni analyzou. Vliv
yuzamceni“ nebyl ve zkoumaném pasmu pozorovan pravé z duvodu vysoké vlastni tuhosti
lopatky. Lze tedy ocekavat, ze pro ,poddajnéjsi“ lopatky by se ve zkoumaném pasmu
podafilo optimalizovat predpéti.

Maximalni vychylky vyvolane dyzovym buzenim

cc %107 pri konstantnich otackach

Vychylka
[m]
w
(6)]

25

15 1 1 1 1 1 1 1 1 1 |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Predpeti
[MPa]

Obrazek 5.20: Maximéalni vychylky uzlu POI ve sméru osy = pii ustaleném kmitani pii kon-

stantnich otackach 3000 ot/min i referen¢nich hodnotéch tfeni a ménicim se predpéti.

106



5.3.3 Parametricka studie vlivu koeficientu tieni na potla¢eni usta-
lenych kmitt vyvolanych dyzovym buzenim

Nejen predpéti, ale také velikost koeficientu t¥eni mé zasadni vliv na potlaceni kmiti.
V této parametrické studii byl disk sta rhombickych lopatek opét vybuzen 50 dyzami
pii konstantnich otackach 3000 [ot/min], tj. frekvenci buzeni 2 500 Hz. VSechny zbyva-
jici parametry jsou uvedeny v Tab. 5.3. Uvazovany model tfeni je shodny s predchozim
vypoctem, tj. definovany vztahem (4.5).

Bylo provedeno celkem 5 vypoétii, kdy pro kazdy z nich byly staticky f i dynamicky fy
koeficient tfeni pronasobeny parametrem tieni p. Velikost parametri tieni p byla zvolena
p=1[0,75;0,875;1;1,125; 1, 25].

Proménna Znacka Hodnota
Koeficient proporcionalniho tlumeni B 107° [—]
Staticky koeficient t¥eni fs 0,5 [—]
Dynamicky koeficient t¥eni fa 0,25[—]
Koeficient spadu (Deacy coefficient ) d 4 [—]
Predpéti Puress 3,27 [MPa]
Budici sila dyzy F, 100 [N]
Pocet dyz ng 50
Konstantni otacky wo 3000 [ot/min] ~ 314,159 [rad ']
Pozn.: Hodnoty koeficienti fs, f; a d byly pouzity dle diive
provadéného vypoctu [Pesek et al. (2017)].

Tabulka 5.3: Tabulka vstupnich parametri pro parametrickou studii vlivu koeficientu tfeni.

Opét byl disk vybuzen dyzovym buzenim definovanym piedpisem (5.1) aplikovanym
do POI ze vSech lopatek. Porovnavané ustalené odezvy byly ziskdny jako maximalni odezva
v POI vsech lopatek. Jeji hodnoty jsou uvedeny na Obrazku 5.21. Z porovnani vychylek
vyplyva, Ze pro vzrustajici tfeni klesa maximalni velikost ustalené odezvy. Ziskany zavér
je zcela v souladu se zavéry z predchozi podkapitoly, kdy pro vzristajici predpéti docha-
zelo ke snizovani maximéalni vybuzené odezvy. V disledku vysoké tuhosti rhombickych
lopatek je velikost maximalniho tieni, kdy dojde k ,uzamceni® vazby, stale velmi daleko
provoznim podminkam. VIiv zvySovani koeficientu tfeni vSak ma témér linedrni vliv na zis-
kand maxima odezev, coz je dokdzano prolozenim pifimky vychazejici z prvniho maxima
odezvy (pro p = 0,75) do posledniho maxima odezvy (pro p = 1,25). Maly rozdil mezi
prolozenou piimkou a vypoc¢tenymi hodnotami je dan relativné velkou tuhosti rhombické
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lopatky, ktera eliminuje vétsi pozitivni vliv tfeni na redukci vybuzenych kmiti.

Vychylka
[m]

5.1

4.9

4.8

4.7

4.6

4.5

4.4

4.3

4.2

Maximalni vychylky vyvolane dyzovym buzenim
pri konstantnich otackach

0.9 0.95 1 1.05 1.1 1.15 1.2
Parametr treni p

[-]

Obrazek 5.21: Maximéalni vychylky uzlu POI pfi ustaleném kmitani pfi konstantnim pfedpéti

3,27 MPa, otackach 3000 [ot/min] a ménicim se parametru t¥eni p.
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5.3.4 Parametricka studie vlivu rotace na potlaceni ustalenych
kmitd vyvolanych dyzovym buzenim - amplitudova charak-
teristika

Posledni parametrickéa studie méla za cil sledovat ustalenou odezvu pfi riznych provoz-
nich otackach. Cilem bylo urcit rezonan¢ni otacky olopatkovaného disku pro zvolené pa-
rametry. P¥i této analyze bylo nutné pro kazdé otacky upravit matice woG, wiK, a wiK,
a vektor odstredivych sil w2f, v modelu (2.155) jedné lopatky a matic woG, Ko (wp) vietnd
vektoru wgﬁ,v modelu olopatkovaného disku (2.162).

Proménna Znacka Hodnota
Koeficient proporcionalniho tlumeni I&; 107° [—]
Staticky koeficient t¥eni fs 0,5 [—]
Dynamicky koeficient t¥eni fa 0,25[—]
Koeficient spadu (Deacy coefficient ) d 4 [—]
Predpéti Puress 3,27 [MPa]
Budici sila dyzy F, 100 [N]
Pocet dyz ng 50
Otacky wo od 10 [ot/min]| do 3800 [ot/min)]
Pozn.: Hodnoty koeficienti fs, f; a d byly pouzity dle diive
provadéného vypoctu |Pesek et al. (2017)].

Tabulka 5.4: Tabulka vstupnich parametri pro parametrickou studii vlivu rotace.

TV

frekvenci predepnutého disku uvedenou v Tab. 5.1, kdy maximum ustalené odezvy pro 50
budicich dyz je v oblasti 1200 [ot/min], coz odpovida frekvenci dyzového buzeni w = 1000
Hz. Je to misto pfedpokladané rezonance, kde hodnoty ustalené vychylky dosahuji fadoveé
vyssich hodnot. Dale je patrné, ze s ménicimi se otdckami dochazi velmi rychle k redukci
kmitia. Pro 1200 [ot/min] bylo také provedeno porovnéni ustélené odezvy pro parametr
tieni p = 0,75 (Cerveny ¢tverecek) s 1,25 (Cerveny trojuhelnik). Z porovnéani plyne, Ze
tfeni ma opét pozitivni vliv na redukci ustalené odezvy dyzové buzeného disku. Maly
rozdil v odezvé v rezonanci pro jednotlivé parametry tieni p je prikladan opét pouziti
velmi tuhych rhombickych lopatek. V rezonaci dochézi témér k uzamceni, tudiz pozitivni
vliv tfeni na redukci kmitt se projevuje minimalné. Lze predpokladat, ze pro poddajnéjsi
lopatky bude vliv tfeni vyraznéjsi.
Vysetfené rezonancni otacky odpovidaji stavu danému rovnosti
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6—”Ond — f(ND,0), (5.2)

kde f (ND,0) je vlastni frekvence s 50-ti uzlovymi praméry (N D = ny) a zadnou uzlovou
kruznici. Tento stav je charakterizovan nejen rovnosti vlastni frekvence olopatkovaného
disku s dyzovou frekvenci buzeni, ale téz tvarem buzeni odpovidajicim vlastnimu tvaru

kmitu olopatkovanému disku.

Maximalni vychylky vyvolane dyzovym buzenim

,><10'3 pro predpeti 3,27MPa pro menici se otacky
%
4+
s 3
=
2
O d
>
> 2r * %
l -
* *
* *
OM******* | \**%******************** |
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
Otacky
[ot/min]

Obrazek 5.22: Maximéalni vychylky uzlu POI pfi ustaleném kmitani pfi konstantnim pfedpéti

3,27 MPa, referen¢nich hodnotach tfeni a ménicich se otackach.
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Kapitola 6
Zavér

6.1 Shrnuti vysledki

Predkladana prace se zabyva problematikou kmitédni téles s kontaktnimi vazbami
s aplikacemi na dynamiku lopatek a olopatkovanych diskti. Predstavené postupy a mo-
dely plati zcela obecné a lze je tedy aplikovat i na jiné vypocetni ptripady. Regeni této
problematiky ma na Katedfe mechaniky Fakulty aplikovanych véd ZCU v Plzni dlouhou
tradici a tato disertacni prace ji vhodné doplhuje a umoznuje jeji dalsi rozvoj.

Obsahem prvni kapitoly je stru¢né reserSe soucasného stavu problematiky kmitajicich
téles, poddajnych lopatek a kontaktnich uloh. V zavéru kapitoly jsou vytyceny cile, které
jsou v praci postupné plnény.

Druha kapitola obsahuje teoreticky popis uzivanych matematickych modeli, na kte-
rych je poté vystavéna celd prace. Autorovou snahou bylo popsat postup co nejpodrobnéji,
proto obsahuje uceleny navod pro modelovani lopatek pomoci lopatkovych 1D konec¢nych
prvki se zahrnutim vlivu tuhé bandaze a déale prezentuje moznost modelovani pomoci
3D konec¢nych prvki vhodnych pro obecné geometrie. V posledni ¢asti kapitoly je popsan
postup zahrnuti vlivu rotace do matematického modelu soustavy lopatek, coz je jedna
z klicovych pasazi textu.

Ve tfeti kapitole je vénovana pozornost propojeni komercéniho MKP softwaru AN-
SYS s vlastnim programem sestaveném v MATLABu, kdy jsou z ANSYSu vyexportovany
matice hmotnosti M, tuhosti B, tlumeni K a vektort pravych stran f jedné lopatky.
7 exportovanych matic jsou sestaveny vypoctové modely lopatky, dle postupu popsa-
ného v predchozi kapitole, od konzervativniho modelu po modely respektujici vliv rotace
a materidlového tlumeni. Vypoctené prechodové kmity modéalné redukovaného 3D mo-
delu rhombické lopatky jsou porovnény s piechodovymi kmity plného 3D modelu, kdy
oba dva pristupy jsou feSeny piimou integraci v casové oblasti. Z vysledkd plyne velmi
dobra shoda.
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Seznameni se a testovani jednotlivych piistupt modelovani kontaktu je hlavnim obsa-
hem ¢tvrté kapitoly. S ohledem na fakt, Ze se jedna primarné o popis chovani kontaktu,
vSechny analyzy v této kapitole jsou provadény na dvojici lopatek se zjednodusenou ge-
ometrii. V prvni ¢asti je uvazovan tuhostni pristup modelovani kontaktu, kdy provazani
téles je provedeno pomoci matice tuhosti kontaktu K.. Pristup je vhodny pfi vySetio-
kontaktnich tdloh se tfenim. Dale je vénovana pozornost silovému pfistupu, kdy se vliv
kontaktu projevuje pouze pomoci akénich a reakénich silovych uc¢inka ve vektoru pravych
stran. Obsahem je také porovnéni nékolika modeli tfeni a popséani metody pro Casové
proménnou velikost kontaktni plochy.

Spojeni vSech prezentovanych pristupu je provedeno v paté kapitole, kdy je modelo-
van olopatkovany disk rhombickych lopatek. Spravné modelovani disku je ovéieno nékolika
kontrolnimi vypocty, kdy vysledky jsou nalezité okomentovany tak, aby ¢tenaii byly po-
skytnuty vSechny informace o chovani zvoleného disku. Tim je mySleno vysvétleni poctu
vlastnich tvaru, kterymi je provedena modélni redukce kazdé lopatky, a dale modalni
analyza olopatkovaného disku pfi uvazovani rtiznych velikosti predpéti. V druhé c¢ésti je
pak provedena simulace chovani olopatkovaného disku rhombickych lopatek pii uvazovani
tfeni, vlivu rotace i pfedepnuti. Vysledky celkové koreluji s vysledky uvedenymi v pied-
chozich kapitolach.

6.2 Prinos prace

Hlavni pfinos predkladané disertacni prace spoc¢iva v navrzeni metod modelovani kmi-
tani poddajnych téles s uvazovanim vlivu materidlového tlumeni, tieni v kontaktnich
vazbach téles a ustilené rotace. Vyznamnym piinosem je sestaveni modelu olopatkova-
ného disku o zredukovaném poctu stupnii volnosti s vyuzitim kondenzovanych modela
jednotlivych lopatek. Zredukovny model lze pak feSit pfimou integraci v ¢asové oblasti
v pfiméfeném vypoctovém ¢ase. Tim je vhodné rozsiteno portfolio moznych piistupti mo-
delovani kmitani olopatkovanych diski, které jsou na Katedfe mechaniky rozvijeny.

Praktickym piinosem pro modelovani geometricky slozitych poddajnych téles v in-
terakei je vyuziti komer¢niho softwaru (ANSYS), ktery po exportu matic a kondenzaci
umoziuje modelovani i slozité soustavy téles v prostiedi MATLAB. V diserta¢ni préaci
je zprogramovan postup pro export matic ze softwaru ANSYS pomoci metod zvladaji-
cich praci s velkymi soubory. Na sérii ovéfovacich vypocti byl provéfen zptisob modelovani
kontaktnich ploch pomoci diskretizace kontaktnich ploch, véetné modelu tuhosti kontaktu.

Aplika¢nim piinosem disertacni prace je modelovani disku rhombickych lopatek, vy-
Setfeni modalnich vlastnosti a simulace jeho chovani pii uvazovani tfeni v kontaktnich
plochach bandazi lopatek, predepnuti a vlivu rotace pii skokovém a dyzovém harmonic-
kém buzeni.

112



6.3 Dalsi rozvoj reSené problematiky

Na zakladé ziskanych poznatki autor disertacni prace navrhuje rozsiteni popsaného
postupu modelovani kmitani rotujicich poddajnych téles s kontaktnimi vazbami v téchto
smérech:

1. Provedeni testii vyvinutych metod a vypoctovych programii na dalSich typech re-
alnych geometrii lopatek. Dle vypoctenych vysledki lze predpokladat, ze u diski
s poddajnéjsimi lopatkami se pomoci popsaného postupu projevi citlivéjsi chovani
na zmeénu parametri modelujicich tfeni v kontaktu a predepnuti.

2. Zohlednéni ulozeni lopatek k rotujicimu disku na poddajném hiideli. Podajnost
hiidele a uloZeni lopatky ovliviiuje chovani celého olopatkového disku, jak bylo jiz
diive publikovano napf. v [Kellner (2009)].

3. Aplikace realnych sil od proudéni na cely povrch lopatky. Vyhodou prezentované
metody je, Ze silové ucinky lze aplikovat do libovolného mista kone¢noprvkové sité.
Bude tedy velmi zajimavé vytesit vliv protékajictho média pres olopatkovany disk.

4. Se znalosti exportu a zpracovani matic lopatky ze softwaru ANSYS zpiesnéni vy-
poc¢ti kmitani olopatkovaného disku v prostiedi MATLAB.
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