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Školitel: Ing. Michal Hajžman, Ph.D
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Plzeň, 2018



Prohlášeńı
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Abstrakt

Dizertačńı práce se zabývá modelováńım ohybového kmitáńı rotor̊u turbodmychadel uložených
v kluzných ložiskách s plovoućımi pouzdry, navržeńım efektivńıch radiálńıch ložisek a prove-
deńım experimentu pro verifikaci simulaćı. Pro účely simulace jsou využity geometrické a pro-
vozńı parametry sériově vyráběného turbodmychadla a experimenty byly provedeny v součinnosti
s výrobcem.

Ve druhé kapitole práce jsou odvozeny pohybové rovnice popisuj́ıćı ohybové kmitáńı
rotoru. Využito je metody konečných prvk̊u a př́ıstupu, kdy jsou součásti turbodmychadla
považovány za vázaný mechanický systém. Třet́ı kapitola se zabývá modelováńım hydrodyna-
mického mazáńı v radiálńıch kluzných ložiskách s plovoućımi pouzdry, odvozeńım modelu pro
pr̊utok oleje mazaćımi otvory v plovoućıch pouzdrech a stanoveńım provozńıch v̊uĺı radiálńıch
ložisek. Čtvrtá kapitola je zaměřena na výpočet hydrodynamického tlaku metodami konečných
diferenćı a konečných prvk̊u a na stanoveńı hydrodynamických sil p̊usob́ıćıch v ložisku.

V páté kapitole je představena metodika pro hodnoceńı vibraćı točivých stroj̊u a jsou
charakterizovány typické vibračńı projevy rotor̊u turbodmychadel. Dále je zhodnocen vliv
použitého modelu hydrodynamických sil na výsledky simulace: je ukázáno, že aproximativńı
analytické metody jsou vhodné pouze pro přibližné analýzy a časově náročné úlohy, např. op-
timalizaci.

V šesté kapitole je formulována úloha dynamické analýzy rotoru turbodmychadla a jsou
uvedeny všechny relevantńı parametry a podmı́nky. S využit́ım vytvořeného výpočtového mo-
delu je zkoumán vliv nevyváženosti, ložiskových v̊uĺı a modelu prouděńı mazaćımi otvory v plo-
voućıch pouzdrech na ohybové kmitáńı rotoru a hydrodynamické ztráty v ložiskách. Pozornost
je věnována i r̊uzným možnostem vizualizace odezvy nelineárńıch kmitavých systémů. Dále je
posouzen vliv konstrukčńıho řešeńı rozváděćıch drážek ve vněǰśım olejovým filmu ložisek a je
ukázáno, že konstrukčńı řešeńı rozváděćıch mazaćıch drážek může mı́t zásadńı vliv na provoz
ložiska. V závěru kapitoly je ukázán zp̊usob sńıžeńı hydrodynamických ztrát ve vnitřńım ole-
jovém filmu pomoćı podélných drážek. Sńıžeńı ztrát v ložiskách turbodmychadel má potenciálně
velký společenský dopad, protože znamená zvýšeńı účinnosti spalovaćıch motor̊u a tedy daľśı
sńıžeńı emiśı v automobilové dopravě.

V sedmé kapitole jsou popsány zkoušky provedené na zkušebńım zař́ızeńı a metody použité
při měřeńı. Je představena levná metoda měřeńı úhlové rychlosti plovoućıch s využit́ım in-
dukčńıch sńımač̊u a je hodnocen vliv nevyváženosti, typu provozu a teplotě vzduchu v turb́ınovém
stupni na ohybové kmitáńı rotoru turbodmychadla. Také je popsána havárie rotoru zp̊usobená
nevhodně instalovanými sńımači rotorových vibraćı.



Abstract

This dissertation thesis deals with methods for computational modelling and testing of late-
ral vibrations of turbocharger rotors supported in journal bearings with fully floating rings.
Furthermore, design for an effective radial journal bearing is proposed. Parameters of an inves-
tigated turbocharger were prepared in cooperation with a turbocharger manufacturer and all
described tests took place in testing laboratories owned by this manufacturer.

Equations of motion governing lateral vibrations of the rotor are described in the second
chapter of the thesis. Both finite element method and multi-body formulation are used in order
to derive the equations of motion. The third chapter deals with hydrodynamic lubrication in
the radial journal bearings with the floating rings, with oil flow through feeding holes which
are located in the floating rings, and with estimation of the operating clearance of the radial
bearings. The fourth chapter focuses on the evaluation of hydrodynamic pressure employing
the finite difference method and the finite element method. Hydrodynamic forces acting in the
bearing can be computed only if the pressure is known.

The methodology for the evaluation of vibrations of rotating machines is introduced in
the fifth chapter. Furthermore, characteristic vibration patterns of the turbocharger rotors are
described and effects of various descriptions of the hydrodynamic forces on dynamics of the
turbocharger rotors are discussed. It is shown that approximate analytical methods for the
evaluation of the hydrodynamic forces are only appropriate for simulations with crude error
tolerances and for time-consuming tasks, such as optimization.

Analysis of dynamics of the turbocharger rotor is performed in the sixth chapter. All
relevant parameters and conditions are presented so the results can be reproduced. The influ-
ence of rotor unbalance, bearing clearances and the oil flow through the feeding holes on the
rotor dynamics and on hydrodynamic losses in the bearings is evaluated. Attention is paid to
various possibilities of the visualisation of the response of non-linear oscillating systems. The
influence of geometry of oil grooves located in an outer oil film is also evaluated. It is shown
that the geometry has a major effect on bearing operation. A technique for reduction of the
hydrodynamic losses in the bearing is proposed at the end of the chapter. If the losses were
truly reduced, the proposed technique would have a solid impact on improving the effectivity
of modern combustion engines and thus reducing their emission.

Experiments performed with a test rig and methods used for testing are described in
the seventh chapter. A method for measurement of floating ring speed, which employs cheap
inductive sensors, is proposed. Experimental data showing the influence of the rotor unbalance
and operating conditions on relative shaft vibrations and the floating ring speed are presented.
Moreover, there is a note on destructive stall-induced vibrations of blades of a compressor
impeller, which can be caused by proximity sensors mounted in a compressor housing.
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1.4 Ćıle a členěńı dizertačńı práce . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
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6.4 Vliv ložiskové v̊ule na ohybové kmitáńı rotoru turbodmychadla . . . . . . . . . . 98
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7.1.3 Měřeńı otáček rotuj́ıćıch plovoućıch pouzder . . . . . . . . . . . . . . . . . 112
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Seznam použitých symbol̊u a zkratek

B, bij matice tlumeńı, tlumeńı

cr radiálńı ložisková v̊ule

e excentricita

f , F vektor śıly, śıla

f frekvence

fr frekvence otáčeńı rotoru turbodmychadla

G matice gyroskopických účink̊u

K, kij matice tuhosti, tuhost

l délka ložiska

h ložisková mezera

I, Iij tenzor setrvačnosti, moment setrvačnosti

I0 moment setrvačnosti k ose rotace

Ji kvadratický moment pr̊uřezu k ose i

M, m matice hmotnosti, hmotnost

P výkon, ztrátový výkon

p hydrodynamický tlak

pa, pc, ps tlak okoĺı, saturačńı (kavitačńı) tlak, mazaćı tlak

q vektor zobecněných souřadnic

r poloměr ložiska

Re, Re∗ Reynoldsovo č́ıslo, redukované Reynoldsovo č́ıslo

Sαβγ matice pootočeńı

So Sommerfeldovo č́ıslo

t čas

T termodynamické teplota

Ta Taylorovo č́ıslo

U, ∆U statická nevyváženost, přidaná statická nevyváženost

u, v rychlost prouděńı ve směru x′ a y′

ui obvodová rychlost tělesa i

vi rychlost prouděńı ve směru i-té souřadnice

x vektor posunut́ı

α středový úhel kluzné plochy ložiska

αi teplotńı koeficient roztažnosti materiálu tělesa i

αm, βk koeficienty proporcionálńıho tlumeńı

8



0 Seznam použitých symbol̊u a zkratek

ε relativńı excentricita čepu hř́ıdele

θ poměrné zaplaveńı ložiskové mezery

κ Poissonova konstanta

µ dynamická viskozita

ν Poissonovo č́ıslo

πk kompresńı poměr

ρ hustota

τ bezrozměrný čas

τij složka smykového napět́ı p̊usob́ıćı ve směru i v rovině s normálou j

Φ Vogelpohl̊uv parametr

φ úhel k excentricitě

ϕ vektor natočeńı

ω vektor úhlové rychlosti

ω okamžitá úhlová rychlost rotoru

ω0 konstantńı úhlová rychlost rotoru

Soǔradnicové systémy

s, x, H souřadnicový systém olejového filmu: obvodový, podélný a radiálńı směr

u, v, w uzlové výchylky v axiálńım, vertikálńım a horizontálńım směru

x, y, z kartézský souřadnicový systém: axiálńı, vertikálńı a horizontálńı směr

x′, y′, z′ posunutý kartézský souřadnicový systém: axiálńı, vertikálńı a horizontálńı směr

X, Y relativńı rotorové vibrace

α, β, γ směrové úhly

ϕ, ϑ, ψ Eulerovy úhly: vlastńı rotace, nutace, precese

Indexy a daľśı znaky

�i, �o týkaj́ıćı se vnitřńıho a vněǰśıho olejového filmu v ložisku s plovoućım pouzdrem

�j , �p�s týkaj́ıćı čepu hř́ıdele, plovoućıho pouzdra a ložiskové pánve

�k, �t kompresorový a turb́ınový

�l ložiskový

�r týkaj́ıćı se tuhého kotouče

Doplňuj́ıćı symboly

�̇ derivace podle času

�′ derivace podle prostorové proměnné

�̄ bezrozměrná veličina

�̃ proměnná v prostoru uzlových souřadnic

〈�〉 středńı hodnota
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1 Úvod

Zhruba pětina všech emiśı oxidu uhličitého (CO2) vyprodukovaných v Evropské unii pocháźı
z automobilové a nákladńı dopravy. Mezi roky 1990 a 2008 objem emiśı automobilové dopravy
vzrostl o čtvrtinu. V roce 2014 činily pr̊uměrné emise automobilu prodaného v Evropské unii
123,4 g/km, v roce 2017 se sńıžily na 118,5 g/km. Závazek na rok 2021 je ale 95 g/km, což
přibližně odpov́ıdá spotřebě 4,1 l/100 km u benźınových motor̊u a 3,6 l/100 km u naftových
motor̊u (European Comission, 2018).

Plán na rok 2021 je natolik ambiciózńı, že jeho splněńı je podmı́něno zvýšeńım pod́ılu
hybridńıch a elektrických vozidel na trhu. U automobil̊u poháněných fosilńımi palivy se poč́ıtá
s plným využit́ım potenciálu downsizingu, tedy technologických inovaćı, které zajǐst’uj́ı, že mo-
tory nové generace s daným výkonem maj́ı nižš́ı objem válc̊u než motory generaćı předchoźıch.
Jednou z technologických inovaćı využ́ıvaných v rámci downsizingu je přeplňováńı motoru po-
moćı turbodmychadla, které zat́ım nedosáhlo plného potenciálu (Mock, 2017). Praxe ukazuje,
že při procesu zvyšováńı účinnosti turbodmychadel je nutné řešit i problémy týkaj́ıćı se rotorové
dynamiky.

V následuj́ıćıch odd́ılech je popsána konstrukce turbodmychadel a je shrnut současný stav
oboru rotorové dynamiky turbodmychadel. Na základě toho jsou definovány ćıle práce.

1.1 Přeplňovaný motor

Myšlenka přeplňováńı motoru je poměrně stará. Už v roce 1885 si Daimler1 uvědomil, že když
vzduch přiváděný do spalovaćıho cyklu motoru stlač́ı kompresorem, který bude mechanicky
poháněn motorem, dosáhne vyšš́ı účinnosti spalováńı. S myšlenkou využ́ıt výfukové plyny
k pohonu kompresoru přǐsel Büchi2 v roce 1905, ale téměř daľśıch 20 let trvalo, než byl
Büchiho patent použit ve velkých lodńıch a leteckých motorech. Prodleva v nasazeńı technolo-
gie byla zp̊usobena předevš́ım nevyhovuj́ıćımi vlastnostmi materiál̊u použ́ıvaných v pr̊umyslu
před 1. světovou válkou. Širokého uplatněńı se turbodmychadl̊um dostalo v leteckých motorech
za 2. světové války, protože turbodmychadlo částečně eliminovalo problémy tehdeǰśıch motor̊u
s chodem ve vyšš́ıch letových hladinách, kde jsou hustota i tlak vzduchu ńızké. S nástupem
proudových motor̊u po 2. světové válce význam turbodmychadel v leteckém pr̊umyslu upadá.

V roce 1962 uvedl koncern General Motors prvńı dva osobńı automobily s motory pře-
plňovanými turbodmychadlem: Chevrolet Corvair Monza Spyder a Oldsmobile F-82 Turbo Jet-
fire. Jejich ńızká spolehlivost ale zapř́ıčinila nevalné prodejńı úspěchy a rychlé opuštěńı trhu.

K novému životu se technologie nadechla při ropné krizi v roce 1973 a to d́ıky segmentu
nákladńıch vozidel, kde se na ušetřeném palivu nejrychleji vrátily vyšš́ı pořizovaćı náklady.

1Gottlieb Daimler (1834 – 1900) byl významný německý inženýr, konstruktér a pr̊umyslńık. Byl pr̊ukopńıkem
v konstrukci čtyřdobých motor̊u s vnitřńım spalováńım a stál u zrodu automobilového pr̊umyslu v Evropě.
Daimler AG, v roce 2017 13. největš́ı výrobce automobil̊u na světě, je pokračovatelem p̊uvodńı Daimlerovy
firmy DMG (Daimler Motoren Gesellschaft AG).

2Alfred Büchi (1879 – 1959) byl švýcarský inženýr a vynálezce. Jeho nejvýznamněǰśım patentem je přeplňovaný
sdružený motor podaný v roce 1905.
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Nař́ızeńı omezuj́ıćı emise nákladńıch vozidel vydaná v 80. letech pak zp̊usobila, že v podstatě
každý dnes vyrobený motor určený pro užitkové vozidlo je přeplňovaný turbodmychadlem.

Na přelomu 70. a 80. let se i d́ıky sérii Formule 1 staly turbodmychadlem přeplňované
motory populárńı ve sportovńıch a luxusńıch vozech. Pro segment osobńıch automobil̊u byly
pr̊ulomové roky 1978 a 1981, kdy se začal vyrábět Mercedes-Benz 300 SD a Volkswagen Golf
Turbodiesel, tedy osobńı automobily s dieselovým motorem, který byl přeplňován turbodmycha-
dlem (BorgWarner, 2002-2016; Wikimedia, 2001–).

1.2 Stručný popis turbodmychadla

Turbodmychadlo se skládá ze tř́ı skř́ıńı (obr. 1.1) a rotoru . Do turb́ınové skř́ıně, nejčastěji vy-
robené z litiny, která má vysokou teplotńı odolnost, jsou radiálńım kanálem přivedeny výfukové
plyny z motoru. Ty roztáč́ı turb́ınové oběžné kolo a jsou následně z turb́ınové skř́ıně odve-
deny axiálńım kanálem do výfukového potrub́ı. Množstv́ı přicházej́ıćıch plyn̊u je obvykle regu-
lováno obtokovým ventilem, aby nedošlo k zahlceńı turb́ıny. Určitou část spalin vystupuj́ıćıch
z turb́ınové skř́ıně je možné ochladit a přivést spolu se stlačeným plnićım vzduchem zpět do
motoru. Tohoto postupu se ale využ́ıvá předevš́ım v užitkových motorech, protože daľśı chladič
a kanály vyžaduj́ı v́ıce mı́sta v motorovém prostoru (Nguyen-Schäfer, 2012).

Do hlińıkové kompresorové skř́ıně je vzduch vháněn axiálně. Zde je vzduch stlačen kom-
presorovým oběžným kolem a radiálńım kanálem odveden do mezichladiče plnićıho vzduchu,
kde se snižuje jeho teplota. Dı́ky ochlazeńı se hustota plnićıho vzduchu zvýš́ı a do válc̊u mo-
toru je přivedeno v́ıce kysĺıku ve stejném objemu plnićıho vzduchu. To umožňuje spálit zvýšené
množstv́ı paliva a tedy navýšit výkon motoru při zachováńı zdvihového objemu, př́ıpadně použ́ıt
motor nižš́ı kubatury a tedy s nižš́ı spotřebou, ale se stejným výkonem (Wikimedia, 2001–).

Ložisková skř́ıň je obdobně jako turb́ınová skř́ıň tepelně namáhána, a proto se obvykle
odlévá z litiny. Skř́ıň slouž́ı k uložeńı ložisek podṕıraj́ıćıch rotor turbodmychadla a nacházej́ı se

Obrázek 1.1: Základńı konfigurace turbodmychadla.
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Obrázek 1.2: Řez ložiskovou skř́ıńı turbodmychadla se znázorněńım pr̊utoku motorového oleje.

Obrázek 1.3: Popis rotoru turbodmychadla.

v ńı dvě radiálńı a jedno axiálńı ložisko a kanály pro př́ıtok a odtok ložiskového oleje (obr. 1.2).
Turb́ınový i kompresorový stupeň se nejčastěji nacháźı na společném hř́ıdeli (obr. 1.3), ale

existuj́ı i hybridńı turbodmychadla, u kterých rotor s turb́ınou produkuje elektrický proud, který
napáj́ı elektrický pohon kompresoru (Wikimedia, 2001–). Turb́ınová oběžná kola se vyráb́ı z in-
conelu, austenitické superoceli na bázi niklu a chromu, která odolává korozi, tlaku a zachovává
si mechanické vlastnosti i za vysokých teplot. Některé druhy inconel̊u jsou dokonce schopny
pracovat za teplot vyšš́ıch než 1000 ◦C (Nguyen-Schäfer, 2012). K inconelovému oběžnému
kolu je přivařen ocelový hř́ıdel, na který se nasazuje v́ıced́ılná vložka s axiálńım ložiskem a
kompresorové oběžné kolo ze slitin hlińıku. Součásti jsou na volném konci zajǐstěny matićı.

Sestavený rotor je obvykle uložen v kluzných ložiskách s plovoućımi pouzdry, která jsou
od rotoru i ložiskové skř́ıně oddělena dvojićı olejových filmů, které se označuj́ı jako vněǰśı a
vnitřńı film. Filmy jsou propojeny mazaćımi otvory vyvrtanými v pouzdře. Existuj́ı tři základńı
konfigurace ložiskového systému (Šimek, 2008):

i) dvě oddělená rotuj́ıćı pouzdra, viz obr. 1.3,

ii) dvě oddělená rotuj́ıćı pouzdra, mezi která je umı́stěno nerotuj́ıćı (zastavené) pouzdro,

iii) jednod́ılné nerotuj́ıćı pouzdro (někdy též nazývané monovtulka3).

3Výraz monovtulka vznikl spojeńım řeckého mono (jediný) a ruského âòóëêà (pouzdro).
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Valivá ložiska jsou použ́ıvána v př́ıpadech, kdy je požadováno rychleǰśı najet́ı turbod-
mychadla a méně citelný vliv turboefektu, tedy prodlevy mezi sešlápnut́ım plynového pedálu a
dopraveńım vzduchu stlačeného kompresorem do válc̊u motoru. Nevýhody valivých ložisek tkv́ı
v omezené životnosti a horš́ıch akustických projevech (Šimek, 2008; Nguyen-Schäfer, 2012).

1.3 Současný stav rotordynamiky turbodmychadel

Rotory turbodmychadel jsou specifické t́ım, že jejich radiálńı ložiska jsou umı́stěna relativně
bĺızko sebe a na obou konćıch rotoru se nacházej́ı hmotná oběžná kola. Dynamika rotoru je
tedy silně ovlivněna gyroskopickými účinky, které zp̊usobuj́ı rozštěpeńı ohybových tvar̊u kmitu
na větve se souběžnou a protiběžnou preceśı. Proto je nutné považovat hř́ıdel jako poddajný.
Poddajný hř́ıdel se nejčastěji modeluje s využit́ım metody konečných prvk̊u (Šimek, 2008; Tian
et al., 2012) nebo jako těleso s hmotou soustředěnou do uzl̊u, které jsou spojeny nehmotnými
nosńıkovými prvky (Li, 1982; Schweizer, 2009; Tian et al., 2011).

U dobře navržených rotor̊u turbodmychadel nedocháźı k rezonanci od provozu v bĺızkosti
kritických otáček, protože prvńı ohybový tvar kmitu s dopřednou preceśı nemuśı mı́t d́ıky gy-
roskopickým efekt̊um kritické otáčky v intervalu provozńıch otáček rotoru a koresponduj́ıćı
tvar kmitu s protiběžnou preceśı je málo citlivý na buzeńı rotuj́ıćı silou od nevyváženosti
(Šimek, 2008). Odezva rotor̊u je tak dána předevš́ım nestabilitou v kluzných ložiskách a v menš́ı
mı́̌re také aerodynamickými silami p̊usob́ıćımi v turb́ınovém a kompresorovém stupni (Nguyen-
Schäfer, 2012).

Rotory automobilových turbodmychadel dosahuj́ı rychlost́ı až 250 000 ot min−1 (Chasale-
vris, 2016). Kluzná ložiska ztráćı při vysokých obvodových rychlostech čepu hř́ıdele stabilitu,
k čemuž běžně docháźı i v ložiskách turbodmychadel. Projevy nestability se potlačuj́ı aplikaćı
ložisek se dvěma olejovými filmy, která maj́ı tu vlastnost, že v př́ıpadě, kdy jeden z filmů ztrat́ı
stabilitu, druhý funguje jako tlumićı prvek a rotor je možné provozovat i při rozvinuté nesta-
bilitě olejového filmu (Schweizer, 2010). Čep hř́ıdele v nestabilńım ložisku ani při konstantńıch
otáčkách nekmitá v bĺızkém okoĺı statické rovnovážné polohy a hydrodynamické śıly v takovém
ložisku jsou nelineárńı (Tian et al., 2012). Kmitáńı čepu hř́ıdele a pouzdra v nestabilńım ložisku
je subharmonické – prob́ıhá na frekvenci nižš́ı než je frekvence otáčeńı rotoru. Schweizer (2009;
2010) identifikoval a popsal pět charakteristických projev̊u subharmonického kmitáńı, které je
zapř́ıčiněno nestabilitou kluzného ložiska s rotuj́ıćım plovoućım pouzdrem. Tyto projevy a jejich
př́ıčiny jsou detailně popsány v podkapitole 5.2. Eling et al. (2015) úspěšně dokázal, že sub-
harmonické kmitáńı lze potlačit úpravou geometrie ložiskové mezery. Zhang et al. (2018) nav́ıc
dodává, že vznik některých subharmonických složek souviśı s konstrukčńım řešeńım obvodové
drážky slouž́ıćı k rozváděńı oleje ve vněǰśım filmu.

Hydrodynamické śıly p̊usob́ıćı v ložiskách turbodmychadel se poč́ıtaj́ı r̊uznými př́ıstupy.
Dř́ıve obĺıbené aproximativńı analytické metody se nyńı využ́ıvaj́ı předevš́ım ve výpočtově
náročných aplikaćıch jako jsou optimalizačńı úlohy. Nejčastěji se hydrodynamický tlak stanovuje
pomoćı Reynoldsovy rovnice pro idealizované krátké ložisko (Nguyen-Schäfer, 2012; Tian et al.,
2012). Historicky se pro stanoveńı hydrodynamických sil v ložiskách turbodmychadel využ́ıvaly
také impedančńı metoda (Li a Rohde, 1981) a perturbačńı metoda (Trippett a Li, 1984). V roce
2016 odvodil Chasalevris analytické vztahy pro śıly p̊usob́ıćı v systému skládaj́ıćıho se z dvou
olejových filmů konečné délky, mezi kterými se nacháźı plovoućı pouzdro.

Analytické metody jsou sice efektivńı z hlediska výpočtového času, ale často nepostihuj́ı
vliv mazaćıch drážek a mazaćıch otvor̊u a je problematické je aplikovat ložiska jiných pr̊uřez̊u než
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kruhových. Zhang et al. (2011) použil pro výpočet hydrodynamického tlaku v kluzných ložiskách
turbodmychadel metodu konečných diferenćı, San Andrés a Kerth (2004) metodu konečných
prvk̊u a (Novotný et al., 2018) metodu konečných objemů. (Novotný et al., 2018) zároveň
navrhl zp̊usob, jak pomoćı metody konečných objemů modelovat pr̊utok oleje mazaćımi otvory
v pouzdru. Ve speciálńıch aplikaćıch souvisej́ıćıch předevš́ım s posouzeńım stability systému se
kombinuj́ı numerické metody s analytickými (Tian et al., 2018). Pokud je stabilita posuzována
parametricky, hydrodynamické śıly se linearizuj́ı (Tian et al., 2011).

Při modelováńı kluzných ložisek s plovoućımi pouzdry se využ́ıvá poznatk̊u źıskaných
analýzou běžných kluzných ložisek. Při nestabilńım kmitáńı docháźı ke kavitaci, tedy vzniku
dutin vyplněných plynem, který je rozpuštěný v oleji. Model olejového filmu s kavitami, který
respektuje zákon zachováńı hmotnosti, představili Brewe (1986); Sawicki a Rao (2004). Re-
inhardt a Lund (1975) se zabývaj́ı účinky setrvačných sil p̊usob́ıćıch na olej, které ovlivňuj́ı
vlastnosti vnitřńıch filmů s ńızkou viskozitou. Při poruchách a v některých mezńıch stavech
je olejový film natolik tenký, že jeho vlastnosti ovlivňuje drsnost kluzných povrch̊u (Patir a
Cheng, 1979; Prat et al., 2002). Při studiu stability linearizovaných ložisek se využ́ıvá teorie
založená na Routhovu-Hurwitzovu kritériu stability (Okazaki a Hori, 1955). Stabilitu systému
s nelineárńımi ložisky lze posuzovat i analýzou odezvy nelineárńıho modelu Smoĺık a Rendl et
al. (2019) nebo numerickou kontinuaćı (Wang a Khonsari, 2006; Dyk a Smoĺık et al., 2019).
Numerické metody uvedené v předchoźım odstavci jsou představeny následuj́ıćımi autory: Sta-
chowiak a Batchelor (2013); Rendl (2017) rozeb́ıraj́ı metodu konečných diferenćı, Smoĺık a
Rendl et al. (2018) zkoumaj́ı omezeńı této metody vyplývaj́ıćı z nahrazeńı parciálńıch derivaćı
v Reynoldsově rovnici konečnými diferencemi, Chandra a Sinhasan (1987); Larsen a Santos
(2015) představuj́ı řešeńı Reynoldsovy rovnice pomoćı metody konečných prvk̊u a Prata et al.
(1988); Profito et al. (2015) pomoćı metody konečných objemů.

Poměrně zaj́ımavou oblast́ı rotordynamiky turbodmychadel je chováńı rotuj́ıćıch plo-
voućıch pouzder. Přestože jedna z prvńıch experimentálńıch studíıch pocháźı již z roku 1984
(Trippett a Li), neńı daná problematika dosud plně popsána. Chyb́ı předevš́ım dostatek expe-
rimentálńıch dat, pomoćı kterých by bylo možné verifikovat vztahy popisuj́ıćı úhlovou rychlost
rotuj́ıćıch pouzder. Existuje několik př́ıstup̊u, na jejichž základě lze úhlovou rychlost pouzdra
vypoč́ıtat. Nguyen-Schäfer (2012) navrhl explicitńı vztah pro výpočet úhlové rychlosti pouz-
der aplikaćı podmı́nky rovnováhy třećıch moment̊u p̊usob́ıćıch na vněǰśım a vnitřńım povrchu
pouzdra. Nelineárńı podmı́nku rovnováhy založenou na stejné myšlence ukázali Rohde a Ezzat
(1980) a totožnou podmı́nku rovnováhy použil i Tian et al. (2011; 2012). Trippett a Li (1984)
odvodili soustavu pěti nelineárńıch rovnic, které zahrnuj́ı jevy jako přestup tepla z vnitřńıho do
vněǰśıho filmu materiálem pouzdra a změnu v̊uĺı ložiska v závislosti na teplotách jeho součást́ı.
Ložisko je v této práci považováno za adiabatické, teplo z něj tedy nepřecháźı do čepu hř́ıdele ani
ložiskové skř́ıně. Trippett a Li ověřili své výpočty experimentálně a ukázali, že po překročeńı
určitých mezńıch otáček rotoru turbodmychadla neńı úhlová rychlost pouzdra predikována
přesně. Nověǰśı články se zpřesněńım vztah̊u pro určeńı úhlové rychlosti pouzder př́ılǐs ne-
zabývaj́ı, protože experimentálńı data (San Andrés et al., 2007; Schweizer a Sievert, 2009)
ukazuj́ı na to, že vliv úhlové rychlosti pouzder na amplitudy kmitáńı rotoru neńı významný.

Experimentálńı rotorová dynamika a diagnostika rotor̊u automobilových turbodmychadel
se rozvinuly teprve nedávno a to přesto, že v oblasti stacionárńıch točivých stroj̊u jde o obory
s tradićı sahaj́ıćı do 20. let, resp. na přelom 50. a 60. let. Rychleǰśımu rozvoji však bránily
malé rozměry a vysoké otáčky rotor̊u a také vysoká pořizovaćı cena a značné provozńı náklady
zkušebńıch zař́ızeńı. Výrobci turbodmychadel typicky měř́ı absolutńı vibrace ložiskové skř́ıně
a rotorové vibrace matice na kompresorové straně. San Andrés et al. (2007) a Schweizer a
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Sievert (2009) použili pro měřeńı rotorových vibraćı sńımače pracuj́ıćı na principu v́ı̌rivých
proud̊u a ověřili charakteristiky subharmonického kmitáńı rotoru. San Andrés a Kerth (2004)
měřili úhlovou rychlost plovoućıch pouzder optickými vlákny ve snaze kvantifikovat vliv teploty
mazaćıho oleje na kmitáńı rotoru a úhlovou rychlost pouzder. Optické metody využil také
Pastor et al. (2012) na měřeńı amplitud kmitáńı rotoru, Janicki et al. (2014) na měřeńı vibraćı
lopatek a Köhl et al. (2014) na pozorováńı děj̊u v olejových filmech ložisek. V České republice
se diagnostikou a vyvažováńım rotor̊u turbodmychadel dlouhodobě zabývá Šimek (2008).

1.4 Ćıle a členěńı dizertačńı práce

Na základě analýzy současného stavu oboru jsou definovány ćıle dizertačńı práce:

i) Navrhnout komplexńı metodiku modelováńı rotor̊u turbodmychadel s respektováńım všech
d̊uležitých jev̊u s ohledem na analýzu ohybového kmitáńı.

ii) Implementovat výpočtový model reálného turbodmychadla.

iii) Formulovat úlohu dynamické analýzy rotoru turbodmychadla zahrnuj́ıćı reálné provozńı
podmı́nky a navrhnout vhodné řešeńı.

iv) Analyzovat vliv vybraných parametr̊u na ohybové kmitáńı rotoru turbodmychadla.

v) Navrhnout a otestovat metodiku měřeńı ohybového kmitáńı turbodmychadel s ohledem
na verifikaci výpočtového modelu.

vi) Formulovat doporučeńı pro zlepšeńı dynamického chováńı rotor̊u turbodmychadel.

Práce je členěna následovně: ve druhé kapitole práce jsou odvozeny pohybové rovnice po-
pisuj́ıćı ohybové kmitáńı rotoru turbodmychadla. Třet́ı kapitola se zabývá modelováńım hyd-
rodynamického mazáńı v radiálńıch kluzných ložiskách s plovoućımi pouzdry, modelováńım
pr̊utoku oleje mazaćımi otvory v plovoućıch pouzdrech a stanoveńım provozńıch v̊uĺı radiálńıch
ložisek. Ve čtvrté kapitole jsou představeny numerické a analytické metody nejčastěji použ́ıvané
při řešeńı rovnic popisuj́ıćıch hydrodynamické mazáńı a jsou zde diskutovány r̊uzné př́ıstupy
stanoveńı hydrodynamických sil p̊usob́ıćıch v kluzném ložisku. V páté kapitole jsou charakte-
rizovány typické projevy ohybové kmitáńı rotor̊u turbodmychadel a je diskutován vliv modelu
hydrodynamických sil na ohybové kmitáńı rotoru. V šesté kapitole je detailně analyzováno ohy-
bové kmitáńı sériově vyráběného rotoru turbodmychadla a jsou navrženy postupy a metody
použitelné při návrhu efektivńıho uložeńı. V sedmé kapitole jsou nast́ıněny možnosti expe-
rimentálńıho vyšetřováńı ohybového kmitáńı rotor̊u turbodmychadel. V závěrečné části jsou
stručně shrnuty nejd̊uležitěǰśı źıskané poznatky.
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2 Ohybové kmitáńı rotoru turbodmychadla

V předchoźı kapitole byly popsány jednotlivé části rotoru turbodmychadla a uložeńı rotoru
na radiálńıch ložiskách s plovoućımi pouzdry. Matematický model popisuj́ıćı ohybové kmitáńı
rotoru turbodmychadla, který respektuje vlastnosti všech část́ı rotoru a uložeńı rotoru, muśı
popisovat následuj́ıćı skutečnosti:

� deformace hř́ıdele a gyroskopické účinky od lopatkových kol,

� vliv plovoućıch pouzder v radiálńıch ložiskách,

� hydrodynamické śıly v radiálńıch ložiskách,

� aerodynamické śıly v turb́ınovém a kompresorovém stupni.

V této kapitole budou představeny dvě metody, které umožňuj́ı odvozeńı matematického mo-
delu ohybového kmitáńı rotoru turbodmychadla s respektováńım výše uvedených skutečnost́ı.
Nejprve bude stručně odvozen model využ́ıvaj́ıćı metodu konečných prvk̊u, jej́ıž výhodou je
respektováńı spojitě rozložené hmotnosti hř́ıdele rotoru. Dále bude rozebrán popis rotoru tur-
bodmychadla jako vázané mechanické soustavy.

2.1 Sestaveńı pohybové rovnice s využit́ım metody konečných prvk̊u

2.1.1 Modelováńı ȟŕıdel̊u

Typickou vlastnost́ı hř́ıdel̊u je, že jejich podélný rozměr převažuje nad př́ıčným. Takové hř́ıdele
lze uvažovat jako jednorozměrná př́ıčně nestlačitelná kontinua (Byrtus et al., 2010), která se
vyznačuj́ı t́ım, že jejich deformačńı stav záviśı pouze na podélné prostorové souřadnici x.

Pokud je z hř́ıdele kruhového pr̊uřezu vyjmuta část o délce l a s konstantńım pr̊uměrem d,
hovoř́ıme o konečném hř́ıdelovém prvku e, ukázaném na (obr. 2.1). Ohybové kmity libovolného
pr̊uřezu konečného prvku jsou popsány př́ıčnými výchylkami v(x, t), w(x, t) těžǐstě pr̊uřezu S
ve směru pevných os y a z a Eulerovými úhly ψ(x, t), ϑ(x, t), které popisuj́ı natočeńı pr̊uřezu.
Dále uvažujme, že konečný prvek splňuje následuj́ıćı předpoklady:

i) prvek rotuje konstantńı úhlovou rychlost́ı ω0 kolem podélné osy,

ii) pr̊uřezy z̊ustávaj́ı dle Mindlinovy teorie při deformaci prvku rovinné,

iii) př́ıčné výchylky jsou v podélném směru aproximovány kubickými polynomy,

iv) Eulerovy úhly lze v souladu s Rayleighovou teoríı vyjádřit výrazy

ψ(x, t) =
∂v(x, t)

∂x
, ϑ(x, t) = −∂w(x, t)

∂x
, (2.1)

v) materiál konečného prvku je lineárńı, pro vektor napět́ı σ(x, t) tedy plat́ı Hooke̊uv zákon

σ(x, t) = D ε(x, t), (2.2)

kde ε(x, t) je vektor přetvořeńı a D je symetrická matice tuhosti materiálu.
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Obrázek 2.1: Deformovaný konečný hř́ıdelový prvek respektuj́ıćı pouze ohybové kmity (argumenty
t jsou pro přehlednost vypuštěny).

Aproximace p̌ŕıčných výchylek a Eulerových úhl̊u

V souladu s předpokladem iii) lze př́ıčné výchylky v(x, t) a w(x, t) aproximovat pomoćı řádko-
vého vektoru násadových funkćı Θ(x) a čtyřprvkových sloupcových vektor̊u lineárńı kombinace
c1(t) a c2(t)

v(x, t) = Θ(x) c1(t), w(x, t) = Θ(x) c2(t), kde Θ(x) =
[
1, x, x2, x3

]
. (2.3)

Eulerovy úhly ψ(x, t) a ϑ(x, t) lze vyjádřit př́ımým dosazeńım (2.3) do (2.1):

ψ(x, t) = Θ′(x) c1(t), ϑ(x, t) = −Θ′(x) c2(t), kde Θ′(x) =
[
0, 1, 2x, 3x2

]
. (2.4)

Neznámé vektory lineárńı kombinace c1(t) a c2(t) źıskáme z geometrických okrajových
podmı́nek hř́ıdelového prvku. Pokud jsou posuvy a natočeńı v uzlech konečného prvku A a B
libovolné, lze okrajové podmı́nky vyjádřit s využit́ım Rayleighových vztah̊u (2.1) následovně:

v(0, t) = c1(t)

ψ(0, t) = c2(t)

v(l, t) = c1(t) + c2(t) l + c3(t) l2 + c4(t) l3

ψ(l, t) = c2(t) + 2 c3(t) l + 3 c4(t) l2



v(0, t)
ψ(0, t)
v(l, t)
ψ(l, t)

 =


1 0 0 0
0 1 0 0
1 l l2 l3

0 1 2 l 3 l2



c1(t)
c2(t)
c3(t)
c4(t)

 ,
w(0, t) = c5(t)

ϑ(0, t) = −c6(t)

w(l, t) = c5(t) + c6(t) l + c7(t) l2 + c8(t) l3

ϑ(l, t) = −c6(t)− 2 c7(t) l − 3 c8(t) l2



w(0, t)
ϑ(0, t)
w(l, t)
ϑ(l, t)

 =


1 0 0 0
0 −1 0 0
1 l l2 l3

0 −1 −2 l −3 l2



c5(t)
c6(t)
c7(t)
c8(t)

 ,
což lze kompaktně zapsat

q1(t) = S1 c1(t), q2(t) = S2 c2(t), (2.5)
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Obrázek 2.2: Bázové funkce pro aproximace př́ıčných výchylek těžǐstě a úhl̊u natočeńı pr̊uřez̊u.

kde q1(t) a q2(t) jsou vektory uzlových souřadnic, popisuj́ıćı př́ıčné výchylky a Eulerovy úhly
v uzlech A a B a S1 a S2 jsou matice násadových koeficient̊u. Neznámé vektory lineárńı kom-
binace c1(t) a c2(t) lze vyjádřit z (2.5) pomoćı inverzńıch matic násadových koeficient̊u S−1

1

a S−1
2

c1(t) = S−1
1 q1(t), c2(t) = S−1

2 q2(t). (2.6)

Po dosazeńı (2.6) do (2.3) a (2.4)

v(x, t) = Θ(x) S−1
1 q1(t), (2.7a)

w(x, t) = Θ(x) S−1
2 q2(t), (2.7b)

ψ(x, t) = Θ′(x) S−1
1 q1(t), (2.7c)

ϑ(x, t) =−Θ′(x) S−1
2 q2(t) (2.7d)

jsou př́ıčné výchylky v(x, t) a w(x, t) a Eulerovy úhly ψ(x, t) a ϑ(x, t) vyjádřeny pomoćı vektor̊u
uzlových souřadnic q1(t) a q2(t) a součin̊u Θ(x) S−1

1 a Θ′(x) S−1
1 , které generuj́ı bázové funkce

(obr. 2.2), jejichž lineárńı kombinace aproximuj́ı pr̊uběh deformaćı po délce hř́ıdelového prvku.

Kinetická energie ȟŕıdelového prvku

Kinetická energie hř́ıdelového prvku e je dána součtem energíı od unášivého posuvného a rela-
tivńıho sférického pohybu (Byrtus et al., 2010)

E
(e)
k (t) =

1

2

l∫
0

[
A(x) vT

S(x, t) vS(x, t) + ωT
rel(x, t) J(x)ωrel(x, t)

]
ρdx, (2.8)

ve kterém vS(x, t) a ωrel(x, t) jsou vektory rychlosti posuvného pohybu těžǐstě S hmotného ele-
mentu hř́ıdelového prvku o délce dx a úhlové rychlosti relativńıho sférického pohybu hmotného
elementu, A(x) je plocha pr̊uřezu, ρ je hustota konečného prvku a J(x) je matice kvadratických
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2 Ohybové kmitáńı rotoru turbodmychadla

a deviačńıch moment̊u pr̊uřezu hř́ıdele, pro kterou vzhledem k předpokladu kruhovitosti pr̊uřezu
hř́ıdele plat́ı

J(x) =

Jy(x) + Jz(x) 0 0
0 Jy(x) 0
0 0 Jz(x)

 =

2 J(x) 0 0
0 J(x) 0
0 0 J(x)

 . (2.9)

Vektor unášivé rychlosti vS(x, t) vyjádř́ıme v pevném souřadnicovém systému xyz

vS(x, t) =

 0
v̇(x, t)
ẇ(x, t)

 . (2.10)

Vektor relativńı úhlové rychlosti ωrel(x, t) vyjádř́ıme v souřadnicovém systému ξηζ, který
je pevně spojen s hmotným elementem a jehož orientace je patrná z obr. 2.1. Za předpokladu
malých natočeńı lze vektor ωrel(x, t) zavést následuj́ıćım zp̊usobem (Byrtus et al., 2010):

ωrel(x, t) =

ω0 + ϑ̇(x, t) sinψ(x, t)

ϑ̇(x, t) cosψ(x, t)

ψ̇(x, t)

 ≈
ω0 + ϑ̇(x, t)ψ(x, t)

ϑ̇(x, t)

ψ̇(x, t)

 . (2.11)

Po dosazeńı vztah̊u (2.10) a (2.11) pro vektory rychlost́ı do (2.8) dostaneme (argumenty
x a t jsou pro přehlednost vypuštěny)

E
(e)
k =

1

2

l∫
0

[
A
(
v̇2 + ẇ2

)
+ J

(
2ω2

0 + 4ω0 ϑ̇ ψ + 2 ϑ̇2 ψ2 + ψ̇2 + ϑ̇2
)]
ρ dx, (2.12)

kde je možné zanedbat člen ϑ2 ψ2, který je za předpokladu malých natočeńı oproti ostatńım
člen̊um malý. Po dosazeńı (2.7a) – (2.7d) za deformace a rychlosti deformaćı vyjádř́ıme kinetic-

kou energii konečného hř́ıdelového prvku E
(e)
k (t) pomoćı vektor̊u uzlových souřadnic, bázových

funkćı a geometrie prvku následovně (argumenty x a t jsou pro přehlednost vypuštěny)

E
(e)
k =

1

2

l∫
0

[
A
(
q̇T

1S−T1 ΘTΘ S−1
1 q̇1 + q̇T

2S−T2 ΘTΘ S−1
2 q̇2

)
+ J

(
2ω2

0 −

− 4ω0 q̇T
2S−T2 Θ′TΘ′ S−1

1 q1 + q̇T
1S−T1 Θ′TΘ′ S−1

1 q̇1 + q̇T
2S−T2 Θ′TΘ′ S−1

2 q̇2

)]
ρdx.

(2.13)

Potenciálńı energie ȟŕıdelového prvku

Potenciálńı energie hř́ıdelového prvku e je dána výrazem (Byrtus et al., 2010)

E(e)
p (t) =

1

2

∫
(V )

λ(x, t) dV =
1

2

∫
(V )

σT(x, t) ε(x, t) dV =
1

2

∫
(V )

εT(x, t) D ε(x, t) dV, (2.14)

kde λ(x, t) je hustota deformačńı energie a vektor napět́ı σ(x, t) byl vyjádřen s využit́ım
vztahu (2.2). Vektor přetvořeńı ε(x, t) lze vyjádřit pomoćı posuv̊u libovolného bodu L konečného
hř́ıdelového prvku. Předpokládejme, že v nezdeformované konfiguraci jsou souřadnice tohoto
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bodu x, y, z. Za předpokladu, že natočeńı ψ(x, t) a ϑ(x, t) jsou malá, lze posuvy bodu L
z počátečńı polohy vyjádřit ve tvaru

ux(x, t) = −y ψ(x, t) + z ϑ(x, t),

uy(x, t) = v(x, t),

uz(x, t) = w(x, t).

(2.15)

Vektor přetvořeńı ε(x, t) lze pak formulovat následovně

ε(x, t) =



εx(x, t)

εy(x, t)

εz(x, t)

γyz(x, t)

γzx(x, t)

γxy(x, t)


=



∂ux(x,t)
∂x

∂uy(x,t)
∂y

∂uz(x,t)
∂z

∂uy(x,t)
∂z + ∂uz(x,t)

∂y
∂uz(x,t)
∂x + ∂ux(x,t)

∂z
∂ux(x,t)
∂y +

∂uy(x,t)
∂x


=



−y ψ′(x, t) + z ϑ′(x, t)

0

0

0

w′(x, t) + ϑ(x, t)

−ψ(x, t) + v′(x, t)


, (2.16)

kde d́ıky platnosti Rayleighových vztah̊u (2.1) jsou členy w′(x, t) + ϑ(x, t) a −ψ(x, t) + v′(x, t)
nulové. S využit́ım takto vyjádřeného vektoru přetvořeńı ε(x, t) můžeme argument integrálu ze
vztahu (2.14) přepsat do tvaru

εT(x, t) D ε(x, t) = εx(x, t) d11 εx(x, t) = E∗
[
−y ψ′(x, t) + z ϑ′(x, t)

]2
, (2.17)

kde E∗ = [E (1− ν)] / [(1 + ν)(1− 2 ν)], E je Young̊uv modul pružnosti v tahu a ν je Poissonovo
č́ıslo. Po dosazeńı (2.17) do vztahu (2.14) a s využit́ım vztah̊u (2.7a) – (2.7d) lze potenciálńı ener-

gii konečného hř́ıdelového prvku E
(e)
p (t) vyjádřit pomoćı vektor̊u uzlových souřadnic, bázových

funkćı a geometrie prvku následovně (argumenty x a t jsou vypuštěny)

E(e)
p =

1

2

l∫
0

∫
(A)

E∗
(
y2 qT

1S−T1 Θ′′TΘ′′ S−1
1 q1 − y z qT

1S−T1 Θ′′TΘ′′ S−1
2 q2−

−y z qT
2S−T2 Θ′′TΘ′′ S−1

1 q1 + z2 qT
2S−T2 Θ′′TΘ′′ S−1

2 q2

)
dAdx.

(2.18)

Vzhledem k tomu, že pro hř́ıdel kruhového pr̊uřezu plat́ı

Jy =

∫
(A)

z2 dA = J, Jz =

∫
(A)

y2 dA = J, Dyz = Dzy =

∫
(A)

y z dA = 0, (2.19)

je možné vztah (2.18) zjednodušit do tvaru (argumenty x a t jsou pro přehlednost vypuštěny)

E(e)
p =

1

2

l∫
0

[
E∗J

(
qT

1S−T1 Θ′′TΘ′′ S−1
1 q1 + qT

2S−T2 Θ′′TΘ′′ S−1
2 q2

)
dAdx. (2.20)
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Matice konečného ȟŕıdelového prvku

Matice konečného hř́ıdelového prvku e odvod́ıme z podmı́nky ekvivalence levé strany Lagran-
geových rovnic s klasickou pohybovou rovnićı rotuj́ıćı struktury v maticové formulaci (Byrtus
et al., 2010)

d

dt

(
∂E

(e)
k (t)

∂ ˙̃qe(t)

)
−
∂E

(e)
k (t)

∂q̃e(t)
+
∂E

(e)
p (t)

∂q̃e(t)
= M̃e

¨̃qe(t) + ω0 G̃e
˙̃qe(t) + K̃eq̃e(t), (2.21)

kam za E
(e)
k (t) a E

(e)
p (t) dosad́ıme výrazy (2.13) a (2.20). Jednotlivé koeficientové matice

konečného hř́ıdelového prvku e a vektor jeho uzlových souřadnic q̃e(t) pak nabývaj́ı tvaru

M̃e =

[
S−T1

(
Aρ I33

00 + J ρ I33
11

)
S−1

1 0

0 S−T2

(
Aρ I33

00 + J ρ I33
11

)
S−1

2

]
, (2.22a)

G̃e =

[
0 −2 ρ J S−T1 I33

11 S−1
2

2 ρ J S−T2 I33
11 S−1

1 0

]
, (2.22b)

K̃e =

[
E∗J S−T1 I33

22 S−1
1 0

0 E∗J S−T2 I33
22 S−1

2

]
, (2.22c)

q̃e(t) =

[
q1(t)
q2(t)

]
, (2.22d)

kde M̃e je symetrická matice hmotnosti, ω0 G̃e je antisymetrická matice gyroskopických účink̊u,
K̃e je symetrická matice tuhosti a Imnij jsou konstantńı integrálńı matice definované vztahem

Imnij =

l∫
0

∂i [1, x, . . . , xm]T

∂xi
∂j [1, x, . . . , xn]

∂xj
dx. (2.23)

Koeficienty v matićıch (2.22a) – (2.22c) jsou uspořádány v souladu s pořad́ım uzlových
souřadnic ve vektoru q̃e(t):

q̃e(t)
T =

[
v(0, t), ψ(0, t), v(l, t), ψ(l, t), w(0, t), ϑ(0, t), w(l, t), ϑ(l, t)

]
.

Souřadnice ve vektoru q̃e(t) je ale účelné seřadit tak, aby se na prvńıch čtyřech pozićıch
nacházely souřadnice náležej́ıćı levému ř́ıdićımu uzlu konečného hř́ıdelového prvku a na zbýva-
j́ıćıch čtyřech pozićıch souřadnice náležej́ıćı pravému ř́ıd́ıćımu uzlu. Toho lze dosáhnout zave-
deńım transformačńıho vztahu

v(0, t)
ψ(0, t)
v(l, t)
ψ(l, t)
w(0, t)
ϑ(0, t)
w(l, t)
ϑ(l, t)


=



1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0





v(0, t)
w(0, t)
ϑ(0, t)
ψ(0, t)
v(l, t)
w(l, t)
ϑ(l, t)
ψ(l, t)


, (2.24)
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který je možné kompaktně zapsat ve tvaru

q̃e(t) = Te qe(t). (2.25)

Na transformačńı matici Te ze vztahu (2.25) lze pohĺıžet také jako na matici přechodu, která
převád́ı koeficientové matice konečného hř́ıdelového prvku do nové báze dané přeuspořádaným
vektorem uzlových souřadnic konečného hř́ıdelového prvku qe. Pro koeficientové matice v této
nové bázi plat́ı

Xe = TT
e X̃e Te, (2.26)

přičemž Xe je libovolná koeficientová matice konečného hř́ıdelového prvku e v bázi qe a X̃e

libovolná koeficientová matice v bázi q̃e. Platnost transformačńıho vztahu (2.26) lze ověřit např.
vyjádřeńım potenciálńı energie konečného hř́ıdelového prvku pomoćı koeficientové matice Ke

ze vztahu (2.22c). Pak plat́ı

Eep(t) =
1

2
q̃T
e (t) K̃e q̃e(t) = qT

e (t) TT
e K̃e Te qe(t) = qT

e (t) Ke qe(t). (2.27)

2.1.2 Modelováńı lopatkových kol

Lopatková kola na převislých konćıch rotoru turbodmychadla obvykle tvoř́ı kolem tř́ı čtvrtin
hmotnosti rotoru a p̊usob́ı na ně značné gyroskopické účinky. V př́ıpadech, kdy ćılem simulaćı
je analýza ohybového kmitáńı rotoru, se často obě kola považuj́ı za idealizované tuhé kotouče,
jejichž koeficientové matice jsou odvozeny v prvńı části odd́ılu.

Idealizované tuhé kotouče nepřisṕıvaj́ı do matice tuhosti rotoru (Byrtus et al., 2010).
U rotor̊u turbodmychadla byl nicméně experimentálńı prokázán (Smoĺık, 2013) vliv kompre-
sorového kola na ohybovou tuhost hř́ıdele. Tento vliv lze respektovat zavedeńım náhradńıch
konečných hř́ıdelových prvk̊u o větš́ım pr̊uměru, které se nacházej́ı pod kompresorovým kolem.
Tento př́ıstup je diskutován ve druhé části odd́ılu.

Matice tuhého kotouče

Uvažujme rotačně symetrický tuhý kotouč r ukázaný na obr. 2.3, který neńı zat́ıžen vněǰśımi
silovými účinky, otáč́ı se konstantńı úhlovou rychlost́ı ω0 kolem své osy symetrie a jeho středisko

z
A

y

x

A

A
0

η

ξ

ϑr

y
A

z

ζ

ψr

x
A

ω0

ϑ

ψ

·

·

zr

ϑr

ψr

yr

a

S
0

S

Obrázek 2.3: Tenký tuhý kotouč pevně spojený s hř́ıdelem v jednom uzlovém bodě (argumenty t
jsou pro přehlednost vypuštěny).
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hmotnosti S je od nejbližš́ıho uzlu A konečného hř́ıdelového prvku posunuto o vzdálenost a ve
směru osy x.

Celková okamžitá energie tuhého kotouče je rovna jeho okamžité kinetické energii E
(r)
k (t),

která je dána součtem kinetické energie unášivého posuvného a relativńıho sférického pohybu
(Rosenberg, 2010)

E
(r)
k (t) = E

(r)
k,un(t) + E

(r)
k,rel(t) =

1

2
mvT

S(t) vS(t) +
1

2
ωT

rel(t) ISωrel(t), (2.28)

kde m je hmotnost tuhého kotouče, IS = diag(I0, I, I) je matice setrvačnosti vztažená ke
středisku hmotnosti S a vun(t) a ωrel(t) jsou vektory rychlosti unášivého posuvného pohybu
a úhlové rychlosti relativńıho rotačńıho pohybu. V př́ıpadě diskutovaného tuhého kotouče
lze linearizované vektory vS(t) a ωrel(t) vyjádřit analogicky k př́ıpadu hmotného elementu
hř́ıdelového prvku. V souladu s (2.10) a (2.11) tedy plat́ı (argument t je pro přehlednost
v následuj́ıćıch vztaźıch vypuštěn)

vT
S =

[
0, ẏr + a ψ̇r, żr + a ϑ̇r

]
, ωT

rel =
[
ω0 + ϑ̇r ψr, ϑ̇r, ψ̇r

]
. (2.29)

Dosazeńım (2.29) do (2.28) je vyjádřena kinetická energie unášivého posuvného pohybu

E
(r)
k,un =

1

2
m
(
ẏ2
r + ż2

r + 2 a ẏr ψ̇r + a2 ψ̇2
r − 2 a żr ϑ̇r + a2 ϑ̇2

r

)
(2.30)

a kinetická energie relativńıho rotačńıho pohybu

E
(r)
k,rel =

1

2

[
I0

(
ω0 + ϑ̇r ψ

)2
+ I
(
ϑ̇2
r + ψ̇2

r

)]
≈ 1

2

[
I0

(
ω2 + 2ω0 ϑ̇r ψr

)
+ I
(
ϑ̇2
r + ψ̇2

r

)]
, (2.31)

která je linearizována zanedbáńım malých člen̊u, tedy součin̊u, ve kterých se vyskytuj́ı v́ıce než
dva činitele představuj́ıćı natočeńı ψr a ϑr nebo jejich derivace podle času.

Koeficientové matice tuhého kotouče r źıskáme př́ımým dosazeńım vztah̊u (2.30) a (2.31)
do Lagrangeových rovnic II. druhu (Rosenberg, 2010) a porovnáńım výsledné soustavy čtyř
lineárńıch rovnic s pohybovou rovnićı Stodolova-Greenova rotoru v maticové formulaci

d

dt

[
∂Ek(t)

∂q̇r(t)

]
− ∂Ek(t)

∂qr(t)
= Mr q̈r(t) + ω0 Gr q̇r(t). (2.32)

Matice hmotnosti Mr, matice gyroskopických účink̊u Gr a vektor zobecněných souřadnic qr(t)
maj́ı následuj́ıćı tvar:

Mr =


m 0 0 ma
0 m −ma 0
0 −ma I +ma2 0
ma 0 0 I +ma2

 , (2.33a)

Gr =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 I0

0 0 −I0 0

 , (2.33b)

qr(t) =


yr(t)
zr(t)
ϑr(t)
ψr(t)

 . (2.33c)
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Zvýšeńı ohybové tuhosti ȟŕıdele od nasazeného kompresorového kola

Pr̊uměr hř́ıdele pod kompresorovým kolem je až o třetinu menš́ı v porovnáńı s pr̊uměrem čepu
v radiálńım ložisku. Na hř́ıdeli menš́ıho pr̊uměru jsou kromě kola nasazeny rozpěrka s axiálńım
ložiskem, nákružky dosedaj́ıćı na rozpěrku a na samém konci hř́ıdele samojistná matice. Po
nasazeńı matice dosedne kompresorové kolo čelně na plochu rozpěrky, ta dosedne na nákružky
a plochu hř́ıdele větš́ıho pr̊uměru. Dotažeńım matice vznikne v nasazených součástech axiálńı
předpět́ı, d́ıky němuž jsou tyto součásti schopny přenést ohybový moment.

Do výpočtového modelu je zvýšenou ohybovou tuhost možno zahrnout zavedeńım náhrad-
ńıch hř́ıdelových prvk̊u s větš́ım pr̊uměrem, které se nacházej́ı pod nasazenými součástmi.
Uvažujme nyńı kompresorové kolo z obr. 2.4 o hmotnosti mk a s momenty setrvačnosti k ose
rotace a k př́ıčné ose I0,k a Ik, které je nasazené na hř́ıdele o pr̊uměru D. Pr̊uměr náhradńıho
hř́ıdele D∗ je dán koeficientem vyztužeńı δ

δ =
D∗

D
. (2.34)

Koeficient vyztužeńı δ je možné určit experimentálně a jeho velikost je obvykle 1,25 ≤ δ ≤ 1,4
(Smoĺık, 2013).

Zvětš́ı-li se pr̊uměr konečných prvk̊u, zvýš́ı se součet jejich hmotnost́ı o hmotnost dutého
válce mh, jehož rozměry jsou patrné z obr. 2.4. Aby byla zachována celková hmotnost rotoru,
je třeba o mh sńıžit hmotnost náhradńıho kompresorového kola

m∗k = mk −mh = mk −
1

4
ρ π (l1 + l2)D2

(
δ2 − 1

)
, (2.35)

kde m∗k je hmotnost náhradńıho kompresorového kola, ρ je hustota materiálu konečných hř́ıde-
lových prvk̊u a l1 a l2 jsou délky p̊uvodńıch konečných hř́ıdelových prvk̊u. Obdobně se sńıž́ı i
moment setrvačnosti k ose rotace

I∗0,k = I0,k − I0,h = I0,k −
1

32
ρ π (l1 + l2)D4

(
δ4 − 1

)
, (2.36)

D D

*

*

*

TkTk

l1 l2

y

x	=	x*

o
mh

mk

y

*

Obrázek 2.4: Zvýšeńı ohybové tuhosti hř́ıdele pod kompresorovým kolem zvětšeńım pr̊uměru
konečných hř́ıdelových prvk̊u.
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kde I∗0,k je moment setrvačnosti náhradńıho kompresorového kola k ose rotace a I0,h je moment
setrvačnosti dutého válce, který je odebrán z kompresorového kola.

Odebráńım materiálu se těžǐstě náhradńıho kompresorového kola přesune z bodu Tk do
nové polohy Tk

∗ po orientované úsečce, jej́ıž délku o lze vyjádřit z rovnice statické rovnováhy

m∗k o = mh

(
l2 −

l1 + l2
2

)
⇒ o =

mh (l2 − l1)

2 (mk −mh)
. (2.37)

Moment setrvačnosti náhradńıho kompresorového kola k př́ıčné ose I∗k je možné s využit́ım
Steinerovy věty vyjádřit následuj́ıćım zp̊usobem

I∗k = Ik − Ih −mh

(
l2 −

l1 + l2
2

)2

−m∗k o2, (2.38)

přičemž Ih je př́ıčný momenty dutého válce, který je odebrán z kompresorového kola.

2.1.3 Modelováńı plovoućıch pouzder

Dělená plovoućı pouzdra jsou obvykle řádově kratš́ı v podélném směru v porovnáńı s rotorem
turbodmychadla a jejich prvńı vlastńı frekvence je řádově vyšš́ı než je maximálńı frekvence
otáčeńı rotoru turbodmychadla. Tato pouzdra tedy za provozu dominantně kmitaj́ı jako tuhá
tělesa. Matematický model tuhého plovoućıho pouzdra je odvozen v prvńı části odd́ılu.

U některých rotor̊u turbodmychadel jsou nicméně použita nedělená pouzdra (tj. v obou
radiálńıch ložiskách je použito společné pouzdro), jejichž délka je zhruba čtvrtinová v porovnáńı
s rotorem. Takto dlouhá pouzdra mohou mı́t prvńı vlastńı frekvenci stejného řádu jako je ma-
ximálńı frekvence otáčeńı rotoru turbodmychadla a může být vhodné je považovat za poddajná
tělesa. Model poddajných pouzder je diskutován ve druhé části odd́ılu.

Model tuhého plovoućıho pouzdra

Tuhé těleso má v prostoru šest stupň̊u volnosti. Podélné a torzńı kmity lze vypustit vzhledem
k tomu, že je respektováno pouze ohybové kmitáńı rotorové soustavy. Často se zanedbává i
natáčeńı pouzder kolem př́ıčných os a to d́ıky následuj́ıćım skutečnostem:

� Gyroskopické účinky jsou d́ıky malým moment̊um setrvačnosti pouzdra zanedbatelné.

� Ložiskové v̊ule umožňuj́ı jen malé natáčeńı pouzdra kolem př́ıčných os.

� Radiálńı ložiska s řádově nižš́ı délkou v porovnáńı s rotorem jsou často modelována jako
bodová, tj. uvažuje se, že ohybový moment přenesený ložiskem je zanedbatelný.

Poloha tuhého plovoućıho pouzdra p je pak dána pouze dvěma zobecněnými souřadnicemi yp(t)
a zp(t), které jsou ukázány na obr. 2.5. Okamžitá energie tuhého plovoućıho pouzdra p je rovna
jeho okamžité kinetické energii, kterou lze vyjádřit následovně

E
(p)
k (t) =

1

2
m
[
ẏ2
p(t) + ż2

p(t)
]

+
1

2
I0 ω

2
p, (2.39)

kde m je hmotnost pouzdra, I0 je moment setrvačnosti k ose rotace a ωp je úhlová rychlost
pouzdra, jej́ıž stanoveńı je rozebráno v odd́ıle 3.5.2. Dosazeńım (2.39) do Lagrangeových rovnic
II. druhu (Rosenberg, 2010) dostáváme

d

dt

[
∂Ek(t)

∂q̇p(t)

]
− ∂Ek(t)

∂qp(t)
= Mp q̈p(t), (2.40)
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Obrázek 2.5: Tuhé plovoućı pouzdro v bodovém radiálńım ložisku (argumenty t jsou pro
přehlednost vypuštěny).

kde Mp a qp(t) jsou matice hmotnosti a vektor zobecněných výchylek pouzdra ve tvaru

Mp =

[
m 0
0 m

]
, (2.41a)

qp(t) =

[
yp(t)
zp(t)

]
. (2.41b)

Model poddajného plovoućıho pouzdra

Poddajné plovoućı pouzdro je možné modelovat pomoćı konečných hř́ıdelových prvk̊u, jejichž
matice byly odvozeny v odd́ıle 2.1.1. Ložiskové vazby mezi poddajným plovoućım pouzdrem a
čepem hř́ıdele, respektive ložiskovou skř́ıńı turbodmychadla nelze považovat za bodové, protože
poddajné plovoućı pouzdro má nejméně dva uzly. Hydrodynamické śıly v mazaćıch filmech se
tedy modeluj́ı v souladu s druhou část́ı odd́ılu 2.1.4.

2.1.4 Modelováńı radiálńıch kluzných ložisek

Radiálńı ložiska slouž́ı k podepřeńı otáčivé části stroje v radiálńım směru a zároveň mohou
sloužit ke sńıžeńı třeńı mezi rotuj́ıćı a nerotuj́ıćı část́ı stroje. V př́ıpadě kluzných ložisek jsou
zmı́něné části stroje odděleny mazaćım filmem, kde mazivo je obvykle ložiskový olej. Použ́ıvá
se ale i voda, vzduch a daľśı tekutiny.

Modelováńı linearizovaných sil v bodovém ložisku

Silové účinky, které jsou ložiskem přenášeny, nejsou obecně lineárńı a záviśı na poloze, rychlosti
kmitáńı a úhlové rychlosti čepu hř́ıdele. V úlohách rotordynamiky se nicméně ložisková vazba
obvykle idealizuje vysloveńım následuj́ıćıch předpoklad̊u (Gasch a Pfützner, 1975):

� Čep hř́ıdele se otáč́ı konstantńı úhlovou rychlost́ı ω0.
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2 Ohybové kmitáńı rotoru turbodmychadla

� Nedocháźı ke kontaktu mezi ložiskovou pánv́ı a čepem hř́ıdele a čep kmitá v bĺızkém okoĺı
pracovńıho bodu (y0,j , z0,j). Pracovńım bodem se rozumı́ taková poloha čepu při úhlové
rychlosti ω0, ve které jsou śıly v mazaćım filmu a objemové śıly od rotoru v rovnováze.

� Ložisko se považuje za bodové a nepřenáš́ı moment.

Za těchto předpoklad̊u jsou śıly Fl,y = Fl,y(t) a Fl,z = Fl,z(t) p̊usob́ıćı na čep ve vertikálńım
a horizontálńım směru př́ımo úměrné výchylkám čepu hř́ıdele yj = yj(t) a zj = zj(t) a jejich
derivaćım. Plat́ı tedy (Gasch a Pfützner, 1975; Muszyńska, 2005)[

Fl,y(t)
Fl,z(t)

]
= −

[
ml 0
0 ml

] [
ÿj(t)
z̈j(t)

]
−
[
bl,yy bl,yz
bl,zy bt,zz

] [
ẏj(t)
żj(t)

]
−
[
kl,yy kl,yz
kl,zy kl,zz

] [
yj(t)
zj(t)

]
, (2.42)

kde ml je hmotnostńı parametr mazaćıho filmu a bl,ij a kl,ij jsou koeficienty tlumeńı a tuhosti
mazaćıho filmu, jejichž výpočet je ukázán v podkapitole 4.3. Vzhledem k tomu, že setrvačné śıly
v mazivu jsou většinou řádově menš́ı než tlumićı a elastické śıly, prvńı součin v rovnici (2.42)
se obvykle zanedbává (Muszyńska, 2005). Vztah (2.42) pak lze zapsat v kompaktńım tvaru

fl(t) ≈ −Bl q̇j(t)−Kl qj(t) = −
(
Bs
l + Ba

l

)
q̇j(t)−

(
Ks
l + Ka

l

)
ql(t), (2.43)

kde Ks
l a Ka

l jsou symetrická a antisymetrická část matice tuhosti mazaćıho filmu Kl a obdobně
Bs
l a Ba

l jsou symetrická a antisymetrická část matice tlumeńı mazaćıho filmu Bl.

Modelováńı linearizovaných sil v ložisku konečné délky

V př́ıpadech, kdy nelze zanedbat momenty přenášené ložiskem, nelze zanedbat deformace čepu
hř́ıdele či ložiskové pánve, nebo je podélná délka ložiska srovnatelná s délkou rotoru, nelze
ložisko považovat za bodové. V prvńım uvedeném př́ıpadě lze ložisko obvykle modelovat jako
vazbu mezi dvojićı uzl̊u, v daľśıch př́ıpadech je vhodněǰśı vazbu definovat mezi dvěma skupinami
uzl̊u. Protože se od sebe uvedené př́ıstupy lǐśı, jsou dále vysvětleny oba.

Jednouzlová ložisková vazba

Jednouzlová ložisková vazba je vazba mezi čepem hř́ıdele, jehož zobecněné souřadnice jsou
sledovány v jednom uzlu, a rámem nebo ložiskovou pánv́ı tvořenou jedńım uzlem. Stejně jako
v př́ıpadě bodového ložiska lze linearizované śıly v mazaćım filmu zapsat v maticovém tvaru

fl(t) ≈ −


bl,yy bl,yz bl,yϑ bl,yψ
bl,zy bt,zz bl,zϑ bl,zψ
bl,ϑy bt,ϑz bl,ϑϑ bl,ϑψ
bl,ψy bt,ψz bl,ψϑ bl,ψψ



ẏj(t)
żj(t)

ϑ̇j(t)

ψ̇j(t)

−

kl,yy kl,yz kl,yϑ kl,yψ
kl,zy kt,zz kl,zϑ kl,zψ
kl,ϑy kt,ϑz kl,ϑϑ kl,ϑψ
kl,ψy kt,ψz kl,ψϑ kl,ψψ



yj(t)
zj(t)
ϑj(t)
ψj(t)

 , (2.44)

kde jsou zanedbány setrvačné śıly v mazivu. Matice tlumeńı a tuhosti mazaćıho filmu Bl a Kl

obsahuj́ı šestnáct obecně nezávislých koeficient̊u bij a kij , které je možné vypoč́ıtat podobně
jako v př́ıpadě bodového ložiska.

Vzhledem k tomu, že ve vztahu (2.44) figuruj́ı natočeńı čepu ϑj = ϑj(t) a ψj = ψj(t),
nelze uvedenou vazbu použ́ıt ke spojeńı čepu hř́ıdele a tuhého plovoućıho pouzdra se dvěma
stupni volnosti z odd́ılu 2.1.3.
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Vı́ceuzlová ložisková vazba

Vı́ceuzlová vazba může být zavedena v několika konfiguraćıch:

� typ střednice-střednice – čep hř́ıdele i pánev jsou jednorozměrná tělesa,

� typ střednice-povrch – obvykle je čep hř́ıdele jednorozměrné těleso a pánev těleso s troj-
rozměrnou geometríı,

� typ povrch-povrch – čep hř́ıdele i pánev jsou tělesa s trojrozměrnou geometríı.

Zavedeńı prvńıch dvou typ̊u vazeb do matematického modelu je analogické, proto dále
bude vysvětleno na př́ıkladu vazby typu střednice-střednice. Uvažujme situaci z obr. 2.6, kdy
je čep hř́ıdele s uzly 1, 2 a 3 podepřen radiálńım ložiskem, jehož pánev je tvořena uzly 101, 102
a 103, jejichž podélné souřadnice jsou totožné s uzly čepu. Koeficienty matic tlumeńı a tuhosti
jsou vypoč́ıtány jedńım z postup̊u z podkapitoly 4.3 s t́ım, že pro vazbu 1-101 je bráno v úvahu
zat́ıžeńı ložiska na ploše 〈0, l1/2〉×〈0, 2π〉, pro vazbu 2-102 na ploše 〈l1/2, l1 + l2/2〉×〈0, 2π〉 a pro
vazbu 3-103 na ploše 〈l1 + l1/2, l1 + l2〉× 〈0, 2π〉. Pro vazbu typu střednice-povrch se obdobným
zp̊usobem rozděĺı plocha ložiska v obvodovém směru.

V př́ıpadech, kdy dvojice vázaných uzl̊u nemaj́ı shodnou podélnou souřadnici nebo je
ložisková vazba modelována jako typ povrch-povrch, je vhodněǰśı zahrnout účinky sil v ložisku
do vektoru budićıch sil a vazbu nelinearizovat. V takovém př́ıpadě je totiž možné integrovat na
straně čepu a na straně pánve přes r̊uzné plochy.

1 2 3

l
1

l
2

mazivový film

čep hřídele

ložisková pánev 101 102 103

K
2

B
2

K
1

B
1

K
3

B
3

Obrázek 2.6: Ukázka linearizované v́ıceuzlové ložiskové vazby typu střednice-střednice.

2.1.5 Modelováńı aerodynamických sil v turb́ınovém stupni

V roce 1965 Alford studoval śıly, které mohou zp̊usobit nestabilńı chováńı turb́ınových a kom-
presorových stupň̊u leteckých tryskových motor̊u. Tyto aerodynamické śıly, označované někdy
jako Alfordovy śıly, jsou elastické a vyznačuj́ı se t́ım, že př́ımé vazebńı tuhosti maj́ı oproti
kř́ıžovým zanedbatelné. Pokud v pevném souřadnicovém systému xyz z obr. 2.3 zavedeme ver-
tikálńı a horizontálńı výchylku turb́ınového kola yt(t) a zt(t), lze Alfordovy śıly formulovat
následovně:[

Ft,y(t)
Ft,z(t)

]
= −

[
kt,yy kt,yz
kt,zy kt,zz

] [
yt(t)
zt(t)

]
≈ −

[
0 −kt
kt 0

] [
yt(t)
zt(t)

]
. (2.45)

Aproximace v rovnosti (2.45) vznikne zanedbáńım př́ımých vazebńıch tuhost́ı a kř́ıžovou vazebńı
tuhost kt Alford (1965) definuje vztahem

kt =
βMt

Dt Lt
, (2.46)
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2 Ohybové kmitáńı rotoru turbodmychadla

ve kterém je β opravný koeficient, Mt točivý moment turb́ınového stupně, Dt vněǰśı pr̊uměr
turb́ınového kola a Lt radiálńı délka turb́ınových lopatek. Na základě zkušenost́ı s turb́ınami
tryskových motor̊u Alford (1965) doporučuje volit opravný koeficient 1,0 ≤ β ≤ 1,5.

Točivý moment Mt ze vztahu (2.46) je účelné vyjádřit jako funkci výkonu turb́ınového
stupně Pt. Uvažujme, že Mt je konstantńı a turb́ınové kolo se otáč́ı konstantńı úhlovou rychlost́ı
ω0. Mechanická práce točivého momentu Wt je v takovém př́ıpadě

Wt = Mt ϕ, (2.47)

kde ϕ je úhel natočeńı. Derivaćı (2.47) podle času t lze př́ımo vyjádřit výkon Pt

Pt =
dWt

dt
= Mt

dϕ

dt
= Mt ω0. (2.48)

Po vyjádřeńı Mt z (2.48) a dosazeńı do (2.46) dostáváme

kt =
β Pt

Dt Lt ω0
. (2.49)

2.1.6 Modelováńı aerodynamických sil v kompresorovém stupni

V kompresorovém stupni p̊usob́ı předevš́ım dva silové účinky: elastické aerodynamické śıly od
stlačovaného vzduchu a elasticko-viskózńı aerodynamické śıly v ucpávkách kompresoru (Alford,
1965). Podobně jako v př́ıpadě turb́ınových stupň̊u jsou př́ımé vazebńı tuhosti elastických ae-
rodynamických sil oproti kř́ıžovým zanedbatelné. Disipativńı śıly v ucpávkách rovněž bývaj́ı
velmi malé a proto se často uvažuje pouze destabilizuj́ıćı vliv aerodynamických sil[

Fk,y(t)
Fk,z(t)

]
= −

[
bk,yy bk,yz
bk,zy bk,zz

] [
ẏk(t)
żk(t)

]
−
[
kk,yy kk,yz
kk,zy kk,zz

] [
yk(t)
zk(t)

]
≈ −

[
0 −kk
kk 0

] [
yk(t)
zk(t)

]
. (2.50)

Přibližný vztah pro výpočet koeficientu tuhosti kk navrhl (Alford, 1965). Platnost tohoto vztahu
se omezuje na axiálńı kompresory. Odstředivé kompresory zkoumali Wachel a von Nimitz (1981),
kteř́ı formulovali empirickou Wachelovu rovnici

kk =
BMr Pk
Dk ck ω0

ρv
ρs
, (2.51)

kde B je opravný koeficient, Mr je relativńı molekulová hmotnost plynu (pro vzduch plat́ı
Mr = 28,97), Pk je výkon kompresorového stupně, Dk je vněǰśı pr̊uměr kompresorového kola,
ck je nejmenš́ı rozměr proudového kanálu, ω0 je úhlová rychlost kompresorového kola a ρv a ρs
jsou hustoty vytlačovaného a nasávaného plynu. Opravný koeficient B je závislý na jednotkách
použitých ve vztahu (2.51); pro jednotky SI plat́ı B = 100.

Pod́ıl ρv/ρs ve Wachelově rovnici (2.51) nemuśı být vždy zřejmý z návrhových parametr̊u
kompresoru a je vhodněǰśı vyjádřit ho s využit́ım kompresńıho poměru πk. Vzhledem k tomu, že
v kompresoru teoreticky docháźı k adiabatickému stlačováńı (Nguyen-Schäfer, 2012; Wikimedia,
2001–), plat́ı pro idealizovaný stlačovaný plyn stavová rovnice

pv V
κ
v = ps V

κ
s , (2.52)

kde pv a ps jsou tlaky vytlačovaného a nasávaného plynu, Vv a Vs jsou objemy vytlačovaného
a nasávaného plynu a κ je Poissonova konstanta. Je-li vytlačovaným plynem vzduch, plat́ı pro
Poissonovu konstantu κ = 1,4 v rozsahu teplot 0 – 200 ◦C.
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Upravme nyńı rovnici (2.52) do pod́ılového tvaru a uvažujme, že hmotnosti nasávaného
vzduchu ms a vytlačovaného vzduchu mv jsou totožné. Plat́ı tedy

ρv
ρs

=

(
Vs
Vv

)κ
=

(
ms

ρs

ρV
mv

)κ
=

(
ρv
ρs

)κ
. (2.53)

Protože stavová rovnice (2.52) nepopisuje stav vakua, jsou tlak i hustota plynu kladné. Dı́ky
tomu lze rovnost (2.53) ekvivalentně umocnit výrazem 1/κ. Po dosazeńı výsledného vztahu

π
1/κ
k =

ρv
ρs

(2.54)

do Wachelovy rovnice (2.51) dostáváme

kk =
BMr Pk
Dk ck ω0

π
1/κ
k . (2.55)

2.1.7 Sestaveńı matematického modelu rotorové soustavy

Sestaveńı matematického modelu rotorové soustavy bude demonstrováno na př́ıkladu jedno-
duchého rotoru turbodmychadla z obr. 2.7. Tento rotor má lopatková kola na obou převislých
konćıch a je podepřen dvěma ložisky s plovoućımi pouzdry. Hř́ıdel rotoru je rozdělen na čtyři
konečné hř́ıdelové prvky, jejichž uzly se nacházej́ı pod lopatkovými koly, ve středech radiálńıch
ložisek a mezi ložisky. Plovoućı pouzdra v ložiskách jsou uvažována jako tuhá tělesa. Kromě hyd-
rodynamických sil v ložiskách jsou v modelu respektovány rovněž aerodynamické śıly v turb́ı-
novém a kompresorovém stupni. Pohybová rovnice popisuj́ıćı ohybové kmitáńı demonstračńı
rotorové soustavy má tvar

M q̈(t) + [B + ω0 G + Bl(ω0)] q̇(t) +
[
K + Kl(ω0) + Ka(ω

−1
0 )
]
q(t) = f(ω0, t), (2.56)

kde M, B a K jsou blokově diagonálńı symetrické matice hmotnosti, tlumeńı a tuhosti roto-
rové soustavy, G je blokově diagonálńı antisymetrická matice gyroskopických účink̊u, Kl(ω0) a
Bl(ω0) jsou matice koeficient̊u tuhosti a tlumeńı ložiskových vazeb, Ka(ω

−1
0 ) je antisymetrická

matice elastických aerodynamických účink̊u v turb́ınovém a kompresorovém stupni a q(t) a
f(ω0, t) jsou vektory zobecněných souřadnic a budićıch sil. Jednotlivé matice a vektory maj́ı

1 2 3 4 5

6 7

Kt,i

Kt,oKt

Kk,i

Kk,o Kk

kompresorové koloturbínové kolo

Bt,i Bk,i

Bk,oBt,o

plovoucí

pouzdra

hřídel

Obrázek 2.7: Jednoduchý rotor turbodmychadla pro demonstraci sestaveńı matematického mo-
delu. Světle žluté části rotoru jsou poddajné, tmavě šedé tuhé.
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následuj́ıćı strukturu (argumenty t a ω0 jsou pro přehlednost vypuštěny):

M =

 M
(20,20)
r 0(20,2) 0(20,2)

0(2,20) M
(2,2)
p 0(2,2)

0(2,20) 0(2,2) M
(2,2)
p

 , (2.57a)

B =

 αm M
(20,20)
r + βk K

(20,20)
r 0(20,2) 0(20,2)

0(2,20) 0(2,2) 0(2,2)

0(2,20) 0(2,2) 0(2,2)

 , (2.57b)

G =

 G
(20,20)
r 0(20,2) 0(20,2)

0(2,20) 0(2,2) 0(2,2)

0(2,20) 0(2,2) 0(2,2)

 , (2.57c)

Bl =



0(4,4) 0(4,2) 0(4,6) 0(4,2) 0(4,6) 0(4,2) 0(4,2)

0(2,4) B
(2,2)
t,i 0(2,6) 0(2,2) 0(2,6) −B

(2,2)
t,i 0(2,2)

0(6,4) 0(6,2) 0(6,6) 0(6,2) 0(6,6) 0(6,2) 0(6,2)

0(2,4) 0(2,2) 0(2,6) B
(2,2)
k,i 0(2,6) 0(2,2) −B

(2,2)
k,i

0(6,4) 0(6,2) 0(6,6) 0(6,2) 0(6,6) 0(6,2) 0(6,2)

0(2,4) −B
(2,2)
t,i 0(2,6) 0(2,2) 0(2,6) B

(2,2)
t,i + B

(2,2)
t,o 0(2,2)

0(2,4) 0(2,2) 0(2,6) −B
(2,2)
k,i 0(2,6) 0(2,2) B

(2,2)
k,i + B

(2,2)
k,o


, (2.57d)

K =

 K
(20,20)
r 0(20,2) 0(20,2)

0(2,20) 0(2,2) 0(2,2)

0(2,20) 0(2,2) 0(2,2)

 , (2.57e)

Kl =



0(4,4) 0(4,2) 0(4,6) 0(4,2) 0(4,6) 0(4,2) 0(4,2)

0(2,4) K
(2,2)
t,i 0(2,6) 0(2,2) 0(2,6) −K

(2,2)
t,i 0(2,2)

0(6,4) 0(6,2) 0(6,6) 0(6,2) 0(6,6) 0(6,2) 0(6,2)

0(2,4) 0(2,2) 0(2,6) K
(2,2)
k,i 0(2,6) 0(2,2) −K

(2,2)
k,i

0(6,4) 0(6,2) 0(6,6) 0(6,2) 0(6,6) 0(6,2) 0(6,2)

0(2,4) −K
(2,2)
t,i 0(2,6) 0(2,2) 0(2,6) K

(2,2)
t,i + K

(2,2)
t,o 0(2,2)

0(2,4) 0(2,2) 0(2,6) −K
(2,2)
k,i 0(2,6) 0(2,2) K

(2,2)
k,i + K

(2,2)
k,o


, (2.57f)

Ka =



K
(2,2)
t 0(2,2) 0(2,2) 0(2,2) 0(2,2) 0(2,2)

0(14,2) 0(14,14) 0(14,2) 0(14,2) 0(14,2) 0(14,2)

0(2,2) 0(2,14) K
(2,2)
k 0(2,2) 0(2,2) 0(2,2)

0(2,2) 0(2,14) 0(2,2) 0(2,2) 0(2,2) 0(2,2)

0(2,2) 0(2,14) 0(2,2) 0(2,2) 0(2,2) 0(2,2)

0(2,2) 0(2,14) 0(2,2) 0(2,2) 0(2,2) 0(2,2)


, (2.57g)

qT =
[(

qT
1

)(1,4) (
qT

2

)(1,4) (
qT

3

)(1,4) (
qT

4

)(1,4) (
qT

5

)(1,4) (
qT

6

)(1,2) (
qT

7

)(1,2)
]
, (2.57h)

kde pravý horńı index u symbol̊u matic udává počet řádk̊u a sloupc̊u dané matice. Struktura
matic Mr, Gr a Kr je ukázána na obr. 2.7. Matice hmotnosti tuhých plovoućıch pouzder
Mp jsou odvozeny v odd́ıle 2.1.3, matice tuhosti a tlumeńı ložiskových vazeb jsou popsány
v odd́ıle 2.1.4 a konečně matice Kt a Kk jsou rozebrány v odd́ılech 2.1.5 a 2.1.6. qi jsou vektory
zobecněných souřadnic popisuj́ıćıch kmitáńı i-tého uzlu.
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Matice hmotnosti M
r

Matice gyroskopických

účinků G
r

Matice tuhosti B
r

Obrázek 2.8: Matice Mr, Gr a Kr jsou sestaveny z koeficientových matic hř́ıdelových prvk̊u (ne-
nulové prvky jsou vykresleny světle žlutě) a tuhých kotouč̊u odvozených (tmavě
šedá) v odd́ılech 2.1.1 a 2.1.2. Dı́lč́ı matice jsou přidávány aditivně a jsou umı́stěny
v závislosti na pořadových č́ıslech uzl̊u, jimž nálež́ı.

Koeficienty αm a βk v matici tlumeńı B jsou nazývány koeficienty proporcionálńıho tlu-
meńı nebo také koeficienty Rayleighovova tlumeńı. Koeficienty udávaj́ı velikost poměrného
útlumu ζ poddajného tělesa v závislosti na úhlové rychlosti budićı śıly ω:

ζ(ω) =
αm
2ω

+
βk ω

2
. (2.58)

Pokud jsou známy poměrné modálńı útlumy ζi a ζj pro i-tou a j-tou vlastńı frekvenci Ωi a
Ωj , lze koeficienty αm a βk jednoznačně určit př́ımým dosazeńım do (2.1). V př́ıpadě, že je
uvažováno n dvojic (ζi, Ωi), jsou koeficienty hledány jako řešeńı přeurčené soustavy n rovnic
2 Ωi ζi = αm + βk Ω2

i .
Byrtus et al. (2010) uvád́ı, že Rayleigh̊uv model tlumeńı neńı vhodný pro modelováńı

rychle se otáčej́ıćıch rotorových soustav a navrhuje užit́ı Kelvinova-Voigtova materiálu, pro
jehož napět́ı při jednoosé napjatosti plat́ı vztah

σ(t) = E ε(t) + ηkv ε̇(t), (2.59)

kde E je Young̊uv modul pružnosti a ηkv je viskózńı koeficient.

2.2 Pohybová rovnice vázaného mechanického systému

Pohybová rovnice (2.56) se zaměřuje na popis chováńı linearizovaného rotorového systému při
konstantńı úhlové rychlosti ω0. Pro modelováńı přechodových stav̊u s proměnnou úhlovou rych-
lost́ı je ovšem nedostačuj́ıćı. V těchto př́ıpadech se může využ́ıt formulace, kdy je modelovaný
systém považován za systém vázaných tuhých nebo poddajných těles1. Tělesa v tomto systému
mohou konat dva typy pohyb̊u:

i) velké (globálńı) pohyby,

ii) malé pohyby (vibrace či elastické deformace).

1Anglicky multi-body system.
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V př́ıpadě turbodmychadla se velkými pohyby rozumı́ otáčeńı rotoru a plovoućıch pouz-
der, protože při takovém pohybu se úhel vyjadřuj́ıćı natočeńı uvedených subsystémů neustále
zvětšuje. Za malý pohyb mohou být považovány kmity rotoru kolem jeho rovnovážné pohyby a
kmity plovoućıch pouzder, tedy pohyby popsané rovnićı (2.56). Pohybová rovnice multi-body
systému může být odvozena r̊uznými př́ıstupy. Tradičně se využ́ıvá lagrangeovské nebo newton-
eulerovské formulace, zde bude představena druhá jmenovaná (Offner et al., 2018).

Rozděĺıme-li poddajné těleso na systém d́ılč́ıch tuhých tělesspojených elastickými vazbami,
lze pohyb i-tého d́ılč́ıho tělesa popsat dvojićı rovnic

mi
∂2xabs

i

∂t2
= fabs

i,F , (2.60)

∂
(
Iabs
i ωabs

i

)
∂t

= fabs
i,M , (2.61)

kde mi a Iabs
i je hmotnost a tenzor setrvačnosti i-tého tělesa, xabs

i je vektor posunut́ı těžǐstě
tělesa, ωabs

i je vektor rotace tělesa kolem těžǐstě a fabs
i,F a fabs

i,M jsou vektory vněǰśıch sil. Index
abs označuje, že je daný vektor či tenzor vyjádřen v prostoru základńıho rámu. Pokud i-té
těleso rotuje, tenzor setrvačnosti Iabs

i neńı konstantńı. Kdyby ale byl vyjádřen v referenčńım
souřadnicovém systému, který je pevně spojený s rotuj́ıćım tuhým tělesem, byl by konstantńı.

Za předpokladu, že je referenčńı souřadnicový systém pootočený v̊uči základńımu rámu
o vektor směrových úhl̊u [α, β, γ]>, je možné formulovat závislost mezi vektory, resp. tenzory
vyjádřenými pomoćı složek základńıho a referenčńıho systému následuj́ıćımi vztahy

aabs = Sαβγ aref , Aabs = Sαβγ Aref S>αβγ , (2.62)

kde a označuje obecný vektor, A obecný tenzor, index ref určuje, že je daný vektor či ten-
zor vyjádřen ve složkách referenčńıho systému, a konečně Sαβγ je transformačńı matice. Lze
dokázat, že transformačńı matice je ortogonálńı, tj. plat́ı pro ni

S>αβγ = S−1
αβγ . (2.63)

Matici úhlové rychlosti referenčńıho systému v̊uči základńımu systému Ω je možné vyjádřit
ve složkách referenčńıho systému následovně:

Ω =

 0 −ωz ωy
ωz 0 −ωx
−ωy ωx 0

 = S>αβγ Ṡαβγ , (2.64)

přičemž ωx, ωy, ωz jsou úhlové rychlosti otáčeńı referenčńıho systému v̊uči základńımu systému.
Newtonovu pohybovou rovnici lze při použit́ı vztah̊u (2.62) přepsat do tvaru

mi
∂2
(
Sαβγ xref

)
∂t2

= Sαβγ f ref
i,F . (2.65)

Dále budeme uvažovat, že polohový vektor xref lze rozdělit na tři části

xref
i = xi + u0,i + ui, (2.66)

kde xi je poloha počátku referenčńıho systému v̊uči počátku základńıho systému vyjádřená ve
složkách referenčńıho systému, u0,i je počátečńı poloha i-tého tělesa v̊uči počátku referenčńıho
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2 Ohybové kmitáńı rotoru turbodmychadla

systému a ui je pohybový vektor i-tého tělesa ve složkách referenčńıho systému. Po dosazeńı
(2.66) do (2.65) źıskáme vztah

mi

[
Sαβγ (ẍi + üi) + 2 Ṡαβγ (ẋi + u̇i) + S̈αβγ (xb + u0,i + ui)

]
= Sαβγ f ref

i,F , (2.67)

který lze s využit́ım (2.63) a (2.64) dále upravit do tvaru

mi

[
ẍi + üi + 2 Ω (ẋb + u̇i) +

(
Ω̇ + Ω2

)
(xi + u0,i + ui)

]
= f ref

i,F . (2.68)

S využit́ım vztah̊u (2.62) je možné modifikovat i Eulerovu rovnici (2.61):

∂
(
Sαβγ Iref

i S>αβγ Sabω
ref
i

)
∂t

= Sαβγ f ref
i,M . (2.69)

Vektor úhlové rychlosti ve složkách referenčńıho systému ωref
i poté rozděĺıme na vektor úhlové

rychlosti referenčńıho systému v̊uči základńımu systému ωi a vektor úhlové rychlosti i-tého
tělesa v̊uči referenčńımu systému ϕ̇i. Pro ωref

i tedy plat́ı

ωref
i = ωi + ϕ̇i. (2.70)

Po dosazeńı (2.70) do (2.69) obdrž́ıme

Ṡαβγ Iref
i (ωi + ϕ̇i) + Sαβγ İref

i (ωi + ϕ̇i) + Sαβγ Iref
i

∂ (ωi + ϕ̇i)

∂t
= Sαβγ f ref

i,M , (2.71)

což lze upravit do tvaru(
Ω Iref

i + İref
i

)
(ωi + ϕ̇i) + Iref

i (ω̇i + ϕ̈i) = f ref
i,M , (2.72)

který obsahuje člen İref
i , jenž je časově invariantńı v̊uči referenčńımu systému, který je pevně

spojený s i-tým tělesem. Toho se využ́ıvá při daľśıch úpravách této rovnice, např́ıklad při
linearizaci, kterou ukazuje Offner et al. (2018).

Pohybové rovnice jednotlivých tuhých těles lze zapsat v kompaktńım tvaru

M q̈(t) = f(q̈, q̇,q, t), (2.73)

kde M = diag [M1, M2, . . . , Mn] je blokově diagonálńı matice hmotnosti, přičemž d́ılč́ı matice
Mi jsou opět blokově diagonálńı se strukturou

Mi =

[
mi E3 0

0 Iref
i

]
,

kde E3 je jednotková matice řádu 3.
Součást́ı nelineárńıho vektoru f(q̈, q̇,q, t) na pravé straně rovnice (2.73) jsou vazebńı śıly,

exterńı śıly, gyroskopické śıly a také elastické a disipativńı śıly f ed. Za předpokladu, že plat́ı
lineárńı teorie pružnosti a materiálové tlumeńı je popsáno Rayleighovou disipativńı funkćı, lze
tyto śıly vyjádřit vztahem

f ed = −B q̇(t)−K q(t). (2.74)
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3 Hydrodynamické mazáńı v radiálńıch
kluzných ložiskách s plovoućım pouzdrem

Jak již bylo uvedeno v úvodu, rotory turbodmychadel jsou v radiálńım směru nejčastěji po-
depřeny kluznými ložisky s plovoućımi pouzdry, kterými proud́ı motorový olej přiváděný pod
tlakem do ložisek. Tento olej odděluje jednotlivé části ložiska a d́ıky relativńımu pohybu část́ı
ložiska v̊uči sobě je olej schopen přenášet statické zat́ıžeńı od t́ıhy rotoru a dynamické zat́ıžeńı
od nevyváženosti rotoru a daľśıch jev̊u.

Odděleńı kluzných povrch̊u olejovým filmem, který přenáš́ı zat́ıžeńı d́ıky vzájemnému
pohybu kluzných povrch̊u v̊uči sobě, se ř́ıká hydrodynamické mazáńı (Stachowiak a Batchelor,
2013). Při hydrodynamickém mazáńı je v olejovém filmu generován hydrodynamický tlak, který
může dosahovat hodnot až deśıtek MPa. Obdobně jako v jiných úlohách hydrodynamiky je
možné hydrodynamický tlak vypoč́ıtat pomoćı Navierových-Stokesových rovnic, nicméně pro
oblast kluzných ložisek se častěji využ́ıvá tzv. Reynoldsova rovnice, kterou je možné odvodit
právě z Navierových-Stokesových rovnic a která má výrazně jednodušš́ı tvar než tyto rovnice.

V kapitole je popsáno hydrodynamické mazáńı v radiálńıch kluzných ložiskách s plovoućım
pouzdrem. V prvńı části je představena geometrie kluzných ložisek, dále je odvozena Reynold-
sova rovnice a jsou definovány základńı tribologické parametry ložiska. V daľśı části kapitoly
jsou uvedeny zobecněné tvary Reynoldsovy rovnice, které mohou naj́ıt uplatněńı při analýze
ložisek turbodmychadel a v závěru kapitoly jsou odvozeny vztahy popisuj́ıćı úhlovou rychlost
plovoućıho pouzdra, prouděńı maziva skrz otvory v pouzdře a provozńı v̊uli ložiska.

3.1 Geometrické parametry ložiska s plovoućım pouzdrem

Základńı geometrické parametry radiálńıch kluzných ložisek s plovoućım pouzdrem jsou analo-
gické k parametr̊um cylindrického ložiska zakresleného na schématu v obr. 3.1a. Poloha čepu
hř́ıdele v ložisku je dána vertikálńı a horizontálńı výchylkou y = y(t) a z = z(t) mezi geomet-
rickým středem ložiskové pánve S a geometrickým středem čepu hř́ıdele J. Výchylky mohou být
doplněny o natočeńı čepu kolem př́ıčných os y a z. Pro některé aplikace neńı použit́ı kartézských
souřadnic výhodné, a proto se zavád́ı excentricita čepu e = e(t) a úhel k excentricitě φ = φ(t),
které lze pomoćı výchylek y a z definovat následovně:

e =
√
y2 + z2, φ =


arctan

(
z
y

)
∀ (y > 0 ∧ z ≥ 0) ,

arctan
(
z
y

)
+ π ∀ (y < 0 ∧ z ∈ R) ,

arctan
(
z
y

)
+ 2π ∀ (y > 0 ∧ z < 0) ,

(3.1)

kde R označuje množinu reálných č́ısel. Časové derivace excentricity a úhlu k excentricitě lze
odvodit v následuj́ıćım tvaru:

ė =
y ẏ + z ż√
y2 + z2

, φ̇ =
y ż − z ẏ
y2 + z2

. (3.2)
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Obrázek 3.1: Mezi nejvýznamněǰśı geometrické parametry radiálńıho kluzného ložiska a) patř́ı
poloměr ložiska r, délka ložiska l, radiálńı v̊ule ložiska cr a ložisková mezera h, která
je dána tvarem pánve a čepu a polohou čepu. V př́ıpadě ložiska s plovoućım pouzdrem
b) jsou parametry obdobné. Parametry vnitřńıho filmu se obvykle označuj́ı indexem
i a parametry vněǰśıho filmu indexem o.

V př́ıpadě, že čep hř́ıdele i ložisková pánev maj́ı dokonale kruhový pr̊uřez, je ložisková
mezera h dána analytickou funkćı

h = cr − e cos
(s
r
− φ

)
= cr

[
1− ε cos

(s
r
− φ

)]
, (3.3)

kde s je obvodová souřadnice ukázaná na obr. 3.1a a ε = e/cr je relativńı excentricita.
V ložisku s plovoućım pouzdrem znázorněném na obr. 3.1b jsou zavedeny souřadnice:

� absolutńı výchylky yp = yp(t) a zp = zp(t) udávaj́ı polohu středu pouzdra P v̊uči středu
ložiskové pánve S,

� relativńı výchylky yrelj = yrelj (t) a zrelj = zrelj (t) udávaj́ı polohu středu čepu J v̊uči středu
pouzdra P,

� nav́ıc se mohou zavést absolutńı výchylky yj = yp + yrelj a zj = zp + zrelj udávaj́ıćı polohu
středu čepu J v̊uči středu pánve S.

Vztahy pro jednotlivé excentricity, úhly k excentricitám a pro jejich derivace podle času, ale i
vztahy pro ložiskové mezery maj́ı tvary odpov́ıdaj́ıćı rovnićım (3.1) – (3.3).

3.2 Odvozeńı Reynoldsovy rovnice

Aby v tenkém tenkém viskózńım filmu, který odděluje dva povrchy, došlo k hydrodynamickému
mazáńı, muśı být splněny dvě podmı́nky (Stachowiak a Batchelor, 2013): uvedené povrchy se
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v̊uči sobě pohybuj́ı dostatečnou relativńı rychlost́ı a mezera mezi povrchy nemá nulový gradient,
což znamená, že povrchy nejsou rovnoběžné ani rovinné.

Existuje několik zp̊usob̊u odvozeńı Reynoldsovy rovnice. Vzhledem k tomu, že Reynoldsova
rovnice popisuje chováńı tekutiny, může být odvozena zjednodušeńım Navierových-Stokesových
rovnic, jak ukazuj́ı např. Szeri (1980); San Andrés (2010). Časté je i odvozeńı na základně zna-
losti silové rovnováhy na kontrolńım objemu, který je vyjmut z filmu (Hirani, 2012; Stachowiak
a Batchelor, 2013). Zapoměl (2007) pak ve své monografii srovnává oba uvedené př́ıstupy.

V této práci je ukázáno odvozeńı ze silové rovnováhy na kontrolńım objemu filmu a to
z d̊uvodu, že je názorněǰśı než odvozeńı zjednodušeńım Navierových-Stokesových rovnic.

3.2.1 Zjednodušuj́ıćı p̌redpoklady

Podobně jako v př́ıpadě odvozeńı mnohých jiných matematických model̊u je i pro odvozeńı
Reynoldsovy rovnice nutné přijmout několik zjednodušuj́ıćıch předpoklad̊u. Vzhledem k tomu,
že tato práce pojednává o kluzných ložiskách turbodmychadel, bude dále předpokládáno, že
mazivem je olej. Daľśı předpoklady jsou uvedeny a okomentovány ńıže.

i) Na povřśıch čepu a ložiskové pánve nedocháźı k prokluzu oleje.
Předpoklad plat́ı pro olejové filmy obecně (Stachowiak a Batchelor, 2013).

ii) Prouděńı oleje v ložiskové mezěre je laminárńı.
Při laminárńım prouděńı jsou proudnice rovnoběžné a nemı́śı se. Pokud neńı prokázáno,
že olej proud́ı turbulentně, předpokládá se, že proud́ı laminárně. V př́ıpadě radiálńıch
kluzných ložisek docháźı k turbulentńımu prouděńı při lokálńı ztrátě stability prouděńı.
Obvykle se ověřuj́ı podmı́nky pro dva typy nestability (San Andrés, 2010):

� Tollmienova-Schlichtingova nestabilita1 nastává, pokud setrvačné účinky v mezńı
vrstvě převáž́ı nad viskózńımi silami. Nestabilita se vyznačuje vznikem vln či v́ır̊u ve
směru kolmém na směr prouděńı. Vznik nestability je podmı́něn splněńım následuj́ıćı
nerovnosti (Vohr a Chow, 1969; San Andrés, 2010):

Re =
(uj − us) ρ cr

µ
≥ Rec, (3.4)

kde ρ a µ jsou hustota a dynamická viskozita oleje, cr je radiálńı v̊ule ložiska, uj a
us jsou obvodové rychlosti čepu hř́ıdele a ložiskové pánve, Re je Reynoldsovo č́ıslo
a Rec je kritická hodnota Reynoldsova č́ısla. Rec neńı např́ıč oborem definována
jednoznačně. Nejčastěji se použ́ıvá rovnost Rec = 2000 (Szeri, 1980; San Andrés,
2010), ale někteř́ı autoři se přikláněj́ı k hodnotám nižš́ım: např. Someya (1989) a
Zapoměl (2007) uváděj́ı jako kritickou hodnotu 1500 a Hirs (1974) dokonce 1000.

V tab. 3.1 jsou uvedeny typické parametry vnitřńıho olejového filmu, který odděluje
čep hř́ıdele a plovoućı pouzdro. Z tabulky je zřejmé, že i ložiska velmi rychle se
otáčej́ıćıch rotor̊u turbodmychadel maj́ı ńızká Reynoldsova č́ısla a ke vzniku Tollmi-
enovy-Schlichtingovy nestability nedocháźı.

� Taylorova-Couettova nestabilita2 nastává u prouděńı se zakřivenými proudnicemi
v př́ıpadě, kdy destabilizuj́ıćı odstředivé účinky převáž́ı nad stabilizuj́ıćımi viskózńımi

1Anglicky též parallel flow instability.
2Anglicky též centrifugal instability.
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Parametr Symbol Jednotka Ložisko 1 Ložisko 2 Ložisko 3 Ložisko 4

poloměr ložiska r (mm) 4,4 5,53 4,24 3,15
délka ložiska l (mm) 7,6 6,5 4,82 2,62
radiálńı v̊ule ložiska cr (µm) 18,6 34,0 34,0 14,0
maximálńı otáčky rotoru fmax (Hz) 2 700 3 000 2 865 4 000
maximálńı otáčky pouzdra fp (Hz) 440 600 360 440
hustota oleje ρ (kg m−3) 760 neuvedeno† neuvedeno† neuvedeno†

dynamická viskozita oleje µ (mPas) 4,9 6,4 2,8 2,4

Reynoldsovo č́ıslo Re (–) 180,25 336,69 615,87 312,37
redukované Re Re∗ (–) 0,76 2,07 4,94 1,39
Taylorovo č́ıslo Ta (–) 137,34 696,97 3 041,51 433,67
† Pro výpočet Re, Re∗ a Ta byla použita hodnota ρ = 760kg · m−3.

Tabulka 3.1: Parametry ložiska 1 byly dodány výrobcem, parametry ložiska 2 jsou převzaty z (Tian
et al., 2012) a parametry ložisek 3 a 4 jsou převzaty z (Chasalevris, 2016).

silami. Nestabilita je charakterizována vznikem sekundárńıho laminárńıho prouděńı
nazývaného Taylorovy či Taylorovy-Görtlerovy v́ıry. Ke vzniku nestability docháźı,
pokud Taylorovo č́ıslo

Ta =
cr
r
Re2 (3.5)

překroč́ı kritickou hodnotu Tac, která záviśı na excentricitě čepu. Pokud je čep v̊uči
pánvi koncentrický, plat́ı (San Andrés, 2010)

Tac = 1707,8. (3.6)

Závislost Tac na relativńı excentricitě ε uvád́ı Zapoměl (2007) následovně

Tac = 4006,9 ε2 − 1444 ε+ 1697,4. (3.7)

Z tab. 3.1 je patrné, že v některých kluzných ložiskách s plovoućım pouzdrem mo-
hou teoreticky vznikat Taylorovy v́ıry. Vzhledem k tomu, že se Taylorova-Couettova
nestabilita modeluje téměř výhradně pomoćı Navierových-Stokesových rovnic (Deng
a Braun, 2008), neńı v této práci dále diskutována.

iii) Objemové śıly v olejovém filmu jsou zanedbatelné.
Předpoklad plat́ı pro ložiska, která se nenacházej́ı v silovém poli, které významně ovlivňuje
prouděńı oleje. Předpoklad tedy neplat́ı např. při magnetohydrodynamickém mazáńı (Sta-
chowiak a Batchelor, 2013).

iv) Setrvačné śıly v olejovém filmu jsou zanedbatelné.
Chen a Chen (1989) ukazuj́ı, že pokud je redukované Reynoldsovo č́ıslo

Re∗ = Re
cr
r

(3.8)

nižš́ı než 1,4, je vliv setrvačných sil na vlastnosti olejového filmu zanedbatelný. Sestieri a
Piva (1982) uváděj́ı, že pro Re∗ ≥ 5 lze při zanedbáńı setrvačných očekávat chyby v určeńı
maximálńıho hydrodynamického tlaku vyšš́ı než deset procent.
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Z tab. 3.1 vyplývá, že v některých př́ıpadech může redukované Reynoldsovo č́ıslo Re∗

dosahovat poměrně vysokých hodnot. Z tohoto d̊uvodu je zahrnut́ı vlivu setrvačných sil
do Reynoldsovy rovnice podrobněji rozebráno v odd́ıle 3.4.2.

v) Olej je Newtonowská kapalina.
Předpoklad plat́ı pro většinu motorových olej̊u provozovaných za běžných tlak̊u. Výjimkou
mohou být některé polymerńı oleje Stachowiak a Batchelor (2013).

vi) Hydrodynamický tlak je po výšce filmu konstantńı.
Předpoklad plat́ı pro tenké filmy vždy (Stachowiak a Batchelor, 2013; Zapoměl, 2007).

vii) Hustota oleje je po výšce filmu konstantńı.
Předpoklad plat́ı pro motorové oleje s ńızkou hodnotou teplotńı roztažnosti (Stachowiak a
Batchelor, 2013). Hustota oleje je nicméně funkćı obvodové a podélné souřadnice, protože
teplota v olejovém filmu koĺısá i o v́ıce než 20 ◦C (Bukovnik a Smoĺık et al., 2017).

viii) Viskozita oleje je po výšce filmu konstantńı.
Jde o hrubý odhad, který ale výrazně zjednoduš́ı výsledný tvar Reynoldsovy rovnice. Ve
skutečnosti se viskozita po výšce filmu měńı (Stachowiak a Batchelor, 2013).

ix) Vliv zaǩriveńı olejového filmu je zanedbatelný.
Předpoklad plat́ı v př́ıpadech, kdy je radiálńı v̊ule ložiska cr významně nižš́ı než poloměr
čepu hř́ıdele r (Szeri, 1980; Zapoměl, 2007).

Při respektováńı výše uvedených předpoklad̊u je možné sestavit silovou rovnováhu na kont-
rolńım objemu olejového filmu. Z rovnice rovnováhy se dále źıskaj́ı výrazy pro rychlost prouděńı
oleje stěnami kontrolńıho objemu a ty se pak dosad́ı do vztahy vyjadřuj́ıćıho zákon zachováńı
hmotnosti, př́ıpadně kontinuity toku.

3.2.2 Silová podḿınka rovnováhy

Předpokládejme, že sledujeme olejový film vymezený dvěma povrchy. Dolńı povrch se po-
souvá v̊uči horńımu a současně tyto povrchy nejsou rovnoběžné. V souladu se zjednodušuj́ıćımi
předpoklady uvedenými v odd́ıle 3.2.1 p̊usob́ı na kontrolńı objem olejového filmu silové účinky
znázorněné na obr. 3.2. Podmı́nku rovnováhy ve směru osy x′ lze vyjádřit pomoćı rovnosti
(Stachowiak a Batchelor, 2013)

z’

uj

us

dx’

dy’

dz’

( +      d )d dp x’ y’ z’
∂p
∂x’

p y’d dz’

( +        d )d dy’z’x’ z’ x’τ

∂τz’x’

∂x’

τz’x’d dx’ y’

x’y’

Obrázek 3.2: Princip vzniku hydrodynamického mazáńı ve filmu mezi dvěma neparalelńımi a
vzájemně se pohybuj́ıćımi povrchy (Hirani, 2012) a silové účinky p̊usob́ıćı na kont-
rolńı objem filmu (Stachowiak a Batchelor, 2013).
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p dy′ dz′ +

(
τz′x′ +

∂τz′x′

∂z′
dz′
)

dx′ dy′ =

(
p+

∂p′

∂x′
dx′
)

dy′ dz′ + τz′x′ dx
′ dy′, (3.9)

kde p = p(x′, y′, t) je hydrodynamický tlak a směr p̊usobeńı smykového napět́ı τz′x′ je patrný
z obr. 3.2. Po úpravě má rovnost (3.9) tvar

∂τz′x′

∂z′
dz′ dx dy′ =

∂p

∂x′
dx′ dy′ dz′. (3.10)

Za předpokladu, že dx′ dy′ dz′ > 0 (tj. objem elementu je nenulový), muśı platit

∂p

∂x′
=
∂τz′x′

∂z′
. (3.11)

Obdobně je možné odvodit silovou podmı́nku rovnováhy pro śıly p̊usob́ıćı ve směru y′:

∂p

∂y′
=
∂τz′y′

∂z′
, (3.12)

přičemž τz′y′ je složka smykového napět́ı p̊usob́ıćı ve směru y′ a lež́ıćı v rovině s normálou z′.
Dle předpokladu vi) je hydrodynamický tlak p po výšce filmu konstantńı. Gradient

hydrodynamického tlaku ve směru z′ je tedy nulový a plat́ı

∂p

∂z′
= 0. (3.13)

V souladu s předpokladem v) je olej Newtonská kapalina a podléhá Newtonovu zákonu
viskozity. Ten pro př́ıpad prouděńı v tenkém filmu mezi dvěma deskami, které se mohou posou-
vat, nabývá tvaru (Zapoměl, 2007; Stachowiak a Batchelor, 2013)

τz′x′ = µ
∂u

∂z′
, τz′y′ = µ

∂v

∂z′
, (3.14)

kde µ je dynamická viskozita oleje a u a v jsou rychlosti prouděńı ve směru x′ a y′. Dosad́ıme-
li do Newtonova zákona viskozity dř́ıve odvozené silové podmı́nky rovnováhy (3.11) a (3.12),
přejde tento zákon do tvaru

∂p

∂x′
=

∂

∂z′

(
µ
∂u

∂z′

)
= µ

∂2u

∂z′2
,

∂p

∂y′
=

∂

∂y′

(
µ
∂v

∂z′

)
= µ

∂2v

∂z′2
, (3.15)

který popisuje fyzikálńı závislost mezi hydrodynamickým tlakem p a rychlostmi prouděńı u a v.
Vztahy (3.15) je účelné zjednodušit integraćı po výšce filmu, tj. podle proměnné z′. Vzhledem
k předpoklad̊um vi) a viii) nejsou hydrodynamický tlak p ani dynamická viskozita µ funkcemi
prostorové souřadnice z′, což integraci zjednoduš́ı. Po provedeńı prvńı integrace podle z′ přejde
prvńı ze vztah̊u z (3.15) do tvaru

∂p

∂x′
z′ + C1 = µ

∂u

∂z′
. (3.16)

Druhou integraćı podle stejné proměnné lze obdržet rovnost

∂p

∂x′
z′2

2
+ C1 z + C2 = µu, (3.17)
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z’

uj

us

x’y’

++

parabolický profil

Poiseuillova toku

z’ − z’h ∂p

2μ       ∂x’

2

lineární profil

Couettova toku

( )u u z’

h
s j−

rychlost uj

Obrázek 3.3: Složky rychlostńıho profilu toku oleje při hydrodynamickém mazáńı (Stachowiak a
Batchelor, 2013).

kde C1 a C2 jsou integračńı konstanty určené okrajovými podmı́nkami. Za předpoklad̊u, že
olejový film má ve sloupci, z něhož byl vyjmut kontrolńı objem, výšku h a dolńı povrch se
posunuje ve směru s konstantńı rychlost́ı uj a horńı povrch se posunuje ve směru s konstantńı
rychlost́ı us maj́ı okrajové podmı́nky tvar

u =uj pro z′ = 0, (3.18a)

u =us pro z′ = h. (3.18b)

Po dosazeńı okrajových podmı́nek (3.18) do rovnice (3.17) lze vypoč́ıtat hodnoty integračńıch
konstant následovně

C1 = (us − uj)
µ

h
− ∂p

∂x′
h

2
, C2 = µuj . (3.19)

Dosazeńım integračńıch konstant (3.19) do rovnice (3.17) je vyjádřena rovnost

∂p

∂x′
z′2

2
+ (us − uj)

µ z′

h
− ∂p

∂x′
h z′

2
+ µuj = µu, (3.20)

která určuje rychlost toku u v libovolném mı́stě sloupce, v němž se nacháźı kontrolńı objem.
Vztah pro rychlost toku v je možné odvodit analogicky. Rychlosti u a v se sestávaj́ı ze tř́ı složek
znázorněných na obr. 3.3. Obě rychlosti je možné explicitně vyjádřit jako funkce prostorové
derivace hydrodynamického tlaku p a rychlost́ı hraničńıch povrch̊u:

u =
z′2 − z′ h

2µ

∂p

∂x′
+ (us − uj)

z′

h
+ uj , (3.21a)

v =
z′2 − z′ h

2µ

∂p

∂y′
+ (vs − vj)

z′

h
+ vj . (3.21b)

3.2.3 Zákon zachováńı hmotnosti (rovnice kontinuity toku)

Integrálńı tvar zákona zachováńı hmotnosti vyjadřuje, že změna hmotnosti tekutiny v kont-
rolńım objemu V je rovna celkové bilanci hmotnostńıch tok̊u hranićı objemu ∂V . Vimmr (2008)
tento zákon uvád́ı ve tvaru

∂

∂t

∫
(V )

ρdV +

∮
(∂V )

ρ vi dSi = 0, (3.22)
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kde ρ je hustota tekutiny a vi je tok ve směru osy xi. Pomoćı Gauss-Ostrogradského věty∮
(∂V )

fi dSi =

∫
(V )

∂fi
∂xi

dV,

kde fi = fi(xi) jsou spojité souřadnice vektorového pole, je možné integrál přes hranici objemu
ve vztahu (3.22) převést na integrál přes samotný objem. Zákon zachováńı hmotnosti je pak
formulován rovnost́ı

∂

∂t

∫
(V )

ρdV +

∫
(V )

∂ (ρ vi)

∂xi
dV = 0, (3.23)

která plat́ı pro libovolný kontrolńı objem a tedy i pro sloupec filmu, který je definován jako
objem vymezený dolńım a horńım povrchem. Za předpokladu, že výška sloupce je h a pr̊uřez
po výšce filmu je neměnný a má plošný obsah A, je možné rovnost (3.23) upravit do tvaru

∂

∂t

∫
(A)

h∫
0

ρ dz dx dy +

∫
(A)

h∫
0

∂ (ρ vi)

∂xi
dz dx dy = 0.

Protože A je konstantńı, lze v prvńım členu zaměnit pořad́ı derivace a integrace. Výška sloupce
h se ale může kv̊uli př́ıpadným nerovnostem na posouvaj́ıćı se hranici filmu v čase měnit a proto
neńı možné zaměnit pořad́ı př́ıslušného integrálu a parciálńı derivace podle času t. Po provedeńı
výše uvedené záměny a úpravě přejde zákon zachováńı hmotnosti do tvaru

∫
(A)

 ∂

∂t

h∫
0

ρdz

 dx dy = −
∫

(A)

 h∫
0

∂ (ρ vi)

∂xi
dz

dx dy.

Nyńı lze využ́ıt skutečnost́ı, že pokud se rovnaj́ı určité integrály, muśı se rovnat i jejich inte-
grandy a že lze zaměnit pořad́ı integrace a derivace, je-li funkce ρ vi spojitá a pokud ∂ρ vi/∂xi má
integrovatelnou majorantu. Po provedeńı úprav a s využit́ım předpokladu vii), který uvád́ı,
že ρ je po výšce filmu konstantńı, lze zákon zachováńı hmotnosti pro sloupec olejové filmu
vyjádřit pomoćı rovnosti

∂ (ρ h)

∂t
+

∂

∂xi

ρ h∫
0

vi dz′

 = 0. (3.24)

Protože dolńım ani horńım povrchem neprotéká mazivo, týká se rovnice (3.24) pouze rychlosti
toku u ve směru osy x′ a rychlosti toku v ve směru osy y′. Po dosazeńı funkćı (3.21), které
explicitně vyjadřuj́ı rychlosti tok̊u u a v, obdrž́ıme

∂ (ρ h)

∂t
+

∂

∂x′

ρ
h∫

0

[
z′2 − z′ h

2µ

∂p

∂x′
+ (us − uj)

z′

h
+ uj

]
dz′

+

+
∂

∂y′

ρ
h∫

0

[
z′2 − z′ h

2µ

∂p

∂y′
+ (vs − vj)

z′

h
+ vj

]
dz′

 = 0.
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Po provedeńı integraćı je źıskán vztah popisuj́ıćı rozložeńı hydrodynamického tlaku p v olejovém
filmu v závislosti na výšce filmu h, dynamické viskozitě maziva µ, hustotě ρ a rychlosti posuvu
hraničńıch povrch̊u:

∂ (ρ h)

∂t
− ∂

∂x′

[
ρ h3

12µ

∂p

∂x′
+ (uj + us)

ρ h

2

]
− ∂

∂y′

[
ρ h3

12µ

∂p

∂y′
+ (vj + vs)

ρ h

2

]
= 0. (3.25)

Po uspořádáńı člen̊u je odvozena Reynoldsova rovnice popisuj́ıćı rozložeńı hydrodynamického
tlaku p ve filmu mezi dvěma povrchy (Hirani, 2012):

∂

∂x′

(
ρ h3

12µ

∂p

∂x′

)
+

∂

∂y′

(
ρ h3

12µ

∂p

∂y′

)
=

∂

∂x′

[
(uj + us)

ρ h

2

]
+

∂

∂y′

[
(vj + vs)

ρ h

2

]
+
∂ (ρ h)

∂t
, (3.26)

kde p, h, ρ a µ jsou funkcemi prostorových proměnných x′, y′ a času t a rychlosti uj , us, vj a
vs obecně nejsou konstanty, ale mohou záviset na př́ıslušné prostorové souřadnici a čase.

Členy na levé straně Reynoldsovy rovnice (3.26) se označuj́ı jako tlakové3, členy na pravé
straně jako zdrojové4. Parciálńı derivace ∂h/∂x′ a ∂h/∂y′ zahrnuj́ı vliv kĺınovitosti olejového filmu5.
Parciálńı derivace ∂(uj+us)/∂x′ a ∂(vj+vs)/∂y′ popisuj́ı stav, kdy je jeden z hraničńıch povrch̊u
poddajný a při pohybu se deformuje, nebo kdy jeden z hraničńıch povrch̊u koná obecný pohyb6.
A konečně parciálńı derivace ∂h/∂t zahrnuje vliv stlačováńı filmu7 (Rendl, 2017; Hirani, 2012).

3.2.4 Reynoldsova rovnice pro film kluzného ložiska

Olejový film cylindrického kluzného ložiska je vymezený dvěma válcovými plochami, př́ıpadně
v́ıceplochými povrchy u ložisek jiných typ̊u. Pokud je olejový film zkoumán v prostoru obvo-
dové souřadnice s a podélné souřadnice x, jejichž počátek a orientace jsou ukázány na obr. 3.1,
a současně je v souladu s předpokladem ix) zanedbána křivost filmu, lze rozložeńı hydrody-
namického tlaku ve filmu modelovat s využit́ım Reynoldsovy rovnice (3.26), v ńıž jsou zavedeny
substituce x′ := s a y′ := x.

U kluzných ložisek se obvykle zanedbává vliv vibraćı čepu hř́ıdele na rychlost bod̊u na
obvodu čepu a obvodová rychlost se považuje za nezávislou na obvodové souřadnici (Zapoměl,
2007) a rovněž se zanedbávaj́ı př́ıpadné posuvy čepu hř́ıdele v̊uči ložiskové pánvi v podélném
směru. Za těchto předpoklad̊u má Reynoldsova rovnice tvar

∂

∂s

(
ρ h3

µ

∂p

∂s

)
+

∂

∂x

(
ρ h3

µ

∂p

∂x

)
= 6 (uj + us)

∂ (ρ h)

∂s
+ 12

∂ (ρ h)

∂t
. (3.27)

Velmi častým zjednodušeńım použ́ıvaným při návrźıch ložisek je nestlačitelná izoviskózńı
aproximace, při ńıž se dynamická viskozita a hustota filmu považuj́ı za konstantńı. Reynoldsova
rovnice pro nestlačitelný izoviskózńı olejový film nabývá tvaru

∂

∂s

(
h3 ∂p

∂s

)
+

∂

∂x

(
h3 ∂p

∂x

)
= 6µ (uj + us)

∂h

∂s
+ 12

∂h

∂t
, (3.28)

o kterém Stachowiak a Batchelor (2013) tvrd́ı, že je nejčastěji uváděným tvarem Reynoldsovy
rovnice např́ıč technickou literaturou.

3Anglicky pressure terms.
4Anglicky source terms.
5Anglicky wedge action.
6Anglicky stretching action.
7Anglicky squeeze action.

43
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3.3 Tribologické parametry kluzného ložiska

V inženýrských aplikaćıch se často pracuje s parametry kluzných ložisek, které jsou odvozeny
z jejich geometrie a z podmı́nek, za kterých jsou provozována. Základńı tribologické parametry
kluzných ložisek jsou popsány a definovány v následuj́ıćım seznamu.

Poměr délky a pr̊uměru ložiska η = l/d, kde d = 2 r je pr̊uměr ložiska.

Sommerfeldovo č́ıslo S je bezrozměrné č́ıslo, které se vypoč́ıtá pomoćı návrhových parametr̊u
kluzného ložiska. V této práci je použ́ıváno Sommerfeldovo č́ıslo S ve tvaru

S =
µd l ω0

W

(
r

cr

)2

=
2µ r l ω0

W

(
r

cr

)2

, (3.29)

přičemž W je zat́ıžeńı ložiska. Sommerfeldovo č́ıslo se ne vždy uvád́ı ve tvaru (3.29),
který je doménou předevš́ım anglosaské literatury (Someya, 1989; Muszyńska, 2005).
Gasch a Pfützner (1975) a Stachowiak a Batchelor (2013) uváděj́ı č́ıslo v reciprokém
tvaru. V některých př́ıpadech se v definičńım vztahu (3.29) uvád́ı otáčky čepu hř́ıdele n0

v ot ·min−1 namı́sto jeho úhlové rychlosti ω0 (San Andrés, 2010; Hirani, 2012).

Zat́ıžeńı (únosnost) ložiska W vyjadřuje celkovou śılu, kterou je zat́ıžena ložisková pánev.
Tuto śılu lze vypoč́ıtat jako integrál z hydrodynamického tlaku přes povrch ložiskové
pánve. Pro pánev kruhového pr̊uřezu plat́ı (Stachowiak a Batchelor, 2013)

W =
√
W 2
y +W 2

z =

l/2∫
−l/2

2π∫
0

p ds dx, (3.30)

kde Wy a Wz představuj́ı složky zat́ıžeńı ve směru vertikálńı osy x a horizontálńı osy z,
které jsou ukázány na obr. 3.4. Složky zat́ıžeńı Wy a Wz lze vypoč́ıtat pomoćı integrál̊u

Wy =

l/2∫
−l/2

2π∫
0

p cos
s

r
ds dx, Wz =

l/2∫
−l/2

2π∫
0

p sin
s

r
ds dx, (3.31)

z

y

ω0

s

J

x

S

WWy
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Obrázek 3.4: Směr p̊usobeńı složek zat́ıžeńı ložiska Wy a Wz.
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Třećı śıla Ffric je v př́ıpadě plně zaplaveného ložiska, ve kterém nedocháźı ke kontaktu mezi
čepem hř́ıdele a ložiskovou pánv́ı, závislá výhradně na smykovém napět́ı, kterým p̊usob́ı
olej na kluzné povrchy. Na elementárńı plochu čepu hř́ıdele dA třećı śıly dFfric,j,s v ob-
vodovém směru s a dFfric,j,x v podélném směru x. Při uvažováńı platnosti Newtonova
zákona viskozity (3.14) lze tyto śıly vyjádřit následovně

dFfric,j,s = τj,s dA = µ
∂u

∂H

∣∣∣∣∣
H=0

dA, dFfric,j,x = τj,x dA = µ
∂v

∂H

∣∣∣∣∣
H=0

dA, (3.32)

přičemž symboly τj,s a τj,x ve vztaźıch (3.32) jsou smyková napět́ı p̊usob́ıćı na povrch
čepu hř́ıdele v obvodovém směru s a v podélném směru x a H je radiálńı vzdálenost od
povrchu čepu hř́ıdele. Po dosazeńı vztah̊u (3.21) pro rychlosti tok̊u u a v a integraci přes
povrch ložiskové pánve je vyjádřena celková velikost třećıch sil p̊usob́ıćıch na čep hř́ıdele

Ffric,j,s =

l/2∫
−l/2

2π∫
0

µ
∂

∂H

[
H2 −H h

2µ

∂p

∂s
+ (us − uj)

H

h
+ uj

]
H=0

dsdx, (3.33a)

Ffric,j,x =

l/2∫
−l/2

2π∫
0

µ
∂

∂H

[
H2 −H h

2µ

∂p

∂x
+ (vs − vj)

H

h
+ vj

]
H=0

dsdx. (3.33b)

Za předpokladu vj = vs = 0 lze rovnosti (3.33) upravit do tvaru

Ffric,j,s = −

l/2∫
−l/2

2π∫
0

[
h

2

∂p

∂s
+ (uj − us)

µ

h

]
ds dx, (3.34a)

Ffric,j,x = −

l/2∫
−l/2

2π∫
0

h

2

∂p

∂x
ds dx. (3.34b)

Třećı śıly p̊usob́ıćı na povrch ložiskové pánve je možné vyjádřit po dosazeńı h = H do
(3.33). Daľśı podrobnosti jsou uvedeny v podkapitole 4.2.

Součinitel ťreńı ffric lze vypoč́ıtat jako pod́ıl třećı śıly Ffric a zat́ıžeńı ložiska W .

Ztrátový výkon Ploss vyjadřuje výkonovou ztrátu v ložisku zp̊usobenou hydrodynamickými
silami. S využit́ım rovnosti (2.48) lze ztrátový výkon vyjádřit jako

Ploss = Ffric r (ω0 − ωp) . (3.35)

Pr̊utok oleje ložiskem lze stanovit integrováńım rychlosti prouděńı přes plochu, na které je
pr̊utok sledován. Při návrhu ložiska je nejd̊uležitěǰśı stanovit pr̊utok oleje čelńımi plochami
x = ±l/2. Pro tok v podélném směru daný rovnost́ı (3.21b) a při uvažováńı vj = vs = 0 je
objemový pr̊utok Qx čelńı plochou x = l/2 dán integrálem

Qx =

2π∫
0

h∫
0

v dH ds,=

2π∫
0

h∫
0

H2 −H h

2µ

∂p

∂x

∣∣∣∣∣
x=l/2

dH ds = −
2π∫
0

h3

12µ

∂p

∂x

∣∣∣∣∣
x=l/2

ds. (3.36)
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3.4 Daľśı tvary Reynoldsovy rovnice

Reynoldsova rovnice ve tvarech (3.27) a (3.28) sice postačuje v mnoha aplikaćıch, ale neza-
hrnuje vlivy setrvačných sil v olejovém filmu, kavitace a drsnosti povrch̊u. Tyto jevy se ve
větš́ı či menš́ı mı́̌re projevuj́ı v ložiskách turbodmychadel, a proto jsou v následuj́ıćıch odd́ılech
popsány výpočtové postupy a úpravy Reynoldsovy rovnice, které umožňuj́ı zahrnout jejich vliv
na rozložeńı hydrodynamického tlaku v olejovém filmu.

3.4.1 Reynoldsova rovnice v bezrozměrném tvaru

Převod Reynoldsovy rovnice do bezrozměrného tvaru spoč́ıvá v nahrazeńı všech proměnných
jejich bezrozměrnými protěǰsky. Reynoldsova rovnice v bezrozměrném tvaru nacháźı uplatněńı
předevš́ım při optimalizaci parametr̊u ložiska, protože umožňuje provést optimalizačńı proces
s menš́ım množstv́ım nezávisle proměnných parametr̊u. Také mnohé analytické a numerické
metody pro výpočet Reynoldsovy rovnice využ́ıvaj́ı jej́ı bezrozměrný tvar, protože řešeńı rov-
nice v takovém tvaru je lépe podmı́něno (Stachowiak a Batchelor, 2013). Zde je bezrozměrná
Reynoldsova rovnice uvedena proto, že je použita při modelováńı výše uvedených jev̊u.

Převod Reynoldsovy rovnice do bezrozměrného tvaru bude ukázán na rovnici ve tvaru

∂

∂s

(
h3

µ

∂p

∂s

)
+

∂

∂x

(
h3

µ

∂p

∂x

)
= 6 (uj + us)

∂h

∂s
+ 12

∂h

∂t
, (3.37)

který popisuje rozložeńı hydrodynamického tlaku v olejovém filmu konstantńı hustoty.

Varianta 1

Prvńı varianta převodu Reynoldsovy rovnice do bezrozměrného tvaru využ́ıvá vztahy

s = r s̄, x = l x̄, h = cr h̄, µ = µ0 µ̄ (3.38)

kde veličiny označené pruhem, tedy �̄, jsou bezrozměrné, µ0 je středńı viskozita olejového filmu
a význam ostatńıch parametr̊u je patrný z obr. 3.1a. Dosazeńım těchto transformačńıch vztah̊u
do Reynoldsovy rovnice (3.37) dostáváme

1

r2

∂

∂s̄

(
c3
r h̄

3

µ0 µ̄

∂p

∂s̄

)
+

1

l2
∂

∂x̄

(
c3
r h̄

3

µ0 µ̄

∂p

∂x̄

)
=

6 (uj + us)

r

∂
(
cr h̄

)
∂s̄

+ 12
∂
(
cr h̄

)
∂t

. (3.39)

Po vytknut́ı konstant cr a µ0 před operátory parciálńıch derivaćı, zavedeńı substituce u = uj+us
a vynásobeńım rovnice (3.39) výrazem (r) / (cr u4) přejde tato do tvaru

c2
r

µ0 u r

∂

∂s̄

(
h̄3

µ̄

∂p

∂s̄

)
+

c2
r

µ0 u r

r2

l2
∂

∂x̄

(
h̄3

µ̄

∂p

∂x̄

)
= 6

∂h̄

∂s̄
+ 12

r

u

∂h̄

∂t
, (3.40)

ve kterém výrazy

p̄ =
c2
r p

µ0 u r
, τ =

u t

r
(3.41)

slouž́ı jako definičńı transformačńı vztahy pro bezrozměrný hydrodynamický tlak p̄ a bez-
rozměrný čas τ . Po dosazeńı uvedených transformačńıch vztah̊u do (3.40) je odvozena Rey-
noldsova rovnice v bezrozměrném tvaru

∂

∂s̄

(
h̄3

µ̄

∂p̄

∂s̄

)
+
r2

l2
∂

∂x̄

(
h̄3

µ̄

∂p̄

∂x̄

)
= 6

∂h̄

∂s̄
+ 12

∂h̄

∂τ
, (3.42)
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která plat́ı pro laminárńı prouděńı oleje v ložiskové mezeře s absolutně hladkými povrchy (Hi-
rani, 2012; Stachowiak a Batchelor, 2013). Řešeńı této rovnice se v př́ıpadě ložiska se středovým
úhlem kluzné plochy α nacháźı v oblasti 〈0, α〉 × 〈−1/2, 1/2〉. Při analýze kluzných ploch seg-
mentových ložisek se někdy požaduje, aby řešeńı leželo v oblasti 〈0, 1〉 × 〈−1/2, 1/2〉. V takovém
př́ıpadě se zavád́ı transformačńı vztah pro obvodovou souřadnici

s = α r s̄, (3.43)

a bezrozměrná Reynoldsova rovnice nabývá tvaru

∂

∂s̄

(
h̄3

µ̄

∂p̄

∂s̄

)
+
r2

l2
α2 ∂

∂x̄

(
h̄3

µ̄

∂p̄

∂x̄

)
= 6α

∂h̄

∂s̄
+ 12α2 ∂h̄

∂τ
. (3.44)

Varianta 2

Druhá varianta převodu Reynoldsovy rovnice do bezrozměrného tvaru využ́ıvá vztahy

s̄ =
s

r
, x̄ =

x

r
, τ = ω0 t, ū =

uj + us
r ω0

, p̄ =
c2
r p

µ0 ω0 r2
, h̄ =

h

cr
, µ̄ =

µ

µ0
. (3.45)

Postupem, který je analogickým s odvozeńım popsaným v předchoźım odstavci, lze źıskat
následuj́ıćı bezrozměrný tvar Reynoldsovy rovnice

∂

∂s̄

(
h̄3

µ̄

∂p̄

∂s̄

)
+

∂

∂x̄

(
h̄3

µ̄

∂p̄

∂x̄

)
= 6 ū

∂h̄

∂s̄
+ 12

∂h̄

∂τ
. (3.46)

Řešeńı této rovnice se v př́ıpadě ložiska se středovým úhlem kluzné plochy α nacháźı v oblasti
〈0, α〉 × 〈−η, η〉, kde η je poměr délky a pr̊uměru ložiska.

Vogelpohlova substituce

Reynoldsova rovnice v bezrozměrném tvaru má určitou nevýhodu při řešeńı úloh s vysokými
hodnotami ε. Tato nevýhoda vyplývá z fyzikálńı podstaty úlohy – bezrozměrný hydrodynamický
tlak nabývá své maximálńı hodnoty p̄max pobĺıž minimálńı výšky ložiskové mezery h̄min. V okoĺı
p̄max se nav́ıc nacháźı nejvyšš́ı i nejnižš́ı hodnota parciálńı derivace ∂p̄/∂s̄, viz obr. 3.5. Aby bylo

s

p,Φ

0

minimální vůle

Vogelpohlův

parametr Φ

hydrodynamický

tlak p

Obrázek 3.5: Porovnáńı závislosti bezrozměrného hydrodynamického tlaku p̄ a Vogelpohlova pa-
rametru Φ na obvodové souřadnici s̄ při ε = 0,95 (Stachowiak a Batchelor, 2013).
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dosaženo co nejpřesněǰśıch výsledk̊u, je třeba pokrýt oblast v okoĺı h̄min co nejhustš́ı śıt́ı, což
zvýš́ı počet stupň̊u volnosti úlohy a negativně ovlivńı výpočtový čas. Daľśı možnost́ı je zavedeńı
tzv. Vogelpohlovy substituce (Stachowiak a Batchelor, 2013)

Φ = p̄ h̄
3/2, (3.47)

kde Φ je bezrozměrný Vogelpohl̊uv parametr, jehož typický pr̊uběh v závislosti na obvodové
souřadnici s̄ je ukázán na obr. 3.5. Do bezrozměrné Reynoldsovy rovnice neńı možné zavést
substituci (3.47) př́ımo ale až po úpravě do vhodného tvaru. Úprava bezrozměrné Reynoldsovy
rovnice bude ukázána na rovnici ve tvaru

∂

∂s̄

(
h̄3 ∂p̄

∂s̄

)
+

∂

∂x̄

(
h̄3 ∂p̄

∂x̄

)
= 6 ū

∂h̄

∂s̄
+ 12

∂h̄

∂τ
, (3.48)

která popisuje pole bezrozměrného hydrodynamického tlaku p̄ v izoviskózńım olejovém filmu.
Prvńım krokem je vyjádřeńı prvńı parciálńı derivace Vogelpohlova parametru Φ podle s̄,

kterou lze s využit́ım pravidla o derivaci součinu zapsat jako

∂
(
p̄ h̄3/2

)
∂s̄

= h̄
3/2 ∂p̄

∂s̄
+

3

2
p̄ h̄

1/2 ∂h̄

∂s̄
. (3.49)

Ze vztahu (3.49) lze vyjádřit parciálńı derivaci ∂p̄/∂s̄ a následným vynásobeńım celé rovnosti
výrazem h̄3/2 je možné upravit výraz na levé straně do tvaru, ve kterém vystupuje v bezrozměrné
Reynoldsově rovnici (3.48), tedy

h̄3 ∂p̄

∂s̄
= h̄

3/2 ∂
(
p̄ h̄3/2

)
∂s̄

− 3

2
p̄ h̄2 ∂h̄

∂s̄
. (3.50)

Prvńı člen Reynoldsovy rovnice je možné s využit́ım (3.50) vyjádřit jako rozd́ıl dvou výraz̊u

∂

∂s̄

(
h̄3 ∂p̄

∂s̄

)
=

∂

∂s̄

[
h̄

3/2 ∂
(
p̄ h̄3/2

)
∂s̄

]
︸ ︷︷ ︸

i)

−3

2

∂

∂s̄

(
p̄ h̄2 ∂h̄

∂s̄

)
︸ ︷︷ ︸

ii)

. (3.51)

Výrazy na pravé straně (3.51) je možné dále upravit. Pro úpravu výrazu i) se využije pravidlo
pro derivaci součinu funkćı a pro úpravu výrazu ii) je nutné využ́ıt následuj́ıćı vztahy

∂h̄3/2

∂s̄
=

3

2
h̄

1/2 ∂h̄

∂s̄
,

∂h̄1/2

∂s̄
=

1

2
h̄
−1/2 ∂h̄

∂s̄
.

Výrazy i) a ii) z rovnosti (3.51) pak lze upravit do tvaru

∂

∂s̄

[
h̄

3/2 ∂
(
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)
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= h̄

3/2 ∂
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, (3.52)
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= h̄
1/2 Φ

∂2h̄

∂s̄2
+
∂h̄

∂s̄

(
h̄

1/2 ∂Φ

∂s̄
+

1

2
h̄
−1/2 Φ

∂h̄

∂s̄

)
. (3.53)

Dosazeńım výraz̊u (3.52) a (3.53) do rovnosti (3.51) lze vyjádřit prvńı člen bezrozměrné
Reynoldsovy rovnice (3.48) pouze pomoćı Vogelpohlova parametru Φ a bezrozměrné výšky
ložiskové mezery h̄:

∂

∂s̄

(
h̄3 ∂p̄

∂s̄

)
= h̄

3/2 ∂
2Φ
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∂s̄2
− 3

4
h̄
−1/2 Φ

∂h̄

∂s̄
. (3.54)

Předpis pro druhý člen Reynoldsovy rovnice (3.48) lze odvodit analogicky. Dosazeńım (3.54)
a zmı́něného analogického vztahu do bezrozměrné Reynoldsovy rovnice (3.48) je formulována
Vogelpohlova rovnice (Stachowiak a Batchelor, 2013)

∂2Φ

∂s̄2
+
r2

l2
∂2Φ

∂x̄2
= F Φ + G, (3.55)

kde parametry F a G jsou dány následovně:
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∂h̄

∂τ
. (3.56)

Vogelpohlova rovnice (3.55) se vyznačuje t́ım, že na rozd́ıl od bezrozměrné Reynoldsovy rovnice
(3.37) neobsahuje parciálńı derivace součinu neznámé proměnné s h̄. Zbývá dodat, že Vogelpoh-
lova substituce (3.47) neńı jedinou použ́ıvanou substitućı. Např. Šimek (2008) využ́ıvá substituci

Ψ =
(
p̄ h̄
)2
. (3.57)

3.4.2 Reynoldsova rovnice respektuj́ıćı setrvačné śıly v olejovém filmu

Vliv setrvačných sil p̊usob́ıćıch na olejový film kluzného ložiska je zanedbatelný pokud pro
redukované Reynoldsovo č́ıslo Re∗ definované rovnićı (3.8) plat́ı Re∗ < 1,4. Významný vliv na
mechanické vlastnosti filmu lze pozorovat v př́ıpadech, že plat́ı Re∗ ≈ 5 (Sestieri a Piva, 1982;
Chen a Chen, 1989).

Rozš́ı̌renou Reynoldsovu rovnici, která respektuje setrvačné śıly v olejovém filmu, je možné
odvodit z Navierových-Stokesových rovnic. Jak ukazuj́ı Reinhardt a Lund (1975), rozš́ı̌rená
Reynoldsova rovnice je poměrně složitá a v př́ıpadě simulaćı nestacionárńıch děj̊u neńı tuto
rovnici jednoduché vyřešit, protože obsahuje smı́̌sené parciálńı derivace podle času a prosto-
rových souřadnic. Reinhardt a Lund (1975) tedy navrhuj́ı řešit celý problém ve dvou kroćıch.
V prvńım kroku je vypoč́ıtána klasická Reynoldsova rovnice, např.
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jej́ıž řešeńı p(0) se poté použije pro výpočet výraz̊u na pravé straně rozš́ı̌rené Reynoldsovy
rovnice. Hydrodynamický tlak p(1) z rozš́ı̌rené Reynoldsovy rovnice ve tvaru
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je korigován na vliv setrvačných sil v olejovém filmu.

3.4.3 Modelováńı olejového filmu s kavitaćı

V hydrodynamických ložiskách se nacházej́ı oblasti, ve kterých Reynoldsova rovnice predikuje
záporný hydrodynamický tlak. Tato oblast vzniká kv̊uli kombinaci dvou děj̊u (Stachowiak a
Batchelor, 2013):

� Předpokládejme, že v souladu s obr. 3.6a je čep hř́ıdele vychýlený z geometrického středu
ložiska S, otáč́ı se konstantńı úhlovou rychlost́ı ω0 a nekmitá. Ložiskovou mezerou v mı́stě
s minimálńı výškou hmin proud́ı olej v množstv́ı, které nedokáže vyplnit oblast ložiskové
mezery, která je na obr. 3.6a ohraničena čárkovaně. V této oblasti se v obvodovém směru
vytvář́ı vrstvy, ve kterých chyb́ı olej, naznačené na obr. 3.6b a 3.6c. Chyběj́ıćı olej je
doplňován až v mı́stě mazaćıch drážek či otvor̊u napájećım pr̊utokem Qsup.

� Předpokládejme, že v souladu s obr. 3.6d je čep hř́ıdele vychýlený z geometrického středu
ložiska S, nerotuje a pohybuje se ve směru vektoru rychlosti vJ. Vazký olej neńı schopen
zaplavit zvětšuj́ıćı se část ložiskové mezery a dojde ke vzniku dutinek vyplněných plynem.

Jak bylo naznačeno výše, ve skutečném olejovém filmu nedocháźı k poklesu hydrodyna-
mického tlaku do záporných hodnot. Namı́sto toho dojde při poklesu hydrodynamického tlaku

ω0

J

S

hmin

Qsup

Qsup

Qsup

a) d)b)

c)
vJ J

S
kavitovaná

oblast

Obrázek 3.6: Naznačeńı polohy kavitované oblasti při stacionárńı provozu ložiska a) a při čistém
stlačováńı filmu d). Velikost kavit je ovlivněna množstv́ım přitékaj́ıćıho oleje: pokud
je pr̊utok Qsup nižš́ı, jsou kavity větš́ı b) a s rostoućım pr̊utokem se zmenšuj́ı c).
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pod únosnou mez, označovanou jako kavitačńı nebo též saturačńı tlak, ke vzniku dutin zvaných
také kavity, které jsou vyplněny plynem rozpuštěným v oleji. Ve většině běžných ložisek se
jedná o vzduch. Kavity se opětovně zaplňuj́ı olejem v mı́stech, kde se nacházej́ı mazaćı drážky
či otvory. Pokud dojde k lokálńımu nár̊ustu hydrodynamického tlaku, mohou kavity implodo-
vat. Při imploźıch se uvolňuje značné množstv́ı energie a v př́ıpadech, kdy k imploźım docháźı
na kluzné vrstvě ložiska, je tato vrstva namáhána napět́ım dosahuj́ıćım až 0, 5 GPa (Stachowiak
a Batchelor, 2013), což zp̊usobuje nadměrné opotřebeńı kluzné vrstvy.

Modely pro výpočet hydrodynamického tlaku v olejovém filmu s kavitaćı funguj́ı na
v́ıcekrokovém principu. V prvńım kroku je vypoč́ıtán hydrodynamický tlak pomoćı Reynold-
sovy rovnice a jsou nalezeny oblasti, ve kterých docháźı ke kavitaci, a ve druhém kroku se ve
vytipovaných oblastech řeš́ı nové rovnice. Použ́ıvané modely je možné rozdělit do dvou skupin.
Prvńı skupinu tvoř́ı zjednodušené modely, které nerespektuj́ı zákon zachováńı hmotnosti, do
druhé skupiny patř́ı modely, které tento zákon splňuj́ı.

Zjednodušený model

Zjednodušený model spoč́ıvá v nalezeńı oblast́ı, kde plat́ı

p < pc, (3.60)

přičemž pc je saturačńı tlak. Hodnota hydrodynamického tlaku p v nalezené oblasti, kde docháźı
ke kavitaci, se poté nahrad́ı hodnotou pc. Velikost kavitačńıho tlaku pc se často voĺı nulová, i když
ve skutečnosti je srovnatelná s tlakem plynu, ve kterém ložisko pracuje. I přes svou jednoduchost
je představený model hojně využ́ıvaný ve výpočtových softwarech (Obeid a Yeiser et al., 2013;
Offner et al., 2018; Stachowiak a Batchelor, 2013; Zapoměl, 2007).

Model respektuj́ıćı zákon zachováńı hmotnosti

Zjednodušený model má zásadńı nevýhodu v tom, že nevyhovuje zákonu zachováńı hmotnosti,
takže neumožňuje odhadnout velikost kavit a nepřesně predikuje třećı śıly v oblasti s kavitaćı
(Stachowiak a Batchelor, 2013). Z tohoto d̊uvodu Brewe (1986) navrhl využ́ıt modifikovanou
Elrodovu univerzálńı rovnici, která popisuje zaplaveńı tenkého filmu mazivem. Navržený model
plat́ı pro ložisko s hladkými kluznými povrchy a laminárně proud́ıćı olejový film a lze ho zapsat
ve tvaru (Sawicki a Rao, 2004)

∂

∂s̄

(
B K̄ h̄3 ∂θ
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+
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∂x̄

(
B K̄ h̄3 ∂θ

∂x̄

)
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∂

∂s̄

(
θ h̄

K

)
+ 12

∂
(
θ h̄
)

∂τ
, (3.61)

v němž θ = θ(s̄, x̄, τ) vyjadřuje poměrné zaplaveńı ložiskové mezery8 pokud θ < 1. Jinak jde
o bezrozměrnou hustotu

θ =
ρ

ρc
, (3.62)

kde ρ = ρ (s̄, x̄, τ) je hustota oleje v části filmu bez kavitace a ρc je hustota oleje při saturačńım
tlaku. Bezrozměrné veličiny s̄, x̄, h̄ a τ jsou dány transformačńımi vztahy (3.38) a (3.41). Para-
metr K̄ je bezrozměrný modul objemové stlačitelnosti maziva daný rovnost́ı

K̄ =
K r

µ (uj + us)

(cr
r

)2
, (3.63)

8Anglicky fill ratio nebo též fractional film content.
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ve které K je modul objemové stlačitelnosti maziva. Parametr B v Elrodově univerzálńı rovnici
(3.61) je tzv. přeṕınaćı funkce9, která zajǐst’uje, že tlakový gradient v oblastech s kavitaćı je
nulový. Přeṕınaćı funkci B lze zapsat následuj́ıćım zp̊usobem:

B =

{
1 pro θ ≥ 1,
0 pro θ < 1.

(3.64)

Parametr K v rovnici (3.61) je součinitel rychlosti olejového filmu10, který je podobně jako
přeṕınaćı funkce B daný po částech (Brewe, 1986)

K =

{
1 pro θ ≥ 1,

1
2

(
1− µp

µ

)−1
pro θ < 1.

(3.65)

přičemž µp je dynamická viskozita plynu, který vyplňuje kavity.

3.4.4 Reynoldsova rovnice pro ložiska s drsnými kluznými povrchy

Reálné povrchy ložiskových pánv́ı a čep̊u nejsou dokonale hladké ani dokonale kruhové a
v př́ıpadech, kdy je ložisková mezera velmi malá nebo docháźı ke kontaktu mezi kluznými
plochami, ovlivňuje skutečná geometrie hydrodynamický tlak v ložiskové mezeře. V literatuře
nejrozš́ı̌reněǰśı tvar Reynoldsovy rovnice respektuj́ıćı drsnost kluzných ploch podrobně rozeb́ıraj́ı
např. Patir a Cheng (1979); Prat et al. (2002) a Offner et al. (2018). Zmı́něná rovnice má tvar

∂

∂s

(
φs h

3

12µ

∂ 〈p〉
∂s

)
+

∂

∂x

(
φx h

3

12µ

∂ 〈p〉
∂x

)
=
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2

∂ 〈ha〉
∂s

+
(uj − us)σc

2

∂φc
∂s

+
∂ 〈ha〉
∂t

, (3.66)

kde φs a φx jsou koeficienty Poiseuillova prouděńı ve směrech os s a x a φc je koeficient
laminárńıho Couettova prouděńı, 〈p〉 je středńı hodnota p, h představuje nominálńı výšku
ložiskové mezery a ha skutečnou výšku ložiskové mezery, která zahrnuje drsnosti kluzných po-
vrch̊u, jejich geometrické úchylky a př́ıpadné deformace, viz obr. 3.7. Parametr σc je kompozitńı
drsnost ložiska, kterou Greenwood a Tripp (1970) definuj́ı jako

σc =
√
σ2
j + σ2

s , (3.67)

přičemž σj a σs jsou efektivńı drsnosti povrch̊u čepu a ložiskové pánve.

sus

uj

čep hřídele

ložisková pánev

h

ha

nominální

geometrie

skutečná

geometrie

olejový film

Obrázek 3.7: Př́ıčný řez část́ı ložiskové mezery nehladkého radiálńıho ložiska.

9Anglicky switch(ing) function nebo Boolean function.
10Anglicky fluid film velocity factor.
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Jednotlivé koeficienty prouděńı z rovnice (3.66) jsou funkcemi h = h(s, x, t) a ha =
ha(s, x, t) a je možné je analyticky vyjádřit jen ve speciálńıch př́ıpadech (Prat et al., 2002).
Často se tedy poč́ıtaj́ı numericky (Offner et al., 2018) nebo odhaduj́ı pomoćı aproximativńıch
empirických funkćı (Patir a Cheng, 1979). V limitńım př́ıpadě pro koeficienty prouděńı plat́ı
(Patir a Cheng, 1979)

lim
h
σc
→∞

φs = 1, lim
h
σc
→∞

φx = 1, lim
h
σc
→∞

φc = 0 (3.68)

a Reynoldsova rovnice (3.66) nabývá stejného tvaru jako rovnice (3.27), která popisuje hydro-
dynamický tlak v ložisku s hladkými kluznými povrchy.

3.5 Vliv plovoućıho pouzdra na hydrodynamické mazáńı

Radiálńı ložiska se dvěma olejovými filmy použ́ıvaná pro uložeńı rotor̊u turbodmychadel jsou
specifická t́ım, že zásobováńı vnitřńıho filmu olejem je realizováno mazaćımi otvory v plovoućım
pouzdru. Kromě toho jsou vlastnosti obou olejových filmů ovlivněny úhlovou rychlost́ı pouzdra,
která je dána rovnováhou třećıch sil p̊usob́ıćıch na vnitřńım a vněǰśım povrchu pouzdra (Nguyen-
Schäfer, 2012).

3.5.1 Prouděńı oleje mazaćım otvorem

Prouděńı oleje mazaćım otvorem je diskutováno na př́ıpadu plovoućıho pouzdra tloušt’ky hp s
jedńım kruhovým mazaćım otvorem o pr̊uměru dp, viz obr. 3.8a. Prouděńı v př́ıpadných daľśıch
mazaćıch otvorech se ř́ıd́ı stejnými zákony, je ale třeba uvažovat, že jednotlivé mazaćı otvory
sv́ıraj́ı se svislou osou yP r̊uzné úhly.

a) b)yPy

ri

P
S xP
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zP

hp

x

zp

φp

ωp
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Ai yAoyAi

vnitřní film
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Obrázek 3.8: Geometrické parametry plovoućıho pouzdra s jedńım mazaćım otvorem a souřadnice
určuj́ıćı polohu pouzdra a) a setrvačné śıly p̊usob́ıćı na elementárńı objem vyjmutý
z mazaćıho otvoru b).
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Předpokládejme, že prouděńı oleje mazaćım otvorem je stabilizované, otvor je plně zatopen
a proud́ıćı olej je nestlačitelná kapalina. Prvńı dvě podmı́nky jsou poměrně př́ısné a lze očekávat,
že pokud se mazaćı otvor bude nacházet v oblasti, kde docháźı v jednom nebo obou filmech ke ka-
vitaci, nebudou tyto podmı́nky splněny. Respektováńı těchto podmı́nek nicméně umožňuje mo-
delovat prouděńı mazaćım otvorem pomoćı Bernoulliho rovnice, zat́ımco v obecněǰśım př́ıpadě
by bylo nutné použ́ıt Navierovy-Stokesovy rovnice. Dle Bernoulliho rovnice plat́ı v libovolném
pr̊uřezu kolmém na osu mazaćıho otvoru rovnost (Spurk a Aksel, 2008)

1

2
ρ 〈v〉2 + p+ ρU = konst., (3.69)

kde 〈v〉 je středńı rychlost prouděńı oleje pr̊uřezem a U je potenciál vněǰśıho konzervativńıho
silového pole, který je funkćı polohy pr̊uřezu. Za předpokladu, že se plovoućı pouzdro nacháźı
v homogenńım gravitačńım poli, plat́ı pro pr̊uřezy Ao a Ai nacházej́ıćı se na vněǰśım a vnitřńım
konci mazaćıho otvoru, viz obr. 3.8a, rovnost

1

2
ρ 〈vo〉2 + po + ρ g yo =

1

2
ρ 〈vi〉2 + pi + ρ g yi, (3.70)

ve které indexy o a i označuj́ı pr̊uřez, ve kterém je indexovaná veličina sledována. Protože je
olej považován za nestlačitelný a mazaćı otvor je plně zaplaven, plat́ı pro libovolný pr̊uřez také
rovnice kontinuity

A 〈v〉 = konst., (3.71)

ze které vyplývá, že pokud plat́ı Ao = Ai = A, pak jsou rychlosti 〈vo〉 a 〈vi〉 totožné. Dı́ky tomu
lze rovnost (3.70) upravit do tvaru

po − pi + ρ g (yo − yi) = 0, (3.72)

který je možné dále zjednodušit na

po − pi + ρ g hp cosϕp = 0. (3.73)

Rovnost (3.73) lze použ́ıt jako vazebńı podmı́nku při výpočtu hydrodynamického tlaku ve
vněǰśım a vnitřńım olejovém filmu radiálńıho kluzného ložiska s plovoućım pouzdrem.

Vliv setrvačných sil na prouděńı mazaćım otvorem

Rovnost (3.73) plat́ı v př́ıpadě, že se mazaćı otvor nepohybuje, a jde tedy pouze o hrubý odhad
vlastnost́ı prouděńı mezi vněǰśım a vnitřńım olejovým filmem ložiska. Ve skutečnosti je olej
proud́ıćı skrz mazaćı otvor unášen rotuj́ıćım a kmitaj́ıćım pouzdrem a p̊usob́ı na něj setrvačné
śıly zobrazené na obr. 3.8b.

Prouděńı mazaćım otvorem prob́ıhá dominantně v radiálńım směru a proto bude ovlivněno
předevš́ım radiálńımi složkami setrvačných sil. Za předpokladu, že hmotnost dm elementárńıho
objemu vyjmutého z mazaćıho otvoru v souladu s obr. 3.8b je

dm = ρAdr′, (3.74)

kde dr′ je diferenciál v radiálńı souřadnice r′, lze celkovou velikost setrvačných sil p̊usob́ıćıch
na olej v mazaćım otvoru v radiálńım směru vyjádřit následovně:

Fo,rad =

ri+hp∫
ri

ρA r′ ω2
p dr′ =

1

2
ρA

[
(ri + hp)

2 − r2
i

]
ω2
p =

1

2
ρA

(
h2
p + 2 ri hp

)
ω2
p, (3.75)
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Fs,rad =

ri+hp∫
ri

ρA ÿp dr′ cosϕp +

ri+hp∫
ri

ρA z̈p dr′ sinϕp = ρAhp (ÿp cosϕp + z̈p sinϕp) . (3.76)

Symbol �̈ ve výše uvedených vztaźıch označuje druhou derivaci podle času t. Śıla Fo,rad ze
vztahu (3.75) p̊usob́ı v kladném směru, tedy ve směru od osy otáčeńı pouzdra, a omezuje tedy
pr̊utok z vněǰśıho filmu do vnitřńıho. Śıla Fs,rad ze vztahu (3.76) p̊usob́ı v záporném směru.
Vzhledem ke směru p̊usobeńı zp̊usobuj́ı śıly Fo,rad a Fs,rad tlakové ztráty, které lze dosadit do
rovnice (3.73) následuj́ıćım zp̊usobem(

po −
Fo,rad
A

)
−
(
pi −

Fs,rad
A

)
+ ρ g hp cosϕp = 0. (3.77)

Po dosazeńı vztah̊u (3.75) a (3.76) do rovnosti (3.77) dostáváme

po − pi −
1

2
ρ
(
h2
p + 2 ri hp

)
ω2
p + ρ hp (ÿp cosϕp + z̈p sinϕp + g cosϕp) = 0. (3.78)

Tlakové ztráty v rovnosti (3.78) zapř́ıčiněné rotaćı pouzdra lze odvodit i jiným zp̊usobem než
pomoćı podmı́nek silové rovnováhy. Např. Spurk a Aksel (2008) ukazuj́ı odvozeńı Bernoulliho
rovnice v rotuj́ıćım souřadnicovém systému a dostávaj́ı se ke stejnému výsledku, jako je uveden
výše. Rovnost (3.78) je možné použ́ıt jako vazebńı podmı́nku při výpočtu hydrodynamického
tlaku ve vněǰśım a vnitřńım olejovém filmu radiálńıho kluzného ložiska s rotuj́ıćım a kmitaj́ıćım
plovoućım pouzdrem.

Vliv ťrećıch sil na prouděńı mazaćım otvorem

Kromě setrvačných sil zp̊usobuj́ı tlakové ztráty rovněž śıly třećı. Bernoulliho rovnice respektuj́ıćı
tyto ztráty se uvád́ı ve tvaru (Elger et al., 2016)

1

2
ρ 〈vo〉2 + po + ρ g yo =

1

2
ρ 〈vi〉2 + pi + ρ g yi + ∆pf + ∆pm, (3.79)

kde ∆pf jsou tlakové ztráty zp̊usobené třeńım a ∆pm jsou mı́stńı tlakové ztráty zp̊usobené
singularitami v potrub́ı 11. Mı́stńı tlakové ztráty jsou zp̊usobeny lokálńımi překážkami jako
jsou kolena, uzávěry a rozš́ı̌reńı nebo zúžeńı potrub́ı, které se v mazaćıch otvorech plovoućıch
pouzder nenacháźı. Proto lze tyto ztráty zanedbat. Tlakové ztráty ∆pf zp̊usobené třeńım lze
odhadnout s využit́ım fenomenologické Darcyho-Weisbachovy rovnice (Elger et al., 2016)

∆pf = fD
ρ

2

hp 〈v〉2

dp
, (3.80)

v ńıž fD je Darcyho součinitel ztráty třeńım a délka hp a pr̊uměr potrub́ı dp jsou uvedeny tak,
aby odpov́ıdaly situaci na obr. 3.8. Darcyho součinitel fD záviśı na drsnosti povrchu mazaćıho
otvoru a Reynoldsově č́ısle Re, které se pro prouděńı v potrub́ı kruhového pr̊uřezu vypoč́ıtá
pomoćı vztahu

Re =
〈v〉 ρ dp
µ

. (3.81)

11Anglicky minor losses.
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Pro hladké povrchy a Re < 2320 je Darcyho součinitel ztráty třeńım fD nepř́ımo úměrný
Reynoldsovu č́ıslu a lze ho aproximovat vztahem (Elger et al., 2016)

fD =
64

Re
. (3.82)

Dosazeńım vztah̊u (3.81) a (3.82) do Darcyho-Weisbachovy rovnice (3.80) je tlaková ztráta
∆pf vyjádřena jako funkce geometrie mazaćıho otvoru, dynamické viskozity oleje a rychlosti
prouděńı oleje otvorem

∆pf = 32µ
hp 〈v〉
d2
p

. (3.83)

Posledně jmenovaný parametr, středńı rychlost prouděńı 〈v〉, je neznámý a vzhledem k tomu,
že při odvozováńı Reynoldsovy rovnice nebyl tok oleje v radiálńım směru uvažován, neńı možné
tuto rovnici pro výpočet parametru 〈v〉 použ́ıt. V př́ıpadě laminárńıho prouděńı lze ale 〈v〉
odhadnout z tlakového spádu pomoćı Hagenova-Poiseuillova zákona, který Spurk a Aksel (2008)
uvád́ı ve tvaru

Q =
π d4

p ∆p

128µhp
, (3.84)

kde Q je objemový tok potrub́ım a ∆p je tlakový spád, tedy rozd́ıl tlak̊u na začátku a na konci
mazaćıho otvoru. Středńı rychlost prouděńı 〈v〉 je pod́ılem objemového toku Q a pr̊uřezu A a
lze j́ı tedy vyjádřit vztahem

〈v〉 =
Q

A
=

Q
1
4 π d

2
p

=
d2
p ∆p

512µhp
. (3.85)

Tlakový spád ∆p záviśı na tlakových ztrátách zp̊usobených třeńım a je tedy nutné nalézt ho
iterativně. Nejprve se vypoč́ıtá hydrodynamický tlak ve vněǰśım a vnitřńım filmu s vazebńımi
rovnicemi bez třeńı, urč́ı se tlakové ztráty zp̊usobené třeńım a úloha se řeš́ı se třeńım.

Protože délka mazaćıho otvoru hp je v porovnáńı s jeho pr̊uměrem dp poměrně malá, lze
očekávat, že Reynoldsovo č́ıslo Re může být vyšš́ı než 2320. V takových př́ıpadech nelze Darcyho
součinitel fD vyjádřit explicitně a v intervalu 2320 < Re < 4000, ve kterém je prouděńı mazaćım
otvorem přechodové, nav́ıc ani jednoznačně (Spurk a Aksel, 2008; Elger et al., 2016). Pokud je
splněna nerovnost Re > 4000, je prouděńı turbulentńı a existuje celá řada fenomenologických
rovnic, které plat́ı v r̊uzných intervalech Re. Jednou z těchto rovnic je Kármánova-Prandtlova
rovnice (Elger et al., 2016):

1√
fD

= −1,93 ln

(
1,9

Re
√
fD

)
. (3.86)

Pro středńı rychlost turbulentńıho prouděńı 〈v〉 Hagenov̊uv-Poiseuill̊uv zákon (3.84) neplat́ı a
〈v〉 je nutné iterativně vypoč́ıtat z Bernoulliho rovnice (3.79). Vzhledem k tomu, že kromě Ber-
noulliho rovnice se řeš́ı ještě Reynoldsova rovnice ve dvou olejových filmech, je iterativńı proces
časově velmi náročný, což je umocněno ne vždy dobrou konvergenćı. Předevš́ım v př́ıpadech,
kdy se řeš́ı nelineárńı kmity celého rotoru podepřeného ložisky s plovoućım pouzdrem, lze
tedy doporučit zanedbáńı třećıch sil na prouděńı mazaćımi otvory nebo nahrazeńı Darcyho-
Weisbachovy rovnice (3.80) jiným empirickým vztahem.
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3 Hydrodynamické mazáńı v radiálńıch kluzných ložiskách s plovoućım pouzdrem

3.5.2 Úhlová rychlost plovoućıho pouzdra

Úhlová rychlost plovoućıho pouzdra ωp má sice velmi malý vliv na kmitáńı rotoru turbod-
mychadla (Schweizer a Sievert, 2009), ale určuje rychlosti hraničńıch povrch̊u v Reynoldsově
rovnici a je tedy d̊uležité ji určit pro výpočet hydrodynamického tlaku a daľśıch tribologických
parametr̊u kluzného ložiska (Nguyen-Schäfer, 2012).

Úhlové zrychleńı plovoućıho pouzdra ϕ̈p = ϕ̈p(t) se ř́ıd́ı pohybovou rovnićı (Nguyen-
Schäfer, 2012; Dyk a Smoĺık et al., 2018)

I0,p ϕ̈p = Mfric,i +Mfric,o, (3.87)

kde I0,p je moment setrvačnosti k ose rotace pouzdra a Mfric,i a Mfric,o jsou momenty zp̊usobené
třećımi silami ve vnitřńım a ve vněǰśım olejovém filmu. Obecně lze třećı momenty vypoč́ıtat
z třećıch sil źıskaných integraćı rovnice (3.34a). Za předpokladu, že natáčeńı čepu hř́ıdele a
plovoućıho pouzdra kolem př́ıčných os je zanedbatelné, lze třećı momenty vyjádřit analyticky
pomoćı vztah̊u (Dyk a Smoĺık et al., 2018)

Mfric,i =
2π µi r

3
i li (ω0 − ϕ̇p)

cr,i

√
1−

(
εrelj

)2
+
yrelj Fhd,i,z − zrelj Fhd,i,y

2
, (3.88)

Mfric,o = − 2π µo r
3
o lo ϕ̇p

cr,o
√

1− ε2
p

+
yp Fhd,o,z − zp Fhd,o,y

2
, (3.89)

ve kterých je použito označeńı geometrických parametr̊u ložiska z obr. 3.1b, Fhd,i,X a Fhd,o,X jsou
složky hydrodynamických sil ve směru X, které jsou zp̊usobeny hydrodynamickým tlakem ve
vnitřńım filmu i a ve vněǰśım filmu o. Relativńı excentricity εrelj a εp jsou definovány následovně

εrelj =
erelj
ci

=

√(
yrelj

)2
+
(
zrelj

)2

ci
, εp =

ep
co

=

√
y2
p + z2

p

co
, (3.90)

přičemž souřadnice použité ve výše uvedených vztaźıch jsou vyznačeny v obr. 3.1b.
V př́ıpadě ložisek s malými v̊ulemi má rozhoduj́ıćı vliv na velikost třećıch moment̊u teplota

oleje, která určuje nejenom jeho dynamickou viskozitu, ale i na rozměry ložiska. Radiálńı v̊ule
cr,i ze vztahu (3.88) a radiálńı v̊ule cr,o ze vztahu (3.89) je tedy vhodné modelovat jako funkce
teploty oleje, potažmo úhlové rychlosti čepu hř́ıdele a povrchových teplot čepu a ložiskové
pánve. Vhodný matematický model se soustředěnými parametry odvodili Trippett a Li (1984).
Jimi publikované výsledky ukazuj́ı dobrou shodu s experimentálńımi daty. Model je nicméně
limitován předpokladem, že čep hř́ıdele a plovoućı pouzdro jsou koncentrické s ložiskovou pánv́ı,
což model limituje v př́ıpadech, kdy se v jednom nebo v obou filmech rozvine nestabilita. Pak je
třeba pro predikci radiálńıch v̊uĺı a viskozit použ́ıt termo-hydrodynamický model (Stachowiak
a Batchelor, 2013).

3.6 Stanoveńı provozńıch v̊uĺı radiálńıch ložisek

Rotor i ložisková skř́ıň turbodmychadla se při provozu zahř́ıvaj́ı a docháźı k jejich teplotńım
deformaćım. Teplota plovoućıho pouzdra je dominantně dána přestupem tepla z olejových filmů
(Trippett a Li, 1984; Nguyen-Schäfer, 2012; Bukovnik a Smoĺık et al., 2017). Provozńı (skutečné)
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v̊ule ložisek jsou určeny teplotńımi deformacemi jednotlivých součást́ı a lǐśı se od nominálńıch
(klidových) rozměr̊u.

V ideálńım př́ıpadě se provozńı teplota část́ı turbodmychadla určuje pomoćı 3D CFD
simulace následované 3D analýzou teplotńıch deformaćı s využit́ım MKP (Kořán, 2013; Bu-
kovnik a Smoĺık et al., 2017). Výpočtový model použitý pro CFD simulaci by měl zahrnovat
nejen rotor a skř́ıně turbodmychadla, ale také olejové filmy respektuj́ıćı třećı ztráty a plovoućı
pouzdra. Kromě provozńıch v̊uĺı jsou tak źıskána i pole popisuj́ıćı teplotu olejových filmů, ze
kterých mohou být určena pole viskozit.

Výše uvedená předkalkulace v̊uĺı a viskozity je nicméně časově náročná. Alternativně lze
provozńı v̊ule odhadnout s využit́ım modelu se soustředěnými parametry, které namı́sto tep-
lotńıch poĺı využ́ıvaj́ı efektivńı teploty. Jak ukázali Trippett a Li (1984), takto źıskané výsledky
dobře koresponduj́ı s experimenty i v př́ıpadě analýzy ložiska s plovoućım pouzdrem. Při im-
plementaci modelu se soustředěnými parametry předpokládáme, že se teplotńı deformace ř́ıd́ı
lineárńı vztahem pro teplotńı délkovou roztažnost

l (T ) = lnom [1 + α (T − Tref)] , (3.91)

ve kterém l (T ) je délka tělesa při teplotě T , lnom je nominálńı délka tělesa při referenčńı teplotě
Tref a αi je teplotńı koeficient roztažnosti materiálu, ze kterého je těleso i vyrobeno. Dále
předpokládejme, že vněǰśı pr̊uměr čepu hř́ıdele i vnitřńı pr̊uměr ložiskové pánve při zahř́ıváńı
zvětšuj́ı. Vztahy pro určeńı provozńıch v̊uĺı ložiska s plovoućım pouzdrem lze potom odvodit
z (3.91) ve tvaru

cprov
r,i = cnom

r,i

[
1 + αj (Tj − Tref)

]
+ ri

[
αp (Tp − Tref)− αj (Tj − Tref)

]
, (3.92)

cprov
r,o = cnom

r,o

[
1 + αp (Tp − Tref)

]
+ ro

[
αs (Ts − Tref)− αp (Tp − Tref)

]
, (3.93)

kde cnom
r,i , cnom

r,o jsou nominálńı radiálńı v̊ule vnitřńıho a vněǰśıho filmu při teplotě Tref a ri, ro
jsou nominálńı poloměry vnitřńıho a vněǰśıho filmu při teplotě Tref . Konstanty αj , αp, αs jsou
teplotńı koeficienty roztažnosti materiálu čepu hř́ıdele, plovoućıho pouzdra a ložiskové pánve a
Tj , Tp, Ts jsou efektivńı teploty čepu hř́ıdele, plovoućıho pouzdra a ložiskové pánve. Teplotu Tp
aproximuj́ı Trippett a Li (1984) vztahem

Tp ≈
Ti + To

2
, (3.94)

kde Ti, To jsou efektivńı teploty vnitřńıho a vněǰśıho olejového filmu, které záviśı na teplotě
mazaćıho oleje, teplotách čepu hř́ıdele a ložiskové pánve a třećıch ztrátách. I v tomto př́ıpadě
je tedy nutné použ́ıt CFD analýzu nebo měřeńı alespoň pro odhad teplot Ts a Tj .
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4 Výpočet hydrodynamické śıly

Ve druhé kapitole byly uvedeny dva možné př́ıstupy umožňuj́ıćı zahrnout śıly v radiálńıch
kluzných ložiskách do pohybových rovnic popisuj́ıćıch ohybové kmitáńı rotoru turbodmychadla.
Jednalo se o linearizovaný model (2.42), ve kterém jsou śıly v ložisku nahrazeny lineárńımi
dynamickými koeficienty, a o nelineárńı model (2.57), při jehož použit́ı je nutné vypoč́ıtat śıly
v ložisku v každém časovém kroku integrace pohybové rovnice.

Śıly přenášené kluznými ložisky se děĺı na hydrodynamické, které jsou dány hydrody-
namickým tlakem v olejovém filmu, a elastické, které jsou zapř́ıčiněny deformacemi kluzných
povrch̊u a kontakty mezi těmito povrchy. Tato kapitola se zabývá výpočty hydrodynamických
sil v kluzných ložiskách.

Pro stanoveńı sil je nejprve nutné naj́ıt řešeńı Reynoldsovy rovnice. Různé aproximativńı
analytické a numerické postupy jsou diskutovány v prvńı části kapitoly. V daľśı části kapi-
toly jsou uvedeny vztahy pro výpočet okamžitých hydrodynamických sil přenášených olejovým
filmem a je ukázán postup umožňuj́ıćı linearizaci těchto sil.

4.1 Řešeńı Reynoldsovy rovnice

Přestože analytické řešeńı Reynoldsovy rovnice v uzavřeném tvaru odvodili Sfyris a Chasalevris
v roce 2012, nejčastěji se v úlohách výpočtového hydrodynamického mazáńı stále využ́ıvaj́ı nu-
merické metody, předevš́ım metoda konečných diferenćı (Obeid a Yeiser et al., 2013; Stachowiak
a Batchelor, 2013; Rendl, 2017), metoda konečných prvk̊u (Chandra a Sinhasan, 1987; Larsen
a Santos, 2015; Offner et al., 2018) a metoda konečných objemů (Prata et al., 1988; Profito et
al., 2015). Popularita numerických metod je zapř́ıčiněna nejen výpočetńım výkonem současných
poč́ıtač̊u, ale i jejich použitelnost́ı v obecných úlohách. Analytické řešeńı je totiž nutné odvo-
dit pro předem definovaný tvar kluzných ploch a pro dané okrajové podmı́nky (Stachowiak a
Batchelor, 2013).

4.1.1 Aproximativńı analytické řešeńı pro krátká ložiska

V problémech nelineárńı dynamiky jsou velmi populárńı aproximativńı analytická řešeńı. Při
odvozováńı aproximativńıho řešeńı se využ́ıvá skutečnosti, že za určitých podmı́nek je možné
zjednodušit tvar Reynoldsovy rovnice. Nejznáměǰśı aproximativńı řešeńı postihuj́ı př́ıpady ne-
konečně dlouhého ložiska (Sommerfeld, 1904) a nekonečně krátkého ložiska (Ocvirk, 1952).

Pro nekonečně dlouhé ložisko plat́ı η → ∞ (San Andrés, 2010). Poměr délky a pr̊uměru
ložiska η je definován v podkapitole 3.3. Pro uvedené hodnoty η je druhý člen v bezrozměrné
Reynoldsově rovnici (3.42) nulový a hydrodynamický tlak je popsán rovnićı (Zapoměl, 2007)

∂

∂s

(
ρ h3

µ

∂p

∂s

)
= 6 (uj + us)

∂ (ρ h)

∂s
+ 12

∂ (ρ h)

∂t
. (4.1)

Pro nekonečně krátké ložisko naopak plat́ı η → 0 (San Andrés, 2010) a Reynoldsova
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rovnice přecháźı do tvaru (Krämer, 1993; Zapoměl, 2007)

∂

∂x

(
ρ h3

µ

∂p

∂x

)
= 6 (uj + us)

∂ (ρ h)

∂s
+ 12

∂ (ρ h)

∂t
. (4.2)

V inženýrských aplikaćıch se Reynoldsovy rovnice pro nekonečně dlouhé a nekonečně
krátké ložisko použ́ıvaj́ı i v nelimitńıch př́ıpadech obvykle označovaných výrazy dlouhé a krátké
ložisko. Definice dlouhého a krátkého ložiska v odborné literatuře neńı jednotná. Kritéria, která
jsou nejčastěji uváděná v současné odborné literatuře, jsou shrnuta v tab. 4.1. Ze srovnáńı
vyplývá, že existuje určitý interval η – např. dle San Andrése (2010) je to η ∈ (0,5, 2) – ve
kterém ložisko nelze považovat za krátké ani za dlouhé. Takové ložisko se obvykle označuje jako
konečné ložisko nebo ložisko konečné délky.

Ložiska turbodmychadel nejčastěji spadaj́ı právě do kategorie konečných ložisek, ale pro
většinu z nich plat́ı η < 1, což je naznačeno v tab. 3.1 a diskutováno Nguyen-Schäferem (2012).
Pro výpočet hydrodynamických sil v kluzných ložiskách turbodmychadel je tedy podstatněǰśı
nalezeńı analytického řešeńı Reynoldsovy rovnice pro nekonečně krátké ložisko (4.2) než Rey-
noldsovy rovnice pro nekonečně dlouhé ložisko.

Za předpokladu, že dynamická viskozita oleje µ a hustota oleje ρ jsou konstantńı a v sou-
ladu s rovnost́ı (3.3) je ložisková mezera h funkćı pouze obvodové souřadnice s, lze Reynoldsovu
rovnici pro nekonečně krátké ložisko zapsat ve tvaru (Zapoměl, 2007)

∂2p

∂x2
= A, kde A =

6µ (uj + us)

h3

∂h

∂s
+

12µ

h3

∂h

∂t
. (4.3)

Po dvojité integraci rovnosti (4.3) podle podélné souřadnice x lze hydrodynamický tlak p v ne-
konečně krátkém ložisku vyjádřit pomoćı rovnosti

p =
1

2
Ax2 + C1 x+ C2, (4.4)

kde C1 a C2 jsou integračńı konstanty, jejichž velikost lze určit z okrajových podmı́nek. Pokud
př́ıvod oleje do ložiska neovlivňuje rozložeńı hydrodynamického tlaku a hydrodynamický tlak
na čelech olejového filmu je roven tlaku ve vněǰśım okoĺı ložiska pa, což lze vyjádřit rovnostmi

p(s,−l/2) = pa, p(s, l/2) = pa, (4.5)

nabývaj́ı integračńı konstanty C1 a C2 hodnot

C1 = 0, C2 = pa −
1

8
A l2. (4.6)

Kritérium pro krátké ložisko Kritérium pro dlouhé ložisko Autor

r2 � l2 r2 � l2 Hirani (2012)
η ≤ 1 η ≥ 1 Nguyen-Schäfer (2012)
η ≤ 0,5 η ≥ 2† San Andrés (2010)
η < 0,33 η > 3 Stachowiak a Batchelor (2013)
η ≤ 0,25 η ≥ 0,25† Zapoměl (2007)

† Autor nav́ıc uvád́ı, že za dlouhé může být považováno i ložisko, které je na svých čelech dobře těsněno.

Tabulka 4.1: Kritéria pro dlouhá a krátká ložiska např́ıč odbornou literaturou. V této práci je
použito kritérium dle San Andrése (2010).
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4 Výpočet hydrodynamické śıly

Po dosazeńı (4.6) do (4.4) nabývá řešeńı Reynoldsovy rovnice (4.2) tvaru

p =
1

2
A
(
x2 − l2

4

)
+ pa, (4.7)

který popisuje tlakové pole v ložiskové mezeře libovolného nekonečně krátkého kluzného ložiska
se středovým úhlem 2π (Zapoměl, 2007). Řešeńı (4.7) v určitých oblastech olejového filmu pre-
dikuje záporný hydrodynamický tlak. V těchto oblastech ale ve skutečnosti docháźı ke kavitaci
a proto je vhodné rovnost (4.7) doplnit alespoň zjednodušeným modelem kavitace, který je
vyjádřen nerovnost́ı (3.60).

Funkci popisuj́ıćı ložiskovou mezeru h mnohých typ̊u ložisek je možné za předpokladu, že
čep hř́ıdele i ložisková pánev maj́ı nedeformovatelné pr̊uřezy, vyjádřit analyticky. Pro ložiska
kruhových pr̊uřez̊u, která se použ́ıvaj́ı pro uložeńı rotor̊u turbodmychadel, plat́ı vztah (3.3)

h = cr − e cos
(s
r
− φ

)
. (4.8)

Derivace h podle obvodové souřadnice s a času t lze pak vyjádřit pomoćı rovnost́ı

∂h
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= e sin

(s
r
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) 1

r
, (4.9)

∂h

∂t
= −ė cos
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r
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)
+ e sin

(s
r
− φ

)(
−φ̇
)
. (4.10)

Po dosazeńı (4.9) a (4.10) do (4.7) se řešeńı Reynoldsovy rovnice (4.2) zjednoduš́ı do tvaru
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h3
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r
− 2 φ̇

)
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r
− φ

)
− 2 ė cos

(s
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− φ

)] [
x2 − l2

4

]
+ pa, (4.11)

který popisuje tlakové pole v ložiskové mezeře nekonečně krátkého kruhového ložiska.

4.1.2 Numerické řešeńı s využit́ım metody konečných diferenćı

Metoda konečných diferenćı (MKD) je postavena na aproximaci parciálńıch derivaćıch v Rey-
noldsově rovnici konečnými diferencemi ve zvolených bodech olejového filmu. Těmto bod̊um
se obvykle ř́ıká uzly a soubor všech uzl̊u tvoř́ı výpočtovou śıt’. Při řešeńı Reynoldsovy rovnice

s

x

s1 s2 s3

x1

x2

x3

xN

sM

α

0,5
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Δx

Δs
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x
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xj

xj+1

si-1 si si+1

Obrázek 4.1: Strukturovaná pravidelná śıt’ o M ×N uzlech pokrývaj́ıćı kluznou plochu.
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metodou konečných diferenćı se nejčastěji voĺı strukturovaná pravidelná śıt’ o M ×N bodech,
která je ukázána na obr. 4.1. Tato śıt’ pokrývá oblast 〈0, α〉 × 〈−1/2, 1/2〉, na které je hledáno
řešeńı bezrozměrné Reynoldsovy rovnice (3.42), která je v odd́ıle 3.4.1 odvozena ve tvaru

∂
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∂s̄

)
+
r2

l2
∂
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)
= 6

∂h̄

∂s̄
+ 12

∂h̄

∂τ
. (4.12)

Ve vnitřńıch uzlech śıtě z obr. 4.1 se prostorové parciálńı derivace nejčastěji nahrazuj́ı
centrálńımi (středovými) diferencemi (Hirani, 2012; Stachowiak a Batchelor, 2013). Např́ıklad
parciálńı derivace ∂p̄/∂s̄ je v uzlu śıtě o souřadnićıch (s̄i, x̄j) aproximována zp̊usobem ukázaným
na obr. 4.2. Uvedenou aproximaci lze vyjádřit následuj́ıćım vztahem

∂p̄

∂s̄

∣∣∣∣∣
s̄i,x̄j

≈ p̄i+1,j − p̄i−1,j

2 ∆s̄
, (4.13)

kde p̄i,j označuje bezrozměrný hydrodynamický tlak p̄ v uzlu o souřadnićıch (s̄i, x̄j).
Druhou parciálńı derivaci ∂2p̄/∂s̄2 v uzlu o souřadnićıch (s̄i, x̄j) je možné vyjádřit s využit́ım

aproximačńıch vztah̊u pro prvńı parciálńı derivace ∂p̄/∂s̄ v bodech o souřadnićıch (s̄i −∆s̄/2, x̄j)
a (s̄i + ∆s̄/2, x̄j) zp̊usobem ukázaným na obr. 4.3. Př́ıslušná aproximačńı formule má tvar

∂2p̄

∂s̄2

∣∣∣∣∣
s̄i,x̄j

≈

∂p̄
∂s̄

∣∣∣
s̄i−∆s̄/2,x̄j

− ∂p̄
∂x̄

∣∣∣
s̄i+∆s̄/2,x̄j

∆s̄
, (4.14)

kde d́ılč́ı aproximačńı formule lze vyjádřit následovně

∂p̄

∂s̄

∣∣∣∣∣
s̄i−∆s̄/2,x̄j

≈ p̄i,j − p̄i−1,j

∆s̄
,

∂p̄

∂s̄

∣∣∣∣∣
s̄i+∆s̄/2,x̄j

≈ p̄i,j − p̄i+1,j

∆s̄
. (4.15)

Po dosazeńı vztah̊u (4.15) do (4.14) je vyjádřena centrálńı diferenčńı formule

∂2p̄

∂s̄2

∣∣∣∣∣
s̄i,x̄j

≈ p̄i−1,j − 2 p̄i,j + p̄i+1,j

∆s̄2
, (4.16)

která aproximuje druhou parciálńı derivaci ∂2p̄/∂s̄2 v uzlu o souřadnićıch (s̄i, x̄j) pouze pomoćı
hodnot funkce p̄ v uzlech o souřadnićıch (s̄i−1, x̄j), (s̄i, x̄j) a (s̄i+1, x̄j).

p

aproximace

∂p
∂s

s ,xi j

pi j-1,

pi,j

pi j+1,

si-1 si si+1

Δs

s

Δs

Obrázek 4.2: Nahrazeńı parciálńı derivace ∂p̄/∂s̄ v bodě o souřadnićıch (s̄i, x̄j) centrálńı diferenćı.
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Obrázek 4.3: Nahrazeńı parciálńı derivace ∂2p̄/∂s̄2 v bodě o souřadnićıch (s̄i, x̄j) centrálńı diferenćı.

Prvńı tři členy v bezrozměrné Reynoldsově rovnici (4.12) lze s využit́ım vztah̊u (4.13) –
(4.16) vyjádřit pomoćı následuj́ıćıch aproximačńıch formuĺı:

∂

∂s̄

(
h̄3

µ̄

∂p̄

∂s̄

)∣∣∣∣∣
s̄i,s̄j

≈

h̄3
i−1/2,j

µ̄i−1/2,j
p̄i−1,j −

(
h̄3
i−1/2,j

µ̄i−1/2,j
+

h̄3
i+1/2,j

µ̄i+1/2,j

)
p̄i,j +

h̄3
i+1/2,j

µ̄i+1/2,j
p̄i+1,j

∆s̄2
, (4.17a)

∂

∂x̄

(
h̄3

µ̄

∂p̄

∂x̄

)∣∣∣∣∣
s̄i,x̄j

≈

h̄3
i,j−1/2

µ̄i,j−1/2
p̄i,j−1 −

(
h̄3
i,j−1/2

µ̄i,j−1/2
+

h̄3
i,j+1/2

µ̄i,j+1/2

)
p̄i,j +

h̄3
i,j+1/2

µ̄i,j+1/2
p̄i,j+1

∆x̄2
, (4.17b)

∂h̄

∂s̄

∣∣∣∣∣
s̄i,x̄j

≈ h̄i+1,j − h̄i−1,j

2 ∆s̄
. (4.17c)

Člen vyjadřuj́ıćı vliv stlačováńı filmu je možné aproximovat levostrannou diferenčńı formuĺı
(Hirani, 2012; Stachowiak a Batchelor, 2013)

∂h̄

∂τ

∣∣∣∣∣
s̄i,x̄j ,τk

≈
h̄i,j,k − h̄i,j,k−1

τk − τk−1
, (4.18)

ve které τk je bezrozměrný čas na k-té časové hladině a h̄i,j,k je výška ložiskové mezery v uzlu
o souřadnićıch (s̄i, x̄j) na k-té časové hladině. Je zřejmé, že časové hladiny od sebe nemuśı
dělit ekvidistantńı časový krok. Po dosazeńı aproximačńıch vztah̊u (4.17) a (4.18) do (4.12) lze
numerické řešeńı bezrozměrné Reynoldsovy rovnice ve vnitřńım uzlu śıtě o souřadnićıch (s̄i, x̄j)
formálně vyjádřit vztahem (Zapoměl, 2007; Rendl, 2017)

ai,j p̄i−1,j + bi,j p̄i,j−1 + ci,j p̄i,j + di,j p̄i+1,j + ei,j p̄i,j+1 = fi,j , (4.19)
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kde ai,j , bi,j , ci,j , di,j , ei,j a fi,j jsou reálné koeficienty, které záviśı na parametrech h̄ a µ̄, na
charakteristických rozměrech śıtě ∆x̄ a ∆ȳ, na geometrii ložiska a na okrajových podmı́nkách.
Vztah (4.19) formálně plat́ı pro všech (M − 2) (N − 2) vnitřńıch uzl̊u śıtě z obr. 4.1.

Při použit́ı aproximačńıch vztah̊u (4.17a) a (4.17b) je nutné stanovit bezrozměrnou výšku
ložiskové mezery h̄ a bezrozměrnou dynamickou viskozitu oleje µ̄ v bodech, které se nacházej́ı
mezi uzly výpočtové śıtě. Pokud jsou uvedené parametry předepsány analyticky, neńı stanoveńı
jejich hodnot problém. V ostatńıch př́ıpadech je třeba hodnoty parametr̊u aproximovat nebo
upravit aproximačńı vztahy (4.17a) a (4.17b) do tvaru, ve kterém se meziuzlové hodnoty ne-
vyskytuj́ı. Toho lze doćılit aplikaćı pravidla o derivaci součinu na bezrozměrnou Reynoldsovu
rovnici (4.12), která pak přejde do tvaru (Rendl, 2017)

3
h̄2

µ̄

∂h̄

∂s̄

∂p̄

∂s̄
+
h̄3

µ̄

∂2p̄

∂s̄2
+ 3

h̄2

µ̄

∂h̄

∂x̄

∂p̄

∂x̄
+
h̄3

µ̄

∂2p̄

∂x̄2
= 6

∂h̄

∂s̄
+ 12

∂h̄

∂τ
. (4.20)

Po dosazeńı aproximačńıch vztah̊u (4.13), (4.16) a (4.18) do rovnice (4.20) lze numerické
řešeńı Reynoldsovy rovnice ve vnitřńım uzlu śıtě o souřadnićıch (s̄i, x̄j) formálně vyjádřit výše
použitým vztahem (4.19), ale pro stanoveńı koeficient̊u ai,j , bi,j , ci,j , di,j , ei,j a fi,j již neńı
potřeba znát hodnotou parametr̊u h̄ a µ̄ mezi uzly výpočtové śıtě.

Okrajové podḿınky

Vztah (4.19) plat́ı pouze ve vnitřńıch uzlech výpočtové śıtě. Aby bylo možné Reynoldsovu
rovnici vyřešit, je třeba tento vztah doplnit o podmı́nky na okraj́ıch śıtě a v oblastech př́ıvodu
oleje. V následuj́ıćıch odstavćıch jsou uvedeny a okomentovány nejčastěji použ́ıvané okrajové
podmı́nky:

Tlak na okraj́ıch kluzné plochy. Pokud ložisko neńı dobře těsněno, je tlak na čelech kluzné
plochy roven tlaku prostřed́ı pa a plat́ı tedy

p̄i,1 = p̄i,N = p̄a, i = 1, . . . , M, (4.21)

kde bezrozměrný tlak prostřed́ı p̄a je stanoven z tlaku prostřed́ı pa pomoćı př́ıslušného
transformačńıho vztahu, např. (3.41) nebo (3.45). Samotný tlak prostřed́ı pa se nejčastěji
voĺı nulový nebo o velikosti atmosférického tlaku, tedy pa ≈ 1 bar (Zapoměl, 2007; Sta-
chowiak a Batchelor, 2013). V př́ıpadě, kdy jsou čela ložiska dobře těsněna, je tlak na
př́ıslušných okraj́ıch kluzné plochy vyšš́ı.

Na náběžnou hranu kluzné plochy je olej přiváděn sprchami nebo otvory umı́stěnými
v ložiskovém tělese (obr. 4.4). Tlak na náběžné hraně se nejčastěji ztotožňuje s mazaćım
tlakem ps, který bývá uváděn v datovém listu ložiska společně s daľśımi návrhovými para-
metry. Obecně však na náběžné hraně neńı konstantńı tlak, přesněǰśı stanoveńı okrajové
podmı́nky vyžaduje výpočet toku oleje mazaćım systémem. Tlak na odtokové hraně se voĺı
bud’ roven tlaku prostřed́ı pa, nebo dle konstrukčńıho řešeńı ložiska, protože na odtoko-
vou hranu může být přiváděno určité množstv́ı oleje (obr. 4.4a), aby se zabránilo vzniku
kavitace (Waukesha Bearings, 2012–2018). Okrajové podmı́nky na náběžné a odtokové
hraně lze vyjádřit následovně:

p̄1,j = p̄s, p̄M,j = p̄a, j = 1, . . . , M. (4.22)
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a) b)

Obrázek 4.4: Konstrukčńı řešeńı př́ıvodu oleje na kluznou plochu ložiskového segmentu Waukesha
Bearings (2012–2018) a) a GTW Bearings (2018) b).

2π olejový film . Pokud pro středový úhel ložiska plat́ı α = 2π, pak se levý a pravý okraj
výpočtové śıtě z obr. 4.1 překrývaj́ı a hodnoty tlaku v překrývaj́ıćıch se uzlech muśı být
totožné. Podmı́nku lze vyjádřit vztahem (Stachowiak a Batchelor, 2013; Rendl, 2017)

p̄1,j = p̄M,j , j = 1, . . . , N. (4.23)

Podélně symetrický olejový film vzniká v ložiskách v př́ıpadě, kdy lze zanedbat natáčeńı čepu
hř́ıdele kolem př́ıčných os, tj. h je funkćı pouze obvodové souřadnice. Tato podmı́nka je
splněna např́ıklad v ložiskách podṕıraj́ıćı tuhé rotory, tedy rotory, které se při provozu
elasticky nedeformuj́ı (ČSN ISO 1940-1, 2005). Pokud je nav́ıc na obou čelech ložiska
stejný tlak a geometrie mazaćıch drážek, otvor̊u a kapes je symetrická v̊uči obvodové
ose s̄, lze Reynoldsovu rovnici řešit na polovičńı oblasti 〈0, α〉 × 〈−1/2, 0〉 a na uzly lež́ıćı
na x̄ = −∆x̄ se aplikuje podmı́nka symetrie

pi,(N−1)/2 = pi,(N+3)/2, j = 1, . . . , N, (4.24)

která plat́ı pro N liché a vyžaduje rozš́ı̌reńı śıtě na horńım okraji o novou řadu uzl̊u s in-
dexy i, (N + 3) / 2. Tlak v uzlech s indexy i, (N + 1) / 2 je neznámý a okrajová podmı́nka
se pro ně nestanovuje (Zapoměl, 2007; Stachowiak a Batchelor, 2013; Rendl, 2017).

Mazaćı drážky a otvory slouž́ı pro př́ıvod mazaćıho oleje. V uzlech, které se nacházej́ı v otvo-
rech, se nastavuje mazaćı tlak ps. Jde o tlak v úst́ı otvoru do olejového filmu (Zapoměl,
2007). Někdy je však znám pouze tlak na výtlačném hrdle čerpadla olejového okruhu a
pr̊utočné množstv́ı oleje. Pak je nutné mazaćı tlak ps vypoč́ıtat např. pomoćı Bernoulliho
rovnice (3.79).

Mazaćı drážky a otvory mohou mı́t r̊uzné tvary. K lokalizaci uzl̊u v drážkách a otvo-
rech je možné využ́ıt program jourmesh vyvinutý autorem této práce, který lze společně
s dokumentaćı nalézt v Př́ıloze A.
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Mazaćı kapsy jsou prohlubně vyfrézované do kluzné plochy kv̊uli př́ıvodu mazaćıho či zve-
daćıho oleje (viz obr. 4.4a) nebo kv̊uli zlepšeńı stability ložiska (Šimek, 2008). V mı́stě
mělkých mazaćıch kapes, jejichž hloubka je nižš́ı než radiálńı v̊ule ložiska cr, se zvětšuje
ložisková mezera h v souladu s geometríı kapsy (Offner et al., 2018), v mı́stě hlubokých
kapes, ve kterých nedocháźı ke vzniku hydrodynamického mazáńı, se nastavuje konstantńı
hydrodynamický tlak (Zapoměl, 2007).

Př́ımé řešeńı lineárńı soustavy rovnic

Soustavu rovnic pro výpočet hydrodynamického tlaku ve vnitřńıch uzlech výpočtové śıtě (4.19)
doplněnou o okrajové podmı́nky (4.21) – (4.24) lze zapsat v maticovém tvaru

AMKD p̄MKD = fMKD. (4.25)

kde AMKD je koeficientová matice, fMKD je vektor pravé strany a p̄MKD je vektor uzlových
tlak̊u, který obsahuje neznámé i známé uzlové tlaky. Pro účely numerického výpočtu je vhodné
vektor p̄MKD uspořádat do tvaru

p̃ =
[
p̃z, p̃n

]T
,

ve kterém p̃z a p̃n jsou vektory známých a neznámých uzlových tlak̊u. Matematicky je možné
přechod p̄MKD → p̃ vyjádřit pomoćı transformačńı matice T

p̄MKD = T p̃, (4.26)

která má strukturu odpov́ıdaj́ıćı transformačńı matici Te ze vztahu (2.25). Po dosazeńı (4.26)
do (4.25) a vynásobeńı výsledné rovnosti matićı TT zleva nabývá lineárńı soustava rovnic tvaru

TTAMKD T p̃ = TTfMKD, (4.27)

který lze kompaktně zapsat jako

Ã p̃ = f̃ , kde Ã =

[
Ã11 Ã12

Ã21 Ã22

]
a p̃ =

[
p̃z
p̃n

]
. (4.28)

Protože neznámé se nacházej́ı pouze ve vektoru p̃n, je nutné tento vektor osamostatnit na levé
straně rovnosti (4.28). Po jednoduché algebraické manipulaci lze źıskat rovnost[

Ã12

Ã22

]
p̃n = f̃ −

[
Ã11

Ã21

]
p̃z, (4.29)

kterou neńı možné řešit př́ımou metodou, protože se jedná o přeurčenou soustavu lineárńıch
rovnic. Rendl (2017) doporučuje tuto soustavu řešit pseudoinverźı, jej́ıž použit́ı vede na

p̃n =

([
ÃT

12 ÃT
22

] [Ã12

Ã22

])−1([
ÃT

12 ÃT
22

])(
f̃ −

[
Ã11

Ã21

]
p̃z

)
. (4.30)

Některé programovaćı jazyky obsahuj́ı knihovńı funkce, které jsou schopny řešit přeurčené
soustavy rovnic efektivněji než pseudoinverźı. Např. v prostřed́ı Matlab je knihovńı funkce řeš́ıćı
rovnici (4.29) až 6× rychleǰśı než pseudoinverze (Rendl, 2017). Pro dosažeńı této rychlosti je
třeba využ́ıt skutečnosti, že koeficientová matice AMKD je ř́ıdká a téměř pásová. Dı́ky tomu
ji lze reprezentovat jako proměnnou typu sparse, která je vygenerována př́ımo z jednotlivých
koeficient̊u ai,j až ei,j knihovńı funkćı spdiags, nikoliv konverźı z proměnné typu array.
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Iteračńı řešeńı lineárńı soustavy rovnic

Rovnici (4.29) lze řešit rovněž iteračně. Např. Hirani (2012) doporučuje sestavit rovnici (4.29)
z rovnost́ı pro vnitřńı uzly śıtě upravených do tvaru

ai,j p̄
(k)
i−1,j + bi,j p̄

(k)
i,j−1 + ci,j p̄

(k)
i,j + di,j p̄

(k−1)
i+1,j + ei,j p̄

(k−1)
i,j+1 = fi,j , (4.31)

kde �(k) označuje iteračńı krok. Vztah (4.31) plat́ı, pokud jsou hodnoty p̄
(k)
i,j hledány ve vze-

stupném pořad́ı v̊uči index̊um i, j. Počátečńı tlak ve vnitřńıch uzlech śıtě p̄
(0)
i,j se voĺı dle okra-

jových podmı́nek nebo se vypoč́ıtá pomoćı aproximativńıho analytického řešeńı. Numerické
schéma (4.31) velmi rychle konverguje, pokud má úloha řešeńı (Hirani, 2012; Stachowiak a
Batchelor, 2013).

Zastavovaćı podmı́nku iteračńıho procesu je možné definovat pomoćı souhrnné relativńı
chyby, která je někdy označována reziduum (Stachowiak a Batchelor, 2013), jako nerovnost∑

(i)

∑
(j)

∣∣∣p̄(k)
i,j − p̄

(k−1)
i,j

∣∣∣∑
(i)

∑
(j)

p̄
(k)
i,j

≤ εrel, (4.32)

kde εrel je požadovaná relativńı přesnost řešeńı. Alternativně lze použ́ıt zastavovaćı podmı́nku(
lTr rr

)2
(lTr lr) (rTr rr)

≥ 1− εMAC , (4.33)

kde lr a rr jsou vektory hodnot výraz̊u levé a pravé strany Reynoldsovy rovnice a εMAC je
velmi malé č́ıslo. Nerovnost (4.33) je založena na kritériu modálńı věrohodnosti1 a uvád́ı ji
např. Zapoměl (2007).

4.1.3 Numerické řešeńı s využit́ım metody konečných prvk̊u

Základńı princip využit́ı metody konečných prvk̊u (MKP) pro nalezeńı numerického řešeńı
parciálńı diferenciálńı rovnice spoč́ıvá v transformaci rovnice do integrálńıho (slabého) tvaru.
V př́ıpadě Reynoldsovy rovnice se pro transformaci použ́ıvaj́ı metody tř́ıdy vážených rezidúı
založené obvykle na Galerkinově metodě (Chandra a Sinhasan, 1987). Výslednou globálńı sou-
stavu rovnic, která je sestavena z elementových rovnic, lze zapsat ve tvaru

AMKP p̄MKP = fMKP + q̄, (4.34)

kde AMKP je koeficientová matice, fMKP je vektor pravé strany, jejichž strukturu popisuj́ı
Larsen a Santos (2015). Vektor p̄MKP zahrnuje hodnoty bezrozměrného hydrodynamického
tlaku ve všech uzlech výpočtové śıtě a q̄ je vektor bezrozměrných uzlových tok̊u. Rovnice (4.34)
je řešena pro dvě neznámé (Chandra a Sinhasan, 1987):

� Na okraj́ıch kluzné plochy je hydrodynamický tlak daný podmı́nkami (4.21) a (4.22) a
hledá se řešeńı pro neznámý uzlový tok q̄i,j .

� V mı́stě mazaćıch drážek a otvor̊u je možné předepsat bud’ hydrodynamický tlak nebo
uzlový tok (Offner et al., 2018).

1Anglicky modal assurance criterion (MAC).
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� V kavitovaných oblastech je hydrodynamický tlak roven saturačńımu tlaku, plat́ı tedy
p̄MKP
i,j = p̄c, a hledá se řešeńı pro neznámý uzlový tok q̄i,j .

� V ostatńıch uzlech je bezrozměrný hydrodynamický tlak p̄MKP
i,j neznámý a q̄i,j = 0.

4.2 Výpočet hydrodynamické śıly

Jako hydrodynamická nebo hydraulická śıla je označována śıla vyvozená olejovým filmem na
čep hř́ıdele. Výpočet hydrodynamické śıly je nezbytný nejen pro stanoveńı statické polohy čepu
hř́ıdele a odezvy na časově proměnné buzeńı, ale i pro posuzováńı stability ložiska.

V ložiskách kromě hydrodynamických sil vznikaj́ı za určitých podmı́nek také elastické śıly.
Ke vzniku elastických sil docháźı, pokud dojde ke kontaktu kluzných ploch, nebo když alespoň
jedna z kluzných ploch je drsná a olejový film dostatečně tenký nebo když je některé z těles
v ložisku dostatečně poddajné (Patir a Cheng, 1979; Offner et al., 2018). Tato podkapitola
nicméně o elastických silách nepojednává.

4.2.1 Výpočet śıly ze známého tlakového pole

Na libovolnou elementárńı plochu dA nacházej́ıćı se na povrchu čepu hř́ıdele p̊usob́ı olejový
film dvěma silovými účinky znázorněnými na obr. 4.5a. Jednak jde o śılu p dA zp̊usobenou
hydrodynamickým tlakem v olejovém filmu, která p̊usob́ı v normálovém směru, a pak o śılu
v tečném směru vyvolanou ulṕıváńım maziva na kluzném povrchu (Zapoměl, 2007).

Za předpokladu, že pro olej plat́ı Newton̊uv zákon viskozity (3.14) a elastické śıly jsou
zanedbatelné, je śıla v tečném směru zp̊usobena pouze smykovým napět́ım, kterým p̊usob́ı olej
na kluzné povrchy. V obvodovém směru p̊usob́ı smyková napět́ı o velikosti

a) b)

ω0

z

y

x

S

p

p
τs,s

τj,s

s/r

čep hřídele

film

ložisková pánev

z

y

ω0

s

y

z
ϕ

Fg

Fhd,y

Fhd,z

Fhd,tan

Fhd,rad

Fg,tan
Fg,rad

e

J

S

Obrázek 4.5: Směry p̊usobeńı hydrodynamického tlaku a smykového napět́ı v obvodovém směru
na elementárńı plochy čepu hř́ıdele a ložiskové pánve a) a složky hydrodynamické
śıly fhd a t́ıhové śıly fg v kartézském souřadnicovém systému (červeně) a pootočeném
souřadnicovém systému (zeleně) b).
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τj,s = µ
∂u

∂H

∣∣∣∣∣
H=0

= −h
2

∂p

∂s
+ (us − uj)

µ

h
, (4.35a)

τs,s = µ
∂u

∂H

∣∣∣∣∣
H=h

=
h

2

∂p

∂s
+ (us − uj)

µ

h
, (4.35b)

kde τj,s a τs,s jsou smyková napět́ı, kterými p̊usob́ı olej v obvodovém směru s na povrch čepu
hř́ıdele, respektive povrch ložiskové pánve. Parametr H ve vztaźıch (4.35) označuje vzdálenost
od povrchu čepu hř́ıdele v normálovém směru k tomuto povrchu.

V části olejového filmu, kde docháźı ke kavitaci, plat́ı ∂p/∂s = 0 a smykové napět́ı je závislé
pouze na obvodových rychlostech kluzných ploch uj a us, ložiskové mezeře h a dynamické
viskozitě µ směsi oleje a plynu, která vyplňuje kavitovanou oblast (Zapoměl, 2007).

V podélném směru x se čep hř́ıdele a ložiskové pánev obvykle neposouvaj́ı a smyková
napět́ı napět́ı v tomto směru jsou tedy určena pouze ložiskovou mezerou a gradientem tlaku

τj,x = µ
∂v

∂H

∣∣∣∣∣
H=0

= −h
2

∂p

∂x
, (4.36a)

τs,x = µ
∂v

∂H

∣∣∣∣∣
H=h

=
h

2

∂p

∂x
. (4.36b)

V kartézském souřadnicovém systému, jehož orientace je patrná z obr. 4.5a, lze složky
hydraulické śıly p̊usob́ıćı na elementárńı plochu dA vyjádřit následovně:

dFhd,y = −p cos
(s
r

)
dA+ τj,s sin

(s
r

)
dA, (4.37a)

dFhd,z = −p sin
(s
r

)
dA− τj,s cos

(s
r

)
dA. (4.37b)

Složky celkové hydrodynamické śıly, kterou olejový film p̊usob́ı na čep hř́ıdele, lze stanovit
jako integrály diferenciálńıch sil dFhd,y a dFhd,z přes kluznou plochu. Protože smykové napět́ı
τj,s je v př́ıpadech, kdy jsou kluzné povrchy hladké nebo nedocháźı ke kontaktu mezi čepem
hř́ıdele a ložiskovou pánv́ı, řádově menš́ı než hydrodynamický tlak p a lze ho při výpočtu složek
hydrodynamické śıly zanedbat (Patir a Cheng, 1979; Zapoměl, 2007; Offner et al., 2018), maj́ı
výsledné integrály tvar

Fhd,y =

∫∫
(A)

dFhd,y = −

l/2∫
−l/2

2π r∫
0

p cos
(s
r

)
ds dx, (4.38a)

Fhd,z =

∫∫
(A)

dFhd,z = −

l/2∫
−l/2

2π r∫
0

p sin
(s
r

)
ds dx, (4.38b)

kde meze integrace podle obvodové souřadnice s plat́ı pro ložisko se středovým úhlem 2π.
Ze vztah̊u (4.38) je zřejmé, že složky hydrodynamické śıly p̊usob́ıćı na čep hř́ıdele maj́ı při
zanedbáńı smykového napět́ı stejnou velikost, ale opačnou orientaci při porovnáńı se složkami
zat́ıžeńı ložiska (3.31).

Složky hydrodynamické śıly a př́ıpadných daľśıch sil p̊usob́ıćıch na čep hř́ıdele lze vyjádřit
i v prostoru souřadnic (e, φ). V tomto prostoru lze libovolnou śılu fi rozložit na radiálńı složku
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Fi,rad p̊usob́ıćı ve směru spojnice mezi středem ložiska S a středem čepu hř́ıdele J, tj. ve směru
excentricity e, a na tečnou složku Fi,tan, která p̊usob́ı ve směru kolmém na radiálńı směr. Je-li
kartézský souřadnicový systém orientován v souladu s obr. 4.5b, pak lze radiálńı a tečnou složku
śıly fi vyjádřit následovně

Fi,rad = Fi,y cosφ+ Fi,z sinφ, Fi,tan = −Fi,y sinφ+ Fi,z cosφ (4.39)

a naopak, vertikálńı složku Fi,y a horizontálńı složku Fi,z śıly fi je možné vyjádřit pomoćı
radiálńı a tečné složky s využit́ım vztah̊u

Fi,y = Fi,rad cosφ− Fi,tan sinφ, Fi,z = Fi,rad sinφ+ Fi,tan cosφ. (4.40)

4.2.2 Výpočet śıly z aproximativńıho analytického řešeńı Reynoldsovy rovnice

Pokud je Reynoldsova rovnice řešena analyticky nebo aproximativně analyticky, lze hydrody-
namický tlak p vyjádřit jako funkci nebo funkčńı řadu (Sfyris a Chasalevris, 2012; Zapoměl,
2007). Integrály (4.38) vyjadřuj́ıćı složky hydrodynamické śıly je pak možné vyřešit analyticky a
složky hydrodynamické śıly vyjádřit v uzavřeném tvaru. Přesný tvar řešeńı záviśı na zvolených
okrajových podmı́nkách.

V tomto odd́ıle bude diskutováno stanoveńı radiálńıch a tečných složek hydrodynamické
śıly v uzavřeném tvaru v př́ıpadě, kdy tlakové pole je aproximováno Reynoldsovou rovnićı
pro nekonečně krátké ložisko (4.2). Nav́ıc se předpokládá, že ložisko je kruhového pr̊uřezu a
ložisková mezera je předepsána vztahem (4.8).

Sommerfeldova okrajová podḿınka pro plný film

Sommerfeldova okrajová podmı́nka pro plný (2π) film předpokládá, že v olejovém filmu ne-
docháźı ke kavitaci a integrace hydrodynamického tlaku se provád́ı přes meze uvedené ve
vztaźıch (4.38) (Sommerfeld, 1904). Po integraci rovnosti (4.11), která popisuje tlakové pole
v ložiskové mezeře nekonečně krátkého kruhového ložiska, lze radiálńı a tečnou složku hydro-
dynamické śıly vyjádřit ve tvaru (Zapoměl, 2007)

F 2π
hd,rad = −µ r l

3

c2
r

π
(
1 + 2 ε2

)
ε̇

(1− ε2)
5/2

, (4.41a)

F 2π
hd,tan =

µ r l3

c2
r

(
uj + us

2
− 2 φ̇

)
ε

2 (1− ε2)
3/2
. (4.41b)

Z tvaru rovnosti (4.41a) je zřejmé, že śıla F 2π
hd,rad je nenulová pouze v př́ıpadě, kdy docháźı

ke kmitáńı čepu hř́ıdele. To je zp̊usobeno skutečnost́ı, že rovnost (4.11) predikuje fyzikálně
nereálný záporný tlak v rozšǐruj́ıćı se části ložiskové mezery, ve které ve skutečnosti dojde ke
kavitaci a tlak zde bude nabývat velikosti saturačńıho tlaku ps (Stachowiak a Batchelor, 2013).

Sommerfeldova okrajová podḿınka pro polovičńı film

Sommerfeldova okrajová podmı́nka pro polovičńı (π) film předpokládá, že v rozšǐruj́ıćı se části
ložiskové mezery dojde ke kavitaci a hydrodynamický tlak p zde bude nulový. Podmı́nku lze
pro ložiska kruhového pr̊uřezu formulovat ve tvaru (Sommerfeld, 1904)

p = 0, když
s

r
∈
{
〈φ, φ+ π〉 ∀φ ∈ 〈0, π〉 ,
〈0, φ− π〉 ∪ 〈φ, 2π〉 ∀φ ∈ (π, 2π〉 . (4.42)
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Po integraci rovnosti (4.11) v meźıch daných podmı́nkou (4.42) lze radiálńı a tečnou složku
hydrodynamické śıly vyjádřit ve tvaru (Zapoměl, 2007; Bastani a de Queiroz, 2010)

F πhd,rad = −µ r l
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π ε
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+
2 ε ε̇

(1− ε2)2

]
. (4.43b)

Bastaniho zobecněńı Sommerfeldovy okrajové podḿınky pro polovičńı film

Rovnosti (4.43) dobře popisuj́ı p̊usobeńı hydrodynamické śıly na čepy ložisek, pro která plat́ı
η ≤ 0,5 (San Andrés, 2010). Pro ložiska konečné délky, pro než plat́ı η ∈ (0.5; 2), maj́ı rovnosti
(4.43) tendenci predikovat vyšš́ı śıly, než jaké v ložisku ve skutečnosti p̊usob́ı. Tento problém se
pokusili vyřešit Bastani a de Queiroz (2010), kteř́ı korigovali složky hydrodynamické śıly pomoćı
multiplikativńıch funkćı závisej́ıćıch na excentricitě ε a poměru délky ku pr̊uměru ložiska η.
Korigované složky śıly lze vyjádřit ve tvaru

F π,corhd,rad =
(
f1 ε

3 + f2 ε
2 + f3 ε+ f4

)
F πhd,rad, (4.44a)

F π,corhd,tan =
(
g1 ε

2 + g2 ε+ g3

)
F πhd,, (4.44b)

kde fi = fi(η) a gi = gi(η) jsou multiplikativńı kvartické nebo kubické polynomy ve tvaru

f1 = 0,5298 η3 − 2,983 η2 + 6,084 η − 5,046, (4.45a)

f2 = 0,2610 η4 − 2,122 η3 + 6,673 η2 − 10,13 η + 7,252, (4.45b)

f3 = 0,1934 η3 − 1,135 η2 + 2,633 η − 2,933, (4.45c)

f4 = −0,0261 η3 + 0,2953 η2 − 1,070 η + 1,517, (4.45d)

g1 = 0,3479 η4 − 1,983 η3 + 3,913 η2 − 2,595 η − 0,5057, (4.45e)

g2 = −0,1890 η4 + 0,9467 η3 − 1,417 η2 + 0,2101 η + 0,6514, (4.45f)

g3 = 0,0592 η3 − 0,2005 η2 − 0,1118 η + 0,9485. (4.45g)

Koeficienty lineárńı kombinace uvedené v polynomech (4.45) źıskali (Bastani a de Queiroz,
2010) metodou lineárńı regrese, pomoćı které hledali nejlepš́ı shodu vztah̊u (4.44) s numerických
řešeńım Reynoldsovy rovnice.

Reynoldsova okrajová podḿınka

Přestože rovnosti (4.43) a (4.44) dobře aproximuj́ı složky hydrodynamické śıly v krátkých
ložiskách a v ložiskách konečné délky, použit́ı Sommerfeldovy okrajové podmı́nky pro polovičńı
(π) film přináš́ı problémy při výpočtu pr̊utoku oleje ložiskem. Toky stanovené při uvažováńı
této podmı́nky nesplňuj́ı zákon zachováńı hmotnosti, protože pr̊utočné množstv́ı oleje je na
rozhrańı oblast́ı s nulovým a nenulovým tlakem nespojité (Stachowiak a Batchelor, 2013). Tuto
skutečnost si uvědomil již Reynolds (1886), který navrhl použit́ı okrajové podmı́nky ve tvaru

p = 0, když
s

r
∈
{
〈φ+ φ∗, φ+ π〉 ∀φ ∈ 〈0, π〉 ,
〈0, φ− π〉 ∪ 〈φ+ φ∗, 2π〉 ∀φ ∈ (π, 2π〉 , (4.46)
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Obrázek 4.6: Závislost hydrodynamického tlaku na obvodové souřadnici při uvažováńı Sommer-
feldových okrajových podmı́nek pro plný (2π) a polovičńı (π) film a Reynoldsovy
okrajové podmı́nky.

kde φ∗ je středový úhel mezi mı́sty, kde je v ložisku nejvyšš́ı hydrodynamický tlak pmax a kde
je ložisková mezera h minimálńı. Hydrodynamický tlak vypoč́ıtaný pomoćı výše diskutovaných
podmı́nek je ukázán na obr. 4.6.

Reynoldsovy okrajové podmı́nky (4.46) se využ́ıvá předevš́ım při výpočtech hydrodyna-
mického tlaku a śıly v segmentových ložiskách. Při implementaci se využ́ıvá skutečnosti, že
v mı́stě s nejvyšš́ım hydrodynamickým tlakem je parciálńı derivace ∂p/∂s nulová (Stachowiak a
Batchelor, 2013).

4.3 Stanoveńı dynamických koeficient̊u ložiska

V mnohých úlohách rotorové dynamiky, které se omezuj́ı na kmitáńı čepu hř́ıdele v bĺızkém
okoĺı statické rovnovážné polohy nazývané též pracovńı bod ložiska, se hydrodynamická śıla
linearizuje zp̊usobem popsaným v odd́ıle 2.1.4. Při zanedbáńı setrvačných sil v olejovém filmu
lze př́ır̊ustek hydrodynamické śıly, který je zapř́ıčiněn vychýleńım čepu hř́ıdele z pracovńıho
bodu o výchylky ∆yj ve vertikálńım směru a ∆zj v horizontálńım směru, zapsat ve tvaru[

∆Fhd,y
∆Fhd,z

]
= −

[
byy byz
bzy bzz

] [
∆ẏ
∆ż

]
−
[
kyy kyz
kzy kzz

] [
∆y
∆z

]
, (4.47)

kde bij a kij jsou lineárńı koeficienty vyjadřuj́ıćı tlumeńı a tuhost olejového filmu. Dále jsou
představeny dva zp̊usoby, s jejichž využit́ım lze dynamické koeficienty stanovit.

4.3.1 Stanoveńı dynamických koeficient̊u ložiska ze zat́ıžeńı ložiska

Dynamické koeficienty ložiska, na které p̊usob́ı t́ıhová śıla Fg, se stanovuj́ı ve dvou kroćıch (Sta-
chowiak a Batchelor, 2013; Rendl, 2017): nejprve je třeba nalézt pracovńı bod ložiska (y0,j , z0,j),
ve kterém jsou složky zat́ıžeńı W0,i dané rovnostmi (3.31) v rovnováze se složkami Fg.
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Poté je čep vychýlen z pracovńıho bodu ve směru osy j o malou vzdálenost ∆xj . Pro
novou polohu čepu hř́ıdele se stanov́ı složky zat́ıžeńı W∆xj ,i, které p̊usob́ı na ložiskovou pánev.
Za předpokladu, že plat́ı vztah (4.47) a vzhledem k tomu, že zat́ıžeńı p̊usob́ı v opačném směru
než hydrodynamická śıla, lze koeficient tuhosti kij vyjádřit následovně

kij =
W∆xj ,i −W0,i

∆xj
. (4.48)

Koeficient tlumeńı bij je možné vypoč́ıtat analogicky, ale namı́sto výchylky se čepu uděĺı
malá rychlost ∆ẋj , která se v Reynoldsově rovnici projev́ı ve členu zahrnuj́ıćım stlačováńı ole-
jového filmu. Na ložiskovou pánev p̊usob́ı nové složky zat́ıžeńı W∆ẋj ,i a pro koeficienty tlumeńı
bij plat́ı

bij =
W∆ẋj ,i −W0,i

∆ẋj
. (4.49)

Vztahy pro stanoveńı dynamických koeficient̊u (4.48) a (4.49) jsou citlivé na volbu ∆xj a
∆ẋj (Rendl, 2017). Pro zlepšeńı podmı́něnosti těchto vztah̊u doporučuj́ı Stachowiak a Batchelor
(2013) jejich transformaci do bezrozměrného prostoru za použit́ı transformačńıch vztah̊u

k̄ij =
cr kij
W0

, b̄ij =
cr ω0 bij
W0

, (4.50)

kde W0 je celkové zat́ıžeńı ložiska v pracovńım bodě definované vztahem (3.30). Po dosazeńı
(4.50) do vztah̊u (4.48) a (4.49) plat́ı

k̄ij =
cr

∆xj

W∆xj ,i −W0,i

W0
=

1

∆εj

W∆xj ,i −W0,i

W0
, (4.51a)

b̄ij =
cr ω0

∆ẋj

W∆ẋj ,i −W0,i

W0
=

ω0

∆ε̇j

W∆ẋj ,i −W0,i

W0
. (4.51b)

Pravá strana bezrozměrných rovnost́ı (4.51) je rozdělena na členy: prvńı člen je bezrozměrný
diferenčńı krok a druhý člen je bezrozměrný rozd́ıl zat́ıžeńı ložiska ve výchoźı a ve změněné
konfiguraci. Z prvńıho členu lze určit, jaké diferenčńı kroky ∆xj a ∆ẋj jsou při analýze ložiska
dostatečně malé: Stachowiak a Batchelor (2013) doporučuj́ı volit ∆εj ≤ 0,001 a ∆ε̇j/ω0 ≤ 0,001.
Ve druhém členu z rovnost́ı (4.51) mohou být použita i bezrozměrná zat́ıžeńı źıskaná integraćı
bezrozměrného tlaku (Stachowiak a Batchelor, 2013).

Ještě ve 2. polovině minulého stolet́ı nebylo zcela běžné při určováńı koeficient̊u kij a bij
hledat řešeńı Reynoldsovy rovnice. Namı́sto toho se z návrhových parametr̊u analyzovaného
ložiska vypoč́ıtalo Sommerfeldovo č́ıslo S definované vztahem (3.29) a hledaly se tabelované
hodnoty bezrozměrných koeficient̊u k̄ij a b̄ij , které byly źıskány předchoźı výpočtovou analýzou
či experimentálně (Gasch a Pfützner, 1975; Someya, 1989). Platnost tabulek či graf̊u nebyla
univerzálńı a bylo nutné je sestavit pro každý typ ložiska (válcové, citronové atd.) a poměr
délky ku pr̊uměru ložiska η.

4.3.2 Stanoveńı tuhosti ložiska z odezvy čepu ȟŕıdele na změnu statického zat́ıžeńı

V některých programech pro výpočty dynamiky vázaných mechanických soustav může být
z hlediska výpočtového času výhodněǰśı řešit úlohy polohy než úlohy śıly. V těchto př́ıpadech je
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4 Výpočet hydrodynamické śıly

dř́ıve popsaná metoda stanoveńı dynamických koeficient̊u ložiska obt́ıžně implementovatelná a
koeficienty je výhodněǰśı identifikovat jiným zp̊usobem. Při tom lze využ́ıt skutečnosti, že je-li
čep hř́ıdele nacházej́ıćı se ve statické rovnovážné poloze přit́ıžen poruchovou silou ∆fpert, změńı
se śıly p̊usob́ıćı na čep o následuj́ıćı př́ır̊ustky

∆fpert + ∆fs + ∆fg + ∆fb + ∆fk + ∆fhd = 0, (4.52)

kde ∆fs, ∆fg, ∆fb a ∆fk jsou př́ır̊ustky setrvačných, gyroskopických, tlumićıch a elastických sil
p̊usob́ıćıch na hř́ıdel a ∆fhd je př́ır̊ustek hydrodynamické śıly. Po odezněńı přechodové odezvy a
za předpokladu, že nedojde ke ztrátě stability, zaujme čep hř́ıdele novou statickou rovnovážnou
polohu a śıly p̊usob́ıćı na čep se oproti výchoźımu stavu změńı o následuj́ıćı př́ır̊ustky

∆fpert + ∆fk + ∆fhd = 0, (4.53)

kde př́ır̊ustek hydrodynamické śıly ∆fhd je dán rovnost́ı (4.47). Velmi malé poruchové śıly
zp̊usobuj́ı zanedbatelné elastické deformace a tak lze ve většině př́ıpad̊u uvažovat ∆fk = 0.

Při volbě dvou poruchových sil o velikosti

∆f
(1)
pert =

[
∆Fpert,y

0

]
, ∆f

(2)
pert =

[
0

∆Fpert,z

]
(4.54)

lze př́ır̊ustky sil p̊usob́ıćı na čep hř́ıdele po odezněńı přechodové odezvy, které jsou dány rovnost́ı
(4.53), formulovat pomoćı dvou soustav lineárńıch rovnic[

kyy kyz
kzy kzz

] [
∆yy
∆zy

]
=

[
∆Fpert,y

0

]
,

[
kyy kyz
kzy kzz

] [
∆yz
∆zz

]
=

[
0

∆Fpert,z

]
, (4.55)

kde ∆yy, ∆zy jsou odezvy na poruchovou śılu ∆Fpert,y a ∆yz, ∆zz jsou odezvy na poruchovou
śılu ∆Fpert,z. Po úpravě lze soustavy (4.55) přepsat do tvaru[

∆yy ∆zy
∆yz ∆zz

] [
kyy
kyz

]
=

[
∆Fpert,y

0

]
,

[
∆yy ∆zy
∆yz ∆zz

] [
kzy
kzz

]
=

[
0

∆Fpert,z

]
. (4.56)

Tyto dvě soustavy lineárńıch rovnic lze vyřešit analyticky. S využit́ım skutečnosti, že inverzńı
matice ke koeficientové matici nabývá tvaru[

∆yy ∆zy
∆yz ∆zz

]−1

=
1

∆yy ∆zz −∆yz ∆zy

[
∆zz −∆zy
−∆yz ∆yy

]
je možné jednotlivé koeficienty tuhosti vyjádřit pomoćı následuj́ıćıch rovnost́ı:

kyy =
∆zz ∆Fpert,y

∆yy ∆zz −∆yz ∆zy
, (4.57a)

kyz =
−∆yz ∆Fpert,y

∆yy ∆zz −∆yz ∆zy
, (4.57b)

kzy =
−∆zy ∆Fpert,z

∆yy ∆zz −∆yz ∆zy
, (4.57c)

kzz =
∆yy ∆Fpert,z

∆yy ∆zz −∆yz ∆zy
. (4.57d)
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4 Výpočet hydrodynamické śıly

4.3.3 Stanoveńı dynamických koeficient̊u ložiska z odezvy v časové oblasti

Výše představená metoda je sice jednoduchá, má ale zásadńı nevýhodu v tom, že ji neńı možné
použ́ıt pro stanoveńı koeficient̊u tlumeńı ložiska. Tyto koeficienty lze v úlohách polohy identifi-
kovat pouze metodami aplikovanými na dynamickou odezvu v časové nebo frekvenčńı oblasti.
Nı́že bude diskutována modifikovaná př́ımá metoda identifikace koeficientových matic v časové
oblasti (Dupal, 2008). Kmitáńı čepu hř́ıdele v bĺızkém okoĺı kolem pracovńıho bodu ložiska je
popsáno pohybovou rovnićı (2.56), která muśı být splněna v každém časovém okamžiku. Pokud
na soustavu nep̊usob́ı žádné elastické aerodynamické účinky, plat́ı

M q̈(t1) + [B + ω0 G + Bl(ω0)] q̇(t1) + [K + Kl(ω0)] q(t1) = f(ω0, t1),

...

M q̈(tn) + [B + ω0 G + Bl(ω0)] q̇(tn) + [K + Kl(ω0)] q(tn) = f(ω0, tn), (4.58)

kde t1, . . . , tn je posloupnost časových hodnot vybraná tak, aby obsahovala pouze časy ti, ve
kterých soustava kmitá ustáleně, a f(ω0, ti) je vektor exterńıch budićıch sil, který obsahuje
rotuj́ıćı śıly zp̊usobené známými nevývažky.

Po převedeńı známých výraz̊u na pravou stranu a transpozici lze soustavu pohybových
rovnic (4.58) zapsat ve tvaruq̇T(t1) qT(t1)

...
...

q̇T(tn) qT(tn)


︸ ︷︷ ︸

A

[
BT
l (ω0)

KT
l (ω0)

]
︸ ︷︷ ︸

D

=

pT(ω0, t1)
...

pT(ω0, tn)


︸ ︷︷ ︸

P

(4.59)

kde

pT(ω0, ti) = fT(ω0, ti)− q̈T(ti) MT − q̇T(ti)
[
BT + ω0 GT

]
− qT(ti) KT.

Řešeńı soustavy rovnic (4.59) lze za předpokladu, že matice A je regulárńı, naj́ıt jako minimum
reziduálńı matice. Výsledek minimalizace lze vyjádřit ve tvaru (Dupal, 2008)

D =
(
AH A

)−1
AH P. (4.60)
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5 Charakteristiky ohybového kmitáńı rotor̊u
turbodmychadel

Rotory jednostupňových i dvoustupňových turbodmychadel, které jsou př́ımo poháněny spali-
nami, maj́ı stejně koncipovaný rotor (Wikimedia, 2001–): na převislých konćıch poměrně sub-
tilńıho hř́ıdele se nacháźı masivńı oběžná kola turb́ıny a kompresoru. Rotor je uložen ve dvou
radiálńıch a jednom axiálńım ložisku, která se nacházej́ı mezi oběžnými koly. Následuj́ıćı text
se omezuje na př́ıpad nejčastěǰśıho konstrukčńıho řešeńı, což jsou kluzná ložiska s plovoućımi
pouzdry. Kluzná ložiska s plovoućımi pouzdry maj́ı lepš́ı tlumićı vlastnosti než ložiska valivá či
fóliová, na druhou stranu ale rotory podepřené těmito ložisky vykazuj́ı silně nelineárńı chováńı
(Nguyen-Schäfer, 2012; Schweizer, 2010).

V této kapitole jsou shrnuty metody pro diagnostiku ohybového kmitáńı a analýzu chováńı
rotuj́ıćıch zař́ızeńı a jsou popsány charakteristiky nelineárńıho ohybového kmitáńı rotor̊u tur-
bodmychadel použ́ıvaných v motorech osobńıch a malých nákladńıch automobil̊u. V závěru
kapitoly je diskutován vliv použitého modelu hydrodynamických sil na výsledky simulace ohy-
bového kmitáńı rotoru.

5.1 Základńı metody pro analýzu vibraćı točivých stroj̊u

Norma ČSN ISO 20816-1 (2017) rozeznává dva typy vibraćı točivých stroj̊u: ložiskové (stato-
rové) a rotorové vibrace. Ložiskové (statorové) vibrace jsou měřeny či simulovány na netočivých
částech stroj̊u, nejčastěji na povrchu ložiskových stojan̊u nebo ložiskových těles. Rotorovými
vibracemi se rozumı́ kmitáńı točivých část́ı stroje a tento typ vibraćı se dále děĺı na relativńı
a absolutńı vibrace. Relativńı vibrace popisuj́ı pohyb točivé části v̊uči kmitaj́ıćı netočivé části,
zat́ımco absolutńı vibrace jsou vztaženy k nehybnému rámu.

K hodnoceńı vibraćı se přistupuje i v závislosti na provozńıch podmı́nkách stroje. ČSN
ISO 20816-1 (2017) uvád́ı následuj́ıćı provozńı podmı́nky:

� běžné (nominálńı) ustálené provozńı podmı́nky,

� jiné (neustálené) podmı́nky, při kterých prob́ıhaj́ı přechodové změny, včetně rozběhu nebo
doběhu stroje, počátečńıho zatěžováńı a jiných změn zat́ıžeńı,

� jevy (poruchy), které vedou ke změnám vibraćı při běžném ustáleném provozu.

Vibrace za ustálených provozńıch podmı́nek se se nejčastěji hodnot́ı pouze v časové či frek-
venčńı oblasti, pro hodnoceńı přechodových změn a poruch je vhodněǰśı kombinovaná časově-
frekvenčńı oblast (Norton a Karczub, 2003).

5.1.1 Analýza vibraćı v časové oblasti

Vibrace v časově oblasti lze sledovat dlouhodobě, v rámci přechodových stav̊u jako je naj́ıžděńı
či doběh, nebo je možné hodnotit okamžitou odezvu.
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Obrázek 5.1: Vývojový diagram znázorňuj́ıćı postup při analýze vibraćı v časové oblasti a při
sestavováńı orbit.
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Postup při hodnoceńı okamžitých vibraćı v časové oblasti je nast́ıněn na obr. 5.1. Při
tomto hodnoceńı se analyzuje změřený či simulovaný signál o délce deśıtek milisekund až deśıtek
sekund. Pokud signál obsahuje šum či jiné typy poruch, je vhodné ho filtrovat. Filtry se použ́ıvaj́ı
i v př́ıpadech, kdy se ze signálu separuj́ı otáčkové složky vibraćı nebo stacionárńı (stejnosměrná)
složka. Stacionárńı složka se vyskytuje např́ıklad v signálech z měřeńı rotorových vibraćı a
vymezuje vzdálenost mezi sńımačem rotorových vibraćı a bodech, kolem kterého kmitá hř́ıdel
(Norton a Karczub, 2003; Muszyńska, 2005). Deľśı signály se často rozděluj́ı na kratš́ı úseky,
které se dále statisticky zpracovávaj́ı. Odezva rotorových soustav, ve kterých se jednotlivé části
otáčej́ı s r̊uznou úhlovou rychlost́ı, se někdy vykresluje v závislosti na úhlu natočeńı hlavńıho
(hnaćıho) hř́ıdele. Tato praxe se uplatňuje např́ıklad při hodnoceńı odezvy pohonného ústroj́ı
spalovaćıch motor̊u, kde jako reference slouž́ı natočeńı klikového hř́ıdele (Offner et al., 2018).

Kmitáńı rotačńıch část́ı točivých stroj̊u může být souhlasné nebo protiběžné v̊uči směru
otáčeńı a př́ıslušné pohyby se označuj́ı jako pohyby s dopřednou preceśı a zpětnou preceśı (Byr-
tus et al., 2010; Muszyńska, 2005). Pr̊uběh odezvy v jednom směru informaci o precesi neob-
sahuje (obr. 5.2b a 5.2c) a proto se odezva rotačńıch část́ı točivých stroj̊u často zobrazuje jako
tzv. orbita. Orbitu lze sestavit, pokud se měř́ı nebo simuluje odezva ve dvou směrech, které se
nacházej́ı v jedné rovině kolmé na osu rotace a zároveň je znám úhel natočeńı hř́ıdele. Do dia-
gramu se potom vynáš́ı trajektorie, kterou uraźı střed hř́ıdele během jednoho otočeńı a zároveň
je vhodné vyznačit polohu středu hř́ıdele na začátku otočeńı a vyznačit směr otáčeńı, aby bylo
možné určit precesi pohybu (Muszyńska, 2005). V př́ıpadě hodnoceńı vibraćı při poruchách a
přechodových děj́ıch je vhodné jednotlivé orbity doplnit časovou značkou či je barevně odlǐsit,
aby bylo možné rozlǐsit časovou následnost posuzovaného děje.

Diagramy dlouhodobého vývoje vibraćı se nazývaj́ı trendy a zobrazuj́ı vývoj efektivńı
hodnoty vibraćı nebo otáčkové složky vibraćı. Trendy se obvykle využ́ıvaj́ı při posuzováńı stavu
stacionárńıch stroj̊u jako jsou turbosoustroj́ı a pro hodnoceńı vibraćı turbodmychadel nemaj́ı
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Obrázek 5.2: Nefiltrovaná orbita a), časové pr̊uběhy b), c) a frekvenčńı spektra d), e) signál̊u
předepsaných funkcemi εy = 0,4 cos (2π t) + 0,3 sin (4π t+ 0,25π) + σ(t) a εz =
0,3 sin (2π t− 0,1π)−0,45 sin (4π t)+σ(t), kde σ(t) je náhodný proces (šum) s obo-
rem hodnot 〈0, 0,03〉.
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př́ılǐs význam. Obdobně lze sestavit diagram vývoje efektivńı hodnoty vibraćı v závislosti na
libovolném proměnném parametru. Nejčastěji se tyto diagramy sestavuj́ı v závislosti na otáčkách
stroje při naj́ıžděńı a doběhu. Diagram ukazuj́ıćı závislost otáčkové složky odezvy a jej́ı fáze na
otáčkách se nazývá Bodeho diagram (Muszyńska, 2005).

5.1.2 Analýza vibraćı ve frekvenčńı oblasti

Při analýze experimentálńıch dat či výsledk̊u simulaćı nelineárńıch model̊u se odezva skládá
z komponent o r̊uzných frekvenćıch. Pokud je těchto komponent větš́ı množstv́ı je analýza
odezvy v časové oblasti problematická a využ́ıvá se frekvenčńı oblast (Norton a Karczub, 2003).
Základńım nástrojem pro transformaci časové řady do frekvenčńı oblasti je diskrétńı Fourierova
transformace, která je nejčastěji poč́ıtána algoritmem rychlé Fourierovy transformace (FFT).

Základńım předpokladem algoritmu FFT je, že jednotlivé body (vzorky) časové řady jsou
uloženy s konstantńı vzorkovaćı periodou. Časová řada se pak dále upravuje filtrováńım, seg-
mentaćı, tedy rozděleńım na kratš́ı úseky, aplikaćı váhových oken atd. Tyto úpravy detailně
rozeb́ırá např. Randall (1987). Následnost všech operaćı je patrná z obr. 5.4a, který rovněž po-
pisuje algoritmus programu autofft vypracovaného v rámci této práce a veřejně publikovaného
na MATLAB Central File Exchange (Smoĺık, 2018).

Frekvenčńı spektrum źıskané transformaćı jedné časové řady neobsahuje informaci o pre-
cesi pohybu, což je ilustrováno na obr. 5.2d a 5.2e. Tento problém řeš́ı analýza nefiltrované
orbity. Nefiltrovaná orbita může být chápána jako soubor eliptických trajektoríı, které popisuj́ı
pohyb na jednotlivých frekvenćıch. Např́ıklad nefiltrovaná orbita z obr. 5.3a je složená ze dvou
komponent a šumu. Komponenty odpov́ıdaj́ı pohyb̊um s frekvenćı otáčeńı 1X (viz obr. 5.3b) a
s dvojnásobnou frekvenćı otáčeńı 2X (viz obr. 5.3c) a v souladu s předchoźı kapitolou lze tyto
komponenty chápat jako filtrované orbity. Obě eliptické filtrované orbity lze dále rozdělit na
dvě kruhové trajektorie odpov́ıdaj́ıćı pohyb̊um s dopřednou a zpětnou preceśı. Př́ıčné kmity
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Obrázek 5.3: Nefiltrovaná orbita a), filtrované orbity odpov́ıdaj́ıćı otáčkové složce b) a dvoj-
násobku otáčkové složky c) a plná spektra d) signál̊u předepsaných funkcemi
εy = 0,4 cos (2π t) + 0,3 sin (4π t+ 0,25π) + σ(t) a εz = 0,3 sin (2π t− 0,1π) −
0,45 sin (4π t) + σ(t), kde σ(t) je náhodný proces (šum) s oborem hodnot 〈0, 0,03〉.
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Procházení přes

segmenty X
i

Segmentace X → X
i

Filtrování X

Aplikace časového

vážení na X
i

Rychlá Fourierova

transformace X
i i
→F

Aplikace i vážení naω F
i

Převod na zadané

spektrální jednotky

F
i

Výpočet spektrálního

průměru F F
i
→

Zobrazení a/nebo

uložení F

Start

Zadání vstupních

parametrů

Konec

Synchronizace simulace nebo měřeníSimulace nebo

měření odezvy X

Filtrování X

Simulace nebo

měření odezvy X

Filtrování Y

Simulace nebo

měření odezvy Y

Start

Zadání vstupních

parametrů

Vytvoření komplexní odezvy = + iZ X Y

Procházení přes

segmenty Z
i

Segmentace Z → Z
i

Aplikace časového

vážení na Z
i

Rychlá Fourierova

transformace Z
i i
→F

Převod na zadané

spektrální jednotky

F
i

Výpočet spektrálního

průměru F F
i
→

Zobrazení a/nebo

uložení F

Konec

a) b)

vzorkovací frekvence

nastavení procesů

Obrázek 5.4: Vývojové diagramy znázorňuj́ıćı konstrukci frekvenčńıho spektra z časové řady X a)
a konstrukci plného frekvenčńıho spektra z časových řad X a Y b). Diagram plat́ı za
předpokladu, že časové řady X a Y reprezentuj́ı kmitáńı rotoru v jedné referenčńı
rovině, časové vzorky xi a yi jsou ukládány synchronně, směry X a Y jsou na sebe
kolmé a rotor se otáč́ı ve směru od X k Y .
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hř́ıdele lze tedy na každé frekvenci popsat dvěma amplitudami, které lze uspořádat tak, že am-
plitudám pohyb̊u se zpětnou preceśı jsou přǐrazeny záporné hodnoty frekvenćı a amplitudám
pohyb̊u s dopřednou frekvenćı jsou přǐrazeny kladné hodnoty frekvenćı. Takto sestavená funkce
je ukázána na obr. 5.3d a nazývá se plné (frekvenčńı) spektrum1 (Goldman a Muszyńska, 1999).

Plné spektrum je možné rovněž vypoč́ıtat pomoćı rychlé Fourierovy transformace kom-
plexńı časové řady Z = X+iY , kde i je imaginárńı jednotka a X, Y jsou synchronńı časové řady
odpov́ıdaj́ıćı na sebe kolmým pohyb̊um, které jsou orientovány tak, že se hř́ıdel otáč́ı od X k Y .
Celý postup při sestavováńı plného spektra je ilustrován vývojovým diagramem z obr. 5.4b.

5.2 Charakteristiky ohybového kmitáńı rotor̊u turbodmychadel

Pro rotory uložené v kluzném ložisku kruhového pr̊uřezu je typické, že ztrat́ı stabilitu při
překročeńı prahové úhlové rychlosti ωt. Dı́ky tlumeńı kluzného ložiska je možné rotor provozovat
i při úhlové rychlosti ω0, která je mı́rně vyšš́ı než ωt. Pokud je ale úhlová rychlost ω0 výrazně
vyšš́ı než ωt, dojde k samobuzenému kmitáńı, které se označuje jako v́ı̌reńı oleje, při kterém se
brzy vyčerpá ložisková v̊ule a v mezńım cyklu se čep hř́ıdele pohybuje po kruhové trajektorii
s poloměrem ε→ 1. Pohyb je charakteristický dopřednou preceśı a úhlovou rychlost́ı pr̊uvodiče
v rozmeźı 0, 42 – 0, 49 násobku úhlové rychlosti ω0 (Krämer, 1993; Muszyńska, 2005; San Andrés,
2010).

Ani rotory uložené v kluzných ložiskách s plovoućım pouzdrem nejsou nepodmı́něně sta-
bilńı. Jejich prahová úhlová rychlost ωt,p, při které systém ztrat́ı stabilitu, je dokonce nižš́ı,
než kdyby byl rotor uložen v běžném kluzném ložisku (Schweizer, 2010). Rotory v kluzných
ložiskách s plovoućım pouzdrem ale mohou být bez větš́ıch problémů provozovány při plně
rozvinutých nestabilitách typu v́ıřeńı2 i tlučeńı oleje3 a to d́ıky tomu, že se nestabilita obvykle
rozvine pouze v jednom z olejových filmů a druhý film funguje jako tlumićı prvek (Schweizer,
2009). Rotuj́ıćı součást se v nestabilńım filmu pohybuje po kruhových trajektoríıch, jejich po-
loměr je ale v mezńım cyklu d́ıky př́ıdavnému tlumeńı stabilńıho filmu nižš́ı než v předchoźım
př́ıpadě a pohybuje se na úrovni ε ≈ 0,8 (Schweizer, 2009; Smoĺık et al., 2017).

Nominálńı frekvence nestabilńıho pohybu při nestabilitě typu v́ı̌reńı oleje lež́ı v př́ıpadě
vněǰśıho filmu v rozmeźı 0, 42 – 0, 49 násobku úhlové rychlosti plovoućıho pouzdra ωp a v př́ıpadě
vnitřńıho filmu v rozmeźı 0, 42 – 0, 49 násobku efektivńı hydrodynamické rychlosti filmu, kte-
rou lze odhadnout jako součet ωp+ω0 (Schweizer, 2009). Jakmile se nominálńı frekvence nesta-
bilńıho pohybu ztotožńı s vlastńı frekvenćı, která př́ısluš́ı vlastńımu tvaru s dopřednou frekvenćı,
přejde v́ı̌reńı oleje do nestability nazývané tlučeńı oleje. Tlučeńı oleje je stejně jako v́ı̌reńı oleje
zapř́ıčiněno nestabilitou olejového filmu, ale projevuje se subsynchronńım rezonančńı kmitáńım
rotoru. V př́ıpadě kluzných ložisek s jedńım olejovým filmem se tlučeńı oleje projevuje rychlým
nár̊ustem amplitud, který vede až ke kontakt̊um mezi rotorem a statorem (Krämer, 1993). U ro-
tor̊u uložených v kluzných ložisćıch s plovoućımi pouzdry neńı tlučeńı oleje destruktivńı, pokud
má film, v němž k tlučeńı nedocháźı, dostatečné tlumeńı (Schweizer, 2010).

V předchoźım odstavci je naznačeno, že pro klasifikaci nestabilit v kluzných ložiskách
s plovoućım pouzdrem je nutné znát modálńı vlastnosti rotoru. Rotory turbodmychadel typicky
maj́ı v rozsahu provozńıch otáček tři až čtyři dvojice ohybových vlastńıch tvar̊u kmitu a jeden
torzńı vlastńı tvar kmitu (Šimek, 2008; Schweizer, 2010; Smoĺık et al., 2017):

1Anglicky fullspectrum
2Anglicky oil whirl.
3Anglicky oil whip.

81
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a) b)

c) d)

Obrázek 5.5: Nejčastěǰśı prvńı čtyři ohybové vlastńı tvary kmitu rotoru turbodmychadla: kónický
a), cylindrický b), 1. ohybový c) a 2. ohybový d).

Kónické vlastńı tvary kmitu (obr. 5.5a) se při ω0 = 0 rad/s nejčastěji nacházej́ı v intervalu
200 – 300 Hz a jsou typické t́ım, že při nich téměř nedocháźı k elastickým deformaćım
hř́ıdele. Maj́ı jeden uzlový bod, jehož poloha záviśı na rozložeńı hmotnosti rotoru.

Cylindrické (translačńı) vlastńı tvary kmitu (obr. 5.5a) se vyznačuj́ı t́ım, že nemaj́ı žádný uz-
lový bod, a při ω0 = 0 rad/s je jejich vlastńı frekvence zhruba 2× až 3× vyšš́ı než vlastńı
frekvence kónických vlastńı tvar̊u kmitu. Hř́ıdel se může elasticky deformovat, mı́ra de-
formaćı záviśı na poměru tuhosti hř́ıdele a hmotnosti oběžných kol.

1. ohybové vlastńı tvary kmitu (obr. 5.5c) maj́ı dva uzlové body, které se obvykle nacházej́ı
mimo prostor radiálńıch ložisek, a jsou závislé na gyroskopických momentech oběžných
kol. Může dokonce doj́ıt k tomu, že 1. ohybový tvar s dopřednou preceśı nemá kritické
otáčky (Šimek, 2008).

2. ohybové vlastńı tvary kmitu (obr. 5.5d) maj́ı jeden uzlový bod v prostoru mezi radiálńımi
ložisky a až dva uzlové body na převislých konćıch rotoru. V rozsahu provozńıch otáček
se tyto tvary nemuśı v̊ubec nacházet, častý je rovněž př́ıpad, kdy se v uvedeném rozsahu
nacháźı pouze tvar se zpětnou preceśı, který neńı citlivý na buzeńı nevývažkem.

1. torzńı vlastńı tvar kmitu se vyznačuje torzńım kmitáńım oběžných kol v protifázi. Frek-
venčně tento tvar často odpov́ıdá 1. ohybovým vlastńım tvar̊um kmitu při ω0 = 0 rad/s.

Turbodmychadla nejsou provozována na konstantńıch otáčkách, ale pracuj́ı v určitém
otáčkovém rozsahu. Se změnami otáček docháźı k rozvoji a potlačováńı nestabilit v olejových
filmech. Schweizer (2010) zevrubně studoval odezvy rotor̊u turbodmychadel použ́ıvaných ve
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Obrázek 5.6: Charakteristické typy odezvy rotoru turbodmychadla podle Schweizera (2010).

spalovaćıch motorech automobil̊u a malých nákladńıch voz̊u a došel k závěru, že existuje pět
charakteristických typ̊u odezvy ukázaných v grafech na obr. 5.6. Popisky z obr. 5.6 se týkaj́ı
následuj́ıćıch jev̊u (Schweizer a Sievert, 2009; Schweizer, 2010):

1X je synchronńı odezva, tedy odezva na frekvenci odpov́ıdaj́ıćı úhlové rychlosti rotoru ω0.
Synchronńı odezva je obvykle zp̊usobena statickou nevyváženost́ı rotoru. V odezvě se
kromě složky 1X mohou vyskytovat i jej́ı celoč́ıselné násobky, dále označené 2X, 3X atd.,
které jsou zapř́ıčiněny nelinearitami systému.

sub1 je subsynchronńı složka zapř́ıčiněná nestabilitou vnitřńıho olejového filmu, která je do-
provázena kónickým kmitáńım rotoru s dopřednou preceśı.

sub2 je subsynchronńı složka zapř́ıčiněná nestabilitou vnitřńıho olejového filmu, která je do-
provázena cylindrický kmitáńım rotoru s dopřednou preceśı.

sub3 je subsynchronńı složka zapř́ıčiněná nestabilitou vněǰśıho olejového filmu, která je do-
provázena kónickým kmitáńım rotoru s dopřednou preceśı

n je totálńı nebo též absolutńı nestabilita. Za totálńı nestabilitu se označuje stav, kdy oba olejové
filmy ztrat́ı stabilitu a sub2 a sub3 maj́ı totožnou nebo velmi bĺızkou frekvenci. Pokud
se frekvence složek sub2 a sub3 dostatečně lǐśı, ke vzniku totálńı nestability nedocháźı a
namı́sto toho jsou sub2 a sub3 př́ıtomny v odezvě současně, jak je ukázáno na obr. 5.6c.
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5.3 Vliv modelu hydrodynamických sil

Tato podkapitola se zabývá vlivem použitého modelu hydrodynamických sil na výsledky simu-
lace ohybového kmitáńı rotoru turbodmychadla. Porovnávány jsou dva aproximativńı analy-
tické modely hydrodynamických sil s numerickým modelem využ́ıvaj́ıćım metodu konečných
prvk̊u. Pro porovnáńı je využita testovaćı úloha, kterou navrhl Tian et al. (2012). Prezentované
výsledky byly publikovány v článku (Dyk a Smoĺık et al., 2018).

5.3.1 Parametry modelu

Schéma jednoduchého testovaćıho modelu rotoru turbodmychadla s poddajným hř́ıdelem, který
je uložen na dvou radiálńıch ložiskách s plovoućımi pouzdry, je ukázáno na obr. 5.7. Hř́ıdel
je považován za dokonale vyvážený a je rozdělen na tři konečné prvky, jejichž materiálové
vlastnosti jsou uvedeny v tab. 5.1a a př́ıslušné pohybové rovnice jsou odvozeny v odd́ıle 2.1.1.
Do krajńıch uzl̊u 11 a 14 jsou připojena tuhá oběžná kola turb́ıny a dmychadla s parametry
definovanými v tab. 5.1c. Pohybová rovnice tuhých oběžných kol je odvozena v odd́ıle 2.1.2.

Středy radiálńıch ložisek se nacházej́ı v uzlech 12 a 13. Geometrie ložisek a parametry
oleje jsou uvedeny v tab. 5.1b. Hydrodynamické śıly jsou modelovány třemi r̊uznými zp̊usoby:

i) Aproximativńı analytické řešeńı (4.43) platné pro krátká ložiska se Sommerfeldovo okra-
jovou podmı́nkou pro polovičńı film.

ii) Bastaniho aproximativńı řešeńı (4.44) pro ložiska konečné délky sestavené na základě
aproximativńıho řešeńı (4.43).

iii) Metoda konečných prvk̊u (4.34). Okrajové podmı́nky jsou uzp̊usobeny tak, aby odpov́ıdaly
Sommerfeldově okrajové podmı́nce pro polovičńı film.
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Obrázek 5.7: Schéma testovaćıho modelu rotoru turbodmychadla s poddajným hř́ıdelem.
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a) Parametry hř́ıdele

hustota (kg m−3) 7,86 ·103

modul pružnosti (MPa) 2,00 ·105

Poissonovo č́ıslo (−) 3,00 ·10−1

koeficient tlumeńı αm (s) 5,24 ·101

koeficient tlumeńı βk (s−1) 1,06 ·10−6

b) Parametry oběžných kol Turb́ınové kolo Kompresorové kolo

hmotnost (kg) 3,26 ·10−1 1,18 ·10−1

mom. setrvačnosti k ose rotace (kg m2) 8,10 ·10−5 4,40 ·10−5

mom. setrvačnosti k př́ıčné ose (kg m2) 7,70 ·10−5 3,20 ·10−5

statická nevývaha (kg m) 0,00 ·100 0,00 ·100

c) Parametry radiálńıch ložisek Turb́ınové ložisko Kompresorové ložisko
vnitřńı film vněǰśı film vnitřńı film vněǰśı film

poloměr ložiska (m) 5,53 ·10−3 8,00 ·10−3 5,53 ·10−3 8,00 ·10−3

délka ložiska (m) 6,50 ·10−3 9,00 ·10−3 6,50 ·10−3 9,00 ·10−3

radiálńı v̊ule (m) 3,40 ·10−5 4,40 ·10−5 3,40 ·10−5 4,40 ·10−5

dynamická viskozita (Pa s) 4,90 ·10−3 4,90 ·10−3 6,40 ·10−3 6,40 ·10−3

hmotnost pouzdra (kg) 7,20 ·10−3 7,20 ·10−3

moment setrvačnosti pouzdra (kg m2) 3,36 ·10−7 3,36 ·10−7

Tabulka 5.1: Parametry rotoru turbodmychadla použitého pro simulaci kmitáńı s využit́ım ana-
lytického modelu hydrodynamických sil jsou převzaty z (Tian et al., 2012).

Modely i) a ii) jsou implementovány v Matlabu, model iii) je implementován v softwaru AVL Ex-
cite. Protože AVL Excite využ́ıvá silovou formulaci pro popis kinematických vazeb, neńı možné
předepsat hř́ıdeli konstantńı úhlovou rychlost a otáčeńı hř́ıdele je zajǐstěno pomoćı regulátoru
s předepsaným pohybem. Regulátor je poddajnou torzńı vazbou připojen k uzlu 11.

Plovoućı pouzdra maj́ı tři stupně volnosti – dva př́ıčné posuvy jsou popsány v odd́ıle 2.1.3
a natočeńı kolem podélné osy, které záviśı na rovnováze třećıch sil a je rozebráno v odd́ıle 3.5.2.
Parametry pouzder jsou uvedeny v tab. 5.1c.

5.3.2 Parametry simulace

Odezva systému byla simulována při konstantńıch provozńıch parametrech a při r̊uzných kon-
stantńıch frekvenćıch otáčeńı rotoru fr daných posloupnost́ı fr,i = (416,6̄, 500, . . . , 2500) Hz.
Simulace pro každou zvolenou frekvenci fr byla provedena v časovém intervalu t ∈ 〈0, 0,3〉 s.
Počátečńı podmı́nky byly zvoleny tak, aby odpov́ıdaly statické rovnovážné poloze systému, na
který p̊usob́ı t́ıhové zrychleńı a hydrodynamické śıly.

Pohybové rovnice model̊u i) a ii) byly integrovány pomoćı matlabovské funkce ode113,
která využ́ıvá v́ıcekrokovou Adamsovu-Bashforthovu-Moultonovu metodu. Pohybová rovnice
modelu iii) byla řešena pomoćı zpětného diferenčńıho schématu s variabilńım časovým krokem,
které odpov́ıdá matlabovské funkci ode15s s volbou ’BDF’, ’on’ (Offner et al., 2018). Ma-
ximálńı časový krok integrace byl ∆tmax = 20 µs, výsledky byly transformovány do časových řad
s konstantńı vzorkovaćı periodou ∆t = 20 µs, což odpov́ıdá vzorkovaćı frekvenci fs = 50 kHz.

85
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5.3.3 Výsledky

Odezva v uzlech 12 a 13 nacházej́ıćıch se v radiálńıch ložiskách je zobrazena ve formě plných
frekvenčńıch spekter na obr. 5.8. Odezva testovaćıho rotoru turbodmychadla je charakteristická
výraznými subharmonickými složkami sub2 a sub2. Rotor turbodmychadla je typu c) ve smyslu
děleńı dle charakteru odezvy, které je definováno na obr. 5.6.

Na základě předpokladu, že numerické řešeńı Reynoldsovy rovnice je přesněǰśı než jej́ı
přibližné analytické řešeńı, je odezva modelu iii) dále uvažována jako referenčńı. V referenčńı
odezvě se vyskytuj́ı následuj́ıćı složky:

sub2 zapř́ıčiněná nestabilitou vněǰśıho filmu je nejvýznamněǰśı složkou odezvy do fr ≈ 830 Hz.
Se zvyšuj́ıćı se frekvenćı otáčeńı fr se amplituda složky sub2 snižuje až k nule. V pásmu
fr ∈ 〈450, 830〉 Hz pravděpodobně docháźı ke dvěma skokovým změnám frekvence sub2.
Vzhledem k metodě výpočtu odezvy nelze tuto domněnku potvrdit.

sub3 zapř́ıčiněná nestabilitou vnitřńıho filmu se projevuje po překročeńı fr ≈ 670 Hz. K této
složce se postupně přidávaj́ı postranńı frekvence, jejichž amplitudy dosahuj́ı maxima
v okoĺı fr = 2300 Hz.

Obrázek 5.8: Odezva testovaćıho rotoru turbodmychadla v uzlu 12 (levý sloupec) a v uzlu 13
(pravý sloupec) ve formě plného frekvenčńıho spektra. Diagramy a), b) byly źıskány
analýzou modelu i), diagramu c), d) analýzou modelu ii) a diagramy e), f) analýzou
modelu iii).
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sub2− 2 sub3 se zpětnou preceśı (se zápornou frekvenćı f) se projevuje od fr ≈ 650 Hz. Jde
o projev nelinearity systému, který experimentálně dokázali Schweizer a Sievert (2009).

Odezva modelu ii) vykazuje podobné rysy jako referenčńı odezva, nicméně subharmonická
složka sub2 má nižš́ı frekvenci. Postranńı frekvence v odezvě chyb́ı, ale projevuj́ı se daľśı subhar-
monické složky zapř́ıčiněné nelinearitou systému, nejv́ıce 2 sub3, sub2 − sub3. Amplitudy sub2
a sub3 jsou v podobném poměru jako v referenčńı odezvě.

Odezva modelu i) se od referenčńı odezvy lǐśı v několika směrech. Složka sub2 má v uzlu
13 vyšš́ı amplitudy než složka sub3 (obr. 5.8b) a odezva se zpětnou preceśı zcela chyb́ı. V uzlu
12 vykazuje odezva velmi podobný trend jako v př́ıpadě modelu ii). Po překročeńı fr ≈ 2400
Hz docháźı k prudkým změnám frekvence obou hlavńıch subharmonických složek.

Uvedené rozd́ıly jsou zp̊usobeny skutečnost́ı, že poměr délky a pr̊uměru η ani jednoho ze
čtyř olejových filmů v systému nesplňuje kritérium pro krátké ložisko η ≤ 0,5 dle San Andrése
(2010). Vliv maj́ı i rozd́ılné úhlové rychlost plovoućıch pouzder na straně dmychadla, které jsou
zakresleny v grafu na obr. 5.9a.

I když ani jeden z aproximativńıch model̊u nelze doporučit pro použit́ı při velmi přesných
analýzách odezvy rotor̊u turbodmychadel uložených na kluzných ložiskách konečné délky, lze
je využ́ıt v optimalizačńıch úlohách, protože maj́ı zhruba o dva řády nižš́ı nároky na výpočtový
čas, což je ukázáno na obr. 5.9b.
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Obrázek 5.9: Porovnáńı predikované poměrné rychlosti plovoućıch pouzder a) a výpočtového času
potřebného pro simulaci b). Výpočtový čas byl měřen na kancelářském PC HP Com-
paq Elite 8300 MT s procesorem Intel® Core� i5-3570 @ 2 × 3,4 GHz s 16, 0 GB
RAM při výpočtu na jednom vláknu.
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6 Analýza kmitáńı sériově vyráběného rotoru

V této kapitole je analyzováno ohybové kmitáńı konkrétńıho sériově vyráběného rotoru turbod-
mychadla, které může naj́ıt uplatněńı v dieselových motorech lehkých užitkových voz̊u, lehkých
nákladńıch automobil̊u a traktor̊u.

V úvodu kapitoly je popsán model a jeho parametry, jsou stanoveny provozńı v̊ule ložisek a
efektivńı viskozita olejových filmů. Dále je provedena citlivostńı analýza odezvy rotoru na změnu
nevývahy rotoru a změnu ložiskových v̊uĺıch. V této části je ukázáno, že ložiskové v̊ule maj́ı
zásadńı vliv na typ odezvy rotoru (Tian et al., 2012; Smoĺık et al., 2017) a je tedy nutné určit
provozńı v̊ule co nejpřesněji. V předposledńı části kapitoly je diskutována efektivita a přesnost
r̊uzných model̊u prouděńı oleje mazaćımi otvory v plovoućıch pouzdrech a v závěru kapitoly je
navrženo ložisko s plovoućım pouzdrem, ve kterém jsou potlačeny projevy nestabilńıch kmit̊u
a v němž jsou sńıženy hydrodynamické třećı ztráty.

6.1 Popis modelu

6.1.1 Parametry modelu

Schéma modelu rotoru turbodmychadla je znázorněno na obr. 6.1, pohyb jednotlivých těles je
definován v tab. 6.1. Model se sestává z rotoru s poddajným hř́ıdelem s tuhými oběžnými koly,
který je podepřen dvěma radiálńımi kluznými ložisky s tuhými plovoućımi pouzdry. Vnitřńı a

hřídel

tuhé těleso

poddajné těleso

silová vazba

plovoucí

pouzdra

olejové

filmy

regulátor

rotační

vazba

axiální vazba

oběžné kolo

turbíny

oběžné kolo

kompresoru

rozpěrka matice

olejové

filmy

4× 4×

rámhydrostatická vazba

y

x

z

61-63 81-83

101

6011

Obrázek 6.1: Schéma modelu analyzovaného rotoru turbodmychadla. Č́ısla ve značkách vazeb
označuj́ı č́ısla uzl̊u vázaných poddajných těles.
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Obrázek 6.2: Bezrozměrná geometrie poddajného hř́ıdele je vztažena k pr̊uměru čepu hř́ıdele,
který je přibližně 8,50 ·10−3 m.

Těleso Rám Regulátor Rotor Plovoućı pouzdro

typ tělesa tuhé tuhé poddajné tuhé
stupně volnosti – posuvy – – x, y, z y, z
stupně volnosti – natočeńı – – kolem x, y, z kolem x
předepsané pohyby – natočeńı kolem x – –

materiál litina – ocel bronz
Young̊uv modul (MPa) – – 2,05 ·105 –
Poissonovo č́ıslo (−) – – 2,90 ·10−1 –
koeficient tlumeńı αm (s) – – 5,24 ·101 –
koeficient tlumeńı βk (s−1) – – 1,06 ·10−6 –
teplotńı koef. roztažnosti (K−1) 9,00 ·10−6 – 1,10 ·10−5 2,04 ·10−5

Tabulka 6.1: Shrnut́ı stupň̊u volnosti a materiálových parametr̊u těles v systému.

Těleso Řı́dićı m Ixx Iyy Izz Dxy

uzel (kg) (kg m2) (kg m2) (kg m2) (kg m2)

turb́ınové kolo 6011 1,416 ·10−1 2,376 ·10−5 1,956 ·10−5 1,955 ·10−5 2 ·10−9

rozpěrka 6021 7,718 ·10−3 2,619 ·10−7 2,990 ·10−7 2,990 ·10−7 0 ·100

kompresorové kolo 6031 2,795 ·10−2 1,954 ·10−5 1,327 ·10−5 1,329 ·10−5 0 ·100

samojistná matice 6041 4,280 ·10−3 8,300 ·10−8 7,800 ·10−8 7,200 ·10−8 0 ·100

plovoućı pouzdro – 5,830 ·10−3 1,840 ·10−7 1,370 ·10−7 1,370 ·10−7 0 ·100

Tabulka 6.2: Hmotnostńı parametry tuhých těles a tuhých součást́ı rotoru turbodmychadla. Ř́ıdićı
uzel označuje č́ıslo uzlu poddajného hř́ıdele, ke kterému je tuhá součást připojena.

vněǰśı film každého ložiska jsou propojeny čtyřmi mazaćımi otvory. Otáčky rotoru jsou ř́ızeny
pomoćı regulátoru s předepsaným pohybem. Aerodynamické śıly p̊usob́ıćı v turb́ınovém a kom-
presorovém stupni jsou zanedbány.

Stupně volnosti všech těles a jejich materiálové parametry jsou shrnuty v tab. 6.1. Rozměry
použité při sestaveńı koeficientových matic poddajného hř́ıdele jsou zakresleny na obr. 6.2,
hmotnostńı parametry oběžných kol a daľśıch těles připojených k hř́ıdeli jsou uvedeny v tab. 6.2.
Parametry axiálńı a rotačńı vazby, které jsou použity pro připojeńı rotoru k rámu a regulátoru
k rotoru, jsou zakresleny v grafech na obr. 6.3. Nominálńı vlastnosti radiálńıch ložisek jsou
shrnuty v tab. 6.3, okrajové podmı́nky na kluzných plochách jsou ukázány na obr. 6.4.
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Obrázek 6.3: Tuhost a) a tlumeńı b) rotačńı vazby mezi regulátorem a rotorem turbodmychadla
a tuhost c) a tlumeńı d) axiálńı vazby mezi rotorem turbodmychadla a rámem.
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Obrázek 6.4: Okrajové podmı́nky v ložiskách. Ve zlaté oblasti je předepsán napájećı tlak
4,50 ·105 Pa, v tmavě šedé oblasti je ložisková mezera zvětšena o 5,4 · 10−4 m a
v modrých oblastech se nacházej́ı mazaćı otvory propojuj́ıćı vněǰśı a vnitřńı film. Na
okraj́ıch filmu je uvažován tlak 1,00·105 Pa, saturačńı (kavitačńı) tlak je 9,80·104 Pa.

Strana Film Pr̊uměr (-) Délka (-) Radiálńı v̊ule (m) Typ oleje Velikost śıtě

turb́ınová vnitřńı 1,00 0,87 1,50 ·10−5 10W-30 121× 21
vněǰśı 1,54 0,99 3,25 ·10−5 10W-30 121× 21

kompresorová vnitřńı 1,00 0,87 1,50 ·10−5 10W-30 121× 21
vněǰśı 1,54 0,99 3,25 ·10−5 10W-30 121× 21

Tabulka 6.3: Nominálńı parametry radiálńıch ložisek. Bezrozměrný pr̊uměr a délka jsou vztaženy
k pr̊uměru čepu hř́ıdele, který je přibližně 8,50 ·10−3 m.
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6 Analýza kmitáńı sériově vyráběného rotoru

6.1.2 Provozńı v̊ule radiálńıch ložisek

Provozńı v̊ule radiálńıch ložisek jsou určeny pomoćı rovnost́ı (3.92) a (3.93) a jsou vykresleny na
obr. 6.5. Středńı teploty olejových filmů a těles uvažované při výpočtu jsou uvedeny v tab. 6.4
a nominálńı rozměry ložisek při teplotě 20 ◦C jsou uvedeny v tab. 6.3. Závislost středńı teploty
olejových filmů na frekvenci otáčeńı fr je v souladu s praćı, kterou publikovali (Bukovnik a
Smoĺık et al., 2017), aproximována lineárńı funkćı.

6.1.3 Provozńı viskozita oleje

Závislost dynamické viskozity na teplotě je popsána pomoćı Vogelovy rovnice, která má pro
př́ıpad oleje SAE 10W-30 tvar

ln [µ(to)] =
737,69

to + 89,9
− 8,5272, (6.1)

kde µ(to) je dynamická viskozita oleje při teplotě to ve ◦C (Offner et al., 2018). Dynamická
viskozita oleje SAE 10W-30 při teplotách olejových filmů uvedených v předchoźım odd́ıle je
znázorněna na obr. 6.6a–d a diagram vyjadřuj́ıćı závislost dynamické viskozity tohoto oleje na
jeho teplotě je vykreslen na obr. 6.6e.

Středńı teplota Turb́ınové ložisko Kompresorové ložisko
fr = 833,3̄ Hz fr = 2500 Hz fr = 833,3̄ Hz fr = 2500 Hz

čep (◦C) 145 145 90 90
ložisková pánev (◦C) 160 160 120 120
vnitřńı film (◦C) 114 128 105 115
vněǰśı film (◦C) 105 108 90 95

Tabulka 6.4: Teploty rotoru a ložiskové skř́ıně vypoč́ıtal s využit́ım 3D CFD simulace Kořán
(2013). Tyto výsledky jsou využity také pro stanoveńı středńı teploty olejových filmů,
přičemž je v souladu s (Trippett a Li, 1984) předpokládáno, že mezi olejem a povrchy
čepu a ložiskové pánve nedocháźı k výměně tepla.
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Obrázek 6.5: Závislost v̊uĺı ložisek a středńıch teplot olejových filmů na frekvenci otáčeńı rotoru fr.
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Obrázek 6.6: Závislost viskozity a středńıch teplot olejových filmů na frekvenci otáčeńı rotoru fr
a) – d), závislost dynamické viskozity oleje SAE 10W-30 na jeho teplotě e) a závislost
počátečńı poměrné frekvence otáčeńı pouzder na frekvenci otáčeńı rotoru f).

6.1.4 Provozńı stavy, počátečńı podḿınky a daľśı parametry

Na všechna tělesa v soustavě p̊usob́ı t́ıhové zrychleńı g = −9.8067 m s−2 ve směru vertikálńı
osy y. Nevyváženost rotoru je specifikována pro jednotlivé analýzy zvlášt’. Plovoućı pouzdra
jsou uvažována jako perfektně vyvážená, protože jejich nevyváženost má na amplitudy kmitáńı
rotoru turbodmychadla minimálńı vliv (Smoĺık a Hajžman, 2016).

Pokud neńı uvedeno jinak, je odezva systému simulována v čase t ∈ 〈0, 0,16〉 s a při kon-
stantńı frekvenci otáčeńı rotoru fr, která je dána posloupnost́ı fr,i = (833,3̄, 1000, . . . , 2500) Hz,
což odpov́ıdá posloupnosti nr,i = (50 000, 60 000, . . . , 150 000) ot min−1. Počátečńı poloha těles
je zvolena tak, že se plovoućı pouzdra i čepy hř́ıdele nacházej́ı v geometrických středech ložisek.
Počátečńı frekvence otáčeńı rotoru je dána posloupnost́ı fr,i, počátečńı poměrná frekvence
otáčeńı plovoućıch pouzder je dána funkcemi z obr. 6.6f. Funkce jsou vytvořeny na s využit́ım
simulace odezvy perfektně vyváženého rotoru turbodmychadla. Po ustáleńı odezvy jsou zjǐstěny
úhlové rychlosti pouzder, z nich jsou vypoč́ıtány poměrné frekvence otáčeńı pouzder a výsledné
hodnoty se zaokrouhĺı na dvě platné č́ıslice.

Pohybová rovnice je integrována v softwaru AVL Excite pomoćı zpětného diferenčńıho
schématu (BDF) s variabilńım časovým krokem od 6,25·10−9 do 2,00·10−6 s. Hydrodynamický
tlak v olejových filmech je stanoven s využit́ım metody konečných prvk̊u.
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Systém neńı v čase t = 0 s v rovnovážném stavu, což se projevuje existenćı přechodové
odezvy (volných kmit̊u) v intervalu t < 0,035 s. Odezva je tedy analyzována až po odezněńı
přechodové odezvy v čase t ≥ 0,035 s. Výsledky jsou transformovány do časových řad se vzor-
kovaćı periodou 2,00 ·10−5 s, která odpov́ıdá vzorkovaćı frekvenci fs = 5,00 ·105 Hz. Pro účely
odhadu frekvenčńıho spektra pomoćı rychlé Fourierovy transformace (FFT) jsou od výsledných
časových řad odečteny matlabovskou funkćı detrend s volbou ’constant’ jejich středńı hod-
noty a následně je na časové řady aplikován hornopropustný filtr vytvořený kódem uvedeným
ńıže. Před provedeńım FFT je na časové řady aplikováno Hannovo váhové okno.

N = 5; % řád filtru

fstop = 5.0; % meznı́ frekvence (Hz)

Astop = 25; % zeslabenı́ signálu (dB)

fs = 50000; % vzorkovacı́ frekvence (Hz)

h = fdesign.highpass(’N,Fst,Ast’, N, fstop, Astop, fs);

hpfilt = design(h, ’cheby2’);

6.2 Odhad vlastńıch frekvenćı rotoru turbodmychadla

Ohybové kmitáńı rotoru turbodmychadla je snazš́ı analyzovat, pokud jsou známy alespoň
přibližné hodnoty vlastńıch a kritických frekvenćı systému. Schweizer a Sievert (2009) a Nguyen-
Schäfer (2012) doporučuj́ı pro účely odhadu vlastńıch a kritických frekvenćı použ́ıt linearizovaný
model ložisek, který je představen v odd́ıle 2.1.4.

Vertikálńı i horizontálńı tuhosti kluzného ložiska s plovoućım pouzdrem se pohybuj́ı okolo
hodnoty 1,00 ·106 N m−1, přičemž tuhost ve vertikálńım směru y je větš́ı než v horizontálńım
směru z (Smoĺık, 2013). Pro prvotńı odhad se tuhosti v obou směrech běžně nahrazuj́ı hodnotou
1,00·106 N m−1 a vazebńı tuhosti kl,yz, kl,zy i tlumeńı ložiska se zanedbávaj́ı Schweizer a Sievert
(2009); Tian et al. (2012). Vlastńı frekvence se s úhlovou rychlost́ı rotoru měńı pouze v závislosti
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Obrázek 6.7: Vlastńı frekvence rotoru turbodmychadla uloženého na lineárńıch izotropńıch a) a
lineárńıch ortotropńıch ložiskách b). Vlastńı tvary kmitu jsou zobrazeny na obr. 5.5.
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na velikosti gyroskopických účink̊u a lze je stanovit s využit́ım řešeńı problému vlastńıch hodnot
silně nekonzervativńıho systému (Byrtus et al., 2010; Smoĺık, 2013).

Výsledek analýzy vlastńıch frekvenćı rotoru uloženého na lineárńıch ložiskách s tuhost́ı
kl,yy = kl,zz = 1,00·106 N m−1, která byla provedena v softwaru FEMROT, jenž běž́ı v prostřed́ı
Matlabu (Smoĺık, 2013), je zobrazen na obr. 6.7a. Na obr. 6.7b je výsledek analýzy pro ložiska
s tuhostmi kl,yy = 1,00 ·106 N m−1 a kl,zz = 5,00 ·105 N m−1. V obou př́ıpadech jsou vlastńı
tvary kmitu seřazeny dle vlastńıch frekvenćı stejně a lze předpokládat, že 1. ohybový tvar kmitu
s dopřednou preceśı nebude v pásmu do fr = 2500 Hz mı́t kritické otáčky. Ortotropie ložiska
ovlivňuje předevš́ım vlastńı frekvence cylindrických a 1. ohybových tvar̊u kmitu.

6.3 Vliv nevývahy na ohybové kmitáńı rotoru turbodmychadla

Odezva rotoru turbodmychadla byla simulována pro varianty nevyváženosti rotoru uvedené
v tab. 6.5. Hydrodynamický tlak na vnitřńı straně mazaćıch otvor̊u v plovoućıch pouzdrech
je určen rovnost́ı pi = ps − 1

2 ρ
(
h2
p + 2 ri hp

)
ω2
p, která je odvozena ze vztahu (3.78), a kde

ps = 4,50 ·105 Pa je mazaćı tlak a ωp je konstanta předepsaná funkcemi z obr. 6.6f.
Odezva v uzlu 62 v ložisku na turb́ınové straně je pro vybrané varianty nevyváženosti

ukázána na obr. 6.8 ve formě plných frekvenčńıch spekter. V grafech na obr. 6.8 jsou popsány
nejvýznamněǰśı složky odezvy. Ani v jednom př́ıpadě nebyla v odezvě výrazná složka se zpětnou
preceśı a pro hodnoceńı odezvy tedy neńı nutné použ́ıvat plná frekvenčńı spektra.

Odezva ve vertikálńım směru v uzlech 62 a 82 je ukázána na obr. 6.9 a 6.10. V ložisku na
turb́ınové straně je nejvýznamněǰśı složka sub3, v ložisku na kompresorové straně složka sub2.

Se zvyšuj́ıćı se statickou nevyváženost́ı roste i amplituda synchronńı odezvy 1X. I při
poměrně velké statické nevyváženosti (G 16) má ale synchronńı odezva zhruba o řád nižš́ı
amplitudy než subharmonické složky. Statická nevyváženost ovlivňuje i subharmonické složky
odezvy, což je patrné předevš́ım na obr. 6.9e, 6.9g a 6.10c, kde při frekvenci otáčeńı fr ≈ 1250 Hz
docháźı ke skokové změně frekvence složky sub3. Tato změna je doprovázena náhlým zvýšeńım
úhlové rychlosti pouzdra na straně turb́ıny, viz obr. 6.10e a 6.10f. Hydrodynamické ztráty
v radiálńıch ložiskách na změnu rychlosti pouzder ale téměř nereaguj́ı, viz obr. 6.10g a 6.10h.

Úhlová rychlost pouzder a hydrodynamické ztráty nejsou ani po odezněńı přechodové
odezvy konstantńı a maj́ı pro danou sadu provozńıch parametr̊u a zátěžných sil charakter
stacionárńıho ergodického procesu, který definuje např. Dupal (2008). Pro snazš́ı interpretaci

Varianta Turb́ınové kolo Kompresorové kolo Celková statická nevývaha
∆Ut (g mm) ψt (◦) ∆Uk (g mm) ψk (◦) Ust (g mm)

G 0 0,00 ·100 0 0,00 ·100 0 0,00 ·100

G 0, 180◦ 5,40 ·10−2 0 5,40 ·10−2 180 0,00 ·100

G 6.3 5,40 ·10−2 0 5,40 ·10−2 0 1,08 ·10−1

G 6.3, 90◦ 9,35 ·10−2 0 5,40 ·10−2 90 1,08 ·10−1

G 6.3, 180◦ 1,62 ·10−1 0 5,40 ·10−2 180 1,08 ·10−1

G 16 1,35 ·10−1 0 1,35 ·10−1 0 2,70 ·10−1

Tabulka 6.5: Testované varianty nevyváženosti rotoru turbodmychadla. ∆U označuje statickou ne-
vyváženost a ψ je úhel, který sv́ırá vektor nevyváženosti s vertikálńı osou. K označeńı
variant je použit stupeň jakosti vyvážeńı definovaný normou ČSN ISO 1940-1 (2005).
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závislost́ı těchto proces̊u na provozńıch parametrech je zobrazována středńı hodnota proces̊u a
tam, kde je to možné, také spolehlivostńı interval, ve kterém se s pravděpodobnost́ı 0,95 nacháźı
aktuálńı hodnota dané veličiny. Meze spolehlivostńıho intervalu jsou vzdáleny o 1,96 násobek
směrodatné odchylky procesu od jeho středńı hodnoty.

Odezva rotoru s dynamickou nevývahou (G 0, 180◦) je prakticky totožná se odezvou
staticky vyváženého rotoru (G 0). Při současném p̊usobeńı statické i dynamické nevyváženosti je
odezva ovlivněná fázovým úhlem mezi jednotlivými vektory nevyváženosti. Může tak docházet
ke skokovým změnám obou subharmonických složek sub2 a sub3, viz obr. 6.9g a 6.9h, ale také
lze dosáhnout stavu, kdy jsou skokové změny téměř eliminovány, viz obr. 6.10a.

Obrázek 6.8: Predikované kmitáńı čep̊u hř́ıdele v radiálńım ložisku na straně turb́ıny při vy-
braných variantách nevyváženosti rotoru je zobrazeno ve formě plných frekvenčńıch
spekter. V části a) jsou označeny nejvýznamněǰśı složky odezvy. Testované varianty
nevyváženosti jsou specifikovány v tab. 6.5.
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Obrázek 6.9: Vertikálńı kmitáńı čep̊u hř́ıdele v radiálńıch ložiskách při r̊uzných variantách ne-
vyváženosti rotoru. Testované varianty jsou specifikovány v tab. 6.5.
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Obrázek 6.10: Vertikálńı kmitáńı čep̊u hř́ıdele v radiálńıch ložiskách při r̊uzných variantách ne-
vyváženosti rotoru a) – d). Dále jsou zobrazeny středńı hodnoty poměrné rychlosti
plovoućıch pouzder e), f) a hydrodynamických ztrát v ložiskách g), h) doplněné
o intervaly, ve kterých se nacháźı aktuálńı hodnota veličin s pravděpodobnost́ı
0,95. Testované varianty nevyváženosti jsou specifikovány v tab. 6.5.
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6.4 Vliv ložiskové v̊ule na ohybové kmitáńı rotoru turbodmychadla

Vliv ložiskové v̊ule na ohybové kmitáńı rotoru turbodmychadla je studován při nevyváženostech
rotoru G 0, 180◦ a G 6.3 dle tab. 6.5. Dynamická viskozita olejových filmů je dána diagramy
z obr. 6.6 a hydrodynamický tlak na vnitřńı straně mazaćıch otvor̊u v plovoućıch pouzdrech
je určen rovnost́ı pi = ps − 1

2 ρ
(
h2
p + 2 ri hp

)
ω2
p, která je odvozena ze vztahu (3.78), a kde

ps = 4,50 ·105 Pa je mazaćı tlak a ωp je konstanta předepsaná funkcemi z obr. 6.6f.

Předběžná analýza

V rámci předběžné analýzy je porovnána odezva při uvažováńı nominálńıch v̊uĺı z tab. 6.3
s odezvou při uvažováńı provozńıch v̊uĺı z obr. 6.6. Výsledky studie jsou na obr. 6.11.

V ložisku na turb́ınové straně je při všech simulovaných variantách nejvýznamněǰśı složkou
odezvy sub3, při uvažováńı nominálńıch v̊uĺı se v odezvě nacháźı v́ıce druhotných subharmo-
nických složek. Nevyváženost má na kmitáńı čepu v ložisku na turb́ınově straně malý vliv.

V ložisku na kompresorové straně je při uvažováńı nominálńıch v̊uĺı nejvýznamněǰśı složka
odezvy sub3, zat́ımco při uvažováńı provozńıch v̊uĺı je to sub2. Také na kompresorové straně se
při uvažováńı nominálńıch v̊uĺı nacháźı v odezvě množstv́ı druhotných subharmonických složek.
Vliv nevyváženosti je patrný předevš́ım při uvažováńı provozńıch v̊uĺı a to na pr̊uběźıch složek
sub2 a sub3 při frekvenćıch fr = 1333,3̄ a 1500 Hz a na kvalitě odezvy při fr = 2333,3̄ Hz.

Podrobná analýza

Podrobná analýza vlivu ložiskových v̊uĺı na ohybové kmitáńı byla provedena pro frekvenci
otáčeńı fr = 1000 Hz. Při této frekvenci se v odezvě projevuj́ı obě výše uvedené subharmo-
nické složky sub2 a sub3, což je ukázáno na obr. 6.12a – 6.12d. V rámci podrobné analýzy
je zkoumán vliv vněǰśı v̊ule cr,o a vnitřńı v̊ule cr,i radiálńıho ložiska na amplitudu a frekvenci
těchto složek a dále na poměrné rychlosti pouzder a hydrodynamické ztráty. Pro jednodu-
chost je předpokládáno, že v̊ule v obou ložisćıch jsou totožné. Vněǰśı v̊ule je dána množinou
cr,o,i = (25, 26, . . . , 35) µm a vnitřńı v̊ule je dána množinou cr,i,j = (15, 16, . . . , 22) µm.
Simulována je odezva při všech možných kombinaćıch cr,o,i a cr,o,j .

Poměrná rychlost turb́ınového pouzdra je dána složitou funkćı (obr. 6.12e). Poměrná rych-
lost kompresorového pouzdra záviśı zejména na vnitřńı v̊uli. Závislost je téměř lineárńı, ale ne-
gativńı. V obou ložiskách je maximálńı poměrná rychlost dosažena, když je vněǰśı v̊ule největš́ı
(cr,o = 35 µm) a vnitřńı nejmenš́ı (cr,i = 15 µm).

Hydrodynamické ztráty v turb́ınovém ložisku (obr. 6.12g) jsou přibližně o pětinu nižš́ı než
ztráty v kompresorovém ložisku (obr. 6.12h). V turb́ınovém ložisku jsou ztráty nepř́ımo úměrné
cr,i a na vněǰśı v̊uli cr,o záviśı jen málo. V kompresorovém ložisku jsou ztráty nepř́ımo úměrné
oběma v̊uĺım. V obou př́ıpadech jsou ztráty nejvyšš́ı při minimálńıch v̊uĺıch.

Amplituda sub3 je př́ımo úměrná vněǰśı v̊uli cr,o, výrazně méně záviśı na vnitřńı v̊uli cr,i,
kde se s klesaj́ıćı v̊uĺı cr,i zvyšuje, viz obr. 6.13a – 6.13d. Závislost frekvence sub3 na ložiskových
v̊uĺıch je složitá a odpov́ıdá závislosti poměrné rychlosti turb́ınového pouzdra na v̊uĺıch, viz
obr. 6.12e. Amplituda sub2 je v turb́ınovém ložisku dvakrát menš́ı než v kompresorovém a
záviśı na poměru v̊uĺı cr,o/cr,i, , viz obr. 6.13e – 6.13h. Největš́ı hodnoty amplituda dosahuje
když cr,o/cr,i → 1. Frekvence sub2 záviśı téměř lineárně na vnitřńı v̊uli cr,i, závislost na vněǰśı
v̊uli se projevuje jen při ńızkých hodnotách cr,o. Frekvence ani amplituda sub2 se s nevyváženost́ı
téměř neměńı. V př́ıpadě sub3 lze změny pozorovat, nejsou ale jednoduše kvantifikovatelné.

Podobné závěry plat́ı i pro jiný rotor na stejných ložiskách (Smoĺık et al., 2017).
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Obrázek 6.11: Výsledky předběžné analýzy vlivu ložiskové v̊ule na kmitáńı rotoru turbod-
mychadla. Porovnáno je vertikálńı kmitáńı čep̊u hř́ıdele v radiálńıch ložiskách při
uvažováńı nominálńıch a provozńıch v̊uĺı a při čistě statické (G 6.3) a čistě dyna-
mické (G 0, 180◦) nevyváženosti. Obě varianty nevyváženosti jsou specifikovány
v tab. 6.5.
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Obrázek 6.12: Výsledky předběžné analýzy vlivu ložiskové v̊ule na kmitáńı rotoru turbo-
dmychadla při fr = 1000 Hz a) – d). Dále jsou zobrazeny výsledky podrobné
analýzy : v částech e) a f) je pr̊uměrná poměrná rychlost plovoućıch pouzder při
fr = 1000 Hz v závislosti na ložiskových v̊uĺıch a v částech g) a h) pr̊uměrné
hydrodynamické ztráty při fr = 1000 Hz v závislosti na ložiskových v̊uĺıch.

100
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Obrázek 6.13: Výsledky podrobné analýzy vlivu ložiskové v̊ule na kmitáńı rotoru turbod-
mychadla při fr = 1000 Hz. V částech a) – d) je zobrazena závislost amplitudy a
frekvence složky sub3, která souviśı s jevy ve vnitřńım filmu, na ložiskových v̊uĺıch.
V částech e) – h) je zobrazena závislost amplitudy a frekvence složky sub2, která
souviśı s jevy ve vněǰśım filmu, na ložiskových v̊uĺıch.
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6.5 Prouděńı oleje mazaćımi otvory v plovoućıch pouzdrech

Vliv modelu prouděńı oleje mazaćımi otvory v plovoućıch pouzdrech na ohybové kmitáńı rotoru
turbodmychadla je posuzován pro př́ıpad ložiskových v̊uĺı a viskozit olejových filmů daných
diagramy z obr. 6.5 a 6.6. Nevyváženost rotoru je G 6.3 dle tab. 6.5. Rovnosti předepisuj́ıćı
hydrodynamický tlak pi na vnitřńı straně mazaćıho otvoru byly implementovány třemi zp̊usoby:

základńı model: pi = ps,

p̌ribližný model: pi = ps − 1
2 ρ
(
h2
p + 2 ri hp

)
ω2
p,

komplexńı model: pi = po − 1
2 ρ
(
h2
p + 2 ri hp

)
ϕ̇2
p + ρ hp (ÿp cosϕp + z̈p sinϕp + g cosϕp) ,

kde ps = 4,50 · 105 Pa je mazaćı tlak na př́ıtoku z ložiskové skř́ıně a po je tlak na vněǰśı
straně mazaćıho otvoru. Komplexńı model je odvozen v odd́ıle 3.5.1, kde jsou rovněž vysvětleny
zbývaj́ıćı parametry. Hodnoty geometrických parametr̊u jsou uvedeny v tab. 6.3, hustota oleje
je ρ = 760 kg m−3. Přibližný model vznikl z komplexńıho zanedbáńım méně významných
tlakových ztrát. Úhlová rychlost pouzdra ωp je konstanta daná funkcemi z obr. 6.6f, zat́ımco
ϕp, ϕ̇p, ÿp a z̈p jsou v každém časovém kroku numerické integrace aktualizovány.

Výpočtové časy potřebné pro simulaci základńıho a přibližného modelu jsou srovnatelné
s t́ım, že přibližný model je mı́rně efektivněǰśı. Simulace komplexńıho modelu je o 25 – 40 %
náročněǰśı. Závislost výpočtových čas̊u na frekvenci otáčeńı rotoru fr je ukázána na obr. 6.14a.

Na obr. 6.14b jsou znázorněny mazaćı tlaky na vnitřńı straně pouzed v závislosti na fr.
V př́ıpadě mazaćıch tlak̊u predikovaných komplexńım modelem je zobrazena pr̊uměrná hodnota
doplněná o interval, ve kterém se aktuálńı hodnota mazaćıho tlaku nacháźı s pravděpodobnost́ı
0,95. Tlaky predikované v otvorech pouzdra v kompresorovém ložisku se s výjimkou př́ıpadu
fr = 2333,3̄ Hz nacházej́ı v intervalu spolehlivosti. U tlak̊u v otvorech pouzdra v turb́ınovém
ložisku jde o posloupnost fr,i = (1500, . . . , 2000) Hz.
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Obrázek 6.14: Porovnáńı výpočtového času potřebného pro simulaci a) a predikovaný tlaku na
vnitřńı straně pouzdra b). Výpočtový čas byl měřen na kancelářském PC HP Com-
paq Elite 8300 MT s procesorem Intel® Core� i5-3570 @ 2 × 3,4 GHz s 16, 0 GB
RAM při výpočtu na jednom vláknu.

102
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Obrázek 6.15: Porovnáńı vertikálńıho kmitáńı čep̊u hř́ıdele v radiálńıch ložiskách při použit́ı
r̊uzných model̊u prouděńı oleje mazaćımi otvory v plovoućıch pouzdrech a) – f).
V částech g) a h) jsou zobrazeny středńı hodnoty poměrné rychlosti plovoućıch
pouzder v radiálńıch ložiskách při použit́ı r̊uzných model̊u prouděńı oleje mazaćımi
otvory.
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Odezva rotoru turbodmychadla záviśı na použitém modelu mazáńı vnitřńıho filmu jen
málo, což je ukázáno na obr. 6.15. V odezvě simulované s využit́ım základńıho modelu se při
frekvenćıch fr = 1333,3̄ a fr = 1500 Hz odlǐsuje pr̊uběh subharmonické složky sub3 a úhlové
rychlosti plovoućıch pouzder jsou NIŽŠÍ. Daľśım rozd́ılem je pozděǰśı výskyt subharmonické
složky označené na obr. 6.15 jako subS. Tato složka pravděpodobně souviśı se synchronizaćı
nestabilit ve vněǰśım a vnitřńım filmu (Schweizer, 2009) a neodpov́ıdá dvojnásobku sub3.

Rozd́ıly mezi odezvami, které jsou simulovány s využit́ım přibližného a komplexńıho mo-
delu jsou minimálńı. Významněǰśı je pouze fakt, že špičky ve spektrogramech na obr. 6.15e a
6.15f jsou ostřeǰśı než v př́ıpadě spektrogramů z obr. 6.15c a 6.15d. K tomuto jevu docháźı,
pokud frekvence sledovaného děje koĺısá nebo při chybě pr̊usakem (Randall, 1987).

6.6 Návrh efektivńıho uložeńı rotoru turbodmychadla

Efektivńı uložeńı rotoru turbodmychadla je navrženo pro ložiskové v̊ule a viskozity olejových
filmů dané diagramy z obr. 6.5 a 6.6. Nevyváženost rotoru je G 6.3 dle tab. 6.5. Prouděńı oleje
mazaćımi otvory v plovoućıch pouzdrech je modelováno pomoćı vztahu (3.78).

Nejprve byl analyzován vliv polohy a délky obvodové drážky, která slouž́ı k rozváděńı oleje
ve vněǰśım filmu a k př́ıvodu oleje do mazaćıch otvor̊u vnitřńıho filmu. Testované konfigurace
jsou zobrazeny na obr. 6.16, výsledky analýzy jsou uvedeny ńıže:

Pouzdro (360◦): v této konfiguraci rotuje olej v obvodové drážce spolu s pouzdrem, což zvyšuje
efektivńı hydrodynamickou rychlost vněǰśıho filmu a zhoršuje tak jeho stabilitu (Schweizer,
2010; Zhang et al., 2018). Nestabilita vněǰśıho filmu se projevuje výraznou amplitudou
subharmonické složky sub3 v ložisku na turb́ınové straně, viz obr. 6.18a. V ložisku na
kompresorové straně dominuje složka sub2, složka sub3 je méně výrazná, viz obr. 6.18b.

Pánev (360◦): v této konfiguraci je efektivńı hydrodynamická rychlost vněǰśıho filmu nižš́ı než
v př́ıpadě předchoźı konfigurace. Nestabilita vněǰśıho filmu se d́ıky tomu rozv́ıj́ı při vyšš́ı
frekvenci otáčeńı. Pro fr ≥ 1500 Hz jsou už amplitudy sub3 srovnatelné s amplitudami
v konfiguraci pouzdro (360◦), viz obr. 6.18c a 6.18d. V odezvě se dále nacháźı složka
sub2 a množstv́ı druhotných subharmonických složek.

Pánev (180◦): odezvě do fr = 1166,6̄ Hz dominuj́ı složky sub1 a sub2, při vyšš́ıch frekvenćıch
otáčeńı se v odezvě nacháźı pouze sub2. Ve vněǰśım filmu docháźı k rozvoji nestability
spojené s nár̊ustem amplitud složky sub3 až při fr = 2333,3̄ Hz, viz obr. 6.18e a 6.18f.
Stabilita vněǰśıho filmu je pozitivně ovlivněna schodovitým ukončeńım obvodové drážky.

Pouzdro (360°) Pánev (360°) Pánev (180°) Hladké povrchy

Obrázek 6.16: Testované konfigurace polohy a délky obvodové drážky ve vněǰśım olejovém filmu.
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Podobný konstrukčńı prvek, zvaný Rayleigh̊uv schod, se použ́ıvá pro stabilizaci málo
zat́ıžených segment̊u radiálńıch (Waukesha Bearings, 2012–2018) i axiálńıch ložisek (San
Andrés, 2010).

Hladké povrchy: v této konfiguraci z̊ustává vněǰśı film stabilńı v celém studovaném rozsahu
frekvenćı otáčeńı rotoru, ale vnitřńı film je v celém rozsahu nestabilńı, viz obr. 6.18g a
6.18h. Složka sub2 je dominantńı složkou odezvy a jej́ı amplitudy jsou v kompresorovém
ložisku vyšš́ı než v turb́ınovém. Kvalitativně shodné výsledky uvád́ı Zhang et al. (2018).

Z hlediska vibraćı čepu hř́ıdele se jako nejlepš́ı řešeńı jev́ı konfigurace pánev (180◦), která
zajǐst’uje stabilitu vněǰśıho filmu v širokém rozsahu frekvenćı otáčeńı rotoru a zároveň se nesta-
bilita vnitřńıho filmu projevuje méně než v př́ıpadě konfigurace s hladkými povrchy.

Ke stabilizaci vnitřńıho filmu se použ́ıvaj́ı r̊uzné techniky úpravy ložiskové mezery. Vı́ce-
plochá (obr. 6.17a) a přesazená ložiska (obr. 6.17b) se použ́ıvaj́ı pouze u malých séríı, protože
jejich výroba je nákladná (Šimek, 2008). Nav́ıc maj́ı vyšš́ı hydrodynamické ztráty než cylin-
drická ložiska (Eling et al., 2015). Alternativně se souvislá plocha na vnitřńım povrchu pouz-
dra přerušuje axiálńımi drážkami (Šimek, 2008). Drážky trojúhelńıkového pr̊uřezu (obr. 6.17c)
jsou náročné na přesnost výroby a vyžaduj́ı dodatečnou kontrolu sestaveného turbodmychadla,
protože pouzdro muśı být orientováno správně v̊uči směru otáčeńı rotoru. Drážky obdélńıkového
pr̊uřezu (obr. 6.17d) nejsou pro potlačeńı nestability př́ılǐs efektivńı (Zhang et al., 2018).

V této práci je testován vliv 4 rovnoměrně rozmı́stěných axiálńıch drážek kruhového
pr̊uřezu s parametry rd = 8,00 · 10−3 m, hd = 7,00 · 10−6 m, jejichž význam je patrný z
obr. 6.17e. Tato konfigurace ložiska je dále označena jako pánev (180 ◦) + vruby. Vib-
race čepu hř́ıdele jsou velmi podobné jako v konfiguraci pánev (180◦), viz obr. 6.19a a 6.19b,
ale při fr ≥ 2333,3̄ Hz se v odezvě nenacháźı složka sub3.

Pro provoz kluzného ložiska je optimálńı, pokud v̊ule ložiskové mezery neńı čerpána z v́ıce
než 80 % (Stachowiak a Batchelor, 2013). Na obr. 6.19c – 6.19f jsou zobrazeny diagramy čerpáńı
v̊uĺı, která znázorňuj́ı maximálńı a pr̊uměrnou amplitudu relativńıho ustáleného kmitáńı čep̊u a
pouzder v závislosti na fr. Žádná z analyzovaných konfiguraćı ložisek nesplňuje výše uvedenou
podmı́nku optimality. V konfiguraćıch pánev (180 ◦) a pánev(180◦) s drážkami ale docháźı
k nadměrnému čerpáńı v̊uĺı pouze při ńızkých frekvenćıch otáčeńı fr, kde rotor turbodmychadla
nebývá dlouhodobě provozován.

Kromě vibraćı rotoru jsou posouzeny také hydrodynamické ztráty v ložiskách. Ty jsou
znázorněny na obr. 6.19g a 6.19h v poměrném tvaru, který je vztažen ke ztrátám v ložiskách
v konfiguraci pouzdro (360◦), u ńıž je zároveň zobrazen spolehlivostńı interval, ve kterém se
aktuálńı velikost ztrát nacháźı s pravděpodobnost́ı 0,95. Nejefektivněǰśı jsou ložiska v konfiguraci
pouzdro (360◦) + vruby, kdy jsou ztráty o v́ıce než 10 % nižš́ı než v referenčńı konfiguraci.

rd

hd

a) b) c) d) e)

čep
hřídele

pouzdro

Obrázek 6.17: Vı́ceploché ložisko a), přesazené ložisko b) a cylindrické ložisko s axiálńımi drážkami
trojúhelńıkového c), obdélńıkového d) a kruhového e) pr̊uřezu.
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6 Analýza kmitáńı sériově vyráběného rotoru

Obrázek 6.18: Vertikálńı kmitáńı čep̊u hř́ıdele v radiálńıch ložiskách v r̊uzných konfiguraćıch po-
lohy a délky obvodové drážky ve vněǰśım olejovém filmu. Testované konfigurace
jsou zobrazeny na obr. 6.16.
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6 Analýza kmitáńı sériově vyráběného rotoru

Obrázek 6.19: Vertikálńı kmitáńı čep̊u hř́ıdele v radiálńıch ložiskách v konfiguraci pánev (180◦)
a s přidanými axiálńımi drážkami kruhového pr̊uřezu do vnitřńıho filmu a) a b).
V částech c) – f) jsou porovnány maximálńı a pr̊uměrné (tečkovaně) amplitudy
relativńıho kmitáńı čep̊u a pouzder ve všech konfiguraćıch a v částech g) a h) jsou
porovnány středńı hodnoty hydrodynamických ztráty v kluzných ložiskách, přičemž
Pnom jsou ztráty v daném ložisku v konfiguraci pouzdro (360◦).
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6 Analýza kmitáńı sériově vyráběného rotoru

6.7 Doporučeńı vyplývaj́ıćı z provedených analýz

Podkapitola 6.3: nevyváženost oběžných kol ovlivňuje pr̊uběh subharmonických složek, nemá
ale zásadńı vliv na celkové amplitudy vibraćı. Rovněž vliv na hydrodynamické ztráty
v ložiskách je velmi malý. Naopak poměrná rychlost pouzder se může vlivem nevyváženosti
zvýšit až o polovinu.

V př́ıpadě navrhováńı nového turbodmychadla je vhodné analyzovat ohybové kmitáńı
rotoru pro př́ıpady čistě statické nevyváženosti a čistě dynamické nevyváženosti, protože
mezi těmito stavy jsou největš́ı rozd́ıly.

Podkapitola 6.4: Amplituda složky sub3 od nestability vněǰśıho filmu je př́ımo úměrná vněǰśı
v̊uli ložiska cr,o a výrazně méně záviśı na vnitřńı v̊uli ložiska cr,i, kde se s klesaj́ıćı v̊uĺı
zvyšuje. Amplituda složky sub2 od nestability vnitřńıho filmu záviśı na poměru v̊uĺı
cr,o/cr,i. Největš́ı hodnoty amplituda dosahuje když cr,o/cr,i → 1.

V ložisku, kde je dominantńı složka sub3, jsou hydrodynamické ztráty nepř́ımo úměrné
vnitřńı v̊uli cr,i, v ložisku s dominantńı složkou sub2 jsou nepř́ımo úměrné oběma v̊uĺım.
Existuj́ı r̊uzné rozměry v̊uĺı, při nichž jsou amplitudy kmitáńı stejné, ale hydrodynamické
ztráty r̊uzné. Z tohoto d̊uvodu by měly být hydrodynamické ztráty zahrnuty do ćılové
funkce při optimalizaci kmitáńı rotoru turbodmychadla.

Podkapitola 6.5: provedené výpočty naznačuj́ı, že pro účely simulováńı ohybového kmitáńı
rotoru turbodmychadla je plně dostačuj́ıćı modelovat laminárńı prouděńı oleje ma-
zaćımi otvory v plovoućıch pouzdrech pomoćı rovnosti pi = ps− 1

2 ρ
(
h2
p + 2 ri hp

)
ω2
p,

kde pi je hydrodynamický tlak na vnitřńı straně mazaćıho otvoru, ps je mazaćı tlak na
př́ıvodu oleje do vněǰśıho filmu, ωp je úhlová rychlost pouzdra a zbylé parametry jsou
vyznačeny na obr. 3.8. Vibrace rotoru i tlak pi určené s využit́ım přibližného vztahu jsou
velmi bĺızké tlaku určenému pomoćı komplexněǰśı rovnosti (3.78), která je až o 40 %
náročněǰśı z hlediska výpočtového času. Významněǰśı rozd́ıly v odezvě lze při použit́ı
přibližného modelu pozorovat až v př́ıpadech, kdy tlakové ztráty na př́ıtoku do vnitřńıho
filmu dosahuj́ı hodnot kolem 1 baru, respektive 20 % z hodnoty ps.

Podkapitola 6.6: bylo navrženo uložeńı rotoru turbodmychadla, d́ıky kterému se amplitudy
absolutńıch kmit̊u čepu hř́ıdele v turb́ınovém ložisku sńıž́ı o v́ıce než 40 % a v kom-
presorovém ložisku o v́ıce než 15 %. Zároveň dojde ke sńıžeńı hydrodynamických ztrát
v radiálńıch ložiskách o v́ıce než 10 %. Tato tvrzeńı plat́ı pro frekvenci otáčeńı rotoru
fr ≥ 1166,6̄ Hz. Při ńızkých frekvenćıch otáčeńı lze očekávat hydrodynamické ztráty a
amplitudy kmitáńı čepu v turb́ınovém ložisku mı́rně vyšš́ı.

V návrhu jsou představeny dva nové konstrukčńı prvky: obvodová drážka k rozváděńı
oleje ve vněǰśım filmu se nacháźı pouze na polovině obvodu ložiskové pánve ve směru
rotace pouzdra (obr. 6.16) a je schodovitě ukončena. Vnitřńı souvislá plocha plovoućıho
pouzdra je přerušena čtyřmi axiálńımi drážkami kruhového pr̊uřezu (obr. 6.17d), d́ıky
kterým jsou sńıženy třećı ztráty ve vnitřńım filmu.

Geometrické parametry konstrukčńıch úprav nejsou v této práci optimalizovány ani podro-
beny analýze citlivosti odezvy na výrobńıch nepřesnostech těchto úprav. Axiálńı drážky
jsou navrženy tak, aby je bylo možné vyrobit pomoćı protahovaćıho trnu. Přesnost ta-
kového výrobńıho postupu nelze očekávat v úrovni jednotek µm.
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7 Mě̌reńı ohybového kmitáńı rotoru

Vibrace ložiskových skř́ıńı turbodmychadel se obvykle měř́ı pouze při vyvažováńı rotoru (Šimek,
2008) a rotorové vibrace jsou měřeny v rámci vývojových a garančńıch zkoušek, jako je tes-
továńı životnosti turbodmychadla. Při těchto zkouškách se typicky měř́ı absolutńı vibrace
ložiskové skř́ıně a rotorové vibrace matice za kompresorovým kolem (Schweizer a Sievert, 2009).
V př́ıpadě, že je do turbodmychadlo poháněno studeným vzduchem, je možné měřit rotorové
vibrace také v referenčńı rovině umı́stěné v turb́ınové skř́ıni (San Andrés et al., 2007). Pro
měřeńı rotorových vibraćı se nejčastěji použ́ıvaj́ı sńımače na principu v́ı̌rivých proud̊u, protože
jsou odolné, teplotně stabilńı a maj́ı vysokou přesnost.

V této kapitole jsou popsány konstrukčńı úpravy umožňuj́ıćı měřit rotorové vibrace hř́ıdele
v bĺızkosti radiálńıch ložisek rotoru turbodmychadla, který je poháněn vzduchem s parametry
bĺızkými spalinám motoru. Dále je navržena metoda měřeńı otáček rotuj́ıćıch plovoućıch pouz-
der pomoćı levných indukčńıch sńımač̊u, publikovaná v Smoĺık et al. (2016).

V prostředńı části kapitoly je diskutován vliv montáže sńımač̊u v kompresorové skř́ıni a
jsou uvedeny podmı́nky, které mohou vést k destrukci rotoru zkušebńıho turbodmychadla.

V závěrečné části kapitoly jsou rozebrány výsledky zkoušek, jejichž ćılem bylo posoudit vliv
nevyváženosti rotoru na jeho odezvu a na otáčky plovoućıch pouzder a vliv teploty vzduchu
v turb́ıně na odezvu rotoru turbodmychadla. Dále byla řešena problematika porovnatelnosti
zkoušek provedených při konstantńıch otáčkách rotoru a při proměnných otáčkách rotoru.

7.1 Popis zkoušky

7.1.1 Popis zkušebńıho zǎŕızeńı

Zkouška byla provedena na modulárńım zkušebńım zař́ızeńı (obr. 7.1), ve kterém je možné
zkoušet turbodmychadla r̊uzných velikost́ı. Pohon turb́ıny zajǐst’uje plynový hořák (obr. 7.1b),
který dodává vzduch s ř́ızenou teplotou, tlakem a pr̊utočným množstv́ım. Rotor tak může být
poháněn vzduchem s parametry, které odpov́ıdaj́ı motorovým spalinám (tzv. horký vzduch),
ale také studeným stlačeným vzduchem. Podobně lze ř́ıdit pr̊utočné množstv́ı vzduchu, který
přicháźı do kompresorové skř́ıně. Obdobné zař́ızeńı použili např. Schweizer a Sievert (2009).

Mazaćı olej je do ložiskové skř́ıně zkušebńıho turbodmychadla přiveden z nádrže. Detail
př́ıvodńıho kanálu je na obr. 7.2. Teplota oleje v nádrži a pr̊utočné množstv́ı oleje, resp. mazaćı
tlak, jsou rovněž řiditelné. V rámci této zkoušky byl použit mazaćı olej s viskozitńım stupněm
SAE 10W-30, teplota oleje na př́ıvodu do skř́ıně udržována na hodnotě 90◦C a mazaćı tlak
na hodnotě 4,50 ·105 Pa. Posouzeńı vlivu mazaćıho tlaku na ohybové kmitáńı rotoru turbod-
mychadla bylo provedeno na jiném zkušebńım zař́ızeńı, než je zař́ızeńı popisované, a neńı v
textu dále rozeb́ıráno.

Rotory zkušebńıho turbodmychadla jsou mı́rně modifikovány oproti sériově vyráběným:
jejich kompresorová kola jsou jǐstěna duralovou měřićı matićı, která má větš́ı pr̊uměr než stan-
dardńı ocelová matice. Hmotnost duralové matice odpov́ıdá hmotnosti ocelová matice, jej́ı
pr̊uměr je ale větš́ı. Dı́ky tomu mohou být použity větš́ı a levněǰśı sńımače na principu v́ı̌rivých
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7 Měřeńı ohybového kmitáńı rotoru

Obrázek 7.1: Pohled do zkušebny na zkušebńı zař́ızeńı:
a) ložisková skř́ıň turbodmychadla,
b) plynový hořák s řiditelnými parametry vzduchu na výstupu,
c) odvod plynu z turb́ınové skř́ıně,
d) př́ıvod vzduchu s ř́ıditelným pr̊utočným množstv́ım do kompresorové skř́ıně,
e) odvod stlačeného vzduchu z kompresorové skř́ıně,
f) př́ıvod mazaćıho oleje s řiditelnou teplotou a tlakem do ložiskové skř́ıně,
g) odvod mazaćıho oleje z ložiskové skř́ıně.

Obrázek 7.2: Detail ložiskové skř́ıně:
a) akcelerometr,
b) př́ıvod oleje do skř́ıně,
c) indukčńı sńımače,
d) sńımače rotorových vibraćı.

Obrázek 7.3: Pohled do kompresorové skř́ıně:
a) sńımač rotorových vibraćı,
b) závitová d́ıra pro nevývažek,
c) otáčková sonda,
d) zlomená lopatka.
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7 Měřeńı ohybového kmitáńı rotoru

proud̊u. V rámci popisované zkoušky byly nav́ıc do měřićı matice vyvrtány dvě závitové d́ıry
ukázané na obr. 7.3, které sloužily k zakládáńı př́ıdavných nevývažk̊u. Daľśı dvě d́ıry byly vy-
vrtány i do kompresorového kola a čtyři do turb́ınového kola (obr. 7.4). Geometrie a hmotnostńı
parametry zkušebńıho rotoru jsou totožné s parametry specifikovanými na obr. 6.2 a v tab. 6.2.
Rotor turbodmychadla byl vyvážen standardńım postupem výrobce v následuj́ıćıch kroćıch:

i) Hř́ıdel s přivařeným turb́ınovým kolem byl pomaloběžně vyvážen ve dvou referenčńıch
rovinách na vyvažovačce s aerostatickými ložisky.

ii) Kompresorové kolo bylo nasazeno na trn a pomaloběžně vyváženo ve dvou referenčńıch
rovinách na vyvažovačce s aerostatickými ložisky.

iii) Sestavený rotor byl uložen do technologických skř́ıńı (uložeńı odpov́ıdá v provozńımu
uložeńı) a byl vysokootáčkově dovyvážen v jedné referenčńı rovině.

Zbytková statická nevyváženost rotoru, dále označená jako nominálńı nevyváženost, je nižš́ı
než 1,08·10−1 g mm a splňuje požadavky na stupeň jakosti vyvážeńı G 6,3 dle ČSN ISO 1940-1
(2005)1. Zbytkovou dvojicovou nevyváženost nelze vzhledem k vyvažovaćımu postupu určit.

7.1.2 Popis metody mě̌reńı rotorových vibraćı

Typicky se referenčńı rovina pro měřeńı relativńıch vibraćı rotoru turbodmychadla nacháźı
v kompresorové skř́ıni zhruba v polovině délky měřićı matice. Sńımače relativńıch vibraćı jsou
připevněny ke kompresorové skř́ıni a jejich hlavy se nacháźı ve vstupńım kanálu skř́ıně (obr. 7.3).
Teplota vzduchu ve vstupńım kanálu neńı výrazně vyšš́ı než teplota vzduchu na zkušebně a neńı
nutné použ́ıvat speciálńı teplotně odolné sńımače. Z měřeńı vibraćı v jedné referenčńı rovině
neńı možné zrekonstruovat tvar kmitu rotoru. Aby bylo možné zrekonstruovat ohybový tvar
kmitu rotoru a posoudit kmitáńı čepu hř́ıdele v radiálńıch ložiskách, bylo měřeńı rotorových
vibraćı realizováno celkem ve třech referenčńıch rovinách, jejichž poloha je ukázána na obr. 7.4.

Protože se zkoušené turbodmychadlo velikost́ı řad́ı na pomeźı malých a středně velkých
turbodmychadel, neńı mezi radiálńımi ložisky př́ılǐs prostoru. Standardńı ložisková skř́ıň nav́ıc

1V době prováděńı zkoušky byla tato norma ještě v platnosti, nyńı je nahrazena normou ČSN ISO 21940-11.
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Obrázek 7.4: Referenčńı roviny použité pro měřeńı relativńıch rotorových vibraćı, otáček rotoru
a otáček plovoućıch pouzder. Mezi směry X a Y je úhel 90◦.
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7 Měřeńı ohybového kmitáńı rotoru

Obrázek 7.5: Standardńı ložisková skř́ıň zkoušeného turbodmychadla a) a prototyp zkušebńı
skř́ıně b).

kv̊uli př́ıtomnosti žeber ukázaných na obr. 7.5a neumožňuje montáž sńımač̊u do libovolně zvo-
lené referenčńı roviny. Proto byl vyvinut prototyp zkušebńı skř́ıně ukázaný na obr. 7.5b.

Prototyp zkušebńı skř́ıně byl vyroben z válcových odlitk̊u. Délka prototypu je totožná
s délkou sériové skř́ıně, geometrie olejového labyrintu a axiálńıch i radiálńıch ložisek z̊ustala
zachována. Hmotnost prototypu je mı́rně vyšš́ı než hmotnost originálu. Válcový tvar prototypu
je výhodný v tom, že umožňuje situovat referenčńı roviny v podstatě libovolně, jediným limi-
tuj́ıćım faktorem je pr̊uměr závitových děr určených pro montáž sńımač̊u. Poloha závitových děr
je naznačena na obr. 7.5b, použité sńımače relativńıch rotorových vibraćı na principu v́ı̌rivých
proud̊u maj́ı pr̊uměr M3 a indukčńı sńımače, kterými byla měřena úhlová rychlost plovoućıch
pouzder, maj́ı pr̊uměr M4. Typová označeńı sńımač̊u jsou uvedena v tab. 7.1. Po montáži
sńımač̊u byly závitové d́ıry utěsněny, aby bylo zamezeno př́ıpadným unik̊um oleje.

Sńımače rotorových vibraćı byly orientovány v souladu s ČSN ISO 20816-1 (2017). Podélné
osy sńımač̊u jsou na sebe kolmé a jsou pootočené o 45◦ od svislé osy. Sńımače jsou označeny
X a Y , označeńı je zvoleno tak, že se rotor otáč́ı ve směru od X k Y , viz obr. 7.4. Otáčky
rotoru byly měřeny sondou standardu TTL umı́stěnou v kompresorové skř́ıni, viz obr. 7.3c,
která detekovala pr̊uchod lopatek oběžného kola kompresoru.

7.1.3 Mě̌reńı otáček rotuj́ıćıch plovoućıch pouzder

Úhlová rychlost rotuj́ıćıch plovoućıch pouzder se obvykle měř́ı sńımačem výchylky na principu
rotuj́ıćıch proud̊u, který detekuje procházeńı mazaćıho otvoru nebo jiného dostatečně hlubokého

Zař́ızeńı Typové označeńı Nominálńı citlivost

1× analyzátor signál̊u Oros OR36 –
1× vysokorychlostńı otáčková sonda – standard TTL
2× indukčńı sńımač OMRON µPROX E2E –
2× sńımač na principu v́ı̌rivých proud̊u Brüel & Kjaer SD-051 13,2 mV µm−1 (hlińık)
4× sńımač na principu v́ı̌rivých proud̊u µε eddyNCDT 3010 S05 20,0 mV µm−1 (ocel)
1× akcelerometr Brüel & Kjaer 4370V 98,0 pC g−1

Tabulka 7.1: Typové označeńı analyzátoru a seznam použitých sńımač̊u.
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Obrázek 7.6: Schéma indukčńıho sńımače.
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Obrázek 7.7: Schéma zkoušeného plovoućıho pouzdra.

prvku, který se nacháźı na vněǰśım povrchu pouzdra. Trippett a Li (1984) úspěšně měřili úhlovou
rychlost plovoućıch pouzder opatřených podélnou drážkou a také ukázali, že vliv drážky na
odezvu jimi zkoušeného rotoru je zanedbatelný. Jejich experiment byl nicméně prováděn za
odlǐsných podmı́nek: vstupńı teplota oleje byla oproti zde popisovanému testu třetinová (32 ◦C),
vstupńı tlak oleje zhruba polovičńı (2,76 baru) a nominálńı vněǰśı ložisková v̊ule 1,33× vyšš́ı.
San Andrés a Kerth (2004) měřili úhlovou rychlost plovoućıch pouzder optickými vlákny.

Výrobce zkušebńıho turbodmychadla nicméně metodu podélné drážky nepovolil v obavě,
aby nedošlo k narušeńı vněǰśıho olejového filmu. Kv̊uli hloubce obvodové mazaćı drážky, která
přesahovala měřićı rozsah běžně dostupných sńımač̊u pr̊uměru M3 i M5, nebylo možné sńımat
pr̊uchod mazaćıch otvor̊u pomoćı sńımač̊u výchylky. Ve spolupráci s výrobcem tedy byla vyvi-
nuta alternativńı metoda využ́ıvaj́ıćı pro měřeńı úhlové rychlosti pouzder indukčńı sńımače.

Indukčńı sńımače (obr. 7.6) jsou bezkontaktńı senzory, které jsou v pr̊umyslu využ́ıvány
k detekci přibĺıžeńı vodivých předmět̊u. Indukčńı sńımače se vzhledem k principu fungováńı
a odezvové charakteristice někdy nazývaj́ı indukčńı přeṕınače2, protože elektrické veličiny na
jejich výstupu nabývaj́ı pouze dvou hodnot. Indukčńı sńımače mohou být použity nejen k de-
tekci vodivých předmět̊u, ale jsou citlivé i na periodické změny magnetického pole před sńımaćı
hlavou. Výhodou indukčńıch sńımač̊u je jejich odolnost v̊uči nepř́ıznivým podmı́nkám: nevad́ı
jim prašné prostřed́ı, pracuj́ı v kapalinách a jsou odolné v̊uči elektromagnetickému rušeńı.

Představená aplikace využ́ıvá citlivost indukčńıch sńımač̊u na změny magnetického pole.
Hlavńı myšlenka spoč́ıvá v tom, že se plovoućı pouzdro osad́ı dvěma malými tyčovými magnety
umı́stěnými v podélně vyvrtaných otvorech, viz obr. 7.7. Jakmile se pouzdro začne otáčet, vy-
tvoř́ı se v ložisku rotuj́ıćı magnetické pole a vhodně zvolený sńımač – zde zálež́ı na parametrech
rezonančńıho obvodu ve sńımači a parametrech magnet̊u v pouzdře – bude mı́t na výstupu

2Anglicky inductive (proximity) switch.
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Obrázek 7.8: Naměřená odezva indukčńıho sńımače v rotuj́ıćım magnetickém poli a) a naměřená
poměrná rychlost plovoućıho pouzdra při velké nevývaze rotoru b).

dva pulzy za otáčku. Důležité je ale dodržet správnou orientaci magnetu. Pokud je magnet po-
otočený, může být odezva sńımače deformovaná, jak ukazuje obr. 7.8a. Před ostrým měřeńım
je tedy nutné zkontrolovat polaritu magnet̊u.

Dále je nutné zajistit, aby olejový film byl co njméně ovlivněn měřićım řetězcem. Sńımač
tedy muśı být do ložiskové skř́ıně namontován tak, aby jeho hlava nezasahovala do prostoru
ložiskové mezery. Otvor se sńımačem je vhodné vyplnit tepelně odolným epoxidem, aby bylo
zamezeno únik̊um oleje. Epoxid, který př́ıpadně zasahuje do ložiskové mezery, je třeba odstranit
obráběćım nástrojem.

Popsaná měřićı metoda je za určitých podmı́nek zat́ıžena významnou chybou měřeńı
(obr. 7.8b). Chyba měřeńı se projevovala pouze při provozu rotoru s velkou př́ıdavnou ne-
vyváženost́ı a nebyla opakovatelná – při většině běh̊u byla naměřená data v pořádku. Vzhle-
dem k neopakovatelnosti jevu se nepodařilo zjistit př́ıčinu vzniku chyby, je ale možné, že chyba
měřeńı souviśı s teplotou pracovńıho prostřed́ı sńımače, protože se neprojevovala při pohonu
turb́ıny studeným vzduchem, nebo s kmitáńım pouzdra.

7.1.4 Seznam zkoušených provozńıch stav̊u

V tab. 7.2 a 7.3 jsou seznamy zkoušených variant př́ıdavné nevyváženosti a provozńıch stav̊u,
při kterých bylo turbodmychadlo zkoušeno. Všechny provozńı stavy byly zkoušeny při všech
variantách př́ıdavné nevyváženosti.

7.2 Vliv sńımač̊u v kompresorové sǩŕıni na provoz turbodmychadla

Přestože byla zkouška navržena tak, aby měřićı řetězec ovlivňoval zkoušené turbodmychadlo
co nejméně, již během prvńı hodiny testováńı se zat́ıženým kompresorovým stupněm došlo
k havárii rotoru. Tentýž rotor prošel dvoudenńım testováńım s nezat́ıženým kompresorovým
stupněm a během tohoto testováńı se nevyskytly žádné problémy.
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K havárii došlo při provozu na cca. 140 000 ot/min při pohonu turb́ıny horkým vzduchem
a při nominálńıch hodnotách kompresńıho poměru a pr̊utoku vzduchu kompresorovým stupněm.
Havárie se projevila náhlým nár̊ustem vibraćı a hluku a zkušebńı zař́ızeńı bylo manuálně od-
staveno. Po demontáži skř́ıńı byla nalezena prasklá lopatka kompresorového kola (šlo o lopatku
bez otvoru pro zakládáńı př́ıdavných hmotnost́ı, viz obr. 7.3d). Dále bylo indikováno částečné
ojet́ı vnitřńıho povrchu kompresorové skř́ıně indikuj́ıćı kontakt mezi špičkami lopatek a skř́ıńı.

Varianta Př́ıdavné nevývažky Turb́ınové kolo Měřićı matice
∆Ut ∆Uc φ rt ∆mt,1 ∆mt,2 rc ∆mc,1 ∆mc,2

(g mm) (g mm) (◦) [mm] (g) (g) (mm) (g) (g)

1 — — — 5,0 — — 4,7 — —
2 0,21 — — 5,0 0,291 0,248 4,7 — —
3 — 0,20 — 5,0 — — 4,7 0,292 0,249
4 — 0,57 — 5,0 — — 4,7 0,127 0,249
5 0,21 0,20 135 5,0 0,291 0,248 4,7 0,249 0,292
6 0,21 0,20 315 5,0 0,291 0,248 4,7 0,292 0,249
7 0,21 0,57 135 5,0 0,291 0,248 4,7 0,127 0,249
8 0,21 0,57 315 5,0 0,291 0,248 4,7 0,249 0,127

Tabulka 7.2: Seznam zkoušených variant př́ıdavné nevyváženosti. φ je fázový úhel mezi vektory
př́ıdavné nevyváženosti ∆ut a ∆uc, jehož orientace je patrná z obr. 7.9b. Geometrické
a hmotnostńı parametry rt, rc a ∆mt,i, ∆mc,i jsou definovány na obr. 7.9a.

Typ provozu Opakováńı / délka Provozńı otáčky Pr̊utok komp. Vzduch do
(1000 · ot min−1) (kg s−1) turb́ıny

rozběh + doběh 3× 105 – 160∗ – 105 nekonstantńı teplý
ustálený stav 30 s 120 0,11 teplý
ustálený stav 30 s 140 0,13 teplý

rozběh + doběh 3× 60 – 145∗ – 60 nekonstantńı studený
ustálený stav 30 s 90 0,08 studený
ustálený stav 30 s 120 0,11 studený
ustálený stav 30 s 140 0,13 studený
∗ Pro varianty celkové nevývahy 6 – 8 z tab. 7.2 byly maximálńı otáčky pouze 140 000 ot/min.

Tabulka 7.3: Seznam testovaných provozńıch stav̊u. Pr̊utok kompresorem je přibližný.
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Obrázek 7.9: Umı́stěńı př́ıdavných hmotnost́ı a) a orientace vektor̊u př́ıdavné nevyváženosti b).
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Na kluzných plochách ložisek nebyly nalezeny žádné indikace, takže závada ložisek, např.
zadřeńı, bylo vyloučeno. Před pokračováńım zkoušky byly nicméně vyměněny rotor i plovoućı
pouzdra. Havárie se ale záhy opakovala. Následky byly v tomto př́ıpadě vážněǰśı: dvě lopatky
praskly, bylo indikováno obvodové ojet́ı kompresorové skř́ıně a nav́ıc došlo ke zničeńı obou
sńımač̊u relativńıch vibraćı umı́stěných v kompresorové skř́ıni. Kluzné plochy ložisek byly opět
bez stop jakéhokoliv poškozeńı.

Havárie byla pravděpodobně zp̊usobena sńımači rotorových vibraćı umı́stěnými v kom-
presorové skř́ıni. Tyto sńımače narušily tlakové pole na vstupu do kompresorového stupně a
jejich malá vzdálenost od náběžných hran lopatek kompresorového kola neumožnila stabilizaci
tlakového pole. Při určitých zátěžných stavech byla nerovnoměrnost pole natolik závažná, že
došlo k formaci oblast́ı zpětného prouděńı a rozkmitáńı lopatek nebo celého kola, které mělo
fatálńı následky. Přesný mechanismus vzniku havárie je nicméně neznámý a pro lepš́ı pochopeńı
jevu by bylo třeba provést detailńı CFD analýzu.

Nestabilńı jevy, ke kterým docháźı, pokud v kompresorovém stupni vznikne oblast se
zpětným prouděńım, popisuje Sorokes et al. (2014). Popisovaný jev se nazývá přetažeńı3 a ob-
vykle se projevuje zvýšenými vibracemi v subharmonické oblasti, tlakovými pulzacemi v pro-
storu kompresorové skř́ıně a sńıžeńım kompresńıho poměru kompresorového stupně. V zásadě
existuj́ı dva typy přetažeńı:

Stacionárńı p̌retažeńı: oblast zpětného prouděńı je lokalizovaná, nehybná.

Rotuj́ıćı p̌retažeńı: oblast zpětného prouděńı se pohybuje relativně v̊uči kompresorové skř́ıni;
typicky v obvodovém směru

Sorokes et al. (2014) dále uvád́ı podmı́nky, které přisṕıvaj́ı ke vzniku oblasti zpětného prouděńı:

� prouděńı v kavitách obklopuj́ıćıch rotuj́ıćı oběžné kolo,

� excentricita rotoru, která zp̊usobuje, že v̊ule mezi rotorem a skř́ıńı je po obvodu proměnná
a tedy i rychlost prouděńı je po obvodu proměnná,

� nerovnoměrné vstupńı tlakové pole zp̊usobené mj. tvarem vstupńıho kanálu, konstrukčńımi
prvky na stěnách vstupńıho kanálu nebo spojeńım vstupńıho proudu z d́ılč́ıch proud̊u.

Podmı́nky vedoućı k popsané havárii je poměrně obt́ıžné diagnostikovat za provozu i kv̊uli
tomu, že po havárii nebyly měřeny vibrace matice a chyb́ı tedy záznam nominálńıho stavu.
Následuj́ıćı tvrzeńı se tedy týkaj́ı předevš́ım odezvy v referenčńı rovině u radiálńıho ložiska na
straně kompresoru.

Bezprostředně před haváríı došlo k nár̊ustu amplitud subharmonických složek. Obdobně
se ale projevuje i odezva na zvýšenou nevyváženost kompresorového kola, což je ukázáno na
obr. 7.10a a 7.10b. Amplitudy a frekvence subharmonických složek jsou v př́ıpadě odezvy před
haváríı velmi podobné amplitudám a frekvenćım při provozu s nevyváženým kompresorovým
kolem a oba uvedené stavy se lǐśı od odezvy na nominálńı nevyváženost.

V př́ıpadě, že je analyzován časově-frekvenčńı záznam odezvy, je situace jiná. Na obr. 7.10c
– 7.10e je zobrazena závislost odezvy ve frekvenčńı oblasti na frekvenci otáčeńı rotoru fr.
Z obr. 7.10c je patrné, že bezprostředně před haváríı se po překročeńı fr = 2000 Hz měnil
pr̊uběh subharmonických složek. V př́ıpadě odezvy na nominálńı nevývahu (obr. 7.10d) i odezvy
na př́ıdavnou nevyváženost kompresorového kola ∆Uc = 0,20 g mm (obr. 7.10e) se pr̊uběh

3Anglicky stall.
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subharmonických složek v okoĺı fr = 2000 Hz neměńı. Bezprostředně před haváríı nedocháźı
ke skokové změně frekvence subharmonické složky sub3. Frekvence se měńı spojitě a kolem
fr = 2450 Hz se dokonce mı́rně snižuje. Ve zbývaj́ıćıch dvou docháźı ke skokovým změnám při
fr = 2150 Hz (obr. 7.10d) a fr ≈ 1900 Hz (obr. 7.10e).

Z obr. 7.10f a 7.10g vyplývá, že bezprostředně před haváríı se v odezvě měřićı matice
(a zřejmě také kompresorového kola) projevuje nová subharmonická složka a nav́ıc se rozv́ıj́ı
kmitáńı o frekvenćıch přes 7 kHz, které může souviset s vibracemi lopatek oběžného kola.
Zmı́něná nová složka se neprojevuje v odezvě čepu hř́ıdele u kompresorového ložiska.

Obrázek 7.10: Porovnáńı rozkmitu čepu hř́ıdele ve směru X u turb́ınového a) a kompresorového
ložiska b) při r̊uzných provozńıch stavech. V částech c) až e) je zobrazen časově-
frekvenčńı záznam odezvy čepu hř́ıdele u kompresorového ložiska při r̊uzných pro-
vozńıch stavech a v částech f) a g) jsou ukázány časově-frekvenčńı záznamy odezvy
čepu hř́ıdele u kompresorového ložiska a odezvy měřićı matice.
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7.3 Výsledky zkoušky

Předložené výsledky zkoušky byly źıskány po demontáži sńımač̊u rotorových vibraćı z prostoru
kompresorové skř́ıně.

7.3.1 Poměrná rychlost rotuj́ıćıch plovoućıch pouzder

Závislosti poměrné rychlosti rotuj́ıćıch plovoućıch pouzder na frekvenci otáčeńı rotoru jsou
vykreslené na obr. 7.11. Jedná se o lineárńı pr̊uměry z realizovaných rozběh̊u rotoru turbod-
mychadla. Data zat́ıžená chybou měřeńı ukázanou na obr. 7.8b nejsou do výsledk̊u zahrnuta.

Poměrná rychlost plovoućıho pouzdra v turb́ınovém ložisku je silně závislá na statické
nevyváženosti rotoru. Poměrná rychlost pouzdra v kompresorovém ložisku je ovlivněna ne-
vyváženost́ı málo, výjimkou je odezva na největš́ı př́ıdavnou nevyváženost (∆Ut = 0,21 g mm,
∆Uc = 0,57 g mm, φ = 315◦). Při některých variantách nevyváženosti docháźı k téměř sko-
kovému sńıžeńı poměrné rychlosti pouzdra v turb́ınovém ložisku. Tento děj ale neńı př́ımo
závislý na statické ani dvojicové nevyváženosti. Lze tvrdit, že poměrné rychlosti pouzder
v obou ložiskách jsou citlivé na celkovou statickou nevyváženost rotoru turbodmychadla, pouz-
dro v turb́ınovém ložisku s rostoućı nevyváženost́ı zpomaluje a je citlivěǰśı na nevyváženost
turb́ınového kola, naopak pouzdro v kompresorovém ložisku s rostoućı nevyváženost́ı zrychluje.

Citlivost poměrných rychlost́ı pouzder na teplotu vzduchu vstupuj́ıćıho do turb́ınové
skř́ıně je velmi malý. Pozorováńı je nicméně limitováno vlastnostmi zkušebńıho zař́ızeńı a ply-
nového hořáku. Rotor totiž mohl být poháněn studeným vzduchem pouze do frekvence otáčeńı
fr ≈ 2400 Hz a naopak nejnižš́ı konstantńı frekvence otáčeńı rotoru při pohonu teplým vzdu-
chem je fr ≈ 1800 Hz. Interval, na kterém lze naměřené hodnoty poměrných rychlost́ı porovnat,
je poměrně úzký. Lze předpokládat, že při nižš́ıch frekvenćıch otáčeńı, na kterých jsou nižš́ı hyd-
rodynamické ztráty a teplota olejového filmu v́ıce záviśı na teplotách hř́ıdele a ložiskové skř́ıně,
budou výsledky rozd́ılněǰśı.

Předložené výsledky dokazuj́ı, že nelineárńı model, který navrhli Trippett a Li (1984) a
který je odvozen pro př́ıpad, že pouzdro je koncentrické s ložiskovou pánv́ı, nedokáže predi-
kovat poměrnou rychlost pouzder v př́ıpadech, kdy je rotor turbodmychadla špatně vyvážen.
Předložené výsledky také pravděpodobně vysvětluj́ı rozd́ıly mezi experimentálńımi a teore-
tickými daty, ke kterým docházelo při vysokých otáčkách čepu hř́ıdele a které Trippett a Li
(1984) pozorovali.

7.3.2 Relativńı rotorové vibrace

Relativńı rotorové vibrace jsou posouzeny ve frekvenčńı oblasti. K tomu je využit FFT ana-
lyzátor s vlastnostmi definovanými v tab. 7.4. Vzhledem k celkovému rozsahu zkoušky jsou
prezentovány pouze vybrané výsledky. Předložené výsledky měřeńı relativńıch rotorových vib-
raćı byly źıskány po odstraněńı sńımač̊u z prostoru kompresorové skř́ıně.

Na obr. 7.12 jsou vykresleny trajektorie čepu hř́ıdele v referenčńıch rovinách u turb́ınového
a kompresorového ložiska naměřená během ustáleného provozu při frekvenci otáčeńı rotoru
fr = 2000 Hz. Délka záznamu každé trajektorie je 10 otočeńı čepu hř́ıdele, tedy cca 5 ms.
Trajektorie jsou závislé na velikosti založených př́ıdavných nevývažk̊u. Velikost smyček tra-
jektorie, které jsou zp̊usobeny otáčkovou složkou odezvy, je závislá na statické nevyváženosti
rotoru, zat́ımco pr̊uměr trajektoríı, daný amplitudou subharmonické složky s nejnižš́ı frekvenćı,
nejev́ı jednoznačnou závislost na statické ani dvojicové nevyváženosti rotoru. Teplota vzduchu
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Obrázek 7.11: Poměrné rychlosti plovoućıch pouzder naměřené při všech zkoušených rozběźıch.
Velikost nevývažk̊u je specifikována v tab. 7.2.
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7 Měřeńı ohybového kmitáńı rotoru

Parametr Přechodové stavy Ustálený provoz

vzorkovaćı frekvence (kHz) 102,4 102,4
mezńı frekvence hornopropustného filtru (Hz) 50 50
maximálńı frekvence (kHz) 5 20
počet spektrálńıch čar (-) 801 12801
spektrálńı rozlǐseńı (Hz) 6,25 1,5625
délka měřićıho okna (ms) 160 640
váhová funkce měřićıho okna Hann Hann
překryt́ı oken (%) 95 75
počet oken pro pr̊uměrováńı (-) 3 60

Tabulka 7.4: Nastaveńı FFT analyzátoru použitého při měřeńı relativńıch rotorových vibraćı.

vstupuj́ıćıho do turb́ıny se významněji projevuje pouze při nominálńı nevyváženosti a největš́ı
zkoušené př́ıdavné nevyváženosti. Podobně jako v př́ıpadě měřeńı poměrné rychlosti pouzder lze
předpokládat, že při nižš́ıch frekvenćıch otáčeńı, na kterých jsou nižš́ı hydrodynamické ztráty
a vlastnosti olejového filmu v́ıce záviśı na teplotách hř́ıdele a ložiskové skř́ıně, budou výsledky
rozd́ılněǰśı.

Na obr. 7.13 je srovnána odezva čepu hř́ıdele v referenčńı rovině u turb́ınového ložiska
naměřená během ustáleného provozu při frekvenci otáčeńı fr = 2000 Hz s odezvou čepu hř́ıdele,
která byla zaznamenána ve chv́ıli, kdy rotor dosáhl frekvence otáčeńı fr = 2000 Hz. Při
ustáleném provozu jsou vybuzeny stejné složky odezvy jako při rozběźıch. Jednotlivé složky
si odpov́ıdaj́ı frekvenčně i poměrem amplitud. Při porovnáńı amplitud složek źıskaných při
rozběhu s amplitudami složek naměřených při ustáleném provozu lze konstatovat, že amplitudy
źıskané při rozběhu jsou vyšš́ı. Část pozorovatelného rozd́ılu může být nicméně zp̊usobena nasta-
veńım FFT analyzátoru, který má v př́ıpadě analýzy rozběh̊u výrazně nižš́ı frekvenčńı rozlǐseńı.
To znamená, že na každé spektrálńı čáře je soustředěna energie z větš́ıho frekvenčńıho inter-
valu. Měřeńı nicméně potvrzuje, že výsledky analýzy turbodmychadla při ustáleném provozu
jsou porovnatelné s výsledky simulace rozběh̊u.

Na obr. 7.14 a 7.15 jsou ukázány časově-frekvenčńı záznamy rozběh̊u při pohonu studeným
vzduchem. Jde o odezvy čepu hř́ıdele ve směru X v referenčńıch rovinách u turb́ınového i
kompresorového ložiska.

Na obr. 7.14a a obr. 7.14b jsou patrné skokové změny subharmonických složek, které jsou
popsané v předchoźı kapitole a které experimentálně pozorovali také Schweizer a Sievert (2009).
K prvńı změně docháźı při fr = 1350 Hz, kdy náhle vymiźı subharmonická složka sub1 o frek-
venci přibližně 550 Hz. Tato složka je zapř́ıčiněna nestabilitou vnitřńıho olejového filmu. Po
překročeńı fr = 1350 Hz je dominantńı složkou odezvy čepu hř́ıdele u turb́ınového ložiska sub-
harmonická složka sub3. Tato složka je na kompresorové straně málo významná a dominantńı
je otáčková složka vibraćı. V obou referenčńıch rovinách je zároveň výrazná složka o frekvenci
1X−2 sub3, kde 1X je otáčková složka odezvy. Druhá skoková změna nastává při frekvenci
otáčeńı fr = 2320 Hz, kdy dojde k frekvenčńımi posunu subharmonické složky sub3, což je
pravděpodobně projevem synchronizace frekvence subharmonické složky sub3 s hydrodynamic-
kou rychlost́ı vnitřńıho filmu (Schweizer, 2009).

Z daľśıch diagramů je patrné, že při rozvážeńı rotoru se frekvence otáčeńı, při nichž docháźı
ke skokovým změnám odezvy, snižuj́ı a v některých př́ıpadech, např. obr. 7.14e, 7.14g a 7.15e
se projevuje daľśı skoková změna frekvence subharmonické složky sub3.
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7 Měřeńı ohybového kmitáńı rotoru

Se zvyšuj́ıćı se statickou nevyváženost́ı rotoru se zvyšuje frekvenčńı posun složek při sko-
kových změnách odezvy. V př́ıpadě varianty nevyváženosti 8 se subharmonická složka sub3
změńı téměř o 100 Hz. Nevyváženost rotoru má rovněž vliv na výskyt postranńıch frekvenćı,
které popisuje Nguyen-Schäfer (2012). Tyto rozd́ıly jsou patrné předevš́ım při porovnáńı graf̊u
z obr. 7.15e a 7.15f.
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Obrázek 7.12: Trajektorie čepu hř́ıdele v referenčńıch rovinách mezi ložisky při provozu na kon-
stantńıch frekvenci otáčeńı fr = 2000 Hz a pohonu teplým (červeně) i studeným
vzduchem (modře). Velikost nevývažk̊u je specifikována v tab. 7.2.
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Obrázek 7.13: Porovnáńı odezvy čepu hř́ıdele u turb́ınového ložiska během ustáleném provozu při
frekvenci otáčeńı fr = 2000 Hz a při rozběhu. Velikost nevývažk̊u je specifikována
v tab. 7.2.
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7 Měřeńı ohybového kmitáńı rotoru

Obrázek 7.14: Porovnáńı odezvy čepu hř́ıdele u turb́ınového i kompresorového ložiska při r̊uzných
nevyváženostech rotoru. Pohon rotoru turbodmychadla je realizován studeným
vzduchem. Velikost nevývažk̊u je specifikována v tab. 7.2.
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7 Měřeńı ohybového kmitáńı rotoru

Obrázek 7.15: Porovnáńı odezvy čepu hř́ıdele u turb́ınového i kompresorového ložiska při r̊uzných
nevyváženostech rotoru. Pohon rotoru turbodmychadla je realizován studeným
vzduchem. Velikost nevývažk̊u je specifikována v tab. 7.2.
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8 Závěr

Tato práce je věnována výzkumu v oblasti dynamiky rotor̊u turbodmychadel. V následuj́ıćıch
odstavćıch jsou shrnuty výsledky souvisej́ıćı s jednotlivými ćıli definovanými v podkapitole 1.4.

Návrh metodiky modelováńı rotor̊u turbodmychadel

V kapitole 2 jsou odvozeny koeficientové matice hř́ıdelových prvk̊u a oběžných kol, které autor
využ́ıvá ve vlastńım softwaru (viz Smoĺık (2013)). V kapitole 3 je odvozena Reynoldsova rovnice
popisuj́ıćı rozložeńı hydrodynamického tlaku v radiálńıch ložiskách a jsou diskutovány jevy, ke
kterým může doj́ıt v ložiskách turbodmychadel. Jde o kavitaci a dále zahrnut́ı setrvačných sil
v olejovém filmu a drsnosti kluzných povrch̊u.

Je odvozeno několik vztah̊u, které nejsou součást́ı citované literatury. Jde o odvozeńı:

� aerodynamických sil v turb́ınovém stupni jako funkce výkonu tohoto stupně (2.49),

� aerodynamických sil v kompresorovém stupni jako funkce kompresńıho poměru
tohoto stupně (2.55),

� modelu laminárńıho prouděńı oleje mazaćım otvorem v plovoućım pouzdru
v odd́ıle 3.5.1.

Model prouděńı oleje je testován v podkapitole 6.5. Zde je ukázáno, že pro účely simulováńı
ohybového kmitáńı rotoru turbodmychadla je plně dostačuj́ıćı laminárńı prouděńı oleje
mazaćımi otvory popsat rovnost́ı pi = ps − 1

2 ρ
(
h2
p + 2 ri hp

)
ω2
p, kde pi je hydrodynamický

tlak na vnitřńı straně mazaćıho otvoru, ps je mazaćı tlak na př́ıvodu oleje do vněǰśıho filmu,
ωp je úhlová rychlost pouzdra a zbylé parametry jsou vyznačeny na obr. 3.8. Použit́ı uvedené
rovnosti nemá v podstatě žádný vliv na simulovanou odezvu, ale je až o 40 % méně výpočetně
náročné při porovnáńı s komplexněǰśım modelem (3.78).

Implementace výpočtového modelu

V kapitole 4 je popsáno řešeńı Reynoldsovy rovnice pomoćı metody konečných diferenćı. Pro
generováńı výpočtových śıt́ı na kluzných plochách s mazaćımi drážkami byl vyvinut program
jourmesh, který lze nalézt v Př́ıloze A.

V podkapitole 5.3 byl hodnocen vliv použitého modelu hydrodynamických sil na výsledky
simulace ohybového kmitáńı rotoru. Byl porovnán model využ́ıvaj́ıćı numerické řešeńı Rey-
noldsovy rovnice s modely postavenými na aproximativńıch analytických řešeńıch platných pro
krátká ložiska. Aproximativńı modely nelze doporučit pro přesné simulace, mohou ale naj́ıt
uplatněńı v optimalizačńıch úlohách d́ıky ńızkým nárok̊um na výpočtový čas (obr. 5.9b).

Dynamická analýza turbodmychadla

Při formulaci úlohy dynamické analýzy rotoru turbodmychadla byly představeny postupy sta-
noveńı provozńıch v̊uĺı radiálńıch ložisek (podkapitola 3.6) a pro respektováńı zvýšené ohybové
tuhosti hř́ıdele po nasazeńı kompresorového kola (odd́ıl 2.1.2).
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8 Závěr

Analýza výsledk̊u simulace je provedena v souladu s podkapitolami 5.1 a 5.2. Pro hodno-
ceńı odezvy ve frekvenčńı oblasti byl vyvinut program autofft, který je veřejně dostupný na
MATLAB Central File Exchange (Smoĺık, 2018). Při hodnoceńı odezvy v časové oblasti bylo
přihlédnuto k faktu, že odezvové parametry nelineárńıho systému nejsou konstantńı, ale jde
o procesy. Při hodnoceńı úhlové rychlosti plovoućıch pouzder a hydrodynamických ztrát jsou
použity středńı hodnoty př́ıslušných proces̊u a konfidenčńı intervaly (viz podkapitola 6.3).

Dále byla v odd́ıle 4.3.2 představena metoda odhadu tuhosti ložiska na základě analýzy
časové odezvy. Tato metoda je nicméně použitelná pouze pro stabilńı ložiska a nelze ji aplikovat
na ložiska s rozvinutou nestabilitou olejového filmu.

Vliv vybraných parametr̊u na ohybové kmitáńı rotor̊u turbodmychadla

Byl posouzen vliv nevyváženosti a ložiskových v̊uĺı na ohybové kmitáńı rotoru, hydrodynamické
ztráty v ložiskách a úhlové rychlosti plovoućıch pouzder. Z výsledku simulaćı vyplývá:

� Statická nevyváženost rotoru může zp̊usobit skokové změny subharmonických složek
odezvy a ovlivňuje také úhlovou rychlost plovoućıch pouzder.

� Ložiskové v̊ule určuj́ı charakter odezvy. Stabilita vněǰśıho filmu záviśı předevš́ım na
vněǰśı v̊uli ložiska cr,o, zat́ımco stabilita vnitřńıho filmu je určená poměrem v̊uĺı cr,o/cr,i.

� Hydrodynamické ztráty záviśı na nevyváženosti jen málo. Závislost na v̊uĺıch se
lǐśı podle toho, kterými subharmonickými složkami kmitá čep hř́ıdele v posuzovaném
ložisku. Obecně lze tvrdit, že výrazně nižš́ı v̊ule zapř́ıčińı vyšš́ı ztráty. Existuj́ı ale r̊uzné
rozměry v̊uĺı, při nichž jsou amplitudy kmitáńı stejné, ale ztráty se lǐśı.

Mě̌reńı ohybového kmitáńı rotoru turbodmychadla

V kapitole 7 je popsán postup výroby zkušebńı ložiskové skř́ıně, která umožňuje montáž sńımač̊u
výchylky do referenčńıch rovin u radiálńıch ložisek. Typicky se rotorové vibrace během zkoušek
měř́ı pouze na převislém konci za oběžným kolem kompresoru. Sńımače v této konfiguraci
zasahuj́ı do vstupńıho kanálu kompresoru a narušuj́ı rovnoměrnost vstupńıho tlakového pole.
Pokud jsou sńımače př́ılǐs bĺızko lopatek oběžného kola, může nerovnoměrnost tlakového pole
zp̊usobit přetažeńı kompresoru a v nejhorš́ım př́ıpadě i rubbing lopatek a kompresorové skř́ıně.

Dále je představena metoda měřeńı úhlové rychlosti plovoućıch pouzder založená na
sńımáńı pr̊uchodu magnetu, který je připevněn k pouzdru, pomoćı indukčńıho sńımače. Měřeńı
touto metodou je za extrémńıch podmı́nek méně přesné než sńımáńı pr̊uchodu drážek či otvor̊u
v pouzdru sńımačem výchylky na principu v́ı̌rivých proud̊u. Nespornou výhodou je ale cena
použitého řešeńı, která je asi desetkrát nižš́ı v porovnáńı s výše uvedenou metodou.

Na základě prezentovaných výsledk̊u zkoušky lze formulovat následuj́ıćı tvrzeńı:

� Přestože radiálńı ložiska děĺı velmi malá vzdálenost (zde ∼ 30 mm), v každém se mohou
projevit jiné složky odezvy.

� Při naj́ıžděńı rotoru se složky odezvy projevuj́ı na stejných frekvenćıch a se srovnatelnými
amplitudami jako při ustáleném provozu na konstantńıch otáčkách.

� Statická nevyváženost rotoru ovlivňuje úhlovou rychlost plovoućıch pouzder a frekvence
otáčeńı, při kterých docháźı ke skokovým změnám odezvy rotoru. S rostoućı nevyváženost́ı
jsou skokové změny významněǰśı, což potvrzuje výsledky simulaćı.
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8 Závěr

Obrázek 8.1: Porovnáńı teoretické a), b) a naměřené odezvy c), d).

� Turb́ınu lze pohánět teplým, nebo studeným vzduchem. Při vysokých otáčkách rotoru
(v́ıce než 80 % nominálńıch otáček) jsou odezva rotoru i úhlové rychlosti plovoućıch pouz-
der srovnatelné pro oba typy pohonu.

� Simulovaná a měřená odezva jsou velmi podobné, viz obr. 8.1.

Doporučeńı pro zlepšeńı dynamického chováńı rotor̊u turbodmychadel

Největš́ım př́ınosem této práce je návrh stabilńıho a efektivńıho radiálńıho ložiska s plovoućım
pouzdrem (podkapitola 6.6). Bylo zjǐstěno, že umı́stěńı obvodové mazaćı drážky ve vněǰśım
filmu má zásadńı vliv na odezvu rotoru:

Obvodová drážka na povrchu pouzdra (obr. 8.2a) zhoršuje stabilitu vněǰśıho filmu.

Obvodová drážka na povrchu ložiskové pánve (obr. 8.2b)zajǐst’uje, že vněǰśı film ztrat́ı stabi-
litu při vyšš́ı frekvence otáčeńı rotoru než v př́ıpadě konfigurace (obr. 8.2a).

a) b) c) d) e)

Obrázek 8.2: Testované konfigurace geometrie radiálńıho ložiska.
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Obrázek 8.3: Porovnáńı čerpáńı v̊uĺı a) (jde pr̊uměr z maximálńıch hodnot) a porovnáńı celkových
hydrodynamických ztrát b), kde Pnom jsou ztráty v konfiguraci z obr. 8.2a.

V konfiguraci s hladkými povrchy (obr. 8.2c) se nestabilita rozv́ıj́ı pouze ve vnitřńım filmu.

Částečná drážka na povrchu ložiskové pánve (obr. 8.2d) zajǐst’uje stabilitu vněǰśıho filmu a
akceptovatelné projevy nestability vnitřńıho filmu.

Pokud je nav́ıc vnitřńı povrch pouzdra opatřen podélnými drážkami kruhového pr̊uřezu
(obr. 8.2e), dojde ke sńıžeńı hydrodynamických třećıch ztrát v tomto filmu a nav́ıc může být
př́ıznivě ovlivněna stabilita vnitřńıho i vněǰśıho filmu, což je ukázáno na obr. 8.3.

8.1 Doporučeńı pro daľśı směry výzkumu

Problematiku popsanou v této práci lze dále rozv́ıjet. Mezi nejd̊uležitěǰśı směry patř́ı:

� Formulace optimalizačńı úlohy designu radiálńıho ložiska s plovoućım pouzdrem zaměřená
na optimalizaci tvaru drážek ve vnitřńı ložiskové mezeře.

� Rozš́ı̌reńı modelu autor̊u Trippett a Li (1984) pro odhad provozńıch v̊uĺı a efektivńıch
teplot olejových filmů o kmitáńı čepu hř́ıdele a pouzdra.

� Zpřesněńı modelu aerodynamických sil, kosimulace prouděńı vzduchu turb́ınovým a kom-
presorovým stupněm a ohybového kmitáńı rotoru, př́ıp. kmitáńı lopatek oběžných kol.

� Posouzeńı vlivu axiálńıho ložiska na ohybové kmitáńı rotoru.

� Implementace modelu turbulentńıho prouděńı oleje mazaćımi otvory plovoućıho pouzdra.

8.2 Hlavńı p̌ŕınosy práce

Hlavńı př́ınosy práce lze shrnout do následuj́ıćıch bod̊u:

� Byla navrženo konstrukčńı řešeńı kluzného ložiska s plovoućımi pouzdry, jehož použit́ı te-
oreticky povede ke sńıžeńı amplitudy absolutńıch kmit̊u čepu hř́ıdele v turb́ınovém ložisku
o v́ıce než 40 % a v kompresorovém ložisku o v́ıce než 15 %. Zároveň dojde ke sńıžeńı
hydrodynamických ztrát v ložiskách o v́ıce než 10 %.

� Byl navržen efektivńı model laminárńıho prouděńı oleje mazaćımi otvory v plo-
voućıch pouzdrech.

� Byla představena metoda pro odhad provozńıch v̊uĺı radiálńıch ložisek.

� Teoretické výsledky byly experimentálně verifikovány.
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ČSN ISO 20816-1, 2017. Vibrace - Měřeńı a hodnoceńı vibraćı stroj̊u - Část 1: Obecné pokyny.
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80-7043-715-5.

ELGER, D. F, B. A. LEBRET, C. T. CROWE a J. A. ROBERTSON, 2016. Engineering Fluid
Mechanics. 11th Ed. Singapore: John Wiley. ISBN 978-1119249221.

ELING, R., R. van OSTAYEN a D. RIXEN, 2015. Multilobe floating ring bearings for automo-
tive turbochargers. In: Proceedings of the 9th IFToMM International Conference on Rotor
Dynamics. Cham: Springer, s. 821–833. Mechanisms and Machine Science, vol. 21. ISBN
978-3-319-06589-2.

EUROPEAN COMISSION, 2018. Reducing CO2 emissions from passenger cars [online]. [cit.
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112102015/

HIRS, G. G., 1974. A Systematic Study of Turbulent Film Flow. J Lubr Technol. 96, 118–126.

CHANDRAWAT, H. N. a R. SINHASAN, 1987. Nonlinear effects in a plain journal bearing:
Part 1 – analytical study. Wear. 119(1), 77-–87.

CHASALEVRIS, A., 2016. An investigation on the dynamics of high-speed systems using non-
linear analytical floating ring bearing models. Int J Rot Mach. 2016, 1–22.

CHEN, CH.-H. a CH.-K. CHEN, 1989. The influence of fluid inertia on the operating charac-
teristics of finite journal bearings. Wear. 131(2), 229–240.

JANICKI, G., A. PEZOUVANIS, B. MASON a M. K. EBRAHIMI, 2014. Turbine blade vib-
ration measurement methods for turbochargers. Am J Sensor Techn. textbf2(2): 13-19.
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Dostupné z: http://www.techlab.cz/cs/loziska.html

TIAN, L., W. J. WANG a Z. J. PENG, 2011. Dynamic behaviours of a full floating ring bearing
supported turbocharger rotor with engine excitation. J Sound Vib. 330: 4851-4874.

TIAN, L., W. J. WANG a Z. J. PENG, 2012. Effects of bearing outer clearance on the dynamic
behaviours of the full floating ring bearing supported turbocharger rotor. Mech Syst Signal
Pr. 31, 155–175.

TIAN, L., Y. LU, J. M. RAMAMOORTHY, M. WAKELIN a C. LANCASTER, 2018. Stability
optimisation of turbocharger rotor-floating ring bearing system: a combination of linear and
nonlinear approaches. In: Proceedings of the 13th International Conference on Turbochargers
and Turbocharging. London: Institution of Mechanical Engineers

TOWER, B., 1883. First Report on Friction Experiments. P I Mech Eng. 34: 632-659.

TRIPPETT, R. J. a D. F. LI, 1984. High-speed floating-ring bearing test and analysis. ASLE
Trans. 27(1), 73–81.
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rings [cit. 2018-07-18]. Dostupné z: https://www.waukbearing.com/

WIKIMEDIA FOUNDATION, 2001–. Turbocharger. In: Wikipedia: the free encyclopedia [on-
line]. San Francisco: Wikimedia Foundation [cit. 2016-01-15]. Dostupné z: https://en.
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Př́ıloha A: Program jourmesh

1 func t i on [ indMap , arcMap , lenMap ] = jourmesh ( rad , len , nLen , nArc , vararg in )
2 % JOURMESH Vrat i mapu uzlu p o k r y v a j i c i c h va lcove l o z i s k o .
3 % [ IND, ARC, AX] = JOURMESH( r , l , m, n , ph i s t , phi end ) vytvo r i s i t na
4 % kluzne p l o s e o polomeru r , d e l c e l , s m uz ly v podelnem a s n
5 % uzly v obvodovem smeru s drazkou z obr . A. 1 a . IND j e matice
6 % typu (m, n) s nenulovymi prvky na mistech , kte ra odpov ida j i
7 % uzlum v mazaci drazce . ARC a AX jsou matice typu (m, n)
8 % o b s a h u j i c i obvodove ( rad ) a podelne souradn ice uz lu .
9 % [ . . . ] = JOURMESH( r , l , m, n , d , o f f s e t , p h i s ) vy tvo r i s i t na kluzne

10 % p lo s e s kruhovym mazacim otvorem o prumeru d .
11 % [ . . . ] = JOURMESH( r , l , m, n , l ax , l c i r c , o , ph i c ) vy tvor i s i t na
12 % kluzne p l o s e s mazacim otvorem ve tvaru e l i p s y obr . A. 1 b .
13 % [ . . . ] = JOURMESH( r , l , m, n , l ax , l c i r c , rad , o , phi c , beta )
14 % vytvor i s i t na kluzne p l o s e s mazacim otvorem z obr . A. 1 c .
15 %
16 % v1 .00 ( c ) Lubos Smolik , 2017
17 %
18 %% Parametry funkce
19 % Ve funkc i j sou vyuz i ty p r inc ipy vnorenych funkc i ( nested func t i on )
20 t o l = 0 . 0 1 ; % parametr u r c u j i c i , jak se zachaz i s uz ly
21 % u hran i ce mazaciho otvoru c i drazky
22 dAx = len / ( nLen − 1) ; % podelna mezera mezi dvema uz ly
23 dArc = 2 * pi / ( nArc − 1) ; % stredovy uhel oblouku mezi dvema uz ly
24 dCirc = dArc * rad ; % delka oblouku mezi dvema uz ly
25
26 indMap = ze ro s ( nLen , nArc ) ;
27 [ arcMap , lenMap ] = meshgrid ( 0 : dArc :2* pi , 0 :dAx : l en ) ;

φst
φend

o

φc

lcirc

lax

φc

lcirc

lax o

rad

β

s/r

x x x

s/r s/r

a) b) c)

Obrázek A.1: Mazaćı drážky podporované programem jourmesh a jejich geometrické parametry.
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28 switch narg in
29 case 6
30 s p l i t L i n e ( vararg in {1} , va ra rg in {2}) ;
31 case 7
32 bore ( vararg in {1}/2 , vararg in {1}/2/ rad , vararg in {2} , va ra rg in {3}) ;
33 % d e l e n i 2 − v r o v n i c i c h e l i p s y se poc i t a s poloosami
34 % d e l e n i rad − ve funkc i se poc i t a se stredovymi uhly oblouku
35 case 8
36 bore ( vararg in {1}/2 , vararg in {2}/2/ rad , vararg in {3} , va ra rg in {4}) ;
37 % d e l e n i 2 − v r o v n i c i c h e l i p s y se poc i t a s poloosami
38 % d e l e n i rad − ve funkc i se poc i t a se stredovymi uhly oblouku
39 case 10
40 groove ( vararg in {1} / 2 , vararg in {2} / 2 , vararg in {3} , ...
41 vararg in {4} , rad * vararg in {5} , va ra rg in {6}) ;
42 % d e l e n i 2 − v r o v n i c i c h obdeln iku se poc i t a s polov inou strany
43 % nasobeni rad − ve funckc i j e pouz i ta obvodova delkova souradn ice
44 end
45 %% Mazaci otvor tvaru kruhu nebo e l i p s y
46 func t i on bore ( saxAx , saxArc , o f f s e t , c en t e r )
47 % Nalezen i uzlu , j e j i c h z polohu ma smysl overovat
48 % Podelny smer
49 indLenSt = c e i l ( ( l en /2 + o f f s e t − saxAx * (1 + t o l ) ) / dAx) + 1 ;
50 indLenSt = max(1 , indLenSt ) ; % zahodi uz ly mimo s i t
51 indLenEnd = c e i l ( ( l en /2 + o f f s e t + saxAx * (1 + t o l ) ) / dAx) ;
52 indLenEnd = min( nLen , indLenEnd ) ; % zahodi uz ly mimo s i t
53 % Obvodovy smer
54 indArcSt = c e i l ( ( c en t e r − saxArc * (1 + t o l ) ) / dArc ) + 1 ;
55 indArcEnd = c e i l ( ( c en t e r + saxArc * (1 + t o l ) ) / dArc ) ;
56 % uzly mimo s i t v obvodovem smeru ne j sou zahazovany ,
57 % j e prepoc i tana j e j i c h poloha tak , aby l e z e l y na s i t i
58 % Overeni polohy uzlu
59 f o r i = indLenSt : 1 : indLenEnd
60 f o r j = indArcSt : 1 : indArcEnd
61 % vygenerovani souradn ic posuzovaneho uzlu
62 cooAx = dAx * ( i − 1) ;
63 cooArc = dArc * ( j − 1) ;
64
65 i f ( cooArc − cente r ) ˆ2 / saxArc ˆ2 + ...
66 ( cooAx − l en /2 − o f f s e t ) ˆ2 / saxAxˆ2 <= (1 + t o l ) ˆ2
67
68 c o l = mod( j − 1 , nArc − 1) + 1 ; % posunut i indexu uzlu
69 indMap ( i , c o l ) = 1 ; % do <1, nArc−1>
70 end
71 end
72 end
73
74 indMap ( : , end ) = indMap ( : , 1) ; % s p l n e n i podminky p e r i o d i c i t y
75 end
76 %% Obecna mazaci drazka
77 func t i on groove (hAx , hCirc , radius , o f f s e t , center , alpha )
78 % hAx − po lov ina delky hCirc − po lov ina s i r k y
79 % rad iu s − polomer z o b l e n i rohu o f f s e t − podelne odsazen i s t redu
80 % cente r − obv . sour . s t redu alpha − natocen i vuc i obv . smeru
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81
82 % Geometricke t o l e r a n c e ( rozhodu j i o zahrnut i uz lu b l i z k o hran i ce )
83 hCirc = (1 + t o l ) * hCirc ;
84 hAx = (1 + t o l ) * hAx ;
85 rad iu s = (1 + t o l ) * rad iu s ;
86 % Nalezen i uzlu , j e j i c h z polohu ma smysl overovat
87 % Podelny smer
88 axTol = ( hCirc * s i n ( abs ( alpha ) ) + hAx * cos ( alpha ) ) ;
89 indLenSt = c e i l ( ( l en /2 + o f f s e t − axTol ) / dAx) + 1 ;
90 indLenSt = max(1 , indLenSt ) ; % zahodi uz ly mimo s i t
91 indLenEnd = c e i l ( ( l en /2 + o f f s e t + axTol ) / dAx) ;
92 indLenEnd = min( nLen , indLenEnd ) ; % zahodi uz ly mimo s i t
93 % Obvodovy smer
94 arcTol = ( hCirc * cos ( alpha ) + hAx * s i n ( abs ( alpha ) ) ) ;
95 indArcSt = c e i l ( ( c en t e r − arcTol ) / dCirc ) + 1 ;
96 indArcEnd = c e i l ( ( c en t e r + arcTol ) / dCirc ) ;
97 % uzly mimo s i t v obvodovem smeru ne j sou zahazovany ,
98 % j e prepoc i tana j e j i c h poloha tak , aby l e z e l y na s i t i
99 % Overeni polohy uzlu

100 f o r i = indLenSt : 1 : indLenEnd
101 f o r j = indArcSt : 1 : indArcEnd
102 % Vygenerovani souradn ic posuzovaneho uzlu
103 cooAx = dAx * ( i − 1) ;
104 cooCirc = dCirc * ( j − 1) ;
105 % Overeni na a n a l y t i c k e r o v n i c i ap rox imu j i c i obde ln ik
106 i f ( abs ( ( cooCirc − cente r ) * cos ( alpha ) + ( cooAx − l en /2 ...
107 − o f f s e t ) * s i n ( alpha ) ) / hCirc ) ˆ(2 * hCirc / rad iu s ) ...
108 + ( abs ( ( cooCirc − cente r ) * s i n ( alpha ) − ( cooAx − l en /2...
109 − o f f s e t ) * cos ( alpha ) ) / hAx) ˆ(2 * hAx / rad iu s ) <= 1
110
111 c o l = mod( j − 1 , nArc − 1) + 1 ; % posunut i indexu uzlu
112 indMap ( i , c o l ) = 1 ; % do <1, nArc−1>
113 end
114 end
115 end
116
117 indMap ( : , end ) = indMap ( : , 1) ; % s p l n e n i podminky p e r i o d i c i t y
118 end
119 %% Mazaci drazka ( po c e l e d e l c e l o z i s k a )
120 func t i on s p l i t L i n e ( stArc , endArc )
121 arcTol = ( endArc − stArc ) * t o l / 2 ; % geometr icka t o l e r a n c e
122 % ( rozhoduje o zahrnut i uz lu b l i z k o hran i ce
123 indSt = c e i l ( ( stArc − arcTol ) / dArc ) + 1 ; % uze l na zacatku drazky
124 indEnd = c e i l ( ( endArc + arcTol ) / dArc ) ; % uze l na konc i drazky
125
126 f o r i = indSt : indEnd
127 c o l = mod( i − 1 , nArc − 1) + 1 ; % posunut i indexu uzlu
128 indMap ( : , c o l ) = ones ( nLen , 1) ; % do <1, nArc−1>
129 end
130
131 indMap ( : , end ) = indMap ( : , 1) ; % s p l n e n i podminky p e r i o d i c i t y
132 end
133 end
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