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Abstrakt

Tato dizertacni prace je vénovana problematice modelovani vazanych mechanickych
systému, jejichz prvky mohou byt tenka poddajna télesa, mezi ktera se fadi nosniky,
lana, kabely ¢i vldkna. V rdmci prace je navrzena metodika pro feSeni dynamickych
problému téchto systému, kterd vyuziva mimo jiné moderni formulaci kone¢nych prvku
s nazvem absolute nodal coordinate formulation (ANCF).

Uvodnf ést se zabyva popisem nejpouzivanéjsich metod vhodnych k tvorbé modelu
tenkych poddajnych téles. V kapitole 3 jsou shrnuty zakladni metody modelovani lan jako
soucasti vazanych mechanickych systému a déle je popsana moznost vyuziti komercniho
programu MSC.Adams pro tento typ tloh.

Vyznamnd ¢ast této prace se nachazi v kapitole 4, kde je uveden popis moderni for-
mulace konecnych prvku s ndzvem absolute nodal coordinate formulation. Oproti klasické
formulaci nosnikovych koneénych prvku vyuziva pristup ANCF jako uzlové soutradnice
slozky polohovych vektoru uzlu vyjadienych v globdlnim souradnicovém systému a je-
jich parcialni derivace podle lokalnich parametru prvku . V préaci jsou odvozeny tii
typy ANCF nosnikovych prvku, popsany jejich vyhody a nevyhody a uveden zpusob
vycislovani elastickych sil elementu véetné moznych tuprav pro zefektivnéni vypoctu.

Mezi hlavni piinosy dizerta¢ni prace patii uceleny popis zpusobu modelovani kon-
taktu ANCF elementu s jinym télesy. V kapitole 5 jsou predstaveny ruzné modely norma-
lovych kontaktnich sil a teénych trecich sil. Soucésti této kapitoly je také popis Lagran-
geovych rovnic smiseného typu a jejich moznych iprav vhodnych pro numerické reseni
odvozenych pohybovych rovnic.

Kapitola 6 se pak zabyva numerickymi metodami pro feseni dané problematiky
a je zameérena hlavné na rozbor Newmarkovy metody pro feSeni nelinedrnich algebro-
diferencialnich rovnic s vyuzitim zptesnujici Newtonovy metody ¢i kvazi-Newtonovy me-
tody.

Predstavené metody byly implementovany do vlastniho programového vybaveni
v prosttedi MATLAB. V praktické ¢asti v kapitole 7 je potom provedeno srovnani jednot-
livich ANCEF elementu na uloze pohybu poddajného kyvadla a dale numerické testovani
téchto prvku na realnych systémech obsahujicich vldkno a kladku. Vysledky vybranych
simulaci jsou srovnany s experimentalnimi daty. Soucéasti této kapitoly je i popis modelu
realného vlaknového mechanického systému Quadrosphere, ktery byl vytvoren v pro-
gramu MSC.Adams. Déle je zde rozvedeno mozné vyuziti tohoto modelu pro vyzkum
algoritmu Fizeni.

Kli¢ova slova: dynamika, vazané mechanické systémy, poddajny nosnik, absolute nodal
coordinate formulation, kontaktni mechanika, numerické metody, mechanismy s lany a
vldkny



Abstract

Advanced computational methods for the dynamical analysis of multibody systems
with flexible beams and ropes

This dissertation thesis is dedicated to the modelling of multibody systems that include
flexible thin bodies such as beams, ropes, cables and fibers. In this work, the methodology
for the dynamical analysis of such systems is proposed and it is based on the modern
finite elements formulation called absolute nodal coordinate formulation (ANCF).

In the introductory part common methods for modelling of thin flexible bodies are
summarized and their advantages and disadvantages are discussed. The basic methods
for cables modelling as parts of multibody systems are summarized in the chapter 3,
also the possibility of using the well-known MSC.Adams software for such systems is
summarized.

The important part of this work is chapter 4, where the modern finite element
formulation called absolute nodal coordinate formulation is described. Compared with
the classical formulation of finite elements, ANCF uses absolute positions of nodes and
partial derivatives of these positions with respect to local beam parameters as nodal
coordinates. Three most common ANCF beam elements are described, their advantages
and disadvantages are pointed out and their elastic forces evaluation procedure focused
on the effective calculations is developed.

One of the main contributions of the thesis is the description and implementation
of various contact modelling approaches in order to simulate possible contact interaction
between ANCEF elements and other bodies. Several models of a normal contact force and
a friction force are described in chapter 5. In this chapter, the Lagrange equations and
their possible suitable modifications for a proper numerical treatment are discussed.

Chapter 6 is dedicated to numerical methods used for the solution of proposed
problems and is mainly focused on the Newmark method. It can be used for numerical
solving of a nonlinear set of differential-algebraic equations. The iterative Newton or
quasi-Newton methods are used for the solution correction.

The in-house software implementation of the proposed methods was created in
MATLAB environment. In the practical part of the work, the benchmark problem of a
falling flexible pendulum is used in order to compare different ANCF beam models. The
numerical testing of various elements and methods is performed using real mechanical
systems containing a fibre and a pulley. The results of numerical analysis is then com-
pared with the experimental data. The real cable robot called Quadrosphere is modelled
using MSC.Adams software and the possible usage of the model is discussed.

Keywords: dynamics, multibody systems, flexible beam, absolute nodal coordinate for-
mulation, contact mechanics, numerical methods, mechanisms with ropes and cables
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Seznam dilezitych symboli

Nasledujici seznam obsahuje popis dulezitych symbolu a znacek, které jsou pouzivany
v dizerta¢éni praci.

A, plocha prufezu elementu

B, b matice tlumeni, koeficient tlumeni

Ce restitucéni koeficient

cy koeficient treni

Cs staticky koeficient tteni

D kontaktni koeficient tlumeni

Dy kontaktni tlumici faktor

E matice elastickych konstant

E Younguv modul pruznosti v tahu

Ey kineticka energie

E, potencialni energie

e vektor uzlovych souradnic prvku

F deformacni gradient

F. celkovy vektor kontaktnich sil

Fy vektor normalové kontaktni sily

F slozka skluzu vektoru treci sily

F slozka ulpivani vektoru treci sily

Fr vektor treci sily

G modul pruznosti ve smyku

G" iteracni matice kvazi-Newtonovy metody
g vektor zobecnénych sil

H" inverze iteracni matice kvazi-Newtonovy metody
h velikost casového kroku integrace

I, kvadraticky moment osové symetrického prurezu
I, I, kvadraticky moment prutezu k dané ose
I, polarni moment prufezu

J’ iteracni matice Newtonovy metody

K tuhost kontaktniho modelu

K, k matice tuhosti, koeficient tuhosti



Seznam dilezitych symbolt

K, B; tecnd matice tuhosti a tlumeni

Ky, Dy tuhost a tlumeni tfeciho modelu ulpivani

k. smykovy distribuéni faktor

ky, k. smykové faktory

le délka nosnikového elementu

M, m matice hmotnosti, hmotnost

my pocet fyzikalnich soutradnic

n normalovy vektor

n exponent z Hertzovy teorie razu

ng pocet uzlu Gaussovy kvadratury

Ndof pocet stupnu volnosti

Pe polohovy vektor kontaktniho bodu na télese

Pst polohovy vektor bodu statického treni

Q. vektor elastickych sil elementu

a vektor soutadnic popisujicich dany systém

r polohovy vektor

r pocet vazbovych rovnic

Tres vektor residui pohybovych rovnic

S matice tvarovych funkci prvku

S, Jacobiho matice vektoru residui

S; torzni tuhost

S tecny posuv kontaktniho bodu vuéi bodu statického treni
cas

t tecny vektor

Upe deformacni energie ohybovych deformaci elementu

U. celkova deformacni energie elementu

Ujge deformacni energie podélné deformace, deformaci prurezu a zkosu ele-
mentu

Ue deformacni energie podélné deformace elementu

Use deformacni energie pti¢nych smykovych deformaci elementu

Uste deformacni energie torzni deformace elementu

Vo charakteristickd rychlost vyhlazeného Coulombova modelu treni

w préace vnéjsich sil

w; vahovy koeficient Gaussovy kvadratury

x; uzly Gaussovy kvadratury

Q parametr numerického tlumeni Newmarkovy metody

ag, Bp kladné konstanty Baumgartovy stabilizace
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Seznam dilezitych symbolt

Qs Bk konstanty proporcionality modelu tlumeni
B,y parametry Newmarkovy metody

) penetrace téles v kontaktu

Eq Green-Lagrangeuv tenzor deformace
Eress Econstr parametry zastavovaci podminky

K ktivost stfednice nosniku

A vektor Lagrangeovych multiplikatoru
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p hustota materialu

> vektor vazbovych rovnic

d, Jacobiho matice vazbovych rovnic
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Soutadnicové systémy pFi odvozovani koneénych prvkii

X1, X9, X3 globalni souradnicovy systém pro ANCF prvky
X, Y, 2 lokélni soutadnicovy systém pro ANCF prvky

Indexy a dalsi dopliiujici znaky

[ derivace podle casu
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1. Uvod

Chovani mechanickych systému je predmétem aktivniho vyzkumu jiz nékolik stovek let.
Béhem této doby doslo k velkému pokroku v dynamické analyze vazanych mechanickych
systému (tzv. multibody systému), kdy v pocédtcich odvozené analytické vyrazy popisujici
danou problematiku byly nahrazeny slozitymi soustavami obycejnych diferencialnich rov-
nic, algebro-diferencidlnich rovnic ¢i parcidlnich diferencialnich rovnic.

Vézany mechanicky systém lze charakterizovat jako soubor tuhych ¢ poddajnych
téles, ktera jsou vzdjemné propojena ruznymi typy vazeb a na ktera pusobi ruzné silové
ucinky. Tato télesa navic mohou konat velké posuvy a rotace. Tuhé téleso lze pak z hle-
diska mechaniky obecné popsat mensim poc¢tem rovnic nez téleso poddajné, coz vede
k vypoctové méné naroénym simulacim. Spolu s rozvojem vypocetni techniky je vsak
kladen stale vétsi duraz i na presné modelovani poddajnych struktur, které mohou byt
soucasti multibody systému. Vhodnym néastrojem pro popis poddajnych téles je metoda
koneénych prvka (MKP), jejiz implementace do simulaci dynamiky vazanych mecha-
nickych systému je ¢asto zkoumana problematika. Cilem je presna simulace dynamiky
vzajemné propojenych tuhych a deformovatelnych téles podléhajicich velkym posuvum
a rotacim, coz je v soucasnosti nedilnd soucast vyvoje novych produktu v odvétvi ro-
botiky, automobilového a leteckého prumyslu, bioinzenyrstvi a dalsich. Navic spojeni
metody koneénych prvku a simulaci vazanych mechanickych systému umoznuje detailni
analyzy, které jsou vyuzitelné naptiklad pri optimalizaci danych systému ¢i pii analyzach
Zivotnosti.

Klasicka formulace MKP vsak neni vhodna pro modelovani poddajnych téles, kterd
konaji velké posuvy a rotace. Proto byly predstaveny ruzné formulace MKP, které tento
nedostatek odstranuji. Jednou z nejmodernéjsich formulaci je tzv. absolute nodal coor-
dinate formulation (ANCF), v mozném prekladu formulace vyuzivajici absolutni uzlové
souradnice. Tento pristup je specificky tim, ze jako uzlové soutadnice vyuziva souiradnice
polohovych vektoru uzlu elementu vyjadiené v globalnim (absolutnim) souradnicovém
systému a jednotlivé slozky gradientu polohovych vektoru uzli elementu. Zjednodusené
feceno lze tedy tvar elementu popsat pomoci absolutnich pozic uzli a teénych vektoru
v uzlech. Z hlediska vysettovani dynamického chovani multibody systémau je tento pristup
vyhodny, protoze vede ke konstantni matici hmotnosti diskretizovaného poddajného
télesa a zaroven dokaze presné zahrnout velké posuvy a rotace télesa. Nevyhodou této
formulace muze byt nelinearni podoba vektoru elastickych sil diskretizovaného télesa.
Nutno dodat, ze s neustéle rostoucim vykonem vypoctovych systému se tato nevyhoda
snizuje.

Mezi poddajné télesa nosnikového typu lze zaradit naptiklad lana, vlakna ¢i kabely,
které se stavaji souc¢asti modernich mechanismu a robotu za ti¢elem snizeni hmotnosti. Pti
fizeni téchto mechanismu je ¢asto vyuzivan nejjednodussi silovy model vlakna. Ten vSak
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1. Uvod

nedokaze postihnout pricné kmitani vldken, které muze mit vliv na presnost a stabilitu
fizenych pohybu. Soucasti vlaknovych mechanismu je ¢asto také kladka, a proto je nutné
do dynamickych modelu zahrnout kontaktni sily a dostateéné presny model tfeni mezi
vldknem a kladkou. Pravé na detailni analyzu pricného kmitani a vliv interakce vlakna
s kladkou je vhodné vyuzit metodu ANCF.

Interakce poddajnych téles nosnikového typu se dale vyskytuje napiiklad v proble-
matice modelovani padu tenkych regulacnich tyci uvnitt vodou naplnéné vodici trubky
pfi nutnosti havarijniho odstaveni jaderného reaktoru, pti modelovani troleji a jejich kon-
taktu s pantografy tramvaji, vlaku a trolejbust, v neposledni fadé pak pri navrhovani
modernich rychlovytahtu. Modelovani poddajnych struktur nosnikového typu a jejich in-
terakce s jinymi télesy je tedy aktudlni problematika se Sirokym spektrem vyuziti.

1.1. Cile dizertacni prace

Cile dizertacni prace lze shrnout do néasledujicich bodu:

e Navrhnout metodiku modelovani tenkych poddajnych struktur vhodnou pro de-
tailni vySetrovani prvku vazanych mechanickych systému.

e Algoritmizovat a implementovat navrzenou metodiku modelovani.
e Popsat a zpracovat vhodné numerické metody pro feSeni navrzenych modelu.

e Aplikovat navrzené programové vybaveni na modelovych i redlnych ptikladech
véetné porovnani s experimentalnimi daty.

e Formulovat zaveéry a doporuceni pro pouziti navrzené metodiky modelovani a nu-
merickych metod.

V rédmci splnéni téchto cilu je nutné popsat, zpracovat a déle rozvinout pokrocilé
metody vhodné pro dynamické analyzy vazanych mechanickych systému obsahujicich
poddajné nosniky ¢i lana. Soucésti této problematiky je navrzeni a implementovani
ruznych modelu kontaktni interakce mezi télesy, kdy duraz je dale kladen ptredevsim
na detailni a efektivni vyhodnocovani kontaktnich sil mezi télesy. Vzhledem ke slozitosti
a nelinearnosti takovych tloh je nutné zpracovat a otestovat efektivni numerické metody
pro feseni pohybovych rovnic. Aby byla podpofena vérohodnost implementované meto-
diky modelovani tenkych poddajnych struktur, je nutné aplikovat popsané algoritmy na
testovaci a realné ulohy a verifikovat pouzité metody s vyuzitim experimentalnich dat.

1.2. Struktura prace

Tato prace se kromé uvodu sklada z dalsich sedmi kapitol. V kapitole 2 je strucné
popsan soucasny stav feSené problematiky. Predmétem kapitoly 3 je popis zakladnich
metod pro modelovani poddajnych lan, kabelu a vlaken a také popis moznosti vyuziti
komerc¢niho programu MSC.Adams pro simulace vazanych mechanickych systému v této

13



1. Uvod

problematice. Kapitola 4 je vénovana teoretickému popisu metody absolute nodal co-
ordinate formulation a predstaveni ruznych ANCF nosnikovych elementu. V kapitole 5
jsou uvedeny Lagrangeovy rovnice smiSeného typu, jejich vyuziti pii matematickém mo-
delovani multibody systému a déale ruzné zpusoby modelovani kontaktnich sil. Kapi-
tola 6 je pak vénovana vybranym numerickym metoddm pro feseni pohybovych rovnic
vazanych mechanickych systému s poddajnymi télesy a moznymi interakcemi. Praktic-
kou ¢asti dizertacni préace je kapitola 7, kde je provedeno porovnani jednotlivych ANCF
nosnikovych elementu a déle verifikace pouzité metodiky na dvou experimentélnich me-
chanismech. V této kapitole je také popsano modelovani redlného mechanického systému
Quadrosphere v programu MSC.Adams a jeho mozné budouci vyuziti. Zavérecna kapi-
tola shrnuje popsanou metodiku modelovani tenkych poddajnych téles a jejich interakci
vzhledem k vytycenym cilum a stanovuje moznosti dalsiho rozvoje dané problematiky.
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2. Stav fesSené problematiky

Predmeétem této kapitoly je struéné shrnuti moznosti v oblasti modelovani poddajnych
téles v dynamice vazanych mechanickych systému a dédle popis soucasného stavu vyvoje
metody absolute nodal coordination formulation. Dalsi feSenou problematikou je mode-
lovani moznych interakci mezi télesy pomoci kontaktnich sil.

2.1. Modelovani poddajnych téles p¥i vySetfovani
dynamiky vazanych mechanickych systému

Viazany mechanicky systém je obecné tvoren télesy, vazbami a ruznymi silovymi tcinky.
Pokud poddajnost konkrétniho télesa muze ovlivnit vysledky pti vySetfovani dynamického
chovani celého systému, je nutné pouzit nékterou z metod, které jsou vhodné pro mode-
lovani poddajnych téles [33]. Zékladni metoda pro popis poddajnych téles nosnikového
typu spociva v rozdéleni télesa na hmotné body spojené pruzinovou vazbou (point mass
model) [38]. Vylepsenim tohoto pristupu je zahrnuti ohybové tuhosti mezi jednotlivé
hmotné body. V literatute je pak tento piistup nazyvén finite segment method [67] nebo
rigid finite elements [80].

Komplexnéjsi, avsak dnes jiz klasicky ptistup pro modelovani poddajnych téles, je
metoda kone¢nych prvka (MKP) [3]. Hlavnim nedostatkem zékladni verze MKP je, ze
uvazuje nekonecné malé rotace jako uzlové soutradnice. Pti libovolném ,tuhém® pohybu
takového prvku pak neni zachovano nulové pretvoteni, coz je dokdzano napiiklad v [64].
Pro popis velkych rotaci elementu byla v minulosti formulovéana inkrementalni podoba
MKP, jejiz vysvétleni lze nalézt napiiklad v [18]. Zakladni myslenka téchto formulaci
je rozdéleni velkych rotaci na posloupnost malych rotaci, které jsou v kazdém kroku
vyhodnoceny pfesnéji, a tim je snizena vysledna chyba. Vice informaci o problematice
velkych rotaci 1ze nalézt napiiklad v [1].

Dalsi MKP formulace, kterda byla vytvorena pro popis velkych deformaci, nese
nézev large rotation vector formulation (LRVF). V této formulaci jsou pro popis ele-
mentu uvazovany absolutni soutadnice uzlu a konecné rotace v uzlech. To v dusledku
znamena, ze konecné natoceni prufezu je aproximovano pomoci polynomu. Popis teo-
rie tohoto pristupu a dalsi jeho rozsiteni lze nalézt napiiklad v [9]. Jednou z nevyhod
tohoto pristupu je, ze pii jeho vyuziti se vyskytuje jev znamy jako shear locking, ktery
se projevuje zvySenim tuhosti v ohybu. Podrobnosti o tomto jevu lze nalézt naptiklad
v [78].

Znamou a bézné vyuzivanou metodou pro modelovani poddajnych téles v problé-
mech dynamiky vazanych mechanickych systému je tzv. floating frame of reference formu-
lation (FFRF), jejiz popis lze nalézt napiiklad v pracich [8, 64, 65]. Zdkladni myslenkou
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2. Stav resené problematiky

tohoto pristupu je vyuziti referencnich a elastickych souradnic pro popis poddajného
télesa. Referencni souradnice definuji polohu a orientaci télesa, zatimco elastické sourad-
nice urcuji jeho deformaci. Vysledny stav télesa je pak dan superpozici téchto soutradnic.

Moderni metodou pro modelovani poddajnych téles v problémech dynamiky vaza-
nych mechanickych systému je absolute nodal coordinate formulation (ANCF). Zdklady
této formulace predstavil Ahmed Shabana v roce 1996 naptiklad v pracich [66, 67]. Jedna
se o pristup k definovani konecnych prvku, ktery jako uzlové souradnice elementu vyuziva
slozky polohovych vektort uzlu vyjadienych v globalnim soufadnicovém systému a jejich
gradienty. Vyhody ANCF jsou dale diskutovény napiiklad v [63]. Patii mezi né napiiklad
konstantni matice hmotnosti elementu v jednoduchém tvaru a presna reprezentace tuhého
pohybu télesa. Déle plati, ze se ANCF elementy fadi mezi izoparametrické, coz znamen4,
ze jsou pouzity stejné tvarové funkce pro transformaci lokalnich soutadnic na globalni
a pro aproximaci posuvi. Nevyhodou ANCF miuze byt silné nelinedrni formulace elas-
tickych sil elementu.

Jednotlivé ANCF nosnikové elementy se lisi pravé ve zpusobu vyjadieni elastickych
sil. Napiiklad prace [4, 65] se zabyvaji obecnou formulaci ANCF nosnikovych elementu
v roviné. Zakladnim krokem pii odvozeni vektoru elastickych sil je rozdéleni celkové de-
formac¢ni energie elementu na soucet deformacni energie podélné deformace vyjadiené
pomoci podélného pretvoreni a piicné (ohybové) deformace vyjddiené pomoci kiivosti
stfednicové linie elementu. Na obecné formulace navazuje prace [5], kde jsou predstaveny
konkrétni podoby vektoru elastickych sil pro rizné predpoklady (napiiklad predpoklad
malych deformaci, konstantni podélné deformace elementu a jiné), které vedou ke zjed-
noduSeni vyrazu pro elastické sily. Piinosny je predevsim zde popsany rovinny mo-
del L2T2, ktery pii odvozovani pticnych elastickych sil vyuzivd jen predpokladu kon-
stantniho deformac¢niho gradientu po celé délce elementu. Tento ANCF nosnikovy model
lze povazovat za dostatecné presny pri modelovani poddajnych nosniku, vldken a lan
v roviné a je vyuzit napiiklad v praci [42].

Popis obecného prostorového ANCF nosnikového elementu lze nalézt naptiklad
v pracich [68, 71, 81]. Jedna se o tzv. plné parametrizovany (nebo téz origindlni) ANCF
element, ktery vychazi z Timoshenkovy nosnikové teorie, zohlednuje smykovou deformaci
a je vhodny pro modelovani tlustych nosniku. Tento typ nosnikového elementu ma celkem
24 stupnu volnosti. V pracich [70, 78] jsou piehledné popsény dva zpusoby odvozeni vek-
toru elastickych sil. Prvni zpusob je zalozen na obecnych principech mechaniky kontinua,
zatimco druhy zpusob, nazyvany elastic line approach ¢ structural mechanics approach,
vyuziva obecné vztahy pro pretvoreni (podélné, smykové, torzni a ohybové) vyjadiené
na strednicové linii elementu. Pro modelovani tenkych poddajnych nosniku vsak tento
typ elementu neni z divodu vypoctové narocnosti prilis vhodny. Zjednoduseny ANCF
element vychézejici z Euler-Bernoulliho nosnikové teorie je popsan napiiklad v pracich
[29, 15]. V piipadé [15] jsou uvazovény jen podélné elastické sily elementu, coz omezuje
pouziti pouze na tenkd vldkna se zanedbatelnou ohybovou tuhosti. Prace [29] piidava
k podélnym elastickym silam i ohybové sily definované pomoci krivosti sttednicové linie
elementu, ¢imz dale rozsituje oblast pouziti tenkych nosnikovych ANCF elementu. Oproti
originalnimu ANCF elementu u obou téchto prvku je celkovy pocet stupnu volnosti re-
dukovdn na 12. V ¢élanku [82] jsou elementu priddny i torzni elastické sily definované
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2. Stav resené problematiky

pomoci zkrutu. Oproti predchozimu typu elementu jsou mezi uzlové souradnice zarazeny
i thly torzniho natoceni v uzlech, coz vede k navyseni poc¢tu stupnu volnosti na 14.

Vyvoj metody ANCF se nezastavil pouze u definice nosnikovych elementu v ro-
viné a prostoru. Pro potieby dalsich aplikaci v problémech dynamiky vazanych mecha-
nickych soustav byly vyvinuty i deskové (¢i skofepinové) a prostorové objemové solid
elementy. Zdkladni ¢lanek vénujici se tématu ANCF deskovych prvku je napiiklad [69],
kde autofi definuji rovinny ANCF prvek a davaji ho do souvislosti s ostatnimi meto-
dami modelovani poddajnych téles (FFRF, inkrementalni formulace MKP, LRVF). Po-
dobné jako prace [5], ktera se vénuje nosnikovym prvkum, popisuje clanek [14] zavedeni
konkrétnich predpokladu vedoucich ke zjednoduseni vyrazu pro elastické sily v pripadé
obdélnikovych deskovych ANCF prvku. Provedené numerické experimenty ukazuji schop-
nost ANCEF postihnout velké posuvy a deformace. Presnost a konvergence vysledku je
zde porovndna s analytickymi vypocty. V ¢lanku [45] autofi zobecnuji deskové ANCF
elementy na skotfepinové, provadéji dalsi testovaci numerické simulace a vysledky po-
rovnavaji napiiklad s inkrementdlnim postupem vypoctu v programu ANSYS. Zjed-
noduseni vektoru elastickych sil pro pripad tenkych skorfepinovych étyruzlovych prvku
vychdazejicich z teorie Kirchhoff-Love je popséno v ¢lanku [17]. Popis trojtihelnikovych
tenkosténnych deskovych elementu lze nalézt napiiklad v [13].

V neddvné dobé byla skupina ANCF elementu rozsitena také o prostorové prvky.
Zakladni prostorovy element tvaru kvadru uvazuje jako uzlové souradnice pouze slozky
polohovych vektoru uzlu vyjadrenych v globalnim souradnicovém systému a je predstaven
napiiklad v pracich [40, 83]. Rozsifeni tohoto pifstupu pak lze nalézt naptiklad v préci
[49], kde jsou k uzlovym soufadnicim pridény jesté gradienty polohovych vektoru uzlu.

2.2. Modelovani interakci mezi télesy

Dulezitym prvkem vypoctovych modelu v dynamice multibody systému je modelovani
kontaktu téles a tfeni mezi nimi. Touto problematikou se zabyvali lidé jiz ve starovéku.
Prikladem je vyndlez kola, pomoci néhoz bylo redukovano smykové tieni vznikajici pri
presunu tézkych bfemen. Zaklady dnesniho pojeti interakce téles vSak polozil Leonardo
da Vinci v roce 1493 v dile Codex Madrid I [79], kde formuloval zdkladni zadkony tteni:

e tieci sila je proporciondlni k sile pusobici v normalovém sméru ke kontaktni plose,
e tieni je nezavislé na velikosti kontaktni plochy.

Déle da Vinci pouzil jako prvni termin koeficient tfeni. Dalsi rozvoj problematiky inter-
akce téles probihal od pocatku klasické newtonovské mechaniky (17. stoleti) a je spojen
se jmény jako Robert Hooke, Leonard Euler ¢i Charles Augustin Coulomb. Stézejni je pak
dilo Heinricha Hertze z roku 1881 [34], kde je vytesen kontaktni problém dvou elastickych
zaktivenych téles. Na jeho préci je pak zalozeno mnoho do dnes pouzivanych metod.
Problematikou kontaktu téles se zabyva velké mnozstvi odbornych publikaci. Do-
porucit lze literaturu [58], ktera se obecné vénuje fyzikdlnim principum kontaktu téles a
treni. Jsou zde kapitoly popisujici Hertzovu kontaktni teorii, tecné kontaktni sily, ruzné
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2. Stav resené problematiky

modely suchého tfeni, valivy odpor ¢i otér téles. Dalsi publikaci, ktera se zabyva mode-
lovanim kontaktnich problému, aplikaci metod feSeni a experimentum v oblasti kontaktu
téles, je napiiklad [60].

Popisem a aplikaci kontaktnich modelu pti vysettovani dynamiky multibody systé-
mu se zabyvaji napiiklad publikace [22, 52]. Nejcastéji se v problémech multibody systému
vyuziva tzv. penaltovy ¢i silovy piistup, kdy je interakce dvou dokonale hladkych téles
popséana silou pusobici ve sméru normaly k povrchu téles. Vychozim modelem je mo-
del Hertzuv, ktery definuje kontaktni silu jako soucin kontaktni tuhosti s relativnim
prunikem (penetraci) interagujicich téles. K nevyhoddm tohoto modelu patii fakt, ze
nezohlednuje disipaci energie pti kontaktu a neni tedy realisticky. Dalsi dokonalejsi mo-
dely normaélovych kontaktnich sil zalozenych na Hertzové modelu jsou popsany v [21, 43].
Problematikou pii modelovani kontaktnich sil je uréeni kontaktnich parametru, napiiklad
tuhosti. V ptipadé kontaktu jednoduchych geometrii, jako jsou koule ¢i vélce, je urceni
kontaktnich parametri popsano v [22, 58].

V pripadé, kdy interagujici télesa nelze povazovat za dokonale hladka a muze
dojit k relativnimu tecnému posuvu téles v kontaktu, je nutné do dynamického mo-
delu mechanického systému zavést i tecné treci sily. Modelovani trecich sil je slozita
problematika, nebot pii experimentalnim pozorovani pritbéhu tfeni bylo zjisténo mnoho
zajimavych jeva [50], kupiikladu ulpivani téles (stick-slip), predskluzovy posuv (pre—
sliding displacement) ¢i jev nazvany frictional lag, kdy je tfeni odlisné pro rostouci rela-
tivn{ tecnou rychlost (tedy kladné te¢né zrychleni) a pro klesajici tecnou rychlost (zaporné
tecné zrychleni — zpomaleni). Aktudlné vyuzivané modely ttecich sil jsou prehledné shr-
nuty v ¢lanku [44]. Vzdajemné se lis{ predevsim komplexnosti a presnosti popisu tiecich
jevu. Zakladni rozdéleni modelu je na statické a dynamické. Statické modely jsou c¢asto
pouzivany pro jejich jednoduchost a mensi vypoctovou narocnost. Dokazi vsak jen ome-
zené popsat jev ulpivani téles. Jejich hlavni nevyhodou je, Ze nedokazi popsat jevy
pre=sliding displacement a frictional lag. Dynamické modely pak vyuzivaji dalsich sta-
vovych veli¢in k popisu tieci sily a jsou tedy schopny popsat zminéné jevy. V klasickych
inzenyrskych aplikacich se vSsak nemusi vzdy projevit vSechny tteci jevy, je tedy vhodné
volit pfiméfené komplexni model treci sily. Vypoctova naro¢nost jednotlivych trecich
modelu je shrnuta v ¢ldnku [51].
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3. Zakladni metody modelovani viaken,
kabelu a lan

V této kapitole jsou popsany zakladni zjednodusené metody pro modelovani vlaken,
lan a kabelu, které mohou byt aktivni soucasti vazanych mechanickych systému. Zjed-
nodusenymi metodami jsou mysleny ty, které jsou snadno implementovatelné, vedou
k rychlym a efektivnim vypoctum, avsak nepostihuji vsechny mozné vlastnosti lan. Je-
jich odvozeni pak spoc¢iva v jistém inzenyrském popsani problému a vysledny model
zohlednuje predevsim dominantni vlastnost lan - jejich axidlni tuhost.

V kapitole 3.1 je popsana jednoduchd silova reprezentace lana, dale v kapitole 3.2
je vysvétlena metoda reprezentace lana pomoci silové propojenych hmotnych bodi. Oba
tyto piistupy jsou demonstrovany na jednoduchém piikladu hmoty pfipojené pomoci
poddajného lana k pevnému ramu, tedy piipadu poddajného kyvadla, viz obr. 3.1. Tento
piiklad byl zvolen z toho duvodu, ze je dostatecné obecny na to, aby mohly byt popsané
metody nasledné pouzity na propojeni libovolnych téles vazanych mechanickych systému.

Vzhledem k tomu, ze problematika modelovani vlaken, kabeli a lan se vyskytuje
i v prumyslovych aplikacich, je v kapitole 3.3 zminéna moznost vyuziti jednoho z ce-
losvétoveé nejpouzivanéjsich vypoctovych programu pro modelovani a analyzu vazanych
mechanickych systému MSC. Adams.

Obréazek 3.1.: Hmotny bod M pripojeny k rdmu lanem modelovanym pomoci silové re-
prezentace lana (a) a s vyuzitim metody propojenych hmotnych bodu (b).
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3.1. Silova reprezentace lana

Zékladni a velmi efektivni metoda pro modelovani lan jako soucasti vdzanych mecha-
nickych systému spoc¢ivéa v silové reprezentaci jejich chovani. Tento pristup vyuziva ne-
linedrni sily, ktera popisuje axialni tuhost lana. Nelinearita spociva v tom, ze axialni
sila je nenulova jen v pripadé natazeni lana. V pripadé tlakového zatizeni lana je axialni
sila nulova, coz odpovida myslenému vyboceni lana do strany, v nosnikové terminologii
obdobny stav jako vzpérova ztrata stability.

Pohybové rovnice bodu M na obr. 3.1(a) je

mi = F, +bd + kd, (3.1)

kde m je hmotnost bodu M, k odpovida koeficientu tuhosti lana v axialnim sméru, b
je koeficient tlumeni lana v axidlnim sméru, vektor r je polohovy vektor bodu M, F. je
vektor vnéjsich sil pusobicich na bod M, vektor d odpovida axidlnimu prodlouzeni lana
a vektor d odpovid4 relativni rychlosti bodu M a bodu A ve sméru jejich spojnice. Aby
byla zohlednéna nulovost elastickych sil v ptipadé tlakového zatizeni vldkna, je vektor d
vyjadien ve tvaru

L

3.2
0 pro |ry| <o, (3:2)

kde ry = r—ry, r( je polohovy vektor mista A uchyceni lana, [y je volnd délka lana a vyraz
% = e; odpovidd jednotkovému vektoru ve sméru spojnice mezi bodem uchyceni A a
zévazim M. Déle je nutné uréit vektor relativni rychlosti d mezi bodem M a A. Jednd se
o rozdil vektoru rychlosti téchto dvou bodu, ktery je promitnut na spojnici téchto bodu,

coz lze zapsat do tvaru

) - . o N\T >
d= [<r Io) ef] e pro [rg[ =>1lo, (3:3)
0 pro |ry| <lo,

kde v pripadé nehybného uchyceni lana v misté A plati rq = 0.

Tento zédkladni piistup k modelovani lan nezohledniuje ohybové a setrvacnostni
charakteristiky lana, je tedy vhodny pro modelovani tenkych a lehkych vlaken. Hlavni
vyhoda této metody je snadnd implementace zakladniho axidlniho chovani lana do mo-
delu vazanych mechanickych soustav, kdy dulezity je hlavné vypocet deformace (3.2) a
rychlosti deformace vldkna (3.3). Dalsi vyhodou je, Ze i pfes nelinedrni definici axidlniho
chovéani vldkna vede tento piistup na relativné rychlé simulace.

3.2. Reprezentace lana pomoci hmotnych bodi

Reprezentace lana pomoci hmotnych bodu, tzv. point-mass model, vyuziva diskretizace
lana na hmotné body propojené nelinearnimi silami. Pro zdkladni vysvétleni tohoto
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piistupu je opét vyuzit jednoduchy piiklad poddajného kyvadla na obr. 3.1(b). Defi-
nice sil mezi jednotlivymi hmotnymi body vldkna je podobna jako v kapitole 3.1. Je vsak
nutné sestavit pohybové rovnice pro kazdy hmotny bod.

Pohybovou rovnici hmotného bodu ¢ lze zapsat ve tvaru

mit; = Foi + bid; — bipadiy + kidy — kidig, (3.4)

kde m; je hmotnost bodu 2, ¥; je druhd casova derivace polohové vektoru bodu 2,
F.; predstavuje vektor vnéjsich sil pusobicich na bod 4, koeficienty b; a k; odpovidaji
axialnimu tlumeni a tuhosti vlakna mezi body ¢ — 1 a ¢, vektor d; odpovidéd axidlni de-
formaci tseku lana mezi body i — 1 a i, vektor d; odpovid4 relativn{ rychlosti bodu i a
i — 1 ve sméru spojnice téchto bodu. Vektory mezi body ¢ — 1,4 a i+ 1 z obr. 3.1(b) lze
snadno vyjadrit jako

ri1,="0-; —TI;j1, riiy1 = T4 — Ty, (3-5)

a nasledné je mozné definovat jednotkové vektory ve sméru spojnic bodu 7 — 1, 7 a bodu
1, 1+ 1 jako

i1, Tiit1
€r; = —’7 €s; - . . 36
4 i1l ftd |75 541 (3:6)
Vektory d; a d;41 jsou pak definovany podobné jako v rovnici (3.2), tedy
d -4 (Iricisl —log)egi pro  [ri—i] > log,
' 0 pro |riyi| <log,
(3.7)

a4 “Urienl =loirn) egipn pro [rig| = los,
+1 —
0 pro  |riiy1| < loiti,

kde ly; a loi+1 jsou volné délky danych tseku diskretizovaného lana. Vektory relativnich
rychlosti napindni danych tuseku lana d; a d;; lze zapsat ve tvaru

a4 — { - [(I‘z — I"z‘—l)T ef,i] er; Pro |ri_1;| > loy,
;=

0 pro |ri_1,| <los, (3.8)

A =14 ~ [(fiﬂ — f‘i)T ef,i-i—l] €rit1 DPro |rii1| > loit1,
1
pro  |riipa] < o1

Tento piistup je implementacné velmi jednoduchy a sestaveni pohybovych rovnic
vsech hmotnych bodu lze provést pomoci cyklu. Vyhodou je také priblizné zahrnuti
setrvacnosti lana. Pristup sice nepopisuje ohybovou tuhost lan, je tedy vhodny pro tenka
vlakna, nicméné pfi simulacich muze dojit k pficnym kmitum vldkna. Tyto pficné kmity
vlaken pak muzou ovlivnit naptiklad presnost pohybu fizenych vazanych mechanickych
systému. Nevyhoda tohoto pristupu spoc¢iva ve vétsim poctu nelinedrnich sil, coz muze
byt z hlediska efektivity numerickych integracnich metod problematické a pokud je béhem
simulace o¢ekavano, ze dojde ke ztraté napnuti lana, je nutné volit velmi maly ¢asovy
integracni krok.
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3.3. Vyuziti komeréniho programu MSC.Adams pro
modelovani lan

V inzenyrské praxi je casto kladen duraz na rychlost a efektivitu simulaci redlnych
problému. Proto mnoho prumyslovych subjektu, jejichz produkty by se daly charak-
terizovat jako vazané mechanické systémy, potiebuji globalni a verifikované programové
prostredky, s jejichz pomoci lze zefektivnit fazi vyvoje a zdokonaleni produkti. Nej-
znamejsi programy pro simulace dynamiky vazanych mechanickych systému jsou napfti-
klad MSC.Adams, SIMPACK ¢ RecurDyn. Vyhoda téchto programovych baliku spoc¢iva
predevsim v jejich mnohaletém vyvoji, takze obsahuji velké mnozstvi predpripravenych
funkeci pro sestavovani modelu a pro numerické feSeni dynamiky pohybu. Nevyhodou
pak muze byt jistda komplexnost a uzavienost téchto programu, kdy je béznému uzivateli
odepien pristup do teoretického pozadi programu.

Predmétem této kapitoly je popsat moznosti komercéniho programu MSC.Adams
z hlediska modelovani poddajnych nosnikovych téles jako soucasti vazanych mecha-
nickych systému. Duvody pro volbu tohoto programu v této praci jsou nasledujici:

e Jednd se o celosvétoveé nejrozsitenéjsi software pro modelovani a simulaci vazanych
mechanickych systému ve védé, vyzkumu i praxi.

e M4 v nabidce programovy balicek Adams Machinery, ktery obsahuje modul pro
snadné modelovani a analyzu kabelu jako souc¢asti mechanismu.

Kabelovy modul programu MSC.Adams je primarné urcen k automatizované tvorbé mo-
delu vlaken a kladek jako souc¢asti mechanismu. Zakladni vlastnosti modulu jsou

e intuitivni uzivatelské rozhrani,

e snadnd definice kladek na zakladé rozmérovych parametru a materidlovych vlast-
nosti,

e tvorba modelu kabelu na zakladé zadaného Youngova modulu, tuhostnich a tlu-
micich parametru,

e moznost zavést predepnuti kabelu,
e definice parametru kontaktu mezi kladkou a kabelem,

e umoznuje vysetfovat mozny prokluz mezi kladkou a kabelem a sledovat zatizeni
kladek béhem simulace.

Nevyhodou pak je, ze kabelovy systém vytvoreny timto modulem musi vzdy obsahovat
alespon jednu kladku, modul se tak nehodi pro modelovani lan ptimo spojujicich télesa.
Uzivatel ma déle moznost volby ze dvou metod modelovani kabelu, konkrétné

o Simplified (zjednoduseny model),

e Discretized (diskretizovany model).
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3. Zakladni metody modelovani viaken, kabelti a lan

Vzhledem k tomu, ze tématem této dizertacéni prace je modelovani poddajnych téles
nosnikového typu jako soucasti vazanych mechanickych systému, bude ve zbytku této
kapitoly nastinéno teoretické pozadi metod pro modelovani kabeli v prislusném modulu
programu MSC.Adams. Vyznam této ¢asti prace spociva ve vlastnim rozkryti vnittku
kabelového modulu. Praktické vyuziti jednotlivych modelu na vlaknovém mechanismu je
popsano v kapitole 7.4.

Zjednoduseny model

Dle dostupné dokumentace programu MSC.Adams [85] vyuzivd zjednoduseny model
(simplified) silovou reprezentaci pro popsani kabelu, jak je uvedena v kapitole 3.1. Pfi
pouziti tohoto modelu tedy plati obdobna omezeni, tedy zZe je vhodny pro tenké kabely,
jejichz hmotnost a ohybova tuhost je zanedbatelnd. Program MSC.Adams neobsahuje
moznost piimo definovat tzv. floating marker, tedy souradnicové systémy s proménnou
polohou uréenou na zékladé ruznych proménnych. Proto tento modul vyuziva fiktivni
télesa (dummy parts) svazané kinematickymi vazbami ke kladkdm, pomoci nichz je scho-
pen definovat misto odvijeni vldkna od kladky a teény smér v misté odvijeni. Vlastnosti
téchto fiktivnich téles a predpis pouzitych kinematickych vazeb nejsou v dostupné doku-
mentaci [85] popséany, neni tedy mozné zhodnotit jejich vliv na simulace a vysledky.

Délka vlakna ovinutého kolem kladky je odvozena na zakladé polomeéru kladky a
uhlu opasani kladky mezi dvéma zminénymi fiktivnimi télesy. Aktualni délka vlakna
mimo kladku je pak napocitana s vyuzitim integrace ithlové rychlosti kladky. Axialn{ sila
je nasledné napocitana z rozdilu aktudlni a vychozi fyzikalni délky vlakna pti nezatizeném
stavu s vyuzitim Youngova modulu a prufezu vldkna.

Detailnéjsi teoretické a implementacni pozadi u tohoto zjednoduseného modelu neni
v dokumentaci [85] popsdno, nicméné vzhledem k relativni jednoduchosti vlaknového
modelu je predpokladano, ze je tvurci programu dostatecné vyladén, coz je dale ovéreno
v kapitole 7.4.

Diskretizovany model

Pti zvoleni této metody je modelované lano rozdéleno na jednotliva télesa, ktera jsou
propojena silami a ruznymi vazbami. Jednd se vSak o rozdilny ptistup oproti reprezen-
taci pomoci hmotnych bodu popsané v kapitole 3.2. Pro diskretizaci lana jsou pouzity
prostorova télesa tvaru koule, kdy kazdé ma obecné Sest stupnu volnosti. Dle napovedy
programu [85] jsou mezi jednotlivymi diskretizovanymi ¢astmi kabelu (télesy) definovény
vazby typu inline joint primitive. Fungovani této vazby mezi dvéma télesy je schématicky
znazornéno na obr. 3.2, kde téleso 1 je nehybné a na téleso 2 pusobi vertikalni silovy
tcinek, napiiklad gravitace. Cervené jsou zndzornény t¥i mozné relativni rotace a jeden
umoznény relativni posuv. Vychozi pozice télesa 2 je ddna soutfadnicovym systémem
029829, vlivem vertikdln{ sily se téleso 2 posune smérem doli, navic se vak i natoci.
Rotace ¢, ¢y, a ¢, oznacuji natoceni souradnicového systému 2 vici souradnicovému
systému 1. V praxi to znamena, zZe orientace osy x soutadnicového systému pevné spo-
jeného s télesem 2 je vzdy ve sméru spojnice souradnicovych systému 1 a 2. Pfi fetézovém
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3. Zakladni metody modelovani viaken, kabelti a lan

X2

Obrazek 3.2.: Znazornéni vazby inline joint primitive programu MSC.Adams s ¢ervené
vyznacenymi stupni volnosti.

propojeni nahradnich diskretizac¢nich téles touto vazbou je pak mozné snadno odecitat
ohybové thly a pricné posuny mezi propojenymi kabelovymi tseky. Nevyhoda tohoto
pristupu vsSak spoc¢iva ve zvySeni poctu rovnic, kdy pii rozdéleni kabelu na n téles je
potieba 6n diferencidlnich pohybovych rovnic a dalsich 2(n — 1) algebraickych vazbovych
rovnic.

Jednotliva diskretizacni télesa jsou propojena silami, které jsou definovany na
zékladé Euler-Bernoulliho nosnikové teorie. Dokumentace programu [85] obsahuje pouze
struény popis aplikovanych sil. Ty vyplyvaji ze symetrické matice tuhosti ve tvaru

ky O 0 0 O

k’gg 0 0 0 k26
0 ]f33 0 l{?35 0

0 0 kyu 0 O

0 k’53 0 k‘55 0
k62 0 0 0 k66 ]

[y

o O O O O

Cilem této prace neni detailné popsat fungovani komercéniho programu nebo popsat kla-
sickou metodu konec¢nych prvku, ale spise nastinit teoretické pozadi vypoctového prog-
ramu MSC.Adams a nésledné zhodnotit jeho moznosti pro modelovani lanovych mecha-
nismu. Proto autor této dizertacni prace doporucuje kapitolu 5.6 z literatury [59] tykajici
se maticové teorie ve strukturalnich analyzach, kde je odvozena presna podoba nenu-
lovych prvku matice tuhosti (3.9) a je shodné s dokumentaci [85] programu MSC.Adams.
V réamci definice diskretizovaného modelu kabelu je mozné zadat parametry oznacené
Rkx, Rkb a REkt, kterymi je ndsobena axidlni tuhost (Rkz), ohybové tuhosti (Rkb) a
torzni tuhosti (Rkt). Jejich tcelem je snizit dané tuhostni vlastnosti, jejich hodnota by
méla byt mensi nebo rovna jedné. Pouziti téchto parametru vyplyva z faktu, ze ohy-
bova a torzni tuhost redlnych kabelu je ¢asto daleko nizsi nez tuhost napocitana podle
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3. Zakladni metody modelovani viaken, kabelti a lan

prufezovych a materidlovych charakteristik dle Euler-Bernoulliho teorie. To je zpusobeno
napiiklad spletenim lan.

Kontakt kabelu s kladkou je fesen silové, kdy je vyuzito kontaktni formulace mezi
kouli (nédhradni télesa diskretizovaného kabelu) a vélcem (idealizovana kladka). Silové
modelovani kontaktu je obecné popsano v kapitole 5.2 této prace, diskretizovany model
kabelu vyuziva zjednodusenou formulaci pro rovinny kontakt.

V podkapitole 7.4 je tento diskretizovany model testovan pti modelovani vlaknového
mechanismu a jsou zde popsany jeho vyhody a nevyhody.

25



4. Absolute nodal coordinate
formulation

Jedna z nejbéznéjsich metod pro statickou a dynamickou analyzu mechanickych systému
je metoda koneénych prvku (MKP). Klasicka formulace konecnych prvku pro nosniky
a skofepiny vyuziva posuvy a nekonecné malé rotace jako uzlové souradnice. Vysledné
nosnikové a skofepinové prvky nejsou obecné pokladdny za izoparametrické [64] a ne-
koneéné malé rotace jako uzlové soutradnice vedou na linearizaci pohybovych rovnic.
Pfi libovolném tuhém pohybu takového prvku (tzn. prvek se pohybuje jako tuhy, tedy
bez deformaci a neméni tvar) pak mohou vznikat nenulové ptetvoreni. Resenim tohoto
problému je absolute nodal coordinate formulation (ANCF), coz je neinkrementalni for-
mulace kone¢nych prvkiu, ktera jako uzlové souradnice elementu vyuziva polohové vektory
v globdlnim souradnicovém systému a jejich gradienty [64, 68, 46]. Tato formulace byla
poprvé predstavena v roce 1996 a jeji vyuziti je vhodné predevsim pro analyzu velkych
deformaci a posuvu pii vysettovani dynamiky vazanych mechanickych systémau.

Kromé ruznych druht nosnikového ANCF elementu byly odvozeny skofepinové
ANCEF elementy a nedavno téz prostorové elementy tvaru kvadru ¢i ¢tyfsténu. V této
kapitole jsou popsany zdkladni znamé nosnikové ANCF elementy, jejichz vyuziti je déle
testovdno. Mezi né patii plné parametrizovany nosnikovy ANCF element [70, 71, 78],
kabelovy element nizstho tddu [30, 82, 15] a déle specidlni piipad rovinnych elementu
[5, 20].

Piinos této dizertacni prace spocivéa predevsim ve vyuziti nosnikovych ANCF prvkua
pro tulohy s kontakty a déle v otestovani téchto prvku na realnych systémech. Piinosem
této konkrétni kapitoly je pak souhrnny popis nejpouzivanéjsich ANCF nosnikovych ele-
mentu, konkrétni vyjadieni jejich elastickych sil, rozbor rozdilnosti a vhodnosti pouziti
jednotlivych typu prvku a dale popis moznych tprav pro zefektivnéni simulaci pti pouziti
ANCEF.

4.1. PIné parametrizovany nosnikovy ANCF element
Plné parametrizovany nosnikovy ANCF element, nebo téz origindlni ANCF element [30],
slouzi predevsim k popisu prostorovych tlustych (thick) nosniku. Tento prvek vyuziva

parcialni derivace polohovych vektoru uzlovych soufadnic k popisu prufezovych defor-
maci.
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0
rvy

Obrazek 4.1.: Deformovany plné parametrizovany ANCF nosnikovy element.

4.1.1. Kinematicky popis

Na obr. 4.1 je znazornén deformovany plné parametrizovany ANCF nosnikovy element.
Jeho konfigurace je urc¢ena pozici dvou koncovych uzlu ¢ a j. Kazdy uzel je popsan polo-
hovym vektorem r a jeho tfemi derivacemi r ,, r , r ., které jsou definovany v globalnim
souradnicovém systému X; X5 X3. Pro derivace polohového vektoru plati

or or or (A1)
r,=—-—, ry=_———, TI,=_— .
or’ Y oy’ 0z’
kde soutadnice x odpovida lokalni axialni souradnici na stfednicové linii elementu, y a z
odpovidaji lokdlnim prufezovym soutradnicim. Definiéni soutfadnice vybraného uzlu ¢ Ize
zapsat

e® = [pOT pOT pOT r(i)T}T, (4.2)

z ¢ehoz vyplyva, ze jeden uzel ma tii polohové stupné volnosti a devét komponent gra-
dientu polohového vektoru. Vysledny vektor uzlovych souradnic elementu mé celkem 24
stupnu volnosti a Ize ho zapsat

e = [T, W) = [pOT pOT yOT yOT 0T T 0T OT]" (4 3)

y by 0 bz oo y b
Lokalni soufadnice polohového vektoru uzlu i jsou r) = r@(z =0, y = 0, z = 0), pro
uzel j pak plati r0) = r@)(z =1, y =0, z=0), kde [, je délka elementu nosniku.

Polohu libovolného bodu nosniku lze vyjadrit polohovym vektorem r zavislym
na trech prostorovych parametrech x, y a z. Interpolacni funkce jsou charakterizovany
nasledujici soustavou bazovych polynomi

¢ = |:1,£L',y,2,33y,.1'2,$2,$3:| : (44)

Ze vztahu (4.4) je patrné, ze axialni posuv ve sméru souradnice x elementu nosniku
je aproximovan pomoci kubického polynomu a priéné posuvy ve smérech prufezovych
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4. Absolute nodal coordinate formulation

soufadnic y a z jsou aproximovany linearné. Polohovy vektor r 1ze nyni zapsat pomoci
téchto bazovych polynomu jako

Ao + a1 + agy + asz + avy + asrz + agxr® + azx®
r= | bo+ b+ by + b3z + baxy + bswz + bex® + brx® | = ®(z, y, 2)-a(t), (4.5)
Co + 1T + Yy + 32 + cqxy + csxZ + 06x2 + c7x3

kde a je vektor koeficientu a = [ag, ..., az, by, ..., bz, co, ..., c7,]7 a pro matici ®
plati
¢ 0158 O
®= |08 ¢ 055 |, (4.6)
0,8 015 ¢

kde 0, g mé vyznam nulového vektoru o rozmeérech 1 x 8.
Po dosazeni znamych lokalnich soutadnic x, y a z krajnich uzli 7 a j do predpisu
polohového vektoru (4.5) a jeho derivaci lze vektor uzlovych soufadnic (4.3) vyjadrit jako

e= N('Ta Y, Z) ) a(t)a (47)
kde N je matice velikosti 24 x 24. Odtud vyjadieny vektor koeficientu a je
a=N"1.e. (4.8)

Dosazenim vyrazu (4.8) pro vektor koeficienti a do vztahu pro polohovy vektor libo-
volného bodu nosniku r (4.5) je ziskan vztah

r=® N'.e=S(z7y,2)e, (4.9)
kde S je matice tvarovych funkci elementu, ktera ma podobu
S — {SlI, SQI, SgI, S4I, S5I, SﬁI, S7I, SgI] . (410)

V této rovnici I predstavuje jednotkovou matici o rozmérech 3 x 3 a pro tvarové funkce
plati

S1=1-38+26% Sy =1.(6 -2+,

83 :le(l _5)777 S4zle(]‘_§)C7 (4 11)
55 = 352 - 2€3a SG = le(_§2 + 53)7 .
S? = legna SS = le§C7

kde £ = z/l., n =y/l. a ( = z/Il. jsou bezrozmérné parametry.
Jak jiz bylo zminéno, popisovany element ma celkem 24 nezéavislych uzlovych sourad-
nic, které maji svuj fyzikalni vyznam. Fyzikalni vyznam polohového vektoru r je zrejmy,

vektor r, = % md vyznam tecny k axidlnimu sméru nosniku, zatimco vektory r, = g—;

ar, = % predstavuji tetnu k prufezovym soutadnicim [73], jak je patrné v obr. 4.1, a
urcuji tak natoceni rovinného prufezu vuci stiednicové linii. V nedeformovaném stavu
maji tyto tii derivace polohového vektoru jednotkovou velikost a jsou na sebe kolmé. Pii
deformaci se jejich velikost 1isf od jednotkové velikosti a nemusi byt na sebe kolmé. 7 tva-
rovych funkel Ss, Sy, S7, Sg (4.11) déle vyplyvd, ze vektory r, a r . jsou aproximovany
linearné v x.
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4. Absolute nodal coordinate formulation

Referenéni konfigurace

Okam?zita konfigurace

Obrazek 4.2.: Obecny pohyb poddajného télesa.

4.1.2. Odvozeni elastickych sil

Pro odvozeni elastickych sil nosnikového elementu, respektive matice tuhosti elementu,
lze postupovat dvéma zpusoby [70]. Prvni zpusob vyuzivd obecné postupy mechaniky
kontinua, druhy zpusob je oznacovén jako elastic line approach [24] a spoc¢iva v tom, ze
vSechny deformace, prodlouzeni, smyk, torze a ohyb, jsou vyhodnoceny na strednicové li-
nii nosniku. Bez ohledu na to, jaky zpusob odvozeni elastickych sil je pouzit, je vysledkem
nelinearni vektor elastickych sil elementu, respektive nelinedrni matice tuhosti elementu.
Vzhledem k tomu, ze vyjadieni elastickych sil vede ke komplikovanému tvaru matice
tuhosti elementu, je vhodné pro jeji konkrétni urceni pouzit software pro symbolické
zpracovani matematickych vyrazu nebo prislusné integraly vyresit numericky, napiiklad
pomoci Gaussovy kvadratury.

Pt¥istup dle obecnych postupii mechaniky kontinua

Na obr. 4.2 je znazornén obecny pohyb poddajného télesa z referencéni konfigurace, pii
které ¢as t = 0, do okamzité konfigurace v ¢ase t. Poloha libovolného bodu P, v referenéni
konfiguraci je dana polohovym vektorem ry. Béhem pohybu a deformace télesa dojde
k posunuti zkoumaného bodu o vektor u do bodu P okamzité konfigurace, jehoz poloha
je urc¢ena polohovym vektorem r. Pfi vyuziti obecnych principu mechaniky kontinua
pro odvozeni elastickych sil [81, 24, 70] je nejdiive nutné vyjadrit deformaéni gradient
z Lagrangeova popisu kinematiky kontinua jako

F

-1
_Or OJrox  Or (31‘0) _ @J*l (4.12)

~Ory  OxOry 0x \ 9x ox"°

kde ro = S(x)ey odpovida polohovému vektoru zkoumaného bodu Py v referenéni kon-
figuraci, ktery je vyjadien pomoci tvarovych funkei, a r = S(x)e odpovida polohovému
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vektoru zkoumaného bodu v okamzité konfiguraci po obecném pohybu a deformaci pod-
dajného télesa. Vektor x je vektor lokdlnich souradnic x = [z, y, z]T a Jy je Jacobiho
matice transformace soufadnic v bodé P, referen¢ni konfigurace.

Green—Lagrangeuv tenzor deformace ma pak tvar [24]

e¢ == (F'F-1), (4.13)

N —

kde I odpovida jednotkové matici. Po dosazeni vztahu pro deformac¢ni gradient (4.12)
ma tenzor deformace podobu

1| (Or Tor .,

Dosazenim ro = S(x)ep a r = S(x)e lze vztah (4.14) prepsat na tvar

T T T
1 r,X1r7X1 - 1 r,X1r7X2 r,Xlr,XB
_ T 7
€c =5 ry,rx, =1 TxTxy, : (4.15)
sym. r&srxg —1

Jak je zminéno v ¢lanku [70], jako referenéni konfigurace muze byt uvazovana pocatecni
nezdeformovana konfigurace, kdy centrdlni osa x nosnikového elementu splyva s globalni
osou X; a uzel i ANCF elementu lezi v pocatku globdlniho souradnicového systému,
ktery je uvazovan jako kartézsky. Uzlové souradnice prvku takové referenéni konfigurace
jsou

T
01 ' T11 To1 To1 T.1'T11 Tol To "
eo=|1]0 0 1 0 0 0 1 0 . (4.16)
0 0 0 1 0 0 0 1

Z porovnani téchto uzlovych soufadnic referenéni konfigurace a uzlovych soutradnic ele-
mentu v obecném case (4.3) je patrné, ze jednotlivé parcidlni derivace polohovych vek-
toru uzlu ANCF elementu v referen¢ni konfiguraci jsou totozné s jednotkovymi vektory
os globalniho soutradnicového systému X;X,X3. Vyndsobenim matice tvarovych funkci
(4.10) a vektoru uzlovych soufadnic uvazované referenéni konfigurace elementu (4.16)
Ize polohovy vektor libovolného bodu elementu nosniku v referencni konfiguraci vyjadrit
pomoci lokdlnich soutadnic elementu jako

ro =S(x)ep = [, ¥y, 2|" =x. (4.17)

Jacobiho matice Jy se v tomto piipadé stava jednotkovou I matici rozméru 3 x 3, viz
nasledujici dprava

81‘0 ox
Jo= =5 =1L (4.18)
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V pripadé modelovani zalomenych nosnikovych struktur ¢ nosnikovych struktur obsa-
hujicich T-kusy jiz nemusi byt Jacobiho matice ekvivalentni s jednotkovou matici, refe-
ren¢ni konfigurace nebude odpovidat vztahu (4.16). Vice lze nalézt v [24].

Deformacni tenzor z pravé strany rovnice (4.15) obsahuje celkem 6 nezéavislych
slozek, které lze s vyuzitim definované referen¢ni konfigurace a vztahu pro Jacobiho
matici Jy (4.18) zapsat do vektoru pomérnych deformaci e

€= [5:“ €y, €z, 25J:ya 25J:za 25yz]a (419)
jehoz slozky jsou

Ep = %(r?;r,m -1), g, = %(rgr’y —1), e, = %(rﬁrz - 1),

1.T 1 T 1.T (4.20)
Euy = 5T Ty, vz = 5T ,T 2, Eyz = 3T, T 2,
Pro deformaé¢ni energii elementu o objemu V, plati vztah
1 T
Ue = 5 o €d‘/e, (421)

kde o je vektor obsahujici Sest slozek tenzoru napéti. Za predpokladu homogenniho
izotropniho elastického materidlu lze uvazovat Hookeuv zakon ve tvaru o = Ee s matici
elastickych konstant [71]

[\ +2u A A 0 0 0
A A2 A 0 0 0
B A A A+2u 0 0 0
E = 0 0 0 CERE (4.22)
0 0 0 0 p O
|0 0 0 0 0 p |
kde Laméovy konstanty maji tvar
Ev E
N\ — e — 4.2
Aroi-2) ““aa3 © (4.23)

a F je Younguv modul pruznosti v tahu, v je Poissonovo ¢islo a G je modul pruznosti
ve smyku. Dosazenim Hookova zdkonu do rovnice (4.21) je deformaéni energie vyjadiena
vztahem

1
U, = 3 / e'EedV, =

A+ 2p
— / { 5 (2 + &2 +€2) + Aeaty + £y€s + €482) + 2u(el, + €2, +e2,) | dVe.

(4.24)
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Vektor elastickych sil elementu je vyjadren jako parcidlni derivace deformacni energie
elementu podle vektoru uzlovych soutadnic, coz lze zapsat

ou.
Q.= 90
B A2 Oey Oey Oe
—/e|: 2 <2€x%+2 a +2 8e>+
+ A % + % +e Oz + % + e Oz + % + (425)
e et Voe  de e | e
(%Zy 8Exz agyz
+ 2,u <25xy Je + 253&2% + 26y2¥>:| d‘/e

Parcidlni derivace jednotlivych slozek vektoru pomérnych deformaci ze vztahu (4.25) lze
vyjadrit

. 1 1
5o = e |3 0] = 5 (SIS0 1) =SS e (120
kde i € {x, y, 2z}, a déle
9o — 76 (_rgr’j> = 550 (¢'8:8e) =8:Se, (4.27)

kdei € {x, y, 2}, j € {x, y, z} ai # j. Pokud je pro vypocet integrélu ve vyrazu (4.25)

pouzita numerickd Gaussova kvadratura, ktera je popsana v kapitole 6.4, 1ze pro konkrétni

Gaussovy body napocitat matice S ; pfed samotnou simulaci v ramci tzv. preprocessingu.

Vektor elastickych sil je pak mozné v kazdém ¢asovém kroku béhem simulace napocitat

pomoci nékolika algebraickych operaci, coz ma pozitivni vliv na urychleni vypoctu.
Vektor elastickych sil elementu (4.25) lze rozepsat jako soucin

Q. = (}Tlcll(e)ev (428)

kde K‘ﬂl[ll(e) vyjadiuje nelinedrni matici tuhosti plné parametrizovaného nosnikového
ANCEF elementu zavislou na vektoru uzlovych soutadnic e, ktera byla odvozena pomoci
postupu mechaniky kontinua. Konkrétni vyjadreni této matice je soucasti prilohy A.1.

Elastic line approach

Tento pristup vyuziva stejny kinematicky popis nosnikového prvku, ale vSechny typy
deformaci jsou vyhodnoceny na stiednicové linii nosnikového elementu [24, 29, 61]. Pro
jednotlivé parcidlni derivace polohového vektoru na stiednicové linii plati

ro, =r,(z,0,0), ro,=r,(z,00), ro,=r,(z00). (4.29)

Zde je nutné podotknout, ze nejdiive je polohovy vektor derivovan a az nasledné jsou
dosazeny nuly za parametry y a z. Pokud by to bylo naopak, v piipadé ro, a ry. by
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4. Absolute nodal coordinate formulation

vysledkem byly nulové vektory. Vektor ry , vyjadiuje tecnu ke strednicové linii elementu,
zatimco vektory ro, a ro. definuji tecny k prufezovym soufadnicim y a z vyjadrené
na stfednicové linii. Vzhledem k tomu, zZe ve smérech y a z jsou posuvy aproximovany
linearni funkef a ze vektory r, a r, jsou linedrné zavislé jen na soufadnici  (to plyne
z funkci S5, Sy, S7, Ss vyrazu (4.11)), bude platit ro, =r, a ro, = r, tedy Ze tecny
k prurezovym soufadnicim budou pro dané x konstantni.

Pro plné parametrizovany nosnikovy ANCEF element pii pouziti pristupu elastic
line approach je uvazovéno celkem 9 obecnych deformaci [70, 61], konkrétné t¥i pomérna
prodlouzeni €¢,, oy, €0., deformace (zkos) prufezu 7., dvé piicné smykové deformace
Yowy @ Yowz, torzni deformace kg, a dvé ohybové deformace ko, a ko.. Jejich obecné
vyjadreni pomoci parcidlnich derivaci polohového vektoru je [70]

_1/,.T _ 1/.T _1..T

Eox = §(r0,;pr0,r - 1)7 Eoy = §<r0,yr0,y - 1)7 €0z = §<r0,zr0,z - 1)7
_ T _ T _ T

ﬁyoxy - rO,er,ZM Yozz = I'o,xro,z, ’}/Oyz - r07yr07z7 (430)
_1/.T T _ T _ T

Koz = E(rO,er,my - rO,er,a}z)a Koy = Ty ,T0,2z; Koz = =Yg 4Y0,22-

Celkovou deformacni energii elementu U, lze vyjadrit jako sumu deformacnich
energii jednotlivych obecnych deformaci definovanych ve vztahu (4.30). Deformacni ener-
gie podélného prodlouzeni, deformaci prufezu ve sméru y a z a zkosu v pripadé prvku
s konstantnim prufezem mé tvar

TP 1A A e
Ulae = § ZZ/VS EiEijgjd‘/; = 5 ZZ ; Aegz‘Eijgjdx =

i=1 j=1 i=1 j=1 (4.31)

!
¢ A+ 20 1
— /0 A, [ 5 (2, + 5(2)y + 2.) + AMeoz€oy + E0y€02 + E0zE0z) + §7§yz dzx,
kde ¢; = €; = (€ous €0y, €025 Yoyz), Eij odpovida vztahu (4.22) a A, je plocha prufezu
elementu, kterd vyplynula z vyjadieni objemového integralu. Energie ostatnich deformaci
je nasledné odvozena pomoci obdobnych uprav.
Energie pticnych smykovych deformaci je vyjadiena vztahem

1

le
Use = 5/ (HAk Gy + 1AKS,,) Ao, (4.32)
0

kde k, a k, jsou smykové faktory charakterizujici prufez [53]. Deformaéni energie torzni
deformace elementu je

1

le
Upe = = / Sykp,da, (4.33)
2 0

kde S; = pk,I, odpovidé torzni tuhosti [77]. Zde k, je smykovy distribuéni faktor [77] a

I, je polarni moment setrvacnosti prufezu. Zbyva vyjadrit deformacni energii ohybovych
deformaci elementu
1 [ 3\ +2u)u
Upe = = P (IkE 4+ k2 da, 4.34
b 2\/0 )\—i-,u ( y'%Oy_F '%Oz) z ( )
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4. Absolute nodal coordinate formulation

(BA+2ump E.

kde I, a I. jsou kvadratické momenty prufezu a ~=; .

Pro celkovou deformacni energii plati
Ue = Ulae + Use + Ute + Ube' (435)

Vektor elastickych sil elementu je pak roven

oU,  0U N oU,. N oU,. n OUp,
- Ode  Oe Oe Oe Oe

2 Oe de.
+ A <80$% + %éo@, + 60y% + %soz + 60’”% + %5%) * (4.36)
+ g (270yz% + Qky/y()my% + 2k.70z- 8??)] +
) S o
= Kef”(e)e,

kde K;ﬂj‘”(e) je nelinearni matice tuhosti plné parametrizovaného nosnikového ANCF
elementu, kterd byla odvozena piistupem elastic line approach. Tato matice je prehlednéji
rozepsana v priloze A.1.

4.1.3. Porovnani pristupti pro odvozeni elastickych sil

Srovnanim piistupu pro odvozeni elastickych sil se zabyva napiiklad ¢ldnek [36], ktery se
vsak vénuje pouze 2D ANCF elementum. Rozdilnost ptistupu pro plné parametrizovany
3D ANCF nosnikovy element bude nové analyzovana v této kapitole.

Za ucelem porovnani zminénych piistupt je polohovy vektor obecného bodu nosniku
s lokélnimi souradnicemi [z, v, z]T (4.5) prepsan do podoby

r=r.+yr,+zr,, (4.37)

kde r. = r(z, 0, 0) je polohovy vektor bodu na stfednicové linii nosniku. Parcidlni deri-
vace r. podle y nebo z pak vede na nulovy vektor. Vyrazy yr , a zr , vyplyvaji mimo jiné
z upravy rovnice (4.5) nebo také z faktu, ze je pouzita linedarni aproximace v souradnicich
y a z. Parcidlni derivaci vztahu (4.37) podle souradnice y je ziskan ekvivalentni vyraz

Ty, =Ty +T,+yr, +2r,, =r,. (4.38)

Druhé derivace polohového vektoru r ., a ry, vedou k nulovym vektorim kvuli linedrn{
aproximaci ve smérech y a z. Nulovost vektoru r., je popsdna vyse. Stejné ovéfeni lze
ziskat i pro parcialni derivaci r ,.
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4. Absolute nodal coordinate formulation

P¥istup dle obecnych postupii mechaniky kontinua

Dosazenim polohového vektoru (4.37) do vztahu pro pomérné deformace (4.20) lze zapsat
vyrazy pro jednotliva pretvoreni jako

1
Ep = — [(rC +yr, + zrz)q; (re+yry +2r.), — 1] =

% (4.39)
= 5 (errc,z - 1) + (yrzjxr»yx + ZrcT,:rr’”) - Eres;
1
€y _ 5 [(rc + yr,y —+ Zr}le?; (I‘c + yr7y + Zr,2>7y - 1i| —
; (4.40)
T
— 5 (I"yry - 1) 9
1
£, = 5 [(rc +yr, + an)?; (re+yr, + zr,z),z - 1] =
; (4.41)
T
= — z ]- I
2 (r72r7 )
1
ye = 5 (reyr, + o) (reyry +ary) =
; (4.42)
= —rTI‘ I’z
2 Yo
1
Euy = 5 (r. +yr, + zr,z)i (re +yr, + zr,z)@ =
; (4.43)
= 5 (xary Fyr,ry +2rlr,),
1
£y, = 5 (rc +yr, + Zr7z)?; (I‘c +yr, + ZI',z>7Z =
; (4.44)
T T r
) (rc,mr,z TYr L. + Zr,zwr’z) :

Vyraz €,.s ze vztahu (4.39) obsahuje slozky pretvoreni vyssiho fadu a lze ho vyjadrit ve
tvaru
(erT T+ Zyzrgxryzx + zzrmir,zx) . (4.45)

7yx

87’68 -

N | —

Elastic line approach

V pripadé odvozeni piistupem elastic line approach lze snadno dokazat, ze
oo = Tep- (446)

Jednotlivé slozky tenzoru pretvoreni lze pak ziskat rozborem vztahu (4.30) jako

T T T
€x = €z t YRo,z + ZRoy = (rc,xrc,x - 1) + yr7yrc,xm - erzrc,:mm (447)

N —
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4. Absolute nodal coordinate formulation

1
ey =0y = 5 (cfr, —1), (4.48)
1
€z = €0z = 5 (r?;r,z - 1) 5 (449)
1 1
Eyz = 570z = érgr,za (450)
1 W) _ 1.7 T
Eay = 5 <’YO=’L“ZJ + ZH:O$> = 5 (rc,xryy + Zr,zxr,y) ) (451)
1 @) _ 1.7 T
Exz = 5 <’70xz + y50x> = § (rc,xr,z + yr,yg;r,z) ) (452)
Clen %zm&) = jerl r, z vyrazu (4.51) a clen %y/@(()i) = syrl x . z vyrazu (4.52)
jsou prispévky k danym pretvorenim od torzni deformace kg, = % </<a(()i) — K(();)).

Porovnani pfFistupt
Porovnanim vztahu (4.39) az (4.52) lze dojit k nasledujicim zavérum:

1. Pii odvozeni podélné slozky pretvoreni ¢, pomoci elastic line approach jsou za-
nedbany slozky vyssitho radu €,.s, jejich vliv na ohyb nosniku je vsak v béznych
aplikacich nevyznamny.

2. Ohybova slozka podélného pretvoreni €, ma u obou pfistupu jiny tvar, viz po-
rovnani (4.39) a (4.47). Tyto tvary nejsou ekvivalentni kvuli rozdilné definici ohy-
bového prevoreni, které do axidlniho pretvoreni prispiva, coz muze vést k rozdilné
ohybové tuhosti prvku. Testovaci simulace dokazujici rozdilnost ohybové tuhosti
jsou popséany napiiklad v ¢ldnku [70].

3. Prufezova pietvofeni €,, €, a €,, jsou u obou piistupu totozna.

4. V ptipadé elastic line approach jsou zanedbany smykové deformace yrgxr,y z vyrazu
PIro gy a déle zr” r . z vyrazu pro e,., viz vztahy (4.43), (4.51) a (4.44), (4.52).

Jak ukézaly Cetné studie, napt. [36, 61, 70] pii ptistupu dle obecnych principu me-
chaniky kontinua dochazi pti simulacich tenkych nosniku s vysokou tuhosti k tzv. locking
problémum (uzamykani prvku), kdy prvek vykazue vétsi tuhost, nez by mél mit. Toto
nerealistické chovani je dale charakterizovano vyskytem vysokych vlastnich frekvenci spo-
jenych s prurezovymi deformacemi, které mohou dale ¢init potize pri numerické integraci
v ¢ase. Duvodem vzniku uzamykani u prvku, jehoz elastické sily byly odvozeny pomoci
obecnych pristupti mechaniky kontinua, je predevsim vyskyt vyrazu €,.s (bod 1.), yrgxny
a zr’ r . (bod 4.), které zapficinuji silnou vazbu mezi ohybem a prufezovymi deforma-
cemi. Pristup elastic line approach tyto vyrazy neobsahuje, je tedy vhodnéjsi pro tenké
nosniky s vyssi tuhosti, kdy se zminéné slozky neuplatnuji v takové mite. Zdroje [36, 61]
uvadeéji, ze silnd vazba mezi prurezovymi deformacemi a ohybem muze mit vyznamny
vliv v piipadé velmi poddajnych nosnikovych struktur (napiiklad lana, vldkna apod.),
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4. Absolute nodal coordinate formulation

proto v takovych pripadech doporucuji pouziti pristupu dle obecnych principu mechaniky
kontinua.

Literatura [61, 70] dale popisuje vylepseni piistupu elastic line approach pomoci
Hellinger—Reissner principu, ktery dovoluje volnou definici pole pozic r a distribuce
napéti. U tohoto ptistupu se vychazi z predpokladu linearniho rozlozeni smykovych napéti
ve sméru stfednicové linie elementu a zavadi se linearni tvarové funkce pro vyjadieni
téchto smykovych napéti v zavislosti na smykovych napétich v krajnich uzlech elementu.
Vice o tomto vylepseni se lze dozvédét ve zminéné literatufte.

4.1.4. Odvozeni setrvaénych sil

Jedna z vlastnosti pristupu ANCEF je, ze po odvozeni setrvacnych sil pusobicich na ele-
ment je ziskdna konstantni matice hmotnosti prvku [72, 64], ktera je zavisla jen na
rozmérech a hustoté nosnikového prvku. Tato vyhoda se projevi pfi numerické simulaci
casove zavislych problému, kdy sta¢i matici hmotnosti napocitat pouze jednou.

Obecné vyjadreni kinetické energie ma tvar

1
Eje = 3 / prltdV,, (4.53)

kde r vyjadtuje ¢asovou derivaci polohového vektoru r a p je hustota materidlu. S vyuzitim
rovnice (4.9) lze psat & = 9 = Sé. Dosazenim do rovnice (4.53) a tpravou je ziskdn vztah

1
B = E'T / pSTSdV e, (4.54)

pricemz predpis pro matici hmotnosti je

M, = [ pSTSdv.. (4.55)
Ve

Vektor setrvacnych sil elementu je roven
Q; = M.e. (4.56)

Konkrétni podobu konstantni matice tuhosti pro plné parametrizovany nosnikovy ANCF
element lze nalézt v piiloze A.2.

4.1.5. Pohybové rovnice

Celkovy model ANCF elementu ma podobu
M.e + Ke(e)e = Qe (457)

kde M, je konstantni matice hmotnosti elementu, K. (e) je silné nelinedrni matice tuhosti
elementu a Q. odpovida vektoru vnéjsich sil. Jelikoz je ANCF zalozeno na absolutnich
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4. Absolute nodal coordinate formulation

soufadnicich, je mozné snadno sestavit celkovou pohybovou rovnici diskretizovaného pod-
dajného télesa ve tvaru

Mg + K(q)q = Qg, (4.58)

kde q je vektor vsech uzlovych souiadnic poddajného télesa.

Dulezitym prvkem modelt realnych systému je tlumeni. V piipadé ANCEF se této
oblasti vénuji napiiklad autofi praci [15, 25], ktefi pii odvozovéani vnitinich sil elementu
uvazuji ruzné viskoelastické materialy, naptiklad Kelvin—Voightuv, ktery predpoklada, ze
vnitini napéti je linearni kombinaci pomérné deformace a rychlosti pomérné deformace.
Pro piipad podélnych deformaci lze toto ilustrativné popsat vztahem

kde o je napéti nosniku v podélném sméru, E je Younguv modul, i je dynamicka viskozita
materialu, € je pomérna deformace v podélném sméru a € je jeji rychlost. Dalsi moznost,
jak respektovat tlumeni, je vyuziti proporcialni matice tlumeni ve tvaru

B(q) = oM + B K(a), (4.60)

kde a,, a [ jsou konstanty proporcionality. Tento piistup je dale diskutovan v praci
[41], kde je zminén téz postup ziskéni téchto konstant z experimentdlné namétenych
pomérnych utlumu pii kmitani tenkého nosniku.

Po zavedeni tlumeni je celkovd pohybové rovnice (4.58) modifikovdna na tvar

Mgq + B(q)q + K(q)q = Q. (4.61)

V pripadé, kdy je nosnikové téleso diskretizované pomoci ANCF ptistupu soucasti
véazaného mechanického systému, jsou k pohybovym rovnicim (4.61) pfidény pohybové
rovnice dalsich téles a dale vazbové rovnice. Vice o pohybovych rovnicich takového
systému lze nalézt v kapitole 5.1.

Pozndmka: Pii numerickém feseni pohybovych rovnic (4.61) vyuzivaji nékteré me-
tody Jacobiho matici elastickych sil, viz kapitola 6.1, kterou Ize pro jeden element ana-
lyticky vyjadrit jako

9Q1 91
861 862
Q. | 2 2

e = Oey dez . (462)

4.2. Kabelovy ANCF element nizsiho fadu

Plné parametrizovany ANCF element slouzi predevsim pro modelovani tlustych nosniku,
kde smykové sily maji nezanedbatelny vliv. Tento pfistup je vsak kvuli nelinedarni ma-
tici tuhosti a celkem 24 stupnum volnosti pripadajicich na jeden element velmi vypoctove
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narocny. Jelikoz kabely a lana svym charakterem odpovidaji predevsim tenkym nosnikum,
Ize prijmout jisté predpoklady, které vedou k vypusténi nékterych stupnu volnosti plné
parametrizovaného ANCF elementu [30]. Vysledkem je kabelovy element nizstho fadu,
ktery ma mensi pocet stupnu volnosti a je tak méné vypoctové narocny.

Pro tento element je charakteristické, ze je pro popis konfigurace vyuzit v kazdém
uzlu jeden polohovy vektor a jedna jeho derivace podle parametru x odpovidajiciho
axialni soutadnici nosniku. Tento element je navrzen tak, aby postihl ohybové chovani
nosniku, avsak zaroven nepostihuje torzni deformaci nosniku kolem stiedni osy a neni
tak vhodny pro modelovani torznich efektu. Ptiklad podobného elementu, ktery navic
uvazuje torzni tuhost nosniku, lze nalézt napt. v [82]. Odvozeni setrvaénych sil ptusobicich
na element je obdobné jako v podkapitole 4.1.4.

4.2.1. Kinematicky popis

Kinematicky popis kabelového elementu nizsiho radu je podobny jako v podkapitole 4.1.1.
Rozdil je v tom, ze konfigurace nosnikového elementu je uréena pomoci uzlovych polo-

hovych vektort r a jejich derivaci r, = % vyjadrenych v globalnim souradnicovém
systému X7 X5 X3. Zobecnéné souradnice vybraného uzlu i lze tedy zapsat [30]
o) — [r<i>T7r§;>T}T7 (4.63)

z ¢ehoz vyplyva, ze jeden uzel ma tii polohové stupné volnosti a tii komponenty derivace
polohového vektoru. Element ma celkem 12 stupnu volnosti a vektor uzlovych souradnic
je

e = [e®T 0T = [¢0T xOT +OT +OT)T (4.64)

’

V pripadé tohoto kabelového elementu je globalni polohovy vektor libovolného
sttednicového bodu nosniku r zavisly pouze na jednom prostorovém parametru x, ktery
odpovida lokéalni axidlni souradnici nosniku. Bazové polynomy pouzité pro interpolaci
pole posunuti jsou nasledujici

¢.=[1, z, 2%, 2°]. (4.65)

Je patrné, ze axialni posuv ve sméru souradnice x je aproximovan pomoci kubického po-
lynomu. Z toho vyplyva, ze axialni a ohybové deformace jsou aproximovany polynomem
stejného tadu, jako tomu bylo v pripadé plné parametrizovaného ANCF nosnikového ele-
mentu. Polohovy vektor r 1ze s vyuzitim neznamych koeficientt

a.= lag, ..., as, by, ..., b3, co, ..., c3,]7 vyjadFit pomoci bdzovych polynomu jako

ag + a1 + asr? + asx®

r=| bo+bix+bu?+ b3z’ | =B () at), (4.66)
co + a1 + cpx? + cza®

kde matice . ma podobu

¢. 014 Oiy
Q.= | 01a ¢, 014 |. (4.67)
014 014 &,
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Dosazenim lokélni soutadnice x = 0 uzlu ¢ a x = [, uzlu j do vztahu pro polohovy vektor
(4.66) a jeho derivace lze vektor uzlovych soufadnic kabelového ANCF nosniku (4.64)
vyjadrit jako

€= Nc(x) ' ac(t)7 (468)
kde N, je matice velikosti 12 x 12. Odtud vyjadieny vektor koeficientu a. je
a.=N_! e (4.69)

C

Po tpravé vztahu (4.66) lze polohovy vektor zapsat
r=®N_ ' .e=S(z)e=[S1 S.I, S;I, S,I]e. (4.70)
Pro tvarové funkce plati

S1=1-38+26% Sy =1.(§—26+¢&%),

Sy =362 — 287, Sy = 1(—E2+ &%), (4.71)

kde £ = z/l. je bezrozmérny parametr.

4.2.2. Odvozeni elastickych sil

Kabelovy element nizsiho fadu uvazuje pouze elastické sily vzniklé od ohybu a podélného
pretvoreni. Vyhodné je rozdélit vypocet elastickych sil do dvou ¢asti [30], kdy v prvni éasti
jsou urceny elastické sily od podélného pretvoreni a v druhé c¢asti jsou urceny elastické
sily od ohybu, které jsou zalozeny na vyjadreni krivosti deformované stfednicové linie
nosnikového elementu.

Axialni pretvoreni urcené na zakladé Greenova tenzoru pretvoreni ma tvar

1
€x = é(rﬂrﬂC —1). (4.72)

Deformacni energii podélné deformace lze s vyuzitim vztahu pro axialni pretvotreni vyja-
drit

le
Ue == / A Eeidx. (4.73)
0
Kfivost k stfednice nosniku je odvozena ze Seret—Frenetovych vztahu [5, 30] jako
K= —— (4.74)

Pokud je uvazovana stejnd ohybova tuhost pro oba pricné sméry y a z (tzn. osové sy-
metricky prutez kabelu ¢i lan) [30], lze deformaéni energii ohybové deformace vyjadrit
jako

1 [l
Upe = = / I.Er*de, (4.75)
0
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4. Absolute nodal coordinate formulation

kde I, ptredstavuje kvadraticky moment prutezu. Celkova deformaéni energie elementu
ma tvar

1 [l
@:Mﬁ%%:§/lﬂ&ﬁ+kﬁﬂx (4.76)
0
Odtud lze vnitini elastické sily elementu vyjadrit jako
oU, be Oe oK
e — . - e e — E Ae ;z;_x ]e - d —
Q de Qe+ Q /0 < Do * R@e) ’ (4.77)

— Klow(e)e = [Kle(e) + Kbe(e)] €,

kde symbolem K,,,(e) je oznacena nelinearni matice tuhosti ANCF nosnikového ele-
mentu nizsiho fadu, kterou lze rozdélit na matici podélné tuhosti K;.(e) a matici ohybové
tuhosti Kpe(e). Vzhledem ke slozitosti formulace kiivosti (4.74) je analytické vyjadieni ne-
linedrni matice tuhosti témér nemozné, zejména pak analyticky vypocet integralu, ktery
obsahuje souc¢in kfivosti a parcialni derivace kfivosti podle vektoru uzlovych soufadnic.
V analytickém urceni selhaly i symbolické tpravy vyrazu v programu MATLAB verze
R2015b provadéné autorem této prace. Pro uréeni matice tuhosti je tedy vhodné pouzit
numerické metody, napiiklad Gaussovu kvadraturu jak je popsana v kapitole 6.4.

Numerickda integrace pro ziskani matice tuhosti v kazdém vypocetnim kroku muze
byt vsak pro takto slozité a nelinearni vyrazy velmi casové narocna. Je tedy vyhodné
zabyvat se upravou integrandu vyrazu (4.77) takovym zpusobem, aby bylo mozné co
nejvice vyrazu predpocitat pro zadané Gaussovy body béhem faze preprocessingu, tedy
pred samotnym spusténim vypoctu. Nasledujici postup, ktery dale rozvadi ipravu sepsa-
nou v ¢lanku [30], je jednim z hlavnich pifnosu této dizertacni prace. Derivaci kiivosti
podle vektoru uzlovych soutradnic s uzitim pravidla o derivaci podilu je ziskan vektor
velikosti 12 x 1 ve tvaru

Ok O |r, X T, 1 30|r 4 X T 4y olr |2
i _ O Mo X Taa| _ pdfe X Taal oy 9Tl ) 478
de 0Oe |r,3 |r ;| <|r | Oe [Pz X T Oe (4.78)

Pro zjednoduseni zapisu je zavedena ndhrada v = (r, X r,,). V dalsich upravéch jsou
vyuzity nasledujici platné rovnosti

(4.79)

Problematické z hlediska vyjadieni jsou predevsim parcidlni derivace uvniti zavorky
vyrazu (4.78). Slozku i vektoru W lze vyjadrit jako parcialni derivaci vektorového
soucinu |v| podle uzlové souradnice e;, tedy

((9|r’x X rm|) _ d|v]| _ 0 (VTV)% _

Oe oe; Oe;
or, " n " Or 4z
(96,‘ er r@ 86i )

(4.80)
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4. Absolute nodal coordinate formulation

Ve vztahu (4.80) si lze povsimnout mozné upravy vektorovych soucinti. Prvni vektorovy
soucin lze s pomoci vyrazu (4.79) zapsat

or oS e Ode .
7x — 1x — —_— (:72)
Oe; X Too ( oe; ) X (Sea0) (S’xae) X (Sas0) S’ X (See). (481)

V dpravé (4.81) bylo vyuzito faktu, ze parcidlni derivace vektoru uzlovych souradnic
podle uzlové soutadnice e;, tedy %, odpovida vektoru, ktery ma na pozici ¢ jednicku a
zbytek prvku jsou nuly. Skalarni soucin S;E% lze pak zapsat jako S,(g}’ i), coz odpovida
sloupci ¢ parcialni derivace matice tvarovych funkci, kde ¢ = 1, 2, ..., 12 a symbol :

v hornim indexu zna¢i vybér vSech prvku daného sloupce i. Rozepsanim a dalsi tpravou
vektorového soucinu (4.81) 1ze ziskat tvar

[ S(ﬁ’i) . S(3 ) S(ini) . S(ZH)

CEIEe ,x;ﬂe
SCI x (Sme) = | 839 .8l — 19 e | =

| 85780 e -8B . 80 e
SEV. 8% -8 8% )e

)

= | (87 8 —sh? 8% )e | = (4.82)
5 3180

_S(%i) S7 S(3 +1) S(2

= | se?- s<1 sl 88) | e= A,
S(;: i) S( _ S(xli) . S(;;)

kde matice 1 A; rozméru 3 x 12 je pro konkrétni Gaussovy body konstantni a lze ji tedy
predpocitat pred simulaci. Obdobnym postupem lze upravit druhy vektorovy soucin ze
zévorky ve vztahu (4.80) s vyuzitim antikomutativni vlastnosti vektorového soucinu, tedy

I, X 8;’5” = _a(;:; xr,=—-80) x (S,e) = —Ae. (4.83)

Nyni 1ze rovnici (4.80) ptepsat do tvaru

olv|
8ei

[NIES
N[

= (viv) visAse, (4.84)

|:VT (1Az~e — 2Ai€):| = (VTV)i

kde matice 3A; = 1A; — 2A;. Rozborem jednotlivych casti vyrazu (4.84) lze zjistit, ze

3\V| | |

je prvek ¢ vektoru , jehoz rozmeér je 12 x 1,

_1
(VTV) 2 je skalarni velicina,

vT je vektor o rozmeérech 1 x 3,

3A; je matice s rozméry 3 x 12,
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4. Absolute nodal coordinate formulation

e e je vektor uzlovych souradnic velikosti 12 x 1.

Celkové lze vektor % nasledné zapsat ve tvaru
Ilv|
E =V Acomp - e, (485)
kde
_ . -
(viv) 2T 0 0 0
0 (VTV) 2yT 0 0
V = 0 0 (VTV)ii vl 0 ; (4.86)
i 0 0 (VTV) ~3 vl |

je matice velikosti 12 x 36 a matice

3A1
3A2

Acomp = (4.87)

3A12

je matice o rozmeérech 36 x 12, kterou je mozné kompletné piedpocitat. Timto byla
upravena prvni parcidlni derivace uvnitt zavorky pravé strany vztahu (4.78).

Druhy vyraz uvnitt zavorky pravé strany vztahu (4.78), ktery obsahuje parcialni
derivaci, lze upravit nésledujicim zptisobem

o> 0 3
nl 0 ) s et

N|=

(85: r@) =3 (eTS?;S,xe)% (STS.e). (4.88)

Ve vztahu (4.88) je mozné pro konkrétni Gaussovy body prepocitat souciny derivovanych
tvarovych matic S?;,S@.

Nyni muze byt parcidlni derivace kiivosti podle vektoru uzlovych soutadnic (4.78)
prepsana na tvar

% = W [(GTS:I;S’IE)% VAcomp — 3 (VTV)% (eTS?;Syxe)% S§S7m:| e. (489)
e 2 ,z€

Nelinearni matici ohybové tuhosti elementu pak lze vyjadrit jako

(v'v)*

le
Ki.(e) = IE/ _— [(e:[’SZ,;SJ;e)g VA comp—
0 (eTS?;S@e)

N

(4.90)
3 (vIv)* (¢781S ) * 818, | dx.
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4. Absolute nodal coordinate formulation

Jak jiz bylo zminéno diive, vyrazy S?;S@, A comp je mozné pro konkrétni Gaussovy body
predpocitat. Navic lze ve vyrazu v = (r, X r ) = (Se) x (S,.e) predpocitat pro
zvolené Gaussovy body i matice S, a S ;.

Na zékladé predchézejicich vztahu je mozné Gaussovou kvadraturou numericky
vycislit matici ohybové tuhosti elementu v kazdém integra¢nim kroku pomoci nékolika
algebraickych operaci s vyuzitim predpoc¢itanych matic, jejichz rozmeéry jsou malé (ma-
ximaln{ rozmeér je u matice A .y, roven 36), takze zaberou zanedbatelné mnozstvi paméti
pocitace.

Celkové podoba nelinedrni matice tuhosti K., (€) ANCF nosnikového elementu
nizsiho fadu zohlednujici podélnou a ohybovou tuhost je soucasti ptrilohy A.1.

4.3. Specialni ptipad tenkych rovinnych ANCF
nosnikovych elementu

Préace [5] detailné popisuje moznosti zjednoduseni odvozeni elastickych sil pii modelovén{
rovinnych tloh. Metoda ANCF pro rovinny piipad je pak efektivnéjsi a lépe vyuzitelnd.
Kinematicky popis tenkého rovinného ANCF nosnikového elementu je obdobny jako
v podkapitole 4.2.1 a postup pro ziskéni setrvacnych sil je stejny jako v podkapitole 4.1.4
[62]. V jednodussim piipadé rovinnych elementu je vSak snazsi odvodit konkrétni tvar
matice tuhosti nez u predchozich prostorovych elementu, kdy pro vypocet elastickych sil
je nutné pouzit software pro symbolické zpracovani matematickych vyrazu nebo vyuzit
numerickou Gaussovu integracni metodu.

Pii odvozeni elastickych sil je mozno postupovat vice zpusoby [63, 4, 5]. V této
praci je postupovano podobné jako v kapitole 4.2.2; tedy celkova deformacni energie je
rozdélena na deformacni energie podélné deformace a ohybové (pficné) deformace. Déle
je uvazovan predpoklad, ze prufezy nosnikového elementu zustdavaji rovinné a kolmé na
stfednici nosniku. Vychozimi vztahy jsou rovnice pro axialni pretvofeni (4.72) a rovnice
pro vyjadieni kiivosti stFednice nosniku (4.74). Tyto zakladni vztahy vedou ke stejnému
obecnému vyjadreni elastickych sil jako v pripadé kapitole 4.2.2. Za jistych predpokladu
lze vSak vyjadreni elastickych sil zjednodusit.

Préce [5] predstavila tii verze podélnych elastickych sil oznac¢enych L1, L2 a L3. Mo-
del L1 uvazuje zjednodusujici predpoklad, ze axialni pretvotreni je konstantni po celé délce
elementu. Tento predpoklad vede k vyraznému zjednoduSeni nelinedarni matice podélné
tuhosti elementu a pii simulacich dochazi ke snizeni vypoctového ¢asu. Model L2 uvazuje
obecny pripad podélnych deformaci a model L3 vychazi z modelu L2, ale uvazuje jen malé
podélné deformace. Dale byly predstaveny dva modely ptiénych sil T1 a T2. Model T1
uvazuje malé podélné deformace, coz vede ke zjednoduseni vyrazu pro kiivost stiednice
elementu a matice pricné tuhosti elementu je linearni. U modelu T2 je ptijat predpoklad
konstantniho axialniho pretvotreni pro odvozeni piicnych sil.

Ruzné modely podélnych a pricnych sil pak spolecné tvori celkem ¢tyti druhy ro-
vinnych ANCF nosnikovych elementu, konkrétné L1T1, L2T1, L3T1 a L2T2 [5]. V této
praci je popsan nejobecnéjsi pripad L2T2 elementu.
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4. Absolute nodal coordinate formulation

X;

7(0)

rex) x(l,)
r(0) r(l,)

X;

Obrazek 4.3.: Rovinny nosnikovy ANCF element.

4.3.1. Kinematicky popis

Na obrazku 4.3 je znazornén rovinny nosnikovy ANCF element délky [.. Pozici libo-
volného bodu nosniku r(z) = [ry(x), r2(z)]7 danou parametrem z v globalnim soufadni-
covém systému lze vyjadrit

r(z) =S(z)e, e=lel, ey, ..., es]’, (4.91)

kde z € (0, I.), S € R?® je globdln{ matice tvarovych funkci a e je vektor absolutnich
uzlovych soutradnic. Ten je tvoreny posuvy v globalnim souradnicovém systému XX,

€1 =" (0), €9 = 7"2(0), €y =T (le), € — Tg(le> (492)
a slozkami tecen 7(z) = [r1(x), 72(2)]7 v uzlech elementu, které jsou definovany jako

e3 = 11(0) = 8T1(0), eq = T(0) = 8T2(0)7

_ onite) o) (4.93)

€r = Tl(le) =~z » 68— 7'2(le) = "oz -

Matice tvarovych funkci pro rovinny nosnikovy element lze vyjadrit

S = [811, SQI, 8317 841], I= |: (1) (1) :| y (494)

kde funkce s; = s;(x) maji tvar

S :1_352_‘_253’ S le(€_252+€3)7
s; =3¢ - 267, si = 1. (€% — £2), (4.95)

kde £ = z/I..

4.3.2. Model podélnych elastickych sil L2

Pti odvozeni podélnych elastickych sil je vektor uzlovych soutadnic e zapsan jako suma
dvou vektoru

e=e, + ey, (4.96)
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4. Absolute nodal coordinate formulation

kde e, reprezentuje uzlové souradnice pfi libovolném tuhém pohybu télesa (pohyb, pii
kterém nedochdzi k deformaci) a lze jej vyjadrit jako

e, = [r1, ro, cosf, sinf, ri +1.cosb, ro+ l.sinf, cosb, sinQ]T, (4.97)

kde r1 a rq jsou slozky polohového vektoru r(z = 0) a 6 predstavuje rotaci tuhého télesa.
Pro axidlni pretvoreni s vyuzitim vztahu (4.91) plati

1 1 1/1
&= (rfr,—1) = 3 (e"S7S.e—1) = (12 e"SkSce — 1> (4.98)
Zde bylo vyuzito pravidlo derivace slozené funkce S, =S¢ 85 =S¢ l . Derivace axialniho
pretvoreni podle vektoru uzlovych soutadnic Ize VyJadrlt
Oe,
i) ST S 4.99
oe l2 €€ (4.99)

Deformacni energie podélné deformace Uy, 1ze zapsat vztahem (4.73) a vektor Q. elas-
tickych sil od podélné deformace ma pak tvar

v, 1

1
Q. = 5 = l_/o EAeezSESée d¢ = K (e)e. (4.100)

Vyslednd nelinedrni matice podélné tuhosti elementu K?(e) s uvazovanim konstantniho
prufezu A, a konstantnitho modulu £ je

EA, [!
z /ngsgsgdg. (4.101)

Lze dokazat [5], Zze pii tuhém pohybu je axidlni pfetvoreni nulové a dpravou ze
vztahu (4.98) plati

K ’(e) =

1

2 e/ SkSce, = 1. (4.102)
Dosazenim vztahu (4.96), kde je vektor uzlovych souradnic definovan jako suma dvou
vektoru, do obecného vztahu pro axidlni pretvoteni (4.98) a s vyuzitim identity plynouci
z axidlniho pretvoreni tuhého télesa (4.102) lze obecné axidlni pretvoreni napsat

1 T
€= 5 (e—e,) SiSc(ete,). (4.103)
Protoze je v tomto vztahu vektor e, libovolny [5], muze byt vhodné zvolen jako

=10, 0, 1, 0, I, 0, 1, 0]". Vysledna matice podélné tuhosti elementu K2 m4 pak
strukturu

(A 0 B 0 -A 0 C 0

A 0 B 0 -A 0 C

D 0 -B 0 & 0

12 EA, D 0 -B 0 ¢
K, (e) i A 0 -Cc o0 (4.104)

A 0 —C

sym. F 0
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4. Absolute nodal coordinate formulation

Tato matice je nelinedrni a predpis pro jejich Sest koeficientu A, B, C, D, £ a F lze
nalézt v praci [5] nebo snadno odvodit pomoci softwaru pro symbolickou tpravu matema-
tickych vyrazi. Tyto koeficienty jsou tvoreny kvadratickymi funkcemi uzlovych soufadnic.
Vyhodou této podoby matice tuhosti je, ze nékteré jeji prvky jsou nulové. Pro komplet-
nost této dizerta¢éni prace je matice KE? véetné viech koeficientii rozepsdna v pifloze A.1.

Jiné odvozeni elastickych sil od podélné deformace vychazi z obecného vztahu pro
matici podélné tuhosti (4.101), do kterého je dosazeno obecné vyjadreni axialni pretvoreni
(4.98). Po upravé v software pro symbolické operace je ziskdna matice podélné tuhosti
elementu, kterd je plna a v obecném piipadé nema nulové prvky.

4.3.3. Model pFiénych elastickych sil T2

Pti odvozeni priénych (neboli ohybovych) sil se vychazi dle [5] ze vztahu pro infinite-
simalni délku oblouku

ds = /rlr dz, (4.105)

kde vztah ,/rTr . predstavuje deformaéni gradient pro podélny smér f = g—;. Vyjadieni
pricnych sil muze byt vyrazné zjednoduseno, pokud se pro jejich odvozeni uvazuje kon-
stantni podélna deformace. Za tcelem dosazeni tohoto predpokladu je vhodné rozdélit
téleso na dostatecné mnozstvi elementu. Tento predpoklad vede ke konstantnimu de-
formacnimu gradientu ve tvaru

f= ? = konst. (4.106)
x

Kiivost dle Serret—Frenetovych vztaht lze vyjadtit mimo jiné jako

d?r

ds?

. (4.107)

o=

Druhou derivaci polohového vektoru podle oblouku lze s vyuzitim vztahu (4.106) a zna-
losti pravidel derivaci parametricky zadanych funkei upravit

20 ds r d2s 2 3
& SGE - dh (dx) dr d?s (d33> ' (4.108)

ds)  dede? \ds

ds? (%3 ~ da?

Protoze uvazujeme podélnou deformaci f = % konstantni, jeji derivace bude rovna nule,
a proto na pravé strané vztahu (4.108) bude druhy ¢len nulovy. Vztah pro kiivost (4.107)

lze prepsat
d?r [dz\” B 1
dx? \ ds N

Tz
f2

1 1

. (4.109)
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4. Absolute nodal coordinate formulation

Deformacni energie pricné deformace Uy, lze zapsat vztahem (4.75), pro konstantni F a
I, a po dosazeni vztahu pro kiivost (4.109) mé pak tvar

EL, [ EI 1 !
Use = =5l /D RAE = —L—e’ /0 S%eS cedée. (4.110)

Vysledny vektor pricnych elastickych sil elementu je pak roven

_ U _ 1eT2
Que = 5 = Ki(e) e, (4.111)

kde K, je matice pficné tuhosti elementu, jejiz konkrétni tvar podle [5] lze nalézt v piiloze
A.1 nebo snadno ziskat pomoci softwaru pro symbolickou ipravu matematickych vyrazi.
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5. Vazané mechanické systémy a
modelovani kontaktu

Véazany mechanicky systém, tzv. multibody system, je tvoren télesy propojenymi kinema-
tickymi vazbami a zatiZzenymi riznymi silovymi ic¢inky. Dynamicka analyza takovychto
systému je problematika s Sirokym vyuzitim ve vyzkumu i v inzenyrské praxi, predevsim
pak v robotice, automobilovém prumyslu ¢ biomechanice. Navic je tento obor mechaniky
neustale rozvijen ve smyslu novych modelovacich technik, zejména pro zahrnuti pod-
dajnych téles do modelu, a zdokonalovani numerickych metod pro sestaveni a feSeni po-
hybovych rovnic. Z publikaci zabyvajicich se touto problematikou lze doporucit napriklad
6, 27, 37, 64, 74]. V soucasnosti je mozné vyuzit i ruzné softwarové nastroje pro sesta-
veni a feSeni pohybovych rovnic vazanych mechanickych soustav, napiiklad MSC.Adams,
SIMPACK ¢i RecurDyn.

Obecné ma metodika feseni dynamiky vazanych mechanickych systému tyto faze:

e ziskdni dat potfebnych pro sestaveni pohybovych rovnic,
e sestaveni pohybovych rovnic,

e realizace vypoctovych postupu za ucelem analyzy, simulace a optimalizace pohybu
systému.

Pro sestaveni pohybovych rovnic lze vyuzit ruzné pristupy, naptiklad princip virtual-
nich praci, Newton-Eulerovu metodu ¢i Lagrangeovy rovnice smiSeného typu. V této
kapitole bude popsano vyuziti Lagrangeovych rovnic smiseného typu pro vazané mecha-
nické soustavy a jejich mozné upravy pro simulace dynamiky téchto systému. Nasleduje
¢ast zabyvajici se modelovanim kontaktnich sil, které se v dynamice multibody systémiu
objevuji, jsou dulezitym prvkem vypoctovych modelu a je vhodné jim vénovat zvysenou
pozornost.

5.1. Lagrangeovy rovnice smiSeného typu

V této kapitole jsou popsany Lagrangeovy rovnice smiseného typu, neni zde vsak uvedeno
jejich odvozeni, které lze nalézt v mnoha publikacich tykajicich se teoretické mechaniky a
multibody systému. Z ¢asti tato kapitola vychézi z diplomové prace autora této dizertacni
prace, nicméné ji vyznamneé rozsituje ve smyslu konkrétniho vyjadreni pohybovych rovnic
pro ANCF pristup, popsani postupu eliminace Lagrangeovych multiplikatoru, pouziti
stabilizace pro splnéni vazbovych rovnic ¢i uvedeni moznosti vyuziti metody rozsitenych
Lagrangianu.

49



5. Vdazané mechanické systémy a modelovani kontaktu

Pro sestaveni pohybovych rovnic systému téles o n4,¢ stupnich volnosti pomoci m
fyzikdlnich soufadnic (my > ng.r) slouzi Lagrangeovy rovnice smiSeného typu [64] ve
znamém tvaru

d (O0F) OF), : 0P ;

a _ Pt N, 5.1

i(5) 90 T2V g 1)
kde EJ, je celkové kinetickd energie soustavy, ¢; je i-ta fyzikdlni soufadnice (i = 1,...,my),

g; znaci zobecnéné sily a \; jsou Lagrangeovy multiplikdtory odpovidajici vazbovym
rovnicim ®;. Cislo r udava pocet vazeb a plati » = ms — ngor. Pro snadnéjsi praci je
vhodné tyto rovnice prepsat do maticové formy

d (OF oE, 0®7
— (=R - =+ =g, (5.2)
dt \ 0q oq oq

kde vektor fyzikdlnich soufadnic je zapsén q = [q1,¢2, .-, Gm f]T, vektor zobecnénych

sil g = [91,99,--- ,gmf]T, vektor vazbovych podminek ® = [®1,®,,..., |7 a vektor
Lagrangeovych multiplikdtort A = [A1, Ay, ..., A\]7. Fyzikédlni vyznam multiplikdtora
spociva v mife vnitinich sil potiebnych ke splnéni jednotlivych vazbovych rovnic. Vyraz
% predstavuje transponovanou Jacobiho matici vazeb, pro zjednodusSeni zapisu déle
znacenou jako <I>?(;. Kineticka energie je zavisla na vektoru fyzikalnich soutadnic a na
jeho derivaci, tedy Ey = Fk(q,q). K rovnici (5.2) je doplnéna jesté maticové forma pro

reonomni holonomni vazby

®(q, t)=0. (5.3)

vvvvvv

mechaniky neni cilem této prace, nicméné zaklady lze nalézt naptiklad v publikacich
(27, 64].

Soustavu rovnic (5.2) je mozné déle upravit. Prvni ¢len 1ze pomoci pravidla o deri-
vaci slozené funkce prepsat do tvaru

d (0B, 0 (0B . 0 (0.
i (7)o (5) 4+ aar (5 ) o4

Za ptredpokladu, ze kineticka energie soustavy ma tvar Ej = %qTMq, kde M je symet-
ricka a pozitivné definitni matice hmotnosti soustavy, lze druhy ¢len pravé strany rovnice
(5.4) vyjadrit

0 oE;, .. .
(%4 = Ma. .
J4 ( 94 ) d (5:5)

Nyni 1ze rovnici (5.2) prepsat na

0 0B,. 0B, .

. T _
Mg+ ® A=
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5. Vdazané mechanické systémy a modelovani kontaktu

Pohybovou rovnici (5.6) lze zjednodusit pro vétsinu béznych vazanych mecha-
nickych systému, kdy kineticka energie nezavisi na polohovych souradnicich, coz se tyka
i teles diskretizovanych pomoci ANCF prvku s konstantni matici tuhosti. Pro takovéto
systémy je prvni a druhy ¢élen pravé strany rovnice (5.6) nulovy. Pohybové rovnice ta-
kového vazaného mechanického systému spolu s vazbovymi rovnicemi (5.3) budou mit
tvar

.. T o
{ Mg+ @TX =g, (5.7)

®(q, t) =0,
kde g = g(q, q, t). Pro téleso diskretizované pomoci ANCF prvku lze psat
gla, q, t) =f(q, g, t) - Q(a), (5-8)

kde Q(q) je vektor elastickych sil dikretizovaného télesa a vektor f(q, q, t) odpovida
ostatnim silovym ucinkum (vnéjsi sily, zéporné vzaté tlumici sily apod.).

Rovnice (5.7) jsou tzv. algebraicko-diferencidlni rovnice s indexem 3 (v anglické
literatute nazvané differential-algebraic system of equations, DAE), tedy kombinace al-
gebraickych a diferencidlnich rovnic. Pro jejich feseni lze uzit numerické metody piimo
urcené pro DAE nebo rovnice (5.7) pfevést na soustavu obycejnych diferencidlnich rovnic
prvniho fadu (ODE) a fesit je napiiklad pomoci standardnich numerickych fesicu ode
v prostfedi MATLAB. V nésledujici podkapitole 5.1.1 bude popsan prevod rovnic (5.7)
na soustavu ODE. V podkapitole 5.1.2 bude popsana modifikace soustavy rovnic (5.7)
pro vylepseni numerické podminénosti.

5.1.1. Eliminace Lagrangeovych multiplikatorti a pfevod na ODE

Ptred samotnou eliminaci Lagrangeovych multiplikdtoru, jak je popsdna napiiklad v [3,
32], je nutné prevést DAE soustavu rovnic indexu 3 (5.7) na DAE soustavu rovnic in-
dexu 1. Znamena to, ze je nutné dvakrat derivovat vazbové rovnice (5.3), tedy

®(q, t) =0,

. oP 0P

d = —¢ — =® P.=0 .
9qd T or = Pad TR =0, (5.9)

® = P ,q+ ‘I’,qq('l2 +2P i q+ Py =P oq+ b(q, q, t) =0.

Nederivované vazbové rovnice z vyrazu (5.7) jsou nahrazeny druhou derivaci vazbovych
rovnic (5.9), ¢imz je ziskdn nasledujici maticovy tvar pohybovych rovnic

EAAINRES I o

coz je soustava algebraicko-diferencidlnich rovnic indexu 1, ze které nyni bude eliminovan
vektor Lagrangeovych multiplikdatoru A nasledujicim postupem:

e 7 prvni fadky maticového tvaru rovnice (5.10) je vyjadien vektor q jako

qg=M"(g—-® ). (5.11)
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5. Vdazané mechanické systémy a modelovani kontaktu

e Dosazenim ziskaného vektoru ¢ do druhého fadku maticového tvaru rovnice (5.10)
Ize ziskat vektor A ve tvaru

A= (8 M '9%) " (8 M 'g—b). (5.12)

e Nyni zbyva dosadit vyjadieny vektor A do rovnice (5.11) a je ziskdn predpis pro
vektor zrychleni

q=M" [g ~ o (@ M 1®T) ! (& M g - b)} —f(q, q, t).  (5.13)

Vysledna soustava diferencidlnich rovnic druhého tadu (5.13) je pii oznaceni x; = q a
Xy = q prevedena na soustavu diferencialnich rovnic prvniho fadu
X1 = Xo,
5(2 = f‘(Xl, X9, t) (514)
Nyni je mozné pro feseni pohybovych rovnic v ¢ase vyuzit standardni fesice pro integraci
soustav obycejnych diferencidlnich rovnic prvntho radu.

Tento pristup ma vSak zasadni nevyhodu v tom, zZe nulovost druhé derivace vaz-
bovych rovnic ® = 0 nemus{ znamenat nulovost prvnf a nulté derivace vazbovych rovnic
(neni zaruceno d=0ad= 0). Tento jev byva pfipisovan tzv. numerickému driftu, kdy
vlivem numerickych neptesnosti a zaokrouhlovani vysledku dojde k nedodrzeni vazbovych
rovnic (5.3), tzv. constraint violation, coz muze mit za nésledek numerickou nestabilitu
feseni. Metod, jak tomuto problému predejit, existuje vétsi mnozstvi [32]. Jednou z nej-
starsich a stale pouzivanych je tzv. Baumgartova stabilizace [23]. Tato metoda spoc¢iva
v tom, Ze misto druhé derivace vazbovych rovnic ® = 0 jsou pouzity rovnice ve tvaru

® + 205 + 3P = 0, (5.15)

kde ap a fp jsou kladné konstanty. Volba téchto parametri zavisi predevsim na uzivateli,
protoze neni znam optimélni postup pro jejich urceni. Jejich nespravnou volbou muze
dojit napriklad k destabilizaci numerického feseni. Ohledné urceni téchto parametru exis-
tuji ruzna doporucent, viz [32]. Vektor b(q, q, t) ze vztahu (5.10) bude v pfipadé pouziti
Baumgartovy stabilizace zaménén za vyraz

5.1.2. Metoda rozsitenych Lagrangianti

Metoda rozsitenych Lagrangianu, v anglické literatuie augmented Lagrangian method,
je metoda znaméa mimo jiné z problému optimalizace s omezenimi. V mechanice se
pak pouziva k vylepSeni numerické podminénosti Lagrangeovych rovnic smiSeného typu
pridanim penaltové funkce do pohybovych rovnic, kterd je nulovéa v pripadé splnéni vaz-
bovych rovnic [27]. Systém rovnic (5.7) je modifikovan na tvar

{ Mq + % (p® + kX) =g,

&(q, 1) =0, (5.17)
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5. Vdazané mechanické systémy a modelovani kontaktu

kde p je penaltovy koeficient a k je skalujici koeficient vazeb [27].
Vyhody této metody se projevi pii linearizaci pohybovych rovnic (5.17), kterd se
provadi pri jejich numerickém fteseni, vice viz podkapitola 6.1.2 této préce.

5.2. Modelovani kontaktnich sil

P1i vzdjemné interakei téles vznikaji v misté kontaktu silové ucinky, které je nutné zahr-
nout do dynamického modelu soustavy. Modelovani kontaktnich sil se uplatiiuje v mnoha
oborech mechaniky a existuji ruzné piistupy k této problematice [52]. V této ¢asti di-
zertacéni prace je popsan nejbéznéjsi pristup modelovani kontaktnich sil v oboru dynamiky
vazanych mechanickych systému.

Kontakt téles je komplexni jev, pii kterém dochazi k nahlym zménam v rychlosti
interagujicich téles a muze dojit k iniciaci $iteni vibraci v systému. V misté kontaktu pak
dochézi k lokdlnim elastickym nebo plastickym deformacim. Navic dochéazi k disipaci
energie, naptiklad ve formé tepla. Pti simulacich dynamiky systému s kontakty je také
dulezité volit vhodny model trecich sil, aby bylo dosazeno konvergence numerického reseni
a zaroven aby meély vysledky fyzikalni smysl.

Dle [31] lze kontakt dvou téles obecné rozdélit do dvou fazi:

e Faze komprese ¢i stlaceni — relativni rychlost kontaktnich ploch téles v kontaktu se
snizuje az k nule, télesa se deformuji v misté dotyku, na konci této faze je maximalni
prunik neboli penetrace téles.

e Faze restituce — nasleduje po skonceni faze komprese, télesa se mohou zacit oddélo-
vat. Pro popsani této faze je zaveden koeficient restituce, ktery je nulovy pro plné
plasticky kontakt (mi¢ se neodrazi pii padu na pevnou nehybnou zem) a pro plné
elasticky kontakt je roven jedné (mi¢ se odrazi pfi padu na pevnou nehybnou zem
se stejné velkou rychlosti, jako byla rychlost dopadova).

Zakladni postup feSeni problému modelovani kontaktnich sil ma nékolik nava-
zujicich kroku. Nejdiive je nutné zjistit, zda ke kontaktu dochazi a kde se na jednot-
livych télesech nachazi misto interakce. Na zakladé kinematickych kontaktnich veli¢in a
materidlovych vlastnosti téles se urci velikost normalové kontaktni sily (mé smér normély
k plochdm v kontaktu). Na zdkladé velikosti normalové sily a relativni rychlosti téles je
dopocitana treci sila, ktera pusobi v te¢ném sméru ke kontaktnim plocham.

5.2.1. Obecné o kinematice kontaktu dvou téles

Pro popis interakce téles je nutné urcit kinematické veliciny definujici kontakt. Témito
veli¢inami jsou hlavné penetrace, relativni rychlost penetrace téles a relativni tecnd rych-
lost. Slozitéjsi modely tiecich sil pak dale vyuzivaji relativni te¢nou deformaci (tzv. bristle
deflection nebo bristle deformation). Obecny postup urcéeni kontaktni kinematiky lze
nalézt napiiklad v [43, 16], pii znalosti konkrétnich tvaru téles je mozné kontaktni ki-
nematiku urcit konkrétné pro dand télesa. Obr. 5.1 je Cerpan z [7] a zndzornuje stav
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(1

Obrazek 5.1.: Dvé télesa bez kontaktu (1), dvé télesa v kontaktu, nenulovy prunik § (2).

pred kontaktem a v kontaktu. Pti kontaktu je naznac¢en nenulovy prunik 6 a dale smér
normaly n ke kontaktnim plocham v misté maximalniho pruniku. Pii definovani kon-
taktnich kinematickych veli¢in je nutné sledovat polohy potencidlnich kontaktnich bodu
P; a P;. Vice informaci lze nalézt v diplomové préci [7] autora této prace.

jednom télese a bodu statického tieni pg na druhém télese. Vzajemna poloha téchto bodu
a relativni tecnd rychlost mezi témito body pak urcuje stav ulpivani téles, tzv. stiction.

5.2.2. Urceni kontaktni kinematiky mezi lanem a kladkou

Urcenim kontaktni kinematiky mezi lanem a kladkou se zabyvali naptiklad autofi ¢lanku
[76, 42, 39], které vychazi z obecného odvozeni kontaktni kinematiky [16]. Na obrazku 5.2
je schéma interakce lana s kladou a jsou zde znazornény kontaktni kinematické velic¢iny,
které déle urcuji normélové a tteci sily.

Kontaktni model je zalozen na sledovani vziajemné polohy bodu lana a kladky. Pro
popis je vybran konkrétni bod p lana, ktery je nazvan kontaktni bod. V okamziku, kdy
se tento bod poprvé dostane do interakce s kladkou, je na kladce uréen bod pg;, neboli
bod statického tfeni. Plati tedy, ze poc¢atecni poloha bodu ps odpovida poloze bodu p.
Bod p je pevné spojen s lanem, zatimco bod p je pevné spojen s kladkou. Z toho
plyne, Ze béhem simulace poloha bodl p a ps nemusi byt jiz identickd, nebot muze dojit
k mikroskopickym prokluzum lana po kladce. Polohu sledovanych kontaktnich bodu lze
definovat také pomoci ihli a a ag, které jsou zndzornény na obr. 5.2.
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5. Vdazané mechanické systémy a modelovani kontaktu

Obrazek 5.2.: Schéma interakce lana s kladkou a zobrazeni kontaktnich kinematickych
velicin.

Na zakladé polohy bodu p a pg lze definovat radialni penetraci é jako

d=R—|r, — 1o, (5.18)

kde R je polomeér kladky, r, je poloha bodu p v absolutnich souradnicich a ry je pevna
poloha stredu kladky rovnéz v absolutnich soutadnicich. Tec¢ny posuv s bodu p vzhledem
k bodu pg, v literatute oznaceny také jako creep deformation, lze jednoduse vyjadrit jako

s = R(a — ag). (5.19)
Rychlost penetrace & je
0= —tln, (5.20)

kde n je jednotkovy normalovy vektor k povrchu kladky v misté bodu p. Rychlost te¢ného
posuvu § ma tvar
$ =11t — Rw, (5.21)

kde t je tecny vektor k povrchu kladky v misté bodu p a w vyjadiuje thlovou rychlost
kladky.
Normalovy a tecny vektor je definovany pomoci radidlniho polohového vektoru
r, — Iy, konkrétné pro rovinny piipad je normalovy vektor vyjadien jako
r,—r
n=—+ % (5.22)
Ty — 10|
a tecny vektor lze zapsat jako
t =1In, (5.23)

kde

= 0 —1

[0 ) 528
Nyni je pfi znalosti potfebnych kontaktnich kinematickych veli¢in mozné urcit pusobici
kontaktni sily.
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5.2.3. Normalova kontaktni sila

Zakladni predstava pro modelovani normalové kontaktni sily spoc¢iva v mysleném vlozeni
nelinedrni pruziny s tlumicem do mista kontaktu mezi dvéma télesy. Pruzina odpovida
elasticité kontaktnich téles, zatimco tlumic¢ popisuje disipaci energie a utlumeni narazu.
Zakladni model pro norméalovou kontaktni silu je dle ¢lanku [21] Kelvin-Voighttuv kon-
taktni model, kde velikost normalové kontaktni sily Fy je ddna vyrazem

FN:{ Ko pro §>0 (komprese), (5.25)

K8 pro §<0 (restituce),

pricemz K predstavuje tuhost vlozené pruziny (kontaktni tuhost), § je prunik, neboli
deformace vlozené pruziny, c. je restitucni koeficient a ) je relativni normélova rychlost
téles v misté kontaktu. V tomto jednoduchém modelu je disipace energie popsana pomoci
jiz. zminéného koeficientu restituce, kdy pro plné plasticky kontakt je ve fazi restituce
nulova normalova sila.

Nejznaméjsi a zaroven stéale pouzivany model kontaktnich sil je Hertzuv. Tento kon-
taktni model vychazi z teorie pruznosti a popisuje normalovou silu mezi dvéma kulovymi,
izotropnimi a dokonale pruznymi télesy. Tato sila je nelinearné zavisla na relativni pene-
traci ¢ dle vztahu

Fy = Ko™ (5.26)

Exponent n podle [43, 21| zohlednuje vliv geometrie a lokdln{ kontaktni oblasti a v pfipadé
dotyku dvou kruhovych ¢i eliptickych ploch je roven n = 1,5, pro jiné druhy kontaktu
muze byt stanoven experimentalné. Hodnota tohoto exponentu je vSak vétsinou sta-
novena podle zkusenosti uzivatele. Naptiklad program MSC.Adams pouzivé implicitni
hodnotu n = 2,2, ktera dovoluje relativné velky vzajemny prunik téles, nicméné nume-
rické metody pri nastaveni vétsiho exponentu lépe konverguji. Konstanta proporcionality
K (nebo také kontaktni tuhost) je zévisld na materidlovych vlastnostech a také na tvaru
kontaktnich ploch. Podle [21] plati pro K pii kontaktu dvou kouli i a j vztah

4 R,R; |2
K = (e 5.27
3(0’@4‘0’j) |:RZ+RJ:| ( )

N =

kde R; a R; jsou poloméry kouli a parametry o; a o; jsou dany vztahem

1— v}
O = )
E,

k=1, j. (5.28)
Parametry v, a Fj jsou Poissonova konstanta a Younguv modul pruznosti materialu

jednotlivych kouli. Déle je v ¢lanku [43] popsana kontaktni tuhost pti interakei koule i a
rovné plochy j jako

K-——2 /R (5.29)

3(0'1' + O'j)
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V praxi vSak ke kontaktum takto idedlnich téles nedochazi a kontaktni geometrie jsou
zékladni odhad kontaktni tuhosti, nastaveni konkrétni hodnoty se vétsinou fidi zkusenosti
¢i numerickymi experimenty.

Nevyhoda Hertzova modelu je, Ze nebere v potaz disipaci energie a popisuje tedy
dokonale elasticky kontakt, kdy energie akumulovand béhem prvni faze je pak v druhé
fazi plné vyuzita. Pro vérohodnéjsi popis silového pusobeni v kontaktu se proto vyuziva
disipacni model. Sila je v ném zavisla na relativnim pruniku téles 0 a také na relativni
rychlosti penetrace 8, konkrétné

Fy = K" + DJ. (5.30)

Prvni ¢len pravé strany odpovida elastické sile a druhy clen reprezentuje vliv tlumeni
béhem kontaktu. Koeficient D je tlumeni neboli hysterezni koeficient [21]. Tento model je
velmi jednoduchy, mé vSak i své nevyhody. Mezi né patii napiiklad nespojitost kontaktni
sily pii poc¢atecnim dotyku, ktera je zpusobena tlumicim ¢lenem. Muze se tedy stét, ze
na samotném pocatku kontaktu je elasticky ¢len jesté témeér nulovy a tlumici ¢len uz ma
vysokou hodnotu, coz neodpovida realnému déji. Dalsim ptrikladem neredlnosti modelu
je fakt, ze tlumici ¢len D je pii prubéhu celého kontaktniho déje konstantni, coz znamena
stejnomérnou disipaci béhem faze komprese i restituce.

Zdroje [43, 42] uvadi realnéjsi model Hunta a Crossleyho, ktery méa koeficient tlu-
meni zavisly na pruniku téles dle vztahu

D = yo", (5.31)
pricemz x je hysterezni faktor odpovidajici [42]
x=D; K, (5.32)

kde Dy predstavuje tlumici faktor, ktery je volen tak, aby spliioval podminku 1+ D f5 >0
pro vSechny rychlosti penetrace v prubéhu simulace. Ostatni koeficienty byly popsany
difve. Po upravé vyrazu (5.30) je ziskdn vztah pro silu ve tvaru

Fy = Ko (1 n ch's) . (5.33)

Model Hunta a Crossleyho je déle vice specifikovan pro razové déje, kde je pouzit hyste-
rezni faktor ve tvaru

3K(1—c,
L 3K(—c)

SUREE (5.34)

kde 6@ odpovida pocateéni rychlosti rdzu. Z popsanych modeli ma Hunt Crossleyiv
model nejblize k fyzikalni podstaté kontaktniho déje a prubéh sily v obou fazich se lisi.
Vysledny vektor normalové sily je dan vztahem

FN = FNII. (535)
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5.2.4. Tv¥eci sila

Tteni mezi dvéma povrchy je velmi slozity jev, ktery se vSak bézné vyskytuje v problémech
vazanych mechanickych systému. Tteci sila pti kontaktu vznika v dusledku ulpivanim
téles na sobé (stick, slepeni téles) nebo relativniho sklouznuti téles po sobé (slip) nebo
kombinaci obojiho. Pro tuto silu plati experimentalné zjisténé poznatky znamé jako zakon
suchého tfeni [7]:

e treci sila pusobi v opatném sméru vuci relativnimu pohybu téles v kontaktu,
e velikost treci sily je imérnd normalové sile,
e tieci sila je nezavisla na velikosti kontaktni plochy.

Nejzakladnéjsi model teni mezi suchymi povrchy se nazyva Coulombuv, ktery vy-
jadruje velikost tieci sily Fr ptimo imeérnou velikosti normélové sily Fy podle koeficientu
tieni cy, tedy

| —cyFnsgn(vy) pro  |vy| #0,
Fr= { 0 pro |v¢| =0, (5.36)

kde v, znaéi relativni tecnou rychlost (pro kontakt lana s kladkou lze psét v, = $t) a sgn
znaci funkci s predpisem

Vi

_ | ~g pro |ve| # 0,
sgn(vy) {0 pro [vi| = 0. (5.37)

Koeficient tfeni je zdvisly na povrchové ipravé, materialovych parametrech a teploté [21].
Hlavni vyhoda tohoto modelu je jeho jednoduchost. Problém vsSak nastava v pripadech,
kdy se relativni tec¢na rychlost pohybuje v blizkém okoli nulové hodnoty, protoze treci
sila je zde nespojita. To muze zpusobovat problémy pfi numerické integraci pohybovych
rovnic. Proto je vhodné tento zakladni model upravit odstranénim nespojitosti v okoli
nulové hodnoty tecné rychlosti. Upravenych modelu je nékolik druht [44], zde je uveden
pro ilustraci Threlfalliv model tteci sily [44, 21], ktery v okoli nulové relativni tecné
rychlosti popisuje treci silu dle vztahu

_ 3lvel
By = { —c;Fy (1 —e w0 ) sgn(vy) pro |vy| < wyp, (5.38)
—CfFNSgH(Vt) pro ’Vt’ > Vo,

kde parametr vy predstavuje zvolenou malou charakteristickou rychlost. Snizovanim to-

hoto parametru se Threlfalliv model blizi modelu Coulombovu a zvysuje se ¢asova
_3lvel
naroc¢nost procesu integrace pohybovych rovnic. Pomoci funkce (1 —e W je tedy vy-

hlazovan prubéh treci sily v okoli nulové tecné rychlosti. Podobnych modelu trecich sil
je vice, lisi se pravé vyhlazujici funkei.

vvvvvv

del doplnény o modelovani ulpivani téles pomoci tzv. bristle contact model. Zakladnim
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predpokladem je rozdéleni vysledné treci sily Fr na ulpivajici slozku Fg (stiction) a
slozku skluzovou Fy; (sliding). V ideélni pripadé tedy plati

[ Fyq pro |vi] > vy,
Fr = { Fo pro |vi] < wg, (5.39)

kde vy je prechodova velikost relativni tecné rychlosti v kontaktu, ktera urc¢uje pusobici
slozku treni. Aby byla odstranéna nespojitost takto definovaného treciho modelu, zavadi
se vyhlazujici parametr . Upraveny model treci sily (5.39) pak vypadd

Fr=kFq+ (1 —k)Fy. (5.40)

Pro vyhlazujici parametr plati k = k(|vy]), tedy Ze je funkei relativni tecné kontaktni
rychlosti, a dale by se jeho hodnota méla v okoli pfechodové rychlosti vg; ménit z 1 na 0.
Jednim z moznych predpisu je napiiklad [16]
_ (vl

w— o (32) (5.41)

Skluzova slozka Fg vychézi z Coulombova modelu, 1ze ji tedy vyjadrit vztahem
(5.36). Treci sila vznikla od ulpivani téles F; je ddna vlozenim soustavy pruziny a tlumice
mezi kontaktni bod urceny polohovym vektorem p. a bod statického tieni uréeny polo-
hovym vektorem pg;. Velikost této sily je

Fy = { Kst|pc — pstl + Dst|Vt| pro |pc — pst’ >0, (5.42)
0 pro [pc — pst| = 0,

kde K a Dg jsou tuhost a tlumeni modelu ulpivani. Vyraz |p. — ps| znaéi vzdélenost
kontaktniho bodu a bodu statického tfeni. Déle je v tomto modelu zaveden staticky
koeficient tfeni c¢,. Pro maximélni velikost tieci sily od ulpivani téles musi platit

Fst S CsFN- (543)

V piipadé, ze rovnice (5.43) nebude splnéna, tedy velikost tieci sily od ulpivani téles
presahne danou mez, bude rovnice (5.42) nahrazena rovnici

csFv pro |[p. — pst| > 0,
Fy = 5.44
! { 0 pro  |p. — pst| =0 (5.44)
a zaroven dojde ke zméné polohy bodu statického tfeni py dle predpisu [16]
vi  csFn
st = Pe = T st—H- > 0.45
Pst p ‘Vt‘ 77 t Kst ( )

kde ny je parametr, ktery muze vylepsit numerické chovani modelu, obvykle je volen
v blizkém okoli 1 a ny < 1. Vysledny vektor tteci sily od ulpivani téles F; 1ze zapsat

P = Fully ~ o) P2 P (5.46)
¢~ Mst

kde I5 predstavuje jednotkovou matici fadu 3.
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5. Vdazané mechanické systémy a modelovani kontaktu

5.2.5. RozloZeni kontaktnich sil po délce nosnikového elementu

Celkovy vektor kontaktnich sil v daném bodé lze zapsat
Foc =Fy + Fr. (5.47)

Pokud pusobi celkova kontaktni sila pouze v jednom bodé elementu, ktery je definovany
konkrétni lokdlni axidlni soutradnici elementu z, 1ze vektor zobecnénych kontaktnich sil
vyjadrit jako

Qce = Feo(z)"S(x). (5.48)

Kontaktni sily jsou v8ak pii interakci nosnikového elementu s jinym télesem (napi. kon-
takt vldkna s kladkou) distribuovéany podél délky elementu [.. Vektor zobecnénych kon-
taktnich sil pusobicich na dany element e je tedy ziskan integraci pres délku elementu,
coz vede k vyrazu

Qo. = /0 Fo(o)"S(x)dz = 1, /D Fo(6)7S(€)de, (5.49)

kde S je matice tvarovych funkei nosnikového elementu a & = 7. Pro vycisleni in-
tegrélu ze vztahu (5.49) je vhodné pouzit Gaussovu kvadraturu, kdy kontaktni sily jsou
vypocitany jen pro n konkrétnich bodu elementu, jejichz poloha je definovana parametry
&, 1=1,...,n. Vektor zobecnénych kontaktnich sil je tedy vyjadren jako

le
Qce ~ 5 Y wFe(&)'S(&), (5.50)
i=1
kde w; jsou Gaussovy vahové koeficienty a pro &; plati
i+ 1
&:x;_ (5.51)

Zde hodnoty z; odpovidaji Gaussovym uzlum, viz kapitola 6.4.
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6. Numerické metody pro feSeni
dynamiky nelinearnich
mechanickych systému

V ramci této dizertacni prace byly zkoumény vhodné numerické metody pro feseni dyna-
miky nelinearnich mechanickych systému. Vypoctovy systém Matlab sice nabizi kvalitni
funkce pro numerickou integraci soustav diferencidlnich rovnic prvniho tadu, nicméné
aby mohly byt vyuzity, je nutné upravit pohybové a vazbové rovnice podle postupu po-
psaného v podkapitole 5.1.1. Tyto dostupné funkce maji adaptivni ¢asovy krok a jsou
urcené i pro feSeni nelinearnich problému, u nichz v8ak casto dochéazi az k priliSnému
zjemnéni integracniho kroku a tim i k prodlouzeni vypoctového casu. Pti vySetfovani
dynamiky nelinearnich vdzanych mechanickych systému je tedy vhodné pouzit metody
urcené pro feSeni soustav algebro-diferencidlnich rovnic. Jedna z nejznameéjsich metod
v oboru dynamiky mechanismu je Newmarkova metoda, jejiz vyuziti pro vazané me-
chanické systémy je souhrnné popséno v kapitole 6.1. Tento postup vyuziva Newtonovu
metodu pro zptesnéni vysledku v rdmci jednoho ¢asového kroku. Numerické urceni Ja-
cobiho itera¢ni matice Newtonovy metody je popsano v kapitole 6.2. Dale je v kapitole
6.3 popsana moznost vyuziti tzv. kvazi-Newtonovy metody pro zefektivnéni vypoctu. Na-
konec je v kapitole 6.4 zminén numericky vypocet urcitych integralu pomoci Gaussovy
kvadratury, ktera byla pouzita pro numericky vypocet vnitinich elastickych sil ANCF
elementu.

Cilem této kapitoly je shrnout numerické metody vhodné pro simulaci dynamiky ne-
linearnich vazanych mechanickych systémii a vhodnou implementaci téchto metod ziskat
efektivni a presny nastroj pro vypocet reseni v ¢asové oblasti. Piinosem kapitoly a tedy i
dizertacni prace je zejména ucelené propojeni klasické Newmarkovy metody s moznostmi
Newtonovy a kvazi-Newtonovy metody. Popsané metody jsou pak vyuzity pfi simulacich
v kapitole 7.

6.1. Newmarkova metoda

Newmarkova integra¢ni metoda byla puvodné uréena pro feSeni uloh strukturalni dy-
namiky systému s proménnym zatizenim typu zemétieseni, naraz, vibrace nebo vybuch
nukledrni zbrané (to je déno obavami pred ni¢ivou silou nuklearnich zbrani v roce 1959,
kdy byla metoda poprvé publikovéna [48]). Tato metoda byla déle rozvijena a modi-

vvvvvv

podobé je velmi vyuzivana dodnes. Newmarkova metoda je urcena pro feseni soustav
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6. Numerické metody pro reseni dynamiky nelinearnich mechanickych systémui

obycejnych diferencidlnich rovnic druhého fadu, odpada tedy nutnost prevadét soustavy

na ODE prvniho fadu. Tato metoda muze byt vyuzita v explicitni i implicitni podobé.
Zakladnimi vztahy Newmarkovy metody jsou aproximace posuvu (v pripadé ANCF

absolutnich poloh) a rychlosti v ¢asovém kroku n + 1 dle nésledujicich formuli

2

) h . .
Qni1 = Qn + hq, + ) (1 —28)An + 264n41],

Qnt1 =An +h [(1 - V)qn + 7(.3.ln+1} )

(6.1)

kde q,11 znaci vektor polohové kinematické veliciny v kroku n + 1, q,.1 znaci vektor
rychlosti v témze kroku, h = t,.1 —t,, je velikost casového kroku a konstanty 3 a ~ jsou
parametry Newmarkovy metody. Odvozeni Newmarkovych formuli 1ze nalézt napiiklad
v literatute [28] a vychdzi z Taylorova rozvoje.

Pro ukézani jednoduchosti a snadné pouzitelnosti Newmarkovy metody pro klasicky
pripad linearni strukturalni dynamiky je vyuzita soustava linedrnich pohybovych rovnic
ve tvaru

Ma(t) + Ba(t) + Kq(t) = £(1), (6.2)

kde M, B a K jsou matice hmotnosti, tlumeni a tuhosti, vektor f(¢) je vektor vnéjsich
sil zavisly na ¢ase a q(t) odpovida vektoru zobecnénych souradnic. Rovnice (6.2) museji
byt splnény v kazdém casovém kroku, tedy i v kroku ¢,.;. Vyjadfenim téchto rovnic ve
zminéném casovém kroku a dosazenim aproximacnich vztahu (6.1) je odvozena soustava
ve tvaru

i h? . .
+ K {qn +ha, + [(1—28)a, + 26qn+1]} =f,01.

(6.3)

Cilem je ziskat z rovnice (6.3) predpis pro vektor zrychleni v ¢asovém kroku t,,1. Jed-
noduchymi upravami lze vyraz (6.3) prepsat na tvar

[M +vhB + /BhQK} Ant1 = fn — Bgn + (1 — ) hdy] —

-K [qn + hq, + (% — 5) h%’ln} : (6.4)
Z rovnice (6.4) lze snadno vypocitat vektor zrychleni q,,1 a jeho dosazenim do apro-
ximacnich formuli (6.1) dale urcit ostatni kinematické velic¢iny v ¢asovém kroku ,1.

Pii feseni linedrniho problému (6.2) a pfi volbé konstantniho kroku A je matice
[M + vhB + Bh*K] konstantni a lze napocitat jeji inverzi ¢i faktorizaci v rdmci prepro-
cessingu, ¢imz dojde k vyraznému zrychleni vypoctu. Na volbé Newmarkovych parametru
B a v pak zavisi chovani metody. Rozmezi téchto parametru se obecné uvadi

0<~y<1, 0<28<1, (6.5)
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6. Numerické metody pro reseni dynamiky nelinearnich mechanickych systémui

nicméné podminka pro nepodminénou numerickou stabilitu metody pro linearni systémy
dle [28] je

1
202725 (6.6)
Nejbéznéjsi nastaveni parametru pro linearni systémy je
1 1
1=5 B=Eg (6.7)

kdy je ziskana nepodminéné stabilni numerickd metoda centrovaného zrychleni druhého
radu presnosti.

Jak uvadi napiiklad monografie [27], vhodnou tipravou Newmarkovych parametru
lze do metody zavést numerické tlumeni pomoci parametru a > 0. Newmarkovy para-
metry pak budou vyjadieny ve tvaru

1 1 1\2
'Y—§+Oéa ﬁ—z(’Y‘i‘é) : (6.8)

Dosazenim téchto parametru do podminky nepodminéné stability (6.6) lze snadno doka-
zat, ze je tato podminka splnéna ve tvaru

L,

1

N | —

+oa+

N | —

Pii tomto zadéni parametru vsak metoda ztraci druhy fad presnosti [27] a ma pouze
prvni fad presnosti.

6.1.1. Numerické FeSeni pohybovych rovnic nelinearnich vazanych
mechanickych systémi

V problémech dynamiky nelinedrnich mechanickych systému jiz nelze pouzit jednoduchy
postup popsany v kapitole 6.1, protoze nelinearni ¢leny casto zavisi na zobecnénych
kinematickych veli¢indch, a nelze tak vyuzit tvar (6.4) pohybovych rovnic. Pro numerické
feSeni pohybovych rovnic nelinearnich vazanych mechanickych systému se tak vyuzivaji
implicitni integraéni schémata, kterd jsou zalozena na Newmarkovych formulich (6.1)
a prediktor-korektor algoritmu. Postup popsany v této kapitole je inspirovan prevazné
publikacemi [10, 27, 47, 28]. V navazujicich kapitolach je pak dile rozvinut vyuzitim
kvazi-Newtonovy metody.

Nelinearni vézany mechanicky systém lze obecné popsat rovnicemi (5.7). Jejich
drobnou tpravou lze ziskat predpis pro vektor residui r,.s (q, q, q, A) pohybovych rov-
nic jako

res (4, G, G, A) =Mg+ @ A—g(q, q, t)

o(q, 1) ’ (6.10)

0
0.
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6. Numerické metody pro reseni dynamiky nelinearnich mechanickych systémui

V piipadé pouziti ANCF elementu je mozné vektor g rozepsat podle rovnice (5.8) jako
rozdil vektoru elastickych sil Q(q) a vektoru ostatnich sil f(q, ¢, t). Cilem integrace po-
hybovych rovnic je, aby bylo s jistou toleranci v kazdém ¢asovém kroku nulové residuum
a zaroven aby byly v kazdém kroku splnény vazbové rovnice.

Pted dalsimi dpravami rovnice (6.10) je vhodné zminit inverzni tvar Newmarkovych
formuli. Z aproximaé¢niho vyrazu pro posuvy v kroku n+1 (6.1) je snadno vyjadtren vektor
zrychleni v tomtéz kroku jako

.. 1 ) 1 ..
An+1 = 775 |9n+1 — An — hqn -5 (1 - 25) thn . (611)

Bh? 2
Dosazenim tohoto vztahu do Newmarkovy formule pro aproximaci vektoru rychlosti (6.1)
je ziskan predpis

dnt+1 = Gn + (1 — 7)hd, + |f1n+1 —q, — hg, — 5 (1—28) h*d,| - (6.12)

e
Bh
Rovnice (6.11) a (6.12) vyjadfuji zavislost vektoru zrychleni a rychlosti v kroku n + 1
na polohovém vektoru v kroku n + 1, vektory ptredeslého kroku n jsou znamé hodnoty.
Rovnice (6.10) musi byt splnéna v kazdém ¢asovém kroku, tedy i v kroku n + 1. Dosa-
zenim inverznich Newmarkovych formuli (6.11) a (6.12) do rovnice residualntho vektoru
a vektoru vazbovych rovnic (6.10) vyjadiené v ¢asovém kroku n + 1 je ziskdna soustava
algebraickych rovnic s nezavislymi proménnymi q,1 a A,11, tedy

Tres (qn+17 )\n+1> = 07
(I)(qn-‘rl) = 0.

Algoritmus prediktor-korektor vyuziva rozepséni presného feseni rovnic (6.13) v case
tnt1 jako soucet odhadnutého feseni (predikce) a vektoru oprav (korekce). Obecné je
mozné dle [27, 28] zvolit jako prediktor nulovy vektor zrychleni. S vyuzitim Newmar-
kovych formuli (6.1) lze pak vyjadfit predikei feseni v ¢asovém kroku n 4 1 jako

(6.13)

(.:ngrl - 07
qgﬁ-l = qn + (1 - V)hqna

X (6.14)
Predikce vektoru Lagrangeovych multiplikdatori neni v literatute ptilis diskutovana. V této
préci byl pouzit jednoduchy prediktor ve tvaru A),; = A, nebo je také mozné vyjadrit
tento vektor z rovnice (6.10), kam jsou dosazeny predikce (6.14). Po fazi predikce nésleduje
iteracni faze korekce, kterou lze zapsat ve tvaru

it =dang +88" =g, + WAqk’
ck+1 -k k- k i k
ni1 = Ans1 T AQ" =Gy + ﬁAq ) (6.15)

ati =dt,, +Ad”,

A = A+ AN
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6. Numerické metody pro reseni dynamiky nelinearnich mechanickych systémui

kdy vysledky z iterace k jsou zménény o prirustky vektoru feseni (korekce, vektory se
symbolem A), ¢imz je ziskdno opravené feseni pohybovych rovnic v iteraci k+1. Rovnosti
AGF = #Aqk a Agr = %Aqk vyplyvaji z vyrazu (6.11) a (6.12) [27, 28].

Nyni zbyva uréit korekce polohového vektoru a vektoru Lagrangeovych multiplika-
toru. Za timto celem je soustava algebraickych rovnic (6.13) linearizovdna kolem bodu

(qk, /\k)n +1 pomoci prvnich dvou ¢lenu Taylorova rozvoje na tvar

Tres (qﬁiia Aﬁii) =0~ Tres (quJrla )‘ZJrl) + St (quJrl? AfLJrl) Aqk + Q?C;AAIC’

- i i (6.16)
(I)(qnil) =0~ (I)(qn—H) + (I),qu )
kde S; je Jacobiho matice vektoru residui ve tvaru
arres (9(1 0 ag 5’g (9q
S, = =(M—+—(®LA) - > 2= _
‘ dq | a=g; ( oq 8q< ’q ) oq 0q0q)/ | a=a; (6.17)
A:Aﬁﬂ :)‘QH

Jacobiho matice vazeb ® 4 v poslednim ¢lenu Taylorova rozvoje residudlniho vektoru
(6.16) vyplynula z platnosti vztahu

arres _ T
aA q:qf:l_;,_l o ¢’q q:qu_l (618)
A:)‘I;LH )‘:)‘ZH
Na zékladé vztahu (6.11) a (6.12) lze pak snadno odvodit nésledujici rovnosti
9% ] 9¢
o= ah 5a= (6.19)

dq  pBn

kde I je jednotkova matice, jejiz oba rozméry odpovidaji poc¢tu uvazovanych soutadnic
popisujicich soustavu. Zavedenim tecné matice tuhosti K; a tetné matice tlumeni B; ve
tvaru

Gq_W’

0

=9 _ I8 g
Jq

B, = ——=. (6.20)

K 9q’ 94

® o)

a s vyuzitim rovnosti (6.19) lze Jacobiho matici vektoru residui zapsat ve tvaru

1 gl
Nyni Ize rovnice (6.16) pro iteraci k + 1 pfepsat do maticového tvaru
T k k k
St q)7q . Aqk — _ Tres (qn+]1€7 An+1) . (622)
¢y O AX ®(q;4)

Resenfm algebraickych rovnic (6.22) jsou ziskdny korekce polohového vektoru a
korekce Lagrangeovych multiplikdtoru pro iteraéni krok k + 1. Iteraéni proces (6.15) se
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6. Numerické metody pro reseni dynamiky nelinearnich mechanickych systémui

pro jeden casovy krok opakuje do té doby, nez je splnéna podminka pro piesnost ziskaného
residua, které by v idealnim ptipadé mélo byt nulové. Zakladni podminka pro zastaveni
iteracniho procesu a pro postup k dalsimu casovému kroku je [27]

|rres (qflill’ AZ-’—‘;%) | < Eres; |¢(qf:i_-11)| < Econstr; (623)

kde €,.¢s @ Econstr jsou uzivatelem zvolené konstanty definujici pozadovanou presnost feseni
residui a splnéni vazbovych rovnic. Jina bézna zastavovaci podminka itera¢niho procesu
dava do souvislosti normu residua a normu sil dle vyrazu

[tres (aniis Anti) |
\gt“ﬂ T < s, (6.24)
n+

v~/

kde g’;ﬁ predstavuje vnitini a vnéjsi sily v daném kroku. Dalsi komplexnéjsi zastavovaci
podminky itera¢niho procesu jsou zminény napiiklad v literatuie [28, 47].

Algoritmus popsané Newmarkovy integracni metody pro feseni nelinearnich systému
je ukazan na obr. 6.1. Newmarkovy formule jsou pouzity pro predpis predikovaného reseni
a dale pro vyjadieni vektoru rychlosti a zrychleni v ¢asovém kroku n + 1 v zavislosti
na polohovém vektoru v témze kroku. Cely algoritmus je tedy implicitni a v rdamci
kazdého casového kroku dochézi k itera¢nimu procesu zpresnéni predikovaného teseni.
Rovnice (6.22) odpovidaji Newton-Raphsonové numerické metodé pro hledani kofenu
nelinedarnich algebraickych rovnic.

6.1.2. Poznamky k implementaci metody

Vzhledem k tomu, ze zminéna numerickd metoda je uréena pro reseni nelinearnich algebro-
diferencialnich rovnic, je stale citlivd na volbu ¢asového integracniho kroku. V ramci
kazdého ¢asového kroku sice dochazi k itera¢nimu zpresnovani feseni, nicméné pro sprav-
nou funkci iteracni Newtonovy metody je nutné, aby odhadnuté feSeni nebylo pfilis
vzdalené od presného teseni. Pii prili§ velkém casovém kroku tak muze dojit ke ztrateé
konvergence metody a numerické nestabilité iteracni procedury. Diky této nestabilité pak
dochézi k velkému rustu chyby feseni, coz ma za nasledek ziskani feseni postradajiciho
fyzikéalni smysl. Vypotradat se s timto problémem je mozné zavedenim proménného (adap-
tivniho) ¢asového kroku integrace. Obecny popis zavedeni proménného kroku je zminén
v literatufe [28]. Ta uvadi, ze zdkladem pro volbu velikosti ¢asového kroku je odhad inte-
gracni chyby, kterd vyplyva z pouzitych Newmarkovych formuli (6.1). Detailnéjsi popisy
komplexnéjsich metod pro adaptivni ¢asovy krok lze pak nalézt napiiklad v [27, 35].
Dalsi problematikou, kterou je nutné zminit, je vypocet iteraéni matice v rov-
nici (6.22). Jednd se o prvni matici ve zminéné rovnici, ktera obsahuje Jacobiho matici
residua a Jacobiho matice vazeb. Pro urceni korekci je pak nutné tuto soustavu rovnic
vytesit. Je mozné pouzit napiiklad LU faktorizaci ¢i matici invertovat. Problém vsak
nastava predevsim v presném urceni matice S;, kterou je mozné analyticky vyjadrit jen
ve velmi specidlnich ptripadech. Naptiklad kvuli silné nelinearité vektoru elastickych sil
ANCF prvku je Jacobiho matici téchto sil velmi obtizné vyjadrit v uzavieném tvaru.
Nicméneé, jak je uvedeno napiiklad v [27], pfesnost urceni iteracni matice ovlivni hlavné
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Definice problému
pohybové rovnice (5.7)
pocateéni podminky qy, d,

Casovy pfrirtistek
ty=t,+h

n

Prediktor
predikce dle (6.14)

0 0 =0
q n+l, q n+ls q n+l

Vyhodnoceni residua
dle (6.10)
r(q, 4, d, A), ®(q)

Splnéni podminky
pro presnost feseni?
dle vyrazu (6.23)

Ano

Ne

Vypocet korekci
Aq¥, ANF
dle vyrazu (6.22)

Korekce vysledku
dle vyrazu (6.15)

ziskani vektor(

k+1 gk+1  gk+l k+1
An+1r An+1 s Ansts )‘n+1

Obrazek 6.1.: Schéma algoritmu Newmarkovy integraéni metody pro feseni nelinearnich
systému.

67



6. Numerické metody pro reseni dynamiky nelinearnich mechanickych systémui

rychlost konvergence Newtonovy metody v ramci iteracniho procesu ve smyslu poctu
potfebnych iteraci, neovlivni vSak znatelné presnost samotného feseni.

Jak uvadi literatura [28], nékteré soucasti matice S; jsou casto vynechény. Vektor
viech pusobicich sil g pohybovych rovnic (5.7) lze rozdélit na soucet vektoru vnitinich
sil gine a vektoru vnéjsich sil g.,;. Vzhledem k tomu, ze zavislost vnéjsich sil na vektoru
posuvu, tzn. vyraz a%—‘;“, muze mit obecné podobu nesymetrické matice, byva tato soucést
tecné matice tuhosti zanedbana. Obdobné je tomu i u zavislosti vnéjsich sil na rychlostech.

Matice tecné tuhosti K; (6.20) obsahuje parcidlni derivace Lagrangeovych mul-
tiplikatoru podle jednotlivych soutadnic, konkrétné vyraz g—g, jehoz analytické vyjadre-
ni muze byt problematické. Zajimavé zjednoduSeni v tomto sméru je zminéno v lite-
rature [27]. Pii pouziti metody rozsitenych Lagrangianu, kterd je popsdna v podkapi-
tole 5.1.2, je pohybové rovnice modifikovédna do tvaru (5.17) pfidanim penaltové funkee,
ktera ma v pripadé nesplnéni vazbovych podminek vysokou hodnotu a v pripadé splnéni
podminek je nulova. Teéna matice tuhosti mé pak podobu

K, = 7 (@7, (p® + kX)| — = (6.25)

Upravou prvniho ¢lenu této rovnice lze psat

0(24®) 0(®4A) 0
da " oaq  aq

K,=p (6.26)
Vzhledem k tomu, Ze pfi rovnovazném stavu plati ® = 0, lze matici tecné tuhosti dobte
aproximovat vztahem

0 (PLA
K, =p® ®,+ k% - g—i. (6.27)
Prvni ¢len této rovnice odpovidéa prispévku penaltové funkce do matice tecné tuhosti a
zvysuje jeji pozitivni definitnost [27]. Jak bylo uvedeno diive, vyjadieni derivace v druhém
¢lenu rovnice (6.27) muze byt slozité. Pti volbé dostatecné velkého penaltového koefici-
entu p v8ak muze byt vliv druhého ¢lenu rovnice (6.27) upozadén. Pro te¢nou matici
tuhosti pak muze byt pouzit zjednoduseny vyraz

K, =p® &, - = (6.28)

kde prvni ¢len je mozné pro bézné zakladni vazbové rovnice napocitat predem.

Posledni poznamka k implementaci metody se tyké efektivniho feseni iteracni rov-
nice (6.22). V piipadé linedrniho problému by bylo mozné iteraéni matici z rovnice (6.22)
napocitat pouze jednou, spocitat jeji inverzi a nasledné snadno urcit prirustky. V piipadé
nelinearnich problému je ziskani analytického predpisu itera¢ni matice slozité az nemozné.
Je vS8ak mozné ji napocitat numericky, cemuz se vénuje nasledujici kapitola 6.2. Dalsi
moznosti je vyuziti tzv. kvazi-Newtonovy metody, ktera je popsana v kapitole 6.3.
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6. Numerické metody pro reseni dynamiky nelinearnich mechanickych systémui

6.2. Numerické uréeni Jacobiho iteraéni matice

Cilem této podkapitoly je popsat zpusob, jakym je mozné numericky vyjadrit iteracni
matici v rovnici (6.22). Po pouziti inverznich Newmarkovych formuli (6.11) a (6.12) 1ze
rovnice (6.10) prepsat do zjednoduseného tvaru

F(x) = { rgs ] — 0, (6.29)

kde vektor x = [qg 1 AT +1}T. Vyuzitim Newton-Raphsonovy metody pro feseni ne-
linedrni soustavy algebraickych rovnice lze ziskat nasledujici predpis

J'(x)] Ax" = —F(x"), (6.30)

jehoz struktura odpovidd rovnicim (6.22). Matice J” je Jacobiho matice obsahujici parcidl-
ni derivace jednotlivych slozek vektoru r podle jednotlivych proménnych vektoru x. Pro
Jacobiho matici plati

or  9f
oxr1 Ox2
. oF O o7 ... OF  OF

Pro tplnost je uvedeno konkrétni vyjadieni jednotlivych matic a vektoru ve tvaru

r_ | S @ v | Ad” Coky | Tres (dnirs Ahin)
! _{‘I),q 0 }7 = AN |7 F) = ®(ar ) - (632)

Pro pfiblizné vyjadreni derivaci ve vyrazu (6.31) je mozné vyuzit numerické deri-
vace. Zavedenim malého perturbacniho parametru €pe,+ 1ze definovat vektor proménnych
x perturbovany v i-té souradnici jako

x
X2

(6.33)

%
X =
pert
Z; 5pert

xmf—o—r

Nyni Ize sloupec ¢ Jacobiho matice (6.31) aproximovat numerickou derivaci ve tvaru

o _ T("Xpert) — (%) (6.34)
axi Epert ' .

Rozdil mezi analyticky a numericky urcenou Jacobiho matici 1ze nejlépe vysvétlit
na pripadé funkce jedné proménné. Jacobiho matice takové funkce je skalar odpovidajici
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6. Numerické metody pro reseni dynamiky nelinearnich mechanickych systémui

smérnici tecny. V piipadé pouziti numerické derivace pro vypocet Jacobiho matice je
ziskana smeérnice secny. Numerickd derivace je obecné Spatné podminéna, coz znamen4,
ze malé zména Ci zaokrouhlovaci chyba vstupu muze zpusobit velkou zménu vystupu. Je
tedy vhodné volit perturba¢ni parametr velmi maly, napifklad &,es = 107".

Hlavni vyhodou numerického urceni Jacobiho matice je snadnd implementace a
relativné dobry odhad této matice. Nevyhodou, ktera prevazuje nad vsemi vyhodami, je
velka ¢asova narocnost vypoctu, pokud ma byt Jacobiho matice numericky sestavovana

v~/

urceni Jacobiho matice a tzv. kvazi-Newtonovy metody, kterd je popsana v kapitole 6.3.

6.3. Kvazi-Newtonova metoda

Jak jiz bylo zminéno dfive v ramci kapitoly 6, u mnoha nelinedrnich problému je obtizné
ziskat analyticky predpis itera¢ni Jacobiho matice J”. Zakladni myslenka kvazi-Newtonovy
metody spociva v aproximovani iteracni Jacobiho matice J” matici G, ktera je urcena
s vyuzitim napocitanych ¥(x) v piedchozich iteracnich krocich [12]. Aproximacéni matice
G**+1 v kroku k+1 je pak napoc¢itana modifikaci aproximaéni matice G* v kroku k& podle
vyrazu

GM! = G" + AG*, (6.35)
Podle podoby a hodnosti matice AG* se rozlisuji jednotlivé kvazi-newtonské metody.
Odvozeni bude provedeno jen pro zékladni Broydenovu metodu [26], aby bylo ukézano,
s jakymi predpoklady a odvozenimi kvazi-newtonské metody pracuji. Prvni dilezitou

rovnici je rovnice (6.30), kde misto Jacobiho matice bude pouzita aproximaéni matice,
tedy

GFAX" = —F(x%), (6.36)

kde Ax* = xF*t1 — x*. Dalsf dilezitd rovnice se nazyva setnd rovnice (secant equation)
nebo téz kvazi-Newtonova rovnice a ma tvar

GMIAXF = #(xF1) — £(x") = y". (6.37)

Tuto rovnici lze odvodit pomoci Taylorova rozvoje #(x) v bodé x**! a zanedbanim vyssich

¢lenti [26]. Aproximace (6.37) se stdva piesnéjsi, pokud se vzdélenost bodii x*+1 a x*
snizuje. Odectenim rovnice (6.36) od rovnice (6.37) lze ziskat rovnici

(GF — GF) AxF = £(xM). (6.38)
Pti odvozovani Broydenovy metody je dale predpokladano, ze plati rovnice

GMlz = GFg, (6.39)

kde z je libovolny kolmy vektor k Ax*, tedy ze plati (Axk)T z = 0. Vyraz (6.39) vypovida
o tom, Ze neni diivod, aby byl mezi maticemi G* a G**! rozdil pfi jejich aplikovani na
viechny vektory z ortogondlni na Ax”* [11]. Rovnici (6.39) lze upravit na tvar

(GF' —GMz=0. (6.40)
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Rozdil matic (G’l“rl — Gk) z rovnice (6.40) lze vyjadrit jako soucin dvou vektoru ve tvaru
(G - G*) =u(axh)", (6.41)

kde u je vektor stejné dimenze jako Ax*. Rovnice (6.41) vyplyvéa z nulovosti skaldrniho

sou¢inu ortogondlnich vektoru, dosazenim (6.41) do (6.40) lze psat u(Axk)Tz = 0.
Rovnici (6.38) 1ze pomoci (6.41) prepsat do tvaru

u (Axk)T Ax" = F(x") (6.42)
a nasledné vyjadrit vektor u jako

B f.(xkz—i-l)
U= T AR (6.43)

Pfendsobenim rovnice (6.43) vektorem (Axk)T zprava, dosazenim vztahu (6.41) a ipravou
lze vyjadiit matici GF*! jako

£ (xk ) (Axk)T

Gk—i—l — Gk + —
(AxF)" Axk

(6.44)

Dosazenim rovnice (6.36) do rovnice y* = r(x*™') — #(x*) z (6.37) je ziskdn vztah
F(xF) = y* — GFAX (6.45)

Po dosazeni rovnice (6.45) do (6.44) je odvozen finalni Broydenuv pfedpis pro matici
GF*1 ve tvaru

(yk — GkAxk) (AXk)T

Gk+1 — Gk + —
(Axk)" AxFk

= GF + AG*. (6.46)

Jak je dokézano v publikaci [12], takto definovand matice GF*! je nejblizsi aproximact
Jacobiho matice J"**1 7z hlediska miniméalni hodnoty Frobeniovy normy rozdilu téchto
matic. Dukazy konvergence a dalsich vlastnosti této metody nejsou predmétem této di-
zertacni prace, nicméné je mozné je dohledat v publikacich [11, 12]. Obecné vsak tato me-
toda pottebuje vice kroku k ziskani feseni nez Newton-Raphsonova metoda, nicméné od-
pada nutnost slozitého analytického odvozeni Jacobiho matice ¢i jejtho casové naro¢ného
numerického vypoctu.

V nasledujici podkapitole 6.3.1 je shrnut zakladni algoritmus kvazi-Newtonovy me-
tody. V podkapitole 6.3.2 jsou kromé Broydenovy metody popsany i dalsi pouzivané
metody pro pifmy vypocet matice G*+1. Podkapitola 6.3.3 se zabyva popisem pifmého

L . . , . : ~1
vypoctu aproximace inverzni Jacobiho matice (Gk“) .
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6.3.1. Algoritmus kvazi-Newtonovy metody

Zakladni algoritmus kvazi-Newtonovy metody potiebuje k inicializaci pocateéni odhad
feseni x° a odhad itera¢ni matice G, kterou je mozné ziskat napiiklad numerickou de-
rivaci, tedy postupem popsanym v kapitole 6.2. Nasleduje cyklus pro £k =0, 1, 2, ...
slozeny z téchto bodu:

1. Vypocet pifristki Ax* z rovnice

GFAX" = —7(x"). (6.47)

2. Urceni feseni v kroku k£ 4 1 podle rovnice

x" = xF + AxF. (6.48)

3. Vypocet vektoru rozdilu residui dvou po sobé jdoucich kroku

y" = F(xF) — £(xM). (6.49)

4. Vypocet aproximace Jacobiho matice pro nasledujici krok, naptiklad dle Broyde-
novy metody (6.46)

G = G* + AG*, (6.50)

V prvnim bodé je fesena soustava algebraickych rovnic. Usnadnéni tohoto feSeni je mozné
vyuzitim matice (Gk)fl, viz podkapitola 6.3.3. Ruzné ptedpisy pro piirustkovou matici
AGF ze étvrtého bodu jsou shrnuty v nésledujici podkapitole 6.3.2

6.3.2. Shrnuti pfimého vypoctu aproximace Jacobiho matice

V kapitole 6.3 je provedeno odvozeni Broydenovy metody pro vypocet aproximace Jaco-
biho matice v kroku k + 1. Jak uvadi napiiklad ¢lének [26], zpusobu pro vypocet této
matice je vice, nasleduje tedy seznam nejcastéji pouzivanych metod.

e Broydenova metoda

(y* — GFAXF) (Ax"“)T'

GH! = GF + 6.51
(AxF)" Axk (6.51)
Nezachovava piipadnou symetrii matice G*.
e Davidonova metoda
k_ Gk Axk k_GkAk:T

(y* — GFAXF)" Axk

Zachovava pripadnou symetrii pro aproximacni matici v nasledujicim kroku.
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e Davidon-Powell-Fletcherova (DPF) metoda
T T T
k+1 y* (Ax) k Ax* (y*) y* (v")
(y*)" Ax* (v*)" AxF o (y*)" AxP
Zachovava piipadnou symetrii pro aproximacni matici v nasledujicim kroku, za-
jistuje pozitivni definitnost aproximaéni matice.
e Broyden-Fletcher-Goldfard-Shanno (BFGS) metoda
¥ <yk)T Gk AxE AxET Gk
(y)" Axk (AxF)T GFAxF

GH1 =GF + (6.54)

Zachovava piipadnou symetrii pro aproximacni matici v nasledujicim kroku, za-
jistuje pozitivni definitnost aproximaéni matice.

6.3.3. PFimy vypocet aproximace inverzni Jacobiho matice

Vyipocet pifrastki Ax* z rovnice (6.47) je mozné provést s vyuzitim inverzni aproximaéni
matice, tedy

AxF = — (GF) T R(x"). (6.55)

Jak uvadi napiiklad [11, 26], s vyuzitim Sherman-Morrison-Woodburyho formule o vypoc-
tu inverzni matice lze ziskat vztahy pro ptimy vypocet inverzni aproximacni matice

~1 ) .. , o . y . .
(G’““) = H**! na zdkladé inverzni aproximaéni matice z piedchoziho kroku. Timto

zpusobem se vyrazné snizi vypoctova naro¢nost.

Vztahy z kapitoly 6.3.2 maji po pfevedeni do inverzni podoby tvar [26]:

e Broydenova metoda

(Axk — Hkyk) (AXk)T H”

k+1 _ gk
H =H"+ (Ax’f)T Hiyr (6.56)
e Davidonova metoda
T
(Axt — Hiyh)T gt '
e Davidon-Powell-Fletcherova (DPF) metoda
AxcF (Axkz)T Heyk (yk)T HF
H" = H* + - (6.58)

(Axk)" yk (y*)" Hey*
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e Broyden-Fletcher-Goldfard-Shanno (BFGS) metoda

L (I _ AxF (yk)T> H <I _ M) + M (659)

(y")" Axk (y*)" Axk

Odvozovani téchto vztahti neni piedmétem této dizertacni prace, nebot se jednd o vztahy
jiz znamé a jsou popsané v literatufe [11, 12, 26]. Piinosem této kapitoly je hlavné uce-
leny prehled o moznostech vyuziti Newmarkovy metody v kombinaci s efektivni kvazi-
Newtonovou metodou pro feseni nelinearnich problému z oboru vazanych mechanickych
systému. Dalsi ptrinos spoc¢iva v uvedeni konkrétnich postupt pro zefektivnéni nume-
rickych vypoctu.

6.4. Numericka integrace s vyuzitim Gaussovy
kvadratury

U nelinearnich konecné prvkovych formulaci je ¢asto velmi slozité analyticky integrovat
vyrazy definujici vnitini elastické sily. Proto jsou tyto urcité integraly vypocitavany nu-
mericky. Jedna z béznych numerickych metod integrace je Gaussova kvadratura [2], ktera
je vyjadiena vztahem

/1 f(z)de =~ szf(%), (6.60)

kde w; jsou vahové koeficienty a z; jsou Gaussovy body. Vypocet slozitého urcitého in-
tegralu tak ptrechazi v problém nékolikandsobného vycisleni integrandu ve specifickych
bodech. To umoznuje napocitat si nékteré vyrazy uz v ramci prepocessingu a tim zefektiv-
nit vypoctovy proces. Pro interval integrace [—1, 1] jsou vahové koeficienty a Gaussovy
body shrnuty v tab. 6.1. Pfi nutnosti vypoctu na obecném intervalu [a, b] je vyraz (6.60)
modifikovan na tvar

b ng
/af(x)da:zb;aZwif(b;axmLa;b). (6.61)

i=1

Jak je uvedeno a dokdzano napiiklad v [2], Gaussova kvadratura je navrzena tim
zpusobem, aby byl pfi numerické integraci polynomialnich funkeci fadu 2ng — 1 ziskan
presny vysledek v piipadé pouziti ng Gaussovych bodu. Vzhledem k tomu, ze tvarové
funkce koneénych prvku jsou bézné polynomialni funkce, je tato metoda hojné vyuzivana.
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Pocet bodi ng Gaussovy body z; Vahové koeficienty w;

1 0 2
2 £ 0,5773503 1

3 =+ 0,7745967 0,5555556

0 0,8888889

4 + 0,8611363 0,3478548

+ 0,3399810 0,6521452

5 + 0,9061798 0,2369269

+ 0,5384693 0,4786287

0 0,5688889

Tabulka 6.1.: Hodnoty bodu a vahovych koeficienti Gaussovy kvadratury.
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7. Aplikace predstavenych postupu a
metod p¥i modelovani tenkych
poddajnych struktur

Predmétem této kapitoly je aplikace predstavenych metod pro modelovani mechanickych
systému s tenkymi poddajnymi cleny. Software pro numerické simulace mechanickych
systému s ANCF elementy byl vytvoiren v programu MATLAB. Stejné tak byl v pro-
gramu MATLAB implementovan numericky fesi¢ algebro-diferencialnich rovnic indexu 3
vyuzivajici Newmarkovu metodu. Vzhledem k ¢asové naroénému vyéislovani matice tu-
hosti ANCF prvku v kazdém casovém kroku byly ptislusné funkce prevedeny do formatu
.mez s vyuzitim tzv. MATLAB Coder, coz je obecné kompildtor (neboli prekladac) z ja-
zyka programu MATLAB do programovaciho jazyka C a C++. Naslednym vyuzivanim
takto prelozenych funkci pro vypocet matice tuhosti bylo docileno snizeni vypoctového
casu vice nez desetkrat. Z tohoto duvodu byl stejny postup prekladu pouzit i pro funkce
pocitajici kontaktni sily, které jsou z hlediska vypoctového casu také velmi narocné.
Tato kapitola obsahuje nékolik aplikaci. V prvnim ptipadé je analyzovan volny po-
hyb poddajného kyvadla modelovaného pomoci plné parametrizovaného prostorového
ANCEF elementu, prostorového kabelového ANCF elementu a rovinného elementu L2T2.
Tento problém je ¢asto vyuzivanym testovacim piikladem (tzv. benchmark) v dynamice
soustav poddajnych téles [5, 84]. Jsou zde shrnuty prednosti a nedostatky ruznych typu
elementu, déle je zkoumana jejich efektivita a vypocetni naro¢nost. Tento problém je
také vyuzit ke zkoumani efektivity Newmarkovy a kvazi-Newtonovy metody a samotné
podkapitola 7.1 je uzaviena energetickou bilanci pfi pouziti ruzné nastavenych nume-
rickych fesi¢u. Druhy pripad se zabyva modelovanim tenkého vlakna, na jehoz konci je
zavéseno zavazi, které se pohybuje po naklonéné roviné. Vysledky jsou pak porovnany
s experimentem a je zde zminéna moznost vynulovani axidlnich sil vlakna v piipadé
tlakového zatizeni. Vyznamnou ¢asti této kapitoly je tieti aplikace, ktera se zabyva de-
tailnim modelovanim interakce kladky a lana modelovaného pomoci ptistupu ANCEF.
Jsou zde analyzovany normélové kontaktni sily mezi lanem a kladkou, popséna dyna-
mickd analyza interakce lana a kladky se zamérim na zkouméni vlivu ruzného nastaveni
modelu ttecich sil a nakonec je provedeno srovnani s experimentem. Pro toto srovnani po-
slouzily vysledky métfeni pohybu mechanismu slozeného z vldkna vedeného ptes kladku,
kdy na jednom konci vlakna je zavazi pohybujici se po naklonéné roviné a na druhém
konci je pak fizeny linedrni posuvny motor. Ctvrtd aplikace se tykd modelovani a dyna-
mické analyzy vlaknového mechanického systému Quadrosphere v programu MSC.Adams
s durazem na popis modelu a jeho nasledného mozného vyuziti. Posledni pata aplikace
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Obrazek 7.1.: Schéma poddajného kyvadla, jeho pocatecni pozice a uvazovany prufez.

je zamérena na popis modelovani poddajnych absorpénich proutku jadernych reaktoru
s vyuzitim ANCF elementu a kontaktnich sil. Jednd se priklad vyuziti predstavenych
postupt v oblasti energetiky:.

7.1. Pohyb poddajného kyvadla

Pohyb poddajného kyvadla, na které ptisobi pouze vlastni tiha, je standardni srovnavaci
typ ulohy, na kterém lze testovat implementované ANCF elementy. V tomto piipadé
byly testovany verze plné parametrizovaného prostorového ANCF nosnikového elementu
(model oznacen Thick), jehoz elastické sily byly odvozeny piistupem elastic line ap-
proach, dale verze prostorového kabelového ANCF elementu (Thin) a rovinného L2T2
elementu. Do modelu nebylo zavedeno zadnym zpusobem tlumeni, pohybové rovnice tedy
odpovidaji tvaru (4.58).

Matice tuhosti u vypoctového modelu Thick byla piimo analyticky odvozena po-
moci symbolickych operaci v programu MATLAB. Postup elastic line approach pro od-
vozeni elastickych sil byl zvolen z duvodu jeho snazsi implementace, protoze je nutné
vypocitat pouze integraly po délce stiednicové linie, s ¢imz narozdil od pristupu dle
obecnych postupt mechaniky kontinua nemély funkce z programu MATLAB Symbolic
math toolbox problém. Vypocet s konkrétnim vyjadienim matice tuhosti K¢, (e) (A.2)
je rychlejsi a presnéjsi nez tii vnorené cykly Gaussovy kvadratury pro numericky vypocet
trojného integralu matice K¢y (A.1). V modelu Thin byla matice tuhosti K, urcena
dle vyrazu (A.3), ktery vsak symbolické operace programu MATLAB nebyly schopné
upravit do pouzitelného tvaru pro numerické simulace kvuli slozitému integralu. Pro
vycisleni matice K;,, v kazdém kroku je tedy pouzita Gaussova kvadratura a derivace
matice tvarovych funkei S, jsou pro konkrétni Gaussovy body predpocitany v ramci
preprocessingu. Pro vypocet integralu ohybové tuhosti byly pouzity tii Gaussovy body,
pro podélnou tuhost pak bodu pét, coz odpovida doporuceni [30].

Na obr. 7.1 je znazornéno poddajné kyvadlo v pocatecéni poloze a jeho uvazovany
¢tvercovy prutez. Parametry kyvadla jsou shrnuty v tab. 7.1. Urceni prutezovych cha-
rakteristik bylo provedeno na zakladé literatury [53, 77].

Pfi feseni pohybovych rovnic pomoci funkei ode programu MATLAB byla rotac¢ni
vazba v modelu zavedena odebranim vsech posuvnych stupnu volnosti v misté krajniho
uzlu, coz je realizovano vypusténim prvnich tfech rovnic ze soustavy diferencialnich rovnic
popisujicich dany problém. Timto zptusobem se lze vyhnout nutnosti eliminace Lagran-
geovych multiplikatoru a zavedeni stabilizace.
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V pripadé feseni problému poddajného kyvadla pomoci Newmarkovy metody byla
rotacni vazba realizovana zavedenim jednoduchych algebraickych vazbovych podminek,
jejichz predpis je

rl) —pret — 0, (7.1)

kde r™ vyjadiuje polohovy vektor prvniho uzlu kyvadla, ve kterém se ma nachdizet
rotacni vazba, a r" je polohovy vektor vyjadiujici polohu rota¢ni vazby v pevném
globalni soutadnicovém systému. Cely mechanicky systém je tedy popsan soustavou
algebro-diferencialnich rovnic, na kterém je mozné testovat pristupy popsané v kapi-
tole 6. Samoziejmé by bylo mozné postupovat stejné jako v pripadé pouziti funkei ode
programu MATLAB, tedy odebrat prislusné rovnice z reSeni, nicméné smyslem tohoto
pristupu je ukézat moznosti ptimého feSeni soustavy algebro-diferencialnich rovnic.

7.1.1. Simulace a vysledky pro razné ANCF prvky

Pro porovnani ruznych ANCF prvku a integra¢nich metod byla provedena simulace po-
hybu kyvadla po dobu dvou vtefin. Ve vychozim piipadé je pouzito 10 ANCF elementu.
V piipadé vypoctu s pouzitim funkci ode programu MATLAB, které jsou zalozeny na
ruznych integra¢nich metodéch s adaptivnim integracnim krokem, bylo ponechano im-
plicitni nastaven{ relativn{ chyby (RelTol = 1073) a absolutni chyby (AbsTol = 107°).
Pti feseni algebro-diferencialnich rovnic pomoci Newmarkovy metody byl nastaven kon-
stantni ¢asovy krok h = 0,0005 s a parametr numerického tlumeni o« = 0. Pro zastaveni
iteracniho procesu byly vyuzity podminky (6.23), kde konstanty €,cs a constr maji shod-
nou hodnotu 107%. Vzhledem k tomu, Ze analytické uréeni Jacobiho matice elastickych sil

Z3akladni parametry

Délka kyvadla l 2 m
Délka hrany ¢tvercového prurezu a 0,01 m
Hustota materialu kyvadla p 4000 kg-m™3
Younguv modul pruznosti materidlu E 10® Pa
Tihové zrychleni g 9,81 m-s2
Poissonova konstanta v 0.3
Dopocitané parametry

Modul pruznosti ve smyku G = 2(11/) 3,85 -107 Pa
Moment setrvacnosti priezu k ose y a 2 53] I, = I, = & 8,33-1071 m*
Poléarni moment setrvac¢nosti I,=1,+1, 1,67-107% m*
Smykové faktory [53] ky =k, = 50 0,8497
Smykovy distribu¢ni faktor (torzni) [77] ky 0, 8436
Torzn{ tuhost [77] Sy = Glyk, 0,5408 N-m-rad ™!

Tabulka 7.1.: Parametry kyvadla.
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nékterych ANCF elementu muze byt slozité, je pro srovnani u vSech pouzitych elementu
Jacobiho matice vypoc¢itavana numericky zpusobem popsanym v kapitole 6.2. Iterace
v ramci jednoho ¢asového kroku jsou provadény s vyuzitim kvazi-Newtonovy metody.
Nevyhoda kvazi-Newtonovych metod spociva ve velkém poctu nutnych iteraci v pripadé,
kdy predikované reseni neni dostatecné blizko presnému teseni. Z tohoto duvody bylo do
algoritmu zaneseno numerické piepocitani celé iteracni matice v pripadé, kdy reSeni ne-
zkonvergovalo béhem daného poctu iteraci. Konkrétné bylo zvoleno prepocitani iteraéni
matice po prekroceni 10 iteraci v ramci jednoho ¢asového kroku.

Casova narocénost vypoctu jednotlivych metod pii simulaci 2 vtefin pohybu kyvadla
je shrnuta v tab. 7.2. V pripadé nejméné komplexnich rovinnych prvku L2T2 a prosto-
rovych prvku Thin byly testovany vsechny zminéné metody numerické integrace dostupné
v programu MATLAB, zatimco v pripadé komplexnich prvku typu Thick bylo testovano
jen pét nejrychlejsich metod, protoze u metod ode23tb a ode23s vypocet bézel vice
nez 20 hodin bez ziskani vysledku. Z tab. 7.2 je tedy patrné, ze volba vhodné metody
numerické integrace muze vést k vyraznému zrychleni vypoctu. Predevsim pouziti New-
markovy metody spolu s kvazi-Newtonovou metodou se ukéazalo jako vyhodné z hlediska
vypoctového ¢asu pro vSechny typy testovanych prvku.

Na obr. 7.2 je ukazan tvar poddajného kyvadla ve vybranych ¢asovych okamzicich.
Na obr. 7.3 jsou znézornény vysledky trech testovanych ANCF prvka pii pouziti nu-
merické integracni metody ode23t. Vlevo je zobrazen casovy prubéh vertikalni pozice
volného konce kyvadla. Je zde patrné, Ze pro vSechny tii modely je vysledna kiivka témér
stejnd. Vpravo jsou pak znazornény jednotlivé rozdily mezi modely v case. V nejlepsi

Prvek MATLAB funkce ode

ANCF odel5s ode23t ode23 odell3 ode45 ode23tb ode23s
L2T2 21,5 10,1 5.3 9.4 14,1 11,8 9375
Thin 28,5 11,5 7.1 11,9 19,1 34,5 705,3

Thick 4559 3756 3110 221,3 3320 n/al) n/al)

Prvek Newmarkova metoda
ANCF Broyden Davidon DPF BFGS
L2T2 3,69 1,69 3,06 2,96
Thin 7,22 2,96 6,32 6,14

Thick 19,20 10,49 20,24 27,613

Poznamka:

(1) Vysledky nebyly ziskdny v rozumném case.

(2) Pro dané parametry nebylo dosazeno konvergence, vysledky byly ziskédny az po pridani
malého numerického tlumeni v podobé o = 0, 01.

Tabulka 7.2.: Vypoctové casy [s] pro ruzné ANCF prvky a numerické integra¢ni metody
pri simulaci 2 vterin pohybu kyvadla.
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Obréazek 7.2.: Tvar poddajného kyvadla

ve vybranych ¢asovych okamzicich.
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Obrézek 7.3.: Casovy pribéh vertikdlni polohy konce kyvadla pro rizné modely pfi
pouziti ode23t (vlevo) a vysledné rozdily mezi jednotlivymi modely
(vpravo).

shodé jsou modely Thick a Thin, kde je maximalni rozdil pfiblizné 2 mm. Rovinny mo-
del L2T2 pak vykazuje vici ostatnim modeltim maximalni rozdil priblizné 10 mm. Ten je
zpusoben hlavné zjednodusujicimi predpoklady pii odvozeni elastickych sil. Je zde nutné
jesté podotknout, ze vysledné rozdily jsou stale relativné malé, protoze pohyb takto velmi
poddajného dvoumetrového kyvadla je mozné povazovat za Spatné podminénou ilohu
v tom smyslu, ze nepatrny rozdil parametru kyvadla vede k casové rychle vzrustajici
odchylce.

Na obr. 7.4 je ukézan casovy prubéh vertikdlni polohy konce kyvadla modelovaného
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Obrazek 7.4.: Casovy prubéh vertikdlni polohy konce kyvadla pro ruzny pocet elementu
typu Thin (vlevo) a rozdily mezi jednotlivymi diskretizacemi (vpravo).

pomoci prostorovych Thin prvku pro ruzny pocet elementu diskretizace. Zkouman byl
rozdil pti pouziti 20, 10, 5 a extrémni ptipad pouziti pouze 2 ANCF elementu pro dis-
kretizaci celého kyvadla. Z vysledku je patrné, ze v ptipadé pouziti 20 a 10 elementu
jsou vysledné prubéhy v dobré shodé (maximélni rozdil pfiblizné 8,6 mm), zatimco pii
pouziti pouze 2 elementu je vysledny casovy prubéh uz velmi odlisny.

7.1.2. Porovnani vysledkii pro riizné integraéni metody

Na obr. 7.5 jsou pro model Thin znazornény rozdily mezi casovymi prubéhy vertikalni
pozice konce kyvadla pfi uziti ruznych numerickych integra¢nich metod. Jako srovnavaci
funkce pro numerickou integraci byla pouzita ode23t, ktera dle dokumentace programu
MATLAB vyuziva lichobéznikové pravidlo a je vhodnd pro vypocty, kde je vyzadovano
nulové numerické tlumeni. To je vyhodné, nebot pouzité nastaveni Newmarkovy metody
také uvazuje nulové numerické tlumeni. Z grafu je patrné, ze maximalni rozdily jsou
v fddu 107° m, pficemZ na levém grafu z obr. 7.5 modry a éerny prubéh splyvaji. Na
obr. 7.6 vlevo jsou znazornény cCasové prubéhy rozdilu mezi fesenim ziskaném pomoci
funkce ode23t a feSenim ziskaném pomoci Newmarkovy metody s ruznymi velikostmi
casového kroku. Z grafu je patrné, ze pii konstantnim kroku h = 0,001 s se rozdil po-
hybuje v fddu 1074, zatimco pii krocich h = 0,0005 s a h = 0,0001 s je vysledny rozdil
jiz v fadu 107°, tedy srovnatelny s vysledky z grafii na obr. 7.5. Na obr. 7.6 vpravo je
pak ukazan rozdil ¢asovych prubéhu vertikalni pozice konce kyvadla pro Newmarkovu
metodu pii pouziti ruznych kvazi-Newtonovych metod. Z tab. 7.2 vyplyva, ze nejvice
casoveé efektivni metoda v tomto pripadé je Davidonova, nicméné pouziti jiné metody
vede k maximalnimu rozdilu vysledki v fddu 1078, coz je zanedbatelné. Lze konstato-
vat, ze jednotlivé predpisy kvazi-Newtonovy metody vedou ke stejné presnému vysledku.
Navic je na pravém grafu z obr. 7.6 ukazano zelenou ktivkou, ze pfi zpfisnéni zastavo-
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Obrazek 7.5.: Rozdily mezi casovymi prubéhy vertikalni pozice konce kyvadla pti uziti
ruznych numerickych integra¢nich metod programu MATLAB pro model
Thin.
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Obréazek 7.6.: Rozdily mezi ¢asovymi prubéhy vertikdlni pozice konce kyvadla pfi pouziti
funkce ode23t a Newmarkovy metody s ruznym nastavenim konstantniho
casového kroku (vlevo) a rozdily pii pouziti ruznych kvazi-Newtonovych
metod v ramci zpresnujicich iteraci Newmarkovy metody.

vaci podminky vnitinich iteraci Newmarkovi metody, tedy pii nastaveni €,¢5 a Eqonsir DA
hodnotu 1077, nebyla ziskdna vyrazna zména v piesnosti metody.

Pro tento testovaci typ ulohy bylo prokazano, ze na presnost vysledku ziskanych po-
moci Newmarkovy metody ma predevsim vliv velikost ¢asového integraéniho kroku. Volba
Newtonovy nebo kvazi-Newtonovy metody ma pak vliv hlavné na rychlost konvergence
iteracniho procesu a také na casovou narocnost, kterda v tomto zakladnim srovnavacim
prikladu souvisi s poctem vycisleni elastickych sil prvku.
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Sledovany parametr Broyden Davidon DPF BFGS

Prumeér iteraci 7,70 4,19 4,73 4,46
Prepocitani Jacob. mat. 31 0 238 144
Sestaveni vektoru elast. sil 32911 16842 34707 27406
Cas vypoctu [s] 7,22 2,96 6,32 6,14

Tabulka 7.3.: Porovnani efektivity uvazovanych kvazi-Newtonovych metod.

V ramci vySettovani efektivity jednotlivych kvazi-Newtonovych metod byly prove-
deny simulace s ruznymi parametry a byl sledovan pocet sestaveni celkového vektoru
elastickych sil, prumérny pocet iteraci v ramci jednoho ¢asového kroku a také pocet,
kolikrat byla numericky pfepocitdana Jacobiho matice. Pro vychozi nastaveni parametru
z kapitoly 7.1.1 (nulové numerické tlumeni, h = 0,0005 s, dovolend maximalni chyba &,
a Econstr S hodnotou 107% a prepocitani Jacobiho matice v piipadé piekroceni deseti ite-
raci) jsou vysledky pro prvek typu Thin shrnuty v Tab. 7.3. Ze sledovanych parametru je
patrné, ze vysledny cas vypoctu zalezi predevsim na poctu sestaveni vektoru elastickych
sil, jak bylo zminéno diive, méné pak na prumérném poctu iteraci. Kazdé numerické
prepocitani Jacobiho matice pak prispiva do poctu sestaveni vektoru elastickych sil hod-
notou odpovidajici poctu stupnu volnosti tlohy. Ze sledovanych vystupnich parametru

V tab. 7.4 jsou uvedeny sledované vystupni veli¢iny pfi ruzném nastaveni parametru
simulace a pii pouziti Davidonovy kvazi-newtonské metody. Pro uvedena nastaveni nikdy
nedoslo k prekroceni deseti iteraci v ramci jednoho ¢asového kroku, Davidonova metoda se
tedy jevi jako velmi efektivni. Dale je z vysledku patrné, ze pridani numerického tlumeni
do simulace pohybu netlumeného poddajného kyvadla ma za nasledek lepsi konvergenci
iteraci, snizeni celkového poctu sestaveni vektoru elastickych sil a tim i snizeni casu
vypoctu. Naopak zdvojnasobeni poctu prvku pro diskretizaci kyvadla vedlo k pribliznému
zdvojnasobeni vypoctového ¢asu. Vzrostl také prumérny pocet iteraci, protoze do normy
residua dle (6.23) prispivé vice rovnic a je tedy potieba vice kroku k jejimu snizeni pod
uvazovanou mez 107%. S tim je spojeno také mirné zvyseni poctu sestaveni celkového
vektoru elastickych sil. Zdvojnasobeni vypoctového ¢asu je mimo jiné dano jesté tim, ze
jedno sestaveni vektoru elastickych sil trva déle pro vice elementu.

Posledni analyza se tyka vlivu zvolené zastavovaci podminky. V predchézejicich
piipadech byla vzdy pouzita nejjednodussi zastavovaci podminka dle vyrazu (6.23) s pres-
nost{ 1075, Stejnd presnost je nastavena i pro podminku (6.24). Testovdna byla Davido-
nova a BFGS metoda, kdy pro diskretizaci kyvadla bylo pouzito 20 ANCF tenkych prvku,
casovy krok simulace h = 0, 0005 a nulové numerické tlumeni. Vysledky simulaci jsou shr-
nuty v tab. 7.5. Je zde patrné, ze pfi pouziti podminky (6.24) byl v obou piipadech ziskan
vysledek v lepSim ¢ase a pocet sestaveni celkového vektoru elastickych sil byl nizsi. Déle
se opét potvrdila dobra konvergence Davidonovy kvazi-newtonské metody. Zajimavy je
vsak fakt, ze pfi pouziti podminky (6.24) pro metodu BFGS se zvysil pocet prepocitani
Jacobiho matice, zatimco vypoctovy ¢as se snizil. Z téchto vysledku se mimo jiné da usu-
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Nastaveni metody

Casovy krok h 0,0005 0,0005 0,0001 0,001 0,001 0,0005 0,0005
Numerické tlumeni o 0 0,05 0 0 0,05 0 0,05
Pocet prvkua Thin 10 10 10 10 10 20 20

Sledovany parametr

Prameér iteraci 4,19 3,83 3,00 5,38 4,99 5,03 4,45
Ptepocitani Jacob. mat. 0 0 0 0 0 0 0

Sestaveni vekt. elast. sil 16842 15387 60027 10827 10052 20262 17916
Cas vypoéctu [s] 2,96 2,59 10,06 1,84 1,69 6,08 5,48

Tabulka 7.4.: Vliv rizného nastaveni parametru integrace pii pouziti Davidonovy kvazi-
newtonské metody na sledované parametry.

Sledovany parametr Davidon Davidon BFGS BFGS

Zastavovaci podm. (6.23) (6.24) (6.23)  (6.24)
Prumeér iteraci 5,03 4,49 5,05 4,48
Ptepocitani Jacob. mat. 0 0 69 76

Sestaveni vekt. elast. sil 20262 18069 29010 27631
Cas vypoctu [s] 6,08 5,46 16,45 14,55

Tabulka 7.5.: Vliv ruzné zastavovaci podminky na efektivitu vypoctu.

zovat, ze v piripadé, kdy predikované feseni je vice vzdalené od presného teseni, ptiblizuje
se metoda BFGS k Teseni pomaleji a je nutné prepocitat Jacobiho matici. Jelikoz je vsak
stale prumér iteraci pro podminku (6.24) u BFGS nizsi nez pro podminku (6.23), lze
usoudit, ze k prepocitani Jacobiho matice opravdu doslo jen v nékterych ojedinélych
casovych krocich. Na obr. 7.7 je znazornén casovy prubéh rozdilu vertikalni pozice konce
kyvadla pii pouziti dvou zastavovacich podminek a také rozdil mezi Davidonovou a BFGS
metodou. Z prubéhu je patrné, ze volba zastavovaci podminky méa zanedbatelny vliv na
presnost vypoctu.

7.1.3. Energeticka bilance

Sestaveni energetické bilance je casto vyuzivano pro zhodnoceni spravnosti pouzitych
numerickych postupu a to hlavné z hlediska samovolného narustu ¢i poklesu (disipace)
celkové energie vlivem numerického vypoctu. V obecném piipadé je soucet kinetické
energie E, deformacni energie U a potencidlni energie gravitacniho silového pole E,
roven praci vnéjsich sil W, tedy

E,+U+LE,=W. (7.2)
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g X 10°7 Rozdil pri pouziti zastavovaci podm. (6.23) a (6.24)

Davdion (6.23)-(6.24)
BFGS (6.23)-(6.24)
Davdion (6.23) - BFGS (6.23)

Rozdil vertikalni polohy konce kyvadla [m]
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Obrazek 7.7.: Rozdily mezi ¢asovymi prubéhy vertikalni pozice konce kyvadla pii pouziti
ruznych zastavovacich podminek iterace.

V piipadé pohybu poddajného kyvadla je préace sil nulové, nebot kromé objemové gra-
vitacni sily na kyvadlo nejsou aplikovany zadné vnéjsi sily. Navic model volného padu
poddajného kyvadla piedstavuje konzervativni systém, nebot neni uvazovano zadné tlu-
meni. Pro takovy konzervativni systém pak plati energeticka bilance ve tvaru

E.=E,+ U+ E, = konst, (7.3)

tedy celkova energie systému je neménna.

V uréitém casovém okamziku je kinetickd energie Fj dana souctem kinetickych
energii jednotlivych ANCF prvku Ej,. vyjadienych obecné dle vyrazu (4.54). Celkové de-
formacni energie U v piipadé kyvadla modelovaného pomoci Thin prvku je dana souctem
deformacnich energii elementu U, které jsou vyjddieny podle vztahu (4.76). Potencidlni
energie jednoho elementu je dana vztahem

le le
E, = pAe/ rlgde = pAe/ e’'STgdz, (7.4)
0 0

kde g = [0, 9,81, O]T, tedy tihové zrychleni méa hodnotu g = 9,81 m-s~2 a puisobi ve
svislém sméru.

Nejdiive je analyzovana energetickd bilance pro dvé vtefiny simulace modelu na-
staveného tak, jak je popsdano v kapitole 7.1. Na obr. 7.8 jsou ukazany casové prubéhy
kinetické, potencidlni a deformacni energie systému a soucet vSech energii pii pouziti
funkce ode23t programu MATLAB. Z vysledku je patrné, ze deformacni energie je rela-
tivné nizka. Vzhledem k tomu, ze v pocatecni poloze je vertikalni souradnice vsech bodu
kyvadla nulova, soucet vsech energii by mél byt rovny nule ve vsech casovych krocich.
V piipadé pouziti zminéné integracni funkce programu MATLAB byla nulovost souctu
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Casovy prubeh jednotlivych energii Bilance energie
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Obréazek 7.8.: Casovy pribéh kinetické, deformacni a potencialni energie (vlevo) a soucet
vSech energii (vpravo) pifi pouziti integracni metody ode23t programu
MATLAB.
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Obrazek 7.9.: Casovy pribéh kinetické, deformaéni a potencialni energie (vlevo) a soucet
vSech energii (vpravo) pii pouziti Newmarkovy integra¢ni metody s nu-
lovym parametrem numerického tlumeni.

energif piiblizné splnéna s toleranci v fddu 10~ J. Na obr. 7.9 jsou pak ukdzany obdobné
casové prubéhy energii pii pouziti Newmarkovy metody s nulovym parametrem nume-
rického tlumeni. Z vysledku je patrné, ze pti pouziti Newmarkovy metody je maximum
disipované energie piiblizné 2,5krat vétsi, nicméné stale v ifadu 107 J.

Na obr. 7.10 je ukazéna bilance energie pti simulaci celkem 20 vtetin pohybu kyvadla
pomoci Newmarkovy metody s nulovym parametrem numerického tlumeni. Z prubéhu
je patrné, ze i pres nulovy parametr numerického tlumeni dochazi k disipaci energie,
ktera s ¢asem narustd. Pro srovnani je na obr. 7.11 zobrazen ¢asovy prubéh energii
v pripadé integrace pomoci funkce ode23t programu MATLAB. I zde dochazi k disipaci
energie, kterd je vSsak mensi nez v pripadé Newmarkovy metody. V tomto piipadé neni
zcela ziejmé, co muze byt pri¢inou numerického tlumeni. Mozna pfi¢ina spo¢iva v nume-
rické chybé pfti vycislovani elastickych sil pomoci Gaussovy kvadratury. Navic v pripadé
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Casovy prubeh jednotlivych energii
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Obrézek 7.10.: Casovy pritbéh kinetické, deformacni a potencidlni energie (vlevo) a soucet
vSech energii (vpravo) pii pouziti Newmarkovy integraéni metody s nu-
lovym parametrem numerického tlumeni (simulace 20 vtefin pohybu).
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Obréazek 7.11.: Casovy pribéh kinetické, deformacni a potencialni energie (vlevo) a soucet
v8ech energii (vpravo) pii pouziti integra¢ni metody ode23t programu
MATLAB (simulace 20 vtefin pohybu).

Newmarkovy metody dochazi k oscilacim celkové bilance energie. Nepodminénd stabilita
Newmarkovy metody pii v = 1/2 a § = 1/4 plati pouze pro linedrni systémy, takze
existuje podezieni, ze zvysujici se energetické oscilace mohou vést az ke ztraté numerické
stability. Jak je uvedeno napiiklad v literatuie [27], nenulovym parametrem numerického
tlumenti lze docilit zlepseni numerické stability feseni. Na obr. 7.12 jsou ukazany casové
prubéhy energii a celkova energeticka bilance pii pouziti Newmarkovy metody s parame-
trem numerického tlumeni a = 0, 05. Disipace energie je zde jiz velmi vyrazna.

Aby bylo mozné ziskané energetické bilance porovnat s vysledky z literatury, byla
provedena simulace pohybu poddajného kyvadla s parametry nastavenymi dle ¢lanku [5],
konkrétné délka kyvadla [ = 1,2 m, priiez A = 0,0018 m?, kvadraticky moment priifezu
I =1,21-10"% m*, hustota p = 5540 kg-m 2 a Younguv modul pruznosti £ = 0,7 - 10°
Pa. Vysledna bilance energii je zobrazena na obr. 7.13 a je ve vyborné vizualni shodé
s vysledky z ¢lanku [5], kde byl vSak pouzit rovinny ANCF prvek L2T2.
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Obrézek 7.12.: Casovy pribéh kinetické, deformaéni a potencidln{ energie (vlevo) a soucet
viech energii (vpravo) pii pouziti Newmarkovy integracni metody para-
metrem numerického tlumeni o = 0,05 (simulace 20 vtefin pohybu).
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Obrézek 7.13.: Casovy prubéh kinetické, deformacni a potencidln{ energie a soucet viech
energii pri pouziti Newmarkovy metody s nulovym parametrem nume-
rického tlumeni (pravy graf a parametry kyvadla prevzaty z [5]).

7.2. Zavazi kmitajici na tenkém vlakné

Druha aplikace ANCF elementt se tyka modelovani tenkého uhlikového vldkna, na jehoz
konci je zavéseno zavazi, které se pohybuje po naklonéné roviné. Tento piipad kmitani
zévazi na vldkné byl zkoumén také experimentélné [56], proto je mozné vysledné ¢asové
prubéhy pohybu zavazi porovnat s namérenymi daty. Experiment probihal tim zptusobem,
ze nejdiive bylo zavazi vychyleno po naklonéné roviné vzhuru o ug = 0,01 m a nésledné
pusténo volnym padem. Pomoci snimac¢u pak byla mérena poloha zavazi v case. Na
obr. 7.14 je schéma feSeného problému s rozméry prufezu vldkna a na obr. 7.15 je foto-
grafie experimentalniho zafizeni a pouzitého vlakna. V simulacich je uvazovano vetkutni
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Obréazek 7.14.: Schéma feseného problému a obdélnikovy prufez vlakna.

Obrazek 7.15.: Fotografie experimentalniho zaiizeni a fotografie pouzitého vldkna [56].

horniho konce vldkna do rdmu a vetknuti spodniho konce vldkna k zavazi. Zavazi je
v modelu respektovano pomoci hmotného bodu. Pro numerické feseni pohybovych rovnic
byly pouzity funkce ode programu MATLAB. Vsechny vazby jsou do modelu zavedeny
pomoci vazebnich podminek a pro zabranéni porusSeni vazeb je pouzita Baumgartova
stabilizace [23, 32].

Jelikoz se jedna o rovinnou tlohu, pro modelovani vldkna byl zvolen rovinny ANCF
element L2T2, ktery se v predchozim pripadé osvédcil jako nejefektivnéjsi z hlediska
vypoctového casu simulaci a dostatecné presny v porovnani s ostatnimi komplexnéjsimi
ANCEF elementy. Pro diskretizaci vlakna bylo pouzito 5 elementt. S ohledem na vysledky
predchoziho testovaciho prikladu a skutecné délky vlakna je tato diskretizace dostatecna.
Déle bylo v modelu uvazovéano tieni mezi zavazim a naklonénou rovinou. Pro popis tieni
byl zvolen zakladni Threlfalliv model tieci sily (5.38), jehoz parametry jsou mala charak-
teristicka rychlost vy a koeficient tieni cy. Uhel naklonéné roviny je ve viech simulacich
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a v experimetnu roven ayq = 7 rad.

Na tomto piikladé byl dale zkouman vliv chovani vlakna v tlaku. Tenké vlakno
zatizené v osovém sméru tlakem neklade témér zadny odpor. Aby bylo toto chovani
v modelu alespon pftiblizné respektovano, je zavedeno ,vypinani“ podélnych elastickych
sil v pripadé, kdy je celkova aktualni délka vlakna [ mensi nez jeho volna délka ly. Pii
vypoctu délky vldkna v ¢ase t se vychézi ze vztahu pro diferencial délky oblouku (4.105).
Integraci tohoto vztahu pres celou délku elementu [, je ziskan vztah

le le
le :/ ds :/ rlr dx. (7.5)
0 0 ’

Odtud je mozné v kazdém kroku uré¢it délku [, kazdého elementu s vyuzitim Gaussovy
kvadratury. Délka modelovaného vlakna [ je

I = Zn: le, (7.6)
e=1

kde n je pocet elementu. Celkovy vektor podélnych elastickych sil Q; vlakna lze nasledné
vyjadrit

Q - 0 pro I<ly (tlak),
"" 1 Ki(@)q pro 1>1y (tah).

Toto nespojité prepindni podélnych elastickych sil muze zpusobit problémy pfi nume-
rickém feSeni, proto je zavedena kubicka skokova funkce ve tvaru

(7.7)

(1 pro [ <y,
STEP(; x1; y1; T2; y2) =R y1+ (xa —x1) - 2% (3—22) pro z <l <umy, (7.8)
Y2 pro [ > x,
kde z = % Tato funkce zajistuje plynuly prechod funkéni hodnoty z y; na y, v oblasti

1 < | < x9. Konkrétné pro podélné sily je tato funkce pouzita v tomto tvaru
Q: = Ki(q)q - STEP(l; 0,99-1; 0; I; 1), (7.9)

coz znamend, ze v rozmezi od 0,99 - [ do [ dochézi k zapindni/vypinani podélnych elas-
tickych sil.

V modelu vlakna bylo uvazovano proporcialni tlumeni dle vztahu (4.60), kde kon-
stanta a,, je nulovd a (8, = 10~%. Parametry modelu jsou shrnuty v tab. 7.6.

7.2.1. Vysledky simulace a srovnani s experimentem

Zakladni materidlové data byla ¢erpdna ze zdznamu experimentu a clanku [56, 57]. Prvni
analyzy se tykaly naladéni modelu tfeni za ucelem ziskani priblizné shody mezi experi-
mentalnimi daty a vysledky numerické simulace. Sledovanou veli¢inou je vychylka zavazi.
Pro simulaci jsou pouzity dva modely vlakna L2T2 — prvni model uvazuje podélné sily
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1p X 108 Vychylka zavazi - tlak zap. s 103 Vychylka zavazi - tlak vyp.
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Obrazek 7.16.: Casovy prubéh vychylky zdvazi — model se zapnutymi podélnymi silami
v tlaku (vlevo) a model s vypnutymi podélnymi silami v tlaku (vpravo).

v tlaku a v druhém modelu jsou podélné elastické sily v tlaku vypinany. Vysledky obou
modelt jsou velmi podobné, nejlepsi shoda s experimentalnimi daty byla pozorovana
pro soucinitel tfeni ¢y = 0,156. Na obr. 7.16 jsou casové prubéhy vychylky zavazi obou
modelu pro naladény soucinitel tfeni. Na obr. 7.17 je zobrazen casovy prubéh piicného
kmitani vybraného uzlu dvou numerickych modelu.

Z vysledkt je patrné, ze model tfeni byl naladén tak, ze ¢asové prubéhy vychylky
zavazi ziskané pomoci numerickych simulaci priblizné odpovidaji experimentalnim datum.
Déle se ukézalo, ze zahrnuti podélnych sil v tlaku nemé v tomto pripadé na vysledky

Parametry modelu

Délka vlakna Ly 0,599 m
Rozmér prufezu ($itka) a 0,01 m
Rozmeér prufezu (vyska) b 0,001 m
Hustota materidlu vldkna [56] pr 272 kg-m ™3
Younguv modul pruznosti materidlu vldkna [56] E 6,23 - 10° Pa
Tihové zrychleni g 9,81 m-s2
Poissonova konstanta v 0,3
Hmotnost zavazi m 3,096 kg
Uhel naklonéné roviny okl 7 rad
Charakteristickd rychlost pro tfeni (5.38) Vo 0,1 m-s!
Vychozi soucinitel tfeni cy 0,155
Pocatecni nadzvednuti zavazi Ug 0,01 m
Moment setrvacnosti prufezu [53] I = % 8,33-1071% m*

Tabulka 7.6.: Parametry modelu zavazi kmitajictho na tenkém vldkné.
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Pricne kmitani vybraneho uzlu

0.04 T

T

tlak zap.
tlak vyp. |

0.03 -

0.02

0.01

-0.01 |

Pricna vychylka [m]

-0.02

-0.03 -

-0.04

_0-05 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Cast[s]

Obrézek 7.17.: Casovy pribéh piféného kmitdni vybraného uzlu pro dva numerické
modely.

numerickych simulaci dominantni vliv, protoze vlakno se vlivem pusobeni vlastni tihy
prohne a je nasledné namahano na ohyb. Zahrnuti podélnych sil v tlaku by mélo vliv
v pripadé, ze by zavazi kmitalo ve svislém sméru. Hlavnim piinosem této aplikace je
experimentalni verifikace ANCF modelu vlakna pro jednoduchy mechanicky systém.

7.3. Detailni model interakce lana a kladky

Nasledujici aplikace ANCF elementt je zaméfena na vysetfovani dynamického chovani
lana, které je v kontaktu s kladkou. Tento druh soustavy téles je ¢asto soucasti rozsa-
hlejsich vlaknovych a lanovych struktur, mezi které patii i roboti. Lana v této aplikaci
mohou mit nékolik funkei, naptiklad vyztuzeni vazaného mechanického systému pomoci
predpjatych lanovych ¢lenu ¢i piimo aktivni funkei z hlediska fizeni pohybu robotické
struktury. Vseobecnou vyhodou pouziti lan jako clenu vazanych mechanickych soustav
je pak jejich nizka hmotnost v porovnani s tuhymi cleny. Pro dosazeni pozadovanych
vlastnosti mechanické soustavy jsou lana casto vedena pies kladky, které mohou byt
rotacné ulozené v prostoru ramu ¢i primo soucéasti robotické struktury. Detailni model
interakce lana a kladky pak umoznuje analyzovat mozny prokluz lana, odlehnuti lana pti
rychlém pohybu ¢i priéné rozkmitani lana vlivem pohybu kladky.

V této podkapitole jsou vyuzity mimo jiné postupy pro modelovani kontaktnich sil
popsané v kapitole 5.2. Nejdiive je popsana jednoduchd staticka analyza volné polozeného
lana na kladce, tedy ptipad, kde se projevi predevsim norméalova kontaktni sila mezi la-
nem a kladkou. Déle je vySetfovan pohyb soustavy slozené z kladky a lana se dvéma
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zavazimi. Zde se jiz projevuje vliv tiecich sil. Na konci této podkapitoly je ukazana veri-
fikace popsanych postupu s vyuzitim modelu realného mechanismu obsahujiciho kladku
a vlakno.

7.3.1. Analyza volné poloZeného lana na kladce

Prvni vypocet je zaméfen na aplikaci modelu normélové kontaktni sily mezi pevnou klad-
kou a poddajnym lanem. Vychozi prufezové a materidlové parametry lana jsou shodné
s parametry v tab. 7.6. Lano ma celkovou délku Iy = 0,5 m a na jeho koncich jsou
uvazovana zavazi o hmotnosti 10 kg. Toto lano je volné symetricky polozeno na kladku
o poloméru 4 cm. Pro modelovani normalové kontaktni sily je pouzit model Hunta a
Crossleyho (5.33), kde vychozi kontaktn{ tuhost je K = 10® N-m™, exponent n = 1,5
a kontaktni tlumici faktor je Dy = 0,5 ssm™™. Na lano a zdvazi pusobi tihova sila a
kladka je uvazovana jako nehybné. Jelikoz se jednd o rovinnou ulohu, pro jednoduchost
byl pouzit ANCF nosnikovy element typu L2T2.

Na obr. 7.18 je ukazan vysledny tvar lana piehozeného pres kladku pro ruzné
nasobky kvadratického modulu prutrezu. Celkem bylo pouzito 30 nosnikovych elementu.
Se vzrustajicim modulem roste také ohybova tuhost, lano se proto vice rozevira. Takovyto
druh analyzy m& predevsim vyznam z hlediska navrzeni vhodného poloméru kladky a
tuhosti lana tak, aby pii ruznych provoznich stavech bylo dosazeno pozadovaného thlu
opasani, tedy aby nebylo pftilis tuhé lano ohybano na pftilis malé kladce. S témito vysledky

Tvar lana
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Obrazek 7.18.: Tvar lana volné polozeného na kladce pro riuzné nasobky kvadratického
momentu prurezu.
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Obréazek 7.19.: Rozlozeni mérné normalové kontaktni sily v zavislosti na uhlu kladky pro
ruzné nasobky kvadratického momentu prufezu.

souvisi i obr. 7.19, kde je ukdzano rozlozeni mérné normalové kontaktni sily mezi klad-
kou a lanem v zavislosti na uhlu kladky, kdy thel 5 odpovida hornimu vrcholu kladky.
Meérna normalova sila predstavuje kontaktni silu F¢ vyjadienou v Gaussovych bodech
z vyrazu (5.50). Rozlozeni mérné normélové kontaktni sily se pro ruzné nasobky kvad-
ratického prutrezového modulu lisi, nicméné vzdy je vysledné rozlozeni symetrické kolem
sttedu kladky. Pro kontrolu spravnosti vypoc¢tu byla napocitana suma svislych slozek
vSech normalovych kontaktnich sil Q¢ (5.50), ktera v kazdém vypoétu odpovidala vlastni
tize zavazi a lana, takze bylo dosazeno silové rovnovahy ve vertikalnim sméru.

Posledni statickd analyza se tyka vlivu poctu prvku diskretizace lana na rozlozeni
mérné normalové kontaktni sily. Na obr. 7.20 je ukazan prubéh mérné normalové kon-
taktni sily na kladce pro ruzny celkovy pocet prvkiu diskretizace lana. Jednoduchym
prepoctem lze urcit pocet prvku na polovinu obvodu kladky, tedy na opdsanou cast
kladky. V ptipadé 20 prvku je opasani tvoreno 5 prvky, v piipadé 40 prvku diskretizace
lana je pak opéasani tvoteno 10 prvky. Z obr. 7.20 je patrné, ze v ptipadé pouziti 20
prvku je vysledek mirné rozdilny predevsim v krajni oblasti opasani a s vyssim poctem
elementu se prubéh postupné vyhlazuje.

7.3.2. Dynamicka analyza interakce lana a kladky

V této podkapitole je popsana analyza interakce lana a kladky pii predepsané rotaci
kladky. V tomto pripadé jiz dochazi k moznému relativnimu pohybu mezi lanem a
opasanou casti kladky, projevi se tedy zvoleny model tfeni a jeho nastaveni.

Jako testovaci priklad byl pouzit mechanicky systém z ptedchozi podkapitoly, tedy
pulmetrové lano s materidlovymi parametry z tab. 7.6 symetricky pirehozené ptes kladku
o poloméru 4 cm. Na kazdém konci lana je zavazi predepsané hmotnosti. Tteci sily mezi
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Vliv diskretizace na rozlozeni mérné normalové kontaktni sily
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Obréazek 7.20.: Rozlozeni mérné normalové kontaktni sily v zavislosti na uhlu kladky pro
ruzny pocet prvku diskretizace lana.

lanem a kladkou byly vypocitany na zdkladé vyhlazeného Coulombova modelu podle
vztahu (5.38). Dulezitymi parametry tohoto tfectho modelu jsou soucinitel tfeni c; a
mald charakteristicka relativni rychlost vy, ktera definuje oblast vyhlazeni tieci sily kolem
nulové relativni rychlosti.
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Obréazek 7.21.: Tvar lana a natoceni kladky v jednotlivych ¢asovych okamzicich pfi po-
malém pohybu kladky.
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Obrézek 7.22.: Casovy pritbéh obvodové rychlosti kladky a vertikdlni rychlosti levého

zavazi pro hmotnost zévazi 10 kg (vlevo) a pro hmotnost zdvazi 1 kg
(vpravo).

Spojeni koncu lana s jednotlivymi zavazimi je realizovano zavedenim vazbovych
rovnic. Lano je v tomto piipadé diskretizovano pomoci 30 prostorovych kabelovych
ANCF elementu nizsiho tadu. Pro sestaveni pohybovych rovnic byla vyuzita metoda
roz§itenych Lagrangianu, jak je popsdna v podkapitole 5.1.2. Penaltovy koeficient byl
nastaven p = 10°% a skalujici koeficient vazeb jako k = 1. Pro numerické feSeni pohybu
mechanické soustavy byla pouzita Newmarkova metoda kombinovana s kvazi-Newtonskou
Davidonovou metodou. Tecnd matice tuhosti K; byla urcena dle zjednoduseného tvaru
(6.28). Jak je zminéno v podkapitole 6.1.2, v Jacobiho matici vektoru residui S; byva
casto zanedban prispévek od Jacobiho matice vnéjsich sil, coz bylo vyuzitou i v simu-
lacich v ramci této podkapitoly. Duvodem je silna nelinearita kontaktnich sil a z té ply-
nouci slozitost vyjadieni tvaru Jacobiho matice. I ptes tato zjednoduseni, které mohou
vést k mirné nepresné iteracni matici, bylo dosazeno celkem rychlé konvergence kvazi-
Newtonovy metody. Casovy krok simulace byl zvolen s ohledem na nelinedrn{ kontaktni
sily jako h = 0,0001 s a bylo uvazovano numerické tlumeni pomoci parametru o« = 0,05
Newmarkovy integra¢ni metody.

V prvnim vypoctu jsou uvazovana dveé zavazi s hmotnosti 10 kg a relativné pomaly
pohyb kladky, ktera se béhem ¢tyt vtefin pootoci o 180 stupnu proti sméru hodinovych
rucicek a zpét se sinovym prubéhem rychlosti rotace. Parametry tifectho modelu jsou
nastaveny na ¢; = 0,1 a vg = 0,1 m-s™*, coz odpovida relativné nizkému tfenf mezi klad-
kou a lanem. Na obr. 7.21 je ukazan tvar lana a natoceni kladky v jednotlivych ¢asovych
okamzicich pti pomalém pohybu kladky a na obr. 7.22 vlevo je ukazan ¢asovy prubéh
obvodové rychlosti kladky a vertikalni rychlosti levého zavazi prislusné simulace s rela-
tivné pomalym predepsanym pohybem kladky. Je patrné, ze i ptres zadané parametry
tfeni dochézi pouze k minimalnimu prokluzu mezi kladkou a lanem. Lano se na konci
simulace nachdzi témér presné ve vychozi konfiguraci. Vypoctovy cas této ¢tyi a pul
vtefinové simulace se pohybuje do 70 vtefin. Prumérny pocet iteraci kvazi-Newtonovy
metody v jednom ¢asovém integra¢nim kroku byl pouze 2,96. Lze tedy usoudit, Ze pouzité
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Prubeh rychlosti kladky a zavazi
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Obrézek 7.23.: Casovy pritbéh obvodové rychlosti kladky a vertikdlni rychlosti levého
zavazi pro ruzné nastaveni modelu.

metody dobfe konverguji k feSeni. Na obr. 7.22 vpravo je pak obdobnd simulace pouze
s rozdilnou hmotnosti obou zavazi, ktera ¢ini 1 kg. V tomto piipadé je prokluz mirné zna-
telnéjsi a celkovy prubeéh vertikalni rychlosti zavazi je vice rozkmitany, coz je zpusobeno
mimo jiné houpanim lehkého zavazi v horizontdlnim i vertikdlnim sméru.

V dalsim vypoctu je uvazovan rychlejsi pohyb kladky, jejiz rotaéni rychlost ma
predepsany pilovity charakter. Na obr. 7.23 je ukazan casovy pribéh obvodové rychlosti
na kladce a rychlost levého zavazi pro ruzné nastaveni hmotnosti a parametru treni. Pri
vychozich parametrech tien{ ¢; = 0,1 a v = 0,1 m-s™' je patrné, Ze pro obé nastavené
hmotnosti zavazi dochéazi k vyraznému prokluzu, v piipadé mensiho kilového zavazi je
prokluz opét vétsi. Pii zmenSeni charakteristické relativni rychlosti na vy = 0,005 m-s—*
se tfeci model vice priblizuje idedlnimu Coulombovu modelu tfeni. Maximalni hodnota
tfeni mezi lanem a kladkou je dosazena pii mensi relativni rychlosti, takze se model
vice blizi k postihnuti efektu ulpivani. Vyssi nastaveni parametru vy tak vede k vétsimu
vyhlazeni rychlosti pohybu zdvazi. Pii nastaveni vétsiho soucinitele tfeni ¢y = 0,5 je
dosazeno minimalniho prokluzu.

7.3.3. Srovnani s experimentem

Nasledujici aplikace metod a postupu pro modelovani interakce vlakna a kladky je zamé-
fena na simulaci dynamiky realného mechanismu, jehoz schéma je vlevo na obr. 7.24.
Uvazovany mechanismus je slozen z motoru, zavazi a kladky. Popis experimentalniho
standu lze nalézt v pracich [56, 57]. Linearni motor pohybuje ve vertikdlnim sméru s kon-
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vlakno

Diskretizace vlakna

0.1
0.2
0.3f
£
= 04r
@ =
TITTT = = 05}
0.6
motor
W 07
7 M
0.8, L L L L \\* |
0.5 0.4 0.3 0.2 0.1 0

x[m]

Obrazek 7.24.: Schéma mechanismu a znazornéni diskretizace vlakna pomoci ANCF ele-
mentu.
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Obréazek 7.25.: Vstupni pohyb motoru a vysledny pohyb zavazi pii experimentalnim
méreni.

cem vlakna. To je vedeno pres kladku a na jeho druhém konci je uchyceno zavazi, které
se pohybuje po naklonéném vedeni. Na obr. 7.25 jsou ¢asové prubéhy pohybu motoru a
zavazi pri experimentalnim méteni. Pohyb motoru pak slouzil jako vstup do numerickych
simulaci a vysledny pohyb zavazi byl pouzit ke srovnani vysledku simulace s experimen-
tem.

Pro modelovani vlakna byl pouzit rovinny ANCF element L2T2. Na obr. 7.24
vpravo je znazornéna diskretizace vlakna. Rovné tiseky mezi motorem a kladkou a mezi
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Parametry vlakna

Délka vlakna Ly 1,82 m
Rozmér prufezu (sitka) a 0,01 m
Rozmér prufezu (vyska) b 0,001 m
Hustota materidlu vldkna [56] pf 272 kg'm ™3
Younguv modul pruznosti materidlu vldkna [56] E 6,23 -10° Pa
v
1

Poissonova konstanta 0,3

= o 8,33-10713 m4

Moment setrva¢nosti prifezu [53] 5

Parametry kladky

Polomeér kladky T'p 0,04 m
Sitka kladky t, 0,01 m
Moment setrvacnosti kladky I, 5,852 -107* m*
Pocétecni ihel opasani ©p gﬂ' rad

Parametry zavazi

Hmotnost zavazi m 5,083 kg
Sklon naklonéného vedeni o) éﬂ' rad
Soucinitel t¥eni kontaktu zévazi/vedeni Cruw 0,15
Charakteristickd rychlost pro tfenf (5.38) Vo 0,1 m-s™*

Parametry kontaktu vlakno/kladka

Normalova kontaktni tuhost K 1,5-10" N-m™
Tlumici faktor — model Hunt-Crossley (5.33) Dy 0,5sm™"
Kontaktni exponent (5.33) n 1,5
Dynamicky soucinitel treni pii skluzu cr 0,5
Staticky soucinitel tfeni Cs 0,7
Tuhost modelu ulpivani téles K 10> N-m~!
Tlumeni modelu ulpivani téles Dy 3-102 N-ssm™!

Ostatni parametry

Tihové zrychleni g 9,81 m-s2

Tabulka 7.7.: Parametry uvazovaného mechanismu.

kladkou a zavazim byly modelovany pomoci ¢tyt elementu. V okoli kladky bylo vlakno
rozdéleno na deset elementu, aby bylo postihnuto zakfiveni vlakna kolem kladky. Kladka
byla modelovana jako tuhé téleso s jednim rotacnim stupném volnosti. Zavazi je v mo-
delu reprezentovano hmotnym bodem. Vazba mezi zavazim a vedenim a mezi zavazim
a vlaknem byla realizovana pomoci vazebnich podminek. Pohyb motoru je v modelu re-
prezentovan predepsanym pohybem (kinematickym buzenim) uzlu M ve sméru osy y
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Pohyb zavazi - simulace a experiment

0.04 rﬁt
0.035 / \

003} \
0.025 / |
0.015 | \ ‘

/ \ R

0.01 1" \ |

' '

0.005 -

Experiment
Simulace - Threlfall
Simulace - stick-slip

Vychylka zavazi [m]

-0.005

-0.01

0 0.5 1 1.5 2 2.5
Cas [s]

Obrézek 7.26.: Casovy priubéh pohybu zévazi ziskany pii experimentu a pii simulaci.

a nulovym pohybem ve sméru osy z. K numerickému feseni pohybovych rovnic byla
pouzita funkce ode23t programu MATLAB. Pro stabilizaci numerického teseni byla
pouzita Baumgartova stabilizace [23, 32]. Vyhodnoceni kontaktu mezi kladkou a ele-
mentem vldkna probiha v kazdém casovém okamziku v péti bodech elementu, jejichz
rozmisténi je ddno numerickou integraéni Gaussovou metodou. Pro popis tieni mezi
zéavazim a vedenim byl pouzit Threlfalliv model (5.38) a pro popis tfeni mezi vldknem
a kladkou byl testovdan model uvazujici ulpivani a skluz 5.40 (stick-slip model) a také
jednodussi Threlfalliv model.

Uvazované parametry modelu jsou shrnuty v tab. 7.7. V modelu vldkna bylo uvazo-
vano proporcidlni tlumeni dle vztahu (4.60), kde konstanta a,, je nulova a (3, = 1072

Vypoctend dynamickd odezva zavazi pri pouziti ANCF elementu pro dva modely
tfeni mezi kladkou a vldknem je ukazana na obr. 7.26. Vysledky simulaci mohou byt
pouzity pro dalsi zkoumani chovani vlaken, napiiklad na obr. 7.27 je znazornén casovy
prubéh piicného kmitani v prostfednim uzlu mezi kladkou a motorem. Vysledné pticné
kmitani vlaken muze zpusobovat problémy pri presném fizeni mechanismu. Z vysledku
je patrné, ze pro oba modely tfeni bylo dosazeno dobré shody s experimentalnimi daty.

Na obr. 7.28 je ukézan casovy prubéh tihlu natoceni kladky pti pouziti dvou ruznych
modelu treni. I kdyz vysledny pohyb zavazi, viz obr. 7.26, je pro obé simulace témeér
shodny, thel natoceni kladky se jiz znatelné lisi. Dle ocekavani je v pripadé Threl-
fallova modelu treni pozorovan vétsi prokluz, zatimco v pripadé stick-slip modelu tfeni,
ktery postihuje ulpivani téles, je prokluz mensi. Pokud by béhem experimentu bylo za-
znamenavano i natoceni kladky, umozniovalo by to pfesnéji naladit prislusné parametry
tfecich modelu pro ziskani realnéjstho pohybu kladky:.
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Pricne kmitani vybraneho uzlu viakna
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Obréazek 7.27.: Piitné kmitani uzlu mezi motorem a kladkou pro dva modely tfeni mezi
vlaknem a kladkou.
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Obrazek 7.28.: Casovy prubéh dhlu natoceni kladky.
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7.4. Modelovani a dynamicka analyza vlaknového
mechanického systému Quadrosphere

Vl1gknovy mechanicky systém pojmenovany Quadrosphere vznikl na Fakulté strojni Ces-
kého vysokého uceni technického v Praze v ramci projektu GAP101/11/1627 Nakldpéct
mechanismy zalozené na vlaknové paralelni kinematické struktufre s bezvulovym fizenim.
Jedna se o roboticky systém s tzv. redundantni paralelni kinematickou strukturou [75].
Paralelni struktury jsou charakterizovany tim, ze koncovy pohyblivy bod zajmu je se
zakladnim ramem propojen uzavienymi mechanickymi fetézci. Oproti sériové struktufe,
ktera vyuziva otevieny mechanicky tetézec mezi koncovym bodem a ramem, vykazuji
paralelni struktury veétsi tuhost a tim i lepsi dynamické vlastnosti. Vyraz redundantni
vyjadiuje fakt, ze pocet pohont dané struktury je vyssi nez pocet stupnu volnosti kon-
cového bodu. Vice o vyhodach a nevyhodach riznych kinematickych struktur lze nalézt
v [75].

Mechanicky systém Quadrosphere je ukazan na obr. 7.29 vlevo. Sklada se z obdélni-
kové platformy spojené pomoci sférického kloubu k pevnému ramu. Sféricky kloub je na
obr. 7.29 vpravo a tvoii ho kardanuv kloub, jehoz horni vidlice je rotaéné ulozena k ramu.
Toto ulozeni umoznuje rotaci kolem vertikalni osy. Natoceni sférického kloubu ve trech
navzajem kolmych smérech (tedy kardanovy tihly) je méreno pomoci snimacu. Systém ob-
sahuje celkem ¢tyti vlaknové podsystémy. V kazdém ze ¢tyt rohu obdélnikové platformy
je uchyceno jedno lehké kompozitové vlakno. Kazdé vlakno je vedeno ptes jednu kladku
rotacné ulozenou k naklapécimu drzdku, ktery muze rotovat kolem svislé osy, ¢imz je
zajisténo, ze kladka sleduje smér vldkna. Naklapéci klapka je ukazéana na obr. 7.30 vlevo.
Druhy konec vldkna je uchycen k pohonu. Kazdy ze ¢ty pohont se sklada z vertikalné
vedeného pohyblivého voziku a pevné ulozeného servomotoru. Mezi rotaci servomotoru

Obrézek 7.29.: Mechanicky systém Quadrosphere (vlevo) a sféricky kloub s odmérovanim
tfech hli natoceni (vpravo).
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Obrazek 7.30.: Nakldpéci kladka (vlevo) a vybrand aktivni struktura instalovand na plat-
formé (vpravo).

a posuvem voziku je Sroubovy pfevod, vertikdlni poloha daného voziku je tedy déna
rotaci servomotoru. Detailnéjsi popis jednotlivych komponent mechanismu lze nalézt
v praci [75].

Koncovy sledovany bod je soucasti platformy. Za predpokladu tuhych vidlic a kiize
sférického kloubu je poloha sledovaného bodu urc¢ena tiemi kardanovymi tihly, tedy tfemi
stupni volnosti. Vysledné natoceni sférického kloubu a tedy i poloha koncového bodu je
dana vertikalni polohou ¢tyt pohonu a vzniklymi silami v jednotlivych vlaknech. Tim je
splnéna podminka pro redundantni kinematickou strukturu.

Systém Quadrosphere vznikl za tcelem zkoumani vlastnosti vlaknovych mecha-
nickych systému s redundantni paralelni kinematickou strukturou a déle pro vyzkum a
aplikaci pokrocilych tidicich algoritmt vhodnych pro tento typ soustav. Cilem je pfesné
fidit pohyb vybraného bodu platformy. V piesnosti fizeni se pak projevi mimo jiné i tu-
host pouzitych vldken, jejich predpéti a setrvacnost naklapéni kladek. Za icelem zptesnéni
polohovéani vybraného bodu je déle do systému Quadrosphere zakomponovana aktivni
struktura slozend z ruznych piezoelektrickych aktuatoru. Ukédzka takové struktury je na
obr. 7.30 vpravo. Takto vylepseny systém Quadrosphere pak slouzi k vyzkumu a aplikaci
vicestupniovych fidicich algoritmii, nebot kromé fizeni ¢tyf pohont je nutné vhodnymi
metodami ovladat i aktuatory.

Pro zkoumani dynamickych vlastnosti systému Quadrosphere i pro testovani fidicich
algoritmu je tcelné pouzit virtualni vypoctovy model. V tomto pripadé byl pro mode-
lovani pouzit program MSC.Adams.

7.4.1. Tvorba a verifikace modelu v programu MSC.Adams

Pred samotnym sestavenim vypoctového modelu Quadrosphere v programu MSC.Adams
bylo vytvoreno kinematické schéma, viz obr. 7.31, které znazornuje propojeni jednotlivych
téles (obdélniky) vazbami (kruznice). Oznaceni R predstavuje rotacni vazbu, T reprezen-
tuje posuvnou vazbu mezi télesy. Pismeno za oznacenim vazby znamena volny stupen
volnosti. Cerchovand ¢éra v kinematickém schématu naznacuje vedeni lan. Po tomto roz-
boru mechanického systému byla do prostredi programu MSC.Adams importovana CAD
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Obrazek 7.31.: Kinematické schéma Quadrosphere.

data pro horni vidlici, kardanuv ktiz, spodni vidlici a platformu. Hmotnost a momenty
setrvacnosti téchto téles byly urceny programem MSC.Adams na zakladé importované
geometrie a zadané hustoty materidlu. Drzaky kladek a voziky pohontu byly do modelu
zahrnuty pomoci nahradnich téles. Ty mély nastaveny hodnoty hmotnosti a momentu
setrvacnosti podle vypoctu z CAD modela¢niho néstroje SpaceClaim s vyuzitim jejich
geometrie a hustoty materidlu. VSechna zminénd télesa jsou uvazovana jako tuha.

Pro modelovani vlakna a kladky byl pouzit kabelovy modul programu MSC.Adams,
ktery je strucné popsan v kapitole 3.3. Vizualizace celkového modelu s vyznacenymi kabe-
lovymi podsystémy je na obr. 7.32. Celkové byly vytvoreny ¢tyii modely. Model 1 vyuziva
zjednoduseny model vldkna kabelového modulu. Modely 2 a 3 jsou zalozeny na diskre-
tizovaném modelu vlakna a lisi se ve velikosti kabelového elementu, neboli vzdalenosti
dvou sousednich nahradnich hmotnych bodu. Model 2 ma nastaven kabelovy element
délky 16 mm, model 3 pak 40 mm. Ptedchozi tfi modely maji koncové body vlaken
pevné uchyceny s piislusnymi pohony a rohy ovladané platformy. Celkova délka jednoho
vldkna je 1,2 m. Hlavni vyhoda modelu 1 spociva v jeho jednoduchosti a tudiz i vypocetni
rychlosti, nepostihne vSak pripadné piicné kmitani vldkna. Modely 2 a 3 by mély toto
kmitani teoreticky postihovat, jsou vsak velmi vypoctové nérocné.

Proto byl navrhnut a vytvoren model 4, ktery predstavuje snahu kombinovat vyhody
obou zékladnich typu modelu a soucasné zachovat potiebnou jednoduchost. V misté
opasani kladky a v jejim blizkém okoli je pouzit zjednoduseny model vlakna definovany
pomoci kabelového modulu, protoze ten ma jednoduseji analyticky vyjadienou interakci
vlakna s kladkou. Délka opasani v poc¢atecnim stavu mechanismu je ptiblizné 115 mm.
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Obrazek 7.32.: Vizualizace celkového modelu s oznacenim jednotlivych kabelovych pod-
systému.
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Obrazek 7.33.: Vizualizace celkového modelu se zdkladnimi rozméry v [mm].

Celkova délka vlakna modelovaného pomoci kabelového modulu vSak byla zvolena jako
300 mm za tcelem zahrnuti dostatecné rezervy pti pohybu vldken. Zbylé tseky vlaken,
tzn. od kladky svisle k pohonu a od kladky sikmo k rohu platformy, jsou do modelu zahr-
nuty pomoci point-mass piistupu dle kapitoly 3.2. Vzdélenost dvou sousednich hmotnych
bodu je 100 mm a celkové na jeden vlaknovy podsystém bylo pouzito 9 hmotnych bod,
4 pro svisly usek a 5 pro delsi sikmy tusek. Hmotné body jsou propojeny pouze ne-
linedrnimi silami, které predstavuji podélnou tuhost vlakna, a nejsou uvazovany zadné
ohybové ¢i torzni tuhosti. Tento model zakladnim zpusobem postihuje mozné piicné
kmitani a zaroven je vypoctové velmi efektivni. Nevyhoda modelu 4 spoc¢iva v omezeni
pracovniho prostoru platformy, nebot v pifpadé, Ze jeden z koncu 300 mm tiseku vldkna
modelovaného pomoci kabelového modulu dorazi az k samotné kladce, dojde k preruseni
a selhani vypoctu. Ve vSech modelech je uvazovana tuhost jednoho metru vldkna jako
1,16-10° N-m~! dle prace [54]. Zakladni rozméry mechanického systému jsou zndzornény
na obr. 7.33.
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Vlastni Vlastni frekvence [Hz]

tvar Experiment Model 1 Model 2 Model 3 Model 4
Rotace ¢, 36,1 40,0 40,5 38,7 40,4
Rotace ¢, 42,7 42,8 43,2 43,0 43,4
Rotace ¢, 48,1 46,2 48,2 57,5 46,8

Tabulka 7.8.: Vysledky modalni analyzy.

Verifikace vytvorenych modelt spociva v porovnani vysledkii modalni analyzy s ex-
perimentalné namérenymi modalnimi vlastnostmi. Ty byly zméfeny na redlném zaiizeni
v laboratofi Fakulty strojni CVUT. Pfi mod&lni analyze vipoctovych modelt bylo uvazo-
vano predpéti vlaken silou 50 N, tedy stejné jako pii experimentu. Pro vypocet byl
pouzit MSC.Adams Vibration plugin. Protoze ma mechanicky systém tii rotacni stupné
volnosti ¢,, ¢,, a ¢, definujici polohu koncového bodu, jsou porovnany vlastni frek-
vence dominantnich vlastnich tvaru, pfi nichz dochézi k pohybu pravé téchto stupnu
volnosti. Vysledky experimentalni a vypoctové modélni analyzy jsou shrnuty v tab. 7.8.
7 uvedenych hodnot je patrné, ze modely 1, 2 a 4 jsou v relativné dobré shodé s ex-
perimentem bez nutnosti jakéhokoliv dalsiho ladéni hmotnostnich ¢i tuhostnich para-
metru. Model 3 se vyrazné lisi ve frekvenci vlastniho tvaru, pfi némz dochazi k rotaci
kolem svislé osy. Tato nepiesnost je pripisovana prilis hrubé diskretizaci vlakna. Celkové
vsak vypocet v piipadé modelu 2 a 3 trval mnohondsobné déle a byl velmi neefektivni.
Navic ve vysledcich modélni analyzy téchto modelu nebyly tspésné identifikovany mody
pricného kmitani vlaken a nebyl ani identifikovan tvar kmitavého naklapéni kladek. Tyto
problémy jsou nejspise zpusobeny Spatnou linearizaci téchto silné nelinedrnich modelu
pro ucel vypoctu modalnich vlastnosti. V modelu 1 a 4 byl identifikovan vlastni tvar
naklapéni kladek s vlastni frekvenci 3,9 Hz. Pti¢né kmitani vlaken v modelu 4 bylo pozo-
rovano na frekvenci 101 Hz pro delsi tisek mezi kladkou a rohem platformy a na frekvenci
112 Hz pro kratsi usek mezi kladkou a pohonem. Frekvence téchto vlastnich tvart nebyly
meéfeny béhem experimentu.

7.4.2. Moznosti vyuziti multibody modelu Quadrosphere

Modely 2 a 3, jejichz vldkna vyuzivaji diskretizovany model z kabelového modulu pro-
gramu MSC.Adams, vykazuji velké problémy pii numerické simulaci v casové oblasti.
Testovany byly vSechny numerické tesice programu MSC.Adams a zadny z nich ne-
byl dostatecné efektivni z hlediska rychlosti vypoctu, aby mohly byt zminéné modely
dale vyuzity. Navic vétSina numerickych fesicu meéla dokonce problém s konvergenci
feseni, takze vypocty koncily predcasné. Ukézalo se, ze diskretizovany model strucné
popsany v kapitole 3.3 neni pfilis vhodny pro simulaci tenkych vlaken. Avsak po testo-
vacim zvétsenim plochy prutezu vldkna bylo pozorovano zrychleni numerického feseni i
zlepseni konvergence. Toto chovani vede k podezieni, Zze pro tenka vldkna modelovana
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Predepsany vertikalni posuv pohonu Uhly natoceni platformy
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Obrazek 7.34.: Predepsané vertikalni posuvy jednotlivych pohonu a vysledné uhly na-
toceni platformy:.
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Obrazek 7.35.: Absolutni hodnoty 1hli natoceni kladek a thly naklapéni kladek.

pomoci diskretizovaného modelu je vysledna tloha spatné podminéna a numerické feseni
je tak témér nemozné ziskat. Z tohoto duvodu byly ve vsech dalsich analyzach pouzivany
pouze modely 1 a 4, které nevykazuji zadné problémy pii numerickém feseni dynamiky
systému Quadrosphere.

Bylo provedeno nékolik testovacich simulaci, pii nichz byl predepsan ruzny ver-
tikalni posuv jednotlivych pohont. Na obr. 7.34 vlevo je ukdzan vybrany pfedepsany
vertikalni pohyb pohont, vpravo na stejném obrazku je pak vysledné natoc¢eni platformy,
neboli casovy prubéh rotacnich stupnu volnosti. Ve vyslednych thlech natoc¢eni bylo po-
zorovano mirné rozkmitani v radu 0,1 stupnu pii ndhlych zménach posunu pohontu. Na
obr. 7.35 jsou vykresleny absolutni hodnoty rotaci jednotlivych kladek a dale tihel na-
klopeni kladky. Simulace startuje s predpjatymi vldkny na 50 N. Tomu odpovidé vlastni
frekvence nakldapéni kladek ptiblizné 3,9 Hz. V prubéhu simulace se sily v jednotlivych
vlaknech méni, coz je dokumentovano na obr. 7.36. S ruznym napindnim vlaken se ménf i
vlastni frekvence naklapéni kladek. Na konci simulace je sila v kazdém vldkné jina. V ta-
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Obrazek 7.36.: Axialni sily v jednotlivych vlaknech.

kovéto konfiguraci byla provedena modalni analyza a byly identifikovany vlastni frekvence
naklapéni jednotlivych kladek, konkrétné kladka A ma vlastni tvar nakldpéni na 8,2 Hz,
B na 8,7 Hz, pro kladku C byla identifikovana vlastni frekvence naklapéni 9,2 Hz a pro
obr. 7.35 na konci simulace. Provedené testovaci simulace pomohly podrobnéji prozkou-
mat dynamické vlastnosti mechanické soustavy Quadrosphere.

Popsany a analyzovany multibody model Quadrosphere byl déle rozsiten o ser-
vomotory pro zahrnuti jejich setrva¢nostnich vlastnosti a také o sroubovy prevod s jeho
vnittnim tfenim. Nasledné byl model pouzit k testovani riznych aktivnich struktur obsa-
hujicich piezoaktuatory. Findlni rovinna aktivni struktura je ukédzana na obr. 7.30 vpravo
a jeji vivoj byl proveden na pracovisti Fakulty strojni CVUT ve spolupréci s autorem této
dizertacni prace a jeho skolitelem. Tato struktura obsahuje jednu kruhovou platformu,
ke které jsou prisroubovany tii piezoaktivni ¢leny. Ty déle nesou tficipou hvézdicovitou
platformu, na kterou je priblizné ve stiedu instalovan tzv. koutovy odrazec slouzici jako
sledovany bod. Poloha koutového odrazece muze byt snadno dopocitana pii znalosti ti{
uhlu natoceni sférického kloubu, které jsou béhem simulaci méteny snimaci. Navic je kou-
tovy odraze¢ sledovan laserovym zatizenim, které dokédze urcit jeho polohu vici pevnému
soufadnicovému systému.

Jednotlivé pouzité piezoaktudtory APA 400MML (Cedrat Technologies) jsou slozeny
z hranolu z piezomateridlu a ocelového kosoctverecného ramecku. Princip fungovani to-
hoto aktuatoru je takovy, ze pii roztazeni piezomaterialu vlivem pfivedeného napéti
dojde ke stazeni (kontrakei) aktudtoru v pozadovaném podélném sméru. Maximdlni po-
suv aktuatoru je 368 mikrometri. Aby nedochézelo k nezadoucimu pnuti v aktudtoru,
byly vzdy mezi kruhovou platformu a aktuator a mezi hvézdicovou platformu a aktuator
vlozeny poddajné krcky umoznujici relativni natoceni mezi osou roztahovani aktuatoru
a obéma platformami.
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108 Trajektorie koncového bodu
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Obrazek 7.37.: Ukazka pozadované trajektorie a vysledné trajektorie s vypnutym a za-
pnutym fizenim aktivni struktury.

Vzhledem k tomu, ze aktivni struktura obsahuje vice relativné poddajnych ¢lenti,
nelze ji do multibody modelu zahrnout pouze pomoci tuhych téles. Proto byl jeden
aktuator spolecné s poddajnymi kréky modelovan metodou MKP v programu ANSYS
a nasledné exportovan spolu s dulezitymi modalnimi vlastnostmi do multibody modelu
v programu MSC.Adams. Vysledky modalni analyzy MKP modelu byly srovnany s expe-
rimentem v praci [19] a bylo dosazeno relativné dobré shody. Vysledny multibody model
Quadrasphere s poddajnou aktivni strukturou byl pouzit pro testovani ruznych fidicich
algoritmu, které maji za cil fidit ¢tyfi pohony a napéti ve tfech piezoaktuatorech tak,
aby se ziskala pozadovana trajektorie koncového bodu a aby se zachovala tahova sila ve
véech vlgknech. Toto vicedroviiové ifzen{ je vyvijeno na Fakulté strojni CVUT. K fizeni
vypoctového modelu byl pouzit program Simulink, do kterého byl nelinarni multibody
model Quadrosphere exportovan pomoci MSC.Adams Controls plugin. Na obr. 7.37 je
ukazana testovaci pozadovana trajektorie a vysledna trajektorie s vypnutym a zapnutym
fizenim aktivni struktury. Z detailu rohové ¢asti trajektorie je patrné, ze pri zapnutém
fizeni aktivni struktury dochazi ke znatelnému zmenseni odchylky od pozadované polohy
a tim i zpresnéni pohybu sledovaného koncového bodu.

Vyvoj viceuroviiového tizeni mechanického systému Quadrosphere na Fakulté stroj-
ni CVUT stéle pokracuje a pro ovéreni jeho funkénosti je pouzivan popsany komplexni
multibody model. Vyhoda pouziti virtudlniho modelu spoc¢iva v moznosti sledovat kine-
matické veliciny ruznych téles a silové pomeéry ve vSech vlaknech a vazbach béhem fizeni
pohybu, coz u redlného zafizeni nemusi byt zcela mozné. Déle se muze tizeni na virtudlnim
modelu odladit tak, aby na realném modelu nedochazelo k moznému poskozeni naptiklad
vlivem priliSného napinani vldken ¢i privedenim vysokého napéti na piezoaktuatory.
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7.5. Modelovani poddajnych absorp¢nich proutkii
jadernych reaktori

Pro dynamickou analyzu ruznych komponent v jaderném prumyslu mohou byt kromé kla-
sické metody kone¢énych prvku uspésné vyuzity i pristupy z oboru dynamiky vazanych
mechanickych soustav. Zajimavou aplikaci v tomto ohledu je analyza dynamiky regu-
la¢nich organu (RO), které hraji v provozu jaderného reaktoru dulezitou roli spocivajici
v fizeni a pripadném zastaveni jaderné reakce. V riznych ¢astech svéta se vyzivaji rozlicné
druhy reaktoru se specifickymi regula¢nimi organy. Problematika regula¢niho organu pro
nejrozsitenéjsi typ reaktoru ve sttedni Evropé, kterym je tlakovodni reaktor vyuzivajici
vodu jako moderdtoru neutronu, spo¢iva v zasouvani sou¢asti z absorpcniho materialu do
aktivni zony reaktoru skrz omezeny prostor. Konkrétné pro jaderny reaktor typu VVER
1000, viz obr. 7.38, jsou do aktivni zény zasouvany dlouhé a tenké absorpéni proutky
skrze uzké vodici trubky. V ptipadé mimotradnych udalosti, jako je napriklad zemétieseni
¢i unik chladiva, je bezpodmineéné nutné havarijné zastavit jadernou reakci uvolnénim
regulac¢nich orgénu a jejich volnym padem do aktivni zony, ¢imz dojde k absorpci volnych
neutronu a preruseni fetézové stépné reakce. Vlivem vysokych teplot, tlakovych pulsaci
¢i ucinku radiace na material dochazi k malym permanentnim deformacim vodicich tru-
bek. V ptipadé nutnosti rychlého odstaveni reaktoru pak tyto deformace mohou zbrzdit
hladky prubéh padu RO na dno reaktoru, ¢i dokonce mohou zpusobit zaseknuti RO pred
dopadem na dno, coz je z hlediska bezpec¢nosti provozu problémovy stav. Bezpecny ¢asovy

Aktivni zona

Obrazek 7.38.: Schéma reaktoru VVER 1000 a schéma absorpénich proutku uchycenych
ve hvézdicovité sestave.
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Deformace vodici trubky 1 Deformace vodici trubky 2

Spline interpolace Spline interpolace
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Obrazek 7.39.: Definované normalizované tvary deformace vodicich trubek.

limit pro pad RO na dno reaktoru ¢ini 3,5 s, pri idealnim prubéhu padu je dosahovano
doby padu ptiblizné 1,4 s.

Regulacni organ jaderného reaktoru typu VVER 1000 se sklada z nékolika casti,
jejichz konkrétni popis lze nalézt v praci [7]. Horni ¢ast RO tvoii zdveésna ty¢ slouzici jako
spojovaci ¢len RO a linedrniho krokového pohonu, ktery zajistuje vertikdlni pohyb RO
a tim i regulaci vykonu reaktoru. Na zavésnou tyc je bajonetovym zachytem pripevnéna
hvézdicovita sestava nesouci celkem 18 absorpénich proutkt, viz schéma na obr. 7.38
vpravo. Proutky jsou dlouhé ptiblizné 4,2 m s polomérem 4,1 mm. Téchto 18 proutku
se zasouva do stejného mnozstvi vodicich trubek s vnitinim polomérem 5,5 mm, které
jsou soucasti palivového souboru. Uvnitt vodicich trubek proudi voda vzhuru proti sméru
volného padu RO.

Komplexni multibody model RO reaktoru typu VVER 1000 byl vytvoren v ramci
prace [55]. Regulaéni orgédn je v této praci reprezentovan celkem 22 tuhymi télesy propo-
jenymi 22 kinematickymi vazbami. Poddajnost proutku je zde zjednodusena sdruzenim
proutku do trojic a nasledné je kazda trojice modelovana dvéma télesy, mezi nimiz je
vazba s ohybovou tuhost{. Tento pifstup je konzervativni, nebot nédhradni télesa jsou tuha
a dlouha priblizné 2 m, takze snadnéji muze dojit ke vzpriceni v deformovanych vodicich
trubkdch. Kromeé hydrostatické vztlakové sily je v préci [55] zohlednén vliv proudici ka-
paliny pomoci Newtonova vztahu pro odpor v tekutém prostredi, kdy soucinitel odporu
byl naladén dle vysledku na experimentdlnim zatizeni. Déle jsou v modelu uvazovany
mozné kontakty RO se vSemi relevantnimi obklopujicimi konstrukénimi soucastmi re-
aktoru. Tento komplexni model byl vyuzit pro zkoumani vlivu seizmického buzeni a
deformovanych vodicich trubek na dobu padu.

V publikaci [A19] jsou uvedeny tvary dvou typovych deformaci vodicich trubek
specifikovanych vyrobcem zafizeni. Horizontdlni deformace trubky d(z) je popsdna para-
metricky jako funkce vertikalni soufadnice z ve tvaru

d(z) = PA(2), (7.10)

kde A(z) je normalizovand kiivka deformace vodici trubky a P je parametr, jehoz hodnota
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odpovidd maximalni deformaci. Na obr. 7.39 jsou znédzornény dvé typové normalizované
krivky deformace. Ty byly ziskany spline interpolaci ¢ervenych tidicich bodu, které zadal
vyrobce a které souviseji s realnym provoznim stavem reaktoru.

Predmétem této podkapitoly je popsat moznost aplikace metody ANCF pro mode-
lovani absorpcnich proutku. Za timto uc¢elem byl vytvoren zjednoduseny model s vyuzitim
materidlovych parametru a také s uvazovanim vlivu kapaliny dle [55]. Samotny proutek
byl tvoren celkem dvaceti ANCF elementy nizstho tadu, viz podkapitola 4.2, protoze
neni o¢ekavano torzni zatizeni proutku béhem padu RO. Aby byla priblizné zachycena
dynamika hvézdicovité sestavy a zavésné tyce bez nutnosti tvorby nového komplexniho
modelu, jsou tyto ¢asti uvazovany jako tuhé, rotace téchto ¢asti je zanedbana z duvodu
malych vuli s okolnimi ¢astmi reaktoru a jsou reprezentovany pomoci hmotného bodu.
Tento hmotny bod ma tfi posuvné stupné volnosti a jeho hmotnost odpovida 1/18
skutecné hmotnosti zavésné tyce a hvézdicovité sestavy, protoze RO obsahuje 18 proutki.
Vysledny model pro zkoumani doby padu absorpcniho proutku tak obsahuje tenky pod-
dajny proutek a hmotny bod s redukovanou hmotnosti ostatnich padajicich téles. V mo-
delu je uvazovan kontakt, pocatecni vule mezi proutkem a vodici trubkou je 1,4 mm. Nad
vstupem do vodicich trubek se nachazi blok ochrannych trub. Vile mezi hvézdicovitou
sestavou a konstrukef bloku ochrannych trub je uvazovana jako 2,5 mm dle [55]. Treni je
zahrnuto s vyuzitim Threlfallova modelu (5.38) s charakteristickou rychlosti vy = 0,01
m-s~! a soucinitelem tfenf ¢y = 0, 3. Toto nastaveni kontaktu je relativné konzervativni,
nicméné z duvodu minimalizovani bezpecnostnich rizik je v oblasti jaderné energetiky
obecné uplatnovan konzervativni pristup béhem vypoctu.

Na obr. 7.40 je znazornén pad modelu absorpcniho proutku ve vybranych ¢asovych
okamzicich. Béhem tohoto padu byl uvazovan tvar deformace 1 s parametrem maximalni
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Obréazek 7.40.: PAd modelu absorpcniho proutku ve vybranych casovych okamzicich
(Cervené je vyznacena stiednicova linie proutku, éerné jsou znaceny tuhé
kontaktni meze a modré reprezentuje hmotny bod) pii uvazovani defor-
mace 1 vodici trubky a maximélni deformace P = 10 mm.
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Obréazek 7.41.: Casovy pritbéh vertikélni polohy (vlevo) a vertikalni rychlosti (vpravo)
spodniho konce absorpéniho proutku (deformace 1, P = 10 mm).

deformace P = 10 mm. Pro srozumitelnost zde musi byt uvedeno, ze na 4 metry vodici
trubky je maximalni deformace pouhych 10 mm, proto pro piehlednost nejsou osy na
obr. 7.40 ve stejném méfitku. Na obr. 7.41 je ukazan ¢asovy prubéh vertikalni polohy
a rychlosti spodniho konce absorpéniho proutku pro stejné nastavenou deformaci vodici
trubky. Jedna se o pripad, kdy doslo u tspésnému dopadnuti proutku na dno reaktoru.
Pted samotnym dopadem dochéazi k ndhlému poklesu rychlosti proutku, protoze na dné
je umistén tzv. hydraulicky tlumi¢ dopadu, jehoz parametry byly prevzaty z préce [55].
Doba padu na dno reaktoru je v tomto piipadé kolem 1,4 s.

Na obr. 7.42 jsou ¢asové prubéhy polohy a rychlosti pfi netspésném padu. Vlivem
vétsi deformace trubky (P = 60 mm) dojde v tomto pripadé k zaseknuti proutku v trubce
vlivem kontaktnich sil a tfeni. Model proutku tak nedopadl az na dno reaktoru (doba
padu prekrocila mez bezpecnosti 3,5 s). Na obr. 7.43 jsou pak ukazany vysledky parame-
trickych studii, kdy byl zkouman vliv parametru P maximalni deformace vodici trubky
na vyslednou dobu padu absorpéniho proutku na dno reaktoru pro oba typy deformace
trubky. Z vysledku je patrné, ze limitni maximélni deformace pro tvar 1 je ptiblizné 43
mm a pro tvar 2 ptiblizné 38,5 mm. Pii vétsi deformaci dochézi k zaseknuti proutku a
nedspésnému padu proutku.

Cilem této aplikace bylo ukézat moznosti vyuziti metody ANCF v oblasti energe-
tiky. Popsany zjednoduseny model muze byt v budoucnu rozsiten tim zpusobem, ze bude
kombinovat tuhd i poddajna télesa a vSech 18 absorpénich proutku sestavy. Zkoumén pak
muze byt i vliv nestejnych prostorovych deformaci vodicich trubek na pad RO. Vysledky
uspésného padu zjednoduseného modelu jsou vsak uz nyni v dobré shodé s vysledky
z praci [55, A19]. Oproti témto pracim bylo vSak s popsanym modelem dosazeno vétsi
limitni deformace vodici trubky, protoze je vyuzita kompletni poddajnost absorpéniho
proutku, kdezto v [55, A19] jsou pro modelovani proutku pouzita tuha télesa.

Zéaveéry z provedenych analyz mohou slouzit k posouzeni bezpecnosti pii provozu
jaderného reaktoru VVER 1000 s ohledem na provozni deformace v aktivni zoné.
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P =60 mm).
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Obrazek 7.43.: Zavislost doby padu absorpéniho proutku na parametru maximélni defor-
mace P.
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Tato prace se vénuje ruznym metodam pro vySetfovani dynamiky vazanych mecha-
nickych systému obsahujicich poddajna tenka télesa. Ndsleduje shrnuti popsanych metod
a vysledku, které souviseji s cili definovanymi v tivodni podkapitole 1.1.

Navrh metodiky modelovani tenkych poddajnych struktur v problémech VMS

Tato prace popisuje ruzné metody pro vysSetfovani dynamiky vazanych mechanickych
systému obsahujicich tenké poddajné struktury. Kapitola 2 se zabyva popisem nej-
pouzivanéjsich metod vhodnych k tvorbé modelu téchto téles. Jsou zde popsany ne-
dostatky klasické formulace koneénych prvku, kterd jako uzlové souradnice pouziva ne-
konecné malé rotace. Tyto nedostatky jsou ¢asteéné odstranény pouzitim pristupu large
rotation vector formulation ¢ floating frame of reference formulation. Kapitola 3 obsahuje
popis zakladnich metod pro modelovani lan v problémech dynamiky vazanych mecha-
nickych systému, jimiz jsou silova reprezentace a tzv. point-mass reprezentace lana. Tyto
pristupy jsou velmi jednoduché a snadno aplikovatelné, nicméné popisuji vlastnosti lan
spise fenomenologicky na zékladé pozorovanych jevi, kterymi jsou napiiklad axialni tu-
host, pricné kmitani a podobné. Sou¢asti zminéné kapitoly je i popis mozného vyuziti
komerc¢niho programu MSC.Adams pro vysetfovany typ mechanickych systémii.

Stézejni kapitola 4 dizertacni préce se pak vénuje moderni metodé pro odvozeni
koneénych prvku s ndzvem absolute nodal coordinate formulation (ANCF), na kterou je
uprena relativné velka pozornost svétové védecké komunity zabyvajici se problémy dy-
namiky multibody systému. Ptistup ANCEF se oproti klasické formulaci 1isi ve vybéru
uzlovych soutradnic, pficemz vyuziva slozky polohovych vektoru uzlu vyjadrenych v ab-
solutnim (globalnim) soufadnicovém systému. Dalsi sada uzlovych souradnic odpovida
parcidlnim derivacim polohovych vektoru uzlu podle lokdlnich parametru prvku. Mezi
hlavni vyhody ANCEF patii schopnost presné popsat velké posuvy a rotace, jednoduchy
tvar matice hmotnosti prvku a fakt, ze se ANCF prvky radi mezi izoparametrické.

V préci jsou predstaveny celkem tti druhy prvku. Prvni typ nazvany plné para-
metrizovany nosnikovy ANCF element vychazi z Timoshenkovy teorie, je vhodny pro
tlusté nosniky a ma celkem 24 stupnu volnosti. Druhy typ oznaceny jako kabelovy ele-
ment nizsiho fadu je vhodny pro modelovani tenkych nosnikt, nezohlednuje torzni efekty
a ma poloviéni pocet stupnu volnosti. Treti typ odpovida rovinnému nosniku. U vSech
téchto typu jsou popsany kinematické veli¢iny a odvozeny setrvacné sily. Déle je pro-
veden rozbor ruznych zpusobu vyjadreni elastickych sil, které jsou ve vSech ptipadech
nelinearni. V priloze této prace se pak nachazeji jednotlivé uvazované predpisy pro vek-
tory elastickych sil riznych prvku, které je mozné nasledné vhodnou numerickou metodou
vycislit.
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Algoritmizace a implementace navrzené metodiky modelovani

V kapitole 5 se nachazi strucny popis Lagrangeovych rovnic smiseného typu. Ty jsou
velmi casto pouzivany pro odvozeni pohybovych rovnic vazanych mechanickych systému,
které jsou obvykle ve formé soustavy algebro-diferencidlnich rovnic (DAE) indexu 3. Je
zde popsan prevod DAE na soustavu obycejnych diferencidlnich rovnic prvniho fadu
a nutnost pouziti tzv. stabiliza¢nich technik, z nichz je pfimo uvedena Baumgartova
stabilizace. Pro vylepSeni numerické podminénosti je uvedena tzv. augmented Lagran-
gian method, z problematiky optimalizace s omezenimi znamé jako metoda rozsitenych
Lagrangianu.

Dalsi dulezit4 ¢ast kapitoly 5 je vénovana popisu modelovani kontaktnich sil, nebot
lanové mechanické systémy ¢asto obsahuji i kladky, s nimiz jsou lana v kontaktu. Interakce
mezi télesy v kontaktu je definovana normalovou a tteci silou. V praci jsou zminény ruzné
modely téchto sil a to, jakym zpusobem vstupuji do vyslednych pohybovych rovnic.

V ramci implementace ANCF nosnikovych prvku byla provedena doposud nepub-
likovana uprava nelinedrniho vyrazu pro vektor elastickych sil tenkého ANCEF elementu,
aby bylo mozné co nejvice vyrazu predpocitat pred samotnym numerickym feSenim a
tim uSetiit vypoctovy ¢as nutny k sestaveni zminéného vektoru elastickych sil. Samotna
implementace ANCF a algoritmu pro vyhledavani kontakti a vypocet kontaktnich sil
byla provedena v programu MATLAB s vyuzitim funkce MATLAB Coder pro preklad
vytvorenych funkei do formatu .mex. Tim bylo dosazeno vyrazného zrychleni vypoctu.
Vzniklo tak relativné obecné vlastni programové vybaveni vyuzitelné v ruznych problé-
mech vazanych mechanickych systému.

Popis a zpracovani vhodnych numerickych metod pro fe$eni navrzenych modeli

Popis vhodnych numerickych metod je soucasti kapitoly 6. Prace se zaméruje na moznost
vyuziti Newmarkovy metody pro feseni algebro-diferencialnich rovnic indexu 3. Vzhle-
dem k tomu, ze vySe popsana teoreticka ¢ast vede vzdy na nelinearni pohybové rovnice,
je v kazdém casovém kroku numerického feSeni provadéno iteracni zpresnéni vysledku
pomoci Newtonovy metody. Ta vsak vyzaduje Jacobiho matici elastickych sil, kterou
muze byt obtizné analyticky vyjadrit. Proto je v praci diskutovana moznost pouziti nu-
merického vyhodnoceni Jacobiho matice ¢i pouziti kvazi-Newtonovy metody. Je zde uve-
den kompletni algoritmus kvazi-Newtonovy metody a také ruzné jeji podoby, které byly
v aplika¢éni ¢asti testovany a vyhodnoceny jako velmi efektivni z hlediska vypoctového
casu.

V dostupné literatufe nebyla zaznamenana aplikace kvazi-Newtonovych metod na
problematiku vazanych mechanickych systému obsahujicich télesa diskretizovana pomoci
ANCEF, kterd navic mohou byt v kontaktu s jinymi télesy. V ramci feseni téchto silné ne-
linearnich problému se ukazalo vyhodné pouziti zminéné metody rozsirenych Lagrangia-
nu.

Soucasti kapitoly 6 je také popis Gaussovy kvadratury, coz je metoda pro numerické
vycisleni integrali. Tato metoda je pouzita v ptripadé vycislovani vektoru elastickych sil
ANCEF elementu a také pro vypocet kontaktnich sil pusobicich na dany element.
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Aplikace navrzené metodiky na modelovych i realnych ptikladech, formulace
zavéru a doporuceni

Aplikaci popsanych metod a postupu se zabyva kapitola 7. Za ucelem testovani a verifi-
kace navrzené metodiky bylo vyuzito celkem pét 1loh. Uloha v podkapitole 7.1 se tyka
modelovani pohybu poddajného kyvadla. Nejprve bylo ukazano, ze pro tii typy ANCF
nosnikovych elementu pouzitych k diskretizaci kyvadla bylo dosazeno témér shodného
casového prubéhu pohybu kyvadla. Dale bylo provedeno testovani funkci ode pro nu-
merickou integraci programu MATLAB a porovnani rychlosti vypoctu pii pouziti vlastni
implementace Newmarkovy metody s kvazi-Newtonovymi iteracemi. Bylo ukézano, ze na
stejném prikladé byly vysledky pomoci Newmarkovy metody ziskany az ttikrat rychleji
oproti funkcim ode programu MATLAB pti zachovani shodné presnosti vypoctu. Z kvazi-
Newtonovych metod se nejvice osvédcila Davidonova metoda, ktera k vysledku konver-
govala nejrychleji. Dale byl ukazan vyznamny vliv velikosti ¢asového integra¢niho kroku
Newmarkovy metody na vyslednou presnost vypoctu, kdy pro ¢asovy krok 0,0005 s byla
pozorovana velmi dobra shoda s funkcemi ode programu MATLAB a se zvétsujicim se
krokem se vysledny rozdil v pohybu kyvadla postupné zvysoval. Vliv konkrétni zvolené
podoby kvazi-Newtonovy metody na vysledny pohyb kyvadla byl zanedbatelny. Prove-
dend energeticka analyza ukazala zanedbatelnou ztratu celkové energie zpusobenou nu-
merickym vypoctem pti neuvazovani tlumicich ucinku u vSech testovanych integrac¢nich
metod. V piipadé dodani numerického tlumeni do Newmarkovy metody pak bylo dosazeno
pozvolného snizovani celkové energie systému.

V podkapitole 7.2 byla ukézana dobra shoda vypocitaného a naméreného pohybu
zavazi, které se pohybovalo na naklonéné roviné a bylo zavéseno na tenkém vlakné.

V ramci detailniho modelovani interakce lana a kladky v podkapitole 7.3 byly prove-
deny statické a dynamické analyzy na testovacim prikladé a pak byla provedena verifikace
pouzitych pristupu s vyuzitim vysledku z experimentu. Byl ukdzan vliv ohybové tuhosti
lana na vysledny tvar lana prehozeného pres kladku a také na rozlozeni mérné kontaktni
sily na kladce. V dynamické analyze na testovacim piikladu byl ukazan ruzny vliv para-
metru tfeni na vysledny prokluz mezi kladkou a lanem, kdy pro vyssi soucinitel tieni a
pro nizsi charakteristickou rychlost vyhlazeného Coulombova modelu tfeni bylo dosazeno
pevnéjsiho tiectho spojeni a zanedbatelného prokluzu. V této aplikace se také osvédcila
Newmarkova metoda jako velmi efektivni z hlediska vypoctového ¢asu. V rdmci srovnani
s experimentdlnimi vysledky byly pouzité metody verifikovany a také bylo ukazano, ze
prokluz mezi vlaknem a kladkou pii pouziti kontaktniho modelu uvazujiciho ulpivani
(stiction) byl mensi nez pii uvazovani vyhlazeného Coulombova modelu tfeni.

Modelovani a analyzy realného vldknového mechanického systému Quadrosphere
s vyuzitim programu MSC.Adams, viz podkapitola 7.4, ukazaly, ze diskretizovany mo-
del vldkna definovany pomoci tohoto programu neni pro dany typ analyz vhodny. Jako
vyhodny se ukazal model vldkna kombinovany z preddefinovaného zjednoduseného mo-
delu vlakna dostupného v tomto softwaru a z rucné sestavené point-mass reprezentace
vlakna. Modalni analyza vytvorenych modelu byla v relativné dobré shodé s experi-
mentalnimi vysledky.

Model absorpéniho proutku jaderného reaktoru v kapitole 7.5 byl vyuzit pro analyzu
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padu regula¢niho organu do aktivni zény a vlivu deformace vodicich trubek na dobu padu.
Byly zjistény limitni maximélni deformace vodicich trubek, pii nichz dojde k zaseknuti
proutku ve vodici trubce. Tato aplikace ANCF prvka pro analyzu regulacnich orgédnu
jadernych reaktort ma Siroké moznosti dalsitho vyuziti.

8.1.

Hlavni pfinosy dizertaéni prace

Hlavni prinosy této dizertacni prace lze shrnout do nasledujicich bodu:

Komplexni popis a porovnani nejpouzivanéjsich nosnikovych prvku definovanych
pomoci pristupu ANCEF.

Nové tpravy vektoru elastickych sil kabelového ANCF elementu nizsiho fadu ve-
douci k moznosti predpocitani nékterych vyrazu pred samotnym vypoctem v ramci
Preprocessingu.

Implementace ANCF nosnikovych prvku v ramci prostiedi programu MATLAB,
které umoznuje jejich vyuziti pro mnoho praktickych aplikaci.

Implementace Newmarkovy metody vyuzivajici iteracni kvazi-Newtonovu metodu,
ktera se ukazala jako velice efektivni pro numerické simulace vazanych mecha-
nickych systému s poddajnymi ¢leny a moznymi interakcemi.

Popis interakce mezi télesy a vyvoj vlastnich programovych prostiedku v prostiedi
MATLAB pro zahrnuti kontaktu véetné ruznych druhu tfeni do vypoctovych mo-
delu.

Validace vyvinutych modelt a popsanych modelovacich piistupt pomoci experimen-
talnich dat.

8.2. Dalsi mozny rozvoj této prace

Dalsi mozny rozvoj feSené problematiky spociva predevsim v téchto bodech:

Implementace adaptivniho ¢asového kroku do Newmarkovy metody.

Implementace Hilber-Hughes-Taylorovy (HHT) integrac¢ni metody, kterd vychazi
z Newmarkovy metody.

Vyvoj dalsich ANCF prvka vhodnych pro konkrétni aplikace, napf. v rotordyna-
mice.

Vytvoreni komplexniho modelu regula¢niho orgdnu jaderného reaktoru, ktery bude
zohlednovat vSechna mozna tuha a poddajna télesa a také mozné interakce s ostat-
nimi ¢astmi reaktoru. Zahrnuti poddajnosti vodicich trubek do komplexniho mo-
delu.
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e Vyzkum interakce poddajnych téles modelovanych pomoci ANCF s okolnim pro-
stfedim (napft. vodni prostiedi v reaktoru).
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A. Prilohy

A.1. Vyrazy pro matice tuhosti vybranych ANCF
elementu

A.1.1. Matice tuhosti plné parametrizovaného ANCF elementu dle
obecnych postuptii mechaniky kontinua
Rozepsanim vyrazu (4.25) lze ziskat nelinedrni matici tuhosti plné parametrizovaného

ANCF nosnikového elementu, kterd byla odvozena vyuzitim obecnych postupu mecha-
niky kontinua, ve tvaru

A2
Ko = / { 5 F (7S ,ee”STS, +STS jee”STS, + STS .ee”STS ) +

A
+ 5 (SgSvyeeTS’ES,x + S?‘;vaeeTSES’y + SgSyyeeTSTZS’Z—i—
+S7TZS7zeeTS’7;SVy + S?;SweeTS’TZSVZ + S?;S,zeeTSZ;S@) +
+2u (S%,S yee”S”S , + STS .ee”STS . + STS ee”STS . +) —

3N+ 2u
2

(STS.+SLS, +S7Ss.)|dV..
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A. Prilohy

A.1.2. Matice tuhosti plné parametrizovaného ANCF elementu
dle elastic line approach

Dosazenim vyrazu pro deformace (4.30) do (4.36) lze vyjadiit nelinedrni matici tuhosti
plné parametrizovaného ANCF nosnikového elementu ve tvaru

l
¢ A+2
K- [ {Ae[ PHSTS eeSTS, + SIS ee”STS, + SIS eeSTS )

A

+t3 (STSee’S’S, +S"S ee’S’S  +S'S ee’STS .+

+S7S .ee’S’ S, + S7S ee”STS . + S'S .ee”S’S ) +

+24 (k,S%S ee”STS , + STS .ee”STS . + k.S”S .ee”STS . +) —

C3A+2u
2

St

5 (STS.uy —SLS..)ee” (SIS, —S1S..) +

2(3\ + 2
23T 2 (1,S7S ,,ee”STS ,, + 1.STS ,,ee”STS ) ¢ du.
At p s = v v

(STS.+S%S,+8%s.) |+

+

(A.2)

Vzhledem k tomu, ze k odvozeni nelinearni matice tuhosti ANCF nosnikového elementu
(A.2) byl pouzit elastic line approach, kde vsechny deformace jsou vyhodnoceny na

sttednicové linii elementu, jsou ptislusné derivace matice tvarovych funkei S vyjadieny v
bodech strednicové linie elementu (z,0,0).

A.1.3. Matice tuhosti ANCF elementu nizsiho fadu
Klow = Kle + Kbe ==
1

le
_ §EA€/ [e7S"S eS”S, —STS ] dz +
0

Nlw
—~
>
W
~

1
le Ty, )2

+ILE / ((& (7878 .e)* VAL, —
0 2

e”STS ,e)
—3(v!v)* (¢787S e)* 818, | dr,

kde v = (S e) x (S .€), matice V viz (4.86), matice A oy viz (4.87).
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A. Prilohy

A.1.4. Matice tuhosti rovinného ANCF elementu typu L2T2

Matice podélné tuhosti KE2 m4 tvar [5]

A 0 B 0 -A 0 C 0]

A 0 B 0 —-A 0 C

D 0 -B 0 €& 0

EA —
Kf2(e) = = P 21 OB _OC g (A4)

A 0 —C

sym. F 0
L f .

P11 definici

da;:€5—€1, dy:€6—€2, d:\/dg—f—dg,
a, = l.e3, ay = leey, a= /a2 + ag, (A.5)
b, = l.e7, by = lees, a=./02+ bz,

lze koeficienty z (A.4) vyjadrit
A= 35 (a2 +b? — 1412 - 6a,d, — Gbyd,, — 6ayd,, — 6b,d, + 24d%)

B = ﬁ (b* — a* + 2a,b, + 2a,b, — 1412 — 24a,d, — 24a,d, + 36d?),

C = g (a> — U + 2a,b, + 2a,b, — 141 — 24b,d,, — 24b,d,, + 36d?),

D = 55 (120 4 b* — 3agb, — 3ayb, — 2812 + 3a,d, — 3byd, + 3a,d, — 3b,d, + 18d°)

& = o5 (3a® 4 3V — 4ayb, — dayb, — 141% + 6a,d, + 6b,d, + 6a,d, + 6b,d,),

F = £ (a + 126% — 3a,b, — 3ayb, — 2812 — 3a,d, + 3b,d, — 3a,d, + 3b,d, + 1842).

(A.6)
Matice pficné tuhosti rovinného L2T2 nosnikového elementu [5] mé tvar
K;’(e) = Kji'(e) + Kiy'(e), (A7)
kde
(12 0 6, 0O —-12 0 6l 0 ]
2 0 6l 0 =12 0 6/,
A2 0 -6, 0 22 0
El 420 -6, 0 22
T2 _ = e e e
n(®) = 5 12 0 -6, 0 | (A.8)
12 0 —6l.
sym. 420
_ 2 |
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- 6 le _6 le T
5 g 10 10 5 06 10 10
5 0% 0 -5 0 %
2. g Lk o _k
. 15 2 O10 . 030 iy
T2(6) — 9" 15 10 30
K, (e)=—-2 2 6 0. _L 0 (A.9)
ef 5 6 10 .
2 0 _Lle
5 o2 10
sym. = 0
22
L 15

Primérny deformaéni gradient f a priimérna kiivost & z vyrazi (A.8) a (A.9) maji
tvar

1
f= ll\/eT/O S%Scd¢ e, (A.10)

[ 1 1
/OFQQd :%\/eT/O S%eSecdé e (A.11)

A.2. Vyrazy pro matice hmotnosti vybranych ANCF
elementi

K

A.2.1. Matice hmotnosti plné parametrizovaného ANCF elementu

—dlemc I 5l ST Spl.S,T

EN |

gme iglemel %pleSzI %pleSyI =

=Zmel pl2S.1 5pl2S,I lemcd —512me I 45pI2S. T 55pl2S,1
Lol LT Yol DT Bl ST —Lpl2S.T Lpl LT Lpl.I,.T

spledy, X 2pl.ST pl2S, 1 tpl T §pl.d,,T

%mel —%lemel %pleSzI %pleSyI

=2m I —5spl2S.T —55pl2S, I

sym. %plelzzI %plelsz

i %plelny
(A.12)

kde S, a S, jsou linedrni momenty prurezu a I, I,., I.. jsou kvadratické momenty
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prurezu a I predstavuje jednotkovou matici o rozmérech 3 x 3. Plati

Sy = / zd A,
Ae

Sz :/ ydAea
Ae
I, = / 2244, (A.13)
Ae
]yZ:/ yzdAe,,
Ae
IZZ:/ ysze
Ae
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