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Katedra mechaniky
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Abstrakt

Tato dizertačńı práce je věnována problematice modelováńı vázaných mechanických
systémů, jejichž prvky mohou být tenká poddajná tělesa, mezi která se řad́ı nosńıky,
lana, kabely či vlákna. V rámci práce je navržena metodika pro řešeńı dynamických
problémů těchto systémů, která využ́ıvá mimo jiné moderńı formulaci konečných prvk̊u
s názvem absolute nodal coordinate formulation (ANCF).

Úvodńı část se zabývá popisem nejpouž́ıvaněǰśıch metod vhodných k tvorbě modelu
tenkých poddajných těles. V kapitole 3 jsou shrnuty základńı metody modelováńı lan jako
součást́ı vázaných mechanických systémů a dále je popsána možnost využit́ı komerčńıho
programu MSC.Adams pro tento typ úloh.

Významná část této práce se nacháźı v kapitole 4, kde je uveden popis moderńı for-
mulace konečných prvk̊u s názvem absolute nodal coordinate formulation. Oproti klasické
formulaci nosńıkových konečných prvk̊u využ́ıvá př́ıstup ANCF jako uzlové souřadnice
složky polohových vektor̊u uzl̊u vyjádřených v globálńım souřadnicovém systému a je-
jich parciálńı derivace podle lokálńıch parametr̊u prvku . V práci jsou odvozeny tři
typy ANCF nosńıkových prvk̊u, popsány jejich výhody a nevýhody a uveden zp̊usob
vyč́ıslováńı elastických sil elementu včetně možných úprav pro zefektivněńı výpočtu.

Mezi hlavńı př́ınosy dizertačńı práce patř́ı ucelený popis zp̊usobu modelováńı kon-
taktu ANCF element̊u s jiným tělesy. V kapitole 5 jsou představeny r̊uzné modely normá-
lových kontaktńıch sil a tečných třećıch sil. Součást́ı této kapitoly je také popis Lagran-
geových rovnic smı́̌seného typu a jejich možných úprav vhodných pro numerické řešeńı
odvozených pohybových rovnic.

Kapitola 6 se pak zabývá numerickými metodami pro řešeńı dané problematiky
a je zaměřena hlavně na rozbor Newmarkovy metody pro řešeńı nelineárńıch algebro-
diferenciálńıch rovnic s využit́ım zpřesňuj́ıćı Newtonovy metody či kvazi-Newtonovy me-
tody.

Představené metody byly implementovány do vlastńıho programového vybaveńı
v prostřed́ı MATLAB. V praktické části v kapitole 7 je potom provedeno srovnáńı jednot-
livých ANCF element̊u na úloze pohybu poddajného kyvadla a dále numerické testováńı
těchto prvk̊u na reálných systémech obsahuj́ıćıch vlákno a kladku. Výsledky vybraných
simulaćı jsou srovnány s experimentálńımi daty. Součást́ı této kapitoly je i popis modelu
reálného vláknového mechanického systému Quadrosphere, který byl vytvořen v pro-
gramu MSC.Adams. Dále je zde rozvedeno možné využit́ı tohoto modelu pro výzkum
algoritmů ř́ızeńı.

Kĺıčová slova: dynamika, vázané mechanické systémy, poddajný nosńık, absolute nodal
coordinate formulation, kontaktńı mechanika, numerické metody, mechanismy s lany a
vlákny
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Abstract

Advanced computational methods for the dynamical analysis of multibody systems
with flexible beams and ropes

This dissertation thesis is dedicated to the modelling of multibody systems that include
flexible thin bodies such as beams, ropes, cables and fibers. In this work, the methodology
for the dynamical analysis of such systems is proposed and it is based on the modern
finite elements formulation called absolute nodal coordinate formulation (ANCF).

In the introductory part common methods for modelling of thin flexible bodies are
summarized and their advantages and disadvantages are discussed. The basic methods
for cables modelling as parts of multibody systems are summarized in the chapter 3,
also the possibility of using the well-known MSC.Adams software for such systems is
summarized.

The important part of this work is chapter 4, where the modern finite element
formulation called absolute nodal coordinate formulation is described. Compared with
the classical formulation of finite elements, ANCF uses absolute positions of nodes and
partial derivatives of these positions with respect to local beam parameters as nodal
coordinates. Three most common ANCF beam elements are described, their advantages
and disadvantages are pointed out and their elastic forces evaluation procedure focused
on the effective calculations is developed.

One of the main contributions of the thesis is the description and implementation
of various contact modelling approaches in order to simulate possible contact interaction
between ANCF elements and other bodies. Several models of a normal contact force and
a friction force are described in chapter 5. In this chapter, the Lagrange equations and
their possible suitable modifications for a proper numerical treatment are discussed.

Chapter 6 is dedicated to numerical methods used for the solution of proposed
problems and is mainly focused on the Newmark method. It can be used for numerical
solving of a nonlinear set of differential-algebraic equations. The iterative Newton or
quasi-Newton methods are used for the solution correction.

The in-house software implementation of the proposed methods was created in
MATLAB environment. In the practical part of the work, the benchmark problem of a
falling flexible pendulum is used in order to compare different ANCF beam models. The
numerical testing of various elements and methods is performed using real mechanical
systems containing a fibre and a pulley. The results of numerical analysis is then com-
pared with the experimental data. The real cable robot called Quadrosphere is modelled
using MSC.Adams software and the possible usage of the model is discussed.

Keywords: dynamics, multibody systems, flexible beam, absolute nodal coordinate for-
mulation, contact mechanics, numerical methods, mechanisms with ropes and cables
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4.1.2. Odvozeńı elastických sil . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
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Seznam d̊uležitých symbol̊u

Následuj́ıćı seznam obsahuje popis d̊uležitých symbol̊u a značek, které jsou použ́ıvány
v dizertačńı práci.

Ae plocha pr̊uřezu elementu

B, b matice tlumeńı, koeficient tlumeńı

ce restitučńı koeficient

cf koeficient třeńı

cs statický koeficient třeńı

D kontaktńı koeficient tlumeńı

Df kontaktńı tlumićı faktor

E matice elastických konstant

E Young̊uv modul pružnosti v tahu

Ek kinetická energie

Ep potenciálńı energie

e vektor uzlových souřadnic prvku

F deformačńı gradient

Fc celkový vektor kontaktńıch sil

FN vektor normálové kontaktńı śıly

Fsl složka skluzu vektoru třećı śıly

Fst složka ulṕıváńı vektoru třećı śıly

FT vektor třećı śıly

G modul pružnosti ve smyku

Gr iteračńı matice kvazi-Newtonovy metody

g vektor zobecněných sil

Hr inverze iteračńı matice kvazi-Newtonovy metody

h velikost časového kroku integrace

Ie kvadratický moment osově symetrického pr̊uřezu

Iy, Iz kvadratický moment pr̊uřezu k dané ose

Ip polárńı moment pr̊uřezu

Jr iteračńı matice Newtonovy metody

K tuhost kontaktńıho modelu

K, k matice tuhosti, koeficient tuhosti
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Seznam d̊uležitých symbol̊u

Kt, Bt tečná matice tuhosti a tlumeńı

Kst, Dst tuhost a tlumeńı třećıho modelu ulṕıváńı

kx smykový distribučńı faktor

ky, kz smykové faktory

le délka nosńıkového elementu

M, m matice hmotnosti, hmotnost

mf počet fyzikálńıch souřadnic

n normálový vektor

n exponent z Hertzovy teorie rázu

nG počet uzl̊u Gaussovy kvadratury

ndof počet stupň̊u volnosti

pc polohový vektor kontaktńıho bodu na tělese

pst polohový vektor bodu statického třeńı

Qe vektor elastických sil elementu

q vektor souřadnic popisuj́ıćıch daný systém

r polohový vektor

r počet vazbových rovnic

rres vektor residúı pohybových rovnic

S matice tvarových funkćı prvku

St Jacobiho matice vektoru residúı

St torzńı tuhost

s tečný posuv kontaktńıho bodu v̊uči bodu statického třeńı

t čas

t tečný vektor

Ube deformačńı energie ohybových deformaćı elementu

Ue celková deformačńı energie elementu

Ulae deformačńı energie podélné deformace, deformaćı pr̊uřezu a zkosu ele-
mentu

Ule deformačńı energie podélné deformace elementu

Use deformačńı energie př́ıčných smykových deformaćı elementu

Ute deformačńı energie torzńı deformace elementu

v0 charakteristická rychlost vyhlazeného Coulombova modelu třeńı

W práce vněǰśıch sil

wi váhový koeficient Gaussovy kvadratury

xi uzly Gaussovy kvadratury

α parametr numerického tlumeńı Newmarkovy metody

αB, βB kladné konstanty Baumgartovy stabilizace
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Seznam d̊uležitých symbol̊u

αm, βk konstanty proporcionality modelu tlumeńı

β, γ parametry Newmarkovy metody

δ penetrace těles v kontaktu

εG Green-Lagrange̊uv tenzor deformace

εres, εconstr parametry zastavovaćı podmı́nky

κ křivost střednice nosńıku

λ vektor Lagrangeových multiplikátor̊u

λ, µ Laméovy konstanty

ν Poissonova konstanta

ρ hustota materiálu

Φ vektor vazbových rovnic

Φ,q Jacobiho matice vazbových rovnic

φ soustava bázových polynomů

Soǔradnicové systémy p̌ri odvozováńı konečných prvk̊u

X1, X2, X3 globálńı souřadnicový systém pro ANCF prvky

x, y, z lokálńı souřadnicový systém pro ANCF prvky

Indexy a daľśı doplňuj́ıćı znaky

�̇ derivace podle času

�,� parciálńı derivace výrazu � podle �

∆� př́ır̊ustek (korekce) dané veličiny

�(i) týkaj́ıćı se uzlového bodu i

�k, �k+1 vyjádřeńı veličiny v iteraci k či k + 1

�n, �n+1 vyjádřeńı veličiny v časovém kroku n či n+ 1
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1. Úvod

Chováńı mechanických systémů je předmětem aktivńıho výzkumu již několik stovek let.
Během této doby došlo k velkému pokroku v dynamické analýze vázaných mechanických
systémů (tzv. multibody systémů), kdy v počátćıch odvozené analytické výrazy popisuj́ıćı
danou problematiku byly nahrazeny složitými soustavami obyčejných diferenciálńıch rov-
nic, algebro-diferenciálńıch rovnic či parciálńıch diferenciálńıch rovnic.

Vázaný mechanický systém lze charakterizovat jako soubor tuhých či poddajných
těles, která jsou vzájemně propojena r̊uznými typy vazeb a na která p̊usob́ı r̊uzné silové
účinky. Tato tělesa nav́ıc mohou konat velké posuvy a rotace. Tuhé těleso lze pak z hle-
diska mechaniky obecně popsat menš́ım počtem rovnic než těleso poddajné, což vede
k výpočtově méně náročným simulaćım. Spolu s rozvojem výpočetńı techniky je však
kladen stále větš́ı d̊uraz i na přesné modelováńı poddajných struktur, které mohou být
součást́ı multibody systémů. Vhodným nástrojem pro popis poddajných těles je metoda
konečných prvk̊u (MKP), jej́ıž implementace do simulaćı dynamiky vázaných mecha-
nických systémů je často zkoumaná problematika. Ćılem je přesná simulace dynamiky
vzájemně propojených tuhých a deformovatelných těles podléhaj́ıćıch velkým posuv̊um
a rotaćım, což je v současnosti ned́ılná součást vývoje nových produkt̊u v odvětv́ı ro-
botiky, automobilového a leteckého pr̊umyslu, bioinženýrstv́ı a daľśıch. Nav́ıc spojeńı
metody konečných prvk̊u a simulaćı vázaných mechanických systémů umožňuje detailńı
analýzy, které jsou využitelné např́ıklad při optimalizaci daných systémů či při analýzách
životnosti.

Klasická formulace MKP však neńı vhodná pro modelováńı poddajných těles, která
konaj́ı velké posuvy a rotace. Proto byly představeny r̊uzné formulace MKP, které tento
nedostatek odstraňuj́ı. Jednou z nejmoderněǰśıch formulaćı je tzv. absolute nodal coor-
dinate formulation (ANCF), v možném překladu formulace využ́ıvaj́ıćı absolutńı uzlové
souřadnice. Tento př́ıstup je specifický t́ım, že jako uzlové souřadnice využ́ıvá souřadnice
polohových vektor̊u uzl̊u elementu vyjádřené v globálńım (absolutńım) souřadnicovém
systému a jednotlivé složky gradient̊u polohových vektor̊u uzl̊u elementu. Zjednodušeně
řečeno lze tedy tvar elementu popsat pomoćı absolutńıch pozic uzl̊u a tečných vektor̊u
v uzlech. Z hlediska vyšetřováńı dynamického chováńı multibody systémů je tento př́ıstup
výhodný, protože vede ke konstantńı matici hmotnosti diskretizovaného poddajného
tělesa a zároveň dokáže přesně zahrnout velké posuvy a rotace tělesa. Nevýhodou této
formulace může být nelineárńı podoba vektoru elastických sil diskretizovaného tělesa.
Nutno dodat, že s neustále rostoućım výkonem výpočtových systémů se tato nevýhoda
snižuje.

Mezi poddajná tělesa nosńıkového typu lze zařadit např́ıklad lana, vlákna či kabely,
které se stávaj́ı součást́ı moderńıch mechanismů a robot̊u za účelem sńıžeńı hmotnosti. Při
ř́ızeńı těchto mechanismů je často využ́ıván nejjednodušš́ı silový model vlákna. Ten však
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1. Úvod

nedokáže postihnout př́ıčné kmitáńı vláken, které může mı́t vliv na přesnost a stabilitu
ř́ızených pohyb̊u. Součást́ı vláknových mechanismů je často také kladka, a proto je nutné
do dynamických model̊u zahrnout kontaktńı śıly a dostatečně přesný model třeńı mezi
vláknem a kladkou. Právě na detailńı analýzu př́ıčného kmitáńı a vliv interakce vlákna
s kladkou je vhodné využ́ıt metodu ANCF.

Interakce poddajných těles nosńıkového typu se dále vyskytuje např́ıklad v proble-
matice modelováńı pádu tenkých regulačńıch tyč́ı uvnitř vodou naplněné vodićı trubky
při nutnosti havarijńıho odstaveńı jaderného reaktoru, při modelováńı trolej́ı a jejich kon-
taktu s pantografy tramvaj́ı, vlak̊u a trolejbus̊u, v neposledńı řadě pak při navrhováńı
moderńıch rychlovýtah̊u. Modelováńı poddajných struktur nosńıkového typu a jejich in-
terakce s jinými tělesy je tedy aktuálńı problematika se širokým spektrem využit́ı.

1.1. Ćıle dizertačńı práce

Ćıle dizertačńı práce lze shrnout do následuj́ıćıch bod̊u:

• Navrhnout metodiku modelováńı tenkých poddajných struktur vhodnou pro de-
tailńı vyšetřováńı prvk̊u vázaných mechanických systémů.

• Algoritmizovat a implementovat navrženou metodiku modelováńı.

• Popsat a zpracovat vhodné numerické metody pro řešeńı navržených model̊u.

• Aplikovat navržené programové vybaveńı na modelových i reálných př́ıkladech
včetně porovnáńı s experimentálńımi daty.

• Formulovat závěry a doporučeńı pro použit́ı navržené metodiky modelováńı a nu-
merických metod.

V rámci splněńı těchto ćıl̊u je nutné popsat, zpracovat a dále rozvinout pokročilé
metody vhodné pro dynamické analýzy vázaných mechanických systémů obsahuj́ıćıch
poddajné nosńıky či lana. Součást́ı této problematiky je navržeńı a implementováńı
r̊uzných model̊u kontaktńı interakce mezi tělesy, kdy d̊uraz je dále kladen předevš́ım
na detailńı a efektivńı vyhodnocováńı kontaktńıch sil mezi tělesy. Vzhledem ke složitosti
a nelineárnosti takových úloh je nutné zpracovat a otestovat efektivńı numerické metody
pro řešeńı pohybových rovnic. Aby byla podpořena věrohodnost implementované meto-
diky modelováńı tenkých poddajných struktur, je nutné aplikovat popsané algoritmy na
testovaćı a reálné úlohy a verifikovat použité metody s využit́ım experimentálńıch dat.

1.2. Struktura práce

Tato práce se kromě úvodu skládá z daľśıch sedmi kapitol. V kapitole 2 je stručně
popsán současný stav řešené problematiky. Předmětem kapitoly 3 je popis základńıch
metod pro modelováńı poddajných lan, kabel̊u a vláken a také popis možnosti využit́ı
komerčńıho programu MSC.Adams pro simulace vázaných mechanických systémů v této
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1. Úvod

problematice. Kapitola 4 je věnována teoretickému popisu metody absolute nodal co-
ordinate formulation a představeńı r̊uzných ANCF nosńıkových element̊u. V kapitole 5
jsou uvedeny Lagrangeovy rovnice smı́̌seného typu, jejich využit́ı při matematickém mo-
delováńı multibody systémů a dále r̊uzné zp̊usoby modelováńı kontaktńıch sil. Kapi-
tola 6 je pak věnována vybraným numerickým metodám pro řešeńı pohybových rovnic
vázaných mechanických systémů s poddajnými tělesy a možnými interakcemi. Praktic-
kou část́ı dizertačńı práce je kapitola 7, kde je provedeno porovnáńı jednotlivých ANCF
nosńıkových element̊u a dále verifikace použité metodiky na dvou experimentálńıch me-
chanismech. V této kapitole je také popsáno modelováńı reálného mechanického systému
Quadrosphere v programu MSC.Adams a jeho možné budoućı využit́ı. Závěrečná kapi-
tola shrnuje popsanou metodiku modelováńı tenkých poddajných těles a jejich interakćı
vzhledem k vytyčeným ćıl̊um a stanovuje možnosti daľśıho rozvoje dané problematiky.
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2. Stav řešené problematiky

Předmětem této kapitoly je stručné shrnut́ı možnost́ı v oblasti modelováńı poddajných
těles v dynamice vázaných mechanických systémů a dále popis současného stavu vývoje
metody absolute nodal coordination formulation. Daľśı řešenou problematikou je mode-
lováńı možných interakćı mezi tělesy pomoćı kontaktńıch sil.

2.1. Modelováńı poddajných těles p̌ri vyšeťrováńı
dynamiky vázaných mechanických systémů

Vázaný mechanický systém je obecně tvořen tělesy, vazbami a r̊uznými silovými účinky.
Pokud poddajnost konkrétńıho tělesa může ovlivnit výsledky při vyšetřováńı dynamického
chováńı celého systému, je nutné použ́ıt některou z metod, které jsou vhodné pro mode-
lováńı poddajných těles [33]. Základńı metoda pro popis poddajných těles nosńıkového
typu spoč́ıvá v rozděleńı tělesa na hmotné body spojené pružinovou vazbou (point mass
model) [38]. Vylepšeńım tohoto př́ıstupu je zahrnut́ı ohybové tuhosti mezi jednotlivé
hmotné body. V literatuře je pak tento př́ıstup nazýván finite segment method [67] nebo
rigid finite elements [80].

Komplexněǰśı, avšak dnes již klasický př́ıstup pro modelováńı poddajných těles, je
metoda konečných prvk̊u (MKP) [3]. Hlavńım nedostatkem základńı verze MKP je, že
uvažuje nekonečně malé rotace jako uzlové souřadnice. Při libovolném

”
tuhém“ pohybu

takového prvku pak neńı zachováno nulové přetvořeńı, což je dokázáno např́ıklad v [64].
Pro popis velkých rotaćı elementu byla v minulosti formulována inkrementálńı podoba
MKP, jej́ıž vysvětleńı lze nalézt např́ıklad v [18]. Základńı myšlenka těchto formulaćı
je rozděleńı velkých rotaćı na posloupnost malých rotaćı, které jsou v každém kroku
vyhodnoceny přesněji, a t́ım je sńıžena výsledná chyba. Vı́ce informaćı o problematice
velkých rotaćı lze nalézt např́ıklad v [1].

Daľśı MKP formulace, která byla vytvořena pro popis velkých deformaćı, nese
název large rotation vector formulation (LRVF). V této formulaci jsou pro popis ele-
mentu uvažovány absolutńı souřadnice uzl̊u a konečné rotace v uzlech. To v d̊usledku
znamená, že konečné natočeńı pr̊uřezu je aproximováno pomoćı polynomů. Popis teo-
rie tohoto př́ıstupu a daľśı jeho rozš́ı̌reńı lze nalézt např́ıklad v [9]. Jednou z nevýhod
tohoto př́ıstupu je, že při jeho využit́ı se vyskytuje jev známý jako shear locking, který
se projevuje zvýšeńım tuhosti v ohybu. Podrobnosti o tomto jevu lze nalézt např́ıklad
v [78].

Známou a běžně využ́ıvanou metodou pro modelováńı poddajných těles v problé-
mech dynamiky vázaných mechanických systémů je tzv. floating frame of reference formu-
lation (FFRF), jej́ıž popis lze nalézt např́ıklad v praćıch [8, 64, 65]. Základńı myšlenkou

15



2. Stav řešené problematiky

tohoto př́ıstupu je využit́ı referenčńıch a elastických souřadnic pro popis poddajného
tělesa. Referenčńı souřadnice definuj́ı polohu a orientaci tělesa, zat́ımco elastické souřad-
nice určuj́ı jeho deformaci. Výsledný stav tělesa je pak dán superpozićı těchto souřadnic.

Moderńı metodou pro modelováńı poddajných těles v problémech dynamiky váza-
ných mechanických systémů je absolute nodal coordinate formulation (ANCF). Základy
této formulace představil Ahmed Shabana v roce 1996 např́ıklad v praćıch [66, 67]. Jedná
se o př́ıstup k definováńı konečných prvk̊u, který jako uzlové souřadnice elementu využ́ıvá
složky polohových vektor̊u uzl̊u vyjádřených v globálńım souřadnicovém systému a jejich
gradienty. Výhody ANCF jsou dále diskutovány např́ıklad v [63]. Patř́ı mezi ně např́ıklad
konstantńı matice hmotnosti elementu v jednoduchém tvaru a přesná reprezentace tuhého
pohybu tělesa. Dále plat́ı, že se ANCF elementy řad́ı mezi izoparametrické, což znamená,
že jsou použity stejné tvarové funkce pro transformaci lokálńıch souřadnic na globálńı
a pro aproximaci posuv̊u. Nevýhodou ANCF může být silně nelineárńı formulace elas-
tických sil elementu.

Jednotlivé ANCF nosńıkové elementy se lǐśı právě ve zp̊usobu vyjádřeńı elastických
sil. Např́ıklad práce [4, 65] se zabývaj́ı obecnou formulaćı ANCF nosńıkových element̊u
v rovině. Základńım krokem při odvozeńı vektoru elastických sil je rozděleńı celkové de-
formačńı energie elementu na součet deformačńı energie podélné deformace vyjádřené
pomoćı podélného přetvořeńı a př́ıčné (ohybové) deformace vyjádřené pomoćı křivosti
střednicové linie elementu. Na obecné formulace navazuje práce [5], kde jsou představeny
konkrétńı podoby vektoru elastických sil pro r̊uzné předpoklady (např́ıklad předpoklad
malých deformaćı, konstantńı podélné deformace elementu a jiné), které vedou ke zjed-
nodušeńı výraz̊u pro elastické śıly. Př́ınosný je předevš́ım zde popsaný rovinný mo-
del L2T2, který při odvozováńı př́ıčných elastických sil využ́ıvá jen předpokladu kon-
stantńıho deformačńıho gradientu po celé délce elementu. Tento ANCF nosńıkový model
lze považovat za dostatečně přesný při modelováńı poddajných nosńık̊u, vláken a lan
v rovině a je využit např́ıklad v práci [42].

Popis obecného prostorového ANCF nosńıkového elementu lze nalézt např́ıklad
v praćıch [68, 71, 81]. Jedná se o tzv. plně parametrizovaný (nebo též originálńı) ANCF
element, který vycháźı z Timoshenkovy nosńıkové teorie, zohledňuje smykovou deformaci
a je vhodný pro modelováńı tlustých nosńık̊u. Tento typ nosńıkového elementu má celkem
24 stupň̊u volnosti. V praćıch [70, 78] jsou přehledně popsány dva zp̊usoby odvozeńı vek-
toru elastických sil. Prvńı zp̊usob je založen na obecných principech mechaniky kontinua,
zat́ımco druhý zp̊usob, nazývaný elastic line approach či structural mechanics approach,
využ́ıvá obecné vztahy pro přetvořeńı (podélné, smykové, torzńı a ohybové) vyjádřené
na střednicové linii elementu. Pro modelováńı tenkých poddajných nosńık̊u však tento
typ elementu neńı z d̊uvodu výpočtové náročnosti př́ılǐs vhodný. Zjednodušený ANCF
element vycházej́ıćı z Euler–Bernoulliho nosńıkové teorie je popsán např́ıklad v praćıch
[29, 15]. V př́ıpadě [15] jsou uvažovány jen podélné elastické śıly elementu, což omezuje
použit́ı pouze na tenká vlákna se zanedbatelnou ohybovou tuhost́ı. Práce [29] přidává
k podélným elastickým silám i ohybové śıly definované pomoćı křivosti střednicové linie
elementu, č́ımž dále rozšǐruje oblast použit́ı tenkých nosńıkových ANCF element̊u. Oproti
originálńımu ANCF elementu u obou těchto prvk̊u je celkový počet stupň̊u volnosti re-
dukován na 12. V článku [82] jsou elementu přidány i torzńı elastické śıly definované
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pomoćı zkrutu. Oproti předchoźımu typu elementu jsou mezi uzlové souřadnice zařazeny
i úhly torzńıho natočeńı v uzlech, což vede k navýšeńı počtu stupň̊u volnosti na 14.

Vývoj metody ANCF se nezastavil pouze u definice nosńıkových element̊u v ro-
vině a prostoru. Pro potřeby daľśıch aplikaćı v problémech dynamiky vázaných mecha-
nických soustav byly vyvinuty i deskové (či skořepinové) a prostorové objemové solid
elementy. Základńı článek věnuj́ıćı se tématu ANCF deskových prvk̊u je např́ıklad [69],
kde autoři definuj́ı rovinný ANCF prvek a dávaj́ı ho do souvislosti s ostatńımi meto-
dami modelováńı poddajných těles (FFRF, inkrementálńı formulace MKP, LRVF). Po-
dobně jako práce [5], která se věnuje nosńıkovým prvk̊um, popisuje článek [14] zavedeńı
konkrétńıch předpoklad̊u vedoućıch ke zjednodušeńı výrazu pro elastické śıly v př́ıpadě
obdélńıkových deskových ANCF prvk̊u. Provedené numerické experimenty ukazuj́ı schop-
nost ANCF postihnout velké posuvy a deformace. Přesnost a konvergence výsledk̊u je
zde porovnána s analytickými výpočty. V článku [45] autoři zobecňuj́ı deskové ANCF
elementy na skořepinové, prováděj́ı daľśı testovaćı numerické simulace a výsledky po-
rovnávaj́ı např́ıklad s inkrementálńım postupem výpočtu v programu ANSYS. Zjed-
nodušeńı vektoru elastických sil pro př́ıpad tenkých skořepinových čtyřuzlových prvk̊u
vycházej́ıćıch z teorie Kirchhoff-Love je popsáno v článku [17]. Popis trojúhelńıkových
tenkostěnných deskových element̊u lze nalézt např́ıklad v [13].

V nedávné době byla skupina ANCF element̊u rozš́ı̌rena také o prostorové prvky.
Základńı prostorový element tvaru kvádru uvažuje jako uzlové souřadnice pouze složky
polohových vektor̊u uzl̊u vyjádřených v globálńım souřadnicovém systému a je představen
např́ıklad v praćıch [40, 83]. Rozš́ı̌reńı tohoto př́ıstupu pak lze nalézt např́ıklad v práci
[49], kde jsou k uzlovým souřadnićım přidány ještě gradienty polohových vektor̊u uzl̊u.

2.2. Modelováńı interakćı mezi tělesy

Důležitým prvkem výpočtových model̊u v dynamice multibody systémů je modelováńı
kontaktu těles a třeńı mezi nimi. Touto problematikou se zabývali lidé již ve starověku.
Př́ıkladem je vynález kola, pomoćı něhož bylo redukováno smykové třeńı vznikaj́ıćı při
přesunu těžkých břemen. Základy dnešńıho pojet́ı interakce těles však položil Leonardo
da Vinci v roce 1493 v d́ıle Codex Madrid I [79], kde formuloval základńı zákony třeńı:

• třećı śıla je proporcionálńı k śıle p̊usob́ıćı v normálovém směru ke kontaktńı ploše,

• třeńı je nezávislé na velikosti kontaktńı plochy.

Dále da Vinci použil jako prvńı termı́n koeficient třeńı. Daľśı rozvoj problematiky inter-
akce těles prob́ıhal od počátk̊u klasické newtonovské mechaniky (17. stolet́ı) a je spojen
se jmény jako Robert Hooke, Leonard Euler či Charles Augustin Coulomb. Stěžejńı je pak
d́ılo Heinricha Hertze z roku 1881 [34], kde je vyřešen kontaktńı problém dvou elastických
zakřivených těles. Na jeho práci je pak založeno mnoho do dnes použ́ıvaných metod.

Problematikou kontakt̊u těles se zabývá velké množstv́ı odborných publikaćı. Do-
poručit lze literaturu [58], která se obecně věnuje fyzikálńım princip̊um kontaktu těles a
třeńı. Jsou zde kapitoly popisuj́ıćı Hertzovu kontaktńı teorii, tečné kontaktńı śıly, r̊uzné
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modely suchého třeńı, valivý odpor či otěr těles. Daľśı publikaćı, která se zabývá mode-
lováńım kontaktńıch problémů, aplikaćı metod řešeńı a experiment̊um v oblasti kontakt̊u
těles, je např́ıklad [60].

Popisem a aplikaćı kontaktńıch model̊u při vyšetřováńı dynamiky multibody systé-
mů se zabývaj́ı např́ıklad publikace [22, 52]. Nejčastěji se v problémech multibody systémů
využ́ıvá tzv. penaltový či silový př́ıstup, kdy je interakce dvou dokonale hladkých těles
popsána silou p̊usob́ıćı ve směru normály k povrchu těles. Výchoźım modelem je mo-
del Hertz̊uv, který definuje kontaktńı śılu jako součin kontaktńı tuhosti s relativńım
pr̊unikem (penetraćı) interaguj́ıćıch těles. K nevýhodám tohoto modelu patř́ı fakt, že
nezohledňuje disipaci energie při kontaktu a neńı tedy realistický. Daľśı dokonaleǰśı mo-
dely normálových kontaktńıch sil založených na Hertzově modelu jsou popsány v [21, 43].
Problematikou při modelováńı kontaktńıch sil je určeńı kontaktńıch parametr̊u, např́ıklad
tuhosti. V př́ıpadě kontaktu jednoduchých geometríı, jako jsou koule či válce, je určeńı
kontaktńıch parametr̊u popsáno v [22, 58].

V př́ıpadě, kdy interaguj́ıćı tělesa nelze považovat za dokonale hladká a může
doj́ıt k relativńımu tečnému posuvu těles v kontaktu, je nutné do dynamického mo-
delu mechanického systému zavést i tečné třećı śıly. Modelováńı třećıch sil je složitá
problematika, nebot’ při experimentálńım pozorováńı pr̊uběhu třeńı bylo zjǐstěno mnoho
zaj́ımavých jev̊u [50], kupř́ıkladu ulṕıváńı těles (stick-slip), předskluzový posuv (pre–
sliding displacement) či jev nazvaný frictional lag, kdy je třeńı odlǐsné pro rostoućı rela-
tivńı tečnou rychlost (tedy kladné tečné zrychleńı) a pro klesaj́ıćı tečnou rychlost (záporné
tečné zrychleńı – zpomaleńı). Aktuálně využ́ıvané modely třećıch sil jsou přehledně shr-
nuty v článku [44]. Vzájemně se lǐśı předevš́ım komplexnost́ı a přesnost́ı popisu třećıch
jev̊u. Základńı rozděleńı model̊u je na statické a dynamické. Statické modely jsou často
použ́ıvány pro jejich jednoduchost a menš́ı výpočtovou náročnost. Dokáž́ı však jen ome-
zeně popsat jev ulṕıváńı těles. Jejich hlavńı nevýhodou je, že nedokáž́ı popsat jevy
pre–sliding displacement a frictional lag. Dynamické modely pak využ́ıvaj́ı daľśıch sta-
vových veličin k popisu třećı śıly a jsou tedy schopny popsat zmı́něné jevy. V klasických
inženýrských aplikaćıch se však nemuśı vždy projevit všechny třećı jevy, je tedy vhodné
volit přiměřeně komplexńı model třećı śıly. Výpočtová náročnost jednotlivých třećıch
model̊u je shrnuta v článku [51].
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3. Základńı metody modelováńı vláken,
kabel̊u a lan

V této kapitole jsou popsány základńı zjednodušené metody pro modelováńı vláken,
lan a kabel̊u, které mohou být aktivńı součást́ı vázaných mechanických systémů. Zjed-
nodušenými metodami jsou myšleny ty, které jsou snadno implementovatelné, vedou
k rychlým a efektivńım výpočt̊um, avšak nepostihuj́ı všechny možné vlastnosti lan. Je-
jich odvozeńı pak spoč́ıvá v jistém inženýrském popsáńı problému a výsledný model
zohledňuje předevš́ım dominantńı vlastnost lan - jejich axiálńı tuhost.

V kapitole 3.1 je popsána jednoduchá silová reprezentace lana, dále v kapitole 3.2
je vysvětlena metoda reprezentace lana pomoćı silově propojených hmotných bod̊u. Oba
tyto př́ıstupy jsou demonstrovány na jednoduchém př́ıkladu hmoty připojené pomoćı
poddajného lana k pevnému rámu, tedy př́ıpadu poddajného kyvadla, viz obr. 3.1. Tento
př́ıklad byl zvolen z toho d̊uvodu, že je dostatečně obecný na to, aby mohly být popsané
metody následně použity na propojeńı libovolných těles vázaných mechanických systémů.

Vzhledem k tomu, že problematika modelováńı vláken, kabel̊u a lan se vyskytuje
i v pr̊umyslových aplikaćıch, je v kapitole 3.3 zmı́něna možnost využit́ı jednoho z ce-
losvětově nejpouž́ıvaněǰśıch výpočtových programů pro modelováńı a analýzu vázaných
mechanických systémů MSC.Adams.
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Obrázek 3.1.: Hmotný bod M připojený k rámu lanem modelovaným pomoćı silové re-
prezentace lana (a) a s využit́ım metody propojených hmotných bod̊u (b).
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3. Základńı metody modelováńı vláken, kabel̊u a lan

3.1. Silová reprezentace lana

Základńı a velmi efektivńı metoda pro modelováńı lan jako součást́ı vázaných mecha-
nických systémů spoč́ıvá v silové reprezentaci jejich chováńı. Tento př́ıstup využ́ıvá ne-
lineárńı śıly, která popisuje axiálńı tuhost lana. Nelinearita spoč́ıvá v tom, že axiálńı
śıla je nenulová jen v př́ıpadě natažeńı lana. V př́ıpadě tlakového zat́ıžeńı lana je axiálńı
śıla nulová, což odpov́ıdá myšlenému vybočeńı lana do strany, v nosńıkové terminologii
obdobný stav jako vzpěrová ztráta stability.

Pohybová rovnice bodu M na obr. 3.1(a) je

mr̈ = Fe + bḋ + kd, (3.1)

kde m je hmotnost bodu M, k odpov́ıdá koeficientu tuhosti lana v axiálńım směru, b
je koeficient tlumeńı lana v axiálńım směru, vektor r je polohový vektor bodu M, Fe je
vektor vněǰśıch sil p̊usob́ıćıch na bod M, vektor d odpov́ıdá axiálńımu prodloužeńı lana
a vektor ḋ odpov́ıdá relativńı rychlosti bodu M a bodu A ve směru jejich spojnice. Aby
byla zohledněna nulovost elastických sil v př́ıpadě tlakového zat́ıžeńı vlákna, je vektor d
vyjádřen ve tvaru

d =

{
− (|rf | − l0) rf

|rf |
pro |rf | ≥ l0,

0 pro |rf | < l0,
(3.2)

kde rf = r−r0, r0 je polohový vektor mı́sta A uchyceńı lana, l0 je volná délka lana a výraz
rf
|rf |

= ef odpov́ıdá jednotkovému vektoru ve směru spojnice mezi bodem uchyceńı A a

závaž́ım M. Dále je nutné určit vektor relativńı rychlosti ḋ mezi bodem M a A. Jedná se
o rozd́ıl vektor̊u rychlosti těchto dvou bod̊u, který je promı́tnut na spojnici těchto bod̊u,
což lze zapsat do tvaru

ḋ =

{
−
[
(ṙ− ṙ0)

T ef

]
ef pro |rf | ≥ l0,

0 pro |rf | < l0,
(3.3)

kde v př́ıpadě nehybného uchyceńı lana v mı́stě A plat́ı ṙ0 = 0.
Tento základńı př́ıstup k modelováńı lan nezohledňuje ohybové a setrvačnostńı

charakteristiky lana, je tedy vhodný pro modelováńı tenkých a lehkých vláken. Hlavńı
výhoda této metody je snadná implementace základńıho axiálńıho chováńı lana do mo-
delu vázaných mechanických soustav, kdy d̊uležitý je hlavně výpočet deformace (3.2) a
rychlosti deformace vlákna (3.3). Daľśı výhodou je, že i přes nelineárńı definici axiálńıho
chováńı vlákna vede tento př́ıstup na relativně rychlé simulace.

3.2. Reprezentace lana pomoćı hmotných bod̊u

Reprezentace lana pomoćı hmotných bod̊u, tzv. point-mass model, využ́ıvá diskretizace
lana na hmotné body propojené nelineárńımi silami. Pro základńı vysvětleńı tohoto
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3. Základńı metody modelováńı vláken, kabel̊u a lan

př́ıstupu je opět využit jednoduchý př́ıklad poddajného kyvadla na obr. 3.1(b). Defi-
nice sil mezi jednotlivými hmotnými body vlákna je podobná jako v kapitole 3.1. Je však
nutné sestavit pohybové rovnice pro každý hmotný bod.

Pohybovou rovnici hmotného bodu i lze zapsat ve tvaru

mir̈i = Fei + biḋi − bi+1ḋi+1 + kidi − ki+1di+1, (3.4)

kde mi je hmotnost bodu i, r̈i je druhá časová derivace polohové vektoru bodu i,
Fei představuje vektor vněǰśıch sil p̊usob́ıćıch na bod i, koeficienty bi a ki odpov́ıdaj́ı
axiálńımu tlumeńı a tuhosti vlákna mezi body i − 1 a i, vektor di odpov́ıdá axiálńı de-
formaci úseku lana mezi body i − 1 a i, vektor ḋi odpov́ıdá relativńı rychlosti bodu i a
i− 1 ve směru spojnice těchto bod̊u. Vektory mezi body i− 1, i a i+ 1 z obr. 3.1(b) lze
snadno vyjádřit jako

ri−1,i = ri − ri−1, ri,i+1 = ri+1 − ri, (3.5)

a následně je možné definovat jednotkové vektory ve směru spojnic bod̊u i− 1, i a bod̊u
i, i+ 1 jako

ef,i =
ri−1,i
|ri−1,i|

, ef,i+1 =
ri,i+1

|ri,i+1|
. (3.6)

Vektory di a di+1 jsou pak definovány podobně jako v rovnici (3.2), tedy

di =

{
− (|ri−1,i| − l0,i) ef,i pro |ri−1,i| ≥ l0,i,
0 pro |ri−1,i| < l0,i,

di+1 =

{
− (|ri,i+1| − l0,i+1) ef,i+1 pro |ri,i+1| ≥ l0,i+1,
0 pro |ri,i+1| < l0,i+1,

(3.7)

kde l0,i a l0,i+1 jsou volné délky daných úsek̊u diskretizovaného lana. Vektory relativńıch
rychlost́ı naṕınáńı daných úsek̊u lana ḋi a ḋi+1 lze zapsat ve tvaru

ḋi =

{
−
[
(ṙi − ṙi−1)

T ef,i

]
ef,i pro |ri−1,i| ≥ l0,i,

0 pro |ri−1,i| < l0,i,

ḋi+1 =

{
−
[
(ṙi+1 − ṙi)

T ef,i+1

]
ef,i+1 pro |ri,i+1| ≥ l0,i+1,

0 pro |ri,i+1| < l0,i+1.

(3.8)

Tento př́ıstup je implementačně velmi jednoduchý a sestaveńı pohybových rovnic
všech hmotných bod̊u lze provést pomoćı cyklu. Výhodou je také přibližné zahrnut́ı
setrvačnosti lana. Př́ıstup sice nepopisuje ohybovou tuhost lan, je tedy vhodný pro tenká
vlákna, nicméně při simulaćıch může doj́ıt k př́ıčným kmit̊um vlákna. Tyto př́ıčné kmity
vláken pak můžou ovlivnit např́ıklad přesnost pohyb̊u ř́ızených vázaných mechanických
systémů. Nevýhoda tohoto př́ıstupu spoč́ıvá ve větš́ım počtu nelineárńıch sil, což může
být z hlediska efektivity numerických integračńıch metod problematické a pokud je během
simulace očekáváno, že dojde ke ztrátě napnut́ı lana, je nutné volit velmi malý časový
integračńı krok.
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3. Základńı metody modelováńı vláken, kabel̊u a lan

3.3. Využit́ı komerčńıho programu MSC.Adams pro
modelováńı lan

V inženýrské praxi je často kladen d̊uraz na rychlost a efektivitu simulaćı reálných
problémů. Proto mnoho pr̊umyslových subjekt̊u, jejichž produkty by se daly charak-
terizovat jako vázané mechanické systémy, potřebuj́ı globálńı a verifikované programové
prostředky, s jejichž pomoćı lze zefektivnit fázi vývoje a zdokonaleńı produkt̊u. Nej-
známěǰśı programy pro simulace dynamiky vázaných mechanických systémů jsou např́ı-
klad MSC.Adams, SIMPACK či RecurDyn. Výhoda těchto programových baĺık̊u spoč́ıvá
předevš́ım v jejich mnohaletém vývoji, takže obsahuj́ı velké množstv́ı předpřipravených
funkćı pro sestavováńı model̊u a pro numerické řešeńı dynamiky pohybu. Nevýhodou
pak může být jistá komplexnost a uzavřenost těchto programů, kdy je běžnému uživateli
odepřen př́ıstup do teoretického pozad́ı programu.

Předmětem této kapitoly je popsat možnosti komerčńıho programu MSC.Adams
z hlediska modelováńı poddajných nosńıkových těles jako součást́ı vázaných mecha-
nických systémů. Důvody pro volbu tohoto programu v této práci jsou následuj́ıćı:

• Jedná se o celosvětově nejrozš́ı̌reněǰśı software pro modelováńı a simulaci vázaných
mechanických systémů ve vědě, výzkumu i praxi.

• Má v nab́ıdce programový baĺıček Adams Machinery, který obsahuje modul pro
snadné modelováńı a analýzu kabel̊u jako součást́ı mechanismů.

Kabelový modul programu MSC.Adams je primárně určen k automatizované tvorbě mo-
delu vláken a kladek jako součást́ı mechanismů. Základńı vlastnosti modulu jsou

• intuitivńı uživatelské rozhrańı,

• snadná definice kladek na základě rozměrových parametr̊u a materiálových vlast-
nost́ı,

• tvorba modelu kabel̊u na základě zadaného Youngova modulu, tuhostńıch a tlu-
mićıch parametr̊u,

• možnost zavést předepnut́ı kabel̊u,

• definice parametr̊u kontaktu mezi kladkou a kabelem,

• umožňuje vyšetřovat možný prokluz mezi kladkou a kabelem a sledovat zat́ıžeńı
kladek během simulace.

Nevýhodou pak je, že kabelový systém vytvořený t́ımto modulem muśı vždy obsahovat
alespoň jednu kladku, modul se tak nehod́ı pro modelováńı lan př́ımo spojuj́ıćıch tělesa.
Uživatel má dále možnost volby ze dvou metod modelováńı kabel̊u, konkrétně

• Simplified (zjednodušený model),

• Discretized (diskretizovaný model).

22
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Vzhledem k tomu, že tématem této dizertačńı práce je modelováńı poddajných těles
nosńıkového typu jako součást́ı vázaných mechanických systémů, bude ve zbytku této
kapitoly nast́ıněno teoretické pozad́ı metod pro modelováńı kabel̊u v př́ıslušném modulu
programu MSC.Adams. Význam této části práce spoč́ıvá ve vlastńım rozkryt́ı vnitřku
kabelového modulu. Praktické využit́ı jednotlivých model̊u na vláknovém mechanismu je
popsáno v kapitole 7.4.

Zjednodušený model

Dle dostupné dokumentace programu MSC.Adams [85] využ́ıvá zjednodušený model
(simplified) silovou reprezentaci pro popsáńı kabelu, jak je uvedena v kapitole 3.1. Při
použit́ı tohoto modelu tedy plat́ı obdobná omezeńı, tedy že je vhodný pro tenké kabely,
jejichž hmotnost a ohybová tuhost je zanedbatelná. Program MSC.Adams neobsahuje
možnost př́ımo definovat tzv. floating marker, tedy souřadnicové systémy s proměnnou
polohou určenou na základě r̊uzných proměnných. Proto tento modul využ́ıvá fiktivńı
tělesa (dummy parts) svázané kinematickými vazbami ke kladkám, pomoćı nichž je scho-
pen definovat mı́sto odv́ıjeńı vlákna od kladky a tečný směr v mı́stě odv́ıjeńı. Vlastnosti
těchto fiktivńıch těles a předpis použitých kinematických vazeb nejsou v dostupné doku-
mentaci [85] popsány, neńı tedy možné zhodnotit jejich vliv na simulace a výsledky.

Délka vlákna ovinutého kolem kladky je odvozena na základě poloměru kladky a
úhlu opásáńı kladky mezi dvěma zmı́něnými fiktivńımi tělesy. Aktuálńı délka vlákna
mimo kladku je pak napoč́ıtána s využit́ım integrace úhlové rychlosti kladky. Axiálńı śıla
je následně napoč́ıtána z rozd́ılu aktuálńı a výchoźı fyzikálńı délky vlákna při nezat́ıženém
stavu s využit́ım Youngova modulu a pr̊uřezu vlákna.

Detailněǰśı teoretické a implementačńı pozad́ı u tohoto zjednodušeného modelu neńı
v dokumentaci [85] popsáno, nicméně vzhledem k relativńı jednoduchosti vláknového
modelu je předpokládáno, že je tv̊urci programu dostatečně vyladěn, což je dále ověřeno
v kapitole 7.4.

Diskretizovaný model

Při zvoleńı této metody je modelované lano rozděleno na jednotlivá tělesa, která jsou
propojena silami a r̊uznými vazbami. Jedná se však o rozd́ılný př́ıstup oproti reprezen-
taci pomoćı hmotných bod̊u popsané v kapitole 3.2. Pro diskretizaci lana jsou použity
prostorová tělesa tvaru koule, kdy každé má obecně šest stupň̊u volnosti. Dle nápovědy
programu [85] jsou mezi jednotlivými diskretizovanými částmi kabelu (tělesy) definovány
vazby typu inline joint primitive. Fungováńı této vazby mezi dvěma tělesy je schématicky
znázorněno na obr. 3.2, kde těleso 1 je nehybné a na těleso 2 p̊usob́ı vertikálńı silový
účinek, např́ıklad gravitace. Červeně jsou znázorněny tři možné relativńı rotace a jeden
umožněný relativńı posuv. Výchoźı pozice tělesa 2 je dána souřadnicovým systémem
0x02y

0
2z2, vlivem vertikálńı śıly se těleso 2 posune směrem dol̊u, nav́ıc se však i natoč́ı.

Rotace ϕx, ϕy, a ϕz označuj́ı natočeńı souřadnicového systému 2 v̊uči souřadnicovému
systému 1. V praxi to znamená, že orientace osy x souřadnicového systému pevně spo-
jeného s tělesem 2 je vždy ve směru spojnice souřadnicových systémů 1 a 2. Při řetězovém
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Obrázek 3.2.: Znázorněńı vazby inline joint primitive programu MSC.Adams s červeně
vyznačenými stupni volnosti.

propojeńı náhradńıch diskretizačńıch těles touto vazbou je pak možné snadno odeč́ıtat
ohybové úhly a př́ıčné posuny mezi propojenými kabelovými úseky. Nevýhoda tohoto
př́ıstupu však spoč́ıvá ve zvýšeńı počtu rovnic, kdy při rozděleńı kabelu na n těles je
potřeba 6n diferenciálńıch pohybových rovnic a daľśıch 2(n−1) algebraických vazbových
rovnic.

Jednotlivá diskretizačńı tělesa jsou propojena silami, které jsou definovány na
základě Euler-Bernoulliho nosńıkové teorie. Dokumentace programu [85] obsahuje pouze
stručný popis aplikovaných sil. Ty vyplývaj́ı ze symetrické matice tuhosti ve tvaru

Kdis =


k11 0 0 0 0
0 k22 0 0 0 k26
0 0 k33 0 k35 0
0 0 0 k44 0 0
0 0 k53 0 k55 0
0 k62 0 0 0 k66

 . (3.9)

Ćılem této práce neńı detailně popsat fungováńı komerčńıho programu nebo popsat kla-
sickou metodu konečných prvk̊u, ale sṕı̌se nast́ınit teoretické pozad́ı výpočtového prog-
ramu MSC.Adams a následně zhodnotit jeho možnosti pro modelováńı lanových mecha-
nismů. Proto autor této dizertačńı práce doporučuje kapitolu 5.6 z literatury [59] týkaj́ıćı
se maticové teorie ve strukturálńıch analýzách, kde je odvozena přesná podoba nenu-
lových prvk̊u matice tuhosti (3.9) a je shodná s dokumentaćı [85] programu MSC.Adams.
V rámci definice diskretizovaného modelu kabelu je možné zadat parametry označené
Rkx, Rkb a Rkt, kterými je násobena axiálńı tuhost (Rkx), ohybové tuhosti (Rkb) a
torzńı tuhosti (Rkt). Jejich účelem je sńıžit dané tuhostńı vlastnosti, jejich hodnota by
měla být menš́ı nebo rovna jedné. Použit́ı těchto parametr̊u vyplývá z faktu, že ohy-
bová a torzńı tuhost reálných kabel̊u je často daleko nižš́ı než tuhost napoč́ıtaná podle
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pr̊uřezových a materiálových charakteristik dle Euler-Bernoulliho teorie. To je zp̊usobeno
např́ıklad spleteńım lan.

Kontakt kabelu s kladkou je řešen silově, kdy je využito kontaktńı formulace mezi
kouĺı (náhradńı tělesa diskretizovaného kabelu) a válcem (idealizovaná kladka). Silové
modelováńı kontakt̊u je obecně popsáno v kapitole 5.2 této práce, diskretizovaný model
kabelu využ́ıvá zjednodušenou formulaci pro rovinný kontakt.

V podkapitole 7.4 je tento diskretizovaný model testován při modelováńı vláknového
mechanismu a jsou zde popsány jeho výhody a nevýhody.
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4. Absolute nodal coordinate
formulation

Jedna z nejběžněǰśıch metod pro statickou a dynamickou analýzu mechanických systémů
je metoda konečných prvk̊u (MKP). Klasická formulace konečných prvk̊u pro nosńıky
a skořepiny využ́ıvá posuvy a nekonečně malé rotace jako uzlové souřadnice. Výsledné
nosńıkové a skořepinové prvky nejsou obecně pokládány za izoparametrické [64] a ne-
konečně malé rotace jako uzlové souřadnice vedou na linearizaci pohybových rovnic.
Při libovolném tuhém pohybu takového prvku (tzn. prvek se pohybuje jako tuhý, tedy
bez deformaćı a neměńı tvar) pak mohou vznikat nenulová přetvořeńı. Řešeńım tohoto
problému je absolute nodal coordinate formulation (ANCF), což je neinkrementálńı for-
mulace konečných prvk̊u, která jako uzlové souřadnice elementu využ́ıvá polohové vektory
v globálńım souřadnicovém systému a jejich gradienty [64, 68, 46]. Tato formulace byla
poprvé představena v roce 1996 a jej́ı využit́ı je vhodné předevš́ım pro analýzu velkých
deformaćı a posuv̊u při vyšetřováńı dynamiky vázaných mechanických systémů.

Kromě r̊uzných druh̊u nosńıkového ANCF elementu byly odvozeny skořepinové
ANCF elementy a nedávno též prostorové elementy tvaru kvádru či čtyřstěnu. V této
kapitole jsou popsány základńı známé nosńıkové ANCF elementy, jejichž využit́ı je dále
testováno. Mezi ně patř́ı plně parametrizovaný nosńıkový ANCF element [70, 71, 78],
kabelový element nižš́ıho řádu [30, 82, 15] a dále speciálńı př́ıpad rovinných element̊u
[5, 20].

Př́ınos této dizertačńı práce spoč́ıvá předevš́ım ve využit́ı nosńıkových ANCF prvk̊u
pro úlohy s kontakty a dále v otestováńı těchto prvk̊u na reálných systémech. Př́ınosem
této konkrétńı kapitoly je pak souhrnný popis nejpouž́ıvaněǰśıch ANCF nosńıkových ele-
ment̊u, konkrétńı vyjádřeńı jejich elastických sil, rozbor rozd́ılnosti a vhodnosti použit́ı
jednotlivých typ̊u prvk̊u a dále popis možných úprav pro zefektivněńı simulaćı při použit́ı
ANCF.

4.1. Plně parametrizovaný nosńıkový ANCF element

Plně parametrizovaný nosńıkový ANCF element, nebo též originálńı ANCF element [30],
slouž́ı předevš́ım k popisu prostorových tlustých (thick) nosńık̊u. Tento prvek využ́ıvá
parciálńı derivace polohových vektor̊u uzlových souřadnic k popisu pr̊uřezových defor-
maćı.
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Obrázek 4.1.: Deformovaný plně parametrizovaný ANCF nosńıkový element.

4.1.1. Kinematický popis

Na obr. 4.1 je znázorněn deformovaný plně parametrizovaný ANCF nosńıkový element.
Jeho konfigurace je určena pozićı dvou koncových uzl̊u i a j. Každý uzel je popsán polo-
hovým vektorem r a jeho třemi derivacemi r,x, r,y, r,z, které jsou definovány v globálńım
souřadnicovém systému X1X2X3. Pro derivace polohového vektoru plat́ı

r,x =
∂r

∂x
, r,y =

∂r

∂y
, r,z =

∂r

∂z
, (4.1)

kde souřadnice x odpov́ıdá lokálńı axiálńı souřadnici na střednicové linii elementu, y a z
odpov́ıdaj́ı lokálńım pr̊uřezovým souřadnićım. Definičńı souřadnice vybraného uzlu i lze
zapsat

e(i) =
[
r(i)T , r(i)T,x , r(i)T,y , r(i)T,z

]T
, (4.2)

z čehož vyplývá, že jeden uzel má tři polohové stupně volnosti a devět komponent gra-
dientu polohového vektoru. Výsledný vektor uzlových souřadnic elementu má celkem 24
stupň̊u volnosti a lze ho zapsat

e =
[
e(i)T , e(j)T

]T
=
[
r(i)T , r(i)T,x , r(i)T,y , r(i)T,z , r(j)T , r(j)T,x , r(j)T,y , r(j)T,z

]T
. (4.3)

Lokálńı souřadnice polohového vektoru uzlu i jsou r(i) = r(i)(x = 0, y = 0, z = 0), pro
uzel j pak plat́ı r(j) = r(j)(x = le, y = 0, z = 0), kde le je délka elementu nosńıku.

Polohu libovolného bodu nosńıku lze vyjádřit polohovým vektorem r závislým
na třech prostorových parametrech x, y a z. Interpolačńı funkce jsou charakterizovány
následuj́ıćı soustavou bázových polynomů

φ =
[
1, x, y, z, xy, xz, x2, x3

]
. (4.4)

Ze vztahu (4.4) je patrné, že axiálńı posuv ve směru souřadnice x elementu nosńıku
je aproximován pomoćı kubického polynomu a př́ıčné posuvy ve směrech pr̊uřezových
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4. Absolute nodal coordinate formulation

souřadnic y a z jsou aproximovány lineárně. Polohový vektor r lze nyńı zapsat pomoćı
těchto bázových polynomů jako

r =

 a0 + a1x+ a2y + a3z + a4xy + a5xz + a6x
2 + a7x

3

b0 + b1x+ b2y + b3z + b4xy + b5xz + b6x
2 + b7x

3

c0 + c1x+ c2y + c3z + c4xy + c5xz + c6x
2 + c7x

3

 = Φ(x, y, z) ·a(t), (4.5)

kde a je vektor koeficient̊u a = [a0, . . . , a7, b0, . . . , b7, c0, . . . , c7, ]
T a pro matici Φ

plat́ı

Φ =

 φ 01,8 01,8

01,8 φ 01,8

01,8 01,8 φ

 , (4.6)

kde 01,8 má význam nulového vektoru o rozměrech 1× 8.
Po dosazeńı známých lokálńıch souřadnic x, y a z krajńıch uzl̊u i a j do předpisu

polohového vektoru (4.5) a jeho derivaćı lze vektor uzlových souřadnic (4.3) vyjádřit jako

e = N(x, y, z) · a(t), (4.7)

kde N je matice velikosti 24× 24. Odtud vyjádřený vektor koeficient̊u a je

a = N−1 · e. (4.8)

Dosazeńım výrazu (4.8) pro vektor koeficient̊u a do vztahu pro polohový vektor libo-
volného bodu nosńıku r (4.5) je źıskán vztah

r = Φ ·N−1 · e = S(x, y, z)e, (4.9)

kde S je matice tvarových funkćı elementu, která má podobu

S = [S1I, S2I, S3I, S4I, S5I, S6I, S7I, S8I] . (4.10)

V této rovnici I představuje jednotkovou matici o rozměrech 3× 3 a pro tvarové funkce
plat́ı

S1 = 1− 3ξ2 + 2ξ3, S2 = le(ξ − 2ξ2 + ξ3),
S3 = le(1− ξ)η, S4 = le(1− ξ)ζ,
S5 = 3ξ2 − 2ξ3, S6 = le(−ξ2 + ξ3),
S7 = leξη, S8 = leξζ,

(4.11)

kde ξ = x/le, η = y/le a ζ = z/le jsou bezrozměrné parametry.
Jak již bylo zmı́něno, popisovaný element má celkem 24 nezávislých uzlových souřad-

nic, které maj́ı sv̊uj fyzikálńı význam. Fyzikálńı význam polohového vektoru r je zřejmý,
vektor r,x = ∂r

∂x
má význam tečny k axiálńımu směru nosńıku, zat́ımco vektory r,y = ∂r

∂y

a r,z = ∂r
∂z

představuj́ı tečnu k pr̊uřezovým souřadnićım [73], jak je patrné v obr. 4.1, a
určuj́ı tak natočeńı rovinného pr̊uřezu v̊uči střednicové linii. V nedeformovaném stavu
maj́ı tyto tři derivace polohového vektoru jednotkovou velikost a jsou na sebe kolmé. Při
deformaci se jejich velikost lǐśı od jednotkové velikosti a nemuśı být na sebe kolmé. Z tva-
rových funkćı S3, S4, S7, S8 (4.11) dále vyplývá, že vektory r,y a r,z jsou aproximovány
lineárně v x.
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Obrázek 4.2.: Obecný pohyb poddajného tělesa.

4.1.2. Odvozeńı elastických sil

Pro odvozeńı elastických sil nosńıkového elementu, respektive matice tuhosti elementu,
lze postupovat dvěma zp̊usoby [70]. Prvńı zp̊usob využ́ıvá obecné postupy mechaniky
kontinua, druhý zp̊usob je označován jako elastic line approach [24] a spoč́ıvá v tom, že
všechny deformace, prodloužeńı, smyk, torze a ohyb, jsou vyhodnoceny na střednicové li-
nii nosńıku. Bez ohledu na to, jaký zp̊usob odvozeńı elastických sil je použit, je výsledkem
nelineárńı vektor elastických sil elementu, respektive nelineárńı matice tuhosti elementu.
Vzhledem k tomu, že vyjádřeńı elastických sil vede ke komplikovanému tvaru matice
tuhosti elementu, je vhodné pro jej́ı konkrétńı určeńı použ́ıt software pro symbolické
zpracováńı matematických výraz̊u nebo př́ıslušné integrály vyřešit numericky, např́ıklad
pomoćı Gaussovy kvadratury.

Př́ıstup dle obecných postup̊u mechaniky kontinua

Na obr. 4.2 je znázorněn obecný pohyb poddajného tělesa z referenčńı konfigurace, při
které čas t = 0, do okamžité konfigurace v čase t. Poloha libovolného bodu P0 v referenčńı
konfiguraci je dána polohovým vektorem r0. Během pohybu a deformace tělesa dojde
k posunut́ı zkoumaného bodu o vektor u do bodu P okamžité konfigurace, jehož poloha
je určena polohovým vektorem r. Při využit́ı obecných princip̊u mechaniky kontinua
pro odvozeńı elastických sil [81, 24, 70] je nejdř́ıve nutné vyjádřit deformačńı gradient
z Lagrangeova popisu kinematiky kontinua jako

F =
∂r

∂r0
=
∂r

∂x

∂x

∂r0
=
∂r

∂x

(
∂r0
∂x

)−1
=
∂r

∂x
J−10 , (4.12)

kde r0 = S(x)e0 odpov́ıdá polohovému vektoru zkoumaného bodu P0 v referenčńı kon-
figuraci, který je vyjádřen pomoćı tvarových funkćı, a r = S(x)e odpov́ıdá polohovému
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4. Absolute nodal coordinate formulation

vektoru zkoumaného bodu v okamžité konfiguraci po obecném pohybu a deformaci pod-
dajného tělesa. Vektor x je vektor lokálńıch souřadnic x = [x, y, z]T a J0 je Jacobiho
matice transformace souřadnic v bodě P0 referenčńı konfigurace.

Green–Lagrange̊uv tenzor deformace má pak tvar [24]

εG =
1

2

(
FTF− I

)
, (4.13)

kde I odpov́ıdá jednotkové matici. Po dosazeńı vztahu pro deformačńı gradient (4.12)
má tenzor deformace podobu

εG =
1

2

[
J−T0

(
∂r

∂x

)T
∂r

∂x
J−10 − I

]
. (4.14)

Dosazeńım r0 = S(x)e0 a r = S(x)e lze vztah (4.14) přepsat na tvar

εG =
1

2

 rT,X1
r,X1 − 1 rT,X1

r,X2 rT,X1
r,X3

rT,X2
r,X2 − 1 rT,X2

r,X3

sym. rT,X3
r,X3 − 1

 . (4.15)

Jak je zmı́něno v článku [70], jako referenčńı konfigurace může být uvažována počátečńı
nezdeformovaná konfigurace, kdy centrálńı osa x nosńıkového elementu splývá s globálńı
osou X1 a uzel i ANCF elementu lež́ı v počátku globálńıho souřadnicového systému,
který je uvažován jako kartézský. Uzlové souřadnice prvku takové referenčńı konfigurace
jsou

e0 =


 0

0
0

T 1
0
0

T 0
1
0

T 0
0
1

T le
0
0

T 1
0
0

T 0
1
0

T 0
0
1

T

T

. (4.16)

Z porovnáńı těchto uzlových souřadnic referenčńı konfigurace a uzlových souřadnic ele-
mentu v obecném čase (4.3) je patrné, že jednotlivé parciálńı derivace polohových vek-
tor̊u uzl̊u ANCF elementu v referenčńı konfiguraci jsou totožné s jednotkovými vektory
os globálńıho souřadnicového systému X1X2X3. Vynásobeńım matice tvarových funkćı
(4.10) a vektoru uzlových souřadnic uvažované referenčńı konfigurace elementu (4.16)
lze polohový vektor libovolného bodu elementu nosńıku v referenčńı konfiguraci vyjádřit
pomoćı lokálńıch souřadnic elementu jako

r0 = S(x)e0 = [x, y, z]T = x. (4.17)

Jacobiho matice J0 se v tomto př́ıpadě stává jednotkovou I matićı rozměru 3 × 3, viz
následuj́ıćı úprava

J0 =
∂r0
∂x

=
∂x

∂x
= I. (4.18)
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4. Absolute nodal coordinate formulation

V př́ıpadě modelováńı zalomených nosńıkových struktur či nosńıkových struktur obsa-
huj́ıćıch T-kusy již nemuśı být Jacobiho matice ekvivalentńı s jednotkovou matićı, refe-
renčńı konfigurace nebude odpov́ıdat vztahu (4.16). Vı́ce lze nalézt v [24].

Deformačńı tenzor z pravé strany rovnice (4.15) obsahuje celkem 6 nezávislých
složek, které lze s využit́ım definované referenčńı konfigurace a vztahu pro Jacobiho
matici J0 (4.18) zapsat do vektoru poměrných deformaćı ε

ε = [εx, εy, εz, 2εxy, 2εxz, 2εyz] , (4.19)

jehož složky jsou

εx = 1
2
(rT,xr,x − 1), εy = 1

2
(rT,yr,y − 1), εz = 1

2
(rT,zr,z − 1),

εxy = 1
2
rT,xr,y, εxz = 1

2
rT,xr,z, εyz = 1

2
rT,yr,z,

(4.20)

Pro deformačńı energii elementu o objemu Ve plat́ı vztah

Ue =
1

2

∫
Ve

σTεdVe, (4.21)

kde σ je vektor obsahuj́ıćı šest složek tenzoru napět́ı. Za předpokladu homogenńıho
izotropńıho elastického materiálu lze uvažovat Hooke̊uv zákon ve tvaru σ = Eε s matićı
elastických konstant [71]

E =


λ+ 2µ λ λ 0 0 0
λ λ+ 2µ λ 0 0 0
λ λ λ+ 2µ 0 0 0
0 0 0 µ 0 0
0 0 0 0 µ 0
0 0 0 0 0 µ

 , (4.22)

kde Laméovy konstanty maj́ı tvar

λ =
Eν

(1 + ν)(1− 2ν)
, µ =

E

2(1 + ν)
= G (4.23)

a E je Young̊uv modul pružnosti v tahu, ν je Poissonovo č́ıslo a G je modul pružnosti
ve smyku. Dosazeńım Hookova zákonu do rovnice (4.21) je deformačńı energie vyjádřena
vztahem

Ue =
1

2

∫
Ve

εTEεdVe =

=

∫
Ve

[
λ+ 2µ

2
(ε2x + ε2y + ε2z) + λ(εxεy + εyεz + εxεz) + 2µ(ε2xy + ε2xz + ε2yz)

]
dVe.

(4.24)
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Vektor elastických sil elementu je vyjádřen jako parciálńı derivace deformačńı energie
elementu podle vektoru uzlových souřadnic, což lze zapsat

Qe =
∂Ue
∂e

=

=

∫
Ve

[
λ+ 2µ

2

(
2εx

∂εx
∂e

+ 2εy
∂εy
∂e

+ 2εz
∂εz
∂e

)
+

+ λ

(
εx
∂εy
∂e

+
∂εx
∂e

εy + εy
∂εz
∂e

+
∂εy
∂e

εz + εx
∂εz
∂e

+
∂εx
∂e

εz

)
+

+ 2µ

(
2εxy

∂εxy
∂e

+ 2εxz
∂εxz
∂e

+ 2εyz
∂εyz
∂e

)]
dVe.

(4.25)

Parciálńı derivace jednotlivých složek vektoru poměrných deformaćı ze vztahu (4.25) lze
vyjádřit

∂εi
∂e

=
∂

∂e

[
1

2

(
rT,ir,i − 1

)]
=

1

2

∂

∂e

(
eTST,iS,ie− 1

)
= ST,iS,ie , (4.26)

kde i ∈ {x, y, z}, a dále

∂εij
∂e

=
∂

∂e

(
1

2
rT,ir,j

)
=

1

2

∂

∂e

(
eTST,iS,je

)
= ST,iS,je , (4.27)

kde i ∈ {x, y, z}, j ∈ {x, y, z} a i 6= j. Pokud je pro výpočet integrálu ve výrazu (4.25)
použita numerická Gaussova kvadratura, která je popsána v kapitole 6.4, lze pro konkrétńı
Gaussovy body napoč́ıtat matice S,i před samotnou simulaćı v rámci tzv. preprocessingu.
Vektor elastických sil je pak možné v každém časovém kroku během simulace napoč́ıtat
pomoćı několika algebraických operaćı, což má pozitivńı vliv na urychleńı výpočtu.

Vektor elastických sil elementu (4.25) lze rozepsat jako součin

Qe = Kcma
full(e)e, (4.28)

kde Kcma
full(e) vyjadřuje nelineárńı matici tuhosti plně parametrizovaného nosńıkového

ANCF elementu závislou na vektoru uzlových souřadnic e, která byla odvozena pomoćı
postup̊u mechaniky kontinua. Konkrétńı vyjádřeńı této matice je součást́ı př́ılohy A.1.

Elastic line approach

Tento př́ıstup využ́ıvá stejný kinematický popis nosńıkového prvku, ale všechny typy
deformaćı jsou vyhodnoceny na střednicové linii nosńıkového elementu [24, 29, 61]. Pro
jednotlivé parciálńı derivace polohového vektoru na střednicové linii plat́ı

r0,x = r,x(x, 0, 0), r0,y = r,y(x, 0, 0), r0,z = r,z(x, 0, 0). (4.29)

Zde je nutné podotknout, že nejdř́ıve je polohový vektor derivován a až následně jsou
dosazeny nuly za parametry y a z. Pokud by to bylo naopak, v př́ıpadě r0,y a r0,z by

32



4. Absolute nodal coordinate formulation

výsledkem byly nulové vektory. Vektor r0,x vyjadřuje tečnu ke střednicové linii elementu,
zat́ımco vektory r0,y a r0,z definuj́ı tečny k pr̊uřezovým souřadnićım y a z vyjádřené
na střednicové linii. Vzhledem k tomu, že ve směrech y a z jsou posuvy aproximovány
lineárńı funkćı a že vektory r,y a r,z jsou lineárně závislé jen na souřadnici x (to plyne
z funkćı S3, S4, S7, S8 výrazu (4.11)), bude platit r0,y = r,y a r0,z = r,z, tedy že tečny
k pr̊uřezovým souřadnićım budou pro dané x konstantńı.

Pro plně parametrizovaný nosńıkový ANCF element při použit́ı př́ıstupu elastic
line approach je uvažováno celkem 9 obecných deformaćı [70, 61], konkrétně tři poměrná
prodloužeńı ε0x, ε0y, ε0z, deformace (zkos) pr̊uřezu γ0yz, dvě př́ıčné smykové deformace
γ0xy a γ0xz, torzńı deformace κ0x a dvě ohybové deformace κ0y a κ0z. Jejich obecné
vyjádřeńı pomoćı parciálńıch derivaćı polohového vektoru je [70]

ε0x = 1
2
(rT0,xr0,x − 1), ε0y = 1

2
(rT0,yr0,y − 1), ε0z = 1

2
(rT0,zr0,z − 1),

γ0xy = rT0,xr0,y, γ0xz = rT0,xr0,z, γ0yz = rT0,yr0,z,

κ0x = 1
2
(rT0,zr0,xy − rT0,yr0,xz), κ0y = rT0,zr0,xx, κ0z = −rT0,yr0,xx.

(4.30)

Celkovou deformačńı energii elementu Ue lze vyjádřit jako sumu deformačńıch
energíı jednotlivých obecných deformaćı definovaných ve vztahu (4.30). Deformačńı ener-
gie podélného prodloužeńı, deformaćı pr̊uřezu ve směru y a z a zkosu v př́ıpadě prvku
s konstantńım pr̊uřezem má tvar

Ulae =
1

2

4∑
i=1

4∑
j=1

∫
Ve

εiEijεjdVe =
1

2

4∑
i=1

4∑
j=1

∫ le

0

AeεiEijεjdx =

=

∫ le

0

Ae

[
λ+ 2µ

2
(ε20x + ε20y + ε20z) + λ(ε0xε0y + ε0yε0z + ε0xε0z) +

µ

2
γ20yz

]
dx,

(4.31)

kde εi = εj = (ε0x, ε0y, ε0z, γ0yz), Eij odpov́ıdá vztahu (4.22) a Ae je plocha pr̊uřezu
elementu, která vyplynula z vyjádřeńı objemového integrálu. Energie ostatńıch deformaćı
je následně odvozena pomoćı obdobných úprav.

Energie př́ıčných smykových deformaćı je vyjádřena vztahem

Use =
1

2

∫ le

0

(
µAekyγ

2
0xy + µAekzγ

2
0xz

)
dx, (4.32)

kde ky a kz jsou smykové faktory charakterizuj́ıćı pr̊uřez [53]. Deformačńı energie torzńı
deformace elementu je

Ute =
1

2

∫ le

0

Stκ
2
0xdx, (4.33)

kde St = µkxIp odpov́ıdá torzńı tuhosti [77]. Zde kx je smykový distribučńı faktor [77] a
Ip je polárńı moment setrvačnosti pr̊uřezu. Zbývá vyjádřit deformačńı energii ohybových
deformaćı elementu

Ube =
1

2

∫ le

0

(3λ+ 2µ)µ

λ+ µ

(
Iyκ

2
0y + Izκ

2
0z

)
dx, (4.34)
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4. Absolute nodal coordinate formulation

kde Iy a Iz jsou kvadratické momenty pr̊uřezu a (3λ+2µ)µ
λ+µ

= E.
Pro celkovou deformačńı energii plat́ı

Ue = Ulae + Use + Ute + Ube. (4.35)

Vektor elastických sil elementu je pak roven

Qe =
∂Ue
∂e

=
∂Ule
∂e

+
∂Use
∂e

+
∂Ute
∂e

+
∂Ube
∂e

=

=

∫ le

0

{
Ae

[
λ+ 2µ

2

(
2ε0x

∂ε0x
∂e

+ 2ε0y
∂ε0y
∂e

+ 2ε0z
∂ε0z
∂e

)
+

+ λ

(
ε0x

∂ε0y
∂e

+
∂ε0x
∂e

ε0y + ε0y
∂ε0z
∂e

+
∂ε0y
∂e

ε0z + ε0x
∂ε0z
∂e

+
∂ε0x
∂e

ε0z

)
+

+
µ

2

(
2γ0yz

∂γ0yz
∂e

+ 2kyγ0xy
∂γ0xy
∂e

+ 2kzγ0xz
∂γ0xz
∂e

)]
+

+
St
2

(
2κ0x

∂κ0x
∂e

)
+

(3λ+ 2µ)µ

2(λ+ µ)

(
Iy2κ0y

∂κ0y
∂e

+ Iz2κ0z
∂κ0z
∂e

)}
dx =

= Kela
full(e)e,

(4.36)

kde Kela
full(e) je nelineárńı matice tuhosti plně parametrizovaného nosńıkového ANCF

elementu, která byla odvozena př́ıstupem elastic line approach. Tato matice je přehledněji
rozepsána v př́ıloze A.1.

4.1.3. Porovnáńı p̌ŕıstup̊u pro odvozeńı elastických sil

Srovnáńım př́ıstup̊u pro odvozeńı elastických sil se zabývá např́ıklad článek [36], který se
však věnuje pouze 2D ANCF element̊um. Rozd́ılnost př́ıstup̊u pro plně parametrizovaný
3D ANCF nosńıkový element bude nově analyzována v této kapitole.

Za účelem porovnáńı zmı́něných př́ıstup̊u je polohový vektor obecného bodu nosńıku
s lokálńımi souřadnicemi [x, y, z]T (4.5) přepsán do podoby

r = rc + yr,y + zr,z, (4.37)

kde rc = r(x, 0, 0) je polohový vektor bodu na střednicové linii nosńıku. Parciálńı deri-
vace rc podle y nebo z pak vede na nulový vektor. Výrazy yr,y a zr,z vyplývaj́ı mimo jiné
z úpravy rovnice (4.5) nebo také z faktu, že je použita lineárńı aproximace v souřadnićıch
y a z. Parciálńı derivaćı vztahu (4.37) podle souřadnice y je źıskán ekvivalentńı výraz

r,y = rc,y + r,y + yr,yy + zr,zy = r,y. (4.38)

Druhé derivace polohového vektoru r,zy a r,yy vedou k nulovým vektor̊um kv̊uli lineárńı
aproximaci ve směrech y a z. Nulovost vektoru rc,y je popsána výše. Stejné ověřeńı lze
źıskat i pro parciálńı derivaci r,z.
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4. Absolute nodal coordinate formulation

Př́ıstup dle obecných postup̊u mechaniky kontinua

Dosazeńım polohového vektoru (4.37) do vztahu pro poměrné deformace (4.20) lze zapsat
výrazy pro jednotlivá přetvořeńı jako

εx =
1

2

[
(rc + yr,y + zr,z)

T
,x (rc + yr,y + zr,z),x − 1

]
=

=
1

2

(
rTc,xrc,x − 1

)
+
(
yrTc,xr,yx + zrTc,xr,zx

)
+ εres,

(4.39)

εy =
1

2

[
(rc + yr,y + zr,z)

T
,y (rc + yr,y + zr,z),y − 1

]
=

=
1

2

(
rT,yr,y − 1

)
,

(4.40)

εz =
1

2

[
(rc + yr,y + zr,z)

T
,z (rc + yr,y + zr,z),z − 1

]
=

=
1

2

(
rT,zr,z − 1

)
,

(4.41)

εyz =
1

2
(rc + yr,y + zr,z)

T
,y (rc + yr,y + zr,z),z =

=
1

2
rT,yr,z,

(4.42)

εxy =
1

2
(rc + yr,y + zr,z)

T
,x (rc + yr,y + zr,z),y =

=
1

2

(
rTc,xr,y + yrT,yxr,y + zrT,zxr,y

)
,

(4.43)

εxz =
1

2
(rc + yr,y + zr,z)

T
,x (rc + yr,y + zr,z),z =

=
1

2

(
rTc,xr,z + yrT,yxr,z + zrT,zxr,z

)
.

(4.44)

Výraz εres ze vztahu (4.39) obsahuje složky přetvořeńı vyšš́ıho řádu a lze ho vyjádřit ve
tvaru

εres =
1

2

(
y2rT,yxr,yx + 2yzrT,yxr,zx + z2rT,zxr,zx

)
. (4.45)

Elastic line approach

V př́ıpadě odvozeńı př́ıstupem elastic line approach lze snadno dokázat, že

r0,x = rc,x. (4.46)

Jednotlivé složky tenzoru přetvořeńı lze pak źıskat rozborem vztah̊u (4.30) jako

εx = ε0x + yκ0,z + zκ0,y =
1

2

(
rTc,xrc,x − 1

)
+ yrT,yrc,xx − zrT,zrc,xx, (4.47)

35



4. Absolute nodal coordinate formulation

εy = ε0y =
1

2

(
rT,yr,y − 1

)
, (4.48)

εz = ε0z =
1

2

(
rT,zr,z − 1

)
, (4.49)

εyz =
1

2
γ0z =

1

2
rT,yr,z, (4.50)

εxy =
1

2

(
γ0xy + zκ

(1)
0x

)
=

1

2

(
rTc,xr,y + zrT,zxr,y

)
, (4.51)

εxz =
1

2

(
γ0xz + yκ

(2)
0x

)
=

1

2

(
rTc,xr,z + yrT,yxr,z

)
, (4.52)

Člen 1
2
zκ

(1)
0x = 1

2
zrT,zxr,y z výrazu (4.51) a člen 1

2
yκ

(2)
0x = 1

2
yrT,yxr,z z výrazu (4.52)

jsou př́ıspěvky k daným přetvořeńım od torzńı deformace κ0x = 1
2

(
κ
(2)
0x − κ

(1)
0x

)
.

Porovnáńı p̌ŕıstup̊u

Porovnáńım vztah̊u (4.39) až (4.52) lze doj́ıt k následuj́ıćım závěr̊um:

1. Při odvozeńı podélné složky přetvořeńı εx pomoćı elastic line approach jsou za-
nedbány složky vyšš́ıho řádu εres, jejich vliv na ohyb nosńıku je však v běžných
aplikaćıch nevýznamný.

2. Ohybová složka podélného přetvořeńı εx má u obou př́ıstup̊u jiný tvar, viz po-
rovnáńı (4.39) a (4.47). Tyto tvary nejsou ekvivalentńı kv̊uli rozd́ılné definici ohy-
bového převořeńı, které do axiálńıho přetvořeńı přisṕıvá, což může vést k rozd́ılné
ohybové tuhosti prvk̊u. Testovaćı simulace dokazuj́ıćı rozd́ılnost ohybové tuhosti
jsou popsány např́ıklad v článku [70].

3. Pr̊uřezová přetvořeńı εy, εz a εyz jsou u obou př́ıstup̊u totožná.

4. V př́ıpadě elastic line approach jsou zanedbány smykové deformace yrT,yxr,y z výrazu
pro εxy a dále zrT,zxr,z z výrazu pro εxz, viz vztahy (4.43), (4.51) a (4.44), (4.52).

Jak ukázaly četné studie, např. [36, 61, 70] při př́ıstupu dle obecných princip̊u me-
chaniky kontinua docháźı při simulaćıch tenkých nosńık̊u s vysokou tuhost́ı k tzv. locking
problémům (uzamykáńı prvku), kdy prvek vykazue větš́ı tuhost, než by měl mı́t. Toto
nerealistické chováńı je dále charakterizováno výskytem vysokých vlastńıch frekvenćı spo-
jených s pr̊uřezovými deformacemi, které mohou dále činit pot́ıže při numerické integraci
v čase. Důvodem vzniku uzamykáńı u prvku, jehož elastické śıly byly odvozeny pomoćı
obecných př́ıstup̊u mechaniky kontinua, je předevš́ım výskyt výraz̊u εres (bod 1.), yrT,yxr,y
a zrT,zxr,z (bod 4.), které zapř́ıčiňuj́ı silnou vazbu mezi ohybem a pr̊uřezovými deforma-
cemi. Př́ıstup elastic line approach tyto výrazy neobsahuje, je tedy vhodněǰśı pro tenké
nosńıky s vyšš́ı tuhost́ı, kdy se zmı́něné složky neuplatňuj́ı v takové mı́̌re. Zdroje [36, 61]
uváděj́ı, že silná vazba mezi pr̊uřezovými deformacemi a ohybem může mı́t významný
vliv v př́ıpadě velmi poddajných nosńıkových struktur (např́ıklad lana, vlákna apod.),
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4. Absolute nodal coordinate formulation

proto v takových př́ıpadech doporučuj́ı použit́ı př́ıstupu dle obecných princip̊u mechaniky
kontinua.

Literatura [61, 70] dále popisuje vylepšeńı př́ıstupu elastic line approach pomoćı
Hellinger–Reissner principu, který dovoluje volnou definici pole pozic r a distribuce
napět́ı. U tohoto př́ıstupu se vycháźı z předpokladu lineárńıho rozložeńı smykových napět́ı
ve směru střednicové linie elementu a zavád́ı se lineárńı tvarové funkce pro vyjádřeńı
těchto smykových napět́ı v závislosti na smykových napět́ıch v krajńıch uzlech elementu.
Vı́ce o tomto vylepšeńı se lze dozvědět ve zmı́něné literatuře.

4.1.4. Odvozeńı setrvačných sil

Jedna z vlastnost́ı př́ıstupu ANCF je, že po odvozeńı setrvačných sil p̊usob́ıćıch na ele-
ment je źıskána konstantńı matice hmotnosti prvku [72, 64], která je závislá jen na
rozměrech a hustotě nosńıkového prvku. Tato výhoda se projev́ı při numerické simulaci
časově závislých problémů, kdy stač́ı matici hmotnosti napoč́ıtat pouze jednou.

Obecné vyjádřeńı kinetické energie má tvar

Eke =
1

2

∫
Ve

ρṙT ṙdVe, (4.53)

kde ṙ vyjadřuje časovou derivaci polohového vektoru r a ρ je hustota materiálu. S využit́ım
rovnice (4.9) lze psát ṙ = dr

dt
= Sė. Dosazeńım do rovnice (4.53) a úpravou je źıskán vztah

Eke =
1

2
ėT
∫
Ve

ρSTSdVeė, (4.54)

přičemž předpis pro matici hmotnosti je

Me =

∫
Ve

ρSTSdVe. (4.55)

Vektor setrvačných sil elementu je roven

Qi = Meë. (4.56)

Konkrétńı podobu konstantńı matice tuhosti pro plně parametrizovaný nosńıkový ANCF
element lze nalézt v př́ıloze A.2.

4.1.5. Pohybové rovnice

Celkový model ANCF elementu má podobu

Meë + Ke(e)e = Qek, (4.57)

kde Me je konstantńı matice hmotnosti elementu, Ke(e) je silně nelineárńı matice tuhosti
elementu a Qek odpov́ıdá vektoru vněǰśıch sil. Jelikož je ANCF založeno na absolutńıch
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4. Absolute nodal coordinate formulation

souřadnićıch, je možné snadno sestavit celkovou pohybovou rovnici diskretizovaného pod-
dajného tělesa ve tvaru

Mq̈ + K(q)q = Qk, (4.58)

kde q je vektor všech uzlových souřadnic poddajného tělesa.
Důležitým prvkem model̊u reálných systémů je tlumeńı. V př́ıpadě ANCF se této

oblasti věnuj́ı např́ıklad autoři praćı [15, 25], kteř́ı při odvozováńı vnitřńıch sil elementu
uvažuj́ı r̊uzné viskoelastické materiály, např́ıklad Kelvin–Voight̊uv, který předpokládá, že
vnitřńı napět́ı je lineárńı kombinaćı poměrné deformace a rychlosti poměrné deformace.
Pro př́ıpad podélných deformaćı lze toto ilustrativně popsat vztahem

σ = Eε+ ηε̇, (4.59)

kde σ je napět́ı nosńıku v podélném směru, E je Young̊uv modul, η je dynamická viskozita
materiálu, ε je poměrná deformace v podélném směru a ε̇ je jej́ı rychlost. Daľśı možnost,
jak respektovat tlumeńı, je využit́ı proporciálńı matice tlumeńı ve tvaru

B(q) = αmM + βkK(q), (4.60)

kde αm a βk jsou konstanty proporcionality. Tento př́ıstup je dále diskutován v práci
[41], kde je zmı́něn též postup źıskáńı těchto konstant z experimentálně naměřených
poměrných útlumů při kmitáńı tenkého nosńıku.

Po zavedeńı tlumeńı je celková pohybová rovnice (4.58) modifikována na tvar

Mq̈ + B(q)q̇ + K(q)q = Qk. (4.61)

V př́ıpadě, kdy je nosńıkové těleso diskretizované pomoćı ANCF př́ıstupu součást́ı
vázaného mechanického systému, jsou k pohybovým rovnićım (4.61) přidány pohybové
rovnice daľśıch těles a dále vazbové rovnice. Vı́ce o pohybových rovnićıch takového
systému lze nalézt v kapitole 5.1.

Poznámka: Při numerickém řešeńı pohybových rovnic (4.61) využ́ıvaj́ı některé me-
tody Jacobiho matici elastických sil, viz kapitola 6.1, kterou lze pro jeden element ana-
lyticky vyjádřit jako

∂Qe

∂e
=


∂Q1

∂e1

∂Q1

∂e2
· · ·

∂Q2

∂e1

∂Q2

∂e2
· · ·

...
...

. . .

 . (4.62)

4.2. Kabelový ANCF element nižš́ıho řádu

Plně parametrizovaný ANCF element slouž́ı předevš́ım pro modelováńı tlustých nosńık̊u,
kde smykové śıly maj́ı nezanedbatelný vliv. Tento př́ıstup je však kv̊uli nelineárńı ma-
tici tuhosti a celkem 24 stupň̊um volnosti připadaj́ıćıch na jeden element velmi výpočtově
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4. Absolute nodal coordinate formulation

náročný. Jelikož kabely a lana svým charakterem odpov́ıdaj́ı předevš́ım tenkým nosńık̊um,
lze přijmout jisté předpoklady, které vedou k vypuštěńı některých stupň̊u volnosti plně
parametrizovaného ANCF elementu [30]. Výsledkem je kabelový element nižš́ıho řádu,
který má menš́ı počet stupň̊u volnosti a je tak méně výpočtově náročný.

Pro tento element je charakteristické, že je pro popis konfigurace využit v každém
uzlu jeden polohový vektor a jedna jeho derivace podle parametru x odpov́ıdaj́ıćıho
axiálńı souřadnici nosńıku. Tento element je navržen tak, aby postihl ohybové chováńı
nosńıku, avšak zároveň nepostihuje torzńı deformaci nosńıku kolem středńı osy a neńı
tak vhodný pro modelováńı torzńıch efekt̊u. Př́ıklad podobného elementu, který nav́ıc
uvažuje torzńı tuhost nosńıku, lze nalézt např. v [82]. Odvozeńı setrvačných sil p̊usob́ıćıch
na element je obdobné jako v podkapitole 4.1.4.

4.2.1. Kinematický popis

Kinematický popis kabelového elementu nižš́ıho řádu je podobný jako v podkapitole 4.1.1.
Rozd́ıl je v tom, že konfigurace nosńıkového elementu je určena pomoćı uzlových polo-
hových vektor̊u r a jejich derivaćı r,x = ∂r

∂x
vyjádřených v globálńım souřadnicovém

systému X1X2X3. Zobecněné souřadnice vybraného uzlu i lze tedy zapsat [30]

e(i) =
[
r(i)T , r(i)T,x

]T
, (4.63)

z čehož vyplývá, že jeden uzel má tři polohové stupně volnosti a tři komponenty derivace
polohového vektoru. Element má celkem 12 stupň̊u volnosti a vektor uzlových souřadnic
je

e =
[
e(i)T , e(j)T

]T
=
[
r(i)T , r(i)T,x , r(j)T , r(j)T,x

]T
. (4.64)

V př́ıpadě tohoto kabelového elementu je globálńı polohový vektor libovolného
střednicového bodu nosńıku r závislý pouze na jednom prostorovém parametru x, který
odpov́ıdá lokálńı axiálńı souřadnici nosńıku. Bázové polynomy použité pro interpolaci
pole posunut́ı jsou následuj́ıćı

φc =
[
1, x, x2, x3

]
. (4.65)

Je patrné, že axiálńı posuv ve směru souřadnice x je aproximován pomoćı kubického po-
lynomu. Z toho vyplývá, že axiálńı a ohybové deformace jsou aproximovány polynomem
stejného řádu, jako tomu bylo v př́ıpadě plně parametrizovaného ANCF nosńıkového ele-
mentu. Polohový vektor r lze s využit́ım neznámých koeficient̊u
ac = [a0, . . . , a3, b0, . . . , b3, c0, . . . , c3, ]

T vyjádřit pomoćı bázových polynomů jako

r =

 a0 + a1x+ a2x
2 + a3x

3

b0 + b1x+ b2x
2 + b3x

3

c0 + c1x+ c2x
2 + c3x

3

 = Φc(x) · ac(t), (4.66)

kde matice Φc má podobu

Φc =

 φc 01,4 01,4

01,4 φc 01,4

01,4 01,4 φc

 . (4.67)
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Dosazeńım lokálńı souřadnice x = 0 uzlu i a x = le uzlu j do vztahu pro polohový vektor
(4.66) a jeho derivace lze vektor uzlových souřadnic kabelového ANCF nosńıku (4.64)
vyjádřit jako

e = Nc(x) · ac(t), (4.68)

kde Nc je matice velikosti 12× 12. Odtud vyjádřený vektor koeficient̊u ac je

ac = N−1c · e. (4.69)

Po úpravě vztahu (4.66) lze polohový vektor zapsat

r = ΦcN
−1
c · e = S(x)e = [S1I, S2I, S3I, S4I] e. (4.70)

Pro tvarové funkce plat́ı

S1 = 1− 3ξ2 + 2ξ3, S2 = le(ξ − 2ξ2 + ξ3),
S3 = 3ξ2 − 2ξ3, S4 = le(−ξ2 + ξ3),

(4.71)

kde ξ = x/le je bezrozměrný parametr.

4.2.2. Odvozeńı elastických sil

Kabelový element nižš́ıho řádu uvažuje pouze elastické śıly vzniklé od ohybu a podélného
přetvořeńı. Výhodné je rozdělit výpočet elastických sil do dvou část́ı [30], kdy v prvńı části
jsou určeny elastické śıly od podélného přetvořeńı a v druhé části jsou určeny elastické
śıly od ohybu, které jsou založeny na vyjádřeńı křivosti deformované střednicové linie
nosńıkového elementu.

Axiálńı přetvořeńı určené na základě Greenova tenzoru přetvořeńı má tvar

εx =
1

2
(rT,xr,x − 1). (4.72)

Deformačńı energii podélné deformace lze s využit́ım vztahu pro axiálńı přetvořeńı vyjá-
dřit

Ule =
1

2

∫ le

0

AeEε
2
xdx. (4.73)

Křivost κ střednice nosńıku je odvozena ze Seret–Frenetových vztah̊u [5, 30] jako

κ =
|r,x × r,xx|
|r,x|3

. (4.74)

Pokud je uvažována stejná ohybová tuhost pro oba př́ıčné směry y a z (tzn. osově sy-
metrický pr̊uřez kabel̊u či lan) [30], lze deformačńı energii ohybové deformace vyjádřit
jako

Ube =
1

2

∫ le

0

IeEκ
2dx, (4.75)
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4. Absolute nodal coordinate formulation

kde Ie představuje kvadratický moment pr̊uřezu. Celková deformačńı energie elementu
má tvar

Ue = Ule + Ube =
1

2

∫ le

0

E
(
Aeε

2
x + Ieκ

2
)

dx. (4.76)

Odtud lze vnitřńı elastické śıly elementu vyjádřit jako

Qe =
∂Ue
∂e

= Qle + Qbe =

∫ le

0

E

(
Aeεx

∂εx
∂e

+ Ieκ
∂κ

∂e

)
dx =

= Klow(e)e = [Kle(e) + Kbe(e)] e,

(4.77)

kde symbolem Klow(e) je označena nelineárńı matice tuhosti ANCF nosńıkového ele-
mentu nižš́ıho řádu, kterou lze rozdělit na matici podélné tuhosti Kle(e) a matici ohybové
tuhosti Kbe(e). Vzhledem ke složitosti formulace křivosti (4.74) je analytické vyjádřeńı ne-
lineárńı matice tuhosti téměř nemožné, zejména pak analytický výpočet integrálu, který
obsahuje součin křivosti a parciálńı derivace křivosti podle vektoru uzlových souřadnic.
V analytickém určeńı selhaly i symbolické úpravy výraz̊u v programu MATLAB verze
R2015b prováděné autorem této práce. Pro určeńı matice tuhosti je tedy vhodné použ́ıt
numerické metody, např́ıklad Gaussovu kvadraturu jak je popsána v kapitole 6.4.

Numerická integrace pro źıskáńı matice tuhosti v každém výpočetńım kroku může
být však pro takto složité a nelineárńı výrazy velmi časově náročná. Je tedy výhodné
zabývat se úpravou integrandu výrazu (4.77) takovým zp̊usobem, aby bylo možné co
nejv́ıce výraz̊u předpoč́ıtat pro zadané Gaussovy body během fáze preprocessingu, tedy
před samotným spuštěńım výpočtu. Následuj́ıćı postup, který dále rozvád́ı úpravu sepsa-
nou v článku [30], je jedńım z hlavńıch př́ınos̊u této dizertačńı práce. Derivaćı křivosti
podle vektoru uzlových souřadnic s užit́ım pravidla o derivaci pod́ılu je źıskán vektor
velikosti 12× 1 ve tvaru

∂κ

∂e
=

∂

∂e

|r,x × r,xx|
|r,x|3

=
1

|r,x|6

(
|r,x|3

∂|r,x × r,xx|
∂e

− |r,x × r,xx|
∂|r,x|3

∂e

)
. (4.78)

Pro zjednodušeńı zápisu je zavedena náhrada v = (r,x × r,xx). V daľśıch úpravách jsou
využity následuj́ıćı platné rovnosti

r,x = S,xe,

r,xx = S,xxe,

|r,x| =
(
rT,xr,x

) 1
2 =

(
eTST,xS,xe

) 1
2 ,

|v| =
(
vTv

) 1
2 .

(4.79)

Problematické z hlediska vyjádřeńı jsou předevš́ım parciálńı derivace uvnitř závorky
výrazu (4.78). Složku i vektoru ∂|r,x×r,xx|

∂e
lze vyjádřit jako parciálńı derivaci vektorového

součinu |v| podle uzlové souřadnice ei, tedy(
∂|r,x × r,xx|

∂e

)
i

=
∂|v|
∂ei

=
∂

∂ei

(
vTv

) 1
2 =

=
1

2
· 2 ·

(
vTv

)− 1
2

[
vT
(
∂r,x
∂ei
× r,xx + r,x ×

∂r,xx
∂ei

)]
.

(4.80)
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4. Absolute nodal coordinate formulation

Ve vztahu (4.80) si lze povšimnout možné úpravy vektorových součin̊u. Prvńı vektorový
součin lze s pomoćı výraz̊u (4.79) zapsat

∂r,x
∂ei
× r,xx =

(
∂S,xe

∂ei

)
× (S,xxe) =

(
S,x

∂e

∂ei

)
× (S,xxe) = S(:, i)

,x × (S,xxe) . (4.81)

V úpravě (4.81) bylo využito faktu, že parciálńı derivace vektoru uzlových souřadnic
podle uzlové souřadnice ei, tedy ∂e

∂ei
, odpov́ıdá vektoru, který má na pozici i jedničku a

zbytek prvk̊u jsou nuly. Skalárńı součin S,x
∂e
∂ei

lze pak zapsat jako S
(:, i)
,x , což odpov́ıdá

sloupci i parciálńı derivace matice tvarových funkćı, kde i = 1, 2, . . . , 12 a symbol :
v horńım indexu znač́ı výběr všech prvk̊u daného sloupce i. Rozepsáńım a daľśı úpravou
vektorového součinu (4.81) lze źıskat tvar

S(:,i)
,x × (S,xxe) =

 S
(2, i)
,x · S(3, :)

,xx e− S
(3, i)
,x · S(2, :)

,xx e

S
(3, i)
,x · S(1, :)

,xx e− S
(1, i)
,x · S(3, :)

,xx e

S
(1, i)
,x · S(2, :)

,xx e− S
(2, i)
,x · S(1, :)

,xx e

 =

=


(
S
(2, i)
,x · S(3, :)

,xx − S
(3, i)
,x · S(2, :)

,xx

)
e(

S
(3, i)
,x · S(1, :)

,xx − S
(1, i)
,x · S(3, :)

,xx

)
e(

S
(1, i)
,x · S(2, :)

,xx − S
(2, i)
,x · S(1, :)

,xx

)
e

 =

=

 S
(2, i)
,x · S(3, :)

,xx − S
(3, i)
,x · S(2, :)

,xx

S
(3, i)
,x · S(1, :)

,xx − S
(1, i)
,x · S(3, :)

,xx

S
(1, i)
,x · S(2, :)

,xx − S
(2, i)
,x · S(1, :)

,xx

 e = 1Aie,

(4.82)

kde matice 1Ai rozměru 3× 12 je pro konkrétńı Gaussovy body konstantńı a lze ji tedy
předpoč́ıtat před simulaćı. Obdobným postupem lze upravit druhý vektorový součin ze
závorky ve vztahu (4.80) s využit́ım antikomutativńı vlastnosti vektorového součinu, tedy

r,x ×
∂r,xx
∂ei

= −∂r,xx
∂ei

× r,x = −S(:, i)
,xx × (S,xe) = −2Aie. (4.83)

Nyńı lze rovnici (4.80) přepsat do tvaru

∂|v|
∂ei

=
(
vTv

)− 1
2
[
vT (1Aie− 2Aie)

]
=
(
vTv

)− 1
2 vT 3Aie, (4.84)

kde matice 3Ai = 1Ai − 2Ai. Rozborem jednotlivých část́ı výrazu (4.84) lze zjistit, že

• ∂|v|
∂ei

je prvek i vektoru ∂|v|
∂e

, jehož rozměr je 12× 1,

•
(
vTv

)− 1
2 je skalárńı veličina,

• vT je vektor o rozměrech 1× 3,

• 3Ai je matice s rozměry 3× 12,

42



4. Absolute nodal coordinate formulation

• e je vektor uzlových souřadnic velikosti 12× 1.

Celkově lze vektor ∂|v|
∂e

následně zapsat ve tvaru

∂|v|
∂e

= V ·Acomp · e, (4.85)

kde

V =



(
vTv

)− 1
2 vT 0 0 · · · 0

0
(
vTv

)− 1
2 vT 0 · · · 0

0 0
(
vTv

)− 1
2 vT 0

...
...

. . .
...

0 0 · · ·
(
vTv

)− 1
2 vT


, (4.86)

je matice velikosti 12× 36 a matice

Acomp =


3A1

3A2
...

3A12

 (4.87)

je matice o rozměrech 36 × 12, kterou je možné kompletně předpoč́ıtat. T́ımto byla
upravena prvńı parciálńı derivace uvnitř závorky pravé strany vztahu (4.78).

Druhý výraz uvnitř závorky pravé strany vztahu (4.78), který obsahuje parciálńı
derivaci, lze upravit následuj́ıćım zp̊usobem

∂|r,x|3

∂e
=

∂

∂e

(
rT,xr,x

) 3
2 = 3

(
rT,xr,x

) 1
2

(
∂r,x
∂e

r,x

)
= 3

(
eTST,xS,xe

) 1
2
(
ST,xS,xe

)
. (4.88)

Ve vztahu (4.88) je možné pro konkrétńı Gaussovy body přepoč́ıtat součiny derivovaných
tvarových matic ST,xS,x.

Nyńı může být parciálńı derivace křivosti podle vektoru uzlových souřadnic (4.78)
přepsána na tvar

∂κ

∂e
=

1(
eTST,xS,xe

)3 [(eTST,xS,xe
) 3

2 VAcomp − 3
(
vTv

) 1
2
(
eTST,xS,xe

) 1
2 ST,xS,x

]
e. (4.89)

Nelineárńı matici ohybové tuhosti elementu pak lze vyjádřit jako

Kbe(e) = IE

∫ le

0

(
vTv

) 1
2(

eTST,xS,xe
) 9

2

[(
eTST,xS,xe

) 3
2 VAcomp−

−3
(
vTv

) 1
2
(
eTST,xS,xe

) 1
2 ST,xS,x

]
dx.

(4.90)
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4. Absolute nodal coordinate formulation

Jak již bylo zmı́něno dř́ıve, výrazy ST,xS,x, Acomp je možné pro konkrétńı Gaussovy body
předpoč́ıtat. Nav́ıc lze ve výrazu v = (r,x × r,xx) = (S,xe) × (S,xxe) předpoč́ıtat pro
zvolené Gaussovy body i matice S,x a S,xx.

Na základě předcházej́ıćıch vztah̊u je možné Gaussovou kvadraturou numericky
vyč́ıslit matici ohybové tuhosti elementu v každém integračńım kroku pomoćı několika
algebraických operaćı s využit́ım předpoč́ıtaných matic, jejichž rozměry jsou malé (ma-
ximálńı rozměr je u matice Acomp roven 36), takže zaberou zanedbatelné množstv́ı paměti
poč́ıtače.

Celková podoba nelineárńı matice tuhosti Klow(e) ANCF nosńıkového elementu
nižš́ıho řádu zohledňuj́ıćı podélnou a ohybovou tuhost je součást́ı př́ılohy A.1.

4.3. Speciálńı p̌ŕıpad tenkých rovinných ANCF
nosńıkových element̊u

Práce [5] detailně popisuje možnosti zjednodušeńı odvozeńı elastických sil při modelováńı
rovinných úloh. Metoda ANCF pro rovinný př́ıpad je pak efektivněǰśı a lépe využitelná.
Kinematický popis tenkého rovinného ANCF nosńıkového elementu je obdobný jako
v podkapitole 4.2.1 a postup pro źıskáńı setrvačných sil je stejný jako v podkapitole 4.1.4
[62]. V jednodušš́ım př́ıpadě rovinných element̊u je však snazš́ı odvodit konkrétńı tvar
matice tuhosti než u předchoźıch prostorových element̊u, kdy pro výpočet elastických sil
je nutné použ́ıt software pro symbolické zpracováńı matematických výraz̊u nebo využ́ıt
numerickou Gaussovu integračńı metodu.

Při odvozeńı elastických sil je možno postupovat v́ıce zp̊usoby [63, 4, 5]. V této
práci je postupováno podobně jako v kapitole 4.2.2, tedy celková deformačńı energie je
rozdělena na deformačńı energie podélné deformace a ohybové (př́ıčné) deformace. Dále
je uvažován předpoklad, že pr̊uřezy nosńıkového elementu z̊ustávaj́ı rovinné a kolmé na
střednici nosńıku. Výchoźımi vztahy jsou rovnice pro axiálńı přetvořeńı (4.72) a rovnice
pro vyjádřeńı křivosti střednice nosńıku (4.74). Tyto základńı vztahy vedou ke stejnému
obecnému vyjádřeńı elastických sil jako v př́ıpadě kapitole 4.2.2. Za jistých předpoklad̊u
lze však vyjádřeńı elastických sil zjednodušit.

Práce [5] představila tři verze podélných elastických sil označených L1, L2 a L3. Mo-
del L1 uvažuje zjednodušuj́ıćı předpoklad, že axiálńı přetvořeńı je konstantńı po celé délce
elementu. Tento předpoklad vede k výraznému zjednodušeńı nelineárńı matice podélné
tuhosti elementu a při simulaćıch docháźı ke sńıžeńı výpočtového času. Model L2 uvažuje
obecný př́ıpad podélných deformaćı a model L3 vycháźı z modelu L2, ale uvažuje jen malé
podélné deformace. Dále byly představeny dva modely př́ıčných sil T1 a T2. Model T1
uvažuje malé podélné deformace, což vede ke zjednodušeńı výrazu pro křivost střednice
elementu a matice př́ıčné tuhosti elementu je lineárńı. U modelu T2 je přijat předpoklad
konstantńıho axiálńıho přetvořeńı pro odvozeńı př́ıčných sil.

Různé modely podélných a př́ıčných sil pak společně tvoř́ı celkem čtyři druhy ro-
vinných ANCF nosńıkových element̊u, konkrétně L1T1, L2T1, L3T1 a L2T2 [5]. V této
práci je popsán nejobecněǰśı př́ıpad L2T2 elementu.
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X1

X2

r(0)
r(le)

r(x)

τ(0)

τ(le)

Obrázek 4.3.: Rovinný nosńıkový ANCF element.

4.3.1. Kinematický popis

Na obrázku 4.3 je znázorněn rovinný nosńıkový ANCF element délky le. Pozici libo-
volného bodu nosńıku r(x) = [r1(x), r2(x)]T danou parametrem x v globálńım souřadni-
covém systému lze vyjádřit

r(x) = S(x)e, e = [e1, e2, . . . , e8]
T , (4.91)

kde x ∈ 〈0, le〉, S ∈ R2,8 je globálńı matice tvarových funkćı a e je vektor absolutńıch
uzlových souřadnic. Ten je tvořený posuvy v globálńım souřadnicovém systému X1X2

e1 = r1(0), e2 = r2(0), e5 = r1(le), e6 = r2(le) (4.92)

a složkami tečen τ (x) = [τ1(x), τ2(x)]T v uzlech elementu, které jsou definovány jako

e3 = τ1(0) = ∂r1(0)
∂x

, e4 = τ2(0) = ∂r2(0)
∂x

,

e7 = τ1(le) = ∂r1(le)
∂x

, e8 = τ2(le) = ∂r2(le)
∂x

.
(4.93)

Matice tvarových funkćı pro rovinný nosńıkový element lze vyjádřit

S = [s1I, s2I, s3I, s4I], I =

[
1 0
0 1

]
, (4.94)

kde funkce si = si(x) maj́ı tvar

s1 = 1− 3ξ2 + 2ξ3, s2 = le(ξ − 2ξ2 + ξ3),
s3 = 3ξ2 − 2ξ3, s4 = le(ξ

3 − ξ2), (4.95)

kde ξ = x/le.

4.3.2. Model podélných elastických sil L2

Při odvozeńı podélných elastických sil je vektor uzlových souřadnic e zapsán jako suma
dvou vektor̊u

e = er + ef , (4.96)
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4. Absolute nodal coordinate formulation

kde er reprezentuje uzlové souřadnice při libovolném tuhém pohybu tělesa (pohyb, při
kterém nedocháźı k deformaci) a lze jej vyjádřit jako

er = [r1, r2, cos θ, sin θ, r1 + le cos θ, r2 + le sin θ, cos θ, sin θ]T , (4.97)

kde r1 a r2 jsou složky polohového vektoru r(x = 0) a θ představuje rotaci tuhého tělesa.
Pro axiálńı přetvořeńı s využit́ım vztahu (4.91) plat́ı

εx =
1

2

(
rT,xr,x − 1

)
=

1

2

(
eTST,xS,xe− 1

)
=

1

2

(
1

l2e
eTST,ξS,ξe− 1

)
. (4.98)

Zde bylo využito pravidlo derivace složené funkce S,x = S,ξ
∂ξ
∂x

= S,ξ
1
le

. Derivace axiálńıho
přetvořeńı podle vektoru uzlových souřadnic lze vyjádřit

∂εx
∂e

=
1

l2e
ST,ξS,ξe. (4.99)

Deformačńı energie podélné deformace Ule lze zapsat vztahem (4.73) a vektor Qle elas-
tických sil od podélné deformace má pak tvar

Qle =
∂Ule
∂e

=
1

le

∫ 1

0

EAeεxS
T
,ξS,ξe dξ = KL2

le (e)e. (4.100)

Výsledná nelineárńı matice podélné tuhosti elementu KL2
le (e) s uvažováńım konstantńıho

pr̊uřezu Ae a konstantńıho modulu E je

KL2
le (e) =

EAe
le

∫ 1

0

εxS
T
,ξS,ξ dξ. (4.101)

Lze dokázat [5], že při tuhém pohybu je axiálńı přetvořeńı nulové a úpravou ze
vztahu (4.98) plat́ı

1

l2e
eTr ST,ξS,ξer = 1. (4.102)

Dosazeńım vztahu (4.96), kde je vektor uzlových souřadnic definován jako suma dvou
vektor̊u, do obecného vztahu pro axiálńı přetvořeńı (4.98) a s využit́ım identity plynoućı
z axiálńıho přetvořeńı tuhého tělesa (4.102) lze obecné axiálńı přetvořeńı napsat

εx =
1

2l2e
(e− er)

T ST,ξS,ξ (e + er) . (4.103)

Protože je v tomto vztahu vektor er libovolný [5], může být vhodně zvolen jako
er = [0, 0, 1, 0, le, 0, 1, 0]T . Výsledná matice podélné tuhosti elementu KL2

le má pak
strukturu

KL2
le (e) =

EAe
le



A 0 B 0 −A 0 C 0
A 0 B 0 −A 0 C

D 0 −B 0 E 0
D 0 −B 0 E

A 0 −C 0
A 0 −C

sym. F 0
F


. (4.104)
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4. Absolute nodal coordinate formulation

Tato matice je nelineárńı a předpis pro jej́ıch šest koeficient̊u A, B, C, D, E a F lze
nalézt v práci [5] nebo snadno odvodit pomoćı softwaru pro symbolickou úpravu matema-
tických výraz̊u. Tyto koeficienty jsou tvořeny kvadratickými funkcemi uzlových souřadnic.
Výhodou této podoby matice tuhosti je, že některé jej́ı prvky jsou nulové. Pro komplet-
nost této dizertačńı práce je matice KL2

le včetně všech koeficient̊u rozepsána v př́ıloze A.1.
Jiné odvozeńı elastických sil od podélné deformace vycháźı z obecného vztahu pro

matici podélné tuhosti (4.101), do kterého je dosazeno obecné vyjádřeńı axiálńı přetvořeńı
(4.98). Po úpravě v software pro symbolické operace je źıskána matice podélné tuhosti
elementu, která je plná a v obecném př́ıpadě nemá nulové prvky.

4.3.3. Model p̌ŕıčných elastických sil T2

Při odvozeńı př́ıčných (neboli ohybových) sil se vycháźı dle [5] ze vztahu pro infinite-
simálńı délku oblouku

ds =
√

rT,xr,xdx, (4.105)

kde vztah
√

rT,xr,x představuje deformačńı gradient pro podélný směr f = ds
dx

. Vyjádřeńı

př́ıčných sil může být výrazně zjednodušeno, pokud se pro jejich odvozeńı uvažuje kon-
stantńı podélná deformace. Za účelem dosažeńı tohoto předpokladu je vhodné rozdělit
těleso na dostatečné množstv́ı element̊u. Tento předpoklad vede ke konstantńımu de-
formačńımu gradientu ve tvaru

f̄ =
ds

dx
= konst. (4.106)

Křivost dle Serret–Frenetových vztah̊u lze vyjádřit mimo jiné jako

κ =

∣∣∣∣d2r

ds2

∣∣∣∣ . (4.107)

Druhou derivaci polohového vektoru podle oblouku lze s využit́ım vztahu (4.106) a zna-
losti pravidel derivaćı parametricky zadaných funkćı upravit

d2r

ds2
=

d2r
dx2

ds
dx
− dr

dx
d2s
dx2(

ds
dx

)3 =
d2r

dx2

(
dx

ds

)2

− dr

dx

d2s

dx2

(
dx

ds

)3

. (4.108)

Protože uvažujeme podélnou deformaci f̄ = ds
dx

konstantńı, jej́ı derivace bude rovna nule,
a proto na pravé straně vztahu (4.108) bude druhý člen nulový. Vztah pro křivost (4.107)
lze přepsat

κ =

∣∣∣∣∣d2r

dx2

(
dx

ds

)2
∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣r,xx 1

f̄ 2

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ 1

l2e
S,ξξe

1

f̄ 2

∣∣∣∣ . (4.109)
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4. Absolute nodal coordinate formulation

Deformačńı energie př́ıčné deformace Ube lze zapsat vztahem (4.75), pro konstantńı E a
Ie a po dosazeńı vztahu pro křivost (4.109) má pak tvar

Ube =
EIe

2
le

∫ 1

0

κ2dξ =
EIe
2l3e

1

f̄ 4
eT
∫ 1

0

ST,ξξS,ξξdξe. (4.110)

Výsledný vektor př́ıčných elastických sil elementu je pak roven

Qbe =
∂Ube
∂e

= KT2
be (e) e, (4.111)

kde Kbe je matice př́ıčné tuhosti elementu, jej́ıž konkrétńı tvar podle [5] lze nalézt v př́ıloze
A.1 nebo snadno źıskat pomoćı softwaru pro symbolickou úpravu matematických výraz̊u.
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5. Vázané mechanické systémy a
modelováńı kontakt̊u

Vázaný mechanický systém, tzv. multibody system, je tvořen tělesy propojenými kinema-
tickými vazbami a zat́ıženými r̊uznými silovými účinky. Dynamická analýza takovýchto
systémů je problematika s širokým využit́ım ve výzkumu i v inženýrské praxi, předevš́ım
pak v robotice, automobilovém pr̊umyslu či biomechanice. Nav́ıc je tento obor mechaniky
neustále rozv́ıjen ve smyslu nových modelovaćıch technik, zejména pro zahrnut́ı pod-
dajných těles do model̊u, a zdokonalováńı numerických metod pro sestaveńı a řešeńı po-
hybových rovnic. Z publikaćı zabývaj́ıćıch se touto problematikou lze doporučit např́ıklad
[6, 27, 37, 64, 74]. V současnosti je možné využ́ıt i r̊uzné softwarové nástroje pro sesta-
veńı a řešeńı pohybových rovnic vázaných mechanických soustav, např́ıklad MSC.Adams,
SIMPACK či RecurDyn.

Obecně má metodika řešeńı dynamiky vázaných mechanických systémů tyto fáze:

• źıskáńı dat potřebných pro sestaveńı pohybových rovnic,

• sestaveńı pohybových rovnic,

• realizace výpočtových postup̊u za účelem analýzy, simulace a optimalizace pohybu
systému.

Pro sestaveńı pohybových rovnic lze využ́ıt r̊uzné př́ıstupy, např́ıklad princip virtuál-
ńıch praćı, Newton-Eulerovu metodu či Lagrangeovy rovnice smı́̌seného typu. V této
kapitole bude popsáno využit́ı Lagrangeových rovnic smı́̌seného typu pro vázané mecha-
nické soustavy a jejich možné úpravy pro simulace dynamiky těchto systémů. Následuje
část zabývaj́ıćı se modelováńım kontaktńıch sil, které se v dynamice multibody systémů
objevuj́ı, jsou d̊uležitým prvkem výpočtových model̊u a je vhodné jim věnovat zvýšenou
pozornost.

5.1. Lagrangeovy rovnice sḿı̌seného typu

V této kapitole jsou popsány Lagrangeovy rovnice smı́̌seného typu, neńı zde však uvedeno
jejich odvozeńı, které lze nalézt v mnoha publikaćıch týkaj́ıćıch se teoretické mechaniky a
multibody systémů. Z části tato kapitola vycháźı z diplomové práce autora této dizertačńı
práce, nicméně ji významně rozšǐruje ve smyslu konkrétńıho vyjádřeńı pohybových rovnic
pro ANCF př́ıstup, popsáńı postupu eliminace Lagrangeových multiplikátor̊u, použit́ı
stabilizace pro splněńı vazbových rovnic či uvedeńı možnosti využit́ı metody rozš́ı̌rených
Lagrangián̊u.
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5. Vázané mechanické systémy a modelováńı kontakt̊u

Pro sestaveńı pohybových rovnic systému těles o ndof stupńıch volnosti pomoćı mf

fyzikálńıch souřadnic (mf > ndof ) slouž́ı Lagrangeovy rovnice smı́̌seného typu [64] ve
známém tvaru

d

dt

(
∂Ek
∂q̇i

)
− ∂Ek

∂qi
+

r∑
j=1

λj
∂Φj

∂qi
= gi, (5.1)

kde Ek je celková kinetická energie soustavy, qi je i-tá fyzikálńı souřadnice (i = 1, . . . ,mf ),
gi znač́ı zobecněné śıly a λj jsou Lagrangeovy multiplikátory odpov́ıdaj́ıćı vazbovým
rovnićım Φj. Č́ıslo r udává počet vazeb a plat́ı r = mf − ndof . Pro snadněǰśı práci je
vhodné tyto rovnice přepsat do maticové formy

d

dt

(
∂Ek
∂q̇

)
− ∂Ek

∂q
+
∂ΦT

∂q
λ = g, (5.2)

kde vektor fyzikálńıch souřadnic je zapsán q = [q1, q2, . . . , qmf
]T , vektor zobecněných

sil g = [g1, g2, . . . , gmf
]T , vektor vazbových podmı́nek Φ = [Φ1,Φ2, . . . ,Φr]

T a vektor
Lagrangeových multiplikátor̊u λ = [λ1, λ2, . . . , λr]

T . Fyzikálńı význam multiplikátor̊u
spoč́ıvá v mı́̌re vnitřńıch sil potřebných ke splněńı jednotlivých vazbových rovnic. Výraz
∂ΦT

∂q
představuje transponovanou Jacobiho matici vazeb, pro zjednodušeńı zápisu dále

značenou jako ΦT
,q. Kinetická energie je závislá na vektoru fyzikálńıch souřadnic a na

jeho derivaci, tedy Ek = Ek(q, q̇). K rovnici (5.2) je doplněna ještě maticová forma pro
reonomńı holonomńı vazby

Φ(q, t) = 0. (5.3)

V př́ıpadě neholonomńıch vazeb Φ(q, q̇, t) = 0 je situace složitěǰśı. Popis neholonomńı
mechaniky neńı ćılem této práce, nicméně základy lze nalézt např́ıklad v publikaćıch
[27, 64].

Soustavu rovnic (5.2) je možné dále upravit. Prvńı člen lze pomoćı pravidla o deri-
vaci složené funkce přepsat do tvaru

d

dt

(
∂Ek
∂q̇

)
=

∂

∂qT

(
∂Ek
∂q̇

)
q̇ +

∂

∂q̇T

(
∂Ek
∂q̇

)
q̈. (5.4)

Za předpokladu, že kinetická energie soustavy má tvar Ek = 1
2
q̇TMq̇, kde M je symet-

rická a pozitivně definitńı matice hmotnosti soustavy, lze druhý člen pravé strany rovnice
(5.4) vyjádřit

∂

∂q̇T

(
∂Ek
∂q̇

q̈

)
= Mq̈. (5.5)

Nyńı lze rovnici (5.2) přepsat na

Mq̈ + ΦT
,qλ = − ∂

∂qT
∂Ek
∂q̇

q̇ +
∂Ek
∂q

+ g = c(q, q̇, t). (5.6)

50



5. Vázané mechanické systémy a modelováńı kontakt̊u

Pohybovou rovnici (5.6) lze zjednodušit pro většinu běžných vázaných mecha-
nických systémů, kdy kinetická energie nezáviśı na polohových souřadnićıch, což se týká
i těles diskretizovaných pomoćı ANCF prvk̊u s konstantńı matićı tuhosti. Pro takovéto
systémy je prvńı a druhý člen pravé strany rovnice (5.6) nulový. Pohybové rovnice ta-
kového vázaného mechanického systému spolu s vazbovými rovnicemi (5.3) budou mı́t
tvar {

Mq̈ + ΦT
,qλ = g,

Φ(q, t) = 0,
(5.7)

kde g = g(q, q̇, t). Pro těleso diskretizované pomoćı ANCF prvk̊u lze psát

g(q, q̇, t) = f(q, q̇, t)−Q(q), (5.8)

kde Q(q) je vektor elastických sil dikretizovaného tělesa a vektor f(q, q̇, t) odpov́ıdá
ostatńım silovým účink̊um (vněǰśı śıly, záporně vzaté tlumićı śıly apod.).

Rovnice (5.7) jsou tzv. algebraicko–diferenciálńı rovnice s indexem 3 (v anglické
literatuře nazvané differential-algebraic system of equations, DAE), tedy kombinace al-
gebraických a diferenciálńıch rovnic. Pro jejich řešeńı lze už́ıt numerické metody př́ımo
určené pro DAE nebo rovnice (5.7) převést na soustavu obyčejných diferenciálńıch rovnic
prvńıho řádu (ODE) a řešit je např́ıklad pomoćı standardńıch numerických řešič̊u ode
v prostřed́ı MATLAB. V následuj́ıćı podkapitole 5.1.1 bude popsán převod rovnic (5.7)
na soustavu ODE. V podkapitole 5.1.2 bude popsána modifikace soustavy rovnic (5.7)
pro vylepšeńı numerické podmı́něnosti.

5.1.1. Eliminace Lagrangeových multiplikátor̊u a p̌revod na ODE

Před samotnou eliminaćı Lagrangeových multiplikátor̊u, jak je popsána např́ıklad v [3,
32], je nutné převést DAE soustavu rovnic indexu 3 (5.7) na DAE soustavu rovnic in-
dexu 1. Znamená to, že je nutné dvakrát derivovat vazbové rovnice (5.3), tedy

Φ(q, t) = 0,

Φ̇ =
∂Φ

∂q
q̇ +

∂Φ

∂t
= Φ,qq̇ + Φ,t = 0,

Φ̈ = Φ,qq̈ + Φ,qqq̇2 + 2Φ,qtq̇ + Φ,tt = Φ,qq̈ + b(q, q̇, t) = 0.

(5.9)

Nederivované vazbové rovnice z výrazu (5.7) jsou nahrazeny druhou derivaćı vazbových
rovnic (5.9), č́ımž je źıskán následuj́ıćı maticový tvar pohybových rovnic[

M ΦT
,q

Φ,q 0

] [
q̈
λ

]
=

[
g(q, q̇, t)
b(q, q̇, t)

]
, (5.10)

což je soustava algebraicko-diferenciálńıch rovnic indexu 1, ze které nyńı bude eliminován
vektor Lagrangeových multiplikátor̊u λ následuj́ıćım postupem:

• Z prvńı řádky maticového tvaru rovnice (5.10) je vyjádřen vektor q̈ jako

q̈ = M−1 (g −ΦT
,qλ
)
. (5.11)
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5. Vázané mechanické systémy a modelováńı kontakt̊u

• Dosazeńım źıskaného vektoru q̈ do druhého řádku maticového tvaru rovnice (5.10)
lze źıskat vektor λ ve tvaru

λ =
(
Φ,qM−1ΦT

,q

)−1 (
Φ,qM−1g − b

)
. (5.12)

• Nyńı zbývá dosadit vyjádřený vektor λ do rovnice (5.11) a je źıskán předpis pro
vektor zrychleńı

q̈ = M−1
[
g −ΦT

,q

(
Φ,qM−1ΦT

,q

)−1 (
Φ,qM−1g − b

)]
= f̃(q, q̇, t). (5.13)

Výsledná soustava diferenciálńıch rovnic druhého řádu (5.13) je při označeńı x1 = q a
x2 = q̇ převedena na soustavu diferenciálńıch rovnic prvńıho řádu

ẋ1 = x2,

ẋ2 = f̃(x1, x2, t).
(5.14)

Nyńı je možné pro řešeńı pohybových rovnic v čase využ́ıt standardńı řešiče pro integraci
soustav obyčejných diferenciálńıch rovnic prvńıho řádu.

Tento př́ıstup má však zásadńı nevýhodu v tom, že nulovost druhé derivace vaz-
bových rovnic Φ̈ = 0 nemuśı znamenat nulovost prvńı a nulté derivace vazbových rovnic
(neńı zaručeno Φ̇ = 0 a Φ = 0). Tento jev bývá připisován tzv. numerickému driftu, kdy
vlivem numerických nepřesnost́ı a zaokrouhlováńı výsledk̊u dojde k nedodržeńı vazbových
rovnic (5.3), tzv. constraint violation, což může mı́t za následek numerickou nestabilitu
řešeńı. Metod, jak tomuto problému předej́ıt, existuje větš́ı množstv́ı [32]. Jednou z nej-
starš́ıch a stále použ́ıvaných je tzv. Baumgartova stabilizace [23]. Tato metoda spoč́ıvá
v tom, že mı́sto druhé derivace vazbových rovnic Φ̈ = 0 jsou použity rovnice ve tvaru

Φ̈ + 2αBΦ̇ + β2
BΦ = 0, (5.15)

kde αB a βB jsou kladné konstanty. Volba těchto parametr̊u záviśı předevš́ım na uživateli,
protože neńı znám optimálńı postup pro jejich určeńı. Jejich nesprávnou volbou může
doj́ıt např́ıklad k destabilizaci numerického řešeńı. Ohledně určeńı těchto parametr̊u exis-
tuj́ı r̊uzná doporučeńı, viz [32]. Vektor b(q, q̇, t) ze vztahu (5.10) bude v př́ıpadě použit́ı
Baumgartovy stabilizace zaměněn za výraz

b̃(q, q̇, t) = b(q, q̇, t)− 2αBΦ̇− β2
BΦ. (5.16)

5.1.2. Metoda rozš́ı̌rených Lagrangián̊u

Metoda rozš́ı̌rených Lagrangián̊u, v anglické literatuře augmented Lagrangian method,
je metoda známá mimo jiné z problémů optimalizace s omezeńımi. V mechanice se
pak použ́ıvá k vylepšeńı numerické podmı́něnosti Lagrangeových rovnic smı́̌seného typu
přidáńım penaltové funkce do pohybových rovnic, která je nulová v př́ıpadě splněńı vaz-
bových rovnic [27]. Systém rovnic (5.7) je modifikován na tvar{

Mq̈ + ΦT
,q (pΦ + kλ) = g,

Φ(q, t) = 0,
(5.17)
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5. Vázané mechanické systémy a modelováńı kontakt̊u

kde p je penaltový koeficient a k je škáluj́ıćı koeficient vazeb [27].
Výhody této metody se projev́ı při linearizaci pohybových rovnic (5.17), která se

provád́ı při jejich numerickém řešeńı, v́ıce viz podkapitola 6.1.2 této práce.

5.2. Modelováńı kontaktńıch sil

Při vzájemné interakci těles vznikaj́ı v mı́stě kontaktu silové účinky, které je nutné zahr-
nout do dynamického modelu soustavy. Modelováńı kontaktńıch sil se uplatňuje v mnoha
oborech mechaniky a existuj́ı r̊uzné př́ıstupy k této problematice [52]. V této části di-
zertačńı práce je popsán nejběžněǰśı př́ıstup modelováńı kontaktńıch sil v oboru dynamiky
vázaných mechanických systémů.

Kontakt těles je komplexńı jev, při kterém docháźı k náhlým změnám v rychlosti
interaguj́ıćıch těles a může doj́ıt k iniciaci š́ı̌reńı vibraćı v systému. V mı́stě kontaktu pak
docháźı k lokálńım elastickým nebo plastickým deformaćım. Nav́ıc docháźı k disipaci
energie, např́ıklad ve formě tepla. Při simulaćıch dynamiky systému s kontakty je také
d̊uležité volit vhodný model třećıch sil, aby bylo dosaženo konvergence numerického řešeńı
a zároveň aby měly výsledky fyzikálńı smysl.

Dle [31] lze kontakt dvou těles obecně rozdělit do dvou fáźı:

• Fáze komprese či stlačeńı – relativńı rychlost kontaktńıch ploch těles v kontaktu se
snižuje až k nule, tělesa se deformuj́ı v mı́stě dotyku, na konci této fáze je maximálńı
pr̊unik neboli penetrace těles.

• Fáze restituce – následuje po skončeńı fáze komprese, tělesa se mohou zač́ıt oddělo-
vat. Pro popsáńı této fáze je zaveden koeficient restituce, který je nulový pro plně
plastický kontakt (mı́č se neodraźı při pádu na pevnou nehybnou zem) a pro plně
elastický kontakt je roven jedné (mı́č se odraźı při pádu na pevnou nehybnou zem
se stejně velkou rychlost́ı, jako byla rychlost dopadová).

Základńı postup řešeńı problému modelováńı kontaktńıch sil má několik nava-
zuj́ıćıch krok̊u. Nejdř́ıve je nutné zjistit, zda ke kontaktu docháźı a kde se na jednot-
livých tělesech nacháźı mı́sto interakce. Na základě kinematických kontaktńıch veličin a
materiálových vlastnost́ı těles se urč́ı velikost normálové kontaktńı śıly (má směr normály
k plochám v kontaktu). Na základě velikosti normálové śıly a relativńı rychlosti těles je
dopoč́ıtána třećı śıla, která p̊usob́ı v tečném směru ke kontaktńım plochám.

5.2.1. Obecně o kinematice kontaktu dvou těles

Pro popis interakce těles je nutné určit kinematické veličiny definuj́ıćı kontakt. Těmito
veličinami jsou hlavně penetrace, relativńı rychlost penetrace těles a relativńı tečná rych-
lost. Složitěǰśı modely třećıch sil pak dále využ́ıvaj́ı relativńı tečnou deformaci (tzv. bristle
deflection nebo bristle deformation). Obecný postup určeńı kontaktńı kinematiky lze
nalézt např́ıklad v [43, 16], při znalosti konkrétńıch tvar̊u těles je možné kontaktńı ki-
nematiku určit konkrétně pro daná tělesa. Obr. 5.1 je čerpán z [7] a znázorňuje stav
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Obrázek 5.1.: Dvě tělesa bez kontaktu (1), dvě tělesa v kontaktu, nenulový pr̊unik δ (2).

před kontaktem a v kontaktu. Při kontaktu je naznačen nenulový pr̊unik δ a dále směr
normály n ke kontaktńım plochám v mı́stě maximálńıho pr̊uniku. Při definováńı kon-
taktńıch kinematických veličin je nutné sledovat polohy potenciálńıch kontaktńıch bod̊u
Pi a Pj. Vı́ce informaćı lze nalézt v diplomové práci [7] autora této práce.

Některé složitěǰśı modely třećıch sil uvažuj́ı zavedeńı polohy kontaktńıho bodu pc na
jednom tělese a bodu statického třeńı pst na druhém tělese. Vzájemná poloha těchto bod̊u
a relativńı tečná rychlost mezi těmito body pak určuje stav ulṕıváńı těles, tzv. stiction.

5.2.2. Určeńı kontaktńı kinematiky mezi lanem a kladkou

Určeńım kontaktńı kinematiky mezi lanem a kladkou se zabývali např́ıklad autoři článk̊u
[76, 42, 39], které vycháźı z obecného odvozeńı kontaktńı kinematiky [16]. Na obrázku 5.2
je schéma interakce lana s kladou a jsou zde znázorněny kontaktńı kinematické veličiny,
které dále určuj́ı normálové a třećı śıly.

Kontaktńı model je založen na sledováńı vzájemné polohy bod̊u lana a kladky. Pro
popis je vybrán konkrétńı bod p lana, který je nazván kontaktńı bod. V okamžiku, kdy
se tento bod poprvé dostane do interakce s kladkou, je na kladce určen bod pst, neboli
bod statického třeńı. Plat́ı tedy, že počátečńı poloha bodu pst odpov́ıdá poloze bodu p.
Bod p je pevně spojen s lanem, zat́ımco bod pst je pevně spojen s kladkou. Z toho
plyne, že během simulace poloha bod̊u p a pst nemuśı být již identická, nebot’ může doj́ıt
k mikroskopickým prokluz̊um lana po kladce. Polohu sledovaných kontaktńıch bod̊u lze
definovat také pomoćı úhl̊u α a αst, které jsou znázorněny na obr. 5.2.
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α αst
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pst
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Obrázek 5.2.: Schéma interakce lana s kladkou a zobrazeńı kontaktńıch kinematických
veličin.

Na základě polohy bod̊u p a pst lze definovat radiálńı penetraci δ jako

δ = R− |rp − r0|, (5.18)

kde R je poloměr kladky, rp je poloha bodu p v absolutńıch souřadnićıch a r0 je pevná
poloha středu kladky rovněž v absolutńıch souřadnićıch. Tečný posuv s bodu p vzhledem
k bodu pst, v literatuře označený také jako creep deformation, lze jednoduše vyjádřit jako

s = R(α− αst). (5.19)

Rychlost penetrace δ̇ je

δ̇ = −ṙTp n, (5.20)

kde n je jednotkový normálový vektor k povrchu kladky v mı́stě bodu p. Rychlost tečného
posuvu ṡ má tvar

ṡ = ṙTp t−Rω, (5.21)

kde t je tečný vektor k povrchu kladky v mı́stě bodu p a ω vyjadřuje úhlovou rychlost
kladky.

Normálový a tečný vektor je definovaný pomoćı radiálńıho polohového vektoru
rp − r0, konkrétně pro rovinný př́ıpad je normálový vektor vyjádřen jako

n =
rp − r0
|rp − r0|

(5.22)

a tečný vektor lze zapsat jako

t = Ĩn, (5.23)

kde

Ĩ =

[
0 −1
1 0

]
. (5.24)

Nyńı je při znalosti potřebných kontaktńıch kinematických veličin možné určit p̊usob́ıćı
kontaktńı śıly.
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5.2.3. Normálová kontaktńı śıla

Základńı představa pro modelováńı normálové kontaktńı śıly spoč́ıvá v myšleném vložeńı
nelineárńı pružiny s tlumičem do mı́sta kontaktu mezi dvěma tělesy. Pružina odpov́ıdá
elasticitě kontaktńıch těles, zat́ımco tlumič popisuje disipaci energie a utlumeńı nárazu.
Základńı model pro normálovou kontaktńı śılu je dle článku [21] Kelvin-Voight̊uv kon-
taktńı model, kde velikost normálové kontaktńı śıly FN je dána výrazem

FN =

{
Kδ pro δ̇ > 0 (komprese),

ceKδ pro δ̇ < 0 (restituce),
(5.25)

přičemž K představuje tuhost vložené pružiny (kontaktńı tuhost), δ je pr̊unik, neboli
deformace vložené pružiny, ce je restitučńı koeficient a δ̇ je relativńı normálová rychlost
těles v mı́stě kontaktu. V tomto jednoduchém modelu je disipace energie popsána pomoćı
již zmı́něného koeficientu restituce, kdy pro plně plastický kontakt je ve fázi restituce
nulová normálová śıla.

Nejznáměǰśı a zároveň stále použ́ıvaný model kontaktńıch sil je Hertz̊uv. Tento kon-
taktńı model vycháźı z teorie pružnosti a popisuje normálovou śılu mezi dvěma kulovými,
izotropńımi a dokonale pružnými tělesy. Tato śıla je nelineárně závislá na relativńı pene-
traci δ dle vztahu

FN = Kδn. (5.26)

Exponent n podle [43, 21] zohledňuje vliv geometrie a lokálńı kontaktńı oblasti a v př́ıpadě
dotyku dvou kruhových či eliptických ploch je roven n = 1, 5, pro jiné druhy kontakt̊u
může být stanoven experimentálně. Hodnota tohoto exponentu je však většinou sta-
novena podle zkušenost́ı uživatele. Např́ıklad program MSC.Adams použ́ıvá implicitńı
hodnotu n = 2, 2, která dovoluje relativně velký vzájemný pr̊unik těles, nicméně nume-
rické metody při nastaveńı větš́ıho exponentu lépe konverguj́ı. Konstanta proporcionality
K (nebo také kontaktńı tuhost) je závislá na materiálových vlastnostech a také na tvaru
kontaktńıch ploch. Podle [21] plat́ı pro K při kontaktu dvou kouĺı i a j vztah

K =
4

3(σi + σj)

[
RiRj

Ri +Rj

] 1
2

, (5.27)

kde Ri a Rj jsou poloměry kouĺı a parametry σi a σj jsou dány vztahem

σk =
1− ν2k
Ek

, k = i, j. (5.28)

Parametry νk a Ek jsou Poissonova konstanta a Young̊uv modul pružnosti materiálu
jednotlivých kouĺı. Dále je v článku [43] popsána kontaktńı tuhost při interakci koule i a
rovné plochy j jako

K =
4

3(σi + σj)

√
Ri. (5.29)
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V praxi však ke kontakt̊um takto ideálńıch těles nedocháźı a kontaktńı geometrie jsou
složitěǰśı. Hodnoty tuhosti vypoč́ıtané podle vztah̊u (5.27) a (5.29) pak poslouž́ı jako
základńı odhad kontaktńı tuhosti, nastaveńı konkrétńı hodnoty se většinou ř́ıd́ı zkušenost́ı
či numerickými experimenty.

Nevýhoda Hertzova modelu je, že nebere v potaz disipaci energie a popisuje tedy
dokonale elastický kontakt, kdy energie akumulovaná během prvńı fáze je pak v druhé
fázi plně využita. Pro věrohodněǰśı popis silového p̊usobeńı v kontaktu se proto využ́ıvá
disipačńı model. Śıla je v něm závislá na relativńım pr̊uniku těles δ a také na relativńı
rychlosti penetrace δ̇, konkrétně

FN = Kδn +Dδ̇. (5.30)

Prvńı člen pravé strany odpov́ıdá elastické śıle a druhý člen reprezentuje vliv tlumeńı
během kontaktu. Koeficient D je tlumeńı neboli hysterezńı koeficient [21]. Tento model je
velmi jednoduchý, má však i své nevýhody. Mezi ně patř́ı např́ıklad nespojitost kontaktńı
śıly při počátečńım dotyku, která je zp̊usobena tlumićım členem. Může se tedy stát, že
na samotném počátku kontaktu je elastický člen ještě téměř nulový a tlumićı člen už má
vysokou hodnotu, což neodpov́ıdá reálnému ději. Daľśım př́ıkladem nereálnosti modelu
je fakt, že tlumićı člen D je při pr̊uběhu celého kontaktńıho děje konstantńı, což znamená
stejnoměrnou disipaci během fáze komprese i restituce.

Zdroje [43, 42] uvád́ı reálněǰśı model Hunta a Crossleyho, který má koeficient tlu-
meńı závislý na pr̊uniku těles dle vztahu

D = χδn, (5.31)

přičemž χ je hysterezńı faktor odpov́ıdaj́ıćı [42]

χ = Df ·K, (5.32)

kde Df představuje tlumićı faktor, který je volen tak, aby splňoval podmı́nku 1+Df δ̇ > 0
pro všechny rychlosti penetrace v pr̊uběhu simulace. Ostatńı koeficienty byly popsány
dř́ıve. Po úpravě výrazu (5.30) je źıskán vztah pro śılu ve tvaru

FN = Kδn
(

1 +Df δ̇
)
. (5.33)

Model Hunta a Crossleyho je dále v́ıce specifikován pro rázové děje, kde je použit hyste-
rezńı faktor ve tvaru

χ =
3K(1− ce)

2δ̇(i)
, (5.34)

kde δ̇(i) odpov́ıdá počátečńı rychlosti rázu. Z popsaných model̊u má Hunt Crossleẙuv
model nejbĺıže k fyzikálńı podstatě kontaktńıho děje a pr̊uběh śıly v obou fáźıch se lǐśı.

Výsledný vektor normálové śıly je dán vztahem

FN = FNn. (5.35)
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5.2.4. Třećı śıla

Třeńı mezi dvěma povrchy je velmi složitý jev, který se však běžně vyskytuje v problémech
vázaných mechanických systémů. Třećı śıla při kontaktu vzniká v d̊usledku ulṕıváńım
těles na sobě (stick, slepeńı těles) nebo relativńıho sklouznut́ı těles po sobě (slip) nebo
kombinaćı oboj́ıho. Pro tuto śılu plat́ı experimentálně zjǐstěné poznatky známé jako zákon
suchého třeńı [7]:

• třećı śıla p̊usob́ı v opačném směru v̊uči relativńımu pohybu těles v kontaktu,

• velikost třećı śıly je úměrná normálové śıle,

• třećı śıla je nezávislá na velikosti kontaktńı plochy.

Nejzákladněǰśı model třeńı mezi suchými povrchy se nazývá Coulomb̊uv, který vy-
jadřuje velikost třećı śıly FT př́ımo úměrnou velikosti normálové śıly FN podle koeficientu
třeńı cf , tedy

FT =

{
−cfFNsgn(vt) pro |vt| 6= 0,
0 pro |vt| = 0,

(5.36)

kde vt znač́ı relativńı tečnou rychlost (pro kontakt lana s kladkou lze psát vt = ṡt) a sgn
znač́ı funkci s předpisem

sgn(vt) =

{ vt

|vt| pro |vt| 6= 0,

0 pro |vt| = 0.
(5.37)

Koeficient třeńı je závislý na povrchové úpravě, materiálových parametrech a teplotě [21].
Hlavńı výhoda tohoto modelu je jeho jednoduchost. Problém však nastává v př́ıpadech,
kdy se relativńı tečná rychlost pohybuje v bĺızkém okoĺı nulové hodnoty, protože třećı
śıla je zde nespojitá. To může zp̊usobovat problémy při numerické integraci pohybových
rovnic. Proto je vhodné tento základńı model upravit odstraněńım nespojitosti v okoĺı
nulové hodnoty tečné rychlosti. Upravených model̊u je několik druh̊u [44], zde je uveden
pro ilustraci Threlfall̊uv model třećı śıly [44, 21], který v okoĺı nulové relativńı tečné
rychlosti popisuje třećı śılu dle vztahu

FT =

{
−cfFN

(
1− e

− 3|vt|
v0

)
sgn(vt) pro |vt| ≤ v0,

−cfFNsgn(vt) pro |vt| > v0,
(5.38)

kde parametr v0 představuje zvolenou malou charakteristickou rychlost. Snižováńım to-
hoto parametru se Threlfall̊uv model bĺıž́ı modelu Coulombovu a zvyšuje se časová

náročnost procesu integrace pohybových rovnic. Pomoćı funkce
(

1− e
− 3|vt|

v0

)
je tedy vy-

hlazován pr̊uběh třećı śıly v okoĺı nulové tečné rychlosti. Podobných model̊u třećıch sil
je v́ıce, lǐśı se právě vyhlazuj́ıćı funkćı.

Složitěǰśı model třećı śıly vycházej́ıćı z článk̊u [42, 16, 44] uvažuje Coulomb̊uv mo-
del doplněný o modelováńı ulṕıváńı těles pomoćı tzv. bristle contact model. Základńım
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předpokladem je rozděleńı výsledné třećı śıly FT na ulṕıvaj́ıćı složku Fst (stiction) a
složku skluzovou Fsl (sliding). V ideálńı př́ıpadě tedy plat́ı

FT =

{
Fsl pro |vt| > vst,
Fst pro |vt| ≤ vst,

(5.39)

kde vst je přechodová velikost relativńı tečné rychlosti v kontaktu, která určuje p̊usob́ıćı
složku třeńı. Aby byla odstraněna nespojitost takto definovaného třećıho modelu, zavád́ı
se vyhlazuj́ıćı parametr κ. Upravený model třećı śıly (5.39) pak vypadá

FT = κFst + (1− κ)Fsl. (5.40)

Pro vyhlazuj́ıćı parametr plat́ı κ = κ(|vt|), tedy že je funkćı relativńı tečné kontaktńı
rychlosti, a dále by se jeho hodnota měla v okoĺı přechodové rychlosti vst měnit z 1 na 0.
Jedńım z možných předpis̊u je např́ıklad [16]

κ = e
−
(

|vt|
vst

)2

. (5.41)

Skluzová složka Fsl vycháźı z Coulombova modelu, lze ji tedy vyjádřit vztahem
(5.36). Třećı śıla vzniklá od ulṕıváńı těles Fst je dána vložeńım soustavy pružiny a tlumiče
mezi kontaktńı bod určený polohovým vektorem pc a bod statického třeńı určený polo-
hovým vektorem pst. Velikost této śıly je

Fst =

{
Kst|pc − pst|+Dst|vt| pro |pc − pst| > 0,
0 pro |pc − pst| = 0,

(5.42)

kde Kst a Dst jsou tuhost a tlumeńı modelu ulṕıváńı. Výraz |pc − pst| znač́ı vzdálenost
kontaktńıho bodu a bodu statického třeńı. Dále je v tomto modelu zaveden statický
koeficient třeńı cs. Pro maximálńı velikost třećı śıly od ulṕıváńı těles muśı platit

Fst ≤ csFN . (5.43)

V př́ıpadě, že rovnice (5.43) nebude splněna, tedy velikost třećı śıly od ulṕıváńı těles
přesáhne danou mez, bude rovnice (5.42) nahrazena rovnićı

Fst =

{
csFN pro |pc − pst| > 0,
0 pro |pc − pst| = 0

(5.44)

a zároveň dojde ke změně polohy bodu statického třeńı pst dle předpisu [16]

pst = pc −
vt
|vt|

ηst
csFN
Kst

, (5.45)

kde ηst je parametr, který může vylepšit numerické chováńı modelu, obvykle je volen
v bĺızkém okoĺı 1 a ηst ≤ 1. Výsledný vektor třećı śıly od ulṕıváńı těles Fst lze zapsat

Fst = −Fst(I3 − nnT )
pc − pst
|pc − pst|

, (5.46)

kde I3 představuje jednotkovou matici řádu 3.
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5.2.5. Rozložeńı kontaktńıch sil po délce nosńıkového elementu

Celkový vektor kontaktńıch sil v daném bodě lze zapsat

FC = FN + FT . (5.47)

Pokud p̊usob́ı celková kontaktńı śıla pouze v jednom bodě elementu, který je definovaný
konkrétńı lokálńı axiálńı souřadnićı elementu x, lze vektor zobecněných kontaktńıch sil
vyjádřit jako

QCe = FC(x)TS(x). (5.48)

Kontaktńı śıly jsou však při interakci nosńıkového elementu s jiným tělesem (např. kon-
takt vlákna s kladkou) distribuovány podél délky elementu le. Vektor zobecněných kon-
taktńıch sil p̊usob́ıćıch na daný element e je tedy źıskán integraćı přes délku elementu,
což vede k výrazu

QCe =

∫ le

0

FC(x)TS(x)dx = le

∫ 1

0

FC(ξ)TS(ξ)dξ, (5.49)

kde S je matice tvarových funkćı nosńıkového elementu a ξ = x
le

. Pro vyč́ısleńı in-
tegrálu ze vztahu (5.49) je vhodné použ́ıt Gaussovu kvadraturu, kdy kontaktńı śıly jsou
vypoč́ıtány jen pro n konkrétńıch bod̊u elementu, jejichž poloha je definována parametry
ξi, i = 1, . . . , n. Vektor zobecněných kontaktńıch sil je tedy vyjádřen jako

QCe ≈
le
2

n∑
i=1

wiFC(ξi)
TS(ξi), (5.50)

kde wi jsou Gaussovy váhové koeficienty a pro ξi plat́ı

ξi =
xi + 1

2
. (5.51)

Zde hodnoty xi odpov́ıdaj́ı Gaussovým uzl̊um, viz kapitola 6.4.
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dynamiky nelineárńıch
mechanických systémů

V rámci této dizertačńı práce byly zkoumány vhodné numerické metody pro řešeńı dyna-
miky nelineárńıch mechanických systémů. Výpočtový systém Matlab sice nab́ıźı kvalitńı
funkce pro numerickou integraci soustav diferenciálńıch rovnic prvńıho řádu, nicméně
aby mohly být využity, je nutné upravit pohybové a vazbové rovnice podle postupu po-
psaného v podkapitole 5.1.1. Tyto dostupné funkce maj́ı adaptivńı časový krok a jsou
určené i pro řešeńı nelineárńıch problémů, u nichž však často docháźı až k př́ılǐsnému
zjemněńı integračńıho kroku a t́ım i k prodloužeńı výpočtového času. Při vyšetřováńı
dynamiky nelineárńıch vázaných mechanických systémů je tedy vhodné použ́ıt metody
určené pro řešeńı soustav algebro-diferenciálńıch rovnic. Jedna z nejznáměǰśıch metod
v oboru dynamiky mechanismů je Newmarkova metoda, jej́ıž využit́ı pro vázané me-
chanické systémy je souhrnně popsáno v kapitole 6.1. Tento postup využ́ıvá Newtonovu
metodu pro zpřesněńı výsledku v rámci jednoho časového kroku. Numerické určeńı Ja-
cobiho iteračńı matice Newtonovy metody je popsáno v kapitole 6.2. Dále je v kapitole
6.3 popsána možnost využit́ı tzv. kvazi-Newtonovy metody pro zefektivněńı výpočtu. Na-
konec je v kapitole 6.4 zmı́něn numerický výpočet určitých integrál̊u pomoćı Gaussovy
kvadratury, která byla použita pro numerický výpočet vnitřńıch elastických sil ANCF
element̊u.

Ćılem této kapitoly je shrnout numerické metody vhodné pro simulaci dynamiky ne-
lineárńıch vázaných mechanických systémů a vhodnou implementaćı těchto metod źıskat
efektivńı a přesný nástroj pro výpočet řešeńı v časové oblasti. Př́ınosem kapitoly a tedy i
dizertačńı práce je zejména ucelené propojeńı klasické Newmarkovy metody s možnostmi
Newtonovy a kvazi-Newtonovy metody. Popsané metody jsou pak využity při simulaćıch
v kapitole 7.

6.1. Newmarkova metoda

Newmarkova integračńı metoda byla p̊uvodně určena pro řešeńı úloh strukturálńı dy-
namiky systémů s proměnným zat́ıžeńım typu zemětřeseńı, náraz, vibrace nebo výbuch
nukleárńı zbraně (to je dáno obavami před ničivou silou nukleárńıch zbrańı v roce 1959,
kdy byla metoda poprvé publikována [48]). Tato metoda byla dále rozv́ıjena a modi-
fikována, stala se podkladem pro několik složitěǰśıch metod, nicméně ve své základńı
podobě je velmi využ́ıvána dodnes. Newmarkova metoda je určena pro řešeńı soustav
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obyčejných diferenciálńıch rovnic druhého řádu, odpadá tedy nutnost převádět soustavy
na ODE prvńıho řádu. Tato metoda může být využita v explicitńı i implicitńı podobě.

Základńımi vztahy Newmarkovy metody jsou aproximace posuv̊u (v př́ıpadě ANCF
absolutńıch poloh) a rychlost́ı v časovém kroku n+ 1 dle následuj́ıćıch formuĺı

qn+1 = qn + hq̇n +
h2

2
[(1− 2β)q̈n + 2βq̈n+1] ,

q̇n+1 = q̇n + h [(1− γ)q̈n + γq̈n+1] ,
(6.1)

kde qn+1 znač́ı vektor polohové kinematické veličiny v kroku n + 1, q̇n+1 znač́ı vektor
rychlosti v témže kroku, h = tn+1 − tn je velikost časového kroku a konstanty β a γ jsou
parametry Newmarkovy metody. Odvozeńı Newmarkových formuĺı lze nalézt např́ıklad
v literatuře [28] a vycháźı z Taylorova rozvoje.

Pro ukázáńı jednoduchosti a snadné použitelnosti Newmarkovy metody pro klasický
př́ıpad lineárńı strukturálńı dynamiky je využita soustava lineárńıch pohybových rovnic
ve tvaru

Mq̈(t) + Bq̇(t) + Kq(t) = f(t), (6.2)

kde M, B a K jsou matice hmotnosti, tlumeńı a tuhosti, vektor f(t) je vektor vněǰśıch
sil závislý na čase a q(t) odpov́ıdá vektoru zobecněných souřadnic. Rovnice (6.2) musej́ı
být splněny v každém časovém kroku, tedy i v kroku tn+1. Vyjádřeńım těchto rovnic ve
zmı́něném časovém kroku a dosazeńım aproximačńıch vztah̊u (6.1) je odvozena soustava
ve tvaru

Mq̈n+1 + B {q̇n + h [(1− γ)q̈n + γq̈n+1]}+

+ K

{
qn + hq̇n +

h2

2
[(1− 2β)q̈n + 2βq̈n+1]

}
= fn+1.

(6.3)

Ćılem je źıskat z rovnice (6.3) předpis pro vektor zrychleńı v časovém kroku tn+1. Jed-
noduchými úpravami lze výraz (6.3) přepsat na tvar[

M + γhB + βh2K
]
q̈n+1 = fn+1 −B [q̇n + (1− γ)hq̈n]−

−K

[
qn + hq̇n +

(
1

2
− β

)
h2q̈n

]
.

(6.4)

Z rovnice (6.4) lze snadno vypoč́ıtat vektor zrychleńı q̈n+1 a jeho dosazeńım do apro-
ximačńıch formuĺı (6.1) dále určit ostatńı kinematické veličiny v časovém kroku tn+1.

Při řešeńı lineárńıho problému (6.2) a při volbě konstantńıho kroku h je matice
[M + γhB + βh2K] konstantńı a lze napoč́ıtat jej́ı inverzi či faktorizaci v rámci prepro-
cessingu, č́ımž dojde k výraznému zrychleńı výpočtu. Na volbě Newmarkových parametr̊u
β a γ pak záviśı chováńı metody. Rozmeźı těchto parametr̊u se obecně uvád́ı

0 ≤ γ ≤ 1, 0 ≤ 2β ≤ 1, (6.5)
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nicméně podmı́nka pro nepodmı́něnou numerickou stabilitu metody pro lineárńı systémy
dle [28] je

2β ≥ γ ≥ 1

2
. (6.6)

Nejběžněǰśı nastaveńı parametr̊u pro lineárńı systémy je

γ =
1

2
, β =

1

4
, (6.7)

kdy je źıskána nepodmı́něně stabilńı numerická metoda centrovaného zrychleńı druhého
řádu přesnosti.

Jak uvád́ı např́ıklad monografie [27], vhodnou úpravou Newmarkových parametr̊u
lze do metody zavést numerické tlumeńı pomoćı parametru α > 0. Newmarkovy para-
metry pak budou vyjádřeny ve tvaru

γ =
1

2
+ α, β =

1

4

(
γ +

1

2

)2

. (6.8)

Dosazeńım těchto parametr̊u do podmı́nky nepodmı́něné stability (6.6) lze snadno doká-
zat, že je tato podmı́nka splněna ve tvaru

1

2
+ α +

1

2
α2 ≥ 1

2
+ α ≥ 1

2
. (6.9)

Při tomto zadáńı parametr̊u však metoda ztráćı druhý řád přesnosti [27] a má pouze
prvńı řád přesnosti.

6.1.1. Numerické řešeńı pohybových rovnic nelineárńıch vázaných
mechanických systémů

V problémech dynamiky nelineárńıch mechanických systémů již nelze použ́ıt jednoduchý
postup popsaný v kapitole 6.1, protože nelineárńı členy často záviśı na zobecněných
kinematických veličinách, a nelze tak využ́ıt tvar (6.4) pohybových rovnic. Pro numerické
řešeńı pohybových rovnic nelineárńıch vázaných mechanických systémů se tak využ́ıvaj́ı
implicitńı integračńı schémata, která jsou založena na Newmarkových formuĺıch (6.1)
a prediktor-korektor algoritmu. Postup popsaný v této kapitole je inspirován převážně
publikacemi [10, 27, 47, 28]. V navazuj́ıćıch kapitolách je pak dále rozvinut využit́ım
kvazi-Newtonovy metody.

Nelineárńı vázaný mechanický systém lze obecně popsat rovnicemi (5.7). Jejich
drobnou úpravou lze źıskat předpis pro vektor residúı rres (q, q̇, q̈, λ) pohybových rov-
nic jako

rres (q, q̇, q̈, λ) = Mq̈ + ΦT
,qλ− g (q, q̇, t) = 0,

Φ(q, t) = 0.
(6.10)
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V př́ıpadě použit́ı ANCF element̊u je možné vektor g rozepsat podle rovnice (5.8) jako
rozd́ıl vektoru elastických sil Q(q) a vektoru ostatńıch sil f(q, q̇, t). Ćılem integrace po-
hybových rovnic je, aby bylo s jistou toleranćı v každém časovém kroku nulové residuum
a zároveň aby byly v každém kroku splněny vazbové rovnice.

Před daľśımi úpravami rovnice (6.10) je vhodné zmı́nit inverzńı tvar Newmarkových
formuĺı. Z aproximačńıho výrazu pro posuvy v kroku n+1 (6.1) je snadno vyjádřen vektor
zrychleńı v tomtéž kroku jako

q̈n+1 =
1

βh2

[
qn+1 − qn − hq̇n −

1

2
(1− 2β)h2q̈n

]
. (6.11)

Dosazeńım tohoto vztahu do Newmarkovy formule pro aproximaci vektoru rychlosti (6.1)
je źıskán předpis

q̇n+1 = q̇n + (1− γ)hq̈n +
γ

βh

[
qn+1 − qn − hq̇n −

1

2
(1− 2β)h2q̈n

]
. (6.12)

Rovnice (6.11) a (6.12) vyjadřuj́ı závislost vektoru zrychleńı a rychlosti v kroku n + 1
na polohovém vektoru v kroku n + 1, vektory předešlého kroku n jsou známé hodnoty.
Rovnice (6.10) muśı být splněna v každém časovém kroku, tedy i v kroku n + 1. Dosa-
zeńım inverzńıch Newmarkových formuĺı (6.11) a (6.12) do rovnice residuálńıho vektoru
a vektoru vazbových rovnic (6.10) vyjádřené v časovém kroku n+ 1 je źıskána soustava
algebraických rovnic s nezávislými proměnnými qn+1 a λn+1, tedy

rres (qn+1, λn+1) = 0,

Φ(qn+1) = 0.
(6.13)

Algoritmus prediktor-korektor využ́ıvá rozepsáńı přesného řešeńı rovnic (6.13) v čase
tn+1 jako součet odhadnutého řešeńı (predikce) a vektoru oprav (korekce). Obecně je
možné dle [27, 28] zvolit jako prediktor nulový vektor zrychleńı. S využit́ım Newmar-
kových formuĺı (6.1) lze pak vyjádřit predikci řešeńı v časovém kroku n+ 1 jako

q̈0
n+1 = 0,

q̇0
n+1 = q̇n + (1− γ)hq̈n,

q0
n+1 = qn + hq̇n +

(
1

2
− β

)
h2q̈n.

(6.14)

Predikce vektoru Lagrangeových multiplikátor̊u neńı v literatuře př́ılǐs diskutována. V této
práci byl použit jednoduchý prediktor ve tvaru λ0

n+1 = λn nebo je také možné vyjádřit
tento vektor z rovnice (6.10), kam jsou dosazeny predikce (6.14). Po fázi predikce následuje
iteračńı fáze korekce, kterou lze zapsat ve tvaru

q̈k+1
n+1 = q̈kn+1 + ∆q̈k = q̈kn+1 +

1

βh2
∆qk,

q̇k+1
n+1 = q̇kn+1 + ∆q̇k = q̇kn+1 +

γ

βh
∆qk,

qk+1
n+1 = qkn+1 + ∆qk,

λk+1
n+1 = λkn+1 + ∆λk,

(6.15)
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kdy výsledky z iterace k jsou změněny o př́ır̊ustky vektor̊u řešeńı (korekce, vektory se
symbolem ∆), č́ımž je źıskáno opravené řešeńı pohybových rovnic v iteraci k+1. Rovnosti
∆q̈k = 1

βh2
∆qk a ∆q̇k = γ

βh
∆qk vyplývaj́ı z výraz̊u (6.11) a (6.12) [27, 28].

Nyńı zbývá určit korekce polohového vektoru a vektoru Lagrangeových multipliká-
tor̊u. Za t́ımto účelem je soustava algebraických rovnic (6.13) linearizována kolem bodu(
qk,λk

)
n+1

pomoćı prvńıch dvou člen̊u Taylorova rozvoje na tvar

rres
(
qk+1
n+1, λ

k+1
n+1

)
= 0 ≈ rres

(
qkn+1, λ

k
n+1

)
+ St

(
qkn+1, λ

k
n+1

)
∆qk + ΦT

,q∆λk,

Φ(qk+1
n+1) = 0 ≈ Φ(qkn+1) + Φ,q∆qk,

(6.16)

kde St je Jacobiho matice vektoru residúı ve tvaru

St =
∂rres
∂q

∣∣∣∣∣ q=qk
n+1

λ=λk
n+1

=

(
M
∂q̈

∂q
+

∂

∂q

(
ΦT
,qλ
)
− ∂g

∂q
− ∂g

∂q̇

∂q̇

∂q

) ∣∣∣∣∣ q=qk
n+1

λ=λk
n+1

. (6.17)

Jacobiho matice vazeb Φ,q v posledńım členu Taylorova rozvoje residuálńıho vektoru
(6.16) vyplynula z platnosti vztahu

∂rres
∂λ

∣∣∣∣∣ q=qk
n+1

λ=λk
n+1

= ΦT
,q

∣∣∣∣∣ q=qk
n+1

λ=λk
n+1

. (6.18)

Na základě vztah̊u (6.11) a (6.12) lze pak snadno odvodit následuj́ıćı rovnosti

∂q̈

∂q
=

1

βh2
I,

∂q̇

∂q
=

γ

βh
I, (6.19)

kde I je jednotková matice, jej́ıž oba rozměry odpov́ıdaj́ı počtu uvažovaných souřadnic
popisuj́ıćıch soustavu. Zavedeńım tečné matice tuhosti Kt a tečné matice tlumeńı Bt ve
tvaru

Kt =
∂

∂q

(
ΦT
,qλ
)
− ∂g

∂q
, Bt = −∂g

∂q̇
. (6.20)

a s využit́ım rovnost́ı (6.19) lze Jacobiho matici vektoru residúı zapsat ve tvaru

St =
1

βh2
M +

γ

βh
Bt + Kt (6.21)

Nyńı lze rovnice (6.16) pro iteraci k + 1 přepsat do maticového tvaru[
St ΦT

,q

Φ,q 0

]
·
[

∆qk

∆λk

]
= −

[
rres

(
qkn+1, λ

k
n+1

)
Φ(qkn+1)

]
. (6.22)

Řešeńım algebraických rovnic (6.22) jsou źıskány korekce polohového vektoru a
korekce Lagrangeových multiplikátor̊u pro iteračńı krok k + 1. Iteračńı proces (6.15) se
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pro jeden časový krok opakuje do té doby, než je splněna podmı́nka pro přesnost źıskaného
residua, které by v ideálńım př́ıpadě mělo být nulové. Základńı podmı́nka pro zastaveńı
iteračńıho procesu a pro postup k daľśımu časovému kroku je [27]

|rres
(
qk+1
n+1, λ

k+1
n+1

)
| < εres, |Φ(qk+1

n+1)| < εconstr, (6.23)

kde εres a εconstr jsou uživatelem zvolené konstanty definuj́ıćı požadovanou přesnost řešeńı
residúı a splněńı vazbových rovnic. Jiná běžná zastavovaćı podmı́nka iteračńıho procesu
dává do souvislosti normu residua a normu sil dle výrazu

|rres
(
qk+1
n+1, λ

k+1
n+1

)
|

|gk+1
n+1|

< εres, (6.24)

kde gk+1
n+1 představuje vnitřńı a vněǰśı śıly v daném kroku. Daľśı komplexněǰśı zastavovaćı

podmı́nky iteračńıho procesu jsou zmı́něny např́ıklad v literatuře [28, 47].
Algoritmus popsané Newmarkovy integračńı metody pro řešeńı nelineárńıch systémů

je ukázán na obr. 6.1. Newmarkovy formule jsou použity pro předpis predikovaného řešeńı
a dále pro vyjádřeńı vektoru rychlosti a zrychleńı v časovém kroku n + 1 v závislosti
na polohovém vektoru v témže kroku. Celý algoritmus je tedy implicitńı a v rámci
každého časového kroku docháźı k iteračńımu procesu zpřesněńı predikovaného řešeńı.
Rovnice (6.22) odpov́ıdaj́ı Newton-Raphsonově numerické metodě pro hledáńı kořen̊u
nelineárńıch algebraických rovnic.

6.1.2. Poznámky k implementaci metody

Vzhledem k tomu, že zmı́něná numerická metoda je určena pro řešeńı nelineárńıch algebro-
diferenciálńıch rovnic, je stále citlivá na volbu časového integračńıho kroku. V rámci
každého časového kroku sice docháźı k iteračńımu zpřesňováńı řešeńı, nicméně pro správ-
nou funkci iteračńı Newtonovy metody je nutné, aby odhadnuté řešeńı nebylo př́ılǐs
vzdálené od přesného řešeńı. Při př́ılǐs velkém časovém kroku tak může doj́ıt ke ztrátě
konvergence metody a numerické nestabilitě iteračńı procedury. Dı́ky této nestabilitě pak
docháźı k velkému r̊ustu chyby řešeńı, což má za následek źıskáńı řešeńı postrádaj́ıćıho
fyzikálńı smysl. Vypořádat se s t́ımto problémem je možné zavedeńım proměnného (adap-
tivńıho) časového kroku integrace. Obecný popis zavedeńı proměnného kroku je zmı́něn
v literatuře [28]. Ta uvád́ı, že základem pro volbu velikosti časového kroku je odhad inte-
gračńı chyby, která vyplývá z použitých Newmarkových formuĺı (6.1). Detailněǰśı popisy
komplexněǰśıch metod pro adaptivńı časový krok lze pak nalézt např́ıklad v [27, 35].

Daľśı problematikou, kterou je nutné zmı́nit, je výpočet iteračńı matice v rov-
nici (6.22). Jedná se o prvńı matici ve zmı́něné rovnici, která obsahuje Jacobiho matici
residua a Jacobiho matice vazeb. Pro určeńı korekćı je pak nutné tuto soustavu rovnic
vyřešit. Je možné použ́ıt např́ıklad LU faktorizaci či matici invertovat. Problém však
nastává předevš́ım v přesném určeńı matice St, kterou je možné analyticky vyjádřit jen
ve velmi speciálńıch př́ıpadech. Např́ıklad kv̊uli silné nelinearitě vektoru elastických sil
ANCF prvk̊u je Jacobiho matici těchto sil velmi obt́ıžné vyjádřit v uzavřeném tvaru.
Nicméně, jak je uvedeno např́ıklad v [27], přesnost určeńı iteračńı matice ovlivńı hlavně
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Definice problému
pohybové rovnice (5.7)

počáteční podmínky q0, q0

Časový přírůstek
tn+1 = tn + h

Prediktor
predikce dle (6.14)

q0
n+1, q0

n+1, q0
n+1

Vyhodnocení residua
dle (6.10)

r(q, q, q, λ), Φ(q)  

Splnění podmínky 
pro přesnost řešení?

dle výrazu (6.23)

Výpočet korekcí
Δqk, Δλk

dle výrazu (6.22)

Korekce výsledku
dle výrazu (6.15)

získání vektorů 

qn+1, qn+1 , qn+1, λn+1
k+1 k+1 k+1 k+1

Ano

Ne

Obrázek 6.1.: Schéma algoritmu Newmarkovy integračńı metody pro řešeńı nelineárńıch
systémů.

67
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rychlost konvergence Newtonovy metody v rámci iteračńıho procesu ve smyslu počtu
potřebných iteraćı, neovlivńı však znatelně přesnost samotného řešeńı.

Jak uvád́ı literatura [28], některé součásti matice St jsou často vynechány. Vektor
všech p̊usob́ıćıch sil g pohybových rovnic (5.7) lze rozdělit na součet vektoru vnitřńıch
sil gint a vektoru vněǰśıch sil gext. Vzhledem k tomu, že závislost vněǰśıch sil na vektoru
posuv̊u, tzn. výraz ∂gext

∂q
, může mı́t obecně podobu nesymetrické matice, bývá tato součást

tečné matice tuhosti zanedbána. Obdobně je tomu i u závislosti vněǰśıch sil na rychlostech.
Matice tečné tuhosti Kt (6.20) obsahuje parciálńı derivace Lagrangeových mul-

tiplikátor̊u podle jednotlivých souřadnic, konkrétně výraz ∂λ
∂q

, jehož analytické vyjádře-
ńı může být problematické. Zaj́ımavé zjednodušeńı v tomto směru je zmı́něno v lite-
ratuře [27]. Při použit́ı metody rozš́ı̌rených Lagrangián̊u, která je popsána v podkapi-
tole 5.1.2, je pohybová rovnice modifikována do tvaru (5.17) přidáńım penaltové funkce,
která má v př́ıpadě nesplněńı vazbových podmı́nek vysokou hodnotu a v př́ıpadě splněńı
podmı́nek je nulová. Tečná matice tuhosti má pak podobu

Kt =
∂

∂q

[
ΦT
,q (pΦ + kλ)

]
− ∂g

∂q
. (6.25)

Úpravou prvńıho členu této rovnice lze psát

Kt = p
∂
(
ΦT
,qΦ
)

∂q
+ k

∂
(
ΦT
,qλ
)

∂q
− ∂g

∂q
. (6.26)

Vzhledem k tomu, že při rovnovážném stavu plat́ı Φ = 0, lze matici tečné tuhosti dobře
aproximovat vztahem

Kt = pΦT
,qΦ,q + k

∂
(
ΦT
,qλ
)

∂q
− ∂g

∂q
. (6.27)

Prvńı člen této rovnice odpov́ıdá př́ıspěvku penaltové funkce do matice tečné tuhosti a
zvyšuje jej́ı pozitivńı definitnost [27]. Jak bylo uvedeno dř́ıve, vyjádřeńı derivace v druhém
členu rovnice (6.27) může být složité. Při volbě dostatečně velkého penaltového koefici-
entu p však může být vliv druhého členu rovnice (6.27) upozaděn. Pro tečnou matici
tuhosti pak může být použit zjednodušený výraz

Kt = pΦT
,qΦ,q −

∂g

∂q
, (6.28)

kde prvńı člen je možné pro běžné základńı vazbové rovnice napoč́ıtat předem.
Posledńı poznámka k implementaci metody se týká efektivńıho řešeńı iteračńı rov-

nice (6.22). V př́ıpadě lineárńıho problému by bylo možné iteračńı matici z rovnice (6.22)
napoč́ıtat pouze jednou, spoč́ıtat jej́ı inverzi a následně snadno určit př́ır̊ustky. V př́ıpadě
nelineárńıch problémů je źıskáńı analytického předpisu iteračńı matice složité až nemožné.
Je však možné ji napoč́ıtat numericky, čemuž se věnuje následuj́ıćı kapitola 6.2. Daľśı
možnost́ı je využit́ı tzv. kvazi-Newtonovy metody, která je popsána v kapitole 6.3.
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6.2. Numerické určeńı Jacobiho iteračńı matice

Ćılem této podkapitoly je popsat zp̊usob, jakým je možné numericky vyjádřit iteračńı
matici v rovnici (6.22). Po použit́ı inverzńıch Newmarkových formuĺı (6.11) a (6.12) lze
rovnice (6.10) přepsat do zjednodušeného tvaru

r̃(x) =

[
rres
Φ

]
= 0, (6.29)

kde vektor x =
[
qTn+1, λ

T
n+1

]T
. Využit́ım Newton-Raphsonovy metody pro řešeńı ne-

lineárńı soustavy algebraických rovnice lze źıskat následuj́ıćı předpis

Jr(x)
∣∣∣
xk

∆xk = −r̃(xk), (6.30)

jehož struktura odpov́ıdá rovnićım (6.22). Matice Jr je Jacobiho matice obsahuj́ıćı parciál-
ńı derivace jednotlivých složek vektoru r̃ podle jednotlivých proměnných vektoru x. Pro
Jacobiho matici plat́ı

Jr(x) =
∂r̃

∂x
=


∂r̃1
∂x1

∂r̃1
∂x2

· · ·
∂r̃2
∂x1

∂r̃2
∂x2

· · ·
...

...
. . .

 =

[
∂r̃

∂x1
,
∂r̃

∂x2
, . . .

]
. (6.31)

Pro úplnost je uvedeno konkrétńı vyjádřeńı jednotlivých matic a vektor̊u ve tvaru

Jr =

[
St ΦT

,q

Φ,q 0

]
, ∆xk =

[
∆qk

∆λk

]
, r̃(xk) =

[
rres

(
qkn+1, λ

k
n+1

)
Φ(qkn+1)

]
. (6.32)

Pro přibližné vyjádřeńı derivaćı ve výrazu (6.31) je možné využ́ıt numerické deri-
vace. Zavedeńım malého perturbačńıho parametru εpert lze definovat vektor proměnných
x perturbovaný v i-té souřadnici jako

ixpert =



x1
x2
...

xi + εpert
...

xmf+r


. (6.33)

Nyńı lze sloupec i Jacobiho matice (6.31) aproximovat numerickou derivaćı ve tvaru

∂r̃

∂xi
=

r̃(ixpert)− r̃(x)

εpert
. (6.34)

Rozd́ıl mezi analyticky a numericky určenou Jacobiho matićı lze nejlépe vysvětlit
na př́ıpadě funkce jedné proměnné. Jacobiho matice takové funkce je skalár odpov́ıdaj́ıćı
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směrnici tečny. V př́ıpadě použit́ı numerické derivace pro výpočet Jacobiho matice je
źıskána směrnice sečny. Numerická derivace je obecně špatně podmı́něná, což znamená,
že malá změna či zaokrouhlovaćı chyba vstupu může zp̊usobit velkou změnu výstupu. Je
tedy vhodné volit perturbačńı parametr velmi malý, např́ıklad εpert = 10−7.

Hlavńı výhodou numerického určeńı Jacobiho matice je snadná implementace a
relativně dobrý odhad této matice. Nevýhodou, která převažuje nad všemi výhodami, je
velká časová náročnost výpočtu, pokud má být Jacobiho matice numericky sestavována
v každé iteraci každého časového kroku. Výhodněǰśı je použ́ıt kombinaci numerického
určeńı Jacobiho matice a tzv. kvazi-Newtonovy metody, která je popsána v kapitole 6.3.

6.3. Kvazi-Newtonova metoda

Jak již bylo zmı́něno dř́ıve v rámci kapitoly 6, u mnoha nelineárńıch problémů je obt́ıžné
źıskat analytický předpis iteračńı Jacobiho matice Jr. Základńı myšlenka kvazi-Newtonovy
metody spoč́ıvá v aproximováńı iteračńı Jacobiho matice Jr matićı G, která je určena
s využit́ım napoč́ıtaných r̃(x) v předchoźıch iteračńıch kroćıch [12]. Aproximačńı matice
Gk+1 v kroku k+1 je pak napoč́ıtána modifikaćı aproximačńı matice Gk v kroku k podle
výrazu

Gk+1 = Gk + ∆Gk. (6.35)

Podle podoby a hodnosti matice ∆Gk se rozlǐsuj́ı jednotlivé kvazi-newtonské metody.
Odvozeńı bude provedeno jen pro základńı Broydenovu metodu [26], aby bylo ukázáno,
s jakými předpoklady a odvozeńımi kvazi-newtonské metody pracuj́ı. Prvńı d̊uležitou
rovnićı je rovnice (6.30), kde mı́sto Jacobiho matice bude použita aproximačńı matice,
tedy

Gk∆xk = −r̃(xk), (6.36)

kde ∆xk = xk+1 − xk. Daľśı d̊uležitá rovnice se nazývá sečná rovnice (secant equation)
nebo též kvazi-Newtonova rovnice a má tvar

Gk+1∆xk ∼= r̃(xk+1)− r̃(xk) = yk. (6.37)

Tuto rovnici lze odvodit pomoćı Taylorova rozvoje r̃(x) v bodě xk+1 a zanedbáńım vyšš́ıch
člen̊u [26]. Aproximace (6.37) se stává přesněǰśı, pokud se vzdálenost bod̊u xk+1 a xk

snižuje. Odečteńım rovnice (6.36) od rovnice (6.37) lze źıskat rovnici(
Gk+1 −Gk

)
∆xk = r̃(xk+1). (6.38)

Při odvozováńı Broydenovy metody je dále předpokládáno, že plat́ı rovnice

Gk+1z = Gkz, (6.39)

kde z je libovolný kolmý vektor k ∆xk, tedy že plat́ı
(
∆xk

)T
z = 0. Výraz (6.39) vypov́ıdá

o tom, že neńı d̊uvod, aby byl mezi maticemi Gk a Gk+1 rozd́ıl při jejich aplikováńı na
všechny vektory z ortogonálńı na ∆xk [11]. Rovnici (6.39) lze upravit na tvar(

Gk+1 −Gk
)
z = 0. (6.40)
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Rozd́ıl matic
(
Gk+1 −Gk

)
z rovnice (6.40) lze vyjádřit jako součin dvou vektor̊u ve tvaru(

Gk+1 −Gk
)

= u
(
∆xk

)T
, (6.41)

kde u je vektor stejné dimenze jako ∆xk. Rovnice (6.41) vyplývá z nulovosti skalárńıho

součinu ortogonálńıch vektor̊u, dosazeńım (6.41) do (6.40) lze psát u
(
∆xk

)T
z = 0.

Rovnici (6.38) lze pomoćı (6.41) přepsat do tvaru

u
(
∆xk

)T
∆xk = r̃(xk+1) (6.42)

a následně vyjádřit vektor u jako

u =
r̃(xk+1)

(∆xk)T ∆xk
. (6.43)

Přenásobeńım rovnice (6.43) vektorem
(
∆xk

)T
zprava, dosazeńım vztahu (6.41) a úpravou

lze vyjádřit matici Gk+1 jako

Gk+1 = Gk +
r̃(xk+1)

(
∆xk

)T
(∆xk)T ∆xk

. (6.44)

Dosazeńım rovnice (6.36) do rovnice yk = r̃(xk+1)− r̃(xk) z (6.37) je źıskán vztah

r̃(xk+1) = yk −Gk∆xk. (6.45)

Po dosazeńı rovnice (6.45) do (6.44) je odvozen finálńı Broyden̊uv předpis pro matici
Gk+1 ve tvaru

Gk+1 = Gk +

(
yk −Gk∆xk

) (
∆xk

)T
(∆xk)T ∆xk

= Gk + ∆Gk. (6.46)

Jak je dokázáno v publikaci [12], takto definovaná matice Gk+1 je nejbližš́ı aproximaćı
Jacobiho matice Jr,k+1 z hlediska minimálńı hodnoty Frobeniovy normy rozd́ılu těchto
matic. Důkazy konvergence a daľśıch vlastnost́ı této metody nejsou předmětem této di-
zertačńı práce, nicméně je možné je dohledat v publikaćıch [11, 12]. Obecně však tato me-
toda potřebuje v́ıce krok̊u k źıskáńı řešeńı než Newton-Raphsonova metoda, nicméně od-
padá nutnost složitého analytického odvozeńı Jacobiho matice či jej́ıho časově náročného
numerického výpočtu.

V následuj́ıćı podkapitole 6.3.1 je shrnut základńı algoritmus kvazi-Newtonovy me-
tody. V podkapitole 6.3.2 jsou kromě Broydenovy metody popsány i daľśı použ́ıvané
metody pro př́ımý výpočet matice Gk+1. Podkapitola 6.3.3 se zabývá popisem př́ımého

výpočtu aproximace inverzńı Jacobiho matice
(
Gk+1

)−1
.
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6.3.1. Algoritmus kvazi-Newtonovy metody

Základńı algoritmus kvazi-Newtonovy metody potřebuje k inicializaci počátečńı odhad
řešeńı x0 a odhad iteračńı matice G0, kterou je možné źıskat např́ıklad numerickou de-
rivaćı, tedy postupem popsaným v kapitole 6.2. Následuje cyklus pro k = 0, 1, 2, . . .
složený z těchto bod̊u:

1. Výpočet př́ır̊ustk̊u ∆xk z rovnice

Gk∆xk = −r̃(xk). (6.47)

2. Určeńı řešeńı v kroku k + 1 podle rovnice

xk+1 = xk + ∆xk. (6.48)

3. Výpočet vektoru rozd́ılu residúı dvou po sobě jdoućıch krok̊u

yk = r̃(xk+1)− r̃(xk). (6.49)

4. Výpočet aproximace Jacobiho matice pro následuj́ıćı krok, např́ıklad dle Broyde-
novy metody (6.46)

Gk+1 = Gk + ∆Gk. (6.50)

V prvńım bodě je řešena soustava algebraických rovnic. Usnadněńı tohoto řešeńı je možné

využit́ım matice
(
Gk
)−1

, viz podkapitola 6.3.3. Různé předpisy pro př́ır̊ustkovou matici
∆Gk ze čtvrtého bodu jsou shrnuty v následuj́ıćı podkapitole 6.3.2

6.3.2. Shrnut́ı p̌ŕımého výpočtu aproximace Jacobiho matice

V kapitole 6.3 je provedeno odvozeńı Broydenovy metody pro výpočet aproximace Jaco-
biho matice v kroku k + 1. Jak uvád́ı např́ıklad článek [26], zp̊usob̊u pro výpočet této
matice je v́ıce, následuje tedy seznam nejčastěji použ́ıvaných metod.

• Broydenova metoda

Gk+1 = Gk +

(
yk −Gk∆xk

) (
∆xk

)T
(∆xk)T ∆xk

. (6.51)

Nezachovává př́ıpadnou symetrii matice Gk.

• Davidonova metoda

Gk+1 = Gk +

(
yk −Gk∆xk

) (
yk −Gk∆xk

)T
(yk −Gk∆xk)T ∆xk

. (6.52)

Zachovává př́ıpadnou symetrii pro aproximačńı matici v následuj́ıćım kroku.
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• Davidon-Powell-Fletcherova (DPF) metoda

Gk+1 =

(
I−

yk
(
∆xk

)T
(yk)T ∆xk

)
Gk

(
I−

∆xk
(
yk
)T

(yk)T ∆xk

)
+

yk
(
yk
)T

(yk)T ∆xk
. (6.53)

Zachovává př́ıpadnou symetrii pro aproximačńı matici v následuj́ıćım kroku, za-
jǐst’uje pozitivńı definitnost aproximačńı matice.

• Broyden-Fletcher-Goldfard-Shanno (BFGS) metoda

Gk+1 = Gk +
yk
(
yk
)T

(yk)T ∆xk
− Gk∆xk∆xkTGk

(∆xk)T Gk∆xk
. (6.54)

Zachovává př́ıpadnou symetrii pro aproximačńı matici v následuj́ıćım kroku, za-
jǐst’uje pozitivńı definitnost aproximačńı matice.

6.3.3. Př́ımý výpočet aproximace inverzńı Jacobiho matice

Výpočet př́ır̊ustk̊u ∆xk z rovnice (6.47) je možné provést s využit́ım inverzńı aproximačńı
matice, tedy

∆xk = −
(
Gk
)−1

r̃(xk). (6.55)

Jak uvád́ı např́ıklad [11, 26], s využit́ım Sherman-Morrison-Woodburyho formule o výpoč-
tu inverzńı matice lze źıskat vztahy pro př́ımý výpočet inverzńı aproximačńı matice(
Gk+1

)−1
= Hk+1 na základě inverzńı aproximačńı matice z předchoźıho kroku. T́ımto

zp̊usobem se výrazně sńıž́ı výpočtová náročnost.
Vztahy z kapitoly 6.3.2 maj́ı po převedeńı do inverzńı podoby tvar [26]:

• Broydenova metoda

Hk+1 = Hk +

(
∆xk −Hkyk

) (
∆xk

)T
Hk

(∆xk)T Hkyk
. (6.56)

• Davidonova metoda

Hk+1 = Hk +

(
∆xk −Hkyk

) (
∆xk −Hkyk

)T
(∆xk −Hkyk)T yk

(6.57)

• Davidon-Powell-Fletcherova (DPF) metoda

Hk+1 = Hk +
∆xk

(
∆xk

)T
(∆xk)T yk

−
Hkyk

(
yk
)T

Hk

(yk)T Hkyk
(6.58)
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• Broyden-Fletcher-Goldfard-Shanno (BFGS) metoda

Hk+1 =

(
I−

∆xk
(
yk
)T

(yk)T ∆xk

)
Hk

(
I−

yk
(
∆xk

)T
(yk)T ∆xk

)
+

∆xk
(
∆xk

)T
(yk)T ∆xk

. (6.59)

Odvozováńı těchto vztah̊u neńı předmětem této dizertačńı práce, nebot’ se jedná o vztahy
již známé a jsou popsané v literatuře [11, 12, 26]. Př́ınosem této kapitoly je hlavně uce-
lený přehled o možnostech využit́ı Newmarkovy metody v kombinaci s efektivńı kvazi-
Newtonovou metodou pro řešeńı nelineárńıch problémů z oboru vázaných mechanických
systémů. Daľśı př́ınos spoč́ıvá v uvedeńı konkrétńıch postup̊u pro zefektivněńı nume-
rických výpočt̊u.

6.4. Numerická integrace s využit́ım Gaussovy
kvadratury

U nelineárńıch konečně prvkových formulaćı je často velmi složité analyticky integrovat
výrazy definuj́ıćı vnitřńı elastické śıly. Proto jsou tyto určité integrály vypoč́ıtávány nu-
mericky. Jedna z běžných numerických metod integrace je Gaussova kvadratura [2], která
je vyjádřena vztahem∫ 1

−1
f(x)dx ≈

nG∑
i=1

wif(xi), (6.60)

kde wi jsou váhové koeficienty a xi jsou Gaussovy body. Výpočet složitého určitého in-
tegrálu tak přecháźı v problém několikanásobného vyč́ısleńı integrandu ve specifických
bodech. To umožňuje napoč́ıtat si některé výrazy už v rámci prepocessingu a t́ım zefektiv-
nit výpočtový proces. Pro interval integrace [−1, 1] jsou váhové koeficienty a Gaussovy
body shrnuty v tab. 6.1. Při nutnosti výpočtu na obecném intervalu [a, b] je výraz (6.60)
modifikován na tvar∫ b

a

f(x)dx ≈ b− a
2

nG∑
i=1

wif

(
b− a

2
xi +

a+ b

2

)
. (6.61)

Jak je uvedeno a dokázáno např́ıklad v [2], Gaussova kvadratura je navržena t́ım
zp̊usobem, aby byl při numerické integraci polynomiálńıch funkćı řádu 2nG − 1 źıskán
přesný výsledek v př́ıpadě použit́ı nG Gaussových bod̊u. Vzhledem k tomu, že tvarové
funkce konečných prvk̊u jsou běžně polynomiálńı funkce, je tato metoda hojně využ́ıvána.
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Počet bod̊u nG Gaussovy body xi Váhové koeficienty wi

1 0 2

2 ± 0,5773503 1

3 ± 0,7745967 0,5555556
0 0,8888889

4 ± 0,8611363 0,3478548
± 0,3399810 0,6521452

5 ± 0,9061798 0,2369269
± 0,5384693 0,4786287

0 0,5688889

Tabulka 6.1.: Hodnoty bod̊u a váhových koeficient̊u Gaussovy kvadratury.

75



7. Aplikace p̌redstavených postup̊u a
metod p̌ri modelováńı tenkých
poddajných struktur

Předmětem této kapitoly je aplikace představených metod pro modelováńı mechanických
systémů s tenkými poddajnými členy. Software pro numerické simulace mechanických
systému s ANCF elementy byl vytvořen v programu MATLAB. Stejně tak byl v pro-
gramu MATLAB implementován numerický řešič algebro-diferenciálńıch rovnic indexu 3
využ́ıvaj́ıćı Newmarkovu metodu. Vzhledem k časově náročnému vyč́ıslováńı matice tu-
hosti ANCF prvk̊u v každém časovém kroku byly př́ıslušné funkce převedeny do formátu
.mex s využit́ım tzv. MATLAB Coder, což je obecně kompilátor (neboli překladač) z ja-
zyka programu MATLAB do programovaćıho jazyka C a C++. Následným využ́ıváńım
takto přeložených funkćı pro výpočet matice tuhosti bylo doćıleno sńıžeńı výpočtového
času v́ıce než desetkrát. Z tohoto d̊uvodu byl stejný postup překladu použit i pro funkce
poč́ıtaj́ıćı kontaktńı śıly, které jsou z hlediska výpočtového času také velmi náročné.

Tato kapitola obsahuje několik aplikaćı. V prvńım př́ıpadě je analyzován volný po-
hyb poddajného kyvadla modelovaného pomoćı plně parametrizovaného prostorového
ANCF elementu, prostorového kabelového ANCF elementu a rovinného elementu L2T2.
Tento problém je často využ́ıvaným testovaćım př́ıkladem (tzv. benchmark) v dynamice
soustav poddajných těles [5, 84]. Jsou zde shrnuty přednosti a nedostatky r̊uzných typ̊u
element̊u, dále je zkoumána jejich efektivita a výpočetńı náročnost. Tento problém je
také využit ke zkoumáńı efektivity Newmarkovy a kvazi-Newtonovy metody a samotná
podkapitola 7.1 je uzavřena energetickou bilanćı při použit́ı r̊uzně nastavených nume-
rických řešič̊u. Druhý př́ıpad se zabývá modelováńım tenkého vlákna, na jehož konci je
zavěšeno závaž́ı, které se pohybuje po nakloněné rovině. Výsledky jsou pak porovnány
s experimentem a je zde zmı́něna možnost vynulováńı axiálńıch sil vlákna v př́ıpadě
tlakového zat́ıžeńı. Významnou část́ı této kapitoly je třet́ı aplikace, která se zabývá de-
tailńım modelováńım interakce kladky a lana modelovaného pomoćı př́ıstupu ANCF.
Jsou zde analyzovány normálové kontaktńı śıly mezi lanem a kladkou, popsána dyna-
mická analýza interakce lana a kladky se zaměř́ım na zkoumáńı vlivu r̊uzného nastaveńı
modelu třećıch sil a nakonec je provedeno srovnáńı s experimentem. Pro toto srovnáńı po-
sloužily výsledky měřeńı pohybu mechanismu složeného z vlákna vedeného přes kladku,
kdy na jednom konci vlákna je závaž́ı pohybuj́ıćı se po nakloněné rovině a na druhém
konci je pak ř́ızený lineárńı posuvný motor. Čtvrtá aplikace se týká modelováńı a dyna-
mické analýzy vláknového mechanického systému Quadrosphere v programu MSC.Adams
s d̊urazem na popis modelu a jeho následného možného využit́ı. Posledńı pátá aplikace

76
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l a

a

Obrázek 7.1.: Schéma poddajného kyvadla, jeho počátečńı pozice a uvažovaný pr̊uřez.

je zaměřena na popis modelováńı poddajných absorpčńıch proutk̊u jaderných reaktor̊u
s využit́ım ANCF element̊u a kontaktńıch sil. Jedná se př́ıklad využit́ı představených
postup̊u v oblasti energetiky.

7.1. Pohyb poddajného kyvadla

Pohyb poddajného kyvadla, na které p̊usob́ı pouze vlastńı t́ıha, je standardńı srovnávaćı
typ úlohy, na kterém lze testovat implementované ANCF elementy. V tomto př́ıpadě
byly testovány verze plně parametrizovaného prostorového ANCF nosńıkového elementu
(model označen Thick), jehož elastické śıly byly odvozeny př́ıstupem elastic line ap-
proach, dále verze prostorového kabelového ANCF elementu (Thin) a rovinného L2T2
elementu. Do modelu nebylo zavedeno žádným zp̊usobem tlumeńı, pohybové rovnice tedy
odpov́ıdaj́ı tvaru (4.58).

Matice tuhosti u výpočtového modelu Thick byla př́ımo analyticky odvozena po-
moćı symbolických operaćı v programu MATLAB. Postup elastic line approach pro od-
vozeńı elastických sil byl zvolen z d̊uvodu jeho snazš́ı implementace, protože je nutné
vypoč́ıtat pouze integrály po délce střednicové linie, s č́ımž narozd́ıl od př́ıstupu dle
obecných postup̊u mechaniky kontinua neměly funkce z programu MATLAB Symbolic
math toolbox problém. Výpočet s konkrétńım vyjádřeńım matice tuhosti Kela

full(e) (A.2)
je rychleǰśı a přesněǰśı než tři vnořené cykly Gaussovy kvadratury pro numerický výpočet
trojného integrálu matice Kcma

full (A.1). V modelu Thin byla matice tuhosti Klow určena
dle výrazu (A.3), který však symbolické operace programu MATLAB nebyly schopné
upravit do použitelného tvaru pro numerické simulace kv̊uli složitému integrálu. Pro
vyč́ısleńı matice Klow v každém kroku je tedy použita Gaussova kvadratura a derivace
matice tvarových funkćı S,x jsou pro konkrétńı Gaussovy body předpoč́ıtány v rámci
preprocessingu. Pro výpočet integrálu ohybové tuhosti byly použity tři Gaussovy body,
pro podélnou tuhost pak bod̊u pět, což odpov́ıdá doporučeńı [30].

Na obr. 7.1 je znázorněno poddajné kyvadlo v počátečńı poloze a jeho uvažovaný
čtvercový pr̊uřez. Parametry kyvadla jsou shrnuty v tab. 7.1. Určeńı pr̊uřezových cha-
rakteristik bylo provedeno na základě literatury [53, 77].

Při řešeńı pohybových rovnic pomoćı funkćı ode programu MATLAB byla rotačńı
vazba v modelu zavedena odebráńım všech posuvných stupň̊u volnosti v mı́stě krajńıho
uzlu, což je realizováno vypuštěńım prvńıch třech rovnic ze soustavy diferenciálńıch rovnic
popisuj́ıćıch daný problém. T́ımto zp̊usobem se lze vyhnout nutnosti eliminace Lagran-
geových multiplikátor̊u a zavedeńı stabilizace.
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V př́ıpadě řešeńı problému poddajného kyvadla pomoćı Newmarkovy metody byla
rotačńı vazba realizována zavedeńım jednoduchých algebraických vazbových podmı́nek,
jejichž předpis je

r(1) − rrot = 0, (7.1)

kde r(1) vyjadřuje polohový vektor prvńıho uzlu kyvadla, ve kterém se má nacházet
rotačńı vazba, a rrot je polohový vektor vyjadřuj́ıćı polohu rotačńı vazby v pevném
globálńı souřadnicovém systému. Celý mechanický systém je tedy popsán soustavou
algebro-diferenciálńıch rovnic, na kterém je možné testovat př́ıstupy popsané v kapi-
tole 6. Samozřejmě by bylo možné postupovat stejně jako v př́ıpadě použit́ı funkćı ode
programu MATLAB, tedy odebrat př́ıslušné rovnice z řešeńı, nicméně smyslem tohoto
př́ıstupu je ukázat možnosti př́ımého řešeńı soustavy algebro-diferenciálńıch rovnic.

7.1.1. Simulace a výsledky pro r̊uzné ANCF prvky

Pro porovnáńı r̊uzných ANCF prvk̊u a integračńıch metod byla provedena simulace po-
hybu kyvadla po dobu dvou vteřin. Ve výchoźım př́ıpadě je použito 10 ANCF element̊u.
V př́ıpadě výpočtu s použit́ım funkćı ode programu MATLAB, které jsou založeny na
r̊uzných integračńıch metodách s adaptivńım integračńım krokem, bylo ponecháno im-
plicitńı nastaveńı relativńı chyby (RelTol = 10−3) a absolutńı chyby (AbsTol = 10−6).
Při řešeńı algebro-diferenciálńıch rovnic pomoćı Newmarkovy metody byl nastaven kon-
stantńı časový krok h = 0, 0005 s a parametr numerického tlumeńı α = 0. Pro zastaveńı
iteračńıho procesu byly využity podmı́nky (6.23), kde konstanty εres a εconstr maj́ı shod-
nou hodnotu 10−6. Vzhledem k tomu, že analytické určeńı Jacobiho matice elastických sil

Základńı parametry

Délka kyvadla l 2 m
Délka hrany čtvercového pr̊uřezu a 0, 01 m
Hustota materiálu kyvadla ρ 4000 kg·m−3
Young̊uv modul pružnosti materiálu E 108 Pa
T́ıhové zrychleńı g 9, 81 m·s−2
Poissonova konstanta ν 0.3

Dopoč́ıtané parametry

Modul pružnosti ve smyku G = E
2(1+ν)

3, 85 · 107 Pa

Moment setrvačnosti pr̊uřezu k ose y a z [53] Iy = Iz = a4

12
8, 33 · 10−10 m4

Polárńı moment setrvačnosti Ip = Iz + Iy 1, 67 · 10−9 m4

Smykové faktory [53] ky = kz = 10(1+ν)
12+11ν

0, 8497

Smykový distribučńı faktor (torzńı) [77] kx 0, 8436
Torzńı tuhost [77] St = GIpkx 0, 5408 N·m·rad−1

Tabulka 7.1.: Parametry kyvadla.
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některých ANCF element̊u může být složité, je pro srovnáńı u všech použitých element̊u
Jacobiho matice vypoč́ıtávána numericky zp̊usobem popsaným v kapitole 6.2. Iterace
v rámci jednoho časového kroku jsou prováděny s využit́ım kvazi-Newtonovy metody.
Nevýhoda kvazi-Newtonových metod spoč́ıvá ve velkém počtu nutných iteraćı v př́ıpadě,
kdy predikované řešeńı neńı dostatečně bĺızko přesnému řešeńı. Z tohoto d̊uvody bylo do
algoritmu zaneseno numerické přepoč́ıtáńı celé iteračńı matice v př́ıpadě, kdy řešeńı ne-
zkonvergovalo během daného počtu iteraćı. Konkrétně bylo zvoleno přepoč́ıtáńı iteračńı
matice po překročeńı 10 iteraćı v rámci jednoho časového kroku.

Časová náročnost výpočtu jednotlivých metod při simulaci 2 vteřin pohybu kyvadla
je shrnuta v tab. 7.2. V př́ıpadě nejméně komplexńıch rovinných prvk̊u L2T2 a prosto-
rových prvk̊u Thin byly testovány všechny zmı́něné metody numerické integrace dostupné
v programu MATLAB, zat́ımco v př́ıpadě komplexńıch prvk̊u typu Thick bylo testováno
jen pět nejrychleǰśıch metod, protože u metod ode23tb a ode23s výpočet běžel v́ıce
než 20 hodin bez źıskáńı výsledku. Z tab. 7.2 je tedy patrné, že volba vhodné metody
numerické integrace může vést k výraznému zrychleńı výpočtu. Předevš́ım použit́ı New-
markovy metody spolu s kvazi-Newtonovou metodou se ukázalo jako výhodné z hlediska
výpočtového času pro všechny typy testovaných prvk̊u.

Na obr. 7.2 je ukázán tvar poddajného kyvadla ve vybraných časových okamžićıch.
Na obr. 7.3 jsou znázorněny výsledky třech testovaných ANCF prvk̊u při použit́ı nu-
merické integračńı metody ode23t. Vlevo je zobrazen časový pr̊uběh vertikálńı pozice
volného konce kyvadla. Je zde patrné, že pro všechny tři modely je výsledná křivka téměř
stejná. Vpravo jsou pak znázorněny jednotlivé rozd́ıly mezi modely v čase. V nejlepš́ı

Prvek MATLAB funkce ode
ANCF ode15s ode23t ode23 ode113 ode45 ode23tb ode23s

L2T2 21,5 10,1 5,3 9,4 14,1 11,8 237,5
Thin 28,5 11,5 7,1 11,9 19,1 34,5 705,3
Thick 455,9 375,6 311,0 221,3 332,0 n/a(1) n/a(1)

Prvek Newmarkova metoda
ANCF Broyden Davidon DPF BFGS

L2T2 3,69 1,69 3,06 2,96
Thin 7,22 2,96 6,32 6,14
Thick 19,20 10,49 20,24(2) 27,61(2)

Poznámka:
(1) Výsledky nebyly źıskány v rozumném čase.
(2) Pro dané parametry nebylo dosaženo konvergence, výsledky byly źıskány až po přidáńı
malého numerického tlumeńı v podobě α = 0, 01.

Tabulka 7.2.: Výpočtové časy [s] pro r̊uzné ANCF prvky a numerické integračńı metody
při simulaci 2 vteřin pohybu kyvadla.
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Obrázek 7.2.: Tvar poddajného kyvadla ve vybraných časových okamžićıch.
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10-3 Rozdil vertikalni polohy konce kyvadla - ode23t

Rozdil Thick - L2T2

Rozdil Thick - Thin

Rozdil Thin - L2T2

Obrázek 7.3.: Časový pr̊uběh vertikálńı polohy konce kyvadla pro r̊uzné modely při
použit́ı ode23t (vlevo) a výsledné rozd́ıly mezi jednotlivými modely
(vpravo).

shodě jsou modely Thick a Thin, kde je maximálńı rozd́ıl přibližně 2 mm. Rovinný mo-
del L2T2 pak vykazuje v̊uči ostatńım model̊um maximálńı rozd́ıl přibližně 10 mm. Ten je
zp̊usoben hlavně zjednodušuj́ıćımi předpoklady při odvozeńı elastických sil. Je zde nutné
ještě podotknout, že výsledné rozd́ıly jsou stále relativně malé, protože pohyb takto velmi
poddajného dvoumetrového kyvadla je možné považovat za špatně podmı́něnou úlohu
v tom smyslu, že nepatrný rozd́ıl parametr̊u kyvadla vede k časově rychle vzr̊ustaj́ıćı
odchylce.

Na obr. 7.4 je ukázán časový pr̊uběh vertikálńı polohy konce kyvadla modelovaného
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Obrázek 7.4.: Časový pr̊uběh vertikálńı polohy konce kyvadla pro r̊uzný počet element̊u
typu Thin (vlevo) a rozd́ıly mezi jednotlivými diskretizacemi (vpravo).

pomoćı prostorových Thin prvk̊u pro r̊uzný počet element̊u diskretizace. Zkoumán byl
rozd́ıl při použit́ı 20, 10, 5 a extrémńı př́ıpad použit́ı pouze 2 ANCF element̊u pro dis-
kretizaci celého kyvadla. Z výsledk̊u je patrné, že v př́ıpadě použit́ı 20 a 10 element̊u
jsou výsledné pr̊uběhy v dobré shodě (maximálńı rozd́ıl přibližně 8,6 mm), zat́ımco při
použit́ı pouze 2 element̊u je výsledný časový pr̊uběh už velmi odlǐsný.

7.1.2. Porovnáńı výsledk̊u pro r̊uzné integračńı metody

Na obr. 7.5 jsou pro model Thin znázorněny rozd́ıly mezi časovými pr̊uběhy vertikálńı
pozice konce kyvadla při užit́ı r̊uzných numerických integračńıch metod. Jako srovnávaćı
funkce pro numerickou integraci byla použita ode23t, která dle dokumentace programu
MATLAB využ́ıvá lichoběžńıkové pravidlo a je vhodná pro výpočty, kde je vyžadováno
nulové numerické tlumeńı. To je výhodné, nebot’ použité nastaveńı Newmarkovy metody
také uvažuje nulové numerické tlumeńı. Z graf̊u je patrné, že maximálńı rozd́ıly jsou
v řádu 10−5 m, přičemž na levém grafu z obr. 7.5 modrý a černý pr̊uběh splývaj́ı. Na
obr. 7.6 vlevo jsou znázorněny časové pr̊uběhy rozd́ıl̊u mezi řešeńım źıskaném pomoćı
funkce ode23t a řešeńım źıskaném pomoćı Newmarkovy metody s r̊uznými velikostmi
časového kroku. Z grafu je patrné, že při konstantńım kroku h = 0, 001 s se rozd́ıl po-
hybuje v řádu 10−4, zat́ımco při kroćıch h = 0, 0005 s a h = 0, 0001 s je výsledný rozd́ıl
již v řádu 10−5, tedy srovnatelný s výsledky z graf̊u na obr. 7.5. Na obr. 7.6 vpravo je
pak ukázán rozd́ıl časových pr̊uběh̊u vertikálńı pozice konce kyvadla pro Newmarkovu
metodu při použit́ı r̊uzných kvazi-Newtonových metod. Z tab. 7.2 vyplývá, že nejv́ıce
časově efektivńı metoda v tomto př́ıpadě je Davidonova, nicméně použit́ı jiné metody
vede k maximálńımu rozd́ılu výsledk̊u v řádu 10−8, což je zanedbatelné. Lze konstato-
vat, že jednotlivé předpisy kvazi-Newtonovy metody vedou ke stejně přesnému výsledku.
Nav́ıc je na pravém grafu z obr. 7.6 ukázáno zelenou křivkou, že při zpř́ısněńı zastavo-
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10-5 Rozdil mezi funkcemi ode
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10-5 Rozdil mezi funkcemi ode
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Obrázek 7.5.: Rozd́ıly mezi časovými pr̊uběhy vertikálńı pozice konce kyvadla při užit́ı
r̊uzných numerických integračńıch metod programu MATLAB pro model
Thin.
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10-8 Rozdil pri pouzi ruznych kvazi-Newtonovych metod

rozdil Davidon - Broyden

rozdil Davidon - DPF

rozdil Davidon - BFGS

rozdil Davidon - Davidon  = e-7

Obrázek 7.6.: Rozd́ıly mezi časovými pr̊uběhy vertikálńı pozice konce kyvadla při použit́ı
funkce ode23t a Newmarkovy metody s r̊uzným nastaveńım konstantńıho
časového kroku (vlevo) a rozd́ıly při použit́ı r̊uzných kvazi-Newtonových
metod v rámci zpřesňuj́ıćıch iteraćı Newmarkovy metody.

vaćı podmı́nky vnitřńıch iteraćı Newmarkovi metody, tedy při nastaveńı εres a εconstr na
hodnotu 10−7, nebyla źıskána výrazná změna v přesnosti metody.

Pro tento testovaćı typ úlohy bylo prokázáno, že na přesnost výsledk̊u źıskaných po-
moćı Newmarkovy metody má předevš́ım vliv velikost časového integračńıho kroku. Volba
Newtonovy nebo kvazi-Newtonovy metody má pak vliv hlavně na rychlost konvergence
iteračńıho procesu a také na časovou náročnost, která v tomto základńım srovnávaćım
př́ıkladu souviśı s počtem vyč́ısleńı elastických sil prvk̊u.
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7. Aplikace představených postup̊u a metod při modelováńı tenkých poddajných struktur

Sledovaný parametr Broyden Davidon DPF BFGS

Pr̊uměr iteraćı 7,70 4,19 4,73 4,46
Přepoč́ıtáńı Jacob. mat. 31 0 238 144
Sestaveńı vektoru elast. sil 32911 16842 34707 27406
Čas výpočtu [s] 7,22 2,96 6,32 6,14

Tabulka 7.3.: Porovnáńı efektivity uvažovaných kvazi-Newtonových metod.

V rámci vyšetřováńı efektivity jednotlivých kvazi-Newtonových metod byly prove-
deny simulace s r̊uznými parametry a byl sledován počet sestaveńı celkového vektoru
elastických sil, pr̊uměrný počet iteraćı v rámci jednoho časového kroku a také počet,
kolikrát byla numericky přepoč́ıtána Jacobiho matice. Pro výchoźı nastaveńı parametr̊u
z kapitoly 7.1.1 (nulové numerické tlumeńı, h = 0, 0005 s, dovolená maximálńı chyba εres
a εconstr s hodnotou 10−6 a přepoč́ıtáńı Jacobiho matice v př́ıpadě překročeńı deseti ite-
raćı) jsou výsledky pro prvek typu Thin shrnuty v Tab. 7.3. Ze sledovaných parametr̊u je
patrné, že výsledný čas výpočtu zálež́ı předevš́ım na počtu sestaveńı vektoru elastických
sil, jak bylo zmı́něno dř́ıve, méně pak na pr̊uměrném počtu iteraćı. Každé numerické
přepoč́ıtáńı Jacobiho matice pak přisṕıvá do počtu sestaveńı vektoru elastických sil hod-
notou odpov́ıdaj́ıćı počtu stupň̊u volnosti úlohy. Ze sledovaných výstupńıch parametr̊u
je zřejmé, že nejefektivněǰśı je v tomto př́ıpadě Davidonova metoda.

V tab. 7.4 jsou uvedeny sledované výstupńı veličiny při r̊uzném nastaveńı parametr̊u
simulace a při použit́ı Davidonovy kvazi-newtonské metody. Pro uvedená nastaveńı nikdy
nedošlo k překročeńı deseti iteraćı v rámci jednoho časového kroku, Davidonova metoda se
tedy jev́ı jako velmi efektivńı. Dále je z výsledk̊u patrné, že přidáńı numerického tlumeńı
do simulace pohybu netlumeného poddajného kyvadla má za následek lepš́ı konvergenci
iteraćı, sńıžeńı celkového počtu sestaveńı vektoru elastických sil a t́ım i sńıžeńı času
výpočtu. Naopak zdvojnásobeńı počtu prvk̊u pro diskretizaci kyvadla vedlo k přibližnému
zdvojnásobeńı výpočtového času. Vzrostl také pr̊uměrný počet iteraćı, protože do normy
residua dle (6.23) přisṕıvá v́ıce rovnic a je tedy potřeba v́ıce krok̊u k jej́ımu sńıžeńı pod
uvažovanou mez 10−6. S t́ım je spojeno také mı́rné zvýšeńı počtu sestaveńı celkového
vektoru elastických sil. Zdvojnásobeńı výpočtového času je mimo jiné dáno ještě t́ım, že
jedno sestaveńı vektoru elastických sil trvá déle pro v́ıce element̊u.

Posledńı analýza se týká vlivu zvolené zastavovaćı podmı́nky. V předcházej́ıćıch
př́ıpadech byla vždy použita nejjednodušš́ı zastavovaćı podmı́nka dle výrazu (6.23) s přes-
nost́ı 10−6. Stejná přesnost je nastavena i pro podmı́nku (6.24). Testována byla Davido-
nova a BFGS metoda, kdy pro diskretizaci kyvadla bylo použito 20 ANCF tenkých prvk̊u,
časový krok simulace h = 0, 0005 a nulové numerické tlumeńı. Výsledky simulaćı jsou shr-
nuty v tab. 7.5. Je zde patrné, že při použit́ı podmı́nky (6.24) byl v obou př́ıpadech źıskán
výsledek v lepš́ım čase a počet sestaveńı celkového vektoru elastických sil byl nižš́ı. Dále
se opět potvrdila dobrá konvergence Davidonovy kvazi-newtonské metody. Zaj́ımavý je
však fakt, že při použit́ı podmı́nky (6.24) pro metodu BFGS se zvýšil počet přepoč́ıtáńı
Jacobiho matice, zat́ımco výpočtový čas se sńıžil. Z těchto výsledk̊u se mimo jiné dá usu-
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Nastaveńı metody

Časový krok h 0,0005 0,0005 0,0001 0,001 0,001 0,0005 0,0005
Numerické tlumeńı α 0 0,05 0 0 0,05 0 0,05
Počet prvk̊u Thin 10 10 10 10 10 20 20

Sledovaný parametr

Pr̊uměr iteraćı 4,19 3,83 3,00 5,38 4,99 5,03 4,45
Přepoč́ıtáńı Jacob. mat. 0 0 0 0 0 0 0
Sestaveńı vekt. elast. sil 16842 15387 60027 10827 10052 20262 17916
Čas výpočtu [s] 2,96 2,59 10,05 1,84 1,69 6,08 5,48

Tabulka 7.4.: Vliv r̊uzného nastaveńı parametr̊u integrace při použit́ı Davidonovy kvazi-
newtonské metody na sledované parametry.

Sledovaný parametr Davidon Davidon BFGS BFGS

Zastavovaćı podm. (6.23) (6.24) (6.23) (6.24)
Pr̊uměr iteraćı 5,03 4,49 5,05 4,48
Přepoč́ıtáńı Jacob. mat. 0 0 69 76
Sestaveńı vekt. elast. sil 20262 18069 29010 27631
Čas výpočtu [s] 6,08 5,46 16,45 14,55

Tabulka 7.5.: Vliv r̊uzné zastavovaćı podmı́nky na efektivitu výpočtu.

zovat, že v př́ıpadě, kdy predikované řešeńı je v́ıce vzdálené od přesného řešeńı, přibližuje
se metoda BFGS k řešeńı pomaleji a je nutné přepoč́ıtat Jacobiho matici. Jelikož je však
stále pr̊uměr iteraćı pro podmı́nku (6.24) u BFGS nižš́ı než pro podmı́nku (6.23), lze
usoudit, že k přepoč́ıtáńı Jacobiho matice opravdu došlo jen v některých ojedinělých
časových kroćıch. Na obr. 7.7 je znázorněn časový pr̊uběh rozd́ılu vertikálńı pozice konce
kyvadla při použit́ı dvou zastavovaćıch podmı́nek a také rozd́ıl mezi Davidonovou a BFGS
metodou. Z pr̊uběh̊u je patrné, že volba zastavovaćı podmı́nky má zanedbatelný vliv na
přesnost výpočtu.

7.1.3. Energetická bilance

Sestaveńı energetické bilance je často využ́ıváno pro zhodnoceńı správnosti použitých
numerických postup̊u a to hlavně z hlediska samovolného nár̊ustu či poklesu (disipace)
celkové energie vlivem numerického výpočtu. V obecném př́ıpadě je součet kinetické
energie Ek, deformačńı energie U a potenciálńı energie gravitačńıho silového pole Ep
roven práci vněǰśıch sil W , tedy

Ek + U + Ep = W. (7.2)
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10-7 Rozdil pri pouziti zastavovaci podm. (6.23) a (6.24)

Davdion (6.23)-(6.24)

BFGS (6.23)-(6.24)

Davdion (6.23) - BFGS (6.23)

Obrázek 7.7.: Rozd́ıly mezi časovými pr̊uběhy vertikálńı pozice konce kyvadla při použit́ı
r̊uzných zastavovaćıch podmı́nek iterace.

V př́ıpadě pohybu poddajného kyvadla je práce sil nulová, nebot’ kromě objemové gra-
vitačńı śıly na kyvadlo nejsou aplikovány žádné vněǰśı śıly. Nav́ıc model volného pádu
poddajného kyvadla představuje konzervativńı systém, nebot’ neńı uvažováno žádné tlu-
meńı. Pro takový konzervativńı systém pak plat́ı energetická bilance ve tvaru

Ec = Ek + U + Ep = konst, (7.3)

tedy celková energie systému je neměnná.
V určitém časovém okamžiku je kinetická energie Ek dána součtem kinetických

energíı jednotlivých ANCF prvk̊u Eke vyjádřených obecně dle výrazu (4.54). Celková de-
formačńı energie U v př́ıpadě kyvadla modelovaného pomoćı Thin prvk̊u je dána součtem
deformačńıch energíı element̊u Ue, které jsou vyjádřeny podle vztahu (4.76). Potenciálńı
energie jednoho elementu je dána vztahem

Epe = ρAe

∫ le

0

rTgdx = ρAe

∫ le

0

eTSTgdx, (7.4)

kde g = [0, 9, 81, 0]T , tedy t́ıhové zrychleńı má hodnotu g = 9, 81 m·s−2 a p̊usob́ı ve
svislém směru.

Nejdř́ıve je analyzována energetická bilance pro dvě vteřiny simulace modelu na-
staveného tak, jak je popsáno v kapitole 7.1. Na obr. 7.8 jsou ukázány časové pr̊uběhy
kinetické, potenciálńı a deformačńı energie systému a součet všech energíı při použit́ı
funkce ode23t programu MATLAB. Z výsledk̊u je patrné, že deformačńı energie je rela-
tivně ńızká. Vzhledem k tomu, že v počátečńı poloze je vertikálńı souřadnice všech bod̊u
kyvadla nulová, součet všech energíı by měl být rovný nule ve všech časových kroćıch.
V př́ıpadě použit́ı zmı́něné integračńı funkce programu MATLAB byla nulovost součtu
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10-5 Bilance energie

Obrázek 7.8.: Časový pr̊uběh kinetické, deformačńı a potenciálńı energie (vlevo) a součet
všech energíı (vpravo) při použit́ı integračńı metody ode23t programu
MATLAB.
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10-4 Bilance energie

Obrázek 7.9.: Časový pr̊uběh kinetické, deformačńı a potenciálńı energie (vlevo) a součet
všech energíı (vpravo) při použit́ı Newmarkovy integračńı metody s nu-
lovým parametrem numerického tlumeńı.

energíı přibližně splněna s toleranćı v řádu 10−4 J. Na obr. 7.9 jsou pak ukázány obdobné
časové pr̊uběhy energíı při použit́ı Newmarkovy metody s nulovým parametrem nume-
rického tlumeńı. Z výsledk̊u je patrné, že při použit́ı Newmarkovy metody je maximum
disipované energie přibližně 2,5krát větš́ı, nicméně stále v řádu 10−4 J.

Na obr. 7.10 je ukázána bilance energie při simulaci celkem 20 vteřin pohybu kyvadla
pomoćı Newmarkovy metody s nulovým parametrem numerického tlumeńı. Z pr̊uběh̊u
je patrné, že i přes nulový parametr numerického tlumeńı docháźı k disipaci energie,
která s časem nar̊ustá. Pro srovnáńı je na obr. 7.11 zobrazen časový pr̊uběh energíı
v př́ıpadě integrace pomoćı funkce ode23t programu MATLAB. I zde docháźı k disipaci
energie, která je však menš́ı než v př́ıpadě Newmarkovy metody. V tomto př́ıpadě neńı
zcela zřejmé, co může být př́ıčinou numerického tlumeńı. Možná př́ıčina spoč́ıvá v nume-
rické chybě při vyč́ıslováńı elastických sil pomoćı Gaussovy kvadratury. Nav́ıc v př́ıpadě
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Obrázek 7.10.: Časový pr̊uběh kinetické, deformačńı a potenciálńı energie (vlevo) a součet
všech energíı (vpravo) při použit́ı Newmarkovy integračńı metody s nu-
lovým parametrem numerického tlumeńı (simulace 20 vteřin pohybu).
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10-3 Bilance energie

Obrázek 7.11.: Časový pr̊uběh kinetické, deformačńı a potenciálńı energie (vlevo) a součet
všech energíı (vpravo) při použit́ı integračńı metody ode23t programu
MATLAB (simulace 20 vteřin pohybu).

Newmarkovy metody docháźı k oscilaćım celkové bilance energie. Nepodmı́něná stabilita
Newmarkovy metody při γ = 1/2 a β = 1/4 plat́ı pouze pro lineárńı systémy, takže
existuje podezřeńı, že zvyšuj́ıćı se energetické oscilace mohou vést až ke ztrátě numerické
stability. Jak je uvedeno např́ıklad v literatuře [27], nenulovým parametrem numerického
tlumeńı lze doćılit zlepšeńı numerické stability řešeńı. Na obr. 7.12 jsou ukázány časové
pr̊uběhy energíı a celková energetická bilance při použit́ı Newmarkovy metody s parame-
trem numerického tlumeńı α = 0, 05. Disipace energie je zde již velmi výrazná.

Aby bylo možné źıskané energetické bilance porovnat s výsledky z literatury, byla
provedena simulace pohybu poddajného kyvadla s parametry nastavenými dle článku [5],
konkrétně délka kyvadla l = 1, 2 m, pr̊uřez A = 0, 0018 m2, kvadratický moment pr̊uřezu
I = 1, 21 · 10−8 m4, hustota ρ = 5540 kg·m−3 a Young̊uv modul pružnosti E = 0, 7 · 106

Pa. Výsledná bilance energíı je zobrazena na obr. 7.13 a je ve výborné vizuálńı shodě
s výsledky z článku [5], kde byl však použit rovinný ANCF prvek L2T2.
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Obrázek 7.12.: Časový pr̊uběh kinetické, deformačńı a potenciálńı energie (vlevo) a součet
všech energíı (vpravo) při použit́ı Newmarkovy integračńı metody para-
metrem numerického tlumeńı α = 0, 05 (simulace 20 vteřin pohybu).
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Obrázek 7.13.: Časový pr̊uběh kinetické, deformačńı a potenciálńı energie a součet všech
energíı při použit́ı Newmarkovy metody s nulovým parametrem nume-
rického tlumeńı (pravý graf a parametry kyvadla převzaty z [5]).

7.2. Závaž́ı kmitaj́ıćı na tenkém vlákně

Druhá aplikace ANCF element̊u se týká modelováńı tenkého uhĺıkového vlákna, na jehož
konci je zavěšeno závaž́ı, které se pohybuje po nakloněné rovině. Tento př́ıpad kmitáńı
závaž́ı na vlákně byl zkoumán také experimentálně [56], proto je možné výsledné časové
pr̊uběhy pohybu závaž́ı porovnat s naměřenými daty. Experiment prob́ıhal t́ım zp̊usobem,
že nejdř́ıve bylo závaž́ı vychýleno po nakloněné rovině vzh̊uru o u0 = 0, 01 m a následně
puštěno volným pádem. Pomoćı sńımač̊u pak byla měřena poloha závaž́ı v čase. Na
obr. 7.14 je schéma řešeného problému s rozměry pr̊uřezu vlákna a na obr. 7.15 je foto-
grafie experimentálńıho zař́ızeńı a použitého vlákna. V simulaćıch je uvažováno vetkutńı
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Obrázek 7.14.: Schéma řešeného problému a obdélńıkový pr̊uřez vlákna.

Obrázek 7.15.: Fotografie experimentálńıho zař́ızeńı a fotografie použitého vlákna [56].

horńıho konce vlákna do rámu a vetknut́ı spodńıho konce vlákna k závaž́ı. Závaž́ı je
v modelu respektováno pomoćı hmotného bodu. Pro numerické řešeńı pohybových rovnic
byly použity funkce ode programu MATLAB. Všechny vazby jsou do modelu zavedeny
pomoćı vazebńıch podmı́nek a pro zabráněńı porušeńı vazeb je použita Baumgartova
stabilizace [23, 32].

Jelikož se jedná o rovinnou úlohu, pro modelováńı vlákna byl zvolen rovinný ANCF
element L2T2, který se v předchoźım př́ıpadě osvědčil jako nejefektivněǰśı z hlediska
výpočtového času simulaćı a dostatečně přesný v porovnáńı s ostatńımi komplexněǰśımi
ANCF elementy. Pro diskretizaci vlákna bylo použito 5 element̊u. S ohledem na výsledky
předchoźıho testovaćıho př́ıkladu a skutečné délky vlákna je tato diskretizace dostatečná.
Dále bylo v modelu uvažováno třeńı mezi závaž́ım a nakloněnou rovinou. Pro popis třeńı
byl zvolen základńı Threlfall̊uv model třećı śıly (5.38), jehož parametry jsou malá charak-
teristická rychlost v0 a koeficient třeńı cf . Úhel nakloněné roviny je ve všech simulaćıch
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a v experimetnu roven αnakl = π
4

rad.
Na tomto př́ıkladě byl dále zkoumán vliv chováńı vlákna v tlaku. Tenké vlákno

zat́ıžené v osovém směru tlakem neklade téměř žádný odpor. Aby bylo toto chováńı
v modelu alespoň přibližně respektováno, je zavedeno

”
vyṕınáńı“ podélných elastických

sil v př́ıpadě, kdy je celková aktuálńı délka vlákna l menš́ı než jeho volná délka l0. Při
výpočtu délky vlákna v čase t se vycháźı ze vztahu pro diferenciál délky oblouku (4.105).
Integraćı tohoto vztahu přes celou délku elementu le je źıskán vztah

le =

∫ le

0

ds =

∫ le

0

√
rT,xr,xdx. (7.5)

Odtud je možné v každém kroku určit délku le každého elementu s využit́ım Gaussovy
kvadratury. Délka modelovaného vlákna l je

l =
n∑
e=1

le, (7.6)

kde n je počet element̊u. Celkový vektor podélných elastických sil Ql vlákna lze následně
vyjádřit

Ql =

{
0 pro l < l0 (tlak),

Kl(q)q pro l ≥ l0 (tah).
(7.7)

Toto nespojité přeṕınáńı podélných elastických sil může zp̊usobit problémy při nume-
rickém řešeńı, proto je zavedena kubická skoková funkce ve tvaru

STEP(l; x1; y1; x2; y2) =


y1 pro l ≤ x1,
y1 + (x2 − x1) · z2 · (3− 2z) pro x1 < l < x2,
y2 pro l ≥ x2,

(7.8)

kde z = l−x1
x2−x1 . Tato funkce zajǐst’uje plynulý přechod funkčńı hodnoty z y1 na y2 v oblasti

x1 < l < x2. Konkrétně pro podélné śıly je tato funkce použita v tomto tvaru

Ql = Kl(q)q · STEP(l; 0, 99 · l; 0; l; 1), (7.9)

což znamená, že v rozmeźı od 0, 99 · l do l docháźı k zaṕınáńı/vyṕınáńı podélných elas-
tických sil.

V modelu vlákna bylo uvažováno proporciálńı tlumeńı dle vztahu (4.60), kde kon-
stanta αm je nulová a βk = 10−4. Parametry modelu jsou shrnuty v tab. 7.6.

7.2.1. Výsledky simulace a srovnáńı s experimentem

Základńı materiálová data byla čerpána ze záznamů experimentu a článk̊u [56, 57]. Prvńı
analýzy se týkaly naladěńı modelu třeńı za účelem źıskáńı přibližné shody mezi experi-
mentálńımi daty a výsledky numerické simulace. Sledovanou veličinou je výchylka závaž́ı.
Pro simulaci jsou použity dva modely vlákna L2T2 — prvńı model uvažuje podélné śıly
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Obrázek 7.16.: Časový pr̊uběh výchylky závaž́ı – model se zapnutými podélnými silami
v tlaku (vlevo) a model s vypnutými podélnými silami v tlaku (vpravo).

v tlaku a v druhém modelu jsou podélné elastické śıly v tlaku vyṕınány. Výsledky obou
model̊u jsou velmi podobné, nejlepš́ı shoda s experimentálńımi daty byla pozorována
pro součinitel třeńı cf = 0, 156. Na obr. 7.16 jsou časové pr̊uběhy výchylky závaž́ı obou
model̊u pro naladěný součinitel třeńı. Na obr. 7.17 je zobrazen časový pr̊uběh př́ıčného
kmitáńı vybraného uzlu dvou numerických model̊u.

Z výsledk̊u je patrné, že model třeńı byl naladěn tak, že časové pr̊uběhy výchylky
závaž́ı źıskané pomoćı numerických simulaćı přibližně odpov́ıdaj́ı experimentálńım dat̊um.
Dále se ukázalo, že zahrnut́ı podélných sil v tlaku nemá v tomto př́ıpadě na výsledky

Parametry modelu

Délka vlákna lf 0, 599 m
Rozměr pr̊uřezu (š́ı̌rka) a 0, 01 m
Rozměr pr̊uřezu (výška) b 0, 001 m
Hustota materiálu vlákna [56] ρf 272 kg·m−3
Young̊uv modul pružnosti materiálu vlákna [56] E 6, 23 · 109 Pa
T́ıhové zrychleńı g 9, 81 m·s−2
Poissonova konstanta ν 0, 3
Hmotnost závaž́ı m 3, 096 kg

Úhel nakloněné roviny αnakl
π
4

rad
Charakteristická rychlost pro třeńı (5.38) v0 0, 1 m·s−1
Výchoźı součinitel třeńı cf 0, 155
Počátečńı nadzvednut́ı závaž́ı u0 0, 01 m

Moment setrvačnosti pr̊uřezu [53] I = ab3

12
8, 33 · 10−13 m4

Tabulka 7.6.: Parametry modelu závaž́ı kmitaj́ıćıho na tenkém vlákně.
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Obrázek 7.17.: Časový pr̊uběh př́ıčného kmitáńı vybraného uzlu pro dva numerické
modely.

numerických simulaćı dominantńı vliv, protože vlákno se vlivem p̊usobeńı vlastńı t́ıhy
prohne a je následně namáháno na ohyb. Zahrnut́ı podélných sil v tlaku by mělo vliv
v př́ıpadě, že by závaž́ı kmitalo ve svislém směru. Hlavńım př́ınosem této aplikace je
experimentálńı verifikace ANCF modelu vlákna pro jednoduchý mechanický systém.

7.3. Detailńı model interakce lana a kladky

Následuj́ıćı aplikace ANCF element̊u je zaměřena na vyšetřováńı dynamického chováńı
lana, které je v kontaktu s kladkou. Tento druh soustavy těles je často součást́ı rozsá-
hleǰśıch vláknových a lanových struktur, mezi které patř́ı i roboti. Lana v této aplikaci
mohou mı́t několik funkćı, např́ıklad vyztužeńı vázaného mechanického systému pomoćı
předpjatých lanových člen̊u či př́ımo aktivńı funkci z hlediska ř́ızeńı pohybu robotické
struktury. Všeobecnou výhodou použit́ı lan jako člen̊u vázaných mechanických soustav
je pak jejich ńızká hmotnost v porovnáńı s tuhými členy. Pro dosažeńı požadovaných
vlastnost́ı mechanické soustavy jsou lana často vedena přes kladky, které mohou být
rotačně uložené v prostoru rámu či př́ımo součást́ı robotické struktury. Detailńı model
interakce lana a kladky pak umožňuje analyzovat možný prokluz lana, odlehnut́ı lana při
rychlém pohybu či př́ıčné rozkmitáńı lana vlivem pohybu kladky.

V této podkapitole jsou využity mimo jiné postupy pro modelováńı kontaktńıch sil
popsané v kapitole 5.2. Nejdř́ıve je popsána jednoduchá statická analýza volně položeného
lana na kladce, tedy př́ıpad, kde se projev́ı předevš́ım normálová kontaktńı śıla mezi la-
nem a kladkou. Dále je vyšetřován pohyb soustavy složené z kladky a lana se dvěma
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závaž́ımi. Zde se již projevuje vliv třećıch sil. Na konci této podkapitoly je ukázána veri-
fikace popsaných postup̊u s využit́ım modelu reálného mechanismu obsahuj́ıćıho kladku
a vlákno.

7.3.1. Analýza volně položeného lana na kladce

Prvńı výpočet je zaměřen na aplikaci modelu normálové kontaktńı śıly mezi pevnou klad-
kou a poddajným lanem. Výchoźı pr̊uřezové a materiálové parametry lana jsou shodné
s parametry v tab. 7.6. Lano má celkovou délku lf = 0, 5 m a na jeho konćıch jsou
uvažována závaž́ı o hmotnosti 10 kg. Toto lano je volně symetricky položeno na kladku
o poloměru 4 cm. Pro modelováńı normálové kontaktńı śıly je použit model Hunta a
Crossleyho (5.33), kde výchoźı kontaktńı tuhost je K = 108 N·m−n, exponent n = 1, 5
a kontaktńı tlumićı faktor je Df = 0, 5 s·m−n. Na lano a závaž́ı p̊usob́ı t́ıhová śıla a
kladka je uvažována jako nehybná. Jelikož se jedná o rovinnou úlohu, pro jednoduchost
byl použit ANCF nosńıkový element typu L2T2.

Na obr. 7.18 je ukázán výsledný tvar lana přehozeného přes kladku pro r̊uzné
násobky kvadratického modulu pr̊uřezu. Celkem bylo použito 30 nosńıkových element̊u.
Se vzr̊ustaj́ıćım modulem roste také ohybová tuhost, lano se proto v́ıce rozev́ırá. Takovýto
druh analýzy má předevš́ım význam z hlediska navržeńı vhodného poloměru kladky a
tuhosti lana tak, aby při r̊uzných provozńıch stavech bylo dosaženo požadovaného úhlu
opásáńı, tedy aby nebylo př́ılǐs tuhé lano ohýbáno na př́ılǐs malé kladce. S těmito výsledky
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Obrázek 7.18.: Tvar lana volně položeného na kladce pro r̊uzné násobky kvadratického
momentu pr̊uřezu.
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Obrázek 7.19.: Rozložeńı měrné normálové kontaktńı śıly v závislosti na úhlu kladky pro
r̊uzné násobky kvadratického momentu pr̊uřezu.

souviśı i obr. 7.19, kde je ukázáno rozložeńı měrné normálové kontaktńı śıly mezi klad-
kou a lanem v závislosti na úhlu kladky, kdy úhel π

2
odpov́ıdá horńımu vrcholu kladky.

Měrná normálová śıla představuje kontaktńı śılu FC vyjádřenou v Gaussových bodech
z výrazu (5.50). Rozložeńı měrné normálové kontaktńı śıly se pro r̊uzné násobky kvad-
ratického pr̊uřezového modulu lǐśı, nicméně vždy je výsledné rozložeńı symetrické kolem
středu kladky. Pro kontrolu správnosti výpočtu byla napoč́ıtána suma svislých složek
všech normálových kontaktńıch sil QCe (5.50), která v každém výpočtu odpov́ıdala vlastńı
t́ıze závaž́ı a lana, takže bylo dosaženo silové rovnováhy ve vertikálńım směru.

Posledńı statická analýza se týká vlivu počtu prvk̊u diskretizace lana na rozložeńı
měrné normálové kontaktńı śıly. Na obr. 7.20 je ukázán pr̊uběh měrné normálové kon-
taktńı śıly na kladce pro r̊uzný celkový počet prvk̊u diskretizace lana. Jednoduchým
přepočtem lze určit počet prvk̊u na polovinu obvodu kladky, tedy na opásanou část
kladky. V př́ıpadě 20 prvk̊u je opásáńı tvořeno 5 prvky, v př́ıpadě 40 prvk̊u diskretizace
lana je pak opásáńı tvořeno 10 prvky. Z obr. 7.20 je patrné, že v př́ıpadě použit́ı 20
prvk̊u je výsledek mı́rně rozd́ılný předevš́ım v krajńı oblasti opásáńı a s vyšš́ım počtem
element̊u se pr̊uběh postupně vyhlazuje.

7.3.2. Dynamická analýza interakce lana a kladky

V této podkapitole je popsána analýza interakce lana a kladky při předepsané rotaci
kladky. V tomto př́ıpadě již docháźı k možnému relativńımu pohybu mezi lanem a
opásanou část́ı kladky, projev́ı se tedy zvolený model třeńı a jeho nastaveńı.

Jako testovaćı př́ıklad byl použit mechanický systém z předchoźı podkapitoly, tedy
p̊ulmetrové lano s materiálovými parametry z tab. 7.6 symetricky přehozené přes kladku
o poloměru 4 cm. Na každém konci lana je závaž́ı předepsané hmotnosti. Třećı śıly mezi

94



7. Aplikace představených postup̊u a metod při modelováńı tenkých poddajných struktur
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Obrázek 7.20.: Rozložeńı měrné normálové kontaktńı śıly v závislosti na úhlu kladky pro
r̊uzný počet prvk̊u diskretizace lana.

lanem a kladkou byly vypoč́ıtány na základě vyhlazeného Coulombova modelu podle
vztahu (5.38). Důležitými parametry tohoto třećıho modelu jsou součinitel třeńı cf a
malá charakteristická relativńı rychlost v0, která definuje oblast vyhlazeńı třećı śıly kolem
nulové relativńı rychlosti.
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Obrázek 7.21.: Tvar lana a natočeńı kladky v jednotlivých časových okamžićıch při po-
malém pohybu kladky.
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Obrázek 7.22.: Časový pr̊uběh obvodové rychlosti kladky a vertikálńı rychlosti levého
závaž́ı pro hmotnost závaž́ı 10 kg (vlevo) a pro hmotnost závaž́ı 1 kg
(vpravo).

Spojeńı konc̊u lana s jednotlivými závaž́ımi je realizováno zavedeńım vazbových
rovnic. Lano je v tomto př́ıpadě diskretizováno pomoćı 30 prostorových kabelových
ANCF element̊u nižš́ıho řádu. Pro sestaveńı pohybových rovnic byla využita metoda
rozš́ı̌rených Lagrangián̊u, jak je popsána v podkapitole 5.1.2. Penaltový koeficient byl
nastaven p = 106 a škáluj́ıćı koeficient vazeb jako k = 1. Pro numerické řešeńı pohybu
mechanické soustavy byla použita Newmarkova metoda kombinovaná s kvazi-Newtonskou
Davidonovou metodou. Tečná matice tuhosti Kt byla určena dle zjednodušeného tvaru
(6.28). Jak je zmı́něno v podkapitole 6.1.2, v Jacobiho matici vektoru residúı St bývá
často zanedbán př́ıspěvek od Jacobiho matice vněǰśıch sil, což bylo využitou i v simu-
laćıch v rámci této podkapitoly. Důvodem je silná nelinearita kontaktńıch sil a z té ply-
noućı složitost vyjádřeńı tvaru Jacobiho matice. I přes tato zjednodušeńı, které mohou
vést k mı́rně nepřesné iteračńı matici, bylo dosaženo celkem rychlé konvergence kvazi-
Newtonovy metody. Časový krok simulace byl zvolen s ohledem na nelineárńı kontaktńı
śıly jako h = 0, 0001 s a bylo uvažováno numerické tlumeńı pomoćı parametru α = 0, 05
Newmarkovy integračńı metody.

V prvńım výpočtu jsou uvažována dvě závaž́ı s hmotnost́ı 10 kg a relativně pomalý
pohyb kladky, která se během čtyř vteřin pootoč́ı o 180 stupň̊u proti směru hodinových
ručiček a zpět se sinovým pr̊uběhem rychlosti rotace. Parametry třećıho modelu jsou
nastaveny na cf = 0, 1 a v0 = 0, 1 m·s−1, což odpov́ıdá relativně ńızkému třeńı mezi klad-
kou a lanem. Na obr. 7.21 je ukázán tvar lana a natočeńı kladky v jednotlivých časových
okamžićıch při pomalém pohybu kladky a na obr. 7.22 vlevo je ukázán časový pr̊uběh
obvodové rychlosti kladky a vertikálńı rychlosti levého závaž́ı př́ıslušné simulace s rela-
tivně pomalým předepsaným pohybem kladky. Je patrné, že i přes zadané parametry
třeńı docháźı pouze k minimálńımu prokluzu mezi kladkou a lanem. Lano se na konci
simulace nacháźı téměř přesně ve výchoźı konfiguraci. Výpočtový čas této čtyř a p̊ul
vteřinové simulace se pohybuje do 70 vteřin. Pr̊uměrný počet iteraćı kvazi-Newtonovy
metody v jednom časovém integračńım kroku byl pouze 2,96. Lze tedy usoudit, že použité

96
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Obrázek 7.23.: Časový pr̊uběh obvodové rychlosti kladky a vertikálńı rychlosti levého
závaž́ı pro r̊uzné nastaveńı modelu.

metody dobře konverguj́ı k řešeńı. Na obr. 7.22 vpravo je pak obdobná simulace pouze
s rozd́ılnou hmotnost́ı obou závaž́ı, která čińı 1 kg. V tomto př́ıpadě je prokluz mı́rně zna-
telněǰśı a celkový pr̊uběh vertikálńı rychlosti závaž́ı je v́ıce rozkmitaný, což je zp̊usobeno
mimo jiné houpáńım lehkého závaž́ı v horizontálńım i vertikálńım směru.

V daľśım výpočtu je uvažován rychleǰśı pohyb kladky, jej́ıž rotačńı rychlost má
předepsaný pilovitý charakter. Na obr. 7.23 je ukázán časový pr̊uběh obvodové rychlosti
na kladce a rychlost levého závaž́ı pro r̊uzné nastaveńı hmotnosti a parametr̊u třeńı. Při
výchoźıch parametrech třeńı cf = 0, 1 a v0 = 0, 1 m·s−1 je patrné, že pro obě nastavené
hmotnosti závaž́ı docháźı k výraznému prokluzu, v př́ıpadě menš́ıho kilového závaž́ı je
prokluz opět větš́ı. Při zmenšeńı charakteristické relativńı rychlosti na v0 = 0, 005 m·s−1
se třećı model v́ıce přibližuje ideálńımu Coulombovu modelu třeńı. Maximálńı hodnota
třeńı mezi lanem a kladkou je dosažena při menš́ı relativńı rychlosti, takže se model
v́ıce bĺıž́ı k postihnut́ı efektu ulṕıváńı. Vyšš́ı nastaveńı parametru v0 tak vede k větš́ımu
vyhlazeńı rychlosti pohybu závaž́ı. Při nastaveńı větš́ıho součinitele třeńı cf = 0, 5 je
dosaženo minimálńıho prokluzu.

7.3.3. Srovnáńı s experimentem

Následuj́ıćı aplikace metod a postup̊u pro modelováńı interakce vlákna a kladky je zamě-
řena na simulaci dynamiky reálného mechanismu, jehož schéma je vlevo na obr. 7.24.
Uvažovaný mechanismus je složen z motoru, závaž́ı a kladky. Popis experimentálńıho
standu lze nalézt v praćıch [56, 57]. Lineárńı motor pohybuje ve vertikálńım směru s kon-
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Obrázek 7.24.: Schéma mechanismu a znázorněńı diskretizace vlákna pomoćı ANCF ele-
ment̊u.
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měřeńı.

cem vlákna. To je vedeno přes kladku a na jeho druhém konci je uchyceno závaž́ı, které
se pohybuje po nakloněném vedeńı. Na obr. 7.25 jsou časové pr̊uběhy pohybu motoru a
závaž́ı při experimentálńım měřeńı. Pohyb motoru pak sloužil jako vstup do numerických
simulaćı a výsledný pohyb závaž́ı byl použit ke srovnáńı výsledk̊u simulace s experimen-
tem.

Pro modelováńı vlákna byl použit rovinný ANCF element L2T2. Na obr. 7.24
vpravo je znázorněna diskretizace vlákna. Rovné úseky mezi motorem a kladkou a mezi
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Parametry vlákna

Délka vlákna lf 1, 82 m
Rozměr pr̊uřezu (š́ı̌rka) a 0, 01 m
Rozměr pr̊uřezu (výška) b 0, 001 m
Hustota materiálu vlákna [56] ρf 272 kg·m−3
Young̊uv modul pružnosti materiálu vlákna [56] E 6, 23 · 109 Pa
Poissonova konstanta ν 0, 3

Moment setrvačnosti pr̊uřezu [53] I = ab3

12
8, 33 · 10−13 m4

Parametry kladky

Poloměr kladky rp 0, 04 m
Š́ı̌rka kladky tp 0, 01 m
Moment setrvačnosti kladky Ip 5, 852 · 10−4 m4

Počátečńı úhel opásáńı ϕp
5
6
π rad

Parametry závaž́ı

Hmotnost závaž́ı m 5, 083 kg
Sklon nakloněného vedeńı α 1

6
π rad

Součinitel třeńı kontaktu závaž́ı/vedeńı cfw 0, 15
Charakteristická rychlost pro třeńı (5.38) v0 0, 1 m·s−1

Parametry kontaktu vlákno/kladka

Normálová kontaktńı tuhost K 1, 5 · 107 N·m−n
Tlumićı faktor — model Hunt–Crossley (5.33) Df 0, 5 s·m−n
Kontaktńı exponent (5.33) n 1,5
Dynamický součinitel třeńı při skluzu cf 0, 5
Statický součinitel třeńı cs 0, 7
Tuhost modelu ulṕıváńı těles Kst 105 N·m−1
Tlumeńı modelu ulṕıváńı těles Dst 3 · 102 N·s·m−1

Ostatńı parametry

T́ıhové zrychleńı g 9, 81 m·s−2

Tabulka 7.7.: Parametry uvažovaného mechanismu.

kladkou a závaž́ım byly modelovány pomoćı čtyř element̊u. V okoĺı kladky bylo vlákno
rozděleno na deset element̊u, aby bylo postihnuto zakřiveńı vlákna kolem kladky. Kladka
byla modelována jako tuhé těleso s jedńım rotačńım stupněm volnosti. Závaž́ı je v mo-
delu reprezentováno hmotným bodem. Vazba mezi závaž́ım a vedeńım a mezi závaž́ım
a vláknem byla realizována pomoćı vazebńıch podmı́nek. Pohyb motoru je v modelu re-
prezentován předepsaným pohybem (kinematickým buzeńım) uzlu M ve směru osy y
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Obrázek 7.26.: Časový pr̊uběh pohybu závaž́ı źıskaný při experimentu a při simulaci.

a nulovým pohybem ve směru osy x. K numerickému řešeńı pohybových rovnic byla
použita funkce ode23t programu MATLAB. Pro stabilizaci numerického řešeńı byla
použita Baumgartova stabilizace [23, 32]. Vyhodnoceńı kontaktu mezi kladkou a ele-
mentem vlákna prob́ıhá v každém časovém okamžiku v pěti bodech elementu, jejichž
rozmı́stěńı je dáno numerickou integračńı Gaussovou metodou. Pro popis třeńı mezi
závaž́ım a vedeńım byl použit Threlfall̊uv model (5.38) a pro popis třeńı mezi vláknem
a kladkou byl testován model uvažuj́ıćı ulṕıváńı a skluz 5.40 (stick-slip model) a také
jednodušš́ı Threlfall̊uv model.

Uvažované parametry modelu jsou shrnuty v tab. 7.7. V modelu vlákna bylo uvažo-
váno proporciálńı tlumeńı dle vztahu (4.60), kde konstanta αm je nulová a βk = 10−4.

Vypočtená dynamická odezva závaž́ı při použit́ı ANCF element̊u pro dva modely
třeńı mezi kladkou a vláknem je ukázána na obr. 7.26. Výsledky simulaćı mohou být
použity pro daľśı zkoumáńı chováńı vláken, např́ıklad na obr. 7.27 je znázorněn časový
pr̊uběh př́ıčného kmitáńı v prostředńım uzlu mezi kladkou a motorem. Výsledné př́ıčné
kmitáńı vláken může zp̊usobovat problémy při přesném ř́ızeńı mechanismů. Z výsledk̊u
je patrné, že pro oba modely třeńı bylo dosaženo dobré shody s experimentálńımi daty.

Na obr. 7.28 je ukázán časový pr̊uběh úhlu natočeńı kladky při použit́ı dvou r̊uzných
model̊u třeńı. I když výsledný pohyb závaž́ı, viz obr. 7.26, je pro obě simulace téměř
shodný, úhel natočeńı kladky se již znatelně lǐśı. Dle očekáváńı je v př́ıpadě Threl-
fallova modelu třeńı pozorován větš́ı prokluz, zat́ımco v př́ıpadě stick-slip modelu třeńı,
který postihuje ulṕıváńı těles, je prokluz menš́ı. Pokud by během experimentu bylo za-
znamenáváno i natočeńı kladky, umožňovalo by to přesněji naladit př́ıslušné parametry
třećıch model̊u pro źıskáńı reálněǰśıho pohybu kladky.
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Obrázek 7.27.: Př́ıčné kmitáńı uzlu mezi motorem a kladkou pro dva modely třeńı mezi
vláknem a kladkou.
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7.4. Modelováńı a dynamická analýza vláknového
mechanického systému Quadrosphere

Vláknový mechanický systém pojmenovaný Quadrosphere vznikl na Fakultě strojńı Čes-
kého vysokého učeńı technického v Praze v rámci projektu GAP101/11/1627 Naklápěćı
mechanismy založené na vláknové paralelńı kinematické struktuře s bezv̊ulovým ř́ızeńım.
Jedná se o robotický systém s tzv. redundantńı paralelńı kinematickou strukturou [75].
Paralelńı struktury jsou charakterizovány t́ım, že koncový pohyblivý bod zájmu je se
základńım rámem propojen uzavřenými mechanickými řetězci. Oproti sériové struktuře,
která využ́ıvá otevřený mechanický řetězec mezi koncovým bodem a rámem, vykazuj́ı
paralelńı struktury větš́ı tuhost a t́ım i lepš́ı dynamické vlastnosti. Výraz redundantńı
vyjadřuje fakt, že počet pohon̊u dané struktury je vyšš́ı než počet stupň̊u volnosti kon-
cového bodu. Vı́ce o výhodách a nevýhodách r̊uzných kinematických struktur lze nalézt
v [75].

Mechanický systém Quadrosphere je ukázán na obr. 7.29 vlevo. Skládá se z obdélńı-
kové platformy spojené pomoćı sférického kloubu k pevnému rámu. Sférický kloub je na
obr. 7.29 vpravo a tvoř́ı ho kardan̊uv kloub, jehož horńı vidlice je rotačně uložena k rámu.
Toto uložeńı umožňuje rotaci kolem vertikálńı osy. Natočeńı sférického kloubu ve třech
navzájem kolmých směrech (tedy kardanovy úhly) je měřeno pomoćı sńımač̊u. Systém ob-
sahuje celkem čtyři vláknové podsystémy. V každém ze čtyř roh̊u obdélńıkové platformy
je uchyceno jedno lehké kompozitové vlákno. Každé vlákno je vedeno přes jednu kladku
rotačně uloženou k naklápěćımu držáku, který může rotovat kolem svislé osy, č́ımž je
zajǐstěno, že kladka sleduje směr vlákna. Naklápěćı klapka je ukázána na obr. 7.30 vlevo.
Druhý konec vlákna je uchycen k pohonu. Každý ze čtyř pohon̊u se skládá z vertikálně
vedeného pohyblivého voźıku a pevně uloženého servomotoru. Mezi rotaćı servomotoru

Obrázek 7.29.: Mechanický systém Quadrosphere (vlevo) a sférický kloub s odměřováńım
třech úhl̊u natočeńı (vpravo).
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Obrázek 7.30.: Naklápěćı kladka (vlevo) a vybraná aktivńı struktura instalovaná na plat-
formě (vpravo).

a posuvem voźıku je šroubový převod, vertikálńı poloha daného voźıku je tedy dána
rotaćı servomotoru. Detailněǰśı popis jednotlivých komponent mechanismu lze nalézt
v práci [75].

Koncový sledovaný bod je součást́ı platformy. Za předpokladu tuhých vidlic a kř́ıže
sférického kloubu je poloha sledovaného bodu určena třemi kardanovými úhly, tedy třemi
stupni volnosti. Výsledné natočeńı sférického kloubu a tedy i poloha koncového bodu je
dána vertikálńı polohou čtyř pohon̊u a vzniklými silami v jednotlivých vláknech. T́ım je
splněna podmı́nka pro redundantńı kinematickou strukturu.

Systém Quadrosphere vznikl za účelem zkoumáńı vlastnost́ı vláknových mecha-
nických systémů s redundantńı paralelńı kinematickou strukturou a dále pro výzkum a
aplikaci pokročilých ř́ıd́ıćıch algoritmů vhodných pro tento typ soustav. Ćılem je přesně
ř́ıdit pohyb vybraného bodu platformy. V přesnosti ř́ızeńı se pak projev́ı mimo jiné i tu-
host použitých vláken, jejich předpět́ı a setrvačnost naklápěńı kladek. Za účelem zpřesněńı
polohováńı vybraného bodu je dále do systému Quadrosphere zakomponována aktivńı
struktura složená z r̊uzných piezoelektrických aktuátor̊u. Ukázka takové struktury je na
obr. 7.30 vpravo. Takto vylepšený systém Quadrosphere pak slouž́ı k výzkumu a aplikaci
v́ıcestupňových ř́ıd́ıćıch algoritmů, nebot’ kromě ř́ızeńı čtyř pohon̊u je nutné vhodnými
metodami ovládat i aktuátory.

Pro zkoumáńı dynamických vlastnost́ı systému Quadrosphere i pro testováńı ř́ıd́ıćıch
algoritmů je účelné použ́ıt virtuálńı výpočtový model. V tomto př́ıpadě byl pro mode-
lováńı použit program MSC.Adams.

7.4.1. Tvorba a verifikace modelu v programu MSC.Adams

Před samotným sestaveńım výpočtového modelu Quadrosphere v programu MSC.Adams
bylo vytvořeno kinematické schéma, viz obr. 7.31, které znázorňuje propojeńı jednotlivých
těles (obdélńıky) vazbami (kružnice). Označeńı R představuje rotačńı vazbu, T reprezen-
tuje posuvnou vazbu mezi tělesy. Ṕısmeno za označeńım vazby znamená volný stupeň
volnosti. Čerchovaná čára v kinematickém schématu naznačuje vedeńı lan. Po tomto roz-
boru mechanického systému byla do prostřed́ı programu MSC.Adams importována CAD
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Obrázek 7.31.: Kinematické schéma Quadrosphere.

data pro horńı vidlici, kardan̊uv kř́ıž, spodńı vidlici a platformu. Hmotnost a momenty
setrvačnosti těchto těles byly určeny programem MSC.Adams na základě importované
geometrie a zadané hustoty materiálu. Držáky kladek a voźıky pohon̊u byly do modelu
zahrnuty pomoćı náhradńıch těles. Ty měly nastaveny hodnoty hmotnosti a moment̊u
setrvačnosti podle výpočtu z CAD modelačńıho nástroje SpaceClaim s využit́ım jejich
geometrie a hustoty materiálu. Všechna zmı́něná tělesa jsou uvažována jako tuhá.

Pro modelováńı vlákna a kladky byl použit kabelový modul programu MSC.Adams,
který je stručně popsán v kapitole 3.3. Vizualizace celkového modelu s vyznačenými kabe-
lovými podsystémy je na obr. 7.32. Celkově byly vytvořeny čtyři modely. Model 1 využ́ıvá
zjednodušený model vlákna kabelového modulu. Modely 2 a 3 jsou založeny na diskre-
tizovaném modelu vlákna a lǐśı se ve velikosti kabelového elementu, neboli vzdálenosti
dvou sousedńıch náhradńıch hmotných bod̊u. Model 2 má nastaven kabelový element
délky 16 mm, model 3 pak 40 mm. Předchoźı tři modely maj́ı koncové body vláken
pevně uchyceny s př́ıslušnými pohony a rohy ovládané platformy. Celková délka jednoho
vlákna je 1,2 m. Hlavńı výhoda modelu 1 spoč́ıvá v jeho jednoduchosti a tud́ıž i výpočetńı
rychlosti, nepostihne však př́ıpadné př́ıčné kmitáńı vlákna. Modely 2 a 3 by měly toto
kmitáńı teoreticky postihovat, jsou však velmi výpočtově náročné.

Proto byl navrhnut a vytvořen model 4, který představuje snahu kombinovat výhody
obou základńıch typ̊u model̊u a současně zachovat potřebnou jednoduchost. V mı́stě
opásáńı kladky a v jej́ım bĺızkém okoĺı je použit zjednodušený model vlákna definovaný
pomoćı kabelového modulu, protože ten má jednodušeji analyticky vyjádřenou interakci
vlákna s kladkou. Délka opásáńı v počátečńım stavu mechanismu je přibližně 115 mm.
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Obrázek 7.32.: Vizualizace celkového modelu s označeńım jednotlivých kabelových pod-
systémů.

Obrázek 7.33.: Vizualizace celkového modelu se základńımi rozměry v [mm].

Celková délka vlákna modelovaného pomoćı kabelového modulu však byla zvolena jako
300 mm za účelem zahrnut́ı dostatečné rezervy při pohybu vláken. Zbylé úseky vláken,
tzn. od kladky svisle k pohonu a od kladky šikmo k rohu platformy, jsou do modelu zahr-
nuty pomoćı point-mass př́ıstupu dle kapitoly 3.2. Vzdálenost dvou sousedńıch hmotných
bod̊u je 100 mm a celkově na jeden vláknový podsystém bylo použito 9 hmotných bod̊u,
4 pro svislý úsek a 5 pro deľśı šikmý úsek. Hmotné body jsou propojeny pouze ne-
lineárńımi silami, které představuj́ı podélnou tuhost vlákna, a nejsou uvažovány žádné
ohybové či torzńı tuhosti. Tento model základńım zp̊usobem postihuje možné př́ıčné
kmitáńı a zároveň je výpočtově velmi efektivńı. Nevýhoda modelu 4 spoč́ıvá v omezeńı
pracovńıho prostoru platformy, nebot’ v př́ıpadě, že jeden z konc̊u 300 mm úseku vlákna
modelovaného pomoćı kabelového modulu doraźı až k samotné kladce, dojde k přerušeńı
a selháńı výpočtu. Ve všech modelech je uvažována tuhost jednoho metru vlákna jako
1, 16 ·105 N·m−1 dle práce [54]. Základńı rozměry mechanického systému jsou znázorněny
na obr. 7.33.
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Vlastńı Vlastńı frekvence [Hz]

tvar Experiment Model 1 Model 2 Model 3 Model 4

Rotace ϕy 36,1 40,0 40,5 38,7 40,4
Rotace ϕz 42,7 42,8 43,2 43,0 43,4
Rotace ϕx 48,1 46,2 48,2 57,5 46,8

Tabulka 7.8.: Výsledky modálńı analýzy.

Verifikace vytvořených model̊u spoč́ıvá v porovnáńı výsledk̊u modálńı analýzy s ex-
perimentálně naměřenými modálńımi vlastnostmi. Ty byly změřeny na reálném zař́ızeńı
v laboratoři Fakulty strojńı ČVUT. Při modálńı analýze výpočtových model̊u bylo uvažo-
váno předpět́ı vláken silou 50 N, tedy stejně jako při experimentu. Pro výpočet byl
použit MSC.Adams Vibration plugin. Protože má mechanický systém tři rotačńı stupně
volnosti ϕx, ϕy, a ϕz definuj́ıćı polohu koncového bodu, jsou porovnány vlastńı frek-
vence dominantńıch vlastńıch tvar̊u, při nichž docháźı k pohybu právě těchto stupň̊u
volnosti. Výsledky experimentálńı a výpočtové modálńı analýzy jsou shrnuty v tab. 7.8.
Z uvedených hodnot je patrné, že modely 1, 2 a 4 jsou v relativně dobré shodě s ex-
perimentem bez nutnosti jakéhokoliv daľśıho laděńı hmotnostńıch či tuhostńıch para-
metr̊u. Model 3 se výrazně lǐśı ve frekvenci vlastńıho tvaru, při němž docháźı k rotaci
kolem svislé osy. Tato nepřesnost je připisována př́ılǐs hrubé diskretizaci vlákna. Celkově
však výpočet v př́ıpadě model̊u 2 a 3 trval mnohonásobně déle a byl velmi neefektivńı.
Nav́ıc ve výsledćıch modálńı analýzy těchto model̊u nebyly úspěšně identifikovány módy
př́ıčného kmitáńı vláken a nebyl ani identifikován tvar kmitavého naklápěńı kladek. Tyto
problémy jsou nejsṕı̌se zp̊usobeny špatnou linearizaćı těchto silně nelineárńıch model̊u
pro účel výpočtu modálńıch vlastnost́ı. V modelu 1 a 4 byl identifikován vlastńı tvar
naklápěńı kladek s vlastńı frekvenćı 3,9 Hz. Př́ıčné kmitáńı vláken v modelu 4 bylo pozo-
rováno na frekvenci 101 Hz pro deľśı úsek mezi kladkou a rohem platformy a na frekvenci
112 Hz pro kratš́ı úsek mezi kladkou a pohonem. Frekvence těchto vlastńıch tvar̊u nebyly
měřeny během experimentu.

7.4.2. Možnosti využit́ı multibody modelu Quadrosphere

Modely 2 a 3, jejichž vlákna využ́ıvaj́ı diskretizovaný model z kabelového modulu pro-
gramu MSC.Adams, vykazuj́ı velké problémy při numerické simulaci v časové oblasti.
Testovány byly všechny numerické řešiče programu MSC.Adams a žádný z nich ne-
byl dostatečně efektivńı z hlediska rychlosti výpočtu, aby mohly být zmı́něné modely
dále využity. Nav́ıc většina numerických řešič̊u měla dokonce problém s konvergenćı
řešeńı, takže výpočty končily předčasně. Ukázalo se, že diskretizovaný model stručně
popsaný v kapitole 3.3 neńı př́ılǐs vhodný pro simulaci tenkých vláken. Avšak po testo-
vaćım zvětšeńım plochy pr̊uřezu vlákna bylo pozorováno zrychleńı numerického řešeńı i
zlepšeńı konvergence. Toto chováńı vede k podezřeńı, že pro tenká vlákna modelovaná
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Obrázek 7.34.: Předepsané vertikálńı posuvy jednotlivých pohon̊u a výsledné úhly na-
točeńı platformy.
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Obrázek 7.35.: Absolutńı hodnoty úhl̊u natočeńı kladek a úhly naklápěńı kladek.

pomoćı diskretizovaného modelu je výsledná úloha špatně podmı́něná a numerické řešeńı
je tak téměř nemožné źıskat. Z tohoto d̊uvodu byly ve všech daľśıch analýzách použ́ıvány
pouze modely 1 a 4, které nevykazuj́ı žádné problémy při numerickém řešeńı dynamiky
systému Quadrosphere.

Bylo provedeno několik testovaćıch simulaćı, při nichž byl předepsán r̊uzný ver-
tikálńı posuv jednotlivých pohon̊u. Na obr. 7.34 vlevo je ukázán vybraný předepsaný
vertikálńı pohyb pohon̊u, vpravo na stejném obrázku je pak výsledné natočeńı platformy,
neboli časový pr̊uběh rotačńıch stupň̊u volnosti. Ve výsledných úhlech natočeńı bylo po-
zorováno mı́rné rozkmitáńı v řádu 0,1 stupň̊u při náhlých změnách posunu pohon̊u. Na
obr. 7.35 jsou vykresleny absolutńı hodnoty rotaćı jednotlivých kladek a dále úhel na-
klopeńı kladky. Simulace startuje s předpjatými vlákny na 50 N. Tomu odpov́ıdá vlastńı
frekvence naklápěńı kladek přibližně 3,9 Hz. V pr̊uběhu simulace se śıly v jednotlivých
vláknech měńı, což je dokumentováno na obr. 7.36. S r̊uzným naṕınáńım vláken se měńı i
vlastńı frekvence naklápěńı kladek. Na konci simulace je śıla v každém vlákně jiná. V ta-
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0 0.5 1 1.5 2 2.5

Cas [s]

0

50

100

150

200

250

300

350

400

S
ila

 v
e
 v

la
k
n
u
 [
N

]

Sily ve vlaknech

Vlakno A

Vlakno B

Vlakno C

Vlakno D

Obrázek 7.36.: Axiálńı śıly v jednotlivých vláknech.

kovéto konfiguraci byla provedena modálńı analýza a byly identifikovány vlastńı frekvence
naklápěńı jednotlivých kladek, konkrétně kladka A má vlastńı tvar naklápěńı na 8,2 Hz,
B na 8,7 Hz, pro kladku C byla identifikována vlastńı frekvence naklápěńı 9,2 Hz a pro
kladku D nejnižš́ı frekvence 6,6 Hz. Těmto frekvenćım odpov́ıdá pr̊uběh naklápěńı na
obr. 7.35 na konci simulace. Provedené testovaćı simulace pomohly podrobněji prozkou-
mat dynamické vlastnosti mechanické soustavy Quadrosphere.

Popsaný a analyzovaný multibody model Quadrosphere byl dále rozš́ı̌ren o ser-
vomotory pro zahrnut́ı jejich setrvačnostńıch vlastnost́ı a také o šroubový převod s jeho
vnitřńım třeńım. Následně byl model použit k testováńı r̊uzných aktivńıch struktur obsa-
huj́ıćıch piezoaktuátory. Finálńı rovinná aktivńı struktura je ukázána na obr. 7.30 vpravo
a jej́ı vývoj byl proveden na pracovǐsti Fakulty strojńı ČVUT ve spolupráci s autorem této
dizertačńı práce a jeho školitelem. Tato struktura obsahuje jednu kruhovou platformu,
ke které jsou přǐsroubovány tři piezoaktivńı členy. Ty dále nesou tř́ıćıpou hvězdicovitou
platformu, na kterou je přibližně ve středu instalován tzv. koutový odražeč slouž́ıćı jako
sledovaný bod. Poloha koutového odražeče může být snadno dopoč́ıtána při znalosti tř́ı
úhl̊u natočeńı sférického kloubu, které jsou během simulaćı měřeny sńımači. Nav́ıc je kou-
tový odražeč sledován laserovým zař́ızeńım, které dokáže určit jeho polohu v̊uči pevnému
souřadnicovému systému.

Jednotlivé použité piezoaktuátory APA 400MML (Cedrat Technologies) jsou složeny
z hranolu z piezomateriálu a ocelového kosočtverečného rámečku. Princip fungováńı to-
hoto aktuátoru je takový, že při roztažeńı piezomateriálu vlivem přivedeného napět́ı
dojde ke stažeńı (kontrakci) aktuátoru v požadovaném podélném směru. Maximálńı po-
suv aktuátoru je 368 mikrometr̊u. Aby nedocházelo k nežádoućımu pnut́ı v aktuátoru,
byly vždy mezi kruhovou platformu a aktuátor a mezi hvězdicovou platformu a aktuátor
vloženy poddajné krčky umožňuj́ıćı relativńı natočeńı mezi osou roztahováńı aktuátoru
a oběma platformami.
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Obrázek 7.37.: Ukázka požadované trajektorie a výsledné trajektorie s vypnutým a za-
pnutým ř́ızeńım aktivńı struktury.

Vzhledem k tomu, že aktivńı struktura obsahuje v́ıce relativně poddajných člen̊u,
nelze ji do multibody modelu zahrnout pouze pomoćı tuhých těles. Proto byl jeden
aktuátor společně s poddajnými krčky modelován metodou MKP v programu ANSYS
a následně exportován spolu s d̊uležitými modálńımi vlastnostmi do multibody modelu
v programu MSC.Adams. Výsledky modálńı analýzy MKP modelu byly srovnány s expe-
rimentem v práci [19] a bylo dosaženo relativně dobré shody. Výsledný multibody model
Quadrasphere s poddajnou aktivńı strukturou byl použit pro testováńı r̊uzných ř́ıd́ıćıch
algoritmů, které maj́ı za ćıl ř́ıdit čtyři pohony a napět́ı ve třech piezoaktuátorech tak,
aby se źıskala požadovaná trajektorie koncového bodu a aby se zachovala tahová śıla ve
všech vláknech. Toto v́ıceúrovňové ř́ızeńı je vyv́ıjeno na Fakultě strojńı ČVUT. K ř́ızeńı
výpočtového modelu byl použit program Simulink, do kterého byl nelinárńı multibody
model Quadrosphere exportován pomoćı MSC.Adams Controls plugin. Na obr. 7.37 je
ukázána testovaćı požadovaná trajektorie a výsledná trajektorie s vypnutým a zapnutým
ř́ızeńım aktivńı struktury. Z detailu rohové části trajektorie je patrné, že při zapnutém
ř́ızeńı aktivńı struktury docháźı ke znatelnému zmenšeńı odchylky od požadované polohy
a t́ım i zpřesněńı pohybu sledovaného koncového bodu.

Vývoj v́ıceúrovňového ř́ızeńı mechanického systému Quadrosphere na Fakultě stroj-
ńı ČVUT stále pokračuje a pro ověřeńı jeho funkčnosti je použ́ıván popsaný komplexńı
multibody model. Výhoda použit́ı virtuálńıho modelu spoč́ıvá v možnosti sledovat kine-
matické veličiny r̊uzných těles a silové poměry ve všech vláknech a vazbách během ř́ızeńı
pohybu, což u reálného zař́ızeńı nemuśı být zcela možné. Dále se může ř́ızeńı na virtuálńım
modelu odladit tak, aby na reálném modelu nedocházelo k možnému poškozeńı např́ıklad
vlivem př́ılǐsného naṕınáńı vláken či přivedeńım vysokého napět́ı na piezoaktuátory.
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7.5. Modelováńı poddajných absorpčńıch proutk̊u
jaderných reaktor̊u

Pro dynamickou analýzu r̊uzných komponent v jaderném pr̊umyslu mohou být kromě kla-
sické metody konečných prvk̊u úspěšně využity i př́ıstupy z oboru dynamiky vázaných
mechanických soustav. Zaj́ımavou aplikaćı v tomto ohledu je analýza dynamiky regu-
lačńıch orgán̊u (RO), které hraj́ı v provozu jaderného reaktoru d̊uležitou roli spoč́ıvaj́ıćı
v ř́ızeńı a př́ıpadném zastaveńı jaderné reakce. V r̊uzných částech světa se vyž́ıvaj́ı rozličné
druhy reaktor̊u se specifickými regulačńımi orgány. Problematika regulačńıho orgánu pro
nejrozš́ı̌reněǰśı typ reaktoru ve středńı Evropě, kterým je tlakovodńı reaktor využ́ıvaj́ıćı
vodu jako moderátoru neutron̊u, spoč́ıvá v zasouváńı součásti z absorpčńıho materiálu do
aktivńı zóny reaktoru skrz omezený prostor. Konkrétně pro jaderný reaktor typu VVER
1000, viz obr. 7.38, jsou do aktivńı zóny zasouvány dlouhé a tenké absorpčńı proutky
skrze úzké vodićı trubky. V př́ıpadě mimořádných událost́ı, jako je např́ıklad zemětřeseńı
či únik chladiva, je bezpodmı́nečně nutné havarijně zastavit jadernou reakci uvolněńım
regulačńıch orgán̊u a jejich volným pádem do aktivńı zóny, č́ımž dojde k absorpci volných
neutron̊u a přerušeńı řetězové štěpné reakce. Vlivem vysokých teplot, tlakových pulsaćı
či účink̊u radiace na materiál docháźı k malým permanentńım deformaćım vodićıch tru-
bek. V př́ıpadě nutnosti rychlého odstaveńı reaktoru pak tyto deformace mohou zbrzdit
hladký pr̊uběh pádu RO na dno reaktoru, či dokonce mohou zp̊usobit zaseknut́ı RO před
dopadem na dno, což je z hlediska bezpečnosti provozu problémový stav. Bezpečný časový

Tlaková nádoba

Horní blok reaktoru

Blok ochranných

trub

Aktivní zóna

Pouzdro pohonu

Obrázek 7.38.: Schéma reaktoru VVER 1000 a schéma absorpčńıch proutk̊u uchycených
ve hvězdicovité sestavě.
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Obrázek 7.39.: Definované normalizované tvary deformace vodićıch trubek.

limit pro pád RO na dno reaktoru čińı 3,5 s, při ideálńım pr̊uběhu pádu je dosahováno
doby pádu přibližně 1,4 s.

Regulačńı orgán jaderného reaktoru typu VVER 1000 se skládá z několika část́ı,
jejichž konkrétńı popis lze nalézt v práci [7]. Horńı část RO tvoř́ı závěsná tyč slouž́ıćı jako
spojovaćı člen RO a lineárńıho krokového pohonu, který zajǐst’uje vertikálńı pohyb RO
a t́ım i regulaci výkonu reaktoru. Na závěsnou tyč je bajonetovým záchytem připevněna
hvězdicovitá sestava nesoućı celkem 18 absorpčńıch proutk̊u, viz schéma na obr. 7.38
vpravo. Proutky jsou dlouhé přibližně 4,2 m s poloměrem 4,1 mm. Těchto 18 proutk̊u
se zasouvá do stejného množstv́ı vodićıch trubek s vnitřńım poloměrem 5,5 mm, které
jsou součást́ı palivového souboru. Uvnitř vodićıch trubek proud́ı voda vzh̊uru proti směru
volného pádu RO.

Komplexńı multibody model RO reaktoru typu VVER 1000 byl vytvořen v rámci
práce [55]. Regulačńı orgán je v této práci reprezentován celkem 22 tuhými tělesy propo-
jenými 22 kinematickými vazbami. Poddajnost proutk̊u je zde zjednodušena sdružeńım
proutk̊u do trojic a následně je každá trojice modelovaná dvěma tělesy, mezi nimiž je
vazba s ohybovou tuhost́ı. Tento př́ıstup je konzervativńı, nebot’ náhradńı tělesa jsou tuhá
a dlouhá přibližně 2 m, takže snadněji může doj́ıt ke vzpř́ıčeńı v deformovaných vodićıch
trubkách. Kromě hydrostatické vztlakové śıly je v práci [55] zohledněn vliv proud́ıćı ka-
paliny pomoćı Newtonova vztahu pro odpor v tekutém prostřed́ı, kdy součinitel odporu
byl naladěn dle výsledk̊u na experimentálńım zař́ızeńı. Dále jsou v modelu uvažovány
možné kontakty RO se všemi relevantńımi obklopuj́ıćımi konstrukčńımi součástmi re-
aktoru. Tento komplexńı model byl využit pro zkoumáńı vlivu seizmického buzeńı a
deformovaných vodićıch trubek na dobu pádu.

V publikaci [A19] jsou uvedeny tvary dvou typových deformaćı vodićıch trubek
specifikovaných výrobcem zař́ızeńı. Horizontálńı deformace trubky δ(z) je popsána para-
metricky jako funkce vertikálńı souřadnice z ve tvaru

δ(z) = P∆(z), (7.10)

kde ∆(z) je normalizovaná křivka deformace vodićı trubky a P je parametr, jehož hodnota
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odpov́ıdá maximálńı deformaci. Na obr. 7.39 jsou znázorněny dvě typové normalizované
křivky deformace. Ty byly źıskány spline interpolaćı červených ř́ıd́ıćıch bod̊u, které zadal
výrobce a které souvisej́ı s reálným provozńım stavem reaktoru.

Předmětem této podkapitoly je popsat možnost aplikace metody ANCF pro mode-
lováńı absorpčńıch proutk̊u. Za t́ımto účelem byl vytvořen zjednodušený model s využit́ım
materiálových parametr̊u a také s uvažováńım vlivu kapaliny dle [55]. Samotný proutek
byl tvořen celkem dvaceti ANCF elementy nižš́ıho řádu, viz podkapitola 4.2, protože
neńı očekáváno torzńı zat́ıžeńı proutk̊u během pádu RO. Aby byla přibližně zachycena
dynamika hvězdicovité sestavy a závěsné tyče bez nutnosti tvorby nového komplexńıho
modelu, jsou tyto části uvažovány jako tuhé, rotace těchto část́ı je zanedbána z d̊uvodu
malých v̊uĺı s okolńımi částmi reaktoru a jsou reprezentovány pomoćı hmotného bodu.
Tento hmotný bod má tři posuvné stupně volnosti a jeho hmotnost odpov́ıdá 1/18
skutečné hmotnosti závěsné tyče a hvězdicovité sestavy, protože RO obsahuje 18 proutk̊u.
Výsledný model pro zkoumáńı doby pádu absorpčńıho proutku tak obsahuje tenký pod-
dajný proutek a hmotný bod s redukovanou hmotnost́ı ostatńıch padaj́ıćıch těles. V mo-
delu je uvažován kontakt, počátečńı v̊ule mezi proutkem a vodićı trubkou je 1,4 mm. Nad
vstupem do vodićıch trubek se nacháźı blok ochranných trub. Vůle mezi hvězdicovitou
sestavou a konstrukćı bloku ochranných trub je uvažována jako 2,5 mm dle [55]. Třeńı je
zahrnuto s využit́ım Threlfallova modelu (5.38) s charakteristickou rychlost́ı v0 = 0, 01
m·s−1 a součinitelem třeńı cf = 0, 3. Toto nastaveńı kontaktu je relativně konzervativńı,
nicméně z d̊uvodu minimalizováńı bezpečnostńıch rizik je v oblasti jaderné energetiky
obecně uplatňován konzervativńı př́ıstup během výpočt̊u.

Na obr. 7.40 je znázorněn pád modelu absorpčńıho proutku ve vybraných časových
okamžićıch. Během tohoto pádu byl uvažován tvar deformace 1 s parametrem maximálńı
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Obrázek 7.40.: Pád modelu absorpčńıho proutku ve vybraných časových okamžićıch
(červeně je vyznačena střednicová linie proutku, černě jsou značeny tuhé
kontaktńı meze a modrá reprezentuje hmotný bod) při uvažováńı defor-
mace 1 vodićı trubky a maximálńı deformace P = 10 mm.
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Obrázek 7.41.: Časový pr̊uběh vertikálńı polohy (vlevo) a vertikálńı rychlosti (vpravo)
spodńıho konce absorpčńıho proutku (deformace 1, P = 10 mm).

deformace P = 10 mm. Pro srozumitelnost zde muśı být uvedeno, že na 4 metry vodićı
trubky je maximálńı deformace pouhých 10 mm, proto pro přehlednost nejsou osy na
obr. 7.40 ve stejném měř́ıtku. Na obr. 7.41 je ukázán časový pr̊uběh vertikálńı polohy
a rychlosti spodńıho konce absorpčńıho proutku pro stejně nastavenou deformaci vodićı
trubky. Jedná se o př́ıpad, kdy došlo u úspěšnému dopadnut́ı proutku na dno reaktoru.
Před samotným dopadem docháźı k náhlému poklesu rychlosti proutku, protože na dně
je umı́stěn tzv. hydraulický tlumič dopadu, jehož parametry byly převzaty z práce [55].
Doba pádu na dno reaktoru je v tomto př́ıpadě kolem 1,4 s.

Na obr. 7.42 jsou časové pr̊uběhy polohy a rychlosti při neúspěšném pádu. Vlivem
větš́ı deformace trubky (P = 60 mm) dojde v tomto př́ıpadě k zaseknut́ı proutku v trubce
vlivem kontaktńıch sil a třeńı. Model proutku tak nedopadl až na dno reaktoru (doba
pádu překročila mez bezpečnosti 3,5 s). Na obr. 7.43 jsou pak ukázány výsledky parame-
trických studíı, kdy byl zkoumán vliv parametru P maximálńı deformace vodićı trubky
na výslednou dobu pádu absorpčńıho proutku na dno reaktoru pro oba typy deformace
trubky. Z výsledk̊u je patrné, že limitńı maximálńı deformace pro tvar 1 je přibližně 43
mm a pro tvar 2 přibližně 38,5 mm. Při větš́ı deformaci docháźı k zaseknut́ı proutku a
neúspěšnému pádu proutku.

Ćılem této aplikace bylo ukázat možnosti využit́ı metody ANCF v oblasti energe-
tiky. Popsaný zjednodušený model může být v budoucnu rozš́ı̌ren t́ım zp̊usobem, že bude
kombinovat tuhá i poddajná tělesa a všech 18 absorpčńıch proutk̊u sestavy. Zkoumán pak
může být i vliv nestejných prostorových deformaćı vodićıch trubek na pád RO. Výsledky
úspěšného pádu zjednodušeného modelu jsou však už nyńı v dobré shodě s výsledky
z praćı [55, A19]. Oproti těmto praćım bylo však s popsaným modelem dosaženo větš́ı
limitńı deformace vodićı trubky, protože je využita kompletńı poddajnost absorpčńıho
proutku, kdežto v [55, A19] jsou pro modelováńı proutku použita tuhá tělesa.

Závěry z provedených analýz mohou sloužit k posouzeńı bezpečnosti při provozu
jaderného reaktoru VVER 1000 s ohledem na provozńı deformace v aktivńı zóně.
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Obrázek 7.42.: Časový pr̊uběh vertikálńı polohy (vlevo) a vertikálńı rychlosti (vpravo)
spodńıho konce absorpčńıho proutku při neúspěšném pádu (deformace 2,
P = 60 mm).
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Obrázek 7.43.: Závislost doby pádu absorpčńıho proutku na parametru maximálńı defor-
mace P .
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8. Závěr

Tato práce se věnuje r̊uzným metodám pro vyšetřováńı dynamiky vázaných mecha-
nických systémů obsahuj́ıćıch poddajná tenká tělesa. Následuje shrnut́ı popsaných metod
a výsledk̊u, které souvisej́ı s ćıli definovanými v úvodńı podkapitole 1.1.

Návrh metodiky modelováńı tenkých poddajných struktur v problémech VMS

Tato práce popisuje r̊uzné metody pro vyšetřováńı dynamiky vázaných mechanických
systémů obsahuj́ıćıch tenké poddajné struktury. Kapitola 2 se zabývá popisem nej-
použ́ıvaněǰśıch metod vhodných k tvorbě model̊u těchto těles. Jsou zde popsány ne-
dostatky klasické formulace konečných prvk̊u, která jako uzlové souřadnice použ́ıvá ne-
konečně malé rotace. Tyto nedostatky jsou částečně odstraněny použit́ım př́ıstup̊u large
rotation vector formulation či floating frame of reference formulation. Kapitola 3 obsahuje
popis základńıch metod pro modelováńı lan v problémech dynamiky vázaných mecha-
nických systémů, jimiž jsou silová reprezentace a tzv. point-mass reprezentace lana. Tyto
př́ıstupy jsou velmi jednoduché a snadno aplikovatelné, nicméně popisuj́ı vlastnosti lan
sṕı̌se fenomenologicky na základě pozorovaných jev̊u, kterými jsou např́ıklad axiálńı tu-
host, př́ıčné kmitáńı a podobně. Součást́ı zmı́něné kapitoly je i popis možného využit́ı
komerčńıho programu MSC.Adams pro vyšetřovaný typ mechanických systémů.

Stěžejńı kapitola 4 dizertačńı práce se pak věnuje moderńı metodě pro odvozeńı
konečných prvk̊u s názvem absolute nodal coordinate formulation (ANCF), na kterou je
upřena relativně velká pozornost světové vědecké komunity zabývaj́ıćı se problémy dy-
namiky multibody systémů. Př́ıstup ANCF se oproti klasické formulaci lǐśı ve výběru
uzlových souřadnic, přičemž využ́ıvá složky polohových vektor̊u uzl̊u vyjádřených v ab-
solutńım (globálńım) souřadnicovém systému. Daľśı sada uzlových souřadnic odpov́ıdá
parciálńım derivaćım polohových vektor̊u uzl̊u podle lokálńıch parametr̊u prvku. Mezi
hlavńı výhody ANCF patř́ı schopnost přesně popsat velké posuvy a rotace, jednoduchý
tvar matice hmotnosti prvku a fakt, že se ANCF prvky řad́ı mezi izoparametrické.

V práci jsou představeny celkem tři druhy prvk̊u. Prvńı typ nazvaný plně para-
metrizovaný nosńıkový ANCF element vycháźı z Timoshenkovy teorie, je vhodný pro
tlusté nosńıky a má celkem 24 stupň̊u volnosti. Druhý typ označený jako kabelový ele-
ment nižš́ıho řádu je vhodný pro modelováńı tenkých nosńık̊u, nezohledňuje torzńı efekty
a má polovičńı počet stupň̊u volnosti. Třet́ı typ odpov́ıdá rovinnému nosńıku. U všech
těchto typ̊u jsou popsány kinematické veličiny a odvozeny setrvačné śıly. Dále je pro-
veden rozbor r̊uzných zp̊usob̊u vyjádřeńı elastických sil, které jsou ve všech př́ıpadech
nelineárńı. V př́ıloze této práce se pak nacházej́ı jednotlivé uvažované předpisy pro vek-
tory elastických sil r̊uzných prvk̊u, které je možné následně vhodnou numerickou metodou
vyč́ıslit.
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8. Závěr

Algoritmizace a implementace navržené metodiky modelováńı

V kapitole 5 se nacháźı stručný popis Lagrangeových rovnic smı́̌seného typu. Ty jsou
velmi často použ́ıvány pro odvozeńı pohybových rovnic vázaných mechanických systémů,
které jsou obvykle ve formě soustavy algebro-diferenciálńıch rovnic (DAE) indexu 3. Je
zde popsán převod DAE na soustavu obyčejných diferenciálńıch rovnic prvńıho řádu
a nutnost použit́ı tzv. stabilizačńıch technik, z nichž je př́ımo uvedena Baumgartova
stabilizace. Pro vylepšeńı numerické podmı́něnosti je uvedena tzv. augmented Lagran-
gian method, z problematiky optimalizace s omezeńımi známá jako metoda rozš́ı̌rených
Lagrangián̊u.

Daľśı d̊uležitá část kapitoly 5 je věnována popisu modelováńı kontaktńıch sil, nebot’

lanové mechanické systémy často obsahuj́ı i kladky, s nimiž jsou lana v kontaktu. Interakce
mezi tělesy v kontaktu je definována normálovou a třećı silou. V práci jsou zmı́něny r̊uzné
modely těchto sil a to, jakým zp̊usobem vstupuj́ı do výsledných pohybových rovnic.

V rámci implementace ANCF nosńıkových prvk̊u byla provedena doposud nepub-
likovaná úprava nelineárńıho výrazu pro vektor elastických sil tenkého ANCF elementu,
aby bylo možné co nejv́ıce výraz̊u předpoč́ıtat před samotným numerickým řešeńım a
t́ım ušetřit výpočtový čas nutný k sestaveńı zmı́něného vektoru elastických sil. Samotná
implementace ANCF a algoritmů pro vyhledáváńı kontakt̊u a výpočet kontaktńıch sil
byla provedena v programu MATLAB s využit́ım funkce MATLAB Coder pro překlad
vytvořených funkćı do formátu .mex. T́ım bylo dosaženo výrazného zrychleńı výpočt̊u.
Vzniklo tak relativně obecné vlastńı programové vybaveńı využitelné v r̊uzných problé-
mech vázaných mechanických systémů.

Popis a zpracováńı vhodných numerických metod pro řešeńı navržených model̊u

Popis vhodných numerických metod je součást́ı kapitoly 6. Práce se zaměřuje na možnost
využit́ı Newmarkovy metody pro řešeńı algebro-diferenciálńıch rovnic indexu 3. Vzhle-
dem k tomu, že výše popsaná teoretická část vede vždy na nelineárńı pohybové rovnice,
je v každém časovém kroku numerického řešeńı prováděno iteračńı zpřesněńı výsledk̊u
pomoćı Newtonovy metody. Ta však vyžaduje Jacobiho matici elastických sil, kterou
může být obt́ıžné analyticky vyjádřit. Proto je v práci diskutována možnost použit́ı nu-
merického vyhodnoceńı Jacobiho matice či použit́ı kvazi-Newtonovy metody. Je zde uve-
den kompletńı algoritmus kvazi-Newtonovy metody a také r̊uzné jej́ı podoby, které byly
v aplikačńı části testovány a vyhodnoceny jako velmi efektivńı z hlediska výpočtového
času.

V dostupné literatuře nebyla zaznamenána aplikace kvazi-Newtonových metod na
problematiku vázaných mechanických systémů obsahuj́ıćıch tělesa diskretizovaná pomoćı
ANCF, která nav́ıc mohou být v kontaktu s jinými tělesy. V rámci řešeńı těchto silně ne-
lineárńıch problémů se ukázalo výhodné použit́ı zmı́něné metody rozš́ı̌rených Lagrangiá-
n̊u.

Součást́ı kapitoly 6 je také popis Gaussovy kvadratury, což je metoda pro numerické
vyč́ısleńı integrál̊u. Tato metoda je použita v př́ıpadě vyč́ıslováńı vektoru elastických sil
ANCF element̊u a také pro výpočet kontaktńıch sil p̊usob́ıćıch na daný element.
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8. Závěr

Aplikace navržené metodiky na modelových i reálných p̌ŕıkladech, formulace
závěr̊u a doporučeńı

Aplikaćı popsaných metod a postup̊u se zabývá kapitola 7. Za účelem testováńı a verifi-
kace navržené metodiky bylo využito celkem pět úloh. Úloha v podkapitole 7.1 se týká
modelováńı pohybu poddajného kyvadla. Nejprve bylo ukázáno, že pro tři typy ANCF
nosńıkových element̊u použitých k diskretizaci kyvadla bylo dosaženo téměř shodného
časového pr̊uběhu pohybu kyvadla. Dále bylo provedeno testováńı funkćı ode pro nu-
merickou integraci programu MATLAB a porovnáńı rychlost́ı výpočtu při použit́ı vlastńı
implementace Newmarkovy metody s kvazi-Newtonovými iteracemi. Bylo ukázáno, že na
stejném př́ıkladě byly výsledky pomoćı Newmarkovy metody źıskány až třikrát rychleji
oproti funkćım ode programu MATLAB při zachováńı shodné přesnosti výpočtu. Z kvazi-
Newtonových metod se nejv́ıce osvědčila Davidonova metoda, která k výsledku konver-
govala nejrychleji. Dále byl ukázán významný vliv velikosti časového integračńıho kroku
Newmarkovy metody na výslednou přesnost výpočt̊u, kdy pro časový krok 0, 0005 s byla
pozorována velmi dobrá shoda s funkcemi ode programu MATLAB a se zvětšuj́ıćım se
krokem se výsledný rozd́ıl v pohybu kyvadla postupně zvyšoval. Vliv konkrétńı zvolené
podoby kvazi-Newtonovy metody na výsledný pohyb kyvadla byl zanedbatelný. Prove-
dená energetická analýza ukázala zanedbatelnou ztrátu celkové energie zp̊usobenou nu-
merickým výpočtem při neuvažováńı tlumićıch účink̊u u všech testovaných integračńıch
metod. V př́ıpadě dodáńı numerického tlumeńı do Newmarkovy metody pak bylo dosaženo
pozvolného snižováńı celkové energie systému.

V podkapitole 7.2 byla ukázána dobrá shoda vypoč́ıtaného a naměřeného pohybu
závaž́ı, které se pohybovalo na nakloněné rovině a bylo zavěšeno na tenkém vlákně.

V rámci detailńıho modelováńı interakce lana a kladky v podkapitole 7.3 byly prove-
deny statické a dynamické analýzy na testovaćım př́ıkladě a pak byla provedena verifikace
použitých př́ıstup̊u s využit́ım výsledk̊u z experimentu. Byl ukázán vliv ohybové tuhosti
lana na výsledný tvar lana přehozeného přes kladku a také na rozložeńı měrné kontaktńı
śıly na kladce. V dynamické analýze na testovaćım př́ıkladu byl ukázán r̊uzný vliv para-
metr̊u třeńı na výsledný prokluz mezi kladkou a lanem, kdy pro vyšš́ı součinitel třeńı a
pro nižš́ı charakteristickou rychlost vyhlazeného Coulombova modelu třeńı bylo dosaženo
pevněǰśıho třećıho spojeńı a zanedbatelného prokluzu. V této aplikace se také osvědčila
Newmarkova metoda jako velmi efektivńı z hlediska výpočtového času. V rámci srovnáńı
s experimentálńımi výsledky byly použité metody verifikovány a také bylo ukázáno, že
prokluz mezi vláknem a kladkou při použit́ı kontaktńıho modelu uvažuj́ıćıho ulṕıváńı
(stiction) byl menš́ı než při uvažováńı vyhlazeného Coulombova modelu třeńı.

Modelováńı a analýzy reálného vláknového mechanického systému Quadrosphere
s využit́ım programu MSC.Adams, viz podkapitola 7.4, ukázaly, že diskretizovaný mo-
del vlákna definovaný pomoćı tohoto programu neńı pro daný typ analýz vhodný. Jako
výhodný se ukázal model vlákna kombinovaný z předdefinovaného zjednodušeného mo-
delu vlákna dostupného v tomto softwaru a z ručně sestavené point-mass reprezentace
vlákna. Modálńı analýza vytvořených model̊u byla v relativně dobré shodě s experi-
mentálńımi výsledky.

Model absorpčńıho proutku jaderného reaktoru v kapitole 7.5 byl využit pro analýzu
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pádu regulačńıho orgánu do aktivńı zóny a vlivu deformace vodićıch trubek na dobu pádu.
Byly zjǐstěny limitńı maximálńı deformace vodićıch trubek, při nichž dojde k zaseknut́ı
proutku ve vodićı trubce. Tato aplikace ANCF prvk̊u pro analýzu regulačńıch orgán̊u
jaderných reaktor̊u má široké možnosti daľśıho využit́ı.

8.1. Hlavńı p̌ŕınosy dizertačńı práce

Hlavńı př́ınosy této dizertačńı práce lze shrnout do následuj́ıćıch bod̊u:

• Komplexńı popis a porovnáńı nejpouž́ıvaněǰśıch nosńıkových prvk̊u definovaných
pomoćı př́ıstupu ANCF.

• Nové úpravy vektoru elastických sil kabelového ANCF elementu nižš́ıho řádu ve-
doućı k možnosti předpoč́ıtáńı některých výraz̊u před samotným výpočtem v rámci
preprocessingu.

• Implementace ANCF nosńıkových prvk̊u v rámci prostřed́ı programu MATLAB,
které umožňuje jejich využit́ı pro mnoho praktických aplikaćı.

• Implementace Newmarkovy metody využ́ıvaj́ıćı iteračńı kvazi-Newtonovu metodu,
která se ukázala jako velice efektivńı pro numerické simulace vázaných mecha-
nických systémů s poddajnými členy a možnými interakcemi.

• Popis interakce mezi tělesy a vývoj vlastńıch programových prostředk̊u v prostřed́ı
MATLAB pro zahrnut́ı kontakt̊u včetně r̊uzných druh̊u třeńı do výpočtových mo-
del̊u.

• Validace vyvinutých model̊u a popsaných modelovaćıch př́ıstup̊u pomoćı experimen-
tálńıch dat.

8.2. Daľśı možný rozvoj této práce

Daľśı možný rozvoj řešené problematiky spoč́ıvá předevš́ım v těchto bodech:

• Implementace adaptivńıho časového kroku do Newmarkovy metody.

• Implementace Hilber-Hughes-Taylorovy (HHT) integračńı metody, která vycháźı
z Newmarkovy metody.

• Vývoj daľśıch ANCF prvk̊u vhodných pro konkrétńı aplikace, např. v rotordyna-
mice.

• Vytvořeńı komplexńıho modelu regulačńıho orgánu jaderného reaktoru, který bude
zohledňovat všechna možná tuhá a poddajná tělesa a také možné interakce s ostat-
ńımi částmi reaktoru. Zahrnut́ı poddajnosti vodićıch trubek do komplexńıho mo-
delu.
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• Výzkum interakce poddajných těles modelovaných pomoćı ANCF s okolńım pro-
střed́ım (např. vodńı prostřed́ı v reaktoru).
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[33] Hajžman, M., Polach, P.: Modelling of flexible bodies in the framework of multi-
body sytstems. Proceedings of 6th International Conference Dynamics of Rigid and
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[74] Stejskal, V.,Valášek, M.: Kinematics and dynamics of machinery. Marcel Dekker,
New York, 1996. ISBN 0-8247-9731-0.
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ZČU, Plzeň, pp. 15–18, 2018. ISBN 978-80-261-0766-8
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A.1. Výrazy pro matice tuhosti vybraných ANCF
element̊u

A.1.1. Matice tuhosti plně parametrizovaného ANCF elementu dle
obecných postup̊u mechaniky kontinua

Rozepsáńım výrazu (4.25) lze źıskat nelineárńı matici tuhosti plně parametrizovaného
ANCF nosńıkového elementu, která byla odvozena využit́ım obecných postup̊u mecha-
niky kontinua, ve tvaru

Kcma
full =

∫
Ve

[
λ+ 2µ

2

(
ST,xS,xeeTST,xS,x + ST,yS,yeeTST,yS,y + ST,zS,zeeTST,zS,z

)
+

+
λ

2

(
ST,yS,yeeTST,xS,x + ST,xS,xeeTST,yS,y + ST,yS,yeeTST,zS,z+

+ST,zS,zeeTST,yS,y + ST,xS,xeeTST,zS,z + ST,zS,zeeTST,xS,x
)

+

+2µ
(
ST,xS,yeeTST,xS,y + ST,yS,zeeTST,yS,z + ST,xS,zeeTST,xS,z+

)
−

−3λ+ 2µ

2

(
ST,xS,x + ST,yS,y + ST,zS,z

)]
dVe.

(A.1)
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A.1.2. Matice tuhosti plně parametrizovaného ANCF elementu
dle elastic line approach

Dosazeńım výraz̊u pro deformace (4.30) do (4.36) lze vyjádřit nelineárńı matici tuhosti
plně parametrizovaného ANCF nosńıkového elementu ve tvaru

Kela
full =

∫ le

0

{
Ae

[
λ+ 2µ

2

(
ST,xS,xeeTST,xS,x + ST,yS,yeeTST,yS,y + ST,zS,zeeTST,zS,z

)
+

+
λ

2

(
ST,yS,yeeTST,xS,x + ST,xS,xeeTST,yS,y + ST,yS,yeeTST,zS,z+

+ST,zS,zeeTST,yS,y + ST,xS,xeeTST,zS,z + ST,zS,zeeTST,xS,x
)

+

+2µ
(
kyS

T
,xS,yeeTST,xS,y + ST,yS,zeeTST,yS,z + kzS

T
,xS,zeeTST,xS,z+

)
−

−3λ+ 2µ

2

(
ST,xS,x + ST,yS,y + ST,zS,z

)]
+

+
St
2

(
ST,zS,xy − ST,yS,xz

)
eeT

(
ST,zS,xy − ST,yS,xz

)
+

+
2(3λ+ 2µ)µ

λ+ µ

(
IyS

T
,zS,xxeeTST,zS,xx + IzS

T
,yS,xxeeTST,yS,xx

)}
dx.

(A.2)

Vzhledem k tomu, že k odvozeńı nelineárńı matice tuhosti ANCF nosńıkového elementu
(A.2) byl použit elastic line approach, kde všechny deformace jsou vyhodnoceny na
střednicové linii elementu, jsou př́ıslušné derivace matice tvarových funkćı S vyjádřeny v
bodech střednicové linie elementu (x, 0, 0).

A.1.3. Matice tuhosti ANCF elementu nižš́ıho řádu

Klow = Kle + Kbe =

=
1

2
EAe

∫ le

0

[
eTST,xS,xeST,xS,x − ST,xS,x

]
dx +

+ IeE

∫ le

0

(
vTv

) 1
2(

eTST,xS,xe
) 9

2

[(
eTST,xS,xe

) 3
2 VAcomp −

− 3
(
vTv

) 1
2
(
eTST,xS,xe

) 1
2 ST,xS,x

]
dx,

(A.3)

kde v = (S,xe)× (S,xxe), matice V viz (4.86), matice Acomp viz (4.87).
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A.1.4. Matice tuhosti rovinného ANCF elementu typu L2T2

Matice podélné tuhosti KL2
le má tvar [5]

KL2
le (e) =

EAe
le



A 0 B 0 −A 0 C 0
A 0 B 0 −A 0 C

D 0 −B 0 E 0
D 0 −B 0 E

A 0 −C 0
A 0 −C

sym. F 0
F


. (A.4)

Při definici

dx = e5 − e1, dy = e6 − e2, d =
√
d2x + d2y,

ax = lee3, ay = lee4, a =
√
a2x + a2y,

bx = lee7, by = lee8, a =
√
b2x + b2y,

(A.5)

lze koeficienty z (A.4) vyjádřit

A = 3
70l2e

(a2 + b2 − 14l2e − 6axdx − 6bxdx − 6aydy − 6bydy + 24d2) ,

B = 1
280le

(b2 − a2 + 2axbx + 2ayby − 14l2e − 24axdx − 24aydy + 36d2) ,

C = 1
280le

(a2 − b2 + 2axbx + 2ayby − 14l2e − 24bxdx − 24bydy + 36d2) ,

D = 1
420

(12a2 + b2 − 3axbx − 3ayby − 28l2e + 3axdx − 3bxdx + 3aydy − 3bydy + 18d2) ,

E = −1
840

(3a2 + 3b2 − 4axbx − 4ayby − 14l2 + 6axdx + 6bxdx + 6aydy + 6bydy) ,

F = 1
420

(a2 + 12b2 − 3axbx − 3ayby − 28l2e − 3axdx + 3bxdx − 3aydy + 3bydy + 18d2) .

(A.6)

Matice př́ıčné tuhosti rovinného L2T2 nosńıkového elementu [5] má tvar

KT2
be (e) = KT2

b1 (e) + KT2
b2 (e), (A.7)

kde

KT2
b1 (e) =

EI

l3e f̄
4



12 0 6le 0 −12 0 6le 0
12 0 6le 0 −12 0 6le

4l2e 0 −6le 0 2l2e 0
4l2e 0 −6le 0 2l2e

12 0 −6le 0
12 0 −6le

sym. 4l2e 0
4l2e


, (A.8)
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KT2
b2 (e) = −2

EIκ̄2

lef̄ 2



6
5

0 le
10

0 −6
5

0 le
10

0
6
5

0 le
10

0 −6
5

0 le
10

2l2e
15

0 − le
10

0 − l2e
30

0
2l2e
15

0 − le
10

0 −l2e
30

6
5

0 − le
10

0
6
5

0 − le
10

sym. 2l2e
15

0
2l2e
15


. (A.9)

Pr̊uměrný deformačńı gradient f̄ a pr̊uměrná křivost κ̄ z výraz̊u (A.8) a (A.9) maj́ı
tvar

f̄ =
1

le

√
eT
∫ 1

0

ST,ξS,ξdξ e, (A.10)

κ̄ =

√∫ 1

0

κ2dξ =
1

l2e f̄
2

√
eT
∫ 1

0

ST,ξξS,ξξdξ e. (A.11)

A.2. Výrazy pro matice hmotnosti vybraných ANCF
element̊u

A.2.1. Matice hmotnosti plně parametrizovaného ANCF elementu

Me =

13
35
meI

11
210
lemeI

7
20
ρleSzI

7
20
ρleSyI

9
70
meI − 13

420
lemeI

3
20
ρleSzI

3
20
ρleSyI

1
105
l2emeI

1
20
ρl2eSzI

1
20
ρl2eSyI

13
420
lemeI − 1

140
l2emeI

1
30
ρl2eSzI

1
30
ρl2eSyI

1
3
ρleIzzI

1
3
ρleIyzI

3
20
ρleSzI − 1

30
ρl2eSzI

1
6
ρleIzzI

1
6
ρleIyzI

1
3
ρleIyyI

3
20
ρleSyI

1
30
ρl2eSyI

1
6
ρleIyzI

1
6
ρleIyyI

13
35
meI − 11

210
lemeI

7
20
ρleSzI

7
20
ρleSyI

1
105
l2emeI − 1

20
ρl2eSzI − 1

20
ρl2eSyI

sym. 1
3
ρleIzzI

1
3
ρleIyzI

1
3
ρleIyyI



,

(A.12)

kde Sy a Sz jsou lineárńı momenty pr̊uřezu a Iyy, Iyz, Izz jsou kvadratické momenty
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pr̊uřezu a I představuje jednotkovou matici o rozměrech 3× 3. Plat́ı

Sy =

∫
Ae

zdAe,

Sz =

∫
Ae

ydAe,

Iyy =

∫
Ae

z2dAe,

Iyz =

∫
Ae

yzdAe,

Izz =

∫
Ae

y2dAe.

(A.13)
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