Zapadoceska univerzita v Plzni

Fakulta filozoficka

Disertacni prace
Hilbertovy Grundlagen der Geometrie

v kontextu doby

Jan Zeman

Plzen 2019



Zapadoceska univerzita v Plzni
Fakulta filozoficka

Katedra filozofie

Studijni program Humanitni studia

Studijni obor Teorie a déjiny védy a techniky

Disertacni prace

Hilbertovy Grundlagen der Geometrie
v kontextu doby

Jan Zeman

Vedouct prdce:
Mgr. Marie Vétrovcova, Ph. D.(od 2015)
Prof. RNDr. Petr Vopénka, CSe. (2013-2015)
Katedra filozofie
Fakulta filozoficka Zapadoceské univerzity v Plzni

Plzen 2019



Prohlaseni

Tuto diserta¢ni praci jsem zpracoval samostatné a vyznacil jsem pouzité prameny
tak, jak je to ve védecké praci obvyklé.

V Plzni, dne 26. biezna 2019

Jan Zeman



Podékovani

Za cennou pomoc s textem a podporu dékuji Katedre filozofie ZCU.



Obsah

1 Uvod 7
1.1 Struktura prace . . . . . . . . . ... 8
1.2 Charakteristika pouzitych pramenta . . . . ... ... ... ... .... 8

1.2.1 Hilbertova poztistalost . . . . ... ... ... .. ........ 9
1.2.2  Minkowského pfednéska z dob jeho studia . . ... ... ... 10
1.2.3 Sekundérni literatura . . . . . .. ... ... Lo L. 11
1.3 Soucasny stav badani . . .. ... ... L L o oo 11
1.4 Metodologicky rdmec . . . . .. ... ... L L 12

2 Zivot Davida Hilberta 14

3 Hilbertovo socialni prost¥edi 16
3.1 Hermann Minkowski . . . . ... ... ... ... ... .......... 16
3.2 Adolf Hurwitz . . . . . ... ... ... . . . . . ... 18
3.3 Fenomén Géttingen . . .. . ... L o 19

3.3.1 Postaveni némeckych univerzit . ... ... ... ... ..... 19
3.3.2 Specifika Gottingen jako centra matematiky a astronomie . . 20
3.3.3 Matematikové . ... ... L 22
3.34 Logikové. . . . . ... 24
3.35 Fyzikové . . . .. 25
4 Geometrie pied Hilbertovymi Grundlagen 27
4.1 Vystavba geometrie pomoci grup pohybt a zavedeni mechaniky do
geometrie . ... L 28
4.2 FErlangensky program Felixe Kleina . . . ... ... ... .. ...... 28
4.3 Moritz Pasch - Vorlesungen iiber neuere Geometrie . . ... ... .. 29
4.4 Dalsi predchidei . . .. . ... Lo 30
4.5 Hilbertova ¢innost v geometrii pred Grundlagen . . .. ... ... .. 30

5 Hilbertav vliv na ostatni discipliny 31
5.1 Kongres v Parizi, 1900 . . . . . .. ... oo Lo 31
5.2 Teorie mnozZin . . . . . . . . .. .. 33

5.2.1 Peanova a Hilbertova kfivka . . . . ... ... ... ... .... 33
5.2.2 Paradoxy a dal$i vyvoj po Grundlagen . . ........... 36
5.3 Aritmetika . . . ... 36
5.3.1 Logicisté a axiomatizace pfirozenych ¢éisel . . . . . . . ... .. 36
5.3.2 Opozice Poincarého . . . . .. ... ... .. ... ... .. ... 37
5.3.3 Hilbertova axiomatizace ¢isla redlného . . . . . . . .. ... .. 37
5.3.4 Hilbertova Zahlbericht, zprava o vyvoji teorie ¢isla, 1897 . . 38
5.3.5 Aritmetizace . .. .. .. ... ... .. 39
54 Logika . .. ... 39



5.4.1 Hilbertova prednéska v Heidelbergu z roku 1904 a matema-

ticky formalismus . . . ... ... .. oo oL 39
5.4.2 Opozice Poincarého . . . . ... ... ... ... ... .. ... 41
5.4.3 Opozice intuicionistt . . . . . .. ... ... .. ... .. ... 41
5.4.4 Hilbertiv program po 1. sv. vilece . ... ... ... .. .... 42
6 Komentar ke Grundlagen der Geometrie 44
6.1 Axiomy geometrie a jeji zdkladni prvky . ... ... ... ... .. .. 44
6.2 Axiomy spojitosti . . ... ... L L 46
6.3 Aritmeticky model pro dukaz bezespornosti . . . . ... ... ... .. 48
6.4 Dikazy nezavislosti skupin axioma . . . ... ... ... ... ..... 50
6.5 Nezavislost axiomu o rovnobézkach IV a neeukleidovské geometrie . 50
6.6 Nezavislost axiomu o shodnosti trojihelnika III 5 a vliv Minkowského 52
6.6.1 Minkowského geometrie (1891) oproti geometrii Minkowského
Casoprostoru . . . ... ..ol 53
6.6.2 Hilbertova geometrie (1894) oproti geometrii Hilbertovych Grund-
lagen . . . . .. 54
6.6.3 Situace v Grundlagen (1899) . ... ... ... ... .. .... 56
6.6.4 Ctvrty Hilberttv problém jako Hilbertova axiomaticka inter-
pretace Minkowského geometrie (1900) . . . ... ... .. .. 57
6.6.5 Shrnuti .. ... ... ... ... 57
6.7 Role projektivni geometrie a grupového pojeti . . . .. ... ... .. 58
6.8 Hilbertovy divody . . . . .. ... ... 58
6.9 Vyznamdila. ... ... ... .. .. ... 59
7 Shrnuti a vysledky vyzkumu 60
8 Preklad Grundlagen der Geometrie 61
9 Dalsi preklady 121
9.1 Otto Blumenthal — Lebensgeschichte (1935) [Hilbertav zivotopis] . . 121
9.2 David Hilbert — Uber die stetige Abbildung einer Linie auf ein Fli-
chenstiick (1891) [Hilbertovy kiivky| . . . ... ....... ... ... 146
9.3 Hermann Minkowski — Uber Eigenschaften von ganzen Zahlen, die
durch rdumliche Anschauung erschlossen sind (1893) [pfednaska z kon-
gresu v Chicagu] . . ... ... .. 148
10 Anotace 152
10.1 Summary . . . ... 152
10.2 Zusammenfassung . . . . ... Lo oo 153



Kapitola 1
Uvod

Cilem préace je uvést knihu Davida Hilberta (1862-1943) Grundlagen der Geometrie
[Hilbert 1899] z roku 1899 do souvislosti s jeho pfedchozimi pracemi na jedné strané
a do souvislosti s prostfedim a dobou, kdy vznikala, na strabé druhé. Hlavni motivaci
byl nedostatek filosofickych praci o Hilbertové dile v ¢eském jazyce.

V této disertaci providime textovou analyzu prvnich dvou kapitol Hilbertovy
knihy a podrobné rozebirame konkrétni problémy, které zde autor esi, napf. pro-
blém abstrakce od nazoru, vzajemné nezavislosti axiomi, problematiku pouziti mo-
delti a dalsi. Zvlastni pozornost vénujeme problému bezespornosti geometrie a jeho
propojeni s otazkou o jeji spojitosti. Dopliiujeme kontext Hilbertovych nazora, jim
neuvedené souvislosti matematické a historické, které se budeme snazit dokézat
na primarnich textech (viz kap. 1.2). Uvedeme nézory nékolika Hilbertovych sou-
¢asniki na Hilbertovu motivaci pro sepsani dila, a porovnéme je se soucasnou stan-
dardni interpretaci jeho textu. Nasim dalsim cilem bude tyto jednotlivé souvislosti
prozkoumat. Déle predstavime propojeni Hilbertova ptisobeni s jeho prateli a Sir-
$fm okruhem kolegii a studentti na univerzité v Gottingen. Obecné se pak pokusime
najit i dalsi vlivy, které Hilberta ovlivnily v jeho uvazovani. Predstavime dobovy
kontext poznani v oboru matematiky a napojeni na jiné matematické discipliny,
kterym se Hilbert kromé geometrie taktéz vénoval.

Podstatnou soucasti préace je vytvoreni piekladu Grundlagen, ktery bychom
posléze chtéli vydat a doplnit fadu prekladd jinych matematickych a logickych
dél, které vznikaly na ZCU, napt. dél Eukleida [Eukleidés 2007], Al-Chwarizmiho
[Al-Chwarizmi 2009], H. Poincarého [Poincaré 2010], G. Fregeho [Frege 2010] spolu
s [Frege 2011] & N. H. Abela [Abel 2011].

Zacali jsme prekladem Hilbertovych Grundlagen a ¢lanku o Hilbertovych kiiv-
kach [Hilbert 1891], viz kap. 9.2. V priib&hu vyzkumu jsme vybrali dal3i relevantni
¢lanky a pofizovali preklady. Prelozili jsme Hilberttiv Zivotopis od Otta Blumen-
thala [Blumenthal 1935], viz kap. 9.1. Z pofizenych piekladi Minkowského praci
z obort teorie ¢isel a geometrie ¢isel uvadime v disertaci preklad prednéasky z kon-
gresu v Chicagu [Minkowski 1893], viz kap. 9.3, ktera obsahuje nejdilezit&jsi casti
jeho Geometrie der Zahlen [Minkowski 1896]. Cést z naSich piekladu vznikala bé-
hem zahrani¢nich pobyti v Regensburgu, Wiirzburgu, Pafizi a Gottingen.



1.1 Struktura prace

1. V tavodni kapitole shrneme pouzité prameny vcetné Hilbertovy pozustalosti
a predstavime soucasny Hilbertovsky vyzkum.

2. Ve druhé kapitole predstavime zivot Davida Hilberta a standardni rozdéleni
obdobi jeho védecké ¢innosti.

3. Ve tfeti kapitole budeme usilovat o zachyceni Hilbertova socialniho prostiedi.
Nejprve pfedstavime Hilbertovy nejblizsi pratele, Hermanna Minkowského
a Adolfa Hurwitze, s nimiZz se seznamil béhem svého pfedchoziho pusobeni
na univerzité v Kénigsbergu. Struc¢né uvedeme postaveni némeckych univerzit
v 19. stoleti a nasledné se zaméfime konkrétné na univerzitu v Gottingen,
kde v Hilbertové dobé piisobili ti nejlepsi matematikové, fyzikové a logikové.
Stru¢né predstavime Hilbertovy spolupracovniky na zdkladé obori, kterym
se vénovali nejvice.

4. Ve ¢tvrté kapitole predstavime, jak vypadala geometrie jako obor vyzkumu
v Hilbertové dobé, tj. pred tim, nez vydal své Grundlagen der Geometrie.
Predstavime jednotlivé Hilbertovy predchiidce, ktefi se pokouseli o axiomati-
zaci geometrie.

5. V paté kapitole objasnime Hilbertiv vliv na ostatni matematické discipliny:
teorii mnozin, axiomatizaci realnych ¢isel a logiku. Neuvedeme vliv na fyzikalni
obory a teorii ¢isel (Vliv na geometrii shrnujeme jiz v kap. 1.3).

6. V Sesté kapitole budou okomentovany prvnim dvé kapitoly Grundlagen s od-
kazy na Hilbertovy ostatni geometrické prace.! (Tento komentaf bude uréeny
i pro zajemce, ktefi s Hilbertovym dilem sezndmeni nejsou).

7. V sedmé kapitole shrneme piinos nasi prace pro soucasny vyzkum.

8. V osmé a devaté kapitole nasledné jiz uvedeme jednotlivé preklady, predevsim
preklad Grundlagen jako podstatnou ¢ast této prace.

1.2 Charakteristika pouzitych prament

V soucasnosti existuje patnact némeckych vydani Hilbertovych Grundlagen der Ge-
ometrie. Béhem Hilbertova zivota do roku 1943 jich bylo vydano sedm, konkrétné
v letech 1899, 1903, 1909, 1913, 1922, 1923 a 1930. Hilbert sviij text prubézné vy-
razné ménil na zakladé svych vlastnich vyzkumi i aktualnich dél matematickych.
V zékladnim textu Grundlagen ve vydanich, nasledujicich po Hilbertové smrti, do-
chézelo jiz jen k okrajovym zménam, neménila se paginace, pouze pocet piiloh.
K nim pfibyvaly dodatky Hilbertova asistenta Paula Bernayse (1888-1977), ktery
sam editoval vydani Grundlagen z let 1956, 1962, 1968 az do jedenactého vydéni
v roce 1972. Nasledné dilo vychézelo v letech 1977, 1987 a v roce 1999 u pfilezitosti
stého vyroci prvniho vydani. Z tohoto ¢trnactého vydani Grundlagen der Geome-
trie, editovaného M. Toepellem [Hilbert 1899], jsme vychézeli i v nagem piekladu.
Kromé textu Hilbertova dila samotného obsahovalo i pretisk Hilbertova sesitu z jeho
gymnazialnich let a dvé historické studie, studii M. Toepella na téma projektivni
geometrie v Hilbertové dile [Toepell 1999] a studii kolektivu autorit Kiechleho, Kre-
uzera a Wefelscheida o tom, jakymi cestami se ubiral vyzkum zakladi geometrie
po Hilbertovi [Kiechle — Kreuzer — Wefelscheid 1999].

1Pfitom ze druhé kapitoly Grundlagen vynechavame podrobn&jsi komentaf k nearchimédov-
skym geometriim.



Zamétime se nejdiive specialné na soucasny stav vyzkumu Hilbertova dila v sou-
vislostech historickych. Hilbertovy sebrané spisy vySly jesté za Hilbertova zivota
v roce 1935 [Hilbert 1935]. Obsahovaly i Hilberttv Zivotopis od jednoho z jeho stu-
dentidi, matematika Otta Blumenthala (1876-1944) [Blumenthal 1935]. Druhy zi-
votopis ze 70. let od historicky Constance Reidové [Reid 1970] byl jiz sekundarni.
Pratelstvi s Hermannem Minkowskim a oboustranny vliv osobni i profesni jsou za-
znamenany v Minkowského dopisech Hilbertovi [Minkowski 1973].

7 primérnich text jsme déle pracovali s dalsimi primarnimi zdroji z Hilber-
tovych Gesammelte Abhandlungen [Hilbert 1935]. Neopomenuli jsme ani dila Hil-
bertovych predchidct ve vyzkumu zékladt geometrie, ktera Hilbert citoval, ¢ jeho
souCasniki v pribuznych matematickych disciplinach. Hilbertovo pojeti se poku-
sime srovnat s postojem Henriho Poincarého (1854-1912) a Richarda Dedekinda
(1831-1916), pouzijeme aktualni ¢eské vydani Poincarého textt [Poincaré 2010|
a francouzské kritické vydani spist Dedekindovych [Dedekind 2008]. Vice zdvofi-
lostné nez Minkowského dopisy jsou pak psany dopisy Davida Hilberta s Felixem
Kleinem [Frei 1895]. Pracovali jsme téz s ¢lanky Hilbertovych zakt, specializovali
jsme se v8ak pritom na oblast geometrie. Hilbertovo dilo analytické, fyzikalni a neo-
byc¢ejné vyznamné dilo logické z let, které po vydéani Grundlagen nasledovaly, jsme
do nasich zkoumani nezahrnuli.

1.2.1 Hilbertova poziistalost

Po Hilbertové smrti bylo po druhé svétové vilce planovano A. Sommerfeldem,
E. Heckem a P. Bernaysem vydat prednasky z Hilbertovy pozistalosti jako sou-
Gast ¢tvrtého svazku Hilbertovych sebranych spisti. Mezi nimi mély byt i nasledu-
jici pfednasky z geometrie. JelikoZ se na pfislusné prednasky v nasi praci vicekrat
odkazujeme, prejimame jejich zkracené znaceni v zévorkach z [Toepell 1986]:

1. (PG): 1891 LS — Projektive Geometrie,

(
2. (GG): 1894 LS — Die Grundlagen der Geometrie,?
(

3. (FK):* 1898 — Uber den Begriff des Unendlichen,

)t
4. (EG): 1898/1899 ZS — Grundlagen der Euklidischen Geometrie.?

K vydani vSak nedoslo a poztistalost ztstala nepfistupna v drzeni Matematického
seminéaie v Gottingen. Neméla ji k dispozici ani Constance Reidova, ktera napsala
Hilberttv zivotopis v roce 1970.

Teprve na pirelomu Sedesatych a sedmdeséatych let byla tato ¢ast poztstalosti
predana Dolnosaské statni a univerzitni knihovné v Géttingen, utfidéna a zpristup-
néna badatelim. Zasadni praci byla kniha Uber die Entstehung von David Hilberts
,Grundlagen der Geometrie“ od M. Toepella z roku 1986 [Toepell 1986], ktera po-
jednava o vzniku Hilbertova dila v kontextu s uvedenymi pfednaskami, z nichz bylo
mnoho citovano, Casto i celé paséze, a kniha tak byla i z¢asti prvnim vydanim
téchto prednasek. Toepellova kniha zaroven odhalila, Ze Hilbertovo dilo vychéazi
z jeho vyzkumﬁ geometrie projektivni kterou véak nésledné v dile jako takovém

tvorit hnearm kalkulus. Namitky kritikt Hilbertova dila (napf. H. Freudenthala

2Viz (|Toepell 1986], s. 0).

3A& to v nazvu prednasky neni vyslovné uvedeno, pojednaval zde Hilbert na rozdil od pozdgjsi
pfednasky ze ZS 1898/1899, o axiomatické vystavbé geometrie neeukleidovské.

4 Ferienkurs, prazdninovy kurz pro ucitele, 1898 velikonoce.

5Tuto prednasku zminoval Blumenthal v Hilbertové Zivotopise, zaménil viak slovo Grund-
lagen za Elemente. Do edice nemé&lo byt zafazeno tzv. vypracovani (Ausarbeitung) této prednasky
pro studenty od H. v. Schapera z roku 1899, které znac¢ime s Toepellem (SG).



[Freundenthal 1957]), jimZ jest& poziistalost pfistupné nebyla, Ze jeho avahy postré-
daji zohlednéni projektivni geometrie, se tak ukazaly byt neopravnénymi. Toepell
postupuje v knize chronologicky podle jednotlivych pfednasek az k hlavnimu textu.
Je zpracovan vyklad vétsiny kapitol a propojeni s dobovou matematickou literatu-
rou, s dalsimi prednaskami i s koneénym textem Grundlagen. V tomto pfipadé pak
také autor zaznamenava, ve kterém vydani byla prislusna pasaz uvedena poprvé,
a nésledné souvislosti a rozdily mezi jednotlivymi vydénimi dila. Kniha obsahuje
navic grafické vyznaceni, které axiomy byly v jednotlivych vydanich pouZzity pro di-
kaz dilezitych vét, Pascalovy a Desarguovy, nebot pravé v tomto Hilbert pribéh
dtkazu ¢asto ménil.

Kompletni vydani uvedenych prednések, vcetné prvniho vydani Grundlagen
der Geometrie, pak bylo az ve svazku Lectures on the Foundation of Geometry,
1891-1902, editovaném M. Hallettem a U. Majerem z roku 2004 [Hilbert 2004].
Taktéz jsou zde zaznamenany souvislosti a rozdily mezi jednotlivymi vydénimi dila,
ac¢ strukturované v ivodnim komentari.

Dobfe znamo je pratelstvi Davida Hilberta s Hermannem Minkowskim a vza-
jemny vliv obou osobnosti, a¢ v konkrétnim piipadé zakladt geometrie na prvni
pohled zjevny nebyl. Velmi pifinosné bylo v tomto kontextu vydani Minkowského
dopisu Hilbertovi v roce 1973, které editovali H. Zassenhaus a Minkowského dcera
L. Riidenberg [Minkowski 1973|. Hilbertova ¢ast korespondence se ztratila, ackoliv
Blumenthal ji mél jesté pri psani zivotopisu k dispozici. Dopisy jsou ¢asto cito-
vany predev§im kvili prvotnimu uvedeni Minkowského vylepSeni Hermitovy meze
pro minimum kvadratickych forem z roku 1889, ale také v souvislosti s Minkowského
radou, o ¢em mé Hilbert prednaset na Mezinarodnim kongresu matematikii v roce
1900. V kontextu geometrie jsou relevantni dale dopisy s Lindemannem, které se ale
taktéz ztratily, a s Hurwitzem — tato korespondence je kompletné k dispozici v Got-
tingen.® Z Hilbertovy korespondence byla vydana uz jen ta s Kleinem [Frei 1895|.
Casto je citovano ze dvou dopistii Fregeho a jedné Hilbertovy odpovédi z pielomu
let 1899/1900, ve kterych mezi sebou vedli spor o povahu axiomi a o jejich beze-
spornost.7

1.2.2 Minkowského prednaska z dob jeho studia

Na zakladé odkazu v knize M. Toepella jsme se vydali do univerzitniho archivu
ve Wiirzburgu, kde byla ulozena poztstalost Ferdinanda Lindemanna. Ptivodné
jsme dle odkazu hledali konkrétni Hilbertovy dopisy, které by mély souviset s jeho
vyzkumy zakladi geometrie. Nalezli jsme vSak jen jediny, ktery byl z jiného data
a tykal se jiného tématu. Po ¢ase jsme se dozvédéli, ze hledana ¢ast dopisi byla
v Case mezi vydanim Toepellovy knihy a dneSkem z archivu zcizena. Nalezli jsme
v8ak taktéz citovany Lindemanniv seSit se zdznamy o jim vedenych seminafich,
véetné kolokvia, které v Konigsbergu zalozil. Kazdy tyden probirali studenti aktu-
alni matematickou literaturu a jeden z nich mél prednasku na urcité téma. V segité
byly zdznamy téchto prednasek zapséany piimo vlastnorucné jednotlivymi autory.
Mezi nimi byl i text Hermanna Minkowského, datovany 20. 5. 1884.

O Minkowského textu v archivalii jsme se nejprve domnivali, ze by mohlo jit
o prvni, dosud necitovany, a tedy potencidlné neznédmy, doklad, kdy Minkowski
poprvé objevil postup pro geometrické znézornéni vét z teorie ¢isel, nebot takové
znazornéni jeho dirivéjsi texty postradaly. Minkowskim uvadéné pifklady jsme tedy
propocitavali, ukazalo se, Ze do zna¢né miry koresponduji s jeho habilitaéni pFfednas-
kou, kterou v8ak uvedl az o t¥i roky pozdéji. V komentaii k ni jsme v8ak nakonec
dohledali, ze onu geometrickou interpretaci kvadratickych forem objevil jiz Carl

6Cod. Ms. D. Hilbert 160; Cod. Ms. Math. Arch. 76: 221-282. 284-321. 323-332. 332A David
Hilbert.
"Viz [Dubucs 1992], (|[Epple 1999], s. 404), ([Fiala 2006b], s. 126).
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Friedrich Gauss dlouho pfed Minkowskim. Ve svém textu tak Minkowski tento jiz
znamy postup jen pouzil. Nasledné jsme se domnivali, Ze text by i tak mohl byt
pfinosny pro historii geometrie ¢isel v tom, ze by dokazoval, Ze geometrické tvahy
vedly Minkowského uvazovani jiz mnohem diive pfed jeho vSeobecné zndmou ha-
bilitaci, ktera za jeho prvni geometrickou praci byla pokladana. Zprava o tomto
Minkowského rukopisu v8ak byla nedédvno pfed nami v relevantnim casopise vy-
dana, pouze usla nasi pozornosti.

Text archivélie jsme tak jen pfeloZili a napsali nad nim studii [Zeman 2018],
jejimz smyslem tak namisto prispévku k historii matematiky bylo pfedevsim objas-
nén{ matematickych postupi, které Minkowski pouzil.

1.2.3 Sekundarni literatura

Pro komentate jsme pouzivali pfedevsim nésledujici literaturu sekundarni:

Nejvice jsme pouzivali vyge zminénou disertaci M. Toepella [Toepell 1986] o pi-
vodu tohoto Hilbertova dila. Pfedevsim v ni byly uvedeny komentované citace
Hilbertovych prednasek o geometrii. Ty autor hojné propojoval jak mezi sebou
navzajem, tak s dobovou matematickou literaturu, kterou Hilbert cetl. Slo o ste-
zejni pasaze téchto Hilbertovych prednasek, nicméné jejich kompletni vydani potom
vyslo az v edici Michaela Halletta a Ulricha Majera, ktera na rozdil od knihy To-
epellovy zastavalo referenéni funkei [Hilbert 2004]. V pribéhu nasi prace vysla v roce
2015 kniha s nazvem David Hilbert — Grundlagen der Geometrie (Festschrift 1899)
[Volkert 2015] s pretiskem prvniho vydani a komentafi editora Klause Volkerta. Au-
tor si nenarokoval oznaceni své knihy za dalsi, v pofadi jiz patnacté vydéni. Casto
cituje z Hallettovy edice, v porovnani s Toepellovou praci ale Zadny radikilné novy
pohled na dilo nepiinasi.

Nékteré interpretace z oboru filosofie matematiky pak byly nasledné prevzaty
z knihy Philosophie der Mathematik od Romana Murawského a Thomase Bediirf-
tiga [Bediirftig — Murawski 2015] a z knihy Uvedent do obecné topologie a jejich dé-
jin do roku 1960 Petra Vopénky a Marie Vétrovcové [Vopénka — Vétroveova 2015].
Soucasné interpretace jsme citovaly z knihy Geschichte der Analysis editora Hanse
N. Jahnkeho [Jahnke 1999] a knihy From Kant to Hilbert editora Williama Ewalda
[Ewald 2006].

1.3 Soucasny stav badani

Podle standardni interpretace chtél Hilbert opravit chyby v Eukleidové systému
a ve svych axiomech jej zjednodusit s cilem vyjasnit axiomaticko-deduktivni metodu
Zdkladi a preformulovat nedokazované zakladni véty geometrie (tj. axiomy a po-
stulaty) co nejpiehlednéji.® Valna vétsina Hilbertovych publikaci ma za sviij zaklad
axiomatickou metodu a v dnesni dobé je Hilbert znam predeviim pro svoji teorii
dikazu a bézné pouzivany Hilbertovsky kalkul jako typicky zastupce proudu forma-
lismu. Stejné tak jsou i Grundlagen nahlizeny mnohymi z hlediska logiky, filosofie
a filosofie matematiky jakozto prvni formalistické dilo. Geometrie zde §la opravdu
v predstihu pred ostatnimi védami. Neni vSak zcela opravnéné zarazovat Hilberta
jako formalistu vyhradné&, nebot v poslednim kroku mu §lo o to, aby méla jeho ge-
ometrie obsah. Také se ve svych dopisech a rukopisech prednasek velmi intenzivné
zabyval i geometrii nazornou. Tu pak nasledné samostatné vydal jako Anschauliche
Geometrie [Hilbert — Cohn-Vossen 1996].

Badatelé se téz vénovali tomu, kam se Hilbertova geometrie vyvijela dal. Brzy
se ustanovily zaklady geometrie jako samostatna matematicka disciplina. Roli hraly
Hilbertem vedené diserta¢ni prace, napt. M. Dehna o tzv. Legendrovych vétach

8Tato interpretace napt. v ([Epple 1999], s. 401).
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(viz kap. 6.5) & G. Hamela o tsecce jako nejkratsi spojnici. Mnoho dalsich disertac-
nich praci na poli vyzkumu zakladi geometrie vychazelo z Gottingenské skoly v Sir-
§im slova smyslu véetné prenosu axiomatické metody do dalSich oborti, kde se vy-
tvorila samostatna pole pro vyzkum, napt. v logice. Grundlagen der Geometrie za-
pocaly axiomatické uchopeni celé matematiky a vyzkum vzajemnych vztahi mezi
geometrickymi modely a ostatnimi oblastmi matematiky (algebra, kombinatorika,
topologie), ktery je i v soucasnosti stale aktualni.

Soucasny Hilbertovsky vyzkum se odehrava predevsim v némeckém a americkém
prostiedi. V Cesku je Hilbertovo geometrické dilo blize uvedeno vyjma didaktickych
praci (napf. Z. Halase [Halas 2018] ¢ M. Lavicky [Lavicka 2002]) pouze v pracich
J. Fialy [Fiala 2011], Z. Nadenika [Nadenik 1972], & D. Trkovské [Trkovska 2015].
Vétsi pozornost je vénovana Hilbertovu programu v logice, viz napt. L. Dostéalova
[Dostalova 2010], P. Kiirka [Kirka 2016], V. Svejdar [Svejdar 2002|, K. Trlifajova
[Trlifajova 2011], P. Vopénka [Vopénka 2004]|. V tomto ohledu je ve filosofii mate-
matiky hodné probirany spor mezi formalisty a intuicionisty.

1.4 Metodologicky ramec

Historiografie matematiky se zabyva vyzkumem historie matematiky jako védni
discipliny, jeji rekonstrukci, popisem a co nejkriti¢téjsi a nejkomparativnéjsi in-
terpretaci v relevantnich dobéach. Zahrnuje co nejpfesnéjsi popis vyvoje historie
matematiky az do dnesniho stavu a odpovida na otézku, pro¢ tento vyvoj probi-
hal na riznych mistech odlisné. Zohlednuje pfitom pouZivané metody a postupy,
pouzivané historiky v rtznych dobach, na riznych mistech a za riznych podmi-
nek ekonomickych, politickych, filosofickych, nabozenskych, ale i napf. zdravotnich
¢i psychologickych.

Obecné byla historiografie matematiky bez vétsi reflexe nahlizena jako soucést
matematiky samotné. S tou se samoziejmé vzdy prolinala, ovSem stejné tak i s fi-
losofii, historii ¢ filologii. Tyto vzajemné vlivy byly patrné predevsim v zacatcich
oboru. Napf. v dobé renesance se humanismus nezaméfoval jen na literarni texty,
ale také na védu a matematiku. Byly tistény katalogy autort matematickych praci,
roztazenych do kategorii podle matematickych disciplin. V 17. a 18. stoleti vladl
ideal vSeobjimajici vzdélanosti, psaly se historické uvody k matematickym dilim
a i v obecné literatufe byla véda stale popularnéjsi. V 18. a 19. stoleti byla historie
matematiky pouzita jako argument pro ospravedlnéni pojmu pokroku. Jeji funkce
byly rozdilné i dle narodnosti, napf. Italové v dobé resorgimenta potiebovali na-
rodni védu, a znovu tak objevovali a rekonstruovali i dédictvi italské matematiky.
Na historii matematiky mély téz vliv prislusné ,narodni filosofie®, ve Francii osvicen-
stvi, v Némecku filologicka tradice. V 19. stoleti pak za¢al narodni akcent prevazovat
a platilo vice nez kdy jindy, Ze se v p¥ipadé Zivotopist historikové zabyvali pfedeviim
matematiky z jejich vlastni zemé. Ve 20. stoleti pak nastal posun od narodniho po-
hledu ke specializaci oborové, za¢inaly se objevovat univerzity, instituce, akademie
¢i vydavatelstvi, zaméfené vyhradné na matematiku. V novych matematickych ca-
sopisech se zprvu péstovala i historie matematiky, v kniznich edicich pak vychéazely
dokonce i fady, zaméfené vyluéné na ni.

Po druhé svétové valce vyrazné vzrostla sofistikovanost historie véetné historie
védy, a spolu s ni i historie matematiky. Historikové védy vedly debaty ohledné pie-
vazujicich internalistickych nebo externalistickych vlivii na vyvoj védy pfi riznych
podminkach politickych, ekonomickych, védeckych ¢ vojenskych, vile¢nych i miro-
vych. Konkrétné v historii matematiky byly zainteresovani matematici nebo ucitelé
matematiky povétSinou zastanci prevahy vlivi internalistickych, a profesionélni his-
torici spiSe vlivi externalistickych. Vyhradné internalisticky zaméfenych Zivotopisi
¢i studif o vyvoji konkrétnich disciplin matematiky se ale psalo ¢im dél méné a zacal
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prevladat institucionélni ramec. Obé slozky nejsou zcela oddélitelné a historiografie
a vhodnéjsi historiografické strategie, kterou by mél historik zastat, je pak tieba
vzit v potaz i otazky z oblasti filosofie védy a teorie poznani.

Soucasni autofi maji tendenci ve svych pracich spiSe zobechiovat a pojimat je
az jako reflexe modernistickych tendenci. Vyrazné roste zéjem o historii aplikované
matematiky a jeji provazanost jednak s utilitArnimi pozadavky spolecnosti, jednak
s Cistou matematikou. Téz se piSe o matematické komunité v primyslu, roli tymové
préace, dé&jindch laboratofi a experimenti. S rozvojem digitalizace se pak ustano-
vily elektronické ¢asopisy, napt. Historia mathematica, a velké databaze i z oblasti
historie matematiky v ele s databazi MacTutor History of Mathematics Archive,
editort J. J. O’Connora a E. F. Robertsona z Univerzity St. Andrews ve Skotsku.
7Z historie matematiky se vy¢lenila historie informatiky s vlastnimi ¢asopisy. Historie
matematiky se stala vefejnym zajmem. I pfes snahu o objektivitu je patrna velka
pluralita interpretaci i ndzort na zcela zakladni otédzky o vyznamu historické prace
také zastat urcity postoj k jeho minulosti i budoucnosti.

Jak jsme tedy uvedli, funkce historiografie matematiky byly v rtznych dobach
velmi rozdilné. Nejzakladnéjsi spole¢nou funkci v8ak bylo vidy poskytnout mate-
matikovi néstroj k srovnani jeho vysledki s ostatnimi jednak z hlediska chronologic-
kého, jednak co do jasnosti, koherence a elegance feseni, a slouzila mu k vystopovéani
vyvoje urcité myslenky nebo tvrzeni. Dalsi uplatnéni nasla v sociologickych vyzku-
mech, v otdzkach matematické komunity na daném misté, ¢i v tématech napf. africka
matematika ¢i Zenskd matematika. Rozvijela se téZz etnomatematika, zajem o or-
nament v architektufe a keramice. Velmi relevantni se historie matematiky stala
pro ucitele matematiky.
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Kapitola 2

Zivot Davida Hilberta

O Zzivoté Davida Hilberta (1862-1943) bylo napsano jiz mnoho, proto jej zde ne-
budeme uvadét dopodrobna. Narodil do rodiny krajského soudce v okoli vycho-
dopruského mésta Konigsberg. Jeho matka se zajimala o filosofii a David po ni
pravdépodobné zdédil i nadani pro matematiku. Mél sestru Elise. Nejprve Hilbert
navstévoval v Konigsbergu klasické gymnézium, poté prestoupil na gymnazium re-
alné, kde se mohl vice vzdélavat v technickych oborech. V pfedmétech humanitnich
patii Hilbert k primérnym studenttiim. Zde roku 1880 nastoupil i na univerzitu,
kterou pred tim proslavila jména jako Kant, Euler ¢ Jacobi. Na ni potkal svého
nejlepsiho piitele Hermanna Minkowského (1864-1909). Jesté s jejich uéitelem Adol-
fem Hurwitzem (1859-1919) podnikali vSichni tfi kazdy den prochazky, provazené
zivymi diskusemi.

Druhy semestr stravil Hilbert v Heidelbergu. Diserta¢ni praci z oboru teorie
invariantt napsal v Kéngisbergu u Ferdinanda Lindemanna (1852-1939) v roce 1885
a nasledné vyucoval na univerzité jako soukromy docent. Byl také na univerzité
v Lipsku u zndmého matematika Felixe Kleina (1849-1925). Na jeho doporuceni
vyjel Hilbert v roce 1886 na studijni cestu do Pafize. Po navratu do Konigsbergu
se zde stal profesorem.

V roce 1895 zajistil Felix Klein pro Davida Hilberta misto profesora na univerzité
v Gottingen. Mésto Gottingen jiz bylo ve svété zndmé jako centrum matematiky,
Hilbert v8ak hodlal dale pokracovat v Kleinové myslence vybudovat pro Géttingen
véhlas centra celé védy. Kromé pravidelnych prednasek fungoval na univerzité jed-
nou za tyden matematicky klub, neformalni setkani mistnich matematiki, Casto
s hostovanou prednaskou, po némz bylo zvykem jit na dlouhou spole¢nou pro-
chézku. Hilbert da na zahradé vybudovat velkou tabuli, tAhnouci se od sousedova
domu, a také zastfeSenou cestu k prochazeni, aby mohl pracovat i za desté. Paul
Bernays (1888-1977) se zminuje o Hilbertové vztahu k hudbé, ktery zapiicinil jeho
gramofon.

Co se tyce rodinného zivota, Hilbert se oZenil v roce 1892 s Kéthe Jeroschovou
a o rok pozdéji se jim narodil syn Franz, ktery vSak zacal trpét duSevni poruchou
a otec s nim nevychazel dobfe. Kdyz v roce 1897 Hilbertovi zemiela pfi porodu
sestra Elise, psal Minkowski, ktery jeho sestru znal ze spoleénych vyleti, Hilbertovi
v dopise z 30. 5. 1897: “Jak blizk4 musela byt Tvému srdci s ohledem na to, Ze nemas
jiného sourozence.”? Dle rodiny byl v8ak Hilbert ke své sestie spise chladny.?

Hilbertovym stézejnim dilem pak byla nasledné kniha Grundlagen der Geometrie
([Hilbert 1899a]; srov. [Libicky 1903]), za kterou mu byl némeckou vladou udélen

1Viz ([Reid 1970], s. 175).

2“Wie mag sie Dir an’s Herz gewachsen sein, der Du keine anderen Geschwister hast.” (Min-
kowski Hilbertovi, 30. 5. 1897; [Minkowski 1973], s. 102).

3Viz (|Reid 1970], s. 54).
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Cestny titul tajného rady.* Hilbert se poté stal velmi znamym a musel odmitat
nabidky na profesorska mista ve vétsich méstech. Kdyz mu v roce 1930 bylo udéleno
Cestné obcCanstvi mésta Konigsbergu, ve svém projevu k této piilezitosti se mimo
jiné vyhranil® proti obecné znamému citatu Emila DuBois-Reymonda (1818-1896)
“Ignoramus et Ignorabimus” (v prekladu “ignorujeme a mame ignorovat”) slovy “Wir
miissen wissen, wir werden wissen” (v prekladu “musime védét, budeme védét”),
které jsou dnes epitafem na jeho hrobé. David Hilbert zemiel v roce 1943 nasledkem
nepohyblivosti zpisobené trazem.

Hilbertovu védeckou ¢innost lze rozdélit do obdobi, ve kterych pokazdé zcela
dominuji odborné préace a prednéskové ¢innost z uréité konkrétni ¢i blize souvisejici
oblasti matematiky. Hermann Weyl rozlisuje obdobi téchto podoborii:®

1. teorie invariantd (1885-1893),

2. teorie algebraickych &iselnych téles (1893-1898),
3. zéklady geometrie (1898-1902),

4. integralni rovnice (1902-1912),

5. fyzika (1910-1922),

6. zaklady matematiky obecné (1922-1930).7

Prvni obdobf{ teorie invariantti jesté zcela spada do Hilbertova ptisobeni na univerzité
v Konigsbergu, vSechna ostatni jsou jiz z doby jeho ¢innosti v Gottingen.

4Ten obdrzel napf. i Felix Klein a predstavoval ekvivalent anglického Slechtického titulu.

5Podobné to uz jednou udélal na kongresu v Pafizi v roce 1900 [Hilbert 1900].

6Viz ([Weyl 1944, s. 245f).

"Pro zajimavost uvedme nékteré terminy, které se v matematice staly standardem a nesou
Hilbertovo jméno, a prifadme je k jednotlivym obdobim: 1. Hilbertovy kfivky; 2. Hilbertova ge-
ometrie; 3. Hilbertovy problémy; 4. Hilbertiv prostor, Hilbertova krychle; 6. Hilbertiv program,
Hilberovsky kalkul, Hilberttiv hotel.
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Kapitola 3

Hilbertovo socialni prostredi

Hilbertovymi nejbliz&§imi pfateli byli Hermann Minkowski a Adolf Hurwitz. Oba zde
struéné predstavime skrze jejich vzajemnou korespondenci. Od seznameni se mohli
mezi lety 1883-1887 setkavat v Konigsbergu vSichni tfi. Poté byli v témze mésté
najednou jen ve dvou: 1887-1892 Hilbert a Hurwitz v Konigsbergu, 1894-1895,
Hilbert a Minkowski v Konigsbergu, 1896-1902 Minkowski a Hurwitz v Ziirichu,
1902-1909 Hilbert a Minkowski v Géttingen.

3.1 Hermann Minkowski

Hermann Minkowski (1864-1909) byl nejlepsim pfitelem Davida Hilberta. Pochéa-
zel z zidovské rodiny obchodnika, kterda do Konigsbergu pfisla z ruské ¢asti Polska,
kde byla vystavena antisemitickym persekucim.? Hermann Minkowski nasledné cho-
dil na totéz gymnazium jako budouci slavni fyzici Arnold Sommerfeld (1868-1951)
& Norbert Wien (1894-1964). Poté stravil t¥i semestry v Berling, kde studoval
u Leopolda Kroneckera (1821-1891), Karla Weierstrasse (1815-1897), Hermanna
von Helmholtze (1821-1894) a Gustava Roberta Kirchhoffa (1824-1887). Po navratu
do Konigsbergu se zicastnil v roce 1882 soutéze Parizské akademie véd z oboru te-
orie kvadratickych forem. Ulohu, jak uréit, kdy je celé &islo rozlozitelné na soucet
péti druhych mocnin, Fesil Minkowski za pouziti Gaussovych sum a Dirichletovych
fad a problém navic zobecnil, za coZ sklidil uznani Camilla Jordana (1838-1922)
a byla mu udélena hlavni cena.? Teprve poté se na univerzité seznamil s Hilbertem,
ktery byl o dva roky starsi. Ten byl roku 1885 oponentem Minkowského doktorské
prace. Minkowski musel néasledné nastoupit sluzbu v pruské armadé, kde pisobil
az do roku 1887. Poté usiloval o habilitaci, ale protoze v Kénigsbergu mu to Linde-
mann pro nedostatek studenttt neumoznil, habilitoval se Minkowski v Bonnu. Zde
spolupracoval s fyzikem Heinrichem Hertzem (1857-1894), ktery byl jiz v té dobé
znamy svym experimentalnim dikazem, Ze se elektromagneticky rozruch z jednoho
kowski zde pracoval téz nékolik dni v tydnu v institutu pro vyrobu fyzikalnich p¥i-
stroji a od roku 1892 v Bonnu pusobil jako mimotadny profesor. Do Konigsbergu
stale jezdil na préazdniny.

1Vyjimku tvofi léta 1892-1894, kdy byl Hilbert v Konigsbergu, Minkowski v Bonnu a Hurwitz
v Ziirichu.

2Mgl sestru a dva bratry; bratr Oskar se uplatnil jako védec v mediciné a je znam pro objev
souvislosti cukrovky se slinivkou bfisni ([Minkowski 1973], s. 12).

3Srov. ([Hilbert 1909], s. 341).

4Minkowski se zminil Hilbertovi, ze kdyby Hertz v roce 1894 nezemfel, stal by se Minkowski
fyzikem ([Reid 1970], s. 40).
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Do tohoto obdobi spadaji také Minkowského prace z oboru teorie ¢isel, ve kterych
se vénoval diofantovskym rovnicim, teorii invarianti, transformacim kvadratickych
forem a problémim jejich redukce. Tim sméfoval ke geometrii ¢isel, tedy k od-
vozovani nékterych vlastnosti ¢isel na zakladé geometrického nézoru. V roce 1895,
kdy Hilbert odesel do Go6ttingen, nastoupil Minkowski do Kénigsbergu na jeho misto
jako fadny profesor. Dokoncoval v Konigsbergu svou knihu Geometrie der Zahlen
[Minkowski 1896], ktera vysla roku 1896 a za kterou Minkowski ziskal i uznéani fran-
couzského matematika Charlese Hermita (1822-1901). Vysla dfive, nez Minkowski
zamyslel. Ptivodné chtél jesté v ¢asti o fetézovych zlomcich najit kritérium pro ku-
bicka iracionalni ¢isla, coz se mu podaiilo aZ v roce 1899 v ¢lanku ,,Ein Kriterium fiir
die algebraische Zahlen* [Minkowski 1899], zato v8ak v obecném znéni pro rovnici
ntého rfadu. Paralelné s touto knihou psal spolu s Hilbertem zpréavu o vyvoji teo-
rie ¢isel, ale svoji ¢ast nedokoncil. Kromé témat z teorie ¢isel, kterym se Minkowski
vénoval i v Geometrie der Zahlen,® publikoval i dalsi prace z oboru ¢isté geometrie.

V roce 1895 ma také popularizacéni pfednésku o aktudlnim nekoneénu v pii-
rods.” V dopise Hurwitzovi psal o svych prednaskach z algebry, ale také z fyziky,
konkrétné z kinematiky.® Na podzim 1896 odesel stejné jako Hurwitz i Minkowski
z Konigsbergu do Ziirichu.” Na zdejsi univerzité vSak nebyl spokojen. V dopise
Hilbertovi si stézoval na lenost zdejsich studentti matematiky:

“Co do popularizace budu muset zajit az na nejzazsi moznou hranici.”!°

Zaroven byl vsak jednim z Minkowského nadanych studentd Albert Einstein
(1879-1955), ktery mdl ale ¢astou absenci na prednaskéch.

Zde se také v roce 1897 se oZenil s Auguste Adlerovou s niz mél dvé dcery.
V roce 1902 zaridil Hilbert, aby se v Gottingen otevielo nové profesorské misto
pro Minkowského. Na rozdil od Hilberta byl Minkowski zadobie i s mensimi détmi.
Hilbertova syna Franze se na Hilbertovych tane¢nich veircich snazil rozmluvit.
Franz vSak pfigel o Minkowského ve svych 16 letech.

Minkowski po svém pfestéhovani sdilel s Hilbertem optimismus a nadSeni jak
pro matematiku, tak pro studenty, se kterymi se setkaval i mimo gkolu. Oba jim
byli blize nez Felix Klein, ktery si od studentt udrzoval odstup. Spole¢né s Hilberto-
vym osobnim asistentem Maxem Bornem konzultovali u Hilberta doma. Minkowski
s Hilbertem dale napf. navstévovali i spole¢né pilotni prednasky Otta Blumenthala
a Ernsta Zermela (1871-1953) o zékladech aritmetiky, aby vznikajici projekt podpo-
fili. V zimnim semestru 1903/1904 piednasel Minkowski Uvod do teorie ¢isel. Tyto

54...] teorii jednotek v algebraickych &iselnych télesech, véty o fadu konecné grupy homogen-

nich linearnich celoé&iselnych substituci a véty o poc¢tu transformaci pozitivni kvadratické formy
na sebe, dikaz kone€nosti poctu t¥id pozitivnich kvadratickych forem pfi daném determinantu,
priblizeni k libovolné mnoha realnym veli¢inam pres racionalni ¢isla téhoz jmenovatele, teorie li-
neéarnich forem s celymi komplexnimi koeficienty, véty o minimech potenénich souétu linearnich
forem, teorie fetézovych zlomki [...]” ([Hilbert 1909], s. 348).

6Tamtéz, s. 3501

"Viz nize, kap. 5.2.1.

8Viz (Minkowski Hurwitzovi, 11. 5. 1896; [Minkowski 1973], s. 230).

9Constance Reidova ([Reid 1970], s. 52) pise o Minkowského povolani do Ziirichu, ze Minkowski
nemél vlastnosti vhodné pro slozité politickd vyjednévani, napf. ohledné vySe platu nebo nastup-
cich pfi vyménach profesorskych mist, a Ze, mozné z jinych divodi, sice nabidku z Ziirichu pfi-
jal, ale spiSe nerad (regretfully). To je sporné vzhledem k Minkowského dopisim z 28. 8. 1896
azb5.9.1896. Jesté pred definitivnim rozhodnutim Minkowského musel ministersky rada Friedrich
Althoff (1839-1908) potvrdit, ze Minkowski miZze odejit do Ziirichu, s ¢imz ale dle Minkowského
slov nebude mit problém. Hlavné ale pise Hilbertovi o vysi nabizeného platu ve SV)’/carsku a Ze na-
bidku prijme, pokud se ho Althoff nebude snazit drzet v Konigsbergu, tedy mu podstatné zvysit
plat: “Wenn nun Althoff keinen Werth darauf legt, mich in Konigsberg zu halten, d. h. einigerma-
Ren zu verbessern, so werde ich wohl die Berufung annehmen.” (Minkowski Hilbertovi, 5. 9. 1896;
[Minkowski 1973], s. 85).

104[ch werde in der Popularisierung des Stoffs bis an die dusserst mogliche Grenze gehen miissen.”
(Minkowski Hilbertovi, 31. 1. 1897; [Minkowski 1973], s. 94).
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prednésky nasledné v roce 1907 vydal jako ucebnici pod nazvem Diophantische Ap-
prozimationen [Minkowski 1907]. V Géttingen prednésel téz topologii a byl autorem
jednoho z navrhu fesenf problému &tyt barev.!!

Predevsim je ale Minkowski dodnes zndm v oboru fyziky pro definici Min-
kowského ¢asoprostoru, predstavenou na prednasce v Koliné nad Rynem v roce 1908
[Minkowski 1909]. Jeho pfinos ke specialni teorii relativity je i ten, Ze zobecnil in-
varianci elektrodynamickych rovnic vié¢i Lorentzové transformaci na vSechny déje,
které v pfirodé probihaji.'?

Hermann Minkowski zemfel na zanét slepého stfeva v roce 1909. Ve vzpominkové
feCi pred spole¢nosti véd v Gottingen pak Hilbert vyjmenoval jeho Zivotni milniky
a védeckeé uspéchy, coz byl také jeden z mala momenti, kdy Hilbert projevil verejné
Své emoce.

Jak se vzajemné pratelstvi v Gottingen proménilo oproti prvnim studijnim létim
v Koénigsbergu? V obdobi, kdy jesté oba bydleli v Kénigsbergu u rodi¢u, si vykali.
Na pravidelné prochézky chodili spolu s Hurwitzem pouze ve tfech, zato v Got-
tingen se od roku 1902 takto schézely v ur¢ity ¢as vSechny ¢tyri profesorské stolice,
coz utvorilo cely zastup studentu a kolegu. Hilbert byl o néco starsi nez Minkowski,
dosahl tak v Konigsbergu vyssiho akademického postaveni diive (viz zminénou opo-
nenturu Minkowského disertace). V Géttingen jiz byli oba profesofi akademicky
na stejné arovni, jejich soucasnici (na rozdil od budoucich generaci matematikii)
ale udajné spise uznavali Minkowského. Ve fyzice byly rozdily jesté zietelnéjsi, Hil-
bert se ji teprve s Minkowského pomoci zacal v Géttingen intenzivngji vénovat.'?

3.2 Adolf Hurwitz

Adolf Hurwitz (1859-1919) studoval u Felixe Kleina nejdiive v Mnichové, poté ho
roku 1880 néasledoval do Lipska. Jiz od mladi ho vyrazné provazelo chatrné zdravi.
Habilitoval se na univerzité v Gottingen, kde se vénoval predevsim teorii funkci,
a odtud v roce 1884 prisel do Koénigsbergu. Zde byl Hurwitz mimoiradnym profe-
sorem a Hilbertovym ucitelem matematiky, pozdéji se s Minkowskim a Hilbertem
stali prateli. Na jejich dlouhych prochazkich jim byl pfi matematickych debatéach
vzdy star§im radcem, ke kterému vzhlizeli. Byl zodpovédny za Hilbertovu dtklad-
nou prupravu v teorii funkci, a to jak v pojeti Riemanna a Kleina, tak v pojeti
Weierstrasse. V Konigsbergu se kromé toho vénoval teorii ¢isel, a to ve vlastnich
pracich o poétu t¥id ¢ o diofantovskych rovnicich.'* Kromé toho publikoval i ¢lanky
k ¢isté geometrii.'®

V roce 1892 se ozenil s Idou Samuelovou, dcerou profesora mediciny z Koni-
gsbergu, a ve stejném roce dostal misto fadného profesora v Ziirichu. Minkowski psal
Hurwitzovi, Ze s rodinou Samuelovych udrzuje v Koénigsbergu kontakt a Ze se jich
¢asto pta na aktualni zpravy o rodiné Hurwitzovych v Ziirichu.'® Hurwitz nasledné

1 Mgjme libovolnou mapu, omezenou plochu, rozdélenou na kone&ny pocet souvislych, navzajem
disjunktnich oblasti. Problém &tyf barev spociva v tom, zda lze tyto oblasti obarvit s pouzitim
pouhych ¢tyr barev tak, Zze sousedici oblasti nebudou nikdy obarvené stejnou barvou. Plny dikaz
problému byl podan Kennethem Appelem a Wolfgangem Hakenem z univerzity v Illinois az v se-
dmdesatych letech 20. stoleti.

12Vig ([Hilbert 1909], s. 356f). Minkowského zapis rovnice transformace se viak oproti dnesku
lisi. Konstantni rychlost svétla je v Minkowského zapisu oznacena jedni¢kou, a jde pak o novou
8kalu, kde rychlost miize nabyvat hodnoty od 0 do 1.

13(|Reid 1970], s. 100), ([Blumenthal 1935], s. 407; pieklad, s. 132).

1Spoledné s Hilbertem dokazal v &lanku “Uber die diophantische Gleichungen vom Geschlecht
Null”, Ze diofantovské rovnice urc¢itého typu lze prevést oboustrannou transformaci na kvadratickou
rovnici [Hilbert — Hurwitz].

15([Hilbert 1919, s. 372).

16Viz (Minkowski Hurwitzovi, 11. 5. 1896; [Minkowski 1989], s. 231).
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v Zirichu zustal a obecné cestoval velmi malo. Se vSemi matematiky, ktefi prosli
Zirichem, vSak mél blizké vztahy.

V é&lanku “Uber die Theorie der Ideale” [Hurwitz 1894b| z roku 1894 pouzi-
val Dedekindovo pojeti idealt, ale kombinoval ho jiz s Kroneckerovym pfistupem
(samotnou teorii idealt oznacoval jako Dedekindovu-Kroneckerovu). Richard De-
dekind (1831-1916) toto Hurwitzovi vytykal a udal davody, pro¢ takovou kom-
binaci povazuje za metodologicky nespravnou [Dedekind 1895].17 Navic v dopise
z 11. 5. 1896 Minkowski psal o své (dosud nevydané) knize Geometrie der Zahlen
[Minkowski 1896], Ze bude obsahovat fetézové zlomky v komplexnim oboru,'® jak
Hurwitz pozadoval v ¢lanku “Uber die angenéherte Darstellung der Zahlen durch
rationale Briiche” [Hurwitz 1894a|. Na podzim 1896 se do Ziirichu odstéhoval také
Minkowski. Nasledujiciho roku 1897 se zde konal Mezinarodni matematicky kongres
a Hurwitz na ném piednasel moderni historii obecné teorie funkei.!?

Poté se Hurwitz jesté hloubé&ji vénoval teorii ideald a moznosti jejich rozkladu.
V roce 1902 v ¢lanku “Sur quelques applications géométriques des séries de Fou-
rier” [Hurwitz 1902| usiloval za pomoci kulovych funkei o nové analytické podlozeni
Minkowského teorie povrchit a objemit.?? Hurwitzova prace “Uber die Darstellung
der ganzen Zahlen als Summen von n-ten Potenzen ganzer Zahlen” [Hurwitz 1908]
zase pobidla Hilberta k feSeni Waringova problému. Ackoliv mél mit Hurwitz vice
nabidek na profesorské mista do Némecka, pokazdé jej predbéhl jiny matematik. Bé-
hem prvnf svétové valky mohl zistat v neutralnim Svycarsku a valka se na ném diky
tomu nepodepsala tolik, jako kdyby zistal v Némecku. Hilbert pfipisuje Hurwitzovi
k dobru i jeho préaci pedagogickou a vhodny vybér motiva¢nich pfikladt vyzyva-
jicich studenty k dalsi spolupréci. Toho je dokladem i ucebnice Vorlesungen diber
die Zahlentheorie der Quaternionen [Hurwitz 1919]. V roce publikace Hurwitz ze-
miel. Dodejme, Ze do jeho matematické skupiny v Ziirichu patfili téz Hermann
Weyl, George Polya a Paul Bernays.

3.3 Fenomén Gottingen

3.3.1 Postaveni némeckych univerzit

Némecké univerzity a akademie byly na zacatku 19. stoleti, jesté pred ustanove-
nim jednotného statu, relativné nezavislé, podiizené vzdy jen jednomu konkrét-
chéazelo. Vzajemnou komunikaci umoznily teprve nové vznikajici spolky, zejména
Spoletnost némeckych prirodovédei a lékaria (Gesellschaft Deutscher Naturfors-
cher und /frzte), zalozena v roce 1822. Shromézdéni spolecnosti, ktera se poradala
kazdy rok na jiném misté na pomyslné mapé Némecka a i Rakouska, véetné mist,
kde nebyla univerzita, méla predevsim slavnostni charakter a byla predstavovana
jako manifestace némecké touhy po sjednoceni, pfes vSechny nepfiznivé podminky,
které mu branily. Na prednéskach v obecnych sekcich byly témér zbozstovany vy-
znamné osobnosti némecké védy. Slovo méla stfedni vrstva (Bildungsbiirgertum),
ktera vSak jiz byla vzdélana dle Humboldtova neohumanismu a zprvu tak ve spo-
le¢nosti zaroven prevazoval nézor, ze véda prispéje k dobru celého lidstva, nehledé
na misto, kde vyzkum probiha. Snaha o lepsi komunikaci mezi védci némeckymi
meéla pomoci posilit taktéz vztahy mezinarodni. Zminéné nacionalizujici tendence
zacinaji prevazovat zhruba od poloviny stoleti, kdy také pfestavaji na univerzitach

7Hilbert se v8ak ve své Zahlbericht [Hilbert 1897] timto smérem vydava také. Vice k tématu
viz (|Schappacher 2005], s. 703f).

18Vig (Minkowski Hurwitzovi, 11. 5. 1896; [Minkowski 1989], s. 231).

19([Hilbert 1919, s. 374f).

20To se podaii az Hilbertovi v roce 1910 za pomoci integralnich rovnic [Hilbert 1910].
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vychazet zavérecné prace v latiné a kdy klesa vyznam akademii. Hermann von Hel-
mholtz (1821-1894) se napi. v roce 1862, jesté dlouho pred sjednocenim, obracel
ve své prednaSce k narodu, aby podporoval védu, protoze to bude jemu samému
ku prospéchu. Na pfednésce pozdéjsi z roku 1869 pak jiz kvituje davtip i odvahu
némeckych védci oproti kolegtim francouzskym ¢i britskym.

Podobné procesy probihaly i v ostatnich statech. Pokra¢ovaly tendence ze za-
¢atku stoleti, kdy se zacaly preferovat prirodni védy nebo napf. déjepis, a na odiv
se stavély vysledky védeckych expedic ¢i archeologickych vyzkumi. Diraz byl vsak
¢im dal vice kladen také na prezentaci novych technologii. Uz od poloviny 19. stoleti
se poradaly svétové vystavy. Ackoliv zde jiz staty musely své uspéchy prezentovat
jako pokrok celého lidstva, mély vystavy vzdy podtext mezinarodni soutéze. Svétové
kongresy ¢i Nobelova cena, které se pak ustanovovaly na prelomu stoleti, se nesly
v podobném duchu.

Po sjednoceni Némecka v roce 1871 a nasledném bouflivém hospodarském ristu
bylo hlavni snahou, aby se ve v8ech oblastech dosahlo celosvétové vedoucich mist.
Nejdrive vsak probihala zadmérna rekonstrukce pojmu némeckého naroda. Zakla-
daly se lokalizované statistické kancelafe, ménily se mapy a pofadala se s¢itéani
lidu, prezentujici narod jako homogenni celek. Vliv mély komunika¢ni moznosti,
napf. ti§téna meédia, ale i moznosti dopravni. Kromé teritorializace naroda probi-
hala i nacionalizace jednotlivych tizemi. Napf. v anektovaném Alsasku—Lotrinsku
byla pro tento el zaloZena némecka univerzita ve Strasburku a do oblasti byla
uméle zavadéna némcina. A¢ byla na trovni némecké fiSe oficidlné spravovana jen
ona ¢ast védy, kterd Némecko reprezentovala navenek, centralizoval se i univerzitni
svét. Univerzity si jiz bez svoleni Berlina nemohly samy urcovat, s kym budou spo-
lupracovat, coz byvalo jejich tradiénim pravem. Hlavni slovo mé&lo Pruské minister-
stvo kultu a pfedevsim ministersky rada Friedrich Althoff (1839-1908), ktery zde
oddéleni pro univerzity mezi lety 1887-1907 vedl. Althoffovym pitisobenim vznikl
predevsim specificky systém pferozdélovani profesorskych stolic, jejichz pocet v té
dobé, stejné jako polty studentil, strmé rostl. Technické vysoké Skoly byly zrov-
nopravnény s univerzitami a bylo na nich mozZno ziskat doktorat. Althoff se v8ak
podilel i na obecnéjsi reformé univerzit, diky které jiz nemusely pokazdé vyucovat
zcela stejny soubor vSeobecnych predmétii, ale mohly se do uré¢itého sméru pro-
filovat. Na univerzité v Gottingen tak Althoff za pfispéni Felixe Kleina a Davida
Hilberta cilené vybudoval zazemi pro rychle se rozvijejici matematiku a fyziku.

Do vyzkumu novych technologii bylo zapotfebi mnohem vice penéz nez diive,
a Althoff tak vyjednaval s pramyslnickymi spolky o podminkach financovani. Pfi uni-
verzitach tak vznikala podle francouzskych a americkych vzort primyslem a statem
podporovana védecko-technologicka centra bez povinnosti pracovnikt vést zaroven
vyuku.

3.3.2 Specifika Go6ttingen jako centra matematiky a astrono-
mie

Univerzita v Gottingen byla zaloZena britskym panovnikem Jifim II. roku 1751,
kdy mésto spadalo pod Hannoverské kralovstvi. S velikym vlivem Carla Friedricha
Gausse (1777-1855) se Gottingen proménily ve vyznamné astronomické centrum,
pro matematiku vesly ve svété ve znamost zhruba od roku 1886, kdy na univerzitu
nastoupil Felix Klein (1849-1925). V matematice zde mohl kromé Gausse navazovat
na tradici Bernharda Riemanna (1826-1866) a Petera Gustava Lejeune Dirichleta
(1805-1859), ve fyzice na Wilhelma Webera (1804-1891). Absolvent této univerzity
mél mit prehled o aktudlni svétové matematické literature, k ¢emuz méla dopo-
moci nova ¢itarna. Na univerzité vychéazely zaroven dva vlivné Casopisy: Mathe-
matische Annalen pod vedenim Davida Hilberta a Otto Blumenthala a od roku
1894 kazdoro¢ni Nachrichten von der Kéniglichen Gessellschaft der Wissenschaften
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zu Géttingen, Mathematisch-Physikalische Klasse,?t ktery navazoval na piedchozi
periodikum, pokryvajici vice obort. Pfipomenme také, Ze paralelné s Kleinem pti-
sobi v témZe obdobi na katedfe filosofie Edmund Husserl (1859-1938), zakladatel
filosofické fenomenologie.??

Hermann Minkowski napsal Hilbertovi o své pfipravované prvni cesté do Got-
tingen v tinoru 1894:

“Bylo by urc¢ité docela zajimavé prozkoumat tuto instituci, které se prave
t&si takovému véhlasu, a kdovi, kdy bych se k tomu pozdé&ji dostal,”?3

a roku 1899, kdyz uZ zde pusobil Hilbert:

“Kdo zazil v téchto dnech G&ttingen, nestadi se divit, kolik zivota panuje
v tamnich matematickych kruzich, a v soucasnosti je to vyhradné Tvou
zéasluhou.”?*

Pred 1. svétovou valkou se v Gottingen ustavilo mezinarodni védecké prostiedi
véetné pocetné americké enklavy.?® Némecko mélo v té dobé totiz mezi zahraniénimi
studenty velkou prestiz a obzvlasté Gottingen, které se stavaji jednim ze svétovych
center védy.?6 Jednim z divodit byla jednak moznost svobodné volby jednotlivych
predméti, jednak nizké nédklady na studium — stalo tfetinu toho, co studium na ame-
rickych univerzitach.?” Po americkém a francouzském vzoru zalozil Klein také spolek
(Géttingenskou asociaci) propojujici univerzitu s priamyslem za Gcelem uplatnéni
matematického vyzkumu v praxi. Kolem univerzity tak vzniklo jedno z prvnich
védecko-technologickych center.

Po 1. svétové valce panovala v Némecku politicky i hospodaisky nejisté situace.
Ve 20. letech méla demokraticka vymarské republika problém s financovanim $kol-
stvi.?8 Némecko bylo zatiZeno reparacemi a lidé st¥edni t¥idy jiz neméli moznost
financovat studia svych déti. Studenti si tak na né museli vydélavat nejdiive béhem
prazdnin, za hospodaiské krize i v semestru. K tomu jim slouzily také mistni stu-
dentské organizace.?? Nékteré pozice byly piimo pod zastitou univerzity, nap¥. pie-
pisovani pFednasek na stroji®? & prace v kuchyni. Také byly ziizovany piekladatelské
kancelare. Konkrétné v Gottingen byly kolem roku 1922 takto nabizeny prace prede-
viim v zemé&délstvi.3! Na prelomu roku 1922 a 1923 navic studenti &elili infla¢ni krizi

217Zkracend Gottinger Nachrichten [Hilbert 1900a], coz uzivame v citacich i v tomto textu.

22Pravé u Husserla studoval i Gesky filosof Jan Patocka (1907-1977).

23«Wer weiss, wann ich spéter dazu kommen kénnte, und es ist ja ganz interessant, die mathema-
tische Werkstéatte, die vorderhand im meisten Ansehen steht, einmal zu inspicieren.” (Minkowski
Hilbertovi, 8. 2. 1894; [Minkowski 1973, s. 61). Constance Reidova pieklada jako “Who knows when
I shall have another opportunity to inspire the mathematical workshop which is now of highest
repute?” (|Reid 1970], s. 54). To je chybou piekladu, nebot Minkowski chce jen uznévanou mate-
matickou instituci prozkoumat (inspicieren), nikoliv inspirovat (to inspire).

24Wer diese Tage in Gottingen verlebt hat, wird nicht genug staunen kénnen, wie viel Leben
in den Gottinger mathematischen Kreise herrscht, und zur Zeit ist es ausschliesslich Dein Verdi-
enst.” (Minkowski Hilbertovi, 24. 6. 1899; [Minkowski 1973], s. 117).

25Napt. dle Kleinovy doktorandky Grace Chrisholm Youngové (1868-1944) se jeji kruh skladal
z péti Americant, jednoho Svycara, jednoho Itala, jednoho Madara, jedné Angli¢anky (Youngova
sama) a z jen asi ¢tyF Némctu ([Reid 1970], s. 48).

267 némeckych univerzit se pouze v Berliné vyucovala matematika na stejné trovni jako v Got-
tingen. Srov. vyjadfeni M. Borna, Ze jej do Gottingen privedla rada, Zze pokud si preje pFendnasky
na Hurwitzové trovni, pak v Géttingen. ([Born 1975], s. 123).

27Viz ([Ewing 1996], s. 667).

28Vice k tématu viz [Moravcova 2006].

29V roce 1921 byla na konferenci Deutsche Studententag v Erlangen ustanovena organizace Wirt-
schaftshilfe der deutschen Studentenschaft (Hospodaiskd podpora némeckého studentstva), jejimz
cilem bylo pravé hledani prace pro studenty. “Wirtschaftshilfe” dale zprostfedkovavala komunikaci
univerzity s oblastmi priamyslu v jejim okoli a s jednotlivymi organizacemi. Casto se konkrétni
univerzita specializovala i v nabidce pracovnich pozic ([Kater 1975], s. 75).

30Viz ([Reid 1970], s. 108f).

31Viz ([Kater 1975], s. 76).
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a panovala moznost, Ze ani po vystudovani nenajdou praci a ze jejich vysokoskolsky
titul nebude nalezité docenén, coz vedlo k jejich radikalizaci a néasledné podpoie
NSDAP.?2 Slavné obdobi univerzity v Géttingen konéi roku 1933 nastupem Hitlera
a nucenym odchodem znac¢né ¢asti zidovskych profesori a studentii do zahraniéi.
Déle se budeme vénovat Hilbertovym spolupracovniktim, které seskupime na zé-
kladé obori, jimz se ve svych pracich nejvice vénovali. Déleni bude orientaé¢ni,
zejména proto, ze uvedeni védci béhem své tviréi ¢innosti zaméreni ménili.

3.3.3 Matematikové

O rozvoj Gottingen v centrum matematického badani se jesté pred Davidem Hil-
bertem nejvice zaslouzil Felix Klein (1849-1925), ktery v Gottingen ptsobil od roku
1886. Bylo jeho zasluhou, Ze v roce 1895 pripadlo uvolnéné profesorské misto praveé
Hilbertovi. V matematice je Klein zndmy predevsim pro tzv. Erlangensky program
z roku 1872, studii invariantii vadi grupam geometrickych transformaci [Klein 1872],
ktery byl jednim z hlavnich inspiracnich zdroji Hilbertovych Grundlagen der Ge-
ometrie. Proto pravé Kleinovi adresuje Hilbert v roce 1894 dopis, vydany o rok
pozdéji jako ¢lanek “Uber die gerade Linie als kiirzeste Verbindung zweier Punkte”
[Hilbert 1895]. Geometrii, kterou Hilbert v tomto ¢lanku piedstavil, pak Klein srov-
nava ve svém ¢lanku roku 1898 [Klein 1898] s geometrii Minkowského a Hilbert
se naopak na tento Kleinuv ¢lanek odkazuje hned na prvni strané svych Grund-
lagen der Geometrie.>3

Klein se vénoval neeukleidovskym geometriim a teorii potenciélu, propojoval
teoretickou matematiku s inzenyrskymi aplikacemi a byl pfitom v tizkém kontaktu
s mistnim pramyslem. Stal za vydanim encyklopedie matematickych véd s kompletni
matematikou své doby, ktera vychézela po svazcich az do t¥icatych let, a u étvrtého
svazku o mechanice se Klein uplatnil i jako editor [Klein — Miiller 1901]. V G&t-
tingen ziidil k profesuram placené pozice pro osobni asistenty, ktefi méli za tukol
napi. vybér literatury, prepis prednasek a zpétnou vazbu smérem k profesortm.
Klein si v knize Elementarmathematik von héheren Standpunkte aus®* stézoval
na rozkol mezi vyukou matematiky na stfednich a vysokych 8kolach. Svym usilim
o reformy v této oblasti ovlivnil vyuku matematiky na Skolach v celém Némecku.
V roce 1902 zalozil Mezinarodni 8kolskou komisi, ktera fungovala az do valky do roku
1914.%5

Dalsi vyznamni matematici v Goéttingen kolem Davida Hilberta pochézeli jiz
z fad jeho zékt. Nejstarsi byli Otto Blumenthal (1876-1944) a Erhard Schmidt
(1876-1959). Prvni jmenovany, Otto Blumenthal, byl Hilbertovym viibec prvnim
doktorandem. Ve své nésledné habilitaci, publikované roku 1903 [Blumenthal 1903,
uzil Hilbertovu konstrukei relativnich Abelovych téles [Hilbert (relativquad.) 1899]
a Hurwitzovy vysledky z ¢lanku o grupé substituci [Hurwitz 1895] Od roku 1905
byl profesorem na univerzité v Cachach a 3éfredaktorem Mathematische Annalen.
Od roku 1924 byl téz spoluvydavatelem Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-
Vereinigung (DMYV). Nastupem nacisttt v roce 1933 byl vSak z univerzity propustén
a své funkce v DMV se vzdal.’® Séfredaktorem Mathematische Annalen nicméné
zustal az do roku 1938.

Otto Blumenthal je také vyznamny pro sepsani Hilbertova Zivotopisu, poprvé
publikovaného v roce 1935 [Blumenthal 1935] (preklad viz kap. 9.1). Hledal v té

32Po prijeti klicového Zakona o civilni sluzb& dne 7. 4. 1933 byla propusténa znagné &ast aka-
demiku zidovského puvodu. Vyjimku mél ten, kdo byl ve funkci pfed rokem 1914 & kdo bojoval
za valky na strané Némecka, coz se tykalo na univerzité v Gottingen napt. Richarda Couranta.

3374, do Sestého vydani ([Hilbert 1899c|, s. 1). V sedmém vydéni, poslednim Hilbertové, tento
odkaz v tvodu knihy neuveden neni.

34Viz ([Klein 1908], s. 2).

35Viz (|[Reid 1970], s. 88).

36Viz ([Remmert 2006], s. 423).
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dobé zaméstnani po mnoha evropskych univerzitach (v témze roce 1935 mél pred-
nagku i na Némecké univerzité v Praze).?” Teprve v tnoru 1939 se pro n&j podaiilo
zafridit misto na univerzité v Delftu a v ¢ervenci téhoZ roku emigroval do Holandska.
Odtud se jej snazil Paul Ewald (1888-1985) dostat do Britanie a Bartel Leendert van
der Waerden (1903-1996) do USA, v obou piipadech oviem netispésné. Po obsazeni
Holandska némeckou arméadou byl odsunut nejprve do tamniho koncentra¢niho ta-
bora Westerbork a odtud na vlastni zddost do Terezina, kde méla byt drzena i jeho
sestra.3® V terezinském ghettu Blumenthal zemiel néasledkem nemoci v listopadu
1944.

Druhy zastupce Hilbertovych starsich zaka, Erhard Schmidt, je v matematice
znéam diky své disertaci z roku 1905, kde zptehlednil ortogonaliza¢ni proces, ptivodné
navrzeny Jorgenem Pedersenem Gramem v roce 18853° Schmidt byl poté postupné
profesorem v Bonnu a v Berliné. Vyrazné vylepsil Hilbertovy vysledky v integralnich
rovnicich [Schmidt 1907], v geometrii se vénoval isoperimetrii, pficemZ navazoval
pfimo na Minkowského [Schmidt 1939]. Byl téz ulitelem Johna von Neumanna.
V roce 1936 byl Schmidt piedsedou DMV.40

Vlivna matematicka skupina se ve 20. letech utvorila kolem Hilbertovych mlad-
sich zaku, Richarda Couranta (1888-1972) a Emmy Noetherové (1882-1935). Cou-
rant ziskal v Gottingen pod Hilbertovym vedenim titul doktora v roce 1910. Jeho
disertace tykajici se Dirichletova principu pomohla Hilbertovi ve zkouméni funkci-
onalni analyzy a axiomatizace.*! Nasledné se Courant stal Hilbertovym asistentem
a pred 1. svétovou valkou doucoval téz jeho syna Franze. Za valky Courant bojoval
na fronté a byl zasazen plynem. Po valce vyucoval v Miinsteru, poté byl Kleinovym
nastupcem na pozici Fadného profesora matematiky v Gottingen. Rozvijel analy-
tické myslenky Riemanna, Kleina a Hilbertovy integralni rovnice, které v roce 1924
shrnul ve vlivné knize Methoden der mathematischen Physik [Courant 1924]. Ty
posléze aplikoval v teorii konformniho zobrazeni a v termodynamice.*? Courant
na univerzité poradal festival ¢teni ditkazi a zasazoval se o vystavbu nové budovy
pro matematicky institut. Byl spoluvydavatelem ¢asopisu Zentralblatt fiir Mathema-
tik und ihre Grenzgebiete, zaméfeného na recenze matematickych texti a referaty,
ktery vychézel od roku 1931.43 V roce 1933 emigroval Courant do USA** a uéil
na univerzité v New Yorku. S Hilbertem si jesté v roce 1936 telefonovali, ale pouze
v Cisté spoleenském tonu. V roce 1962 mluvil v Géttingen o tamnim Hilbertové
pisobeni k vyroéi sta let od jeho narozeni.*?

Emmy Noetherova, dcera Maxe Noethera (1844-1921), vyznamného algebraika,

37Viz ([Begvarova 2016], s. 341).

38Vice k tématu viz [0’Connor — Robertson: Blumenthal].

39 Gram-Schmidtiiv ortogonalizacni proces se dodnes vyuéuje v zakladnich kurzech linearni al-
gebry.

40Schmidt musel &elit kritice z fad nacistickych docenti za to, Ze na seznamu &lend byl veden
statistik Emil Gumbel, ktery byl jiz v emigraci. Ten vSak byl jako sociilni demokrat zbaven
¢lenstvi jiz diive, o ¢emz jej mél informovat tehdejsi tajemnik DMV, zaroven i nacista Ludwig
Bieberbach (1886-1982). Schmidt se zastupcim docentti omluvil a zadal tisknout opraveny seznam.
Obaval se pfitom, ze aféra vyvola pozornost vidéich osob nacistickych kruha, coz se v8ak nestalo.
Diivodem, pro¢ se Bieberbach sam do konfliktu nezapojil, mohlo byt mimo jiné i to, ze Schmidt
byl jeho kolegou na univerzité v Berliné (viz (|[Remmert 2006], s. 428).

41Viz ([Blumenthal 1935], s. 410).

12Vig ([Weyl 1944], s. 279, 282).

43éasopis tak predstavoval konkurenci ¢asopisu Jahrbuch tdber die Fortschritte der Mathema-
tik, vychézejiciho jiz od roku 1869. Jahrbuch vydavala Pruska akademie véd v &ele s Ludwigem
Bieberbachem, jenz pozadoval ,rasovou ¢istotu* autort textt. Bieberbach se snazil o spojeni obou
¢asopist, coz bylo v rozporu s ideologickym zamérenim nakladatelstvi Springer, které Zentrallblatt
vydavalo. A¢ ke spojeni nedoglo, jeho zamér se podaril, nebot byla v roce 1939 ustavena jednotna
redakce obou Casopisii v ¢ele s nacisty. Vice k tématu viz ([Remmert 2006], s. 436f).

44Emigroval, pFestoZe se na néj vztahovala vyjimka z rasového zakona za jeho sluzbu v némecké
armadé za valky.

45Viz ([Reid 1970], s. 219).
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teoretika invarianti, prisla do Gottingen na Hilbertovo pozvani v roce 1911 z Ber-
lina, kde soukromé studovala u Karla Weierstrasse. V teoretické mechanice je velmi
pouzivan jeji slavny teorém z roku 1918 [Noether 1918] kterym propojila spojité
symetrie se zakony zachovani fyzikalnich veli¢in. Hilbert ji v Gottingen umoznil
se habilitovat, coz obecné nebylo pro Zeny v této dobé vibec mozné. Ve 20. letech
zakladdala teorii komutativnich okruhii, pricemz vychézela z Dedekindovy teorie ide-
alt. Byla nasledné editorkou jeho sebranych spist [Dedekind 1932] a pravé kvili
neortodoxnosti v reprodukci Dedekindovych myslenek méla také neoficialné kriti-
zovat Hilberttv Zahlbericht.*® Sama v3ak na tuto Hilbertovu zpravu navazovala,
a to v ¢lanku s nazvem “Hauptgeschlechtssatz fiir relativ-galoissche Zahlkorper”
[Noether 1933] jimZ pfedznamenavala zrod Galoisovy kohomologie.

V roce 1923 zve Hilbert do Géttingen Pavla Alexandrova (1896-1982) a Pavla
Urysona (1898-1924), ¢leny Moskevské topologické skoly. Pavel Uryson je znam
pro Urysonovo lemma a vétu o zobrazeni libovolného znamého prostoru do Hil-
bertova prostoru. Oba se zde spratelili s Noetherovou i s Courantem a pfijeli sem
znovu roku 1924. Uryson ale nasledné tragicky zahynul ve Francii.*” Alexandrov
jezdil o prazdninach do Gottingen déle az do roku 1932%% a Noetherova naopak
do SSSR, nebot v komunistické revoluci vidéla progresivni silu.*’ Po nastupu na-
cistii v roce 1933 vSak emigrovala do USA,%Y kde roku 1935 zemfela. Predtim jesté
kratce prednasela na Zenské koleji Bryn Mawr.

3.3.4 Logikové

V Gottingen se od dvacatych let tvorila také silna skupina logikt. Zastupcem dii-
v&jsich Hilbertovych studenti na tomto poli je Ernst Zermelo (1871-1953). Sice
se u Hilberta habilitoval praci z varia¢niho poc¢tu, je vSak vyznamny predevsim
praci v teorii mnozin a jeji axiomatizac{ z roku 1908, obsahujici i slavny axiom
vybéru [Zermelo 1908b|.Tato nebyla ihned pfijata a napt. Felix Hausdorff se na ni
jesté v roce 1914 odkazuje jako na rozpracovany ¢lanek.’! Bezespornost Zermelova
systému axiomt studoval i Hilbert.?? Ackoliv v8ak byl systém nasledné vylepSovan,
zustal oproti puvodni verzi bez podstatnych zmén a Zermelo—Fraenkelova teorie
hlavnim tématem byl diikaz existence dobfe usporadané mnoziny a v niz Zermelo
pfiznava, Zze na myslenku tohoto dikazu jej pfivedl Erhard Schmidt.?® Na dru-
hou Zermelovu verzi onoho ditkazu [Zermelo 1908a] se v kontextu nekonzistentnosti
Cantorovych alefa (nekone¢nych kardinali) odkazuji Hilbertovy pozd&jsi vydani
Grundlagen der Geometrie v piiloze Uber den Zahlbegriff.>*

Dalsi skupinu Hilbertovych studentt a nasledné spolupracovnikii na poli logiky
poté zastupuji Paul Bernays (1888-1977) a Wilhelm Ackermann (1896-1962). Poté,
co Paul Bernays vystudoval, odesel roku 1917 do Ziirichu, kde pisobil spolu s Adol-
fem Hurwitzem. Na zacatku 20. let jej Hilbert chtél pfivést zpét do Gottingen jako
svého asistenta. Bernays se zde tedy habilitoval a nasledné i od roku 1924 vyucoval
jako Hilberttv nejblizsi spolupracovnik. Byl editorem novych vydéni Grundlagen
der Geometrie.?® Na rozdil od Hilberta nepoznal Bernays Kroneckera a jeho reduk-

46Srov. ([Schappacher 2005], s. 703f).

47Srov. ([Crilly 2005], s. 849).

48Viz ([Vopénka — Vétrovcova 2015], s. 209, 213).

49Viz ([Segal 2003], s. 59).

50Emigrovala, piestoZe se i na ni vztahovala vyjimka z rasového zékona, nebot nebyla oficialné
na univerzité zameéstnana.

51Viz (|[Epple 1999], s. 406).

52Viz ([Hilbert 1992], s. xvii).

53Viz ([Zermelo 1904], s. 514).

54Viz ([Hilbert (Zahlbegriff) 1900], s. 242).

55Hilbert v predmluvé Sestého vydani zminil jeho pomoc pii praci na dodatcich
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cionistickou matematiku, a proto se ve véci intuicionismu s Hilbertem &asto piel.?®
Nasledné s Hilbertem sepsali program matematického formalismu v obsdhlém dile
Grundlagen der Mathematik [Hilbert — Bernays 1934|, pfi¢emz vhodnou literaturu
volil pravé Bernays. V roce 1933 byl jako Zid prinucen rektorem k dobrovolné rezig-
naci na profesorské misto a z Géttingen se stéhoval nazpét do Ziirichu. Paul Bernays
je téz znamy pro Godel-Bernaysovu teorii mnozin.?”

Wilhelm Ackermann se po své disertaci [Ackermann 1924] jako Hilbertav spo-
lupracovnik podilel predevsim na dikazech bezespornosti realnych ¢isel. Na Hil-
bertovu prednasku “Uber das Unendliche” [Hilbert 1925] z Miinsteru roku 1925
proto navazal studii “Zum Hilbertschen Aufbau der reellen Zahlen” z roku 1928
[Ackermann 1928|, v niz podal ditkaz Hilbertem vyslovené hypotézy, tykajici se po-
uziti rekurze k dikazu bezespornosti aritmetiky. Ackermann s Hilbertem praco-
vali také na knize Grundziige der theoretischen Logik [Hilbert — Ackermann 1928§]
z roku 1928, poprvé shrnujici Hilbertuv program v knizni formé.

Treti a nejmladsi generaci logika tvofi John von Neumann (1903-1957) a Ger-
hard Gentzen (1909-1945). John von Neumann nebyl na rozdil od ostatnich za-
stupcti, zminénych v této kapitole, zdkem Davida Hilberta. Studoval v Berliné
u Erharda Schmidta. Kolem roku 1924 vsak ¢asto navstévoval Gottingen a zaji-
mal se o Hilbertiv piistup k fyzice a teorii dikazu [Von Neumann 1927]. Ve své
praci zobecnil pojem Hilbertova prostoru tak, aby lépe vyhovoval potfebdm kvan-
tové mechaniky. Jeji axiomatizaci vydal nejdiive spolecné s Hilbertem v ¢lanku
z roku 1928 [Hilbert — Neumann — Nordrheim 1928|, nasledné v roce 1932 predsta-
vil svou vlastni verzi v knize Mathematische Grundlagen der Quantummechanik
[Von Neumann 1932] Pfednagel i axiomatiku teorie mnozin, pomoci niz se pokousel
v praci Zur Hilbertschen Beweistheorie [Von Neumann 1927] o dikaz bezespornosti
teorie &isel, ktera obsahuje i komentaf k vlivu Ackermanovych vylepseni.’® Tento
dikaz se v kone¢né podobé podafil Bernaysovu doktorandovi Gerhardu Gentzenovi
formalismus [Gentzen 1935]. Tésné pied valkou se Gentzen stal Hilbertovym asis-
tentem a za valky pusobil jako docent na prazské némecké univerzité. Po Prazském
povstani roku 1945 byl jako ¢len NSDAP odsouzen a ve véznici poté zemfel.

3.3.5 Fyzikové

Paralelné se skupinou matematickou se ustanovila silnd skupina fyzikilni kolem
Maxe Borna (1882-1970). Ten pfisel do Géttingen v roce 1902 z tehdy némecké Bres-
lau (dnesni Wroclawi). Byl synem Zidovského védce z oboru mediciny. O dva roky
pozdéji, jesté jako student, se stal Hilbertovym asistentem. V roce 1905 navstévoval
Minkowského prednasky o elektrodynamice, kde se jiz vyucoval napi. Lorentziv
vlastni ¢as nebo Michelson—-Morleyho pokus (Einsteinova specialni teorie relativity
jesté Minkowskému béhem vyuky nebyla zndma). V roce 1908 byl Max Born téz
v publiku na zminéné Minkowského pfednésce v Koling, kde predstavil i sviij ¢aso-
prostor. Minkowski chtél Borna jako spolupracovnika, pfedtim ho ale jesté ke konci
roku poslal zpét do Breslau, kde mél prostudovat jeho posledni prace. Aby se Born
vyhnul zkousce u Felixe Kleina, psal diserta¢ni préci z astronomie, i kdyz mél blize
k obecné fyzice.’® Po Minkowského smrti v roce 1909 byl Born povéien vydanim
textli z Minkowského pozustalosti [Born 1910] a v Gottingen se stal soukromym
docentem. Vénoval se elasticité krystalti a od roku 1910 se piatelil s Richardem

k textu ([Hilbert 1899c]|, obalka).
56Viz ([Reid 1970], s. 174).
57Vice k tématu viz [Vopénka 2006].
58Srov. ([Sieg — Ravaglia 2005], s. 985).
59Viz ([Reid 1970], s. 105).
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Courantem. V roce 1914 byl Born s Einsteinem v Berliné. Po valce se stal v Got-
tingen vedoucim teoretické fyziky.

Ve dvacatych letech se v Gottingen kolem Borna soustiedili nejlepsi fyzikové té
doby. Spolupracovali zde predevsim v oblasti kvantové fyziky. V roce 1922 si k sobé
Born pfizval Jamese Francka (1882-1964), po ném? je pojmenovan Franck—Hertziv
pokus, dokazujici nespojitost energetického spektra elektronii. Jeho dalsimi spo-
lupracovniky se stali Wolfgang Pauli (1900-1958), znamy pro Pauliho vylucovaci
princip, a Werner Heisenberg (1901-1976), znamy pro rovnice neurcitosti. Po Hei-
senbergovi je pojmenovan maticovy pfistup k vlnové rovnici, na ktery jej ale upo-
zornil pravé Born spolu se svym Zzakem Pascualem Jordanem (1902-1980). Ti také
pro vlinovou rovnici roku 1925 predstavili statistickou interpretaci, kterd umoznuje
popsat kvantovou fyziku v dnesni podobé a za kterou roku 1954 ziskal Born No-
belovu cenu. Ve fyzice pevnych latek je téz znama od jeho kolegy Petera Debeye
(1884-1966) Debeyeho teplota a dale zobecnéni soustavy oscilatoru ve statistické
fyzice.59

V Bornové skupiné v8ak chybé&l Hermann Weyl (1885-1955), nebot ve dvaca-
tych letech ptsobil v Ziirichu. Oba v8ak predtim v téze dobé v Goéttingen studo-
vali. Disertacni praci napsal Weyl u Hilberta. Vénoval také filosofii a byl vyznamné
ovlivnén pusobenim Edmunda Husserla, nebot jeho Zena Helene Josephova byla
filosofkou a Husserlovou studentkou.’! Od roku 1909 byl soukromym docentem.
Vénoval se bodovym mnozinam a vyuc¢oval Riemannovy plochy, na zakladé ¢ehoz
sepsal knihu Die Idee der Riemannsche Fliche z roku 1913 [Weyl 1913]. V prvni
svétové valce slouzil v némecké armadé, po jejim konci se stal profesorem v Ziirichu.
Z této doby pochazi jeho slavna fyzikalni prace Raum—Zeit—Materie [Weyl 1918b],
ktera uvadi geometrizaci obecné teorie relativity a propojeni s magnetickymi poli.
Hilbert ji vSak kritizoval jako piilis idealizovanou.%?

Weyl se v téze dobé seznamil s mysSlenkami programu intuicionismu Luitze
Egberta Jana Brouwera (1881-1966) a stal se jednim z jeho hlavnich stoupencu.
V roce 1918 Weylovi vysla kniha Das Kontinuum [Weyl 1918a] a Hilbert jej znovu
pozval do Gottingen, aby intuicionismus predstavil vefejnosti. V roce 1922 mu chtél
Hilbert zaridit misto profesora, ackoliv ve stejném roce na kongresu v Hamburgu
diirazné hovofil proti jeho a Brouwerovu programu. Weyl vSak kvili nejisté situaci
v povaletném Némecku odmitl. V té dobé vedl prednasky k teorii grup a kvan-
tové mechanice, poznatky z nich shrnul v knize Gruppentheorie und Quantumme-
chanik [Weyl 1928b| z roku 1928. Pro kvantovou mechaniku zde pozadoval zobec-
néni na spojité nekoneéné-dimenzionalni vektorovy prostor.®® Teprve v roce 1930,
kdy Hilbert odesel do dichodu, piijal Weyl napodruhé misto profesora v Gottingen.
Nasledné v roce 1933, kdy se v Némecku v bfeznu dostal k moci Hitler, byl Weyl
po odchodu Richarda Couranta kratce v ¢ele Matematického institutu, na podzim
vsak odjel do Ziirichu a do Goéttingen se jiz nevratil. Nésledné odchéazi i z Evropy
na univerzitu do Princetonu v USA. V roce 1943 psal Auguste Minkowské do Bos-
tonu zpravu o Hilbertové smrti a nasledné napsal i souhrnny ¢lanek o Hilbertové
matematické ¢innosti [Weyl 1944].

60 Jako predseda Deutsche Physikalische Gesellschaft Debey rozeslal v prosinci 1938 jejim &leniim
dopis, aby némedcti Zidé obratem ohlasili vystoupeni ze spole¢nosti. DMV pristoupila ke stejnému
kroku, zidovské ¢leny v8ak oproti tomu ze seznamu ¢lent vymazalo vedeni pfimo. Vice k tématu
viz ([Remmert 2006], s. 441f).

61Viz [Weyl (wikipedia)|, srov. (Weyl Husserlovi, 26. 3. 1921; [Bediirftig — Murawski 2015],
s. 93f), srov. ([Vopénka — Vétrovecova 2015], s. 207).

62Viz ([Hilbert 1992], s. xxi).

63Srov. ([Brown — Rechenberg 2005], s. 889).
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Kapitola 4

(Geometrie pred Hilbertovymi
Grundlagen

Jiz delsi dobu pied Hilbertem bylo mezi matematiky znamo, ze Eukleidovy Zdklady
obsahuji jisté nedostatky. Slo nap¥. o skuteénost, Ze nékteré jeho axiomy bylo mozné
odvodit z jinych, Ze mnoZina axioma nebyla nejmensi moznéa, ze néktera jeho tvr-
zeni méla byt naopak oznacena za axiomy, Ze ve svych diikkazech neuvedl vSechny
predpoklady, které pouzival, nebo Ze nékteré z nich nebyly v dile ani pfitomny, at uz
jako axiomy ¢i jako tvrzeni. Vyvoj téchto vytek nebudeme v nasi préaci zohlediovat,
popsén je napf. ve standardnich kritickych vydanich Zdkladqi.

Zamétime se specialné na druhou polovinu 19. stoleti, kdy se uvazovani o geomet-
rii oproti dfivéjsimu pojeti promeénilo nachézi se zhruba ve stavu, kdy jsou jednotlivé
objekty dany neménné, trvale a geometrie pouze odhaluje zakonitosti, které prostor
na téchto objektech vynucuje.! V tomto kontextu nabyvaji ditkazy nezavislosti pa-
tého Eukleidova postulatu, diky kterym byly v prvni poloviné 19. stoleti objeveny
neeukleidovské geometrie, nového vyznamu jakozto ditkazy bezespornosti neeuk-
leidovskych geometrii. Ve stejném case se navic zpétné objevil problém spojitosti
geometrie.?

Nejprve stru¢né predstavime Hilbertovy predchiidce z této doby, ktefi bud po zmé-
nach v zaloZeni geometrie volali, nebo je jiz sami prostfednictvim axiomaticko-
deduktivni metody zapracovali. Neopomeneme ptitom, co dilu prfedchazelo v dii-
v&jsich Hilbertovych prednaskach.

1Viz ([Vopénka 2003], s. 97).

2Jde o otazku, zda Eukleidovy axiomy vynucuji, aby prostor obsahoval nutné viechny body.
Problém se projevi hned pfi prvnim Eukleidové tvrzeni prvni knihy Zdkladii, ve kterém Eukleidés
stanovuje ulohou, Ze lze zkonstruovat rovnostranny trojuhelnik, aniz by v dikaze uvedl pred-
poklad, Ze se dvé kruznice se stifedy v krajnich bodech tusecky, jejichz polomérem je délka této
asecky, museji nutné protnout, tj. ze body protnuti existuji. Eukleidés tento predpoklad neuvedl,
coZ vSak nebylo chybou, ale souviselo s jinym chapanim geometrického dikazu v antice, totiz ja-
kozto poukazu k evidenci. Budouci zménu v pojeti geometrickych dikazi predznamenal Bernard
Bolzano (1781-1848), jenz u tohoto tvrzeni upozornil, Ze evidovana pravda o protnuti dvou kruz-
nic pfi konstrukci rovnostranného trojuhelniku je aZ objektivnim disledkem objektivni pravdy,
Ze prostor body protnuti obsahuje (viz ([Bolzano 1967, s. 211), srov. (|[Eukleidés 2007], s. 46).
V Hilbertové dobé& na nespojitost Eukleidovy geometrie upozornil Dedekind v dopise Lipschitzovi
z roku 1876 (|Dedekind 1932al, s. 479), srov. komentar (|[Dedekind 2008], s. 273-281).
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4.1 Vystavba geometrie pomoci grup pohybt a za-
vedeni mechaniky do geometrie

Hermann Ludwig Ferdinand von Helmholtz (1821-1894) vyrazné zasahl do vyvoje
hned nékolika pfirodnich véd, véetné matematiky. Piisobil na univerzité v Berliné
ve stejné dobé jako vyznamny teoretik ¢isel L. Kronecker ¢i analytik K. Weierstrass.
Helmholtz mél v8ak v matematice vliv pfedevsim na vyvoj geometrické linie.

Nejvétsi vyznam pro matematiku méla uz jeho prednaska Uber die tatsdichli-
chen Grundlagen der Geometrie [Helmholtz 1868], pfednesené z roku 1868. Uvadi
ji v dobé, kdy uz jsou znamy i neeukleidovské geometrie Lobacevského a Riemanna,
jesté v8ak pred Erlangenskym programem Felixe Kleina (1849-1925), ktery jednot-
livé geometrie klasifikoval. Eukleidovska geometrie, a¢ zna¢né oslabend, méla stale
jesté vysadni postavendi.

Helmholtzovou klicovou myslenkou je, ze kazd4 metrika v prostoru, stejné jako
Riemannovy objevy v geometrii, na které navazoval, byly jiz vynuceny existenci
volné pohyblivych téles. I dosavadni axiomatické systémy jednotlivych geometrif im-
plicitné vypovidaly také o mechanickém chovani téles pfi pohybu, nejen o vztazich
prostoru. Helmholtz v prednésce uvedl axiomaticky systém, ktery zminénou pod-
minku obsahoval a byl slucitelny jak s geometrii eukleidovskou, tak s geometriemi
neeukleidovskymi. Dle Davida Hilberta tak bylo diky dilim Helmholtze a Riemanna
objeveno, Ze je geometrie jen konceptualnim ramcem fyziky,? coz mélo nasledné vliv
i na epistemologicky vyznam jednotlivych geometrii. Véty eukleidovské geometrie
byly zadkony pohybti tuhych téles a véty geometrii neeukleidovskych zakony pohybu
téles analogickych, ktera Helmholtz oznaoval za nejtuzsi mozné, nebot v nékterych
geometriich pfesto ménila po presunu svij tvar. Helmholtzovu teorii prostoru po-
uzil Marius Sophus Lie (1842-1899) ve své vyznamné praci z roku 1890 [Lie 1935]
k uplatnéni své teorii grup.*

4.2 Erlangensky program Felixe Kleina

Felix Klein (1849-1925), ktery neeukleidovské geometrie ve svém Erlangenském pro-
gramu |Klein 1871], [Klein 1873] klasifikoval, dokazal bezespornost neeukleidovské
geometrie hyperbolické pomoci modelu, ve kterém identifikoval jeji prvky a vztahy
s ur¢itymi prvky a vztahy geometrie eukleidovské.® Nabizela se ihned otazka, zda by
mohl byt proveden podobny ditkaz bezespornosti téch geometrii, které by vychazely
z absence jinych pfedpokladt nez zrovna patého Eukleidova postuldtu o rovnobéz-
kach.® Pokud ano, bylo by tim téZ dokazano, Ze tyto axiomy a postulity nejsou
nutné pro to, aby byla vysledna geometrie bezesporna, a ze jsou tedy nezavislé.”

3Viz ([Hilbert 1930], s. 383).

4David Hilbert vytykal Liemu, Ze pii pouziti analytickych prost¥edki na své grupy implicitng
predpokladal jejich diferencovatelnost. Proto v patém ze svych 23 problémiu pro 20. stoleti kladl
Hilbert otazku, zda lze Lieho teorie grup vybudovat i bez tohoto pfedpokladu ([Hilbert 1900],
s. 304ff). Sam Lie v korespondenci s Poincarém vyjadfil namisto toho obavy, Ze jeho teorie je mozna
prili§ restriktivni, protoze se tykd pouze grup spojitych. Pro uziti tohoto pojeti v Hilbertovych
Grundlagen viz kap. 6.7.

5Pozadavek ditkazu bezespornosti eukleidovské geometrie samotné matematikové nevznaseli,
nebot jeji bezespornost dokazoval nazor samotny.

6Nejprve pouziva Klein v &lanku termin predpoklady (Voraussetzungen), nasledné jiz jen axi-
omy. Pod tento termin v8ak zahrnuje i Eukleidovy postulaty, nebot mluvi nap¥. vyslovné o axi-
omu o rovnobézkach (paty postulat) ¢i axiomu o nekone¢né piimce (prvni postulat) ([Klein 1873],
s. 113).

“Toto pojeti nezavislosti tvrzeni (tj. i axiomi a postulat) je tfeba odlisit od druhého pii-
padu, kdy tikdme, Ze axiom je nezavisly na ostatnich, pokud jej z ostatnich nelze odvodit. Pokud
potom jsou takto vzajemné nezavislé vSechny axiomy daného systému, neobsahuje tento systém
nadbyte¢né axiomy. Viz (|[Weyl 1944], s. 266), srov. ([Toepell 1986], s. 59).
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Mezi takto vzniklymi geometriemi by tak eukleidovska geometrie ztratila jakékoliv
vysadni postaveni a nedostacoval by ani Eukleidiv zptisob vedeni diikazi pomoci
pFivedeni k evidenci,® coz vétsina matematiki, véetné téch, kteff zminéné neeuklei-
dovské geometrie uznavali, jiz nebyla ochotna p¥ijmout.”

Klein navrhoval vytvorit novy systém axiomi nejprve pro projektivni geometrii,
ktera v jeho pojeti viechny tyto metrické geometrie zahrnovala.'® P¥idanim dalsich
axiomu by pak tyto dalsi geometrie bylo mozné vyclenit. Zaroveni, brano z druhé
strany, by pak napf. pro systém axiomu eukleidovské geometrie platilo, Ze pokud
bychom vzali jen jeho podmnozinu, bylo by z ni mozné odvodit opét pouze urcitou
podmnozinu ze viech tvrzeni eukleidovské geometrie.!?!

4.3 Moritz Pasch - Vorlesungen iiber neuere Geo-
metrie

Kleinem navrzené axiomatika se poprvé objevila v knize Vorlesungen tber neuere
Geometrie z roku 1882 od Moritze Pasche (1843-1930), ktery se zde na Kleina také
primo odkazoval. Jako novéjsi geometrii pravé geometrii projektivni. Pasch fesil né-
které zminéné vytky k Eukleidovu dilu. Jeho axiomy, které nazyval zakladni véty
(Grundsitze), jiz predstavovaly mnoZinu, z niz §la vSechna ostatni tvrzeni pifsné
logicky odvodit. Zédny axiom nebyl v celé mnoziné nadbyte¢ny. Zakladni pojmy,
o nichz tyto axiomy vypovidaly, tj. body, tsecky a Céasti roviny, mély stejné jako
u Eukleida stale empiricky piivod, i kdyz Pasch jiz uznaval nejednoznac¢nost jejich
interpretace.!? Pasch se zaméfoval na zaceleni nedostatktt v Eukleidové systému,
tj. na pridani axiomt, které v Eukleidovi schazely a odstranéni axiomt nadby-
te¢nych. Jednotliva tvrzeni pak jiz méla z Paschovy sady axiomu vyplyvat zcela
logickou cestou bez dalsiho se odvolani na nazor.

Axiomy Pasch rozdéleny do skupin nikoliv podle jednoho kritéria: axiomy tsecky,
axiomy roviny, axiomy shodnosti. Vyznamny je tzv. Paschiv axiom, Zze piimka,
protinajici jednu stranu trojihelnika protina i druhou. Pasch dale oproti Eukleidovi
pridal napf.:

e axiomy usporadani,

e axiom, ze se dvé kruZnice, jejichZz soucet poloméru je vétsi, nez vzdalenost
jejich st¥edu, vzdy protinaji,'

e axiom o shodnosti trojihelniki.'4

Pasch byl empiristou a jeho axiomy jsou zalozené na nazoru. To se projevuje uz
u jeho primitivnich pojmi, tj. bodu, tsefek a &asti roviny.!® V opaéném smyslu

8Viz (|[Eukleidés 2007], s. 26).

9Viz ([Poincaré 1903], s. 2).

10Byla by tedy podle nasledujiciho schématu:

axiomy projektivni geometrie I, II, V c axiomy neeukleidovské geometrie I, II, III, V c axiomy
eukleidovské geometrie I-V,

ale zaroven

eukleidovskd geometrie ¢ podobnostni geometrie c afinni geometrie c projektivni geomterie
(|Trkovska 2015], s. 83). Pro Kleinovo zhodnoceni dalsiho vyvoje o 20 let pozdéji viz téz kap. 6.6.

HSrov. ([Toepell 1986], s. 7).

12 Ani Pasch proto nepokladal otazku o bezespornosti svého systému axiomt, nebot ji stejné jako
u Eukleida zarucoval nazor.

13V anglosaské literatufe se vyskytuje termin tvrzeni o kruznici a kruznici ( circle-circle theorem).

M Tento je, stejné jako u Hilberta, uveden v silngjsi podob&, umoziujici pieklapéni. trojahelniku,
nebo-li osovou soumérnost (viz kap. 6.6).

15Viz ([Trkovska 2015, s. 118). Tedy pouze takovych primitivnich pojmi, kde se nevyskytuje
nekonecno.
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se to pak projevuje kdyz Pasch uvadi piipadé axiomy spojitosti,'® aby jej vzapéti
odmitl, jakozto neodpovidajici nazoru.!” Jednotlivi Paschova tvrzeni oviem, jak
jsme jiz poznamenali, jsou oproti tomu odvozena piisné logicky bez dalstho odvolani
na nézor. Pro nas je podstatné poznamenat, Ze toto Paschovo dilo doporucoval Hil-
bert svym studentim ve v8ech svych naslednych pfednaskach o geometrii. Ve svych
Grundlagen der Geometrie na Paschovu knihu téz piimo odkazoval.

4.4 Dalsi predchiidci

Zcela abstraktni, tj. na zkuSenosti nezavislé, byly teprve zakladni proménné v axi-
omatizaci geometrie Giuseppe Peana (1858-1932) z roku 1889 [Peano 1889c¢], ktera
predstavovala pouhy logicky kalkul se symboly. Ve své pozdéjsi praci z roku 1894
[Peano 1894] navic Peano pozaduje diikazy vzajemné nezavislosti viech axiomi. Hil-
bert se na Peana v Grundlagen neodvoléval, ale o jeho ¢innosti védél a napf. ve svych
prednéskéch z roku 1898 odkazoval na jinou Peanovu praci k axiomatizaci geomet-
rie.

Hilberttiv odklon od nézoru vSak dle Blumenthala odvisel pfedeviim od Her-
manna Wienera (1857-1939) a jeho prednéasky ze sjezdu némeckych prirodovédet
roku 1891 v Halle.'® Polozil otazku, zda by nemohla byt cela projektivni geometrie
znovu vystavéna na zcela abstraktnich axiomech, tedy téch odlisnych od Eukleido-
vych (& Paschovych) empirickych. Projektivni geometrie by se tak stala neintuitivni,
abstraktni védou.'® Hilbert zde nabyl piesvédéeni, Ze je matematicky nevyznamné,
zda geometrické pojmy vychézeji z ndzoru ¢i nikoliv, a Ze mé smysl pfemyslet pouze
o jejich spojeni prostfednictvim axiomt.?? Formalismus vSak byl ve vzduchu jiz
minimalné od objevu neeukleidovskych geometrii, nebot negace patého postulatu,
uvazovand v dikazech jeho nezévislosti, neméla nic spoleéného s nazorem.?!

4.5 Hilbertova ¢innost v geometrii pred Grundlagen

Vytky k Eukleidovym Zdkladid vyse uvedeného druhu byly tim, co Hilbertovi uleh-
¢ilo praci pii tvofeni jeho axiomatizace geometrie.?? Jeho ¢innost v oboru geometrie
pocinala vedenim pirednaSek o geometrii projektivni v roce 1891 a o geometriich
neeukleidovskych v roce 1894. Vysledky svych vyzkumi shrnul v dopise Kleinovi
z téhoz roku, kde Hilbert pojednéval o tiseéce jako nejkratsi spojnici dvou bodi.
Publikace tohoto dopisu z roku 1895 je zaroven Hilbertovou prvni praci z oboru
geometrie [Hilbert 1895]. Po letech, kdy se vénoval teorii ¢isel, se ke geometrii vratil
v prednagkach v zimnim semestru 1898/1899, a to nyni ke geometrii eukleidovské.?

16Pasch timto terminem axiom, ktery je dnes uvadén Gast&ji pod oznagenim Weierstrasstv axiom
a ktery odpovida Bolzanové-Weierstrassové vété o horni hranici (viz kap. 6.2).

17Vig ([Toepell 1986], s. 7).

18 Poznamenejme, Ze v Halle mé&l fe¢ i Hermann Minkowski, poprvé zde uZil termin geometrie
¢isel a zaroven zde pro prostor o tfech dimenzich definoval svou slavnou vétu o mfizkovych bodech
(viz kap. 6.6).

9Viz ([Blumenthal 1935], s. 402f), srov. ([Toepell 1986], s. 40ff). Onémi novymi vétami jsou
minény projektivni véty o protnuti, Pascalova a Desarguova, jimz jsou i v Grundlagen vénovany
samostatné kapitoly. Do této disertace v8ak jejich vyzkum nezahrnujeme (viz kap. 6).

20Viz tamtéz.

21Viz ([Blumenthal 1935], s. 403f; pieklad s. 130).

22Viz ([Vopénka 2003], s. 106).

23V dopise Adolfovi Hurwitzovi z 16. 3. 1898 se Hilbert vyjadfil, ze kvili tomu, Ze byla veskera
pozornost upfena na axiom o rovnobézkach a prislusné geometrie neeukleidovské, byla euklei-
dovska geometrie zanedbavana, al je s podivem, kolik nového v ni lze objevit. “[...] Man hat
fast ausschliesslich das Augenmerk auf das Parallelenaxiom gerichtet und iiber der so entstande-
nen Nichteuklidischen Geometrie die Euklidische vernachléssigt [...] Es ist merkwiirdig wie viel
Neues da zu holen ist [...]” (Hilbert Hurwitzovi, 16. 3. 1898; Cod. Ms. Math. Arch. 76: 272).
Srov. (|Toepell 1986], s. 116).
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Kapitola 5

Hilbertiv vliv na ostatni
discipliny

5.1 Kongres v Parizi, 1900

Ve své slavné prednasce na druhém Mezindrodnim matematickém kongresu v Pafizi
v roce 1900 uvedl Hilbert 23 matematickych problémi pro nadchézejici 20. stoleti.
Jeho te¢ meéla velky vliv na pozdé&jsi tvorbu matematiki, i Gastecné reSeni urdi-
tého problému prinédselo velkou prestiz a Hilbert timto skuteéné udal smér, kterym
se matematika nasledné vyvijela.®

Puvodné chtél Hilbert v Pafizi ale mit pfednasku na jiné téma a hajit své pojeti
matematiky proti tomu, které predstavil Poincaré na pfedchozim kongresu v Ziiri-
chu. V dopisech H. Minkowskému a A. Hurwitzovi se svych pfatel zeptal na jejich
nézor v této véci. Minkowski mu v dopise z 5. 1. 1900 poradil, aby jako téma vybral
pro mezinarodni publikum spiSe pohled do budoucnosti matematiky.? Hilbert tedy
zménil téma a Minkowskému poslal v ¢ervnu ke korekturdm svij ¢lanek s 23 ma-
tematickymi problémy. V dopise z 22. 6. 1900 vyjadfil Minkowski je§té politovani
nad tim, Ze Hilbert jako predseda Némecké matematické spole¢nosti nebude moci
mluvit na hlavni plénu, ale v sekci pro déjiny a metodu.? Hilbert mél pfednasku
dne 8. 8. 1900 a francouzsky pieklad textu prednésky nechal rozdat do publika jesté
pred piednagkou, coz v té dobé jesté vitbec nebylo zvykem.?

Prednaska jako publikace vysla jesté téhoz roku 1900 nejdiive ve formé shr-
nuti v Casopise L’Enseignement Mathématique [Hilbert 1900d], kompletné potom
v Gottinger Nachrichten [Hilbert 1900]. Tato verze byla pojata jako vzor pro Lau-
geluv preklad ¢lanku do francouzstiny, ktery byl uvefejnén ve sborniku ke kongresu
[Hilbert 1900c|. To, Ze zde byl uveden jiz nikoliv v kapitole k sekci, kde skuteéné
probéhla, ale jako jedna z pfednasek plenarnich, naznacuje, jak patrny byl jeji his-
toricky vyznam jiz kratce po kongresu.

Plny text prednasky vySel némecky jesté jednou, a to roku 1901 v ¢asopise Archiv
der Mathematik und Physik [Hilbert 1900b], a tento byl pak pfetistén také v Hil-
bertovych sebranych spisech [Hilbert 1900]. Tato verze byla oproti té z Gaéttinger

1Viz ([Grattan-Guinness 2000], s. 752). Dle I. Grattana-Guinesse to v8ak mohlo byt pravé Hil-
bertovou pfednaskou zpusobeno: “The glamour that was to be bestowed on his selection may have
distorted priorities somewhat in the development of mathematics during the twentieth century.”
(|Grattan-Guinness 2000], s. 757). Otto Blumenthal potvrzuje, Ze jejich vybér byl velmi osobni
a “jen méalo problémi pochéazelo z obecného stavu matematiky nebo z kontextu problémi od ji-
nych v&dci.” ([Blumenthal 1935], s. 405; preklad s. 131).

2Viz (Minkowski Hilbertovi, 5. 1. 1900; [Minkowski 1973], s. 119f).

3Viz (Minkowski Hilbertovi, 22. 6. 1900; [Minkowski 1973|, s. 126f).

4Viz ([Blumenthal 1935], s. 426; ptreklad s. 144). Tento pieklad se ale nedochoval.
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Nachrichten na tfech mistech rozsifena. Ve 14. problému, ktery se tykal teorie inva-
riantd a bezprostfedné souvisel s Hilbertovou vlastni praci, rozsitil prvni odstavec
a piiznal zde podil A. Hurwitzovi.’ Dale v této verzi roz&iii jesté problém &. 23
z oblasti varia¢niho po¢tu, kam piidava citaci z uéebnice A. Knesera,® a stejné tak
problém ¢. 13 o FeSitelnosti rovnice sedmého stupné citaci élanku M. Ocagneho.”

V predmluvé daval Hilbert obecny apel na dovedeni FeSeni problémii az na tro-
ven axiomil. Jako vzor aritmetické teorie, operujici s geometrickymi pojmy a znaky
s nejvétsi dislednosti, uvadi Minkowského Geometrie der Zahlen.® Nasleduje po-
pis jednotlivych matematickych problému. Grattan-Guinness jmenuje téZz oblasti,
které jsou v ni pokryty velmi dobie: teorie &isel, analyza (variaéni problémy &. 19,
20 a 23) a topologie.!? Méné byla uz zastoupena geometrie, predeviim v problému
¢. 4 o tsecce jako nejkratsi spojnici mezi dvéma body, tedy problému na totéz téma
jako vySe zminény védecky dopis Kleinovi (viz kap. 6.6).

Velmi malo se naopak Hilbert vénoval numerické matematice. V oblasti teorie
mnozin pak schazelo jeji napojeni na matematickou analyzu.!! Opomenuta zistala
dale teorie matic, matematicka statistika a matematické logika. Tyto tii védy, ac jiz
bé&Zné na matematické scéné, se ale v té dobé jesté obecné nevyucovaly a nevy-
skytuji se ani v Kleinové encyklopedii véd. Na vyznamu nabudou tyto védy teprve
ve 20. letech.

Zajimavéa je situace na poli fyziky. Ackoliv problém ¢&. 6 uz v nazvu pozadoval
axiomatizaci celé fyziky, pfi popisu problému Hilbert neopustil oblast mechaniky.
I tak zde ale schazel v té dobé vyznamny problém tii téles, a¢ byl zminén v pred-
mluvé.'2 Hilbert zcela vynechal i velmi popularni oblast elektromagnetismu. Z celé
prednasky byl také jen u tohoto problému zastoupen pravdépodobnostni pocet, a to
pouhou zminkou v kontextu teorie plynt.'3

O bezprostiednich dojmech z kongresu psal Hilbert Hurwitzovi dne 25. 8. 1900:
“Ucast nebyla ani piilis hojna, ani piilis kvalitni,”'* a jmenuje pfedevdim francouz-
ské matematiky, ktefi se tohoto kongresu nezucastnili. I Poincaré byl na kongresu
pfitomen jen velmi kratce. Poznamenejme, Ze paralelné s matematickym kongresem
probihal v Pafizi mezinarodni kongres filosoft.'® Peano tak navitivil i Hilbertovu
prednéasku. V nasledné diskuzi komentoval druhy Hilbertav problém axiomatizace
aritmetiky a upozornil Hilberta na préce svych italskych kolegt. Problém totiz jiz
pred tim fesil A. Padoa.'® Mimo jiné se Peano na tomto kongresu také poprvé setkal
s Bertrandem Russellem, ktery v té dobé& pracoval v oblasti jazykovédy na tomtéz
problému jako Peano, totiz vytvoieni umélého univerzalniho jazyka pro védu. Rus-
sell si zde také od Peana vyzadal jeho prace, které ho inspirovaly ke zkoumani
zékladi matematiky.!”

5Viz ([Hilbert 1900], s. 315).

6Viz tamtéz, s. 324, 328.

"Viz tamtéz, s. 314.

8Viz tamtéz, s. 296.

9Napf. problém &. 10 o feSitelnosti polynom, viz [Poonen 2008].

10Vig ([Grattan-Guinness 2000], s. 757).

HTimto odvétvim se viak bude Hilbert sam zabyvat v nasledujicim obdobi své tvorby.

12Zabyval se jim napf¥. H. Poincaré [Poincaré 1890], jehoz &lanek recenzoval Minkowski
[Minkowski 1890b].

13Vig ([Hilbert 1900], s. 306).

H«Der Besuch war nicht sehr stark weder in quantitativer noch in qualitativer Hinsicht.” (Hilbert
Hurwitzovi, 25. 8. 1900; Cod. Ms. Math.-Arch 76: 277/1).

157a Gottingen se ho tcastnil téz Edmund Husserl.

16Viz ([Kennedy 2002], s. 28f), srov. ([Grattan-Guinness 2000], s. 755). Hilbert ale u tohoto
problému neudélal v tisténé verzi své prednéasky, kterd méla vyjit po Kongresu, zaddné zmeény,
na rozdil od problémi jinych, jak uvedeno vyse.

17Vig ([Vopénka — Vétrovcova 2015], s. 173f). Na Peanovu notaci z Arithmetices principia se od-
volava i Russelliiv dopis Fregemu z 16. ¢ervna 1902 [Russell 1902], kde se poprvé objevil Russelliv
paradox (viz kap. 5.2.2). Zaroven zde Russell zminil, Ze o paradoxu jiz napsal téz Peanovi.
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5.2 Teorie mnozin

5.2.1 Peanova a Hilbertova kfivka

V teorii mnozin doslo v pritbéhu osmdesatych a predevsim devadesatych let devate-
nactého stoleti k uznani aktualniho nekoneéna.'® Z Berlina se predeviim L. Kronec-
ker v této souvislosti vyhranoval proti velké ¢asti tehdejsi matematiky, predevsim
proti teorii mnozin Georga Cantora (1845-1918), ale také proti snahdm o aritmeti-
zaci analyzy, nebot se v nich predpokladala existence aktualné nekonecénych mno-
7in.'¥ Mladsi matematici jako Minkowski & Hilbert byli naopak Cantorovi naklonéni
(viz kap. 6.6).

Konkrétnim problémem z této oblasti bylo zobrazeni k¥ivky na plochu, u kterého
jiz existovala vzajemné jednoznaéna Feeni, aviak tato zobrazeni nebyla spojité.2°
Prvni spojité zobrazeni popsal v roce 1890 Giuseppe Peano v praci Sur une courbe,
qui remplit toute une aire plane [Peano 1890], a to analyticky, formou iterujicich
funkci.?! Peano zéarovenn uvadi, ze takto definovana limitni funkce, ackoliv viude
spojita, nema nikde derivaci.?? Vysledna Peanova kifivka mé diky svému meandro-
vému tvaru nekoneéné mnoho dvojnych bodi.?? V oboru teorie mnozin byl Peantiv
¢lanek velmi vyznamny, nebot pfedevs§im ukézal, Ze zobrazit kiivku na plochu spo-
jité je skute¢né mozné.

V néavaznosti na tuto Peanovu préci podal Hilbert na sjezdu némeckych piirodo-
védci a 1ékaifd v Brémach roku 1890 vlastni algoritmus pro vytvoreni kiivky, ktera
vyplije ¢ast plochy. Publikoval jej o rok pozd&ji v ¢lanku Uber die stetige Abbil-
dung einer Linie auf ein Flichenstiick ([Hilbert 1891]; preklad viz s. 146).2* Oproti
Peanovi neuvedl vyrazy pro zobrazovaci funkce, ale algoritmus vysvétlil ndzornou,
tj. geometrickou cestou:

“[...] Kiivku, kterou méame zobrazit, nap¥. asecku délky 1, rozdélime
nejdiive na CtyTi stejné ¢asti 1, 2, 3, 4 a urcitou ¢ast plochy, kterou bu-
deme predpokladat v podobé ¢tverce o strané délky 1, rozdélime dvéma
navzajem kolmymi pfimkami na ¢tyfi stejné ¢tverce 1, 2, 3, 4. Nasledné
rozdélime kazdou z tsecek 1, 2, 3, 4 zase na Ctyfi stejné Casti, takze
na puvodni useCce dostaneme Sestnact usecek 1, 2, 3, ..., 16. Soucasné
rozdélime kazdy ze ¢tyr ¢tvercu 1, 2, 3, 4 zase na Ctyfi stejné Ctverce
a takto vzniklych Sestnéct ¢tverct popiSeme nasledné ¢isly 1, 2, 3, ...,
16, pri¢emz je v8ak nutno zvolit takové poradi ¢tverct, ze se kazdy na-
sledujici ¢tverec bude jednou stranou dotykat ¢tverce predchézejiciho.

18To souviselo i se zalozenim N&mecké spole¢nosti matematikii v roce 1891 ([Trlifajova 2001],
s. 65).

9Vig ([Bediirftig — Murawski 2015], s. 78fF), srov. ([Hilbert 1909], s. 360).

20Poprvé u Cantora v roce 1878. (Viz ([Trlifajova 2001], s. 45fF).) E. Netto nasledné dokonce po-
dal dtkaz, ze takové pozadované zobrazeni je nutné nespojité. Na spojita zobrazeni, ktera v dalsim
predstavujeme, se Netttv ditkaz nevztahuje, nebot nejsou vzajemné jednoznadna.

21Pro konkrétni tvar viz ([Koudela 2013], s. 95ff) a téz ([Hyksova 2001b], s. 235). Vysledné kiivky
jsou pak po ném pojmenovany jako Peanovy kiivky nebo v limité, ktera jiz vypliuje celou plochu,
jako Peanova ktivka. Poznamenejme, Ze Peano odkazoval jak na Cantora, tak na Netta, ale také
na francouzské matematiky Hermita a Jordana.

22Viz ([Peano 1890|, s. 160). Kiivka tak pati{ mezi tzv. patologické funkce. Viibec prvni
piiklad takové spojité a nederivovatelné funkce podal Bernard Bolzano pfibliZzné kolem roku
1832 (|Bolzano 1930], s. 76f). K této funkci srov. zpravy Martina Jaska (1879-1945), pl-
zefiského stfedoskolského wuditele, ktery ji v Bolzanové pozustalosti objevil: [Jasek 1922al,
[Jasek 1922b|, [Jasek 1922c|. Pro matematické dikazy spojitosti a nederivovatelnosti Bolza-
novy funkce viz [Jarnik 1922, [Rychlik 1922]. Srov. souasna literatura o Bolzanové funkei,
napf. ([Karka 2011], s.136f), k Jaskovi téZ srov. [Zeman 2016|. Nutno v8ak pfipomenout, Ze Bol-
zanova funkce na rozdil od Peanovy kfivky plochu nevypliuje.

23Viz ([Poincaré 2010], s. 92).

24Na, Peana zde také Hilbert explicitné jako jediného odkazoval, aviak vyjma zavéretné po-
znamky o Weierstrassovi (viz nize) jen na néj.
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Uvazime-li pokracovani tohoto postupu [...] 1ze snadno nahlédnout, jak
Ize kazdému danému bodu tsecky prifadit jeden jediny konkrétni bod
Etverce.”?d

Toto zobrazeni je jednozna¢né a spojité a Hilbert k nému udava i zajima-
vou interpretaci z mechaniky, Zze totiz pohybujici se bod muze projit vSemi body
¢tverce v kone¢ném case. V tomto duchu se vyjadiuje i Minkowski, kdyz v dopise
z 22. 12. 1890 reaguje na Hilbertovu pfednasku takto:

“Nedévno jsem piemyslel o Vasi pfednasce na sjezdu pfirodovédcet. .. .|
Co vlastné mate proti onomu principialné jednodussimu piikladu, kdy
je Cas, jdouci od 0 do 1, vyjadfovan desetinnym rozvojem a pouze
se ze sudych a lichych pozic vytvofi dva dalsi desetinné rozvoje, které
budou potom vyjadiovat pravouhlé soutadnice bodu v onen konkrétni
¢as. Spojitost pohybu je zde pfece zarucena ve zcela stejném smyslu.”26

Minkowski zde tedy v podstaté opakuje Cantortv dikaz z roku 1877, uvedeny
pivodné v dopise Dedekindovi?” a poté ve ¢lanku z téhoz roku, avsak jen kratce
na konci, aby poukéazal na jeho tskali.?® Cantor se v tomto pivodnim ditkazu snazi
postupem uvedenym v Minkowského dopise vzajemné zobrazit pouze nekonecné de-
setinné rozvoje, a tedy iracionlni ¢isla (jak pro pivodni asecku, tak v soufadnicich
¢tverce). Nektera iracionalni &fsla na tiseéee, ty s periodou Oc nebo 0, kde c¢ je ¢islice,
se vSak potom zobrazi do bodu ¢tverce, jehoz jedna soufadnice bude racionélni. To
Cantor vylucuje i proto, Ze se do téhoz bodu étverce zobrazi i perioda ¢9 nebo 9¢,2”
Minkowskému to vSak v jeho interpretaci nevadilo. Komentuje nasledné predstavu
bodu, pohybujiciho se vSemi body ¢tverce, podobné, jako v piipadé Hilbertovych
kiivek. Cantor se na rozdil od Minkowského nevyjadiuje v ¢asovych a pohybovych
analogiich, uz jen proto, ze jeho bod by neprosel misty s racionalnimi soufadnicemi.

Ze se Minkowski teorii mnozin ve svych vyzkumech vénoval, dokazuje také na-
sledujici dopis Hilbertovi z roku 1891 (viz kap. 6.6). Ve vzpominkové fe¢i Hilbert
piSe, Ze Minkowski byl prvnim matematikem jeho generace, ktery rozeznal Cantoriv
vyznam, a ze Hilbert jej v tomto podporoval. V tomto kontextu piSe Blumenthal

254Die abzubildende Linie — etwa eine Gerade von der Linge 1 — theilen wir zunéchst in 4 gleiche
Theile 1, 2, 3, 4 und das Fléachenstiick, welches wir in der Gestalt eines Quadrates von der Sei-
tenldnge 1 annehmen, theilen wir durch zwei zu einander senkrechte Gerade in 4 gleiche Quadrate
1, 2, 3, 4. Zweitens theilen wir jede der Theilstrecken 1, 2, 3, 4 wiederum in 4 gleiche Theile,
so dass wir auf der Geraden die 16 Theilstrecken 1, 2, 3, ..., 16 erhalten; gleichzeitig werde jedes
der 4 Quadrate 1, 2, 3, 4 in 4 gleiche Quadrate getheilt und den so entstehenden 16 Quadraten
werden dann die Zahlen 1, 2, 3, ..., 16 eingeschrieben, wobei jedoch die Reihenfolge der Quadrate
so zu wéhlen ist, dass jedes folgende Quadrat sich mit einer Seite an das vorhergehende anlehnt.
Denken wir uns dieses Verfahren fortgesetzt, [...| , so ist es leicht ersichtlich, wie man einem je-
dem gegebenen Punkte der Geraden einen einzigen bestimmten Punkt des Quadrates zuordnen
kann.” ([Hilbert 1891], s. 459f; preklad viz s. 146). Poznamenejme, Ze algoritmus je soucasti vyuky
programovani na VS a demonstruje se na ném vyuziti rekurze.

26«Jiingstens habe ich einmal iiber Thren Vortrag auf der Naturforscherversammlung nachge-
dacht. [...] Was haben Sie eigentlich gegen das doch principiell einfachere Beispiel, dass man
die von 0 bis 1 gehende Zeit fortwahrend als Decimalbruch darstellt und aus den geraden und
ungeraden Stellen allein zwei andere Decimalbriiche bildet, die nun die rechtwinkligen Coordi-
naten des Punktes zu betreffenden Zeit ausdriicken sollen. Die Stetigkeit der Bewegung ist doch
hier in genau demselben Sinne gewahrt.” (Minkowski Hilbertovi, 22. 12. 1890; [Minkowski 1973],
s. 41f).

27Viz ([Koudela 2013], s. 90).

28 Clanek se zabyva novym a zcela odlisnym dtkazem, vyuZivajicim fetézové zlomky a dokazujici
ekvivalentnost jednorozmérného a n-rozmérného kontinua, a pfitom nejen iracionalnich ¢isel, ale uz
téz vSech &isel realnych. (Viz [Trlifajova 2001], s. 45f). Na tento ¢lanek také Peano po dvanacti
letech odkazuje. Pokud Hilbert tento Cantorem vytvoreny, aviak také odmitnuty, a Minkowskim
znovu pfipomenuty dikaz neznal jiz pfed tim, mohl jej na zakladé tohoto odkazu najit snadno
a mit jej na paméti jiz pred psanim svého vlastniho ¢lanku.

298pise nez o zobrazeni kiivky (tsecky) na &tverec mu jde o diikaz toho, Ze Ctverec, potazmo
libovolny n-rozmérny utvar, ma mohutnost kontinua, a nikoliv vétsi (Viz [Trlifajova 2005], s. 201).
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na zéakladé osobnich hovora s Hilbertem, jednak ze Hilbert v mladi obdivoval Can-
torovu teorii mnozin a Dedekindovu Was sind und was sollen die Zahlen?, a jednak
ze byl Hilbert pySny na to, ze Kénigsbergska skola se jako prvni zabyvala aplikacemi
Kroneckerem zamitnuté Cantorovy teorie mnozin.3°

V kapitole 3.1 jsme se zminili také o Minkowského pirednéasce na téma aktuélniho
nekone¢na v piirodé, prednesenou v Konigsbergu v roce 1895.3! Minkowski v pro-
biraném dopise piSe, Ze dovétek “v pfirod€” uvedl pro efekt, a k tomuto tématu
se vztahovaly pouze jim vytvorené, vlastni populariza¢ni piiklady. K tomu vSak
nutno podotknout, Ze termin aktualni nekone¢no v p¥irodé stvotené (in natura na-
turata) bylo u Cantora terminem. Toto aktuéalni nekone¢no lze totiz pfesto zvétSovat,
na rozdil od aktualniho nekone¢na absolutniho.?? Uvedl piitom také predeviim Can-
torovy véty, které se tykaly obecnéjsich témat. Predevsim vSsak Minkowski hovofil
o poloze bodit v prostoru.®® Hlavni Minkowského vysledky v topologii viak po-
chazi az z pozdéjsi doby po roce 1900: Minkowského suma®*, Minkowského mira®®

a Minkowského véty o rekonstrukei konvexni mnoziny z bod extrémaS.

Zobrazeni inverzni, tvrdi Hilbert, pfitadi kazdému bodu ¢tverce 1, 2 nebo 4 body
tasecky, tj. je nejvyse trojznacné.3” Nakonec Hilbert v &lanku poznamenava, 7e zob-
razovaci funkce jsou v kazdém svém bodé spojité a lze je tedy podle Weierstrassovy
véty rozvinout do nekoneénych fad, na celém intervalu stejnomérné konvergujicich,
s krokem délky celé racionalni funkce.?® Zaroveii nejsou tyto funkce nikde derivova-
telné.39

Neni jasné, jak se k tématu Hilbert dostal, nebot v tomto obdobi soustavné pra-
coval na jiném tématu, totiz v teorii invarianti. Je mozné, ze byl jen kratce ohromen

30Viz ([Blumenthal 1935], s. 391, 421; pieklad s. 123, 141) Dedekindav spis vysel v roce 1888,
Hilbertovo seznameni se s Cantorovu teorii mnozin je tedy vskutku mozné datovat az do té doby.
Blumenthal pfitom jiz v nasledujici vété zminuje ¢lanek o Hilbertovych kfivkach a a¢ to z jeho
vyjadreni neni prili§ zfetelné, musel mit tento ¢lanek na mysli jako konkrétni priklad jedné takové
rané aplikace teorie mnozin, konkrétné onoho zminéného Cantorova dilkazu, Ze mohutnost n-
rozmérného utvaru je rovna mohutnosti kontinua z ¢lanku z roku 1878, na ktery, jak jsme uvedli,
odkazuje i Peano. Tato Blumenthalova véta je tedy argumentem pro to, ze Hilbert svymi k¥ivkami
spiSe sméfoval ke Cantorovym mnohem star$im tvaham o kontinuu, nikoliv Ze pouze reagoval
na Peantv ¢lanek podanim nézorné verze kiivek Peanovych.

318v&déi o ni Hilbertova vzpominkova feé ([Hilbert 1909, s. 360) a dopis Hilbertovi z 1. éervence
1895 (|[Minkowski 1973], s. 67f). Minkowski v ném odpovidé, Ze slovo aktuélni nekoneéno (Aktual-
Unendliche) prevzal z jednoho Cantorova ¢lanku. Ze by jej Hilbert neznal a v pfedchozim dopise
se ptal Minkowského na jeho vyznam a puvod? Bez ztracené Hilbertovy korespondence se to
nedozvime.

32Vig [Trlifajova 2001], s. 78f.

33Constance Reidova pise, Ze na Hilbertovu pobidku mél Minkowski dokonce i univerzitni pied-
nasky k teorii mnozin, které si mohl dovolit teprve nyni, kdyZ byl Fadnym profesorem ([Reid 1970,
s. 50). Je mozné, Ze timto komentovala probirany dopis, udélala chybu pii prekladu a zaménila
jednoréazovou prednasku (Vortrag), o niz pise Minkowski v dopise i Hilbert ve vzpominkové fedi,
s pfednagkami univerzitnimi ( Vorlesungen) a podminku prestizn{ pozice fadného profesora chybné
dovodila. TaktéZz ona Hilbertova pobidka k Minkowského ¢innosti v teorii mnoZin neni zminéna
v relevantnich materialech ([Hilbert 1909], s. 360), ([Minkowski 1973], s. 68), (|Blumenthal 1935],
s. 391). Oproti tomu je v memoarech Kowalewského uvedeno, Ze v tomto obdobi u¢il Minkowski
vySSi algebru a tvod do teorie Cisel, kde vSak presto v rdmci predstavovani svych hlavnich vét
o miizkovych bodech kladl velky diraz na zahrnuti nekone¢na ([Kowalewski 1950], s. 26).

34Viz [Tomiczkova 2006].

35V getné souvisejici Minkowského-Bouliandovy dimenze. Viz ([Koudela 2013], s. 172, 193f).

36Viz ([Netuka 2011], s. 53).

37"Minkowski vak ve stejném dopise vyjadiuje pochybnost a nevi, pro¢ by uréitym bodem &tverce
meél pohybujici se bod projit vice nez dvakrat: “Sind Sie sicher, daft bei der von IThnen angegebenen
Bewegung eines Punktes in einem Quadrat der Punkt manche Stellen zu drei verschiedenen Zeiten
passirt. Mir will es scheinen, als ob er nirgends mehr als zweimal hinkommt.” (Viz tamtéz). Pravdu
mél viak Hilbert, jak dokazal Sierpinski ([Sierpinsky 1912], s. 210).

38Srov. ([Kirka 2011], s. 145). Jelikoz v Hilbertové &lanku schazela analyticka vyjadfeni onéch
zobrazovacich funkci, uéinil tuto poznadmku pravdépodobné proto, aby podtrhl, Ze kdyby je nékdo
pozadoval, bylo by je mozné najit.

39Viz pozn. 22.
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prekvapivym Peanovym vysledkem. V Hilbertové tvorbé slo o ojedinély ¢lanek a dale
na néj nenavazuje. Narazi na néj jen na prazdninovém kurzu pro ucitele 1898 (FK)
pfi zmince o axiomech uspofadani, kdyz tvrdi, Ze je mozno body ¢tverce usporadat
zobrazenim na pifmku.*® Jak dale uvadi, Archimédiv axiom (originalni tvar, viz
kap. 6.2) nebude napf. pfi tomto uspofadani v platnosti, nebot vyZzaduje jednodi-
menzionalitu pfimek. V Grundlagen tyto poukazy vymizely a zbylo uz jen holé kon-
statovani, ze Archimédiv axiom je axiomem linearnim.** O vlivu Peanovyjch kivek
a navazujiciho Hilbertova ¢lanku na Grundlagen mluvit nelze. Teorii mnozin v kon-
uvedeném v Grundlagen jako 4. piiloha, a to jako jeden z prikopnikt topologic-
kého zaloZeni geometrie.*? Tématu Peanovyjch kfivek se pak na zacatku 20. stoleti
vénovali nap¥. Moore, Lebesgue, Hausdorff & Sierpinsky.*3

5.2.2 Paradoxy a dalsi vyvoj po Grundlagen

V roce 1902 nasel Bertrand Russell paradox v teorii mnozin, kdyZ se ptal po mnoziné
viech mnozin, jez nejsou prvky samy sebe.** Richard Dedekind a Gottlob Frege
uvazovalo nyni neplatnym zptsobem.*>

Axiomatickd metoda se nasledné prosazuje i v teorii mnozin, jejiz axiomatizaci
podal jako prvni Ernst Zermelo v roce 1908 [Zermelo 1908b]. V ni se vyhne para-
doxtim a zachova pritom v té dobé obecné pouzivané zptsoby diikazu. Tato prace,
které obsahuje i slavny axiom vybéru, nebyla ihned pfijata a napf. Felix Hausdorff
se na ni jesté v roce 1914 odkazuje jako na rozpracovany ¢lanek.*® Na druhou Zer-
melovu verzi dikazu dobfe usporadanych mnozin [Zermelo 1908a] se v kontextu
nekonzistentnosti Cantorovych alefa (nekone¢nych kardinali) odkazuji pozdé&jsi vy-
dani Hilbertovych Grundlagen der Geometrie v pifloze Uber den Zahlbegriff.”

5.3 Aritmetika

5.3.1 Logicisté a axiomatizace prirozenych cisel

Axiomatiku pfirozenych ¢isel méli jiz zastupci proudu logicismu. G. Frege usiloval
v dilech Die Grundlagen der Arithmetik z roku 1884 [Frege 1884] a Grundgesetze
der Arithmetik begriffsschiftlich abgeleitet z roku 1893 [Frege 1893] o pfevedeni arit-
metiky na logiku, tj. poznani pravidel logického kalkulu (zakont pravdivosti, axiomu
logiky) v@etné moZnosti jejich nasledného uplatnéni v aritmetice. Pretrvala v8ak pie-
devsim axiomatizace ptirozenych Cisel G. Peana z dila Arithmetices principia, nova
methodo exposita z roku 1889 [Peano 1889a].1®

Dle Bediirftiga a Murawského mély vySe uvedené Peanovy a Fregovy axioma-
tizace prirozenych ¢&isel poskytnout jistotu pro predeslé pokusy Karla Weierstrasse

40Viz (|Toepell 1986], s. 123). Nasledné uvadi, ze je mozné i jiné uspofadani, a to napt. podle
principu: x + iy < x’ + 4y’ plati, budto pokud y < y’ nebo pokud y =y’ a zaroven = < z’.

41Vig ([Hilbert 1899], s. 31, preklad, s. 75).

42Poznamenejme, Ze to bylo &ty¥i roky pred pro tento obor konstitutivnim ¢lankem M. Frécheta
(viz [Vopénka — Vétrovcova 2015], s. 15).

43Viz ([Koudela 2013], s. 99f).

44Fregemu o ném referoval v dopise z Gervna 1902 ([Russell 1902], s. 124). Paradox publikoval
o rok pozdé&ji [Russell 1903].

45Viz ([Bernays 1970], s. 199).

46Viz ([Epple 1999], s. 406).

47Viz ([Hilbert (Zahlbegriff) 1900], s. 242).

48Originalni axiomatizaci, ale zcela analogickou tomuto dilu Peanovu, nalezneme v dile Was
sind und was sollen die Zahlen? Richarda Dedekinda z roku 1888 [Dedekind 1888|. Podotknéme,
%e v ném navazoval na svou predchozi praci z roku 1872 [Dedekind 1872], ve které definoval &isla
realna pomoci tzv. fezl (viz kap. 6.2).
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(1815-1897) ¢i Richarda Dedekinda o aritmetizaci analyzy, tj. v kone¢ném disledku
zalozeni pojmu realného &isla na &islech pFirozenych.*?

Peano pak ve svém nésledujicim dile Formulario matematico (v péti dilech
mezi lety 1895 a 1908) hodlal zalozit na logice jiZz celou matematiku. stejny za-
mér mél i B. Russell ve svém prvnim dile Principles of Mathematics z roku 1903
[Russell 1903]. V nasledujici knize Principia Mathematica od Russella a Whiteheada
[Russell — Whitehead 1910] se jiz podafilo vyhnout se paradoxim.

5.3.2 Opozice Poincarého

V souboru ¢lanki z let 1905 az 1906 polemizuje Henri Poincaré (1854-1912) s Loui-
sem Couturatem (1868-1914), ktery obhajuje dosavadni tuspéchy logicisti (logis-
tiky), vyslovné axiomatizaci aritmetiky Giuseppe Peana a novou logiku Bertranda
Russella. Oba systémy vynucovaly pokazdé, aby byly vyiceny i vSechny predpo-
klady, které matematici povazovali za samoziejmé. Poincaré v tomto kontextu opo-
nuje Couturatovu nézoru o vyhodach logiky a piSe, ze kromé jistoty jiz dalsi veétsi
vyhody nepfinesla a matematiky pouze zdrzuje. Jako piiklad v navaznosti na Pea-
novo Formulario uvadi, ze bylo nutno 27 rovnosti pro zjisténi toho, zZe 1 je &islo.

Co se tyka Peanovy aritmetiky, povazuje Couturat jeji axiomy za skryté defi-
nice®® nuly, naslednika a p¥irozeného ¢isla. Poincaré oponuje, Ze k tomu, aby se do-
kazala jejich existence, je nutné dokazat bezespornost téchto definic, a to pomoci
axiomu tplné indukce, ktery je ale pravé jednim z pravé dokazovanych Peanovych
axiomu. Nejdfive tedy tvrdi, Zze dikaz bezespornosti neni mozny. To i Couturat
ve svém néasledujicim ¢lanku uzna, oznaci vSak Poincarého pozadavek tohoto dii-
kazu za nadbyte¢ny. Jednotliviny se dle Couturata pokladaji uz od zacatku za exis-
tujici a vzdy nalezi néjakeé existujici t¥idé. Poincaré v nasledujicim ¢lanku oponuje,
ze 1 kdyby uvedena jednotlivina v Couturatové pojeti existovala od zacatku, stejné
bychom museli dokazat, ze tvrzeni, Ze do zminéné tridy prislusi, neni v rozporu
samo se sebou a s dal§imi pfijatymi axiomy. Dtikaz bezespornosti by byl tedy nutny
tak jako tak. Oproti svému predchozimu ¢lanku v8ak nyni Poincaré uvadi, ze ta-
kovy dtikaz mozny je, musime ale axiom tplné indukce pokladat nikoliv za skrytou
definici, ale za synteticky apriorni soud.

Podobné problémy jako v Peanové aritmetice se pii zavedeni ¢isla vyskytuji
i v Russellové logice. Russell chtél dokazat, Ze v8echny véty matematiky jsou analy-
tické. Poincaré ukazuje, ze Russellovy nedokazatelné principy jsou syntetické apri-
orni soudy a vyzaduji tedy akt intuice, coz v tomto pripadé Russell i Couturat
potvrzuji. Dle Poincarého je vSak chybné jejich tvrzeni, Ze poté se da jiz cela mate-
matika odvodit zcela analyticky a dokazuje to na piikladech vét, ve kterych Russell
pouziva pojem ¢isla, aniz by bylo zavedeno. Jeho logika tak neni na pojmu ¢&isla
nezavisla a aritmetiku nepredchazi.

5.3.3 Hilbertova axiomatizace ¢isla realného

Béhem 19. stoleti doslo k uznani komplexnich ¢isel a zaroven se vyskytl problém, jak
vybudovat ¢isla realna. Hilbert vytvoril sviij vliastni systém axiomt pro realna ¢éisla
v piednasce Uber den Zahlbegriff a nasledném ¢lanku, vydaném roku 1900. Analo-
gicky ke geometrii byla mnozina realnych ¢isel v Hilbertové pojeti pouze systémem
véci, ktery je sim o sobé prazdny a je definovan teprve uzavienym systémem axi-
omit.’r Opét viak musi byt dokdzana bezespornost aritmetiky, tedy ze z takového

PViz ([Bediirftig — Murawski 2015], s. 78fF).

50Poincarého termin, stejné jako jeho Gasto zmifiované synonymum konvence. Oba poprvé zavedl
v roce 1891. Pro vysvétleni viz kap. 6.1.

51Historik William Ewald napojuje v pfipadé aritmtetiky tento Hilbertiiv formalismus na pied-
chozi pokusy o syntaktickou teorii algebry. Ta byla nésledné pouzivana nap¥. i k ospravedlnéni
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systému axiomi nelze odvodit dvé véty, které budou vzajemné ve sporu. Acko-
liv byla tato bezespornost aritmetiky mezi matematiky uznavana, rigorézni dikaz
se Hilbertovi nepodafilo najit a na Kongresu v PafiZi stanovil jeho nalezeni za druhy
problém pro 20. stoleti. Hilbert piSe:

“Kdyby se podarilo zcela dokdzat bezespornost axiomu, ztratily by né-
mitky, které byly doposud proti existenci pojmu redlnych ¢isel vzneseny,
jakékoliv opodstatnéni.”®?

PiSe, Ze by to mohlo byt provedeno pomérné snadnou modifikaci dosavadnich po-
stupt. To se v8ak ukazalo jako liché poté, co byly objeveny paradoxy teorie mnozin
(viz kap. 5.2.2).

5.3.4 Hilbertova Zahlbericht, zprava o vyvoji teorie Ccisla,
1897

Na sjezdu Némecké matematické spole¢nosti v roce 1893 byl Davidu Hilbertovi, spo-
leéné s Hermannem Minkowskim, pfidélen tkol, podat zpravu o aktualnim stavu
poznéani v oblasti teorie ¢isel v kontextu ostatnich oborti matematiky. Minkowski
mél na tomto poli uz tehdy své zéasluhy, ackoliv vsak v Bonu, kde ptisobil, postradal
védecké zazemi. Jeho ¢ast méla byt o racionélnich ¢éislech a Hilbertova ¢ast o ¢islech
algebraickych. Hilbert tedy do svého pojednani zahrne vSe, co bylo o teorii &isel
napsano od konce 18. stoleti, aritmetickou tradici Gausse, Kroneckera a Jacobiho,
algebraickou Galoise a Riemanna a nové pojeti ¢isla Weierstrasse a Cantora.?? Min-
kowski piSe svilj text pomaleji a chce tedy odlozit vydani své ¢asti o rok, aby mél
Cas roz8ifit referat o nové objevy, které nemél dosud precizné dokézané. V dopise
z tnora roku 1896 pFistupuje na oddélené vydani své a Hilbertovy &asti.>*

Nakonec bude vydana jen Hilbertova ¢ast, a to v dubnu 1897 pod nazvem
Die Theorie der algebraischen Zahlkorper [Hilbert 1897], ale v matematické ko-
munité se ujme zkraceny nézev Zahlbericht. Zprava je matematiky velmi cenéna,
i Minkowski piSe v dopise Hurwitzovi: “Hilbertiav referat o algebraickych ¢iselnych
télesech, na jehoz korekturach se podilim, je skvély a vyznamné piispéje k pové-
domi o této oblasti.”®® Hilbert ve zpravé totiz podal velmi srozumitelné nové slozité
vysledky Ernsta Eduarda Kummera (1810-1893). Kromé shrnuti aktualniho stavu
obortu algebraické geometrie a topologie Hilbert téz oba obory obohati o své nové
poznatky. Zahlbericht bude pro pozdéjsi vyznamné osobnosti védce, napf. E. Artina,
H. Weyla, ¢ H. Hasseho, prvnim uvedenim do teorie &isel.?6

komplexnich &isel, teorie diferencialnich operatori &i algebraické logiky. ([Ewald 2006], s. 1090).

524In der Tat, wenn der Nachweis fiir die Widerspruchslosigkeit der Axiome véllig gelungen sein
wird, so verlieren die Bedenken, welche bisweilen gegen die Existenz des Inbegriffs der reellen
Zahlen gemacht worden sind, jede Berechtigung.” ([Hilbert 1900], s. 301).

53Viz ([Vopénka — Vétrovcova 2015], s. 203).

54¢[ch gehe also auf Deinen zweiten Plan ein mit der Wirkung, dass mein Theil erst
in den néichstjihrigen Bericht aufgenommen wird.” (Minkowski Hilbertovi, 10. 2. 1896;
[Minkowski 1973], s. 77f). Original tohoto dopisu pfetistén téz v ([Minkowski 1989], s. 227).

55«Hilberts Referat iiber die algebraischen Zahlkérper, von dem ich die Correcturen mitlese, ist
ganz ausgezeichnet und wird zur Hebung der Kenntnissen dieses Gebiets ausserordentlich beit-
ragen.” (Minkowski Hurwitzovi, 11. 5. 1896; [Minkowski 1989], s. 231).

56Viz ([Ewald 2006], s. 1088).
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5.3.5 Aritmetizace

Kromé axiomatizace byla na konci 19. stoleti ¢asto sklofiovanym slovem aritme-
tizace. Mluvime-li o aritmetizaci urc¢itého oboru, mizeme mit na mysli t¥i rizné
vyznamy:

e Aritmetizace analyzy (redlnych &isel): jejich vybudovani prostiednictvim pii-
rozenych nebo racionalnich ¢&isel (napt. v Dedekindovych fezech),5”

e Aritmetizace jako pouziti matematické indukece (v dikazech nebo napf. v sa-
motné definici pfirozenych ¢isel prostfednictvim Peanovych axiomil),

e Aritmetizace geometrie prostfednictvim nalezeni vhodného aritmetického mo-
delu, ktery bude splhovat axiomy geometrie. Hilbert se vyjadiuje takto:

“Aritmetizace geometrie prameni z modernich vyzkumu neeukleidovské
geometrie, ve kterych se jedna o jeji pfisné logickou vystavbu a co nej-
pFm&jsi a zcela bezproblémové zavedeni ¢isla do geometrie.”®

Aritmetizace geometrie vedla Hilberta také k zavedeni zobecnénych spojitych
pojmi, jako napf. pfimka, na podkladé diskrétniho ¢iselného oboru (viz kap. 6.8).

5.4 Logika

Resenf tretf krize matematiky, zptisobené paradoxy teorie mnozin, vyzadovalo zmény
v samotné logice. Hilbert se této otazce vénuje poprvé na kongresu v Heidelbergu
roku 1904. Kromé jeho axiomatické metody se objevily dalsi dvé alternativni fe-
Seni. Russell vytvoril vlivnou teorii logickych typt [Russell -~ Whitehead 1910],%°
podle niz v8echna tvrzen{ urc¢ité matematické teorie museji byt stejného logického
typu, aby se pfedeslo antinomiim. Druhou moznosti bylo zavedeni intuicionistické
logiky.5°

5.4.1 Hilbertova prednaska v Heidelbergu z roku 1904 a ma-
tematicky formalismus

Kratce po vydani Grundlagen der Geometrie se s Hilbertem na téma existence
objektii, stanovenych axiomy, prel logicista Gottlob Frege (1849-1915).6! Hilbert
drzel stanovisko, Ze matematika je dédna nezévisle na logice a vyzaduje nékteré
matematické objekty, které lezi mimo logiku. Ty je nutné postulovat a v axiomech,
tj. jejich implicitnich definicich, uvést vSechny pozadované vlastnosti.

O rok pozdéji pak Hilbert vyslovuje na kongresu v PafiZi v ramci svého druhého
problému pozadavek diikazu bezespornosti aritmetiky. Hilbertovo nésledné zkou-

méni moZnosti tohoto dikazu prevodem na logiku aktivoval dle Paula Bernayse

57Viz napt. ([Kirka 2011], s. 137f).

58¢Dje Arithmetisierung der Geometrie vollzieht sich durch die modernen Untersuchungen
iiber Nicht-Euklidische Geometrie, in denen es sich um eine streng logischen Aufbau derselben
und um die moglichst direkte und vollig einwandfreie Einfiihrung der Zahl in die Geometrie han-
delt.” ([Hilbert 1897], s. 66).

598rov. ([Holecek 2014], s. 81).

60Poznamenejme, Ze stejné jako clanek o Hilbertovych k¥ivkach z roku 1891 dokazoval Hilbertiv
brzky zajem o teorii mnozin, tak lze dle Blumenthala na pocatku devadesatych let najit i po-
catky Hilbertova transfinitniho mysleni a jeho zajmu o logiku a teorii dukazu, konkrétné v jeho
pracech k teorii invariantdi (viz [Blumenthal 1935, s. 395; preklad, s. 125). Hilbert sam se vSak
v Blumenthalem uvedeném citatu vyjadiuje pouze o nemoznosti podéni jistého dikazu kone¢nym
poc¢tem tusudkt. Blumenthal dale piSe, ze i v Zahlbericht, tj. kolem roku 1896, se Hilbert snazil
o to, aby se dle Kroneckerovych pokyni vyhnul nejen nekoneénym pojmutm, ale i nekoneénym
postuptim v dikazech (viz [Blumenthal 1935], s. 421; preklad, s. 141).

61[Dubucs 1992], viz ([Epple 1999], s. 407), srov. ([Bediirftig — Murawski 2015], s. 98).

39



objev Russellova paradoxu.®? To je zaroveh zaznamenano v korespondenci s Hurwi-
tzem. Hurwitz v dopise z kvétna 1903 komentuje 2. vydani Grundlagen a chvali
Hilberta, ze oteviel nezmérné pole matematického vyzkumu, které daleko presahuje
hranice geometrie a mohlo by nést oznaceni “matematika axiomi”.%® Ve své odpo-
védi z 25. 8. 1903 pise Hilbert, Ze jen aplikace podobného postupu jako v Grundlagen
na celou logiku zamezi podobnym sporiim, jako v p¥ipadé Russellova paradoxu.6*

Obg uvedené pohnutky vedly Hilberta k piednasce Uber die Grundlagen der Lo-
gik und der Arithmetik [Hilbert 1904| na tfetim mezinarodnim kongresu matema-
tikit v Heidelbergu v roce 1904.5° Hilbert pozaduje, aby ani jeden z obou oborii nebyl
zahrnovan pod druhy, ale aby se usilovalo o jejich paralelni rozvoj.%¢ Dale navrhuje
obrat od sémantiky k syntaxi a vyzkum matematickych dikazt jako samostatného
objektu.5” Prostfedkem mé byt pfevod matematického ditkazu do symbolismu lo-
giky. Hilbert dokazuje bezespornost formuli, bezprostfedné odvoditelnych z daného
systému axiomi, podle toho, zda jsou v jistém smyslu invariantni. Pokud ano, budou
tyto formule bezesporné a naopak, pokud budou formule obsahovat spor, nebudou
vykazovat zminénou invarianci.®®

V tomto Hilbertovym obracenim pozornosti k ditkazu samotnému je mozno vi-
dét pocatek matematického formalismu, ackoliv celkové proces formalizace védy
probihal jiz né&jaky ¢as.%® Petr Vopénka jej pfitom predstavil spige v kontextu teorie
nez formalizace dukazu:

“[Formalismus se ¥id{ tfemi| zdsadami:

1. Otéazce, zda néjaké tvrzeni (tykajici se nadto nekoneénych mnozin)
je ¢i neni pravdivé, matematicky formalismus zadny hlubsi smysl
nepiiklada.

2. Matematicky formalismus klade pouze otazku, zda to ¢i ono tvrzeni
je z danych axiomi dokazatelné nebo nedokazatelné (neboli zda
jeho negace je s témito axiomy bezesporna a lze ji tedy k nim
pridat jako dodateény axiom).

3. Osvéd¢enou metodou na prokazani bezespornosti néjakého tvrzeni
s danymi (rozumi se bezespornymi) axiomy je vytvoreni modelu
teorie o téchto axiomech (nejlépe opét v této teorii), v némz navic
plati tvrzeni, jehoZz bezespornost s témito axiomy chceme proka-
zat.” ™0

62Viz ([Bernays 1970], s. 199).

63Viz (Hurwitz Hilbertovi, 8. 6. 1903; Cod. Ms. D. Hilbert 160: 60). Dopis otistén
v (|[Toepell 1986], s. 257). Jediné Hilbertovo pouZiti axiomaticko-deduktivni metody v jiném
oboru bylo pfitom zatim stale jen to na realna &isla Uber den Zahlbegriff z roku 1900
[Hilbert (Zahlbegriff) 1900], vicero pozadavki na podobné axiomatizace padlo v pFednésce na kon-
gresu v Pafizi téhoz roku.

64Poté, co Hilbert v dopise paradox struéné popsal, uvedl: “Es scheint mich da ein Fall vorzu-
liegen, wie man durch Anwendung der iiblichen Regeln der iiberlieferten Logik zu einem Wider-
spruch in sich gelangt und ich glaube, dass man diesen Widerspruch und gewisse weitere Fragen
nach der Existenz gewisser Begriffe in befriedigender Weise nur 16sen kann, wenn man die Lo-
gik von Anfang an streng “nach der axiomatische Methode” &dhnlich wie die Geometrie aufbaut.
Ob ich freilich dazu komme, das alles selbst zu thun, glaube ich kaum [...]” (Hilbert Hurwitzovi,
25. 8. 1903; Cod. Ms. Math. Arch. 76: 288).

65To dokazuje i tento citat z prednasky: “[Frege] neklade vSak Zadna omezeni na pojem “kazdy”,
¢imz se vystavuje tém teoreticko-mnozinovym paradoxim, které spoc¢ivaji napfiklad v pojmu mno-
ziny vSech mnozin a které ukazuji, Ze pouzivani logiky v béZzném smyslu neni sto vyhovét pfisnym
pozadavkim kladenym teorii mnozin.” ([Hilbert 1904], s. 244).

66 Hilbert 1904]; srov. ([Trlifajova 2011], s. 96f, 99f), déle téz ([Vopénka — V&trovcova 2015],
s. 204) a ([Epple 1999], s. 403, 410).

67Poukazuje pfitom na rozdil mezi geometrii a aritmetikou ve smyslu pfevoditelnosti geometrie
na aritmetiku ale neprevoditelnosti aritmetiky p¥i dikazu bezespornosti.

68Viz ([Blumenthal 1935], s. 422).

69Srov. ([Vopénka — Vétrovcova 2015], s. 204).

70Viz ([Vopénka 2004], s. 711).

40



Hilbert v8ak po této pfednasce na kongresu v Heidelbergu z roku 1904 v reakci
na kritiku prozatim od téchto myslenek ustupuje, seznamuje se s doposud vytvo-
fenymi logickymi kalkuly, aby posléze mohl logické isudky formalizovat. K tématu
se vrati az ve dvacatych letech.

5.4.2 Opozice Poincarého

V jiz vySe uvedené pri s Couturatem (viz kap. 5.3.2) se Poincaré vyjadiuje i k Hil-
bertové prednasce z Heidelbergu, a¢ Couturat jiz Hilberta za logicistu nepovazuje.
Hilbert klade na rozdil od Russella pozadavek, aby se logika vyvijela s aritmetikou
paralelné. Poincaré vSak dokazuje, Ze i v Hilbertové logice je ¢islo pouzito diive,
nez je zavedeno, a to ve dvou vyznamové odlisnych pfipadech, jednak pfimo v axi-
omech™ a jednak v ditkazu bezespornosti p¥i nasledujici tvaze: Za proménnou lze
u tohoto dukazu dosadit pouze kombinace symboli 1 a = bez standardniho vy-
znamu. Jejich skryté definice maji byt uvedeny v axiomech, které proto na rozdil
od logiky Russellovy vyzaduji dikaz bezespornosti. Hilbert se v ném snazi vyhnout
pouZiti axiomu uplné indukce. Zjistuje, Ze na spor nenarazi pokazdé v kone¢ném po-
¢tu kroku. Poincaré vSak zminuje, Ze zde pouZivame pojem kone¢ného ¢isla. Jak jej
Ize definovat? Jednou moznosti by byla skryta definice v axiomu indukce, coZ neni
mozné, nebot by to znamenalo definici kruhem. Druhou moZnosti je definovat jej
rekurentné za predpokladu, Ze axiom tplné indukce nebudeme pokladat za skrytou
definici kone¢ného ¢&isla, ale za apriorni synteticky soud. Tuto druhou moznost, ktera
by dle Poincarého byla jediné korektni, vSak Hilbert neuvedl, a dle Poincarého tak
rekurentni uvazovani nerozpoznal. Ani Hilbertova logika tak dle Poincarého nepfi-
spéje k dikazu, Ze definice pfirozeného ¢isla prostfednictvim axiomu tplné indukce
neimplikuje kontradikeci.

V oblasti geometrie vSak Poincaré axiomy, které se bezprostiedné nevazi na arit-
metiku, za skryté definice povazuje a s logicisty fakticky neni ve sporu.” Souhlasi
s Couturatem v tom, Ze se v geometrii pouZziti axiomu indukce v takové mife ne-
vyskytuje, ale nesouhlasi s jeho vyrokem, Ze se nevyskytuje vibec. Upozoriuje,
7ze se o néj opird i Hilbert v dilkaze bezespornosti svych geometrickych axiomi,
byt pfes sviij aritmeticky model. A axiom indukce bude muset byt pouZit vzdy,
i pfi dukazu bezespornosti jakéhokoliv jiného systému, nebot moznych disledka
axiomu je nekone¢né mnoho.

5.4.3 Opozice intuicionistt

Programem intuicionismu, ktery od roku 1907 budoval vyznamny holandsky mate-
matik Luitzen Egbert Jan Brouwer (1881-1966), bylo vyhnout se paradoxim teorie
mnozin odmitnutim aktualniho nekoneéna.” Brouwer se tim vymezoval i proti Hil-
bertovu stanovisku ve véci formalizace matematickych pojma.” Namit4, Ze pojmy,
které Hilberttiv formalismus stanovuje, stejné jako jeho véty, které byly formalné
odvozeny spravné, nemuseji mit spojitost s realitou nebo mohou byt dokonce v pro-
tikladu s realitou. Matematické pojmy maji dle Brouwera vzdy intuitivni obsah
a matematika v kontaktu s realitou ziistat musi.”

71« ¢, .. v ciffe 1] neni obsazen pojem &isla, protoZe se rozumi samo sebou, Ze 1 je zde jen sym-

bol’ |...]| ‘Skupiny [Zusammenfassungen| utvofené z tohoto pfedmé&tu, dvakrat, tiikrat &i vickrat
opakovaného [...]” Aha! Tentokrat uz tomu tak neni, jestlize uvadi slova dva, tfi a dokonce vice,
zavadi pojem ¢&isla. Definice koneéného pfirozeného ¢isla, ktera prijde za chvilku, pfijde pozdé.”
([Poincaré 1905], s. 81f).

"2Pouze v tomto pfipadé je tak opravnéné oznacit Poincarého za konvencionalistu.

3Viz ([Fiala 2006a], s. LXXII-LXXIII), srov. ([Trlifajova 2011, s. 98f).

74Patrné to bylo dale v Brouwerové inauguraéni feéi z roku 1912. Viz ([Blumenthal 1935], s. 423;
pieklad s. 142).

5V tomto se tedy Brouwerova namitka nelisi od té Poincarého.
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V zékladu matematiky podle Brouwera nestala ani logika ani jazyk, nybrz mate-
matika logiku i jazyk predchazela.”® Pro naplnéni svého programu hodlal Brouwer
prizpisobit logiku matematice. Existence matematickych pojmu byla zarucena dii-
kazem, Ze je mozno tyto pojmy v mysli zkonstruovat, nikoliv vSak spornym diikazem
toho, Ze zkonstruovat nejdou. Tim Brouwer zpochybnil od doby Aristotela obecné
pfijimany logicky zékon vylouc¢eného tietiho; Vyroky, které nelze dokazat ani vyvra-
tit, dle Brouwera v matematice existuji, a to vyslovné v matematice nekone¢nych
mnozin. Tim v8ak zaroven znemoznil vibec jakykoliv dikaz sporem, kvili ¢emuz
by velka ¢ast vét tehdejsi matematiky musela byt dokizana jinak a mnoho by jich
nemohlo byt dokézano vibec (viz nize).

Byvaly Hilbertuv zdk Hermann Weyl, ktery se postavil na Brouwerovu stranu
se v této véci vyjadiil: “Je trpkym, ale neodvratitelnym faktem, Ze lze z tohoto
hlediska udrzet jen ¢ast, mozna jen velmi malou &ast klasické matematiky.””” Brou-
wertv program v pribéhu let obecné nalézal ohlas predevsim mezi mladymi mate-
matiky. Kodifikovan byl az roku 1925 [Brouwer 1925].

5.4.4 Hilbertav program po 1. sv. valce

Hilbert vidél v intuicionismu hrozbu pfedevsim kvtli mozné ztraté matematického
kulturntho dédictvi a ke konci 1. sv. vilky se vratil ke svym tvahédm z roku 1904.
Oproti kongresu v Heidelbergu je v3ak nyni cilem tzv. Hilbertova programu axioma-
tizace celé matematiky, tj. nalezen{ kone¢ného systému axiomi, z néhoz jiz pujde
odvodit celou matematiku.”® Hilbert pfedné rozlisuje mezi matematikou realnou
a idealni, neboli finitni a transfinitni. Transfinitni matematika zahrnuje prostied-
nictvim kvantifikatori nekoneéno a zjednodusuje vyjadfovani o finitni matematice.
Je v8ak jen jejim konzervativnim rozsifenim, tj. vSechna tvrzeni, odvozena transfi-
nitnimi prostfedky, méa byt moZno odvodit i finitné. Za timto ucelem maji byt
jednak v8echna tvrzeni matematiky prepsana do symboliky formalizovaného jazyka
a jednak ma byt stanoven (taktéz koneény) systém odvozovacich pravidel pro mani-
pulaci s témito symboly. To umozni jednak ryze mechanicky odvodit ze stanovenych
axiomu onu sadu vSech tvrzeni matematiky a jednak dokazat bezespornost stano-
veného systému matematiky, a to pii uziti pouze finitnich prostfedkt.”™ Hilbert
usiloval o zachovani integrity matematiky tim, Ze ji u¢in{ jistéjsi a divéryhodné&;jsi
tam, kde operuje s aktualnim nekonecnem. Diky jedinému logicko-symbolickému
systému, ktery bude mit ucelenou forméalni strukturu, ale zadny obsah, tak budou
dle Hilberta obhéjena ohrozena matematickd témata. V tomto kontextu vSak po-
znamenejme, Ze sjednocovani matematiky na zakladé logiky vede k pokracujicimu
vyprazdiovani intuitivniho obsahu pojm.

Hilbert se programem pro teorii ditkazu zabyva nejprve ve tfech vyznamnych
pfednaskach: v Ziirichu [Hilbert 1918], z roku 1922 v Hamburgu [Hilbert 1922a]
a z téhoz roku v Lipsku [Hilbert 1922b]. Pfitom jej v kazdé z nich znovu obmé-
nuje a vylepSuje. V prvni pfednésce, nazvané “Axiomatisches Denken”, navazuje
na uspéchy axiomatické metody v pracich svych kolegti: Ernsta Zermela v teorii
mnozin a Bertranda Russela a Alfreda N. Whiteheada v aritmetice.? V prednasce
z Hamburgu se poprvé stavi na obranu dosavadniho pojeti analyzy proti vytkam in-
tuicionistd, pficemz vyslovné jmenuje Weyla a Brouwera. Podéava vycet, které ¢asti
predevsim novéjsi matematiky nejsou s jejich pojetim slucitelné:

76 Jazyk byl pFitom jen prostiedkem k objasnéni matematickych konceptii.

77“Daf von diesem Standpunkt aus nur ein Teil, vielleicht nur ein kiimmerlicher Teil der klas-
sischen Mathematik zu halten ist, ist eine bittere, aber unumgéngliche Tatsache.” ([Weyl 1928a],
s. 87).

"8Soucasti tohoto pozadavku je tedy i ditkaz Gplnosti stanovené teorie.

"Viz ([Dostalova 2010], s. 104f), srov. ([Bediirftig — Murawski 2015], s. 92fF).

80Viz (|[Bernays 1970], s. 200f).
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e obecny koncept iracionalniho ¢&isla,
e problémy v teorii funkci,

e Cantorova transfinitni ¢isla a jeho objevy v teorii mnozin véetné spocitatel-
nosti podmnoziny nekoneéné mnoziny,

e véta, ze mezi nekoneéné mnoha ¢isly existuje nejmensi,
e logicky zakon vyloudeného tietiho.5!

Dale zde Hilbert ostfe oddéluje logicky (metamatematicky) a obsahovy formalis-
mus®? a pro oba zavad{ vlastni znaky.®® Zminény princip vylouceného tietiho zde
také vlastnim zpisobem formalizuje. Na sjezdu piirodovédci v Lipsku 1922 zahr-
nuje do své formalizace matematického ditkazu také Zermeliv axiom vybéru.8* Dvé
Hilbertovy nasledujici vyznamné piednasky, Uber das Unendliche [Hilbert 1925]
v Miinsteru®® a druha prednaska z Hamburgu, prednesena roku 1930 [Hilbert 1931],
se kromé dalsiho rozsifeni teorie dikazii zabyvaji Cantorovym problémem kontinua.
Dosud byl Hilbertiv program pouze v jednotlivych studiich, kompaktni mono-
grafii vydava Hilbert az roku 1928 ve spolupraci se svym studentem Wilhelmem Ac-
kermannem [Hilbert — Ackermann 1928] pod nézvem Grundziige der theoretischen
Logik. (Nasledné vydava Hilbert spoleéné s Paulem Bernaysem v letech 1934 a 1938
dva dily mnohem $irgich Grundlagen der Mathematik [Hilbert — Bernays 1934].56

81Viz ([Hilbert 1922a], s. 159f).

82Jiz u Peanovy prace Arithmetices principia, viz ([Peano 1889b], s. 86-93, 94-97).

83Negaci zde ale pFipousti pouZit jen u nerovnic, co# je dle Paula Bernayse poziistatek z doby,
kdy jest& zminéné oddéleni nebylo provedeno ([Bernays 1970], s. 203).

84 ([Hilbert 1922b], 178f). Pfednaska méla oproti publikovanému é&lanku jiny nazev, a to
“Das Auswahlaxiom in der mathematischen Logik”. Poznamenejme, Ze se setkani ucastni i uci-
tel matematiky Martin JaSek (1879-1945) z Plzné se zpravou o objevu Bolzanovy funkce.
Viz [JaSek 1922c|, srov. [Zeman 2016].

857de se Hilbert vztahuje ke Cantorovym transfinitnim &slim, jejich zobrazitelnosti pomoci typi
proménnych a odtud pochéazi téz jeho znamy vyrok “Nikdo nés nemiize vyhnat z raje, do néjz nés
Cantor pfivedl.” ([Hilbert 1925|, s. 170). Poznamenejme, Ze prednaska je shrnutim Hilbertovych
univerzitnich pfednasek se stejnym nézvem z roku 1924 (Amtliches Namensverzeichnis 1924-1925,
s. 24), tedy z doby, kdy je v Gottingen na studiich i vyznamny &esky matematik Vojtéch Jarnik
(1897-1970). V literatufe je vSak uvedena jen jeho tfast na prednaskach Hilbertovych kolegii
(viz [Becvarova — Netuka 2010, s. 27).

86Ve druhém dile se jiz reflektuji Godlovy véty o neuaplnosti, podle nichz které
v kazdé teorii (asponi tak bohaté jako Peanova aritmetika) jsou nedokazatelnd tvrzeni.
Viz ([Sieg — Ravaglia 2005], s. 990).
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Kapitola 6

Komentar ke Grundlagen der
(Geometrie

V této kapitole se jiz konkrétné zamérime na Hilbertovu knihu Grundlagen der Ge-
ometrie z roku 1899 [Hilbert 1899] a pokusime bliZe nastinit obsah prvnich dvou
kapitol knihy a vysvétlit dobové i vécné souvislosti, nutné k jejich pochopeni. Postu-
povat budeme sekvencéné. Nejprve predstavime zpusob implicitnich definic zaklad-
nich pojmt a vztaht v axiomech, a dale Hilbertovo rozdélent axiomt do skupin (§ 1),
Zejména se zaméfime na axiomy spojitosti (§ 8) v kontextu s otdzkou o bezespornosti
geometrie. K tomu popiSeme konstrukci aritmetického modelu axiomt geometrie,
ktery Hilbert pro diikaz bezespornosti pouziva (§ 9). Vyklad doplnime konkrétnimi
piiklady ¢&i protiptiklady, kterymi se budeme snazit ozfejmit napojeni problému
bezespornosti geometrie na problém jeji spojitosti. Dale uvedeme Hilbertovy mo-
dely pro geometrii, ve které neplati axiom o rovnobézkach (§ 10), a pro geometrii,
ve které neplati axiom o shodnosti trojahelnika (§ 11). V prvém piipadé jej dame
do kontextu s Hilbertovou pozdéjsi praci vyhradné na téma neeukleidovské geome-
trie, ve druhém piipadé provedeme studii mozného vlivu Hermanna Minkowského
na Hilbertovu konstrukci modelu.! Na konec se pokusime nastinit hlavni davody,
které Hilberta k napsani dila vedly, a nékteré klicové dasledky jeho pojeti axioma-
tiky geometrie.? Pokusime se pfedlozit takovy vyklad, ktery by pomohl novackovi
se v textu orientovat.

Hilbertovy vysledky z dalsich kapitol, tj. tykajici se teorie proporci, Pascalovy®
a Desarguovy véty, stejné jako eukleidovskych konstrukci do zkouméni nezafazu-
jeme.

6.1 Axiomy geometrie a jeji zakladni prvky

Od zacatku dila Grundlagen der Geometrie operuje Hilbert v prostoru a zavadi
Hilbert své tii zakladni pojmy — body, pfimky a roviny — jako t¥i rtzné systémy
véel (Systeme von Dingen). Toto souslovi pouzil jiz pfed nim Dedekind, pfi¢em?
slovo systém uzival v tomtéz vyznamu jako mnozina a véc definoval jako “predmét
naseho mysleni” (Gegenstand unseres Denkens).* To mélo i u Hilberta, v souladu
s jim zamyslenou radikalni abstrakei od nazoru, vyjadfit, ze zavedené pojmy nene-
sou od zacatku tentyz standardni vyznam, ktery nesou v obycéejném jazyce. Urcity
konkrétni vyznam ziskavaji az skrze jednotlivé axiomy, které mezi témito pojmy

1Obé¢ tato témata jsou nae ptvodni a v literatufe probirana nejsou.

2 Autory, ktefi axiomatizovali aritmetiku a logiku, uvadime v kapitole 5.
3Terminologie dle Hilberta, véta je nyni pfisuzovana Pappovi.

4Viz ([Dedekind 1888], s. 344).
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zavadéji vztahy, coz komentoval jeho souCasnik, matematik a fyzik Henri Poincaré
takto:

“Co je to za ‘véci’? To nevime a ani védét nemame, dokonce by bylo
nepiistojné po tom patrat. Jediné, co mame pravo védét, je to, o em nas
poucuji axiomy, napf. tento: dva rtzné body uré¢uji vzdy jednu p¥imku

[' » ]775

Toto pojeti mélo také za nasledek, Ze se pfi zaméné vSech vyskytd urcitého
zékladnfho pojmu, tfeba slova bod, za jakékoliv jiné slovo, ptivodni teorie nezméni.
Uzit by pfitom bylo mozné i zcela vymyslena slova, kterd dosud postradala smysl,
coz Dedekind navrhoval jiz roku 1876 v dopise Lipschitzovi jako vhodny prostiedek
pro analyzu bezespornosti té které teorie (jmenovité napt. Eukleidovy geometrie
& realnych ¢isel):

“Nahradit v8echny umélé vyrazy libovolnymi nové vymyslenymi (dosud
bezvyznamnymi) slovy, je li budova dobie zkonstruovana, nesmi toto
zapficinit jeji z¥icent |...]|"°

A¢ se tyto Hilbertem stanovené axiomy navenek velmi podobaji axiomtim a po-
stulatim Euklidovym ¢&i zakladnim vétam Paschovym, na vyznamové arovni se pak
od nich vyrazné odlisuji. Tyto axiomy jsou implicitnimi definicemi” zminénych za-
kladnich pojmi (systémi véci), které se v nich vyskytuji, ale také Hilbertem pouzi-
vanych zakladnich vztaht incidence, usporadani (byti mezi) a shodnosti. Nap¥. vyse
uvedeny axiom je tak ¢asti implicitni definice bodu, pfimky a vztahu incidence.
Zcela definovan, brano z druhé strany, je totiz urdity zakladni pojem & vztah te-
prve skrze vSechny axiomy, ve kterych se vyskytuje. Jeho vyznam je tedy ovlivnén
tim, které axiomy jsme zavedli a které ne. Pro Hilberta je pak to, Ze je takovy sys-
tém véci vitbec mozny (tj. Ze véci existuji), zaruceno ditkazem bezespornosti takto
arbitrarné stanoveného systému axiomu (viz nize). Ur¢ity novy pojem v Hilbertovée
pojeti matematicky existuje jen tehdy, pokud je podén diikaz bezespornosti vSech
jeho znakii:

“Podari-li se v8ak dokazat, Ze znaky, pridélené pojmu, nemohou v ko-
neéném poctu logickych kroki nikdy vést na spor, potom feknu, Ze je
tim dokédzana matematicka existence pojmu , napf. ¢isla nebo funkce,
ktera splituje jisté pozadavky.”®

Na rozdil od svych predchiidcii usporadal Hilbert své axiomy geometrie do sku-
pin, a to nasledovné: axiomy incidence (I), axiomy usporadéani (IT), axiomy shodnosti
(IIT), axiom o rovnobézkiach (IV) a axiomy spojitosti (V). Kazda z téchto skupin
méla dle Hilberta “vyjadfovat jistd vzajemné souvisejici zakladni fakta o naSem

5Viz (|[Poincaré 1904], s. 29).

64[...] alle Kunstausdriicke durch beliebige neu erfundene (bisher sinnlose) Worte zu ersetzen,
das Gebédude darf, wenn es richtig construirt ist, dadurch nicht einstiirzen |...]” ([Dedekind 1932a],
s. 479).

"Vice k tématu viz napi. ([Weyl 1944], s. 264). Ve francouzském prostiedi misto terminu défini-
tions implicites (napf. [Dubucs 1992], s. 217) pouzival H. Poincaré téZ termin définitions deguisées
(doslova prevlecené definice). Jifi Fiala jej v soudobém sborniku Poincarého textt pfelozil jako
skryté definice (viz [Poincaré 2010], s. 65, 85, 170) vici originalam ([Poincaré 1908], s. 131, 185)
a ([Poincaré 1912], s. 503) dfive jako maskované definice (viz [Fiala 2010], s. 193) vaéi originalu
(|Poincaré 1891] s. 773).

8«Gelingt es jedoch zu beweisen, daR die dem Begriffe erteilten Merkmale bei Anwendung einer
endlichen Anzahl von logischen Schliissen niemals zu einem Widerspruche fiihren kénnen, so sage
ich, daft damit die mathematische Existenz des Begriffes, z. B. einer Zahl oder einer Funktion,
die gewisse Forderungen erfiillt, bewiesen worden ist.” ([Hilbert 1900], s. 301).
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nazoru.”” Systém axiomi mél splitovat tii pozadavky: nezavislost, tplnost a be-
zespornost. Pojem nezavislosti v tomto pripadé znamené, Ze nelze zddny axiom
vyvodit z axiomt ostatnich.!® O tplnosti axiomatického systému mluvime, pokud
je v ném kazdé tvrzeni bud dokazatelné, nebo vyvratitelné. Pokud je néjaké tvrzeni
soucasné dokazatelné i vyvratitelné, je teorie sporna, pokud se takové tvrzeni ne-
vyskytuje, je bezesporna, neboli konzistentni. Pravé dikaz vzajemné bezespornosti
axiomu oznacuje Hilbert na Mezindrodnim kongresu matematika v Pafizi v roce
1900 za nejdiulezit&jsi ze viech problémii, které se na poli axiomii vyskytuji.!! Pied-
tim, nez Hilberttuv diikaz bezespornosti pfedstavime, se vSak blize zaméfime na pro-
blém spojitosti.

6.2 Axiomy spojitosti

Mezi axiomy spojitosti patii Archimédiav axiom (V1) a axiom tuplnosti (V2). Ar-
chimédiuv axiom V1 vypovid4d o tom, Zze pokud na piimce, na niz lezi tfi rizné
body, klademe kratsi tsecku, kterou vytinaji dva z nich, nékolikrat za sebou smé-
rem k bodu tietimu, vzdy se po ur¢itém poétu krokt dostaneme za né&j.'? Tento
axiom je ale pouze nutnou podminkou spojitosti, nikoliv postacujici.

Axiom tplnosti'® V2 vyjadiuje, ze sjednoceny systém bodi, p¥imek a rovin
(pivodné tif riznych systémii véci) se nemuze rozsifovat o dalsi systém véci tak,
7e by zéarovei v takto rozsifeném systému platily pfedchozi axiomy I-V1.14 V tomto
ohledu jej lze, v odpovidajici podobé, pouzit i jako posledni axiom jakéhokoliv ji-
ného axiomatického systému.'® Pro p¥isludny spojeny systém véci, v naSem piipadé
pro geometrii, proto tento axiom zarucuje jednoznacnost, ale predev8im spojitost.
Hilbertiv student a pozdéjsi kolega Paul Bernays poznamenavé, Ze ze znéni axi-
omu uplnosti neni na prvni pohled zfejmé, Ze vyjadiuje také pozadavek spojitosti
a ze je tento ziejméjsi napt. z Cantorova axiomu, jimz se zavadéji redlna ¢isla jako
posloupnosti vnofenych intervali.'6

V prvnim vydani Grundlagen der Geometrie byl uveden pouze axiom V1, a to
doslova pod timto oznacenim: “Skupina axiomt V: axiom spojitosti (Archimédav
axiom)”.17 Jak jsme ale uvedli, tento axiom spojitost nevyjadioval a 3lo tedy o Hil-
bertovu chybu, na kterou jej upozornil teprve recenzent. V nésledujicich vydanich

94...jede Gruppe| driickt gewisse zusammengehérige Grundtatsachen unserer Anschauung

aus.” ([Hilbert 1899|, s. 2; preklad s. 62).

108rov. pozn. 7.

11Vig ([Hilbert 1900], s. 300). Poznamenejme, ze Minkowského na Grundlagen zaujalo nejvice,
ze Hilbert neuvedl ¢tvrty Eukleidiv postulatu o shodnosti pravych ahli mezi svymi axiomy, ale
jako vétu. Dne 5. 6. 1899 pise Hilbertovi: “Dafl das Euklidische Axiom uber die rechten Winkel
beseitigt ist, wird besonders auffallen.” (Minkowski Hilbertovi, 5. 6. 1899; [Minkowski 1973], s. 116).

12 Tato vlastnost vyskytovala jak u Eukleida (viz nize), tak u Pascheho ve formé& véty.

13Stejné jako v piipadé nezavislosti (viz pozn. 7) miZe i v piipadé uplnosti nastat nedorozuméni
kvili terminologii. Tento axiom tplnosti V2 vyjadfuje tplnost systémi véci (tedy zakladnich prvkia
— bodi, pfimek, rovin). Oproti tomu jsme se vySe (text za pozn. 10) zmifiovali o Gplnosti systému
axiomil. Axiom V2 o ni nevypovida a ani jeho vyskyt tuto vlastnost neovliviiuje.

MPptitomnost Archimédova axiomu V1 (nebo odpovidajiciho axiomu) vyzaduje Hilbert vy-
slovné. Geometrii, ktera spliiuje jen axiomy I-IV, avSak nespliuje V1, lze totiz vzdy rozsifovat
o dalsi body, aby ony axiomy I-IV zustaly v platnosti, coz je se smyslem axiomu V2 v rozporu.
Viz ([Hilbert 1899|, s. 31ff; preklad s. 75). To dokazuje, jinymi slovy fe€eno, ze Archimédiv axiom
V1 je na téchto axiomech I-1V a V2 zavisly. Pouze na axiomech I-1V vsak zavisly neni, coz Hilbert
dokazal ve druhé kapitole Grundlagen modelem geometrie, ve které tyto axiomy I-IV plati, axiomy
V1 a V2 vsak neplati. Tato geometrie se nazyva nearchimédovskd. Ohledné nezavislosti axiomu
aplnosti V2 viz nize v textu. Viz ([Hilbert 1899, s. 47-50; preklad, s. 83—85).

15Sam Hilbert jej poprvé pouzil az p¥i své axiomatizaci aritmetiky, ktera nasledovala aZ po jeho
axiomatizaci geometrie. Stalo se tak v prednasce Uber den Zahlbegriff z podzimu 1899, tedy
mezi prvnim a druhym (jiz opravenym) vydanim dila Grundlagen der Geometrie. Tuto prednasku
publikoval Hilbert o rok pozdégji jako ¢lanek. Viz ([Hilbert (Zahlbegriff) 1900], s. 240).

16Viz ([Bernays 1970], s. 197f).

17Vizg ([Hilbert 1899b], s. 95).
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se jiz vyskytuji oba axiomy spojitosti V1 a V2. Uvedena chyba méla delsi vyvoj
a Hilbert obé oznaceni, tj. “Archiméduv axiom” a “axiom spojitosti”’, ¢asto zamé-
noval. Uvedme nejprve v8e, co mohl u Hilberta “Archimédiiv axiom”, resp. “axiom
spojitosti”, oznacovat:

1. originélni tvar Archimédova axiomu, uvedeny v Grundlagen jako V1,
2. projektivni tvar Archimédova axiomu,
3. Weierstrasstv axiom.

Zminili jsme také vySe, ze se “axiom spojitosti” vyskytoval uz u Pasche, aby jej
vzapéti odmitl. Tento byl ve tvaru Weierstrassova axiomu. Pasch uvedl také axiom,
ktery je totozny s Hilbertem piedstavenym druhym projektivnim tvarem Archimé-
dova axiomu. Tento jiz p¥ijal.'® Hilbert ve svych pFednaskich (GG) pouzival, stejné
jako Pasch, jak “axiom spojitosti”, ktery oznac¢oval Weierstrassuv axiom, tak “Archi-
médiv axiom”, o némz se zminuje v poznamce a ktery mini v projektivnim tvaru.
Uvedeny “axiom spojitosti” oproti Paschovi jiz Hilbert piijima.'® V nasledném do-
pise Kleinovi (BG) uvadi jen “axiom spojitosti” (op&t Weierstrassuv tvar), ktery
se od tvaru v (GG) li8i jen v detailu. V prazdninovém kurzu pro ucitele 1898 (FK)
uvadi jen “Archimédav axiom” v originalni podob&,?® védom si toho, Ze spojitost
nevyjadiuje, nebot jeho cilem je predstavit geometrické konstrukce bez nutnosti spo-
jitosti. V néslednych pfednaskach (EG) i vypracovani (SG) jsou vSechny tii podoby
vyétem uvedeny jako podoby “Archimédova axiomu”.?! Podotknul viak, Ze tyto t¥i
podoby nejsou zcela rovnocenné a Ze prvni jeSté nezajistuje iplnost, a tedy ani spo-
jitost, na rozdil od ostatnich dvou.??

Puvodné se Archimédiv axiom nachézel jiz v Euklidovych Zdkladech ve formé
tvrzeni (kniha V, tvrzeni 4).2 Axiom V2 ani 7zadn4 jeho alternativa se v Eukleido-
vych Zdikladech nenachazel. Hilbert proto geometrii eukleidovskou?* nazyval ve své
knize takovou geometrii, kterou lze odvodit jiz z axiomi I-V1. Jak bude nize vysvét-
leno, takovychto eukleidovskyjch geometrii najdeme nekoneéné mnozstvi a az na tu,
ve které plati navic V2, jsou v8echny nespojité. Tento specialni piipad eukleidovské
geometrie o axiomech I-V2, kterd zaroven odpovida nasi bézné analytické geomet-
rii, nazyval Hilbert geometrii kartézskou. Zaroveih poznamenal, Ze ackoliv axiom V2
neobsahuje bezprostfedné zadny vyrok o pojmu konvergence, l1ze v kartézské geome-
trii dokédzat existenci meze, odpovidajici Dedekindovu fezu,?® ¢mz minil délici bod
z Dedekindova postulatu.?® Dokéazat lze dle Hilberta i Bolzanovu vétu o existenci

18Viz ([Toepell 1986], s. 7, 78). Byl uveden jako disledek Paschova axiomu shodnosti. Termin
“Archimédiv axiom” Pasch nepouzil.

Vig tamtéz, s. 74, 78.

20Viz tamtéz, s. 127.

21Viz tamtéz, s. 192, 221.

22V nasem textu budeme dale ctit terminologii druhého a nasledujicich vydani Grundlagen: Jako
“Archimédtv axiom” budeme oznacovat pravé onen slabsi prvni tvar a oznaceni “axiom spojitosti”
pouzivat nebudeme.

23Proto mluvime o originalnim tvaru.

24Stanovme nasledujici konvenci: pokud budeme hovofit o eukleidovské geometrii v Hilbertové
terminologii, nikoliv o eukleidovské geometrii v bézném chapéni tohoto pojmu, vyznacime ji kur-
zivou.

25Vig ([Hilbert 1899], s. 33; preklad, s. 76). Dedekind zkonstruoval mnozinu realnych ¢isel po-
moci tzv. fezli. Termin Dedekindiiv fez oznacuje dvé disjunktni mnoziny racionalnich ¢isel, jejichz
sjednoceni da celou mnozinu racionélnich ¢&isel, a je téz ztotoznovan s ¢islem, které toto rozdéleni
zapricinuje. To vSak mutze byt jak racionalni, tak iracionalni. MnoZina vSech takovych ¢isel bude
mnozinou &isel realnych. Viz ([Epple 1999], s. 379f).

264Rozdélime-li viechny body pfimky na dvé tiidy tak, Ze kazdy bod prvni t¥idy lezi vlevo
od kazdého bodu druhé t¥idy, potom existuje jeden a pravé jeden bod, ktery déli vSechny body
na tyto dvé tridy, tedy bod, ve kterém je pfimka na tyto dvé ¢asti rozstiizena.” ([Dedekind 1872],
s. 322). Divodem, pro¢ Hilbert namisto tohoto postulatu pouZil pro zajisténi spojitosti dvojici
axiomi (V), byla dle interpretace Halletta a Majera jeho uzka provazanost s aritmetickym svétem.
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hromadnych bod.?”

6.3 Aritmeticky model pro diikaz bezespornosti

Po stanoveni systému axiomi geometrie v prvni kapitole predstavuje Hilbert v ka-
pitole druhé dtikaz jejich bezespornosti prostfednictvim konstrukce aritmetického
modelu.?® Pro jistotu nejprve uvedme, Ze standardni geometrické interpretace sys-
tému axiomli geometrie, ve které jsme intuitivné zvykli uvazovat o stanovenych
systémech véci, jakozto skuteénych bodech, pfimkach a rovinéach, je v Hilbertové
pojeti taktéz pouhym logicko sémantickym modelem na stejné Grovni jako kteryko-
liv jiny.??

V aritmetickém modelu uvazujeme pod onémi vécmi, které nazyvame “body”,
pouze jejich kartézské soufadnice, tj. uspofadané dvojice &isel (z, y), a pod vécmi,
které nazyvame “piimkami”’, usporadané trojice &isel (m : n : s), kde m a n nejsou
zéroven nula.3® O tietim systému véci, “rovinach”, zde Hilbert nemluvi. Uvedeny
aritmeticky model tvofi jen pro dvojrozmérnou geometrii a poznamenava pouze,
ze rozsiteni do tfetitho rozméru by jiz nebylo obtiZzné.

Pro uvedenym zpiisobem pozmeénénou interpretaci zédkladnich pojmi maji byt
nyni stanovené axiomy I-V2 splnény, Dosazujme-li za ony proménné z,y,m,n,s
realné ¢&isla, platnost axiomt ovéfime snadno.?! Zarovei tim s odvolanim na beze-
spornost aritmetiky realnych ¢isel podavame diikaz bezespornosti geometrie o uve-
denych axiomech I-V2, tj. geometrie kartézské dle Hilbertovy terminologie.??

Hilbert vSak ve druhé kapitole Grundlagen postupoval jinak. Nejprve konstru-
oval aritmeticky model pro dikaz bezespornosti libovolné geometrie eukleidovské,
tj. model, ve kterém jsou splnény zatim jen axiomy I-V1. Samoziejmé, jestlize nas
predchozi model, ve kterém jsme za proménné x,y, m,n,s dosazovali redlné &isla,
splioval axiomy I-V2, spliioval i axiomy I-V1. Ptejme se vSak s Hilbertem nové:
Lze za ony proménné dosazovat i vybérem z né&jaké uzsi mnoziny? Pokud ano, ktera
mnozina bude ta nejmensi mozna? Muze jit napf. jen o ¢isla cela?

Predné, jak vyzaduje Archimédav axiom V1, tato mnoZina musi byt n&jakym
algebraickym télesem, tj. strukturou, ktera obsahuje vysledky operaci s¢itani a naso-

Hilbert se snaZil vybudovat svou geometrii bez pouZiti pojmu é&isla. Viz ([Hilbert 2004], s. 430),
srov. nize v textu kap. 6.8.

27Viz téz ([Bolzano 1882], s. 27). Tj. Bolzano-Weierstrassovu vétu. Takto byla znama uz v Hil-
bertové dobé na zékladé pojmenovani H. A. Schwarze, viz ([Sebestik 1992], s. 107). Neni znamo,
pro¢ zde Hilbert nepouzil Weierstrassova jména. Lze vidét paralelu téz v ozna¢ni Weierstrassova
axiomu za axiom spojitosti (potazmo chybné za Archimédiiv)? NejspiSe ne, protoZe stejné tak jed-
nal i M. Pasch, i Klein, od néhoz Pasch tento axiom pfijal (|[Toepell 1986], s. 7). Kronecker zemfel
v roce 1892, Weierstrass v roce 1897, tedy dlouho pfed vydanim Grundlagen. Navic Hilbertiv
pritel Adolf Hurwitz byl vydavatelem Weierstrassovych prednasek.

28U Hilberta nerudi za bezespornost eukleidovské geometrie pouhy nazor, na rozdil od Pascho-
vych a Eukleidovych axiomu. Hilbert se opfe o bezespornost aritmetiky.

29Hilberttv systém axiomii mél umoZnit vice sémantickych interpretaci a mél byt otevieny
pro rtzné modely. Viz ([Gray 2011], s. 385). To i v piipadé obmény tohoto systému axiomd,
viz nize v textu nésledujici kap. 6.4.

30Vyraz “bod lezi na piimce”, ktery se vyskytuje v axiomech, bude v tomto pojeti znamenat,
ze &isla @, y,m,n, s vyhovuji jisté rovnici: mz + ny + s = 0. Body (z,y) pak budou lezet na p¥imce
(m : n:s). Viz ([Hilbert 1899], s. 34; pfeklad, s. 76).

31 Axiomy incidence I tim, Ze bod a p¥imka vyhovuji rovnici z pfedchozi poznamky, axiomy
usporadani II tim, Ze je té&leso redlnych &isel usporadané, axiomy shodnosti III, které umoziuji
provadéni geometrickych operaci (viz niZe), tim, Ze soufadnice bodu po jejich provedeni budou
opét realné, axiom o rovnobézkach IV tim, Ze pro danou pfimku (m : n : s) a dany bod Ag[zo,yo]
mimo ni existuje jedin& pfimka (m : n : t), spliujici rovnici mzo +nyo +t = 0, aby zaroven zadny bod
Alz,y], ktery vyhovuje mx + ny + t = 0, nevyhovoval souc¢asné rovnici pro piivodné danou p¥imku
(m :m:s), tj. mez+ny+s=0. Nakonec jsou splnény i axiomy spojitosti: Archimédiv axiom
V1 proto, ze jsou realna ¢&isla archimédovskym télesem, a axiom uplnosti V2 proto, ze mnozinu
realnych &isel nelze pfi zachovani predchozich axiomu rozgifovat o jakakoliv dalsi ¢isla.

32Rikéme pak, Ze realna &isla indukuji kartézskou geometrii.
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beni u v8ech dvojic svych prvkia. Toto téleso musi byt déle archimédovské, tj. uspo-
radané a s tou vlastnosti, Zze pfi zvoleni libovolnych dvou prvki lze nésobenim
mensiho z nich n&jakym celym ¢islem vzdy ziskat ¢islo, které bude vétsi nez Cislo
druhé. To by napf. racionalni &isla spliiovala, nepodafilo by se ndm vSak na nich
ovérit axiomy shodnosti I11I, které kromé prenaseni tsecek a thla, umoziuji také pro-
vadéni shodnych zobrazeni, tj. geometrickych operaci posunuti, osové soumérnosti
¢i rotace. Vysledkem naposledy jmenované operace rotace v aritmetickém modelu
s racionélnimi ¢isly by totiz jiz mohl byt i bod o iracionalnich souradnicich. Pti kon-
strukci hledaného télesa tedy musime kromé vSech aritmetickych operaci, nutnych
pro konstrukci télesa racionalnich ¢isel, tj. séitani, od¢itani, nasobeni, déleni, piidat
navic operaci odmocniny ze souctu ¢tverct, zkracend V1 +w?, kde symbol w znaci
prvek, ktery jiz v télese je.33

Takto zkonstruované téleso indukuje nejmensi moznou eukleidovskou geometrii,
ve které jsou splnény vSechny axiomy I-V1, a¢koliv v ni nékteré body nasi obycejné
geometrie (tj. u Hilberta kartézské) chybé&ji. Kazdé jeji rozsiteni o dalsi body potom
bude v aritmetickém modelu znamenat i rozsifeni prislusného algebraického télesa.
Maximalnim takovym rozsifenim je kartézskd geometrie a ji prislusné téleso real-
nych &isel. Hilbert kapitolu zakoncéuje takto: “Lze nahlédnout, Ze existuje nekoneéné
mnoho geometrii, které vyhovuji axiomtm I-V1, oproti tomu jen jedna jedina, totiz
geometrie kartézskd, ve které plati zaroven axiom tplnosti V2.73% K tématu patii
i metoda, kterou Hilbert uvedl az na konci kapitoly tfeti po redefinici Eukleidovy
nauky o proporcich, pro jednozna¢né pfifazeni realnych ¢isel (ne nutné vSech) viem
bodiim dané p¥imky (v piislusné eukleidovské, tj. i nespojité, geometrii).3

To, Ze se Hilbertovi pro zminéné geometrie (jak kartézské o axiomech I-V2, tak
eukleidovskych o axiomech I-V1) podatrilo nalézt aritmetické modely, v nichz byly
prislusné axiomy splnény, zédroven podle néj dokazovalo, Ze jsou tyto geometrie be-
zesporné. Predevsim v pfipadé geometrii eukletdovskijch to pro jejich nespojitost
nebylo vibec samoziejmé, a tento Hilbertiv pocin tak nelze povazovat za vyhradné
formalni.?® Kromé uvedeného ditkazu bezespornosti celého axiomatického systému
vyuzil Hilbert v druhé kapitole aritmetické modely i pro dikazy nezévislosti jednot-
livych skupin axiomi.

33Vysledné téleso, Hilbertem oznacované jako €, je mensi ne# téleso redlnych &isel a je oproti
nému spoclitatelné. Zaroven je i mensi nez Dedekindem navrzené téleso algebraickych CEisel,
které puvodné pouzil Dedekind pro ukédzani nespojitosti eukleidovské geometrie, a Hilbert tak
timto télesem Q Dedekindovu podminku zpfesiiuje. Viz ([Hilbert 1899], s. 34; preklad, s. 76),
srov. (|Dedekind 1888], s. 339). O konstrukei tohoto t&lesa v Hilbertovych Grundlagen referoval
téz Jiri Fiala, viz (|[Fiala 2011], s. 22). Vychodiskem mu v8ak byly geometrické konstrukce pravit-
kem a etalonem, uvedené az na konci dila v sedmé kapitole.

31Viz ([Hilbert 1899], s. 37).

35Na, pifmce stanovime dva body a oznacime je 0 a 1. Potom budeme vyslednou tsecku stale
pualit a v kazdém kroku pfifadime pfislusnému bodu éislo % Usetku mezi po¢atkem a timto
bodem znaci Hilbert 02%. Nanasime-li ji za sebou smérem k bodu 1, pfifadime vyslednym bodim
hodnoty 73, a nanasime-li ji na opagnou stranu, pfifazujeme hodnoty —Z%. Viz ([Hilbert 1899],
s. 67f; preklad, s. 94).

Tato metoda vyzaduje Archiméduv axiom V1, ktery zarucuje, Ze se v rozvoji zlomka % body
nenahusti jeSté na jiném misté pfimky nez u pocatku, a tedy, Ze ¢islo 0 nebude pridéleno dvéma
riznym bodim (viz nestandardni analyza). Vice k tématu viz ([Toepell 1986], s. 70ff). Zavedeni
nebo nezavedeni axiomu uplnosti V2 potom rozhoduje o tom, zda lze také opa¢nym smérem prifadit
bod vSem redlnym ¢&islim. To lze provést pouze v geometrii kartézské.

Pro zajimavost poznamenejme, Ze Hilbert toto téma ve zminénych piedchozich pfednéaskach
z roku 1898/1899 uvedl tryvkem z dramatu Gottloba E. Lessinga (1729-1781) Moudry Nathan,
pojednavajicim o tom, Ze nejvétsim divem ze vSech je, Zze nam jsou skuteéné divy skryty ve své
vSednosti. Hilbert zminil nasledné klicovou roli, kterou hraje obycejné ¢islo v prirodnich védach.
Viz ([Toepell 1986], s. 194).

360d tohoto mista, tedy pocinaje druhou kapitolou, jiz Hilbert pii svych vyzkumech axiom V2
neuvazuje a kdyz potom hovofi o celku vSech svych axiomdu, zistava na geometrii eukleidovské,
tj. na obecnéjsi drovni.
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6.4 Dikazy nezavislosti skupin axiomu

To, ze axiomy ztratily navaznost na nazor a pojmy, o nichz vypovidaly, se staly
zcela abstraktnimi a implicitné témito axiomy definovanymi, umoznilo obménou
axiomatického systému vytvaret zcela nové geometrie. To sice prinaselo nebezpedi,
7e takto vzniklé geometrie, zavisejici na libovili autora, nemusely mit pro obor
zaédny vyznam, ale zaroven to umoznovalo, dokazat tak jejich bezespornost a upevnit
je v jejich konstrukci na logickych zakladech. Pro jednotlivé axiomy to odpovidalo
moznosti je ze systému vyjimat, a tak dokazovat, Ze jsou nezéavislé.3” Nasledkem
vyjmuti jednoho takového axiomu miiZeme ze systému odvodit:

1. stejnou sadu tvrzeni jako piedtim (geometrie byla na axiomu nezavisla, axiom
byl nadbytecny),

d38

2. jinou sadu tvrzeni; pokud je tato bezespornd,”® potom byl axiom mnezdvisly.

Hilbert dokazuje nezévislost jednotlivych svych axiomt vic¢i ostatnim skupi-
nam.?® Axiomy skupin I a II zustavaji pfitom v platnosti vzdy, jejich nezavislost
Hilbert nedokazuje. Uvedeme nyni podrobné Hilbertovy dikazy nezavislosti skupin
IIT a IV paralelné s jeho dilem. V pifipadé nezavislosti axiomu III uvedeme porov-
nani s Minkowského dilem a budeme snazit prokazat nebo vyvratit jeho vliv na toto
dilo Hilbertovo. Dtkaz nezavislosti axiomu spojitosti V nebudeme rozpracovavat.

Podotknéme jen, ze zarovei zahrnoval popis novych nearchimédouvskijch geometrii.*°

6.5 Nezavislost axiomu o rovnobézkach IV a neeu-
kleidovské geometrie

Nejprve uvedme piesné znéni Hilbertova axiomu o rovnobézkach IV:

“Necht je a libovolnou piimkou a A bodem mimo ni: potom v roving,
uréené piimkou a a bodem A leZi nejvyse jedna primka, ktera prochézi
bodem A a neprotina piimku a.”4!

MiZeme nyni uvazovat jednak o geometrii postavené na axiomech I-III, V (ab-
solutni geometrii), jednak o geometrii, ve které plati negace axiomu IV a existuji
tedy body A, kde k pfimce a lze vést v dusledku dokonce nekone¢né mnozstvi rov-
nobézek, coz predstavuje hyperbolickou geometrii.*? Hilbert dodava, Ze lze dokazat,
7e axiom IV plati bud'to pro kazdy bod, nebo neplati pro zadny.

3"Méame pfitom dva vyznamy nezévislosti axiomu (viz téZ pozn. 7), méné Casto se hovori také
o nezavislosti geometrie na axiomu.

38Tj. aniz by v ni soutasné platilo n&jaké tvrzeni a jeho negace (viz kap. 6.3).

39Uvadi pfitom, Ze uvnitt kazdé ze skupin I, IT a IIT jsou jednotlivé axiomy vzajemné nezavislé
“v podstaté vzdy” ([Hilbert 1899], s. 38; preklad, s. 78).

40V nich oproti vyse uvedenym piikladim na neplatnost axiomu aplnosti V2 jiz neplati ani Ar-
chimédiv axiom V1. Poincaré oznacil tyto geometrie za Hilbertovu nejoriginalnéjsi koncepci
(|Poincaré 1903], s. 10). Hilbert se vSak v Grundlagen der Geometrie odkazuje v souvislosti s nimi
jiz na predchozi vyzkumy Veroneseho [Veronese 1891]. V ni také dostaneme moZné vicero hromad-
nych bodi, coZ je nasledné téma nestandardni analyzy.

414Es sei a eine beliebige Gerade und A ein Punkt auRerhalb a: dann gibt es in der durch ¢ und A
bestimmten Ebene héchstens eine Gerade, die durch A lauft und a nicht schneidet.” ([Hilbert 1899],
s. 28; preklad, s. 74). Srov. paty Eukleidiiv postulat: “A kdyZ pfimka protinajic dvé pfimky tvori
na téZze strand vnitini (pfilehlé) thly mensi dvou pravych, ty dvé p¥imky prodlouZeny jsouce
do nekone¢na, ze se sbihaji na té strang, kde jsou thly mensi dvou pravych.” ([Eukleidés 1907],
s. 2). Obé& vyjadfeni jsou porovnany v ([Vopénka 2003], s. 97f). V duchu Eukleida opraveny (misto
piimek tsecky) a v soufasné ¢esting vyjadFeny paty postulat lze nalézt v ([Eukleidés 2007], s. 66).

42Poznamenejme, Ze hyperbolicka geometrie neumoziiuje podobné zobrazeni a soucet @hli troj-
thelniku je v ni mensi nez 180°. Riemannova geometrie zde zahrnuta neni, nebot by pro ni musely
byt pozménény jesté axiomy usporadani 11, srov. nize.
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Pro ditkaz nezavislosti tohoto axiomu IV pouziva Hilbert standardni model hy-
perbolické geometrie (Bolyai-Lobacevského) v geometrii eukleidovské:

1. primitivni prvky prostorové geometrie jsou stejné jako u Eukleida, pouze
uvnitf koule,

2. shodnosti jsou dany prostiednictvim transformace, ktera prevadi kouli na sebe
samu.

V tomto modelu tedy plati kromé axiomu IV viechny Hilbertovy axiomy, tj. I-V1.%3

Jelikoz bylo znamo, zZe je takovy model bezesporny, plynulo by z toho, Ze byl axiom
IV axiomem nezavislym.**

Hilbert potom dokazuje dvé Legendrovy véty, které, jak znamo, plati jak v eu-
kleidovské, tak v neeukleidovské geometrii:

1. Soucet whla v trojihelniku je mensi nebo roven dvéma thlim pravym,*>
2. Pokud je v néjakém trojihelniku soucet thlt roven dvéma dhlim pravym,
potom je tomu tak v kazdém trojihelniku.

Hilbert v pfednaskach roce 1898 navrhl k feSeni dosud neprozkoumany problém,
zda lze Legendrovy véty odvodit bez Archimédova axiomu V1.46 Ukazalo se, Ze nelze
odvodit uvedenou prvni Legendrovu vétu, zato lze odvodit druhou Legendrovu vétu.
Odvozeni podal nejprve v roce 1900 ve své disertaci Max Dehn (1876-1953). Zkouma
v8ak predevsim, jaky soucet vnitinich ihld v trojuhelniku mize nastat. Hilbert jeho
vysledky v Grundlagen uvadi nejprve v prvnim francouzském vydani z téhoz roku
[Hilbert 1899d], v némeckych vydanich az od toho sedmého ve zkracené podobé,
a to po vylozeni svych nearchimédovskych geometrii.*” Hilbert shrnuje Dehnovy
vysledky takto:

“Pokud vylou¢ime Archimédiv axiom, neplyne z predpokladu nekoneéné
mnoha rovnobézek k néjaké primce v jednom bodé, Ze soucet thli troj-
uhelniku je mensi nez dva pravé. Existuje totiz zaprvé geometrie (nele-
gendrovskd geometrie), ve které lze jednim bodem vést k néjaké piimce
nekone¢né mnoho rovnobézek a ve které pfesto budou platit véty Ri-
emannovy (eliptické) geometrie. Zadruhé existuje geometrie (poloeuk-
leidovskd geometrie), ve které v jednom bodé existuje k néjaké ptrimce

43Jiz jsme poznamenali, ze Hilbert sviij axiom V2 poéinaje druhou kapitolou jiz pfi svych vy-
zkumech neuvazuje, viz pozn. 36.

44 A¢ to Hilbert vyslovné neuvedl, je v tomto standardnim modelu zavedena vzdalenost jako
logaritmus dvojpomeéru jistych obyc¢ejnych eukleidovskych vzdélenosti, v popisu J. Fialy: “Vezméme
si libovolny kruh. Body uvnitf tohoto kruhu (nikoliv tedy body na jeho obvodu) budou “body” nasi

teorie. “P¥imka” bude libovolna tétiva kruznice [...]. Vezméme “Gsetku” XY, kter4 lezi na “pfimce”
M N. “Vzdalenost” “bod” X a Y je pak dana nasledujici formuli:
MX MY
rklog|—— : ——|,
NX NY

kde M A atd. oznacuji obycejnou délku usecky M A a k je libovolna kladna konstanta (jedna a téz
pro vSechna méFeni vSech “Usetek”); |a| je absolutni hodnota &sla a a log je (libovolny, napt.
desitkovy) logaritmus.” Viz ([Fiala 2006a|, s. LVI-LVII). Analogicky v prostoru, misto kruznice
jen pouzita koule.

Tato hyperbolickd mira (tzv. Cayley—Kleinova) je oproti Grundlagen uvedena v Hilbertovych
pfednaskach (GG) z roku 1894 a vyslovng srovnavana s oby&ejnou parabolickou na zakladé vzorce
pro posunuti. Viz ([Toepell 1986], s. 97). V (EG) jiz tuto miru nerozebira, ale alespon na ni
odkazuje do literatury (|Toepell 1986], s. 181f).

45Tato prvni Legendrova véta je téz znama jako Saccheri-Legendrova véta. Poznamenejme,
ze v ditkazu se pouZziva slabsi axiom III 5 a stale ptleni Ghlu. Viz ([Lavicka 2002], s. 36).

46Viz (|Toepell 1986], s. 197).

47Viz ([Hilbert 1899], s. 50). Pravé z nearchimédovskych geometrii kvili absenci Archimédova
axiomu Dehn vychazi.
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nekone¢né mnoho rovnobézek a ve které presto plati véty eukleidovské
geometrie.*® Z piedpokladu, Ze rovnobézky neexistuji, plyne vzdy, ze je
soucet uhla v trojuhelniku vétsi nez dva praveé.”*?

Jinou vystavbu neeukleidovské geometrie na jinych axiomech, kde navic od za-
¢atku chybéji axiomt spojitosti, podal Hilbert nasledné v pojednani Neue Begriin-
dung der Bolyai-Lobatschefskysche Geometrie [Hilbert 1903], které vyslo jako tfeti
priloha druhého vydani Grundlagen.

Hilbert zde zminuje véty, které (oproti zminénym Legendrovym v&tam) plati
jenom v neeukleidovské geometrii, nikoliv v geometrii eukleidovské, napf.:

e “Pokud jsou dany dvé libovolné nerovnobézné polopfimky, potom existuje
vzdy primka rovnobéznéa s obéma témito polopfimkami, tj. vzdy existuje ta-
kova piimka, kterda méa dva stanovené konce a a 3.7°°

e “Pokud jsou dany dvé libovolné pfimky a, b, které se ani neprotinaji ani nejsou
rovnobé&zné, existuje vzdy piimka, ktera je na obé dvé kolma.”!

Hilbert k obéma témto jiz obecné znamym vétam uvadi jeho vlastni dikazy. Petr
Vopénka na jejich zakladé argumentoval, ze Hilbert jako jeden z méla matematikt
od dob Gausse, Bolyaie a Lobacevského dovedl nahlédnout do neeukleidovského
svéta pfimo, bez pouziti modelt, tj. do neeukleidovského svéta, vybudovaného piimo
z axiomi.??

6.6 Nezavislost axiomu o shodnosti trojthelniki IT1
5 a vliv Minkowského

V této kapitole nahlédneme cestu, ktera vedla Davida Hilberta k ditkkazu nezavislosti
axiomu IIT 5 o shodnosti trojihelniki.

“Kdyz pro dva trojahleniky ABC a A’B’C’ plati shodnosti AB = A’B’;
AC = A'C’; « BAC = < B'A'C’, potom plati také shodnost < ABC =

48Oba uvedené pripady oznadili Dehn a Hilbert terminem nelegendrovskd geometrie (viz Hilbert
Hurwitzovi, 5. 11. 1899; Cod. Ms. Math. Arch. 76).

49 Jde opét o vySe zminénou Riemannovu geometrii, pro kterou musel Dehn pozménit Hilbertovy
axiomy uspofadéni, jmenovité odebrat axiom II 3, stanovujici, Ze z libovolnych tfech bodi pfimky
lezi vzdy jeden mezi zbylymi dvéma. Hilbert se o této podmince zminuje i pfi pfedstavovani svého
¢tvrtého problému z kongresu v Pafizi roku 1900 a podotyka, Ze tato Riemannova geometrie je
jednou z nejblizsich geometrii hyperbolické ([Hilbert 1900], s. 302). Citované misto v Grundlagen
je také z celého zakladniho textu Hilbertova spisu jediné, kde se autor o Riemannové geometrii
zmihuje. Tuto geometrii pfedstavil Bernard Riemann (1826-1866) ve své habilita¢ni pFednasce
Uber die Hypothesen, die der Geometrie zu Grunde stehen |Riemann 1854| v roce 1854. Rieman-
nova geometrie je znama téz teoretickym fyzikiim pro Riemanniv tenzor a geodetiky a vychézi
z Gaussova pojednani o diferencialni geometrii kiivych ploch [Vétrovcova 2013].

50¢Wenn irgend zwei zueinander nicht parallele Halbgeraden vorgelegt sind, so gibt es stets eine
Gerade, welche zu diesen beiden Halbgeraden parallel ist, d. h. es gibt stets eine Gerade, die zwei
vorgeschriebene Enden o und S besitzt”. Viz ([Hilbert 1903], s. 150f), srov. Tvrzeni 11 z Vopé&nko-
vych C’tvrtz]ch rozprav s geometrii : “Bud « ostry thel. Potom lze nalézt bod P a pfimku p takovou,
Ze thel soub&znosti bodu P s pfimkou p ma velikost a.” ([Vopénka 2004], s. 861f). V&ty si odpo-
vidaji, a¢ to na prvni pohled zifejmé neni. Onen ostry thel a by u Hilberta predstavoval polovinu
dhlu mezi stanovenymi polopfimkami. Hilbert hovoii o rovnobéZkdch (paralelle Gerade) pouze
ve smyslu, v jakém my oznac¢ujeme soubé&zky, tj. rovnobézné jsou pro né&j jen primky s nejmensim
thlem soubéznosti. Hilbert v diikkazu navic pouziva neeukleidovsky Paschiiv axiom.

51“[. ..] Wenn irgend zwei Gerade a,b vorgelegt sind, die sich weder schneiden noch zueinan-
der paralllel sind, so gibt es stets eine Gerade, welche auf beiden zugleich senkrecht steht.”
([Hilbert 1903], s. 149f), srov. u Vopénky Tvrzeni 8: “Budte p,q rozbdzky. Potom lze vytvorit
pfimku, kterd je kolméa na obé& tyto pfimky.” ([Vopénka 2004|, s. 858f). Zdanlivé paradoxnimu
Hilbertovu vyrazu “neprotinajici se nerovnobézky” tedy odpovidaji v Cestiné rozbézky.

52Viz ([Vopénka 2004], s. 877).
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< A,B’C,.”53

Axiom v této podobé plati i pro p¥ipad, kdy budou dva trojihelniky zrcadlové
prevréacené, takze pouhym posunutim a rotaci v roviné je nebude mozno prekryt. Jde
o nejzékladnéjsi tvar, ze kterého jsou u Hilberta nasledné odvozeny véty o shodnosti
trojihelniki jako disledky.®* Dalsimi jeho disledky jsou v Grundlagen napi. véta
o rovnosti thli pii zakladné rovnoramenného trojihelnika® nebo véta o existenci
pravého thlu.?®

Predkldadame zde potencialni moznost, jak mohl Hilbert k dikazu nezavislosti I11
5 v § 11 dojit. M. Toepell se v této souvislosti vyjadiuje pouze k tomu, Ze se dikaz
objevil az v Grundlagen, v prednaskach (EG) z roku 1898 véetné jejich vypracovani
(SG) byl uveden dikaz jiny.5”

Budeme se snazit doloZit, Ze zde, a¢ to explicitné neuvedl, Hilbert navazoval
na prace Hermanna Minkowského z oboru geometrie ¢isel. Postupovat budeme chro-
nologicky a nejdiive tedy tyto prace predstavime. Navazujeme pfitom na korespon-
denci mezi Minkowskim a Hilbertem, tykajici se Hilbertovych krivek z prelomu let
1890,/1891 (viz kap. 5.2.1).%8

6.6.1 Minkowského geometrie (1891) oproti geometrii Min-
kowského Casoprostoru

Zasadni objevy Minkowského v souvislosti s konvexnimi télesy se datuji od roku
1891. Prvni dopis, ktery odeslal Hilbertovi po vySe zminovaném dopise k tématu
Hilbertovych kiivek (kap. 5.2.1), nasledoval po ptl roce a je datovany 11. 6. 1891.
V ném je prvni Minkowského zminka o konvexité, a to ihned n-rozmérnych téles.?®

53«Wenn fiir zwei Dreiecke ABC und A’ B’C’ die Kongruenzen AB = A’B’; AC = A'C’; <« BAC =
<B'A'C" gelten, so ist auch stets die Kongruenz < ABC = < A’B’C’ erfiillt.” ([Hilbert 1899,
s. 14; preklad s. 68). Ze skupiny axiomi III jde o jediny axiom, jehoZ nezéavislost je v Grundlagen
dokazovana.

54U Eukleida je formulovana rovnou shodnost trojihelniki podle véty (sus) v tvrzeni IV prvni
knihy, které v sob& mimo jiné Hilbertovo vyjadieni z axiomu III 5 zahrnuje: “Kdyz maji dva troja-
helniky dvé strany (st¥idavé) s dvéma stranami stejné a thly stejnymi stranami seviené maji stejné,
budou i zédkladnu zakladné miti rovnou a trojihelnik s trojihelnikem bude stejny i ostatni thly
s ostatnimi thly, proti nimz lezi stejné strany, (stfidavé) budou stejné.” ([Eukleidés 1907], s. 4). Pro
pfipad, kdy budou oba trojuhelniky zrcadlové prevracené, plati i u Eukleida celé tvrzeni, takze je
umoznéno preklapéni trojuhelnika. Eukleidés tim vSak naruSuje dokonalou strnulost své geometrie,
nebot timto do ni zavadi pohyb (pouha rotace by se za pohyb nepovaZovala a uplatnil by se na ni
jen axiom o shodnosti piekryvajicich se objektti — “Co se kryje jedno jest.”). Viz ([Eukleidés 2007],
s. 14, 48f).

55Viz u Hilberta Véta 11 ([Hilbert 1899], s. 15f; pieklad, s. 68). Uz Bolzano se ptal, pro¢ je u Eu-
kleida dukaz této véty prostifednictvim prodlouZeni ramen a shodnosti trojuhelniki pod zakladnou
tak slozity, kdyz je jejim objektivnim divodem jen shodnost onoho rovnoramenného trojahelniku
se sebou samym pii pfeznaceni vrchold pfi zakladng ([Bolzano 1967], s. 212f). Hilbertiv axiom
IIT 5 m4 vskutku tento Bolzanem zminény vyznam (tedy onu nep¥imou shodnost trojahelniki).

56Viz u Hilberta Véta 14 ([Hilbert 1899], s. 17f; pieklad, s. 69). Tato véta v prvnich vydanich
chybéla. Hilberta na to upozornil Adolf Hurwitz v dopise ze 17. 5. 1908 v ramci svych korektur
pfipravovaného tfettho vydani Hilbertovych Grundlagen a zaslal také dukaz véty. Viz (Hurwitz
Hilbertovi, 17. 5. 1908; Cod. Ms. D. Hilbert 160). Hilbert jej ale jiz znal, nebot jej uvedl v pred-
chozich prednaskach (EG), jen jej v Grundlagen vynechal, viz ([Hilbert 2004], s. 248). Ke tfetimu
vydani Grundlagen z roku 1909 poznamenejme, ze se na jeho korekturach podilel také Hilbertiv
asistent Alfred Haar (1887-1933), na coZ vzpomina v dopise Hilbertovi z 3. 7. 1930 k pfilezitosti
vydani sedmého (Cod. Ms. D. Hilbert 124).

57Viz ([Toepell 1986], s. 168) a v naSem textu nize, kap. 6.6.3. V (GG) axiom byl uveden, jeho
nezévislost vSak FeSena nebyla, a totéZ plati pro dalsi axiomy shodnosti. Viz ([Toepell 1986], s. 89).

58Ponévad se v terminologii velmi snadno zaméni terminy, které znamenaji zcela rozdilné véci,
budeme se snazit o §ir$i vyklad a rozdily vyjadfime i nadpisy.

59Minkowski udéval jim objeveny vzorec pro objem redukovaného prostoru dané formy v mno-
7iné viech forem (tj. prostoru kde se vyskytuji k dané formé formy redukované), sloZzeného doslova
“z kone¢ného poctu kontinui”. To potvrzuje, ze se velmi brzo vénoval teorii mnozin. Rovnou v n roz-
mérech je pak psana i jeho kniha Geometrie der Zahlen z roku 1896. Oproti tomu se na dilezitych
prednéaskach z Halle a Chicaga se omezuje na rozméry tii (viz [Minkowski 1893|; preklad s. 148).
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Verejné konvexitu zmini poprvé na kongresu v Halle z téhoz roku, a spolu s ni
poprvé také termin geometrie c¢isel jako své védy a prvni podobu své slavné véty
o mifzkovych bodech.®® Nasledné pise velmi dlouho stejnojmennou knihu Geometrie
der Zahlen. Hilbert jeji vydani ve zminéném dopise Kleinovi, vydaném jako ¢lanek
v roce 1895, odkazuje taktéz k roku vydéani 1895, a¢ jeji faktické vydani spada
do roku 1896.51

Uvedeného kongresu v Chicagu se Minkowski ani Hilbert nezucastnili. Byly
zde jen pfecteny texty jejich pfednések. Minkowského prednaska shrnovala za-
kladni vychodiska z Minkowského zminované pozdéjsi knihy Geometrie der Zahlen.
V tavodu Minkowski zmifiuje, ze vychazi z Dirichletovy prace, ale na rozdil od néj
se omezuje na problémy, kde vystupuje nekonecno, tj. cela miizka, nejen jeji ¢ast.
V prednasce pak stanovuje jistou obecnou funkci pro vzdalenost (Strahldistanz)
takovou, Ze jednotkovym té&lesem by bylo tzv. hvézdicové téleso (Strahlenkiorper
& Eichkorper der Strahldistanzen), kde tsecka mezi kazdym jeho bodem a stie-
dem lezi cela v télese.®? Nasledné specifikuje, Ze pokud dana konkrétni podoba této
funkce bude spliiovat trojuhelnikovou nerovnost, budou zékladni jednotkova télesa
vZdy konvexni. Ve trojrozmérném pripadé a vychéazeje z ternarni kvadratické formy
F = ax? + by? + c2% + dxy + eyz + faz polozenou rovnu konstanté pijde o elipsoidy.

Tuto geometrii oznacil Hilbert terminem Minkowského geometrie. Co se tyce ter-
minologie, ujasnéme zde jednak, ze Minkowského geometrie je prostorem, kde se usku-
techuje geometrie cisel jako véda a jednak zduraznéme, Ze nejde o tutéz geometrii
jako geometrie Minkowského casoprostoru z oboru fyziky, jiz zavedl az na prednésce
v Koling v roce 1908.%3

Od onéch jednotkovych konvexnich téles pak Minkowski odvozuje i vlastnosti
miizky. Na zakladé vztahti mezi obalujicimi krychlemi dosdhne své véty o miizko-
vych bodech a dalsich dasledkit pro algebru.54

6.6.2 Hilbertova geometrie (1894) oproti geometrii Hilberto-
vych Grundlagen

Hilbert vede v roce 1894 piednasky (GG) o neeukleidovské geometrii.%® Jejich plo-
dem je zminény dopis Kleinovi, publikovany o rok pozdéji jako ¢lanek [Hilbert 1895],
ktery byl od druhého vydani Grundlagen uveden jako prvni ptiloha dila. Hilbert
se v ném zaméfuje na vétu o tsedce jako nejkratsi spojnici dvou bodi.%® Hilbert

Yixze

pricital této véte pricital této veété (tj. i ekvivalentni vété o trojihelnikové nerov-

60Viz ([Minkowski 1890a], s. 64). V geometrii &isel umozituje geometricka interpretace aritmetic-
kych vektort prevadét algebraické problémy na problémy geometrické, ty nasledné resit a vysledky
opét interpretovat algebraicky. Geometrie ¢isel tak predstavuje protipél analytické geometrie. Srov.
[Zeman 2018].

61Kniha je avizovana s rokem 1896 i v textu Minkowského prednasky z kongresu v Chicagu
v roce 1893 (Viz ([Minkowski 1893, s. 8; preklad s. 148)). Sbornik textd z kongresu vSak vysel
také az roku 1896, proto byla pravdépodobné tato poznadmka pfidana dodatecné.

62Viz ([Minkowski 1893], s. 8f; pieklad s. 149).

63Rozdil naznacuje uz to, Ze na rozdil od Gasoprostoru plati v probirané Minkowského geometrii
axiom o rovnobézkich IV, a tato geometrie proto v tomto smyslu neeukleidovska neni.

S4Hilbert viak pozdé&ji uvadi, ze objev tohoto postupoval u Minkowského v opa&ném pofadi,
coz nebyl jev neobvykly (viz [Poincaré 1904], s. 32f), srov. ([Fiala 2010], s. 205). Pouzival elipsoidy
a rozeznal, Ze jejich zésadni vlastnosti, pro kterou mohl dospét k témto svym vysledkim, byla
jejich konvexnost. Konvexni télesa se pfed Minkowskim téméf nepouzivala. Vyjimkou v8ak budiz
Helmholtzovo vypuklé zrcadlo, kde téZ uziva synonyma konvexni zrcadlo ([Helmholtz 1870], s. 105),
srov. ([Fiala 2010], s. 192). Dale Minkowski rozeznal, Ze vyznam téchto t&les pro zéklady geometrie
spoCiva v propojeni s vétou o trojuhelnikové nerovnosti.

65V nich jiz podle vzoru Paschovych Vorlesungen jsou do samostatné skupiny vy&lenény i axiomy
shodnosti v€etné axiomu o shodnosti trojihelnikt. Jelikoz se shoduje s vyse uvedenym, budeme
jej taktéz znagcit III 5.

66Tato véta v zakladnim textu Grundlagen chybé&la. Oproti tomu ji napi. Helmholtz stanovil
jako axiom.
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nosti) vyznamnou roli nejen v teorii ¢isel, ale také v teorii ploch (k¥ivek) a varia¢nim
poctu (mechanice).57

Platnost véty lze v obycejné geometrii dokazat na zakladé véty o trojuhelnikové
nerovnosti.%® Ta u Eukleida p¥es hierarchii ostatnich vét pies hierarchii ostatnich
vét? zavisi kromé jinych axiomi shodnosti’” i na axiomu o shodnosti trojihelniki
III 5.7 Hilbertovym cilem je nyni dokazat, ze véta o tsecce jako nejkratdi spoj-
nici dvou bodi nevyzaduje axiomy shodnosti IIT a lze ji dokazat jiz pii stanoveni
pouhych axiomi incidence, usporadani a spojitosti (tj. skupin I, II, V ve znaceni
pozdéjsich Grundlagen).”™

Prostfedkem je mu k tomu prostorovy Cayley-Kleiniv model neeukleidovské
geometrie (viz vySe, kap. 6.5), ve kterém namisto koule pouZiva jako hranici li-
bovolné konvexni téleso.”™ Timto zobecnénim Hilbert rusi vlastnost pavodniho mo-
delu, Ze shodnosti jsou dany transformaci, které zobrazi kouli na sebe, a tedy provede
zamysleny zameér, a to vyhnout se nejen axiomu o rovnobézkich IV, ale také axi-
omum shodnosti ITI. Pro neeukleidovskou vzdalenost, definovanou jako logaritmus
dvojpoméru, vSak nasledné v modelu dokazuje vlastnost trojihelnikové nerovnosti
a odtud i platnost véty o nejkratsi spojnici.

Postupuje tedy opa¢nym smérem nez Minkowski. Minkowski stanovil obecné
vzdélenost, pifi specidlnim pfipadu, kdy by pro vzdalenost platila trojuhelnikova
nerovnost, dokazuje, Ze jednotkové téleso by jiz bylo télesem konvexnim. Hilbert
postuloval konvexni téleso, do kterého uzaviel geometrii s konkrétné definovanou
vzdalenosti, pro niz dokéazal trojihelnikovou nerovnost. Na Minkowského se v dopise
odkézal pouze poznamkou, Ze jim predstavené konvexni téleso pouziva Minkowski
v Geometrie der Zahlen, kde pro néj nasel analytickou definici.™

Klein se v odpovédi na dopis vyjadiuje v podobném duchu, totiz, ze jiz pfed-
tim diskutoval s Heinrichem Weberem (1842-1913), ze v “Minkowského nekonvex-
nim™ télese tkvi jisty druh neeukleidovského uréeni miry.””® Jednak poznamenejme,
ze “Minkowského konvexni téleso” zde neoznacuje néjaké konvexni téleso special-
néjsi, ale jen zcela libovolné. To, Ze jej Klein spojuje s Minkowskim podtrhuje fakt,
Ze v této dob& neoperoval s timto pojmem nikdo jiny nez Minkowski. Dale uvedme,
ze “neeukleidovskym” uréenim miry Klein narazi na onen logaritmus dvojpoméru,
pritomny téZ v jeho vlastnim modelu pro neeukleidovskou geometrii, v némz je za-
kladnim télesem koule (viz kap. 6.5). Klein f{ka tedy v podstaté jen to, Ze moznost

67Viz ([Hilbert 1900], s. 292, 303f).

68T, trojuhelnikové nerovnosti geometrické, vyslovné, Ze soucet dvou stran trojuhelniku je vétsi
nez strana tieti.

69Tj. zminéné vété o v&tsl thel proti vétsimu strané ([Eukleidés 2007], s. 59), vété o rovnora-
menném trojihelniku a vété o vnéjsim uhlu.

707§, pfenaseni tsecek a uhli.

"1Viz ([Hilbert 1900], s. 303), srov. ([Hilbert 1909], s. 345). V (GG) i po zavedeni miry véta
o trojuihelnikové nerovnosti chybi. Véta o nejkratsi spojnici je zde uvedena jenom v dodatecné
poznamece s odkazem na zminény dopis Kleinovi.

"2Hilbert se tomto svém objevu zminuje Hurwitzovi v dopise z 29. 7. 1894. Pise, Ze vétu o nej-
kratsi spojnici je mozné odvodit jiz velmi brzy, pouze z projektivnich axiomd, pfi “jistém omezeni”,
¢imz s nejvyssi pravdépodobnosti mini ono zavedeni miry, spliijici trojuhelnikovou nerovnost. “Ich
habe namlich wiahrend meines Collegs bemerkt, dass dieser Satz unter einer gewissen Einschran-
kung schon sehr friith aus den Axiomen der projektiven Geometrie abzuleiten ist und dieses schien
mir von einigem Interesse.” (Hilbert Hurwitzovi, 29. 7. 1894. Viz Cod. Ms. D. Hilbert 160: 256/2).
O vlivu Minkowského se zde tedy nezminuje.

"3Hilbert uziva doslova termin “t&leso, nikde konkavni”.

744[...] diesen [...] nirgends konkaven K&rpern auch in den zahlentheoretischen Untersuchun-
gen von H. MiNnkowsk! (Vgl. “Geometrie der Zahlen”, Teubner, 1896.) eine wichtige Rolle zuko-
mmt, und daft H. MinkowskI fiir dieselben eine einfache analytische Definition gefunden hat.”
([Hilbert 1895], s. 114).

"5p. piekl.: sic! Jde pravdépodobné o Kleinovu chybu, budto konvexnim nebo nekonkavnim.
Nekonvexni télesa jsou u Minkowského pouze ona obecné&jsi télesa hvézdicova (Strahlenkdrper),
kde jiz nemusi trojihelnikova nerovnost platit.

76Viz ([Toepell 1986], s. 107).
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zobecnéni jeho modelu na libovolné konvexni téleso jej nebo Webera jiz pfedtim
napadla. Byl to nicméné Hilbert, ktery ono zobecnéni v tomto dopise predlozil.

Tato geometrie ziskala pozdéji také oznaceni Hilbertova geometrie.”” Jde opét
o ojedinélou Hilbertovu praci, témata konvexniho télesa a tusec¢ce jako nejkratsi
spojnice dvou bodu sam dale nerozvijel.”™

6.6.3 Situace v Grundlagen (1899)

Hilbert dokazuje v paragrafu § 11 Grundlagen nezavislost zminéného axiomu III 5.
Zachovany maji byt axiomy I, II, IIT 1-4, IV a V, tedy vyslovné i zbylé axiomy
skupiny II1.7 Hilbert zde, podobné jako v pifpadé jeho ditkazu nezévislosti axiomu
IV, nepostupuje piimym dikazem,®’ ale uvedenim modelu. V ném definuje stan-
dardnim zptisobem pirenéSeni tthld, avSak pfenaseni tsecek zavadi jinak, pfedevsim
je tedy jinak definovana vzdéalenost pomoci specialni konkrétni funkce®!

f= \/(x1 —Ta+y1—y2)? + (Y1~ y2)? + (21— 22) 2

Pii této funkci, poloZené rovnu jedné a vidi pocatku (0,0,0), bude jednotko-
vou plochou plocha naklonéného elipsoidu.®? Na Minkowského se zde viak Hilbert
neodkazuje. Funkci, ktera indukuje zrovna tento tvar elipsoidu, zvolil asi zcela né-
hodné tak, aby zapadla do Minkowského obecné definice vzdalenosti a aby neslo
o jednotkovou kouli. Na zakladé své prace na nejkratsi spojnici z dopisu Kleinovi
jiz vi, ze v takovém piipadé nebude axiom IIT 5 obecné platit. Tento jev prokéaze
Hilbert déle v textu § 11 na jednom konkrétnim piikladu. Jelikoz je tento model
konzistentni, je tim nasledné dokézano, Ze je axiom III 5 nezavisly.®?

V porovnani se zminénym piedchozim Hilbertovym dikazem z prednasek (EG)
a jejich vypracovanim (SG)®* je v aktualnim zjevné notné zjednodugeni. Pokud vsak
Hilberta jednodussi dikaz z Grundlagen napadl v navaznosti na jeho praci o nej-
kratsi spojnici a na zminéné Minkowského prace, mohlo se to stat jiz pred prednas-
kami (EG). V rozmezi necelého jednoho roku mezi ¢asem, kdy Hilbert pfednasky
vedl, a kdy Grundlagen vydal, zddné zasadni nové préce, které by podobu dikazu
mohly ovlivnit ¢ inspirovat, vydany nebyly.

Druhym a poslednim mistem z celé knihy, kde by se mohl projevit vliv Min-
kowského geometrie ¢isel byla posledni, sedmé kapitola Grundlagen a Hilbertovo
algebraické pojeti eukleidovskych konstrukci. Minkowski ve své doktorské tezi vy-
slovil domnénku, Ze ne kazdy polynom lze rozlozit na soucet ¢tverci. Vétu dokazal
jiz Hilbert sam, avSak na zakladé svych vlastnich vyzkumt [Hilbert 1888|. Z nich
také nasledné plynul 17. Hilberttv problém o vyjadieni pozitivné definitnich funkei

77Viz ([Nadenik 1972], s. 21). Zde op&t mozné nedorozuméni; Nejde o geometrii z Hilbertovych
Grundlagen, ve kterych je axiomatizovana oby¢ejna geometrie eukleidovské, a to uz jen proto,
ze na rozdil od ni neplati v této Hilbertové geometrii axiom o rovnobézkach IV.

"8Téma viak uvedl v roce 1900 jako &tvrty Hilbertiiv problém.

Viz pozn. 39.

80Ty, 7e se geometrie po odebrani axiomu nezhrouti

81Oproti eukleidovské vzdalenosti, kterad by byla ve tvaru

F=V(z1-22)2+ (y1 —92)2 + (21 — 22)%.

82 Jde tedy opét o konvexni téleso, které nutné spliuje trojahelnikovou nerovnost a v takovéto
geometrii bude platit véta o tsece jako nejkratsi spojnici dvou bodi. Ani jednu z téchto t¥i
vlastnosti zde v8ak Hilbert nejmenuje, nebot sleduje jiné cile, nez v dopise Kleinovi, totiz pouze
pomoci oné definice vzdalenosti zamezit platnosti axiomu IIT 5.

83Poznamenejme, Ze véta o tisedce jako nejkratsi spojnici v zakladnim textu Grundlagen uvedena,
neni a stejné tak ani véta o trojuhelnikové nerovnosti. Uvedena je pouze véta o vétsi strané proti
vétsimu uhlu.

84Viz ([Hilbert 2004], s. 247f, 325f). Je nutno si v ném piedstavit, Ze pFenaseni tsecek nebude
v celém prostoru jednotné, nybrz v jedné specialni roviné bude probihat podle jinych pravidel.
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jako souctu &tvercii racionalnich funkei proménnych s racionalnimi koeficienty.®®
BliZe jsme se v8ak tématu nevénovali, nebot leZzelo mimo vymezeny rozsah.

6.6.4 Ctvrty Hilbertiv problém jako Hilbertova axiomaticka
interpretace Minkowského geometrie (1900)

Véta o tusecce jako nejkratsi spojnici je tedy splnéna ve vSech tfech predchozich pii-
padech, protoze je zavedena takova mira, ktera spliiuje trojihelnikovou nerovnost.
Dle Hilberta v nich pfitom neplati axiom o shodnosti trojihelnikii, na némz véta
u Eukleida spo¢iva.86 Misto néj viak pro piipad Minkowského geometrie plati ona
véta o trojihelnikové nerovnosti jako axiom. Tato tivaha uz mohla pochazet niko-
liv od Minkowského, nybrZz od Hilberta samotného, nebot axiom o trojuhelnikové
nerovnosti nebyl Minkowskim explicitné nikde zminén a uvedeny systém byl Cisté
hypoteticky.

Poprvé se Hilbert takto vyjadfil az na kongresu v Pafizi v roce 1900 v rdmci
svého ¢étvrtého problému,®” tedy poté, co do problematiky ziskal vhled diky svym
prednaskam z roku 1898 a diky praci na Grundlagen. Stejnou interpretaci podava
Hilbert jesté ve vzpominkové feci po Minkowského smrti v roce 1909.8% Kviili zAméné
axiomu IIT 5 za trojuhelnikovou nerovnost jde podle Hilberta o “jednu z geometrif,
které jsou Eukleiovské geometrii nejblize”.3® V. Minkowského geometrii maji totiz
jinak platit v8echny véty geometrie eukleidovské, schematicky:

I-V (HE5S) + trojah. nerovnost = tsecka jako nejkratsi spojnice

Dle Hilberta se Minkowského geometrie vyznacuje dvéma vlastnostmi:*°

1. dvé tsecky jsou shodné pouze prostfednictvim rovnobézného posunuti, nikoliv
prostfednictvim otoceni,

2. jednotkova vzdéalenost je definovana namisto jednotkové sféry z eukleidovské
geometrie plochou libovolného konvexniho télesa.

V pripadé patého problému z Pafize, komentujiciho diferencovatelnost Lieho
grup, ktery jsme jiz zminili vySe (viz kap. 4.1), Hilbert zminiuje Minkowského jesté
jednou a poznamenava, ze v Geometrie der Zahlen dokézal, ze pokud pro stanovenou
vzdalenost (v m-rozmérném prostoru) plati trojihelnikova nerovnost, budou také
existovat jisté derivace této funkce vzdalenosti.!

6.6.5 Shrnuti

Stejné jako Minkowski operuje Hilbert u Hilbertovy geometrie z roku 1894 s pojmem
konvexni téleso, a to v dobé, kdy jeho pouzivani neni viibec bé&zné. Od jara 1894 byl
také Minkowski zpét v Konigsbergu. Jisté o vété o nejkratsi spojnici hovorili a uz
kvili zminénému Hilbertovu odkazu na Minkowského praci v kontextu s konvex-
nim télesem se nabizi domnénka, ze vyse uvedena Hilbertova geometrie, umoznujici
dtikaz véty o nejkratsi spojnici jen z axiomu I, II a V, napadla Hilberta na za-
kladé myslenek Minkowského. Tuto domnénku vyjadiil explicitné O. Blumenthal??

85Viz ([Fiala 2011], s. 23f).

86Viz ([Hilbert 1909, s. 344f).

87Viz ([Hilbert 1900], s. 303). Odkazuje se ptitom opét na Minkowského Geometrie der Zahlen
z roku 1896 [Minkowski 1896].

88Viz ([Hilbert 1909), s. 345f).

89Srov. vyse pro podobné vyjadieni pro Riemannovu geometrii vii¢i hyperbolické.

90Jak dle ([Hilbert 1900], s. 303), tak v ([Hilbert 1909], s. 345). Poznamenejme, Ze tyto vlastnosti
neformuloval Minkowski takto slovné, ale v analytickych vzorcich.

91Viz ([Hilbert 1900], s. 306).

92Viz ([Blumenthal 1935], s. 403; pieklad s. 130).
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a je patrna i z Kleinova vyjadfeni, ze “otdzka po metrické geometrii, kompatibilni
s geometrii projektivni, dosahla v Hilbertové a Minkowského pojeti pozoruhodného
obratu”.%® Své tvahy o konvexnich télesech v kontextu tusecky jako nejkratsi spoj-
nice dvou bodi z dopisu Kleinovi pak Hilbert mohl uzit i k dikazu nezavislosti
axiomu IIT 5 v Grundlagen.

Minkowského cile se pritom vzdy tykaly teorie Cisel, svou geometrii stanovil
analyticky a jeji axiomatika pro néj roli nehrala. Dle H. Zassenhause nebral Min-
kowski na Hilbertovu aritmetizaci geometrie takovy ztetel, jaky kladl dfive Hilbert
na Minkowského intuitivni geometrii ¢isel. Minkowski ziskaval véty o ¢islech uzitim
geometrického nézoru a Hilberta pravé to podnitilo k hledani neintuitivni geomet-
rie.%4

6.7 Role projektivni geometrie a grupového pojeti

Projektivni geometrie v Grundlagen schézela. Sice by u Hilberta (na rozdil od Pasche)
jiz nezalezelo na tom, zda ideélni elementy existuji nebo ne, ale musely by vyho-
vovat axiomtim.® Jejich zavedeni do geometrie by sice bylo konzistentni s axiomy
incidence I a pfi jisté obméné pomoci oddélovani i axiomy usporadani II, axiomy
shodnosti III by vSak vedly na spor. Duvodem mohlo byt, Ze v Go6ttingen byla
projektivni geometrie jiz vyucovana v ramci jiného pfedmétu A. Schoenfliessem.?6

V celé knize také Hilbert nepouziva zptsob vystavby geometrie pomoci grup
pohybi, jako by tyto vysledky zcela opomijel (viz kap. 4.1). Dle Poincarého, ktery
knihu recenzoval, vSak lezi souvislost hloubéji, a pokud si pod kazdou z Hilber-
tem stanovenych geometrii taktéz predstavime jednu grupu pohybt, zjistime, Ze je
jeho pojeti s teoriemi Lieho i Helmholtze zcela kompatibilni.?” Napf. jeho nearchi-
médovski geometrie obsahuje celou grupu eukleidovskou a nékteré pohyby navic.
Geometrii, vybudovanou na zékladé grup pohybu, véetné citace zminénych pied-
chidett uvedl Hilbert teprve v nasledujicim ¢lanku Uber die Grundlagen der Geo-
metrie [Hilbert 1902], jehoZz vyznam pro topologii jsme jiz zminili p¥i pFedstavovani
Hilbertovych kiivek v kap. 5.2.1.%8

6.8 Hilbertovy divody

Standardnim vykladem hlavniho divodu pro vznik Hilbertova dila je, Ze v ném chtél
Hilbert vyjasnit vzajemné logické zavislosti mezi hlavnimi vétami eukleidovské geo-
metrie, a tento cil mél Hilbert sledovat i uvedenim svého vlastniho, nového systému
axiomi, které mély byt podany v co nejpfehlednéjsim a nejvhodnéjsim tvaru. Tento
systém mél zjednodusit systém Eukleidav a zacelit jeho nedostatky.”® Podle Her-
manna Weyla chtél Hilbert ve svém dile predev§im obratit trend, nastoleny Peanem
a Veronesem, jejichz vystavba geometrie byla pro vs§i snahu o minimalizaci po¢tu
nedefinovanych pojmu velmi obtiZzné srozumitelné. Stanovenim bodi, pfimek a ro-
vin za zakladni pojmy a incidence, usporfadani (byti mezi) a shodnosti za zakladni
vztahy mél Hilbert vyznamné napomoci svym ¢tenaiim k pochopeni svého dila,

93Viz ([Toepell 1986], s. 108). Kleintv vyrok lze nejspise chapat tak, Ze se zde Hilbert pta po pro-
jektivni geometrii, kompatibilni s geometrii metrickou. Minkowski vSak nemé napojeni na projek-
tivni geometrii, a neni tak jasné, pro¢ zde Klein jmenuje i jej.

94Viz ([Zassenhaus 1975] s. 452-453).

95Viz ([Toepell 1986], s. 239).

96Viz ([Toepell 1986], s. 143).

97Viz ([Poincaré 1903], s. 21f).

98Nekters témata z tohoto spisu, napf. stanovené axiomy & transformace, jsou probrana
v ([Trkovska 2015], s. 128f).

99Viz napt. ([Epple 1999], s. 401).
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nebot se tim zcela zamérné piiklonil k tradici, vSéem dobife znamé z Eukleidovych
Zdkladi.*°°

Pro porozuméni Hilbertovym motivacim je v8ak nutné zminit, ¢eho si vSiml
bertovych prednések je zietelné, Ze se Hilbertovy divody pro novou axiomatizaci
geometrie ménily v ¢ase. Dle Kleina bylo kone¢nym Hilbertovym cilem vyjasnéni
situace ohledné axiomi spojitosti.!?! K tomuto nazoru se ptiklanime nejvice a pro-
pojeni mezi spojitosti a bezespornosti v Hilbertové pojeti jsme se vySe v tomto
¢lanku pokusili objasnit.

Dle Blumenthala bylo Hilbertovym cilem vybudovat tplnou axiomatiku zcela
mimo nauku o celych ¢islech, coz mu mélo slouzit jako argument proti pojeti Leo-
polda Kroneckera (1821-1891), podle néhoz jednozna¢né existuji pouze cela kladnéa
¢isla a z ostatnich matematickych objektti maji mit legitimni platnost jen ty, které
lze z celych ¢isel v koneéném poctu kroki zkonstruovat.!°? Geometrie méla byt
pro tento Hilbertiv zameér tim nejpiistupnéjsim oborem. Ackoliv v8ak pii stanovo-
vani axiomu geometrie ¢islo zavedeno nebylo, pfi dokazovani bezespornosti geome-
trie se Hilbert o aritmetiku opiré.

O teorii ¢isel a jejim vztahu k ostatnim oborim se ve své predmluvé k Zahlbericht
z roku 1897 vyjadiuje takto:

“[...] jednoduchost jejich zakladi, pFesnost jejich pojmil a Eistota jejich
pravd; tyto vlastnosti ji nalezeji od zacatku, zatimco ostatni matema-
tické védni obory musely projit kratsim nebo delsim vyvojem, nez byly
viude splnény pozadavky na jistotu v pojmech a piisnost v ditkazech.”1%3

Hilbert dale v textu uvadi, Ze cilem moderni aritmetizace geometrie, kterou

pomoci co nejpFimé&jsiho zavedeni ¢isla (viz kap. 5.3.5).

6.9 Vyznam dila

Axiomy v Hilbertové pojeti nebyly zaloZené na nazoru, jako axiomy Eukleidovy
¢i Paschovy, a nebyly tak chapany jako evidentné pravdiva tvrzeni, kterd maji oporu
v realném svété. Pfedstavovaly oproti tomu mnozinu nedokézanych, ale vzdy prav-
divych vét, kterou pii budovani jisté abstraktni teorie stanovuje autor zcela libo-
volné, pokud jen jsou jednotlivé axiomy vzajemné bezesporné. V Hilbertové pojeti
pak za predpokladu dikazu bezespornosti axiomt vzdy existuji také ony zakladni
pojmy, tj. systémy véci, které jsou prostiednictvim axiomi implicitné definovany.
Hilbert tak obratil dosavadni vztah mezi existenci a bezespornosti, ¢imz se za-
psal poprvé do dé&jin logiky. Jelikoz implicitni definice neobjashovaly, co konkrétné
jednotlivé systémy véci oznacuji, a zda vibec néco, byly tyto definice ontologicky
neutralni, coz bylo v souladu s dobovym trendem neutralizovat metafyzické otazky
v matematice.!®* Hilbert je proto nyni znam i v déjinach filosofie.

100G oy, ([Weyl 1944, s. 265), ([Reid 1970], s. 60).

101Vigz ([Klein 1908], 2. dil, s. 200), vice k tématu viz ([Toepell 1986], s. 199).

102vy/ig, ([Blumenthal 2012], s. 176), srov. ([Blumenthal 1935], s. 391; preklad, s. 123), vice k tématu
viz (|[Ewald 2006], s. 942).

103« ] die Einfachheit ihrer Grundlagen, die Genauigkeit ihrer Begriffe und die Reinheit ihrer
Wahrheiten; ihr kommen diese Eigenschaften von Hause aus zu, wahrend andere mathema-
tische Wissenszweige erst eine mehr oder minder lange Entwicklung haben durchmachen miissen,
bis die Forderungen der Sicherheit in den Begriffen und der Strenge in den Beweisen iiberall erfiillt
worden sind.” ([Hilbert 1897], s. 63).

104Viz napt¥. ([Epple 1999], s. 401).
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Kapitola 7

Shrnuti a vysledky vyzkumu

V této praci jsme Hilbertovo dilo zasadili do kontextu doby. Predstavili jsme Hill-
bertovo socidlni prostiedi, pfedev§im na univerzité v Gottingen. Dale jsme uvedli,
co Hilbertovu dilu v oboru pfedchéazelo a jaké vlivy na jednotlivé discipliny $lo vy-
sledovat. V nasem puvodnim komentéii k prvnim dvéma kapitolam jsme se pak
pokusili dilo zptistupnit i laikovi v oboru axiomatizace geometrie. Podminkou bylo
stanoveni nového systému axiomi pro geometrii, tradovanou od Eukleidovych Zd-
kladi. Zdiraznili jsme v tomto dle nageho nazoru hlavni Hilberttv cil, a to dokazat,
7e geometrie, bézné nazyvana eukleidovski, nemusi byt nutné spojita, a Ze je tak
ijeji nespojita varianta bezesporna. Proto Hilbert zavadi rozliSeni mezi geometrii eu-
kleidovskou a geometrii kartézskou, kterd predstavuje jeji specialni piipad jakozto
jediné spojita eukleidovskd geometrie a teprve jejiz aritmetizace bude prevodem
na spojitou aritmetiku realnych ¢&isel.

MiZeme si polozit otazku, zda formalistickd matematika, ktera neni zaloZena
na nazoru a ktera povede az k digitalizaci, neklade chybny obecny standard.! Du-
sledky tohoto pojeti matematiky, jichz si Hilbert v8iml, jej mohly vést k tomu,
aby ve svych pozdéjsich pfednaskach, nazvanych Anschauliche Geometrie z akade-
mického roku 1920/1921 [Hilbert — Cohn-Vossen 1996] zaujal diametralné opa¢né
stanovisko a predstavil studentiim geometrii, kterd nebyla redukovana na dokonale
presné véty, ale byla zato pro studenty snadnéji pochopitelna diky svému zalozeni
v nazoru, analogicky jako u geometrii z dél Pasche & Eukleida.? V té dobé viak
sam pokracoval v praci na abstraktni teorii dikazu. Proto se domnivame, Ze oba
tyto znamé Hilbertovy prispévky k filosofii matematiky a formélni logice, tj. forma-
lismus i teorie dikazu, maji své kofeny jiz pii hledani axiomatizace a aritmetizace
geometrie v Grundlagen der Geometrie.

Z prozkoumanych ¢asti dila jsme déle nové zduraznili vliv Minkowského na Hil-
bertiv dikaz nezavislosti axiomu o shodnosti trojihelnikii. Neslo pfitom o vysledek
z né&jakého konkrétniho Minkowského spisu, ale o vysledek denniho setkévani, po-
sléze Castého dopisovani a vymény nézort a poznatkii o novych matematickych
objevech.

1Viz ([Fiala 2005], s. XXXIX).
2Srov. ([Poincaré 1904], s. 32f).
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Kapitola 8

Preklad Grundlagen der
(Geometrie

“Veskeré lidské poznani tak tedy zacina nazory, od nich postupuje k pojmim
a kondi idejemi.”

KANT, Kritika ¢stého rozumu, Nauka o elementech, dil 2., odd. 2!

Uvod.

2Geometrie vyzaduje — stejné jako aritmetika — ke své logicky spravné vystavbé
pouze nékolik jednoduchych zasad. Tyto zésady se nazyvaji AXIOMY geometrie.
Stanoveni axiomt geometrie a prozkouméni toho, jak spolu souviseji [ihres Zusa-
mmenhanges|, bylo od dob EUKLEIDA vytyCenym cilem v mnohych vyznamnych
matematickych pojednanich. Tento kol vede na logickou analyzu nasSeho nazoru
o prostoru.

Tato studie je dalsim pokusem, stanovit pro geometrii UPLNY a CO NEJJEDNO-
znam piislusnych skupin axioma byl pfitom co mozna nejzretelnéjsi, a stejné tak
i dosah dusledk, které lze z jednotlivych axiomii odvodit.

Prvni kapitola. Pét skupin axiom.

§ 1. Prvky geometrie a pét skupin axiomu

Vymeér. Uvazujeme tii rizné systémy véci: véci PRVNIHO systému nazveme body
a oznacime je A, B,C,...; véci DRUHEHO systému nazveme piimkami a oznacime je
a,b,c,...; véci TRETIHO systému nazveme rovinamsi a oznacime je a, 3,7, .. .; body
se také nazyvaji proky linedrni geometrie, body a pfimky se nazyvaji pruky rovinné
geometrie a body, pfimky a roviny se nazyvaji prvky prostorové geometrie neboli
prostoru.

Body, pfimky a roviny uvazujeme v jistych vzajemnych vztazich, a pro jejich
oznaceni pouzijeme slova jako “LEZET”, “MEZI”, “SHODNY”; pfesny a pro matema-
tické ucely uplny popis téchto vztahi dostavame prostiednictvim aziomi geometrie.

Ip. prekl.: CrV B 730. Viz ([Kant 2001], s. 425).

2p. prekl.: Paginaci v odkazech ménime vzhledem k této disertci. Odkazy na nepielozené p¥ilohy
a dodatky, jejichz preklad neni soucasti této prace znac¢ime ponadmkou origindl. Preklady neprosly
odbornou redakci.
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Axiomy geometrie muZeme rozdélit do péti skupin; kazda z téchto skupin vyja-
druje jisté vzajemné souvisejici zédkladni fakta o naSem nazoru.

I 1-8. axiomy incidence,

II 1-4. axiomy usporddadnt,
I 1-5. axiomy shodnosti,
I\Y axiom o rovnobézkdch,

V 1-2. axiomy spojitosti.

§ 2. Skupina axiomi I: axiomy incidence?

Axiomy této skupiny vytvareji mezi vyse zavedenymi vécmi: body, pfimkami a ro-
vinami vlastnost byt incidentni a znéji nasledovneé:

I 1. Ke dvéma bodim A, B vidy existuje primka a, kterd je incidentni jak s bodem
A, tak s bodem B.

I 2. Ke dvéma bodim A, B existuje NEJVYSE jedna primka, kterd je incidentni jak
s bodem A, tak s bodem B.

Zde a dale v textu budeme pii zmince o dvou, tfech, ...bodech, resp. primkach,
rovinich, mit na mysli vZdy RUZNE body, resp. pfimky, roviny.

Namisto “BYT INCIDENTNI” budeme pouzivat také jiné obraty, napf. PRIMKA a
PROCHAZI BODY A A B, PRMKA a SPOJUJE BODY A A B NEBO A s B, BOD A
LEZI NA PRMCE a, BOD A JE BODEM PRIMKY a, JE DAN BOD A NA PRIMCE a, atd.
Pokud bod A leZi na pfimce a a kromé toho také na jiné pfimce b, pouZivame také
obraty: PRIMKY a A b SE PROTINAJI V BODE A, MAJI PRUNIK A, atd.

I 3. Na pFimce se vidy nachdzeji nejméné dva body. Ezistuji nejméné ti body, které
na jedné piimce neleZi.

I 4. K libovolngm tirem bodim A, B, C, které neleZi na jedné a téZe pFimce, existuje
vZdy néjakd rovina «, kterd je incidentni s kaZdym ze tiech bodu A, B,C. Ke kazdé
rovin€ existuje vZdy néjaky bod, ktery je s ni incidentnd.

Pouzivame také obraty: A LEZI V ROVINE «; A JE BODEM ROVINY «; atd.

I 5. Ke kaZdygm tiem bodim A, B,C, které neleZi na jedné a téZe primce, existuje
NEJVYSE jedna rovina, kterd je incidentni s kaZdym ze tiech bodi A, B, C.

I 6. Kdyz lezi dva body A, B jedné piimky a v jedné roviné «, potom leZi v roviné
a kaZdy bod primky a.

V tomto pifipadé fikdme: PRIMKA a LEZI V ROVINE «; atd.

I 7. KdyZ maji dvé roviny «, 8 néjaky spoleénij bod A, potom maji spolecnyj jesté
nejméné jeden dalsi bod B.

I 8. Ezistuji neyméné étyri body, které neleZi v jedné roviné.

3p. prekl. : V originale Aziome der Verkniipfung. Taktéz pouzivany pieklad axiomy spojeni zde
nepouzivame kvili moZné zaméné s axiomy spojitosti (skupinou axiomt V). Opirame se pfitom
o ¢lanek (|[Nadenik 1972], s. 20)
Téz H. Poincaré v recenzi na Hilbertovu knihu piSe: “P¥elozil bych jako projektivni aziomy (aziomes
projectifs spiSe nez abych se snaZzil najit doslovny preklad, jako napf. aziomy spojeni (aziomes
de la connection), ktery by nebyl uspokojivy.)” (|[Poincaré 1903], s. 3). V Laugelové francouzském
piekladu prvniho vydani piekladano jako aziomes d’association. ([Hilbert 1899d], s. 2)
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Axiom I 7 vyjadiuje, Ze prostor obsahuje nejvyse tii dimenze. Axiom I 8 vyja-
dfuje oproti tomu, Ze prostor obsahuje nejméné t¥i dimenze.

Axiomy I 1-3 se také nazyvaji rovinné aziomy skupiny I, na rozdil od axiomii
I 4-8, které oznacuji jako prostorové azxiomy skupiny 1.

Z vét, které plynou z axiomii I 1-8 zminime pouze tyto dvé:

Véta 1. Dvé piimky jedné roviny maji spoleény jeden nebo zadny bod; dvé roviny
nemaji zadny spoleény bod, nebo maji spoleénou piimku a zadny jiny bod; rovina
a primka, ktera v ni nelezi, maji spole¢ny jeden nebo Zadny bod.

Véta 2. Primka a bod, ktery na ni nelezi, stejné jako dvé rtzné piimky s jednim
spoleénym bodem, lezi vzdy pravé v jedné roviné.

§ 3. Skupina axiomu II: axiomy usporadani.*

Axiomy této skupiny definuji pojem “MEZI” a na zakladé tohoto pojmu umoziiuji
uspotdddni bodu na p¥imce, v roviné a v prostoru.

Vymeér. Body piimky se nachézeji v jistych vzajemnych vztazich, k jejichz popisu
nam poslouzi obzvlasté slovo “mezi”.

I1 1. Kdyz lezi bod B mezi bodem A a bodem C, potom jsou A, B,C t¥i rizné body
jedné primky a B leZi potom také mezi C' a A.

IT 2. Ke dvéma bodim A a C existuje vidy nejméné jeden bod B na pFimce AC
takovyj, ze C lezi mezi A a B.5

IT 3. Z libovolngch trech bodi jedné primky leZi NEJVYSE JEDEN mezi druhymi
dvéma.b

Kromé téchto linedrnich axiomi uspotrdddni potfebujeme jesté rovinng ariom
uspordaddni.
Vymeér. UvaZujeme na piimce a dva body A a B; systém obou bodu A a B nazveme
useckou a oznacime ji AB nebo BA. Body mezi A a B se nazyvaji body usecky AB,
nebo téZ body, lezici uvnitr tsecky AB; body A, B se nazyvaji koncové body tsecky
AB. Vsechny zbyvajici body pfimky a se nazyvaji body, lezici mimo tsecku AB.

IT 4. Necht A, B,C jsou tri body, které meleZi na jedné pFimé lince a necht a je
primka v roviné ABC, kterd neprochdzi Zadnym z bodi A, B, C': kdyz primka a pro-
chdzi bodem tusecky AB, potom prochdzi jisté také bud bodem tisecky AC nebo bodem
usecky BC.

Nézorné vyjadieno: kdyz primka vstupuje do vnitiku trojuhelniku, vystupuje
také z ného ven. Lze dokazat, Ze zaroven obé tisecky AC a BC' piimka a protnout
nemuze (viz Dodatek I 1).7

4Tyto axiomy poprvé ditkladné zkoumal M. PascH ve svych Vorlesungen iiber neuere Geome-
trie, Leipzig 1882. Konkrétné u axiomu II 4 pochézi jeho vyjadfeni od M. PAsSCHE.

5p. piekl. : v Sestém vydani jesté ve tvaru: Kdyz jsou A a C dva body jedné piimky, existuje
vzdy nejméné jeden bod B, ktery lezi mezi A a C a nejméné jeden bod D takovy, ze C lezi
mezi A a D.

6p. piekl.: Tento axiom neplati v Riemannové geometrii, a ta tak neni zahrnuta do Hil-
bertovych tvah o neeukleidovské geometrii, vzniklé vypusténim axiomu o rovnobézkich IV
v par. § 10. Kromé téchto dvou axiomii v8ak v Riemannové geometrii ostatni stanovené axiomy
plati. Viz ([Hilbert 1900], s. 302).

"p. prekl.: original.
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§ 4. Dusledky axiomi spojeni a usporadani.
7 axiomu I a II plynou nasledujici véty:

Véta 3. Ke dveéma bodim A a C existuje vzdy nejméné jeden bod D na piimce
AC, ktery lezi mezi A a C.

Diikaz. Podle axiomu I 3 existuje bod £ mimo piimku AC a podle axiomu II 2
existuje na AF bod F takovy, ze E je bodem tusecky AF. Podle téhoz axiomu
a podle axiomu II 3 existuje na F'C' bod G, ktery nelezi na tuseéce FC. Podle
axiomu IT 4 musi tedy pFimka EG protnout usecku AC v néjakém bodé D. O

Véta 4. 7 libovolnych tifech boda A, B,C jedné pfimky je to vidy pravé jeden,
ktery lezi mezi druhymi dvéma.

Diikaz. Necht A nelezi mezi B a C' a obdobné ani C' nelezi mezi A a B. S bodem
B spojime bod D, ktery nelezi na piimce AC, a na spojnici zvolime podle axiomu
II 2 bod G tak, ze D bude lezet mezi B a GG. Pouzijeme-li axiom II 4 na trojuhelnik
BCG a piimku AD, zjistime, Ze se ptimky AD a CG protinaji v bodé E, ktery lezi
mezi C a G. Stejnym zplsobem zjistime také, ze se piimky C'D a AG protnou v bodé
F, ktery lezi mezi A a G. Pouzijeme-li nyni axiom II 4 na trojahelnik AEG a p¥imku
CF, ukazuje se, ze D lezi na mezi A a E a pouZitim téhoz axiomu na trojuhelnik
AEC a piimku BG zjistime, Ze B lezi mezi A a C.8 O

Véta 5. Jsou-li dany ¢tyii libovolné body pFimky, lze je vzdy oznadit A, B, C, D tak,
ze bod, oznaceny jako B, lezi mezi A a C' a také mezi A a D a dale bod, oznaceny
jako C, lezi mezi A a D a také mezi B a D.%

Diikaz. Necht jsou A, B,C, D ¢tyfii libovolné body piimky g. Nejdiive dokazeme:

1. Lezi-li B na usefce AC a C na tusecce BD, lezi potom body B a C také
na usetce AD. Podle axiomt I 3 a II 2 zvolime bod FE, ktery nelezi na g,
a bod F tak, ze E lezi mezi C' a F. Nékolikerym pouzitim axiomi II 3 a 4
se ukaze, Ze se usecky AF a BF protinaji v jednom bodé G a dale, Zze piimka
CF protne tsecku GD v jediném bodé H. Jelikoz H lezi na tse¢ce GD, oproti
éemuZ E podle axiomu II 3 na tseéce AG nelezi, protne podle axiomu IT 4
piimka FH tusetku AD, tedy C' lezi na use¢ce AD. Pfesné takto se symetricky
dokéze, ze také B lezi na této tsecce.

2. Lezi-li B na usec¢ce AC a C na use¢ce AD, lezi potom také C na tise¢ce BD a B
na usetce AD. Zvolime bod G mimo g a dalsi bod F tak, ze GG lezi na tsecce
BF'. Podle axiomu I 2 a II 3 neprotne pifimka C'F' ani tsecku AB ani tisecku
BG, tedy podle axiomu II 4 ani tsecku AG. Protoze ale C lezi na tseéce AD,
protne piimka C'F tsecku GD v jediném bodé H. Nyni opét podle axiomi
IT 3 a 4 protne pfimka F'H tse¢ku BD.C tedy lezi na tseéce BD. Zbytek
tvrzeni 2 plyne z 1. O

Necht jsou nyni dany ¢tyfi libovolné body jedné primky. Vezmeme z nich tfi
body a oznacime @) ten z nich, ktery podle Véty 4 a axiomu II 3 lezi mezi druhymi
dvéma, tyto ozna¢ime P a R, a nakonec oznac¢ime S posledni ze ¢tyf danych bodd.
Potom plyne opét z axiomu II 3 a Véty 4, Ze je pét moznosti pro polohu bodu S:

8Tento ditkaz pochazi od A. WALDA.

9Tato véta byla v prvnim vydani oznagena za axiom. E. H. MooRrE vSak rozpoznal (Trans.
Math. Soc. 1902), Ze je jiz disledkem stanovenych rovinnych axiomi incidence a usporadani. Srov.
také na to navazujici prace VELBENA (Trans. Math. Soc. 1904), SCHWEITZERA (American Journ.
1909). Blizsi studii nezavislych systémii LINEARNICH axiomil uspofadani, které definuji usporadani
na piimce, 1ze nalézt u E. v. HUNTINGTONA (“A new set of postulates for betweenness with proof
of complete independence”, Trans. Math. Soc. 1924, srov. také Trans. Math. Soc. 1917).
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R lezi mezi P a S,

nebo P lezi mezi R a S,

nebo S lezi mezi P a R a zarovenn (Q mezi P a S,
nebo S lezi mezi P a @,

nebo P lezi mezi @ a S,

Prvni étyfi moznosti budou predpoklady pro 2., posledni predpoklad pro 1. Tim
je Véta 5 dokazana.

Véta 6. (zobecnéni Véty 5). Je dan libovolny koneény pocet boda p¥imky, potom
Ize tyto vzdy oznacit A, B,C, D, E, ..., K tak, ze bod, oznadeny jako B, lezi mezi A
na jedné strané a C, D, E, ..., K na strané druhé, dale C' mezi A, B na jedné strané
a D,FE,..., K na strané druhé, potom D mezi A, B,C na jedné strané a F,..., K
na druhé strané, atd. Kromé tohoto zptisobu oznaceni existuje jesté jeden obraceny
zpusob oznaceni K, ..., E,D,C, B, A, ktery bude mit tytéz vlastnosti.

Véta 7. Mezi libovolnymi dvéma body piimky se nachazi vzdy nekone¢né mnoho
bodi.

Veéta 8. Kazda primka a, které lezi v roviné «, rozdéluje body této roviny «, které
v ni nelezi, na dvé oblasti s nasledujicimi vlastnostmi: kazdy bod A jedné oblasti
vytvari s kazdym bodem B druhé oblasti tsecku AB, uvniti které lezi bod piimky
a, oproti tomu uréuji libovolné body A a A’ z jedné a téZe oblasti tsecku AA’, ktera
neobsahuje zadny bod z a.

Vymer. Rikame: body A, A’ lezi v roviné o na jedné a téZe strané od primky a
a body A, B lezi v roviné « na opacnijch strandch od primky a.

Vimer. Necht jsou A, A", O, B ¢tyii body jedné primky a takové, ze O lezi mezi A a B,
ale neleZi mezi A a A’; Potom Fikame: body A, A’ leZi na primce a na jedné a téze

stran€ od bodu O a body A, B lezi na pfimce a na rozdilniych strandch od bodu O.

Vsgechny body piimky a, lezici na jedné strané od O, se také nazyvaji poloprimka,

vychézejici z bodu O; proto kazdy bod pfimky déli tuto na dvé poloprimky.

Vymeér. Systém tsecek AB, BC,CD, ..., KL senazyva lomend ¢dra, kterd vzajemné
spojuje body A a L. Tato lomena ¢ara se také zkracené oznacuje ABCD ... KL.
Body uvniti use¢ek AB,BC,CD,..., KL, stejné jako body A,B,C,D,...,K,L
se dohromady nazyvaji body lomené cdry. Specialné, pokud lezi vSechny body A, B,
C,D,...,K,L v jedné roviné a bod L je navic identicky s bodem A, nazyva se tato
lomené &ara mnohothelnik a znaéi se mnohothelnik ABCD ... K. Usetky AB, BC,
CD,...,KA se také nazyvaji strany mnohotuhelniku. Body A, B,C, D, ..., K se na-
zyvaji vrcholy mnohotuhelniku. Mnohothelniky s 3, 4, ..., n vrcholy se nazyvaji troj-
dhelniky, ctyrihelniky, ..., n-dhelniky.

Vymeér. Kdyz se od sebe v8echny vrcholy mnohothelniku 1isi a zadny vrchol mno-
hotihelniku neni bodem nékteré strany a zaddné dvé libovolné strany mnohotihelniku
nemaji spole¢ny bod, fikdime, Ze je mnohotuhelnik jednoduchy.

Za pomoci Véty 8 dojdeme k nasledujicim vétam (viz odkazy na literaturu na konci
Dodatku I 1):1°

Veta 9. Kazdy jednoduchy mnohothelnik, lezici v roviné «, rozdéluje ty body roviny
a, které neprisluseji lomené ¢are mnohotuhelniku, na dvé oblasti, vnitrek a vnéjsek,
které maji nasledujici vlastnosti: necht A je bod vnitiku (VNITRNI BOD) a B bod
vnéjsku (VNEJSI BOD), potom kazda lomen4 ¢ara, ktera lezi v roviné « a spojuje A
s B, m4 s mnohotihelnikem nejméné jeden spole¢ny bod; jsou-li oproti tomu A, A’

10p, prekl.: original.
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dva body vnitiku a B, B’ vngjsku, potom v roviné « existuji vzdy takové lomené
dary, které spojuji As A" a B s B’ a nemaji s mnohotihelnikem Zadny spoleény bod.
P1i vhodném oznaceni obou oblasti existuji v roviné a vzdy takové primky, které
celé prochazeji vnéjskem mnohothelniku a oproti tomu zadna takova p¥imka, ktera
by prochéazela pouze vnitifkem mnohotuhelniku.

Véta 10. Kazda rovina « déli ostatni body prostoru na dvé oblasti nasledujicim
zpusobem: kazdy bod A jedné oblasti urcuje s kazdym bodem B druhé oblasti
asecku AB, uvniti které lezi jeden bod roviny «; oproti tomu dva libovolné body
A a A’ jedné a téze oblasti urcuji vzdy usecku AA’, ktera neobsahuje zadny bod
roviny a.

Vimeér. Pouzijeme-li oznaceni z této Véty 10, Fekneme: body A, A’ lezi v prostoru
na jedné a téZe strané€ od roviny « a body A, B lezi v prostoru na opacénijch strandch
od roviny .

v PROSTORU; tyto skute¢nosti jsou pritom pouze disledky dosud probranych axiomu
a ve skupiné II neni zapotfebi zddny novy PROSTOROVY axiom.

§5. Skupina axiomti III: axiomy shodnosti.
Axiomy této skupiny definuji pojem shodnosti a tim také pojem pohybu.

Viymer. Usecky uvazujeme v jistych vzajemnych vztazich, k jejichz popisu nam

poslouzi slova “shodng” nebo “identicky”. !t

III 1. Kdyz jsou A, B dva body na jedné piimce a a kdyZ je ddle A’ bod na téze

nebo jiné piimce a’, potom lze na dané strané primky a’ od bodu A" vZdy nalézt bod
B’ takovyj, Ze tisecka AB bude shodnd nebo identickd s iseckou A'B’, znacéime

AB=A'B'.

Tento axiom dava MOZNOST pfendSeni USECKY. Jednozna¢nost tohoto tkonu
dokézeme pozdéji.

Usecka byla definovéna jako systém dvou bodit AB a byla oznacena AB nebo BA.
Na poradi obou bodi nebyl tedy bran zretel; proto znamenaji formule

AB=A'B', AB=DB'A
BA=zA'B, BA=B'A

totéz.

IIT 2. Kdyz jsou usecky A’B’ a A”B" shodné s touZ useckou AB, je také isecka
A’'B’ shodnd s useckou A" B” ; nebo jednoduseji: kdyz jsou dvé usecky shodné se tiett,
jsou také shodné mezi sebou.

Protoze shodnost nebo identita jsou do geometrie zavedeny teprve v téchto axio-
mech, neni zprvu zcela samoziejmé, ze KAZDA USECKA JE SHODNA SAMA SE SEBOU;
tato skute¢nost plyne az z obou prvnich axiomu shodnosti, kdyZ tisecku AB prene-
seme na libovolnou polopiimku, ozna¢ime A’B’, ktera bude shodna s AB, a potom
na shodnosti AB = A’B’, AB = A’B’ pouZijeme axiom III 2.

Na tomto zakladé se dale pouzitim axiomu III 2 dokaze symetrie a tranzitivita
shodnosti tisecek, tj. platnost vét:

Ip. prekl.: splyvajici, stejny, rovny
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Kdyz AB = A'B,
pak je také A'B’ = AB;
kdyz AB = A'B
a A'B = A"B",
pak je také ~AB = A"B".

Na zékladé symetrie shodnosti tiseGek mizeme uzivat slovni obrat: dvé tusecky
jsou “navzdjem shodné”.

IIT 3. Necht jsou AB a BC dvé isecky bez spolecnijch bodi na piimce a a ddle A’ B’
a B'C" dvé usecky na téZe nebo na jiné isecce a’ také bez spolecnyjch bodi; kdyz je
potom

AB=A'B’ a BC=B'C’,
potom je také vidy AC = A'C'.

Tento axiom vyjadiuje pozadavek SECITATELNOSTI tisecek.

Presné stejné jako prenédseni Gsecek probereme nanaseni thli. Musime vsak ale
nyni kromé MOZNOSTI nanaSeni thli axiomaticky pozadovat také JEDNOZNACNOST;
tranzitivitu a seéitatelnost lze oproti tomu dokazat.

Vymeér. Necht je o libovolna rovina a h, k necht jsou libovolné dveé rtizné polopfimky,
vychézejici z bodu O a lezici v roviné «, které nalezi RUZNYM piimkam. Systém
téchto obou polopfimek h, k pojmenujeme whel a oznacime jej < (h, k) nebo < (k,h).

Poloptimky h, k se nazyvaji ramena thlu a bod O se nazyva vrchol dhlu.

Ptimy ¢ nekonvexni thel nebereme podle této definice v avahu.

Necht p¥islusi polopiimka h p¥imce h, polopiimka k p¥imce k. Polopiimky h a k,
spole¢né s bodem O, rozdéluji ostatni body na dvé oblasti: o v8ech bodech, které
které lezi na stejné strané od k jako h a na stejné strané od h jako k, fekneme, e lezi
ve VNITRKU thlu < (h, k), o v8ech ostatnich bodech fekneme, Ze leZi ve vngjsku thlu
neboli VNE dhlu.

Na zékladé axiomu I a II snadno nahlédneme, Ze obé oblasti obsahuji néjaké
body a ze tsecka, ktera spojuje dva body ve vnitrku thlu, vzdy ve vnitiku také cela
lezi. Stejné snadno lze dokazat nésledujici skutecnosti: lezi-li bod H na h a bod K
na k, prochézi usecka HK zcela ve vnitiku. Polopfimka, vychazejici z O prochézi
celd bud uvnitf nebo vné thlu. Polopfimka, prochazejici vnitikem, protina tsecku
HK. Je-li A bodem jedné a B bodem druhé oblasti, prochézi kazda lomenéa c¢ara,
ktera spojuje A s B, budto bodem O nebo méa s h nebo k spoleény nejméné jeden
bod; jsou-li oproti tomu A, A" body téZe oblasti, existuje vzdy takova lomen4 ¢éra,
ktera A spojuje s A" a neprochazi ani bodem O ani bodem na polopfimkach h, k.
Viymeér. Uhly maji k sobé jisté vzajemné vztahy, k jejichz oznadeni nam také poslouzi
slova “shodny” nebo “identicky’.

IIT 4. Necht je ddn thel <(h,k) v roviné a a pfimka a’ v roviné o, a také urcitd
strana od a' v Toving . Necht h' oznacuje poloprimku piimky o', kterd vychdzi
z bodu O': potom v roviné o' existuje jedna a jen jedna polopFimka k' takovd, Ze tihel
<(h,k) je shodny nebo identicky s uhlem <(h', k") a zdroven leZi vSechny vnitini
body thlu < (R’ k") na dané strané od o', znacime:

< (h k) = <(W, ).
Kazdy uhel je shodng sdm se sebou, tj. je vidy

<(h,k) = <(h,k).

Zkracené také fikdme: kazdy thel lze v dané roviné nanést na danou stranu dané
polopfimky jednozna¢né uréenym zptisobem.

Stejné jako u tusefek nezohlediiujeme smér, nezohlediiujeme u definice whlu
smysl. Proto znamenaji vyrazy < (h,k), <(k,h) totéz.
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Vimeér. Uhel s vrcholem B, na jehoZ obou ramenech lezi postupné body A a C,
se oznacujeme také jako < ABC nebo kratce <B. Uhly se také oznacuji malymi
feckymi pismeny.

III 5. Kdyz pro dva trojihelniky ABC a A'B'C’ plati shodnosti
AB=A'B’, AC = A'C’, <BAC = <B'A'C’,

potom plati také shodnost
<ABC = <A'B'C’.

Pojem trojihelniku vysvétlujeme na str. 65.12 Cyklickou zaménou se ukéze,
ze pokud plati tento axiom, plati také vzdy shodnosti

<ABC=<A'B'C’ a <«ACB=<A'C'B'.

Axiomy III 1-3 obsahuji vyroky o shodnosti tisecek, nazveme je tedy jako linedrni
axiomy skupiny III. Axiom III 4 obsahuje vyroky o shodnosti uhli, Axiom III 5
spojuje pojmy shodnost tisecek a shodnost thli. Axiomy III 4 a IIT 5 obsahuji
vyroky o prvcich rovinné geometrie a nazveme je tedy jako rovinné axiomy skupiny
I11.

JEDNOZNACNOST PRENASENI USECEK plyne z jednoznac¢nosti nanaseni thla po-
moci axiomu IIT 5. Predpokladejme, Zze usetku AB preneseme na néjakou polo-
piimku, vychazejici z A’, dvéma zptsoby, jednak aZz do B’ a jednak aZz do B”.
Potom zvolime n&jaky bod C’ usecky A’B’ a dostaneme shodnosti A’B’ = A’B”,

AIOI = A,C,’ <(B,A,C, = <B”A,OI,
tedy podle axiomu III 5
<AIC,B,E <AIC,B"7

coz je ve sporu s jednozna¢nosti nanaseni thlu, pozadovanou axiomem III 4.

§6. Disledky axiomt shodnosti.

Vymeér. Dva tahly, které maji spole¢ny vrchol a jedno rameno a jejichz rameno, které
nemaji spole¢né, tvori pfimku, se nazyvaji vedlejsi whly. Dva thly se spoleénym
vrcholem, jejichz vSechna ramena tvoii pokazdé primku, se nazyvaji whly vrcholové.
Uhel, ktery je shodny se svym vedlejsim thlem, je whel pravy.
Nyni postupné dokazeme nésledujici véty:
Véta 11. V trojahelniku se dvéma shodnymi stranami jsou jim protilehlé thly
shodné, nebo kratce v rovnoramenném trojihelniku se thly pfi zédkladné rovnaji.
Tato véta plyne z axiomu III 5 a z posledni ¢asti axiomu III 4.

Vymer. Rikame, 7e trojihelntk ABC je shodny s trojuhelntkem A’B’C’, pokud
plati shodnosti

AB
<A

A'B', AC
<A <B

A'C, BC
<B, <C

B'C’
<C'.

Véta 12. (PRVNI VETA SHODNOSTI PRO TROJUHELNIKY). Trojihelnik ABC je
shodny s trojahelnikem A’B’C’, pokud plati shodnosti

AB=A'B, AC=A'C’, <A=<A.

127de a v nasledujicim budeme piedpokladat, Ze jeho vrcholy nelezi na jedné pfimce.
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Driikaz. Podle axiomu III 5 jsou splnény shodnosti
<B=<B a <C=<(C',

proto musime dokézat jesté platnost shodnosti BC' = B’C’. Predpokladame-li oproti
tomu, ze BC neni shodna s B’C”, a ur¢eme na B’C’ bod D’ tak, ze bude BC = B'D’,
potom na zakladé axiomu III 5, pouZitého na oba trojahelniky ABC a A'B’'D’,
dostaneme, ze < BAC = <B'A'D’. Uhly <BAC, <B'A'D’, <B'A'C" by tedy byly
shodné; to ale nenf mozné, protoze podle axiomu IIT 4 mizeme nanést kazdy thel
na danou polopfimku na danou stranu v jedné roviné pouze jedinym zpiisobem. —
Tim jsme dokézali, Ze trojihelnik ABC je shodny s trojihelnikem A’B’C’. O

Stejné snadno dokézeme:

Véta 13. (DRUHA VETA SHODNOSTI PRO TROJUHELNIKY). Trojahelnik ABC je
shodny s jinym trojuhelnikem A’B’C’, pokud plati shodnosti

AB=A'B, <Az <A, <«B=<B.

Véta 14. Kdyz je thel <« ABC shodny s druhym thlem <A’B’C’, je také jeho
vedlejsi ithel <« CBD shodny s vedlejsim thlem <C’B’D’ onoho druhého uhlu.

Dikaz. Zvolime body A’,C’, D' na ramenech, prochézejicich bodem B’ tak, Ze
AB=A'B’, CB=C'B, DB=D'B.

7 Vé&ty 12 plyne potom, Zze trojihelnik ABC je shodny s trojihelnikem A’'B’'C’, tj.
ze plati shodnosti

CD=C'D a <ADC = <A'D'C’,
A odtud pri uvazeni trojuhelniki BCD a B'C’'D’ plyne podle axiomu III 5:
<CBD=<(C'B'D'. O

Bezprostfednim diisledkem Véty 14 je véta o SHODNOSTI VRCHOLOVEHO UHLU.

Déle z ni plyne EXISTENCE PRAVEHO UHLU (viz str. 68).

Kdyz totiz naneseme libovolny thel na polopfimku OA z bodu O na obé jeji
strany a na volna ramena preneseme tutéz vzdélenost: OB = OC, protne tsecka BC'
pfimku OA v bodé D. Padne-li bod D do bodu O, budou <« BOA a <«COA stejné
vedlejsi thly, a tedy uhly pravé. Lezi-li D na polopiimce O A, potom na zakladé kon-
strukce plati: <« DOB = <« DOC'; pokud D lezi na opa¢né polopfimce, potom plyne
uvedené shodnost z Véty 14. Podle axiomu III 2 je kazda tisecka shodné sama se se-
bou: OD = OD. Odtud plyne na zakladé axiomu III 5, Ze plati <ODB = <ODC.

Veta 15. Necht jsou jednak h,k,l a jednak h' k' 1" vzdy tii z bodu O, resp. O’,
vychézejici a v roviné «, resp. o’ leZici polopfimky. Necht lezi h,k a h', k" naraz
bud na jedné a téZe strané nebo na opa¢nych stranach od I, resp. I’. Pokud potom
plati shodnosti

<(h )= <) a <(k1) = <(K,1),

potom je také vzdy
< (h k) = <(W, ).

Diikaz. Dikaz budeme vést pro pripad, kdy h a k lezi na téZze strané od [, a tedy
podle predpokladu také h' a k' lez{ na téZe strané od I’. Druhy pifipad prevedeme
na pripad prvni s vyuzitim Véty 14. — Z vyméru na str. 67 plyne, Ze budto prochézi
h dhlem <(k,l) nebo k thlem < (k,1). Zvolme takové oznadeni, Ze h bude lezet
v thlu < (k,!). Na ramenech k,k’,1,1" zvolime body K, K', L, L’ tak, ze OK = O'K’
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a OL = O'L’. Podle véty, uvedené na str. 67, protinad h pfimku KL v bods H.
Uréime H' a b’ tak, aby OH = O'H'. V trojihelnicich OLH a O'L'H’, resp. OLK
a O'L'K’ se podle Véty 12 ukazuji shodnosti

<OLH = <O'L'H', <OLK:=<O'L'K’,
LH=L'H LK=L'K' anakonec <OKL=<O'K'L'. O

Protoze podle axiomu III 4 1ze kazdy tihel nanést na danou polopifimku na danou
stranu v jedné roviné jen jednim zptisobem, a protoZze H' a K’ podle pfedpokladu
lezi na téZze strané od I’, udavaji obé vyse uvedené shodnosti thld, Ze H' leZi na L'K’.
Potom obé& jmenované shodnosti tiseéek snadno na zékladé axiomu III 3 udavaji,
¢ HK = H'K'. PouZitim shodnosti OK =O'K' . HK = H'K' a <OKL=<O'K'L’
v axiomu III 5 1ze nyni odvodit dané tvrzeni.

Podobné dospéjeme k nasledujici skute¢nosti:

Veta 16. Necht je thel < (h,k) v rovind « shodny s thlem < (h',k") v roving o’
a necht je | polopfimka v roving «, ktera vychazi z vrcholu ahlu < (h, k) a prochazi
vnittkem thlu: potom existuje vZdy jedna a pravé jedna polopiimka 1’ v roving o/,
ktera vychazi z vrcholu thlu < (', k") a prochézi vnitikem thlu tak, Ze bude platit

<(h,l)=<(W,I") a <(k1)=<(kK' ).

Abychom ziskali t¥eti vétu o shodnosti a vlastnost symetrie shodnosti uhli,
odvodime z Véty 15 nejdiive nasledujici vétu:
Véta 17. Lezi-li dva body Z; a Zs na opaénych stranach pfimky XY a plati-li
shodnosti X7 = X 75 a Y Z; =Y Z,, potom je také tthel < XY Z; shodny s tthlem
< XY 7.

Diikaz. Podle Véty 11 je <« XZ1Zy = «XZsZy a <Y Z1Zy = <Y ZyZ,. Pritom
plyne z Véty 15 shodnost: < XZ1Y = <« XZ,Y. Zvlastni pfipady, ve kterych X
kladanych shodnosti X7y = XZ5 a Y Z; = YZ5 plyne podle axiomu III 5 tvrzeni:
<XYZ, =< XYZs. O

Véta 18. (TRETI VETA SHODNOSTI PRO TROJUHELNIKY). KdyZ jsou ve dvou troj-
thelnicich ABC a A’B’C’ pokazdé dvé odpovidajici si strany shodné, pak jsou tyto
trojthelniky shodné.

Diikaz. Kvuli symetrii shodnosti tsecek, dokdzané na str. 67, sta¢i dokazat, ze troj-
ihelnik ABC' je shodny s trojihelnikem A’B’C’. naneseme tthel < BAC na polo-
piimku A’C" od bodu A’ na obé strany. Na ramenu, které lezi na stejné strané
od A’C’ jako B’, zvolime bod By tak, aby A’By = AB; a na druhém volném ra-
menu zvolme B” tak, aby A’B” = AB. Podle Véty 12 je BC = ByC’ a stejné tak
BC = B"C’". Dosud jmenované shodnosti dohromady s témi z predpokladu, plynou
z axiomu III 2 shodnosti

AIBII = A,BO, B”C, = BOC,

a analogicky
A/BII = A,B,7 B//OI = B/O/'

Predpoklady Véty 17 plati tedy jak pro oba trojuhelniky A’B”C’ a A’ByC’, tak
pro oba trojihelniky A’B”C" a A’B'C’, tj. thel <« B"A'C" je shodny jak s dhlem
<BpA'C’ tak s tthlem < B'A'C’. Protoze ale podle axiomu III 4 lze kazdy thel
na danou polopfimku na danou stranu v roviné nanést pouze JEDINYM zpuso-
bem, je polopfimka A’B zcela identicka s polopfimkou A’B’, tj. tihel, shodny s
<BAC, naneseny na A’C’ na pfislusnou stranu, je tthel < B’A’C’. Pouzitim shod-
nosti « BAC = < B’A’C" a predpokladanych shodnosti aseéek ve V&té 12 lze potom
odvodit dané tvrzeni. O

70



Veta 19. KdyZ jsou dva ahly < (h', k") a <(h”, k") shodné s t¥etim ahlem < (h,k),
je také thel < (h',k’) shodny s dhlem < (h”,k").13

Tuto vétu, kterd odpovida axiomu III 2, 1ze formulovat takto: Pokud jsou dva
thly shodné s tfetim, pak jsou shodné i mezi sebou navzajem.

Diikaz. Necht jsou O’,0"” a O vrcholy tifech danych thli. Zvolime na kazdém ra-
menu kazdého thlu body A’, A" a A tak, aby O'A’ = OA a O" A" = OA. Zvolme
nyni dile na volnych ramenech body B’, B” a B tak, aby O'B’= OB a O"B" = OB.
Z téchto shodnosti a z obou predpokladi < (h', k") = < (h,k) a <(h", k") = <(h, k)
plynou podle Véty 12 shodnosti

A'B'=AB a A"B”"=AB.

Podle axiomu III 2 se tedy trojuhelniky A’B'O’" a A" B"0O" shoduji ve tfech
stranach a zaroven plati podle Véty 18

<(W, k)= <(h",k"). O

Z Véty 19 plyne, stejné jako z axiomu III 2 pro tsecky, vlastnost symetrie kon-
gruence uhla, tj. kdyZ je <a = <3, jsou <« a < SHODNE NAVZAJEM. Diky tomu
Ize nyni pfedevsim vyslovit Véty 12-14 v symetrické formé.

Navic mizeme nyni zavést POROVNAVANI VELIKOSTI UHLU.

Véta 20. Necht jsou dany libovolné dva uhly < (h, k) a <(h’,1"). KdyZ dostaneme
po naneseni < (h, k) na polopfimku A’ na stranu smérem k polop¥imce I’ VNITRNI
polopfimku %', dostaneme po naneseni < (h’,!") na polopiimku h na stranu smérem
k polopfimce k VNEJSI polopiimku [, a naopak.

Diikaz. Predpokladejme, Ze [ lezi ve vnittku < (h, k). Protoze <(h,k) = <(h', k'),
existuje k vnitini polopfimce | podle Véty 16 polopiimka I” ve vnitiku < (h', k"),
pro kterou plati shodnost < (h,l) = <(h',I"). Podle pfedpokladu a kvili symet-
rii shodnosti ahli plati <(h,l) = <(h',l'), kde I’ a I"” jsou nutné& rizné, coz je
ve sporu s jednoznacnosti nanéSeni thla III 4. Opacnou vétu dokizeme analo-
gicky. Pokud po naneseni <« (h,k), popsaném ve Vété 20, dostaneme vnitini po-
lopiimku &' ahlu < (h',1"), fikdme: <(h,k) je mensi nez <(h',l"), symbolicky:
<(h,k) < <(W,1"); kdyZz dostaneme vné&jsi polopiimku, fikdme: <(h,k) je vétsi
nez < (h',1"), symbolicky: < (h, k) > <(h',1"). O

Zjistujeme, Ze pro dva uhly « a 8 nastane vzdy PRAVE JEDEN ze tfech pFipadi
a<fapf>a a=p, a>papf<a.
Porovnavani velikosti ahli je tranzitivni, tj. z kazdého ze tfech predpokladi

lL.a>pB, 8>y, 2.a>8, 8=v; 3.a=08, B>y
plyne o> .

Porovnavani velikosti tsecek s analogickymi vlastnostmi plyne bezprostifedné
z axiomu IT a IIT 1-3 a z jednoznacnosti pfenaseni useéek (str. 68).

Na zakladé porovnavani velikosti thlu se ukazuje dikaz nasledujici véty, kterou
FEukleidés — dle mého nézoru nepravem — zafadil mezi axiomy.

Véta 21. Vsechny pravé thly jsou navzijem shodné.

13Zde uvedeny dikaz Véty 19, uvedené v prvnich vydanich jako axiom, pochazi od A. RosEN-
THALA, srov. Math. Ann. sv. 71.
A. ROSENTHAL je téZ autorem modifikovaného tvaru axiomt I 3, I 4, srov. Math. Ann. sv. 69.
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Diikaz. Pravy thel je podle definice takovy, ktery je shodny se svym vedlejsim
thlem. Necht jsou thly a, neboli < (h,l), a 8, neboli < (k,1), thly vedlejsimi, stejné
tak thly o’ a (', a necht je a = 8 a o' = 3. Oproti tvrzeni Véty 21 budeme
predpokladat, Ze thel o nebude shodny s tthlem «. Potom dostdvame po naneseni
ihlu o’ na polopfimku h na stranu smérem k ! polopiimku [”, kter4 je rtzn4 od I.
Tato 1" lezi tedy bud ve vnittku a nebo ve vnittku 3. Pokud lezi I” ve vnitiku a,
potom plati:
<(h1")<a, a=8, B<<(kl").

Odtud plyne na zakladé tranzitivity porovnavani velikosti:
<(h, ") < <(k,1").
Zaroven plati podle predpokladu a Véty 14:

<(hvl”) EO/? O/ ﬁlv B,E <(kal”)7
a odtud plyne <(h,1") = < (k, 1",

coZ je spor se vztahem < (h,l") < < (k,I"). Piipad, kdy 1" lezi ve vnitiku 8, vede
na zcela analogicky spor, ¢imz je Véta 21 dokazana.'4 O

Viymer. Uhel, ktery je vétsi nez jeho vedlejsi tihel, resp. v&tsi nez pravy thel, se na-
zyvé tupy thel; thel, ktery je mensi nez jeho vedlejsi thel, resp. mensi nez pravy
thel, se nazyva ostry thel.

Klicova véta, ktera uz u Euklida hraje dulezitou roli a ze které plyne rada dile-
zitych skuteénosti, je véta o vnéjsim thlu.
Viymer. Uhly « ABC, <« BCA a <CAB, pfislugejici trojuhelniku ABC, oznadujeme
za jeho vnitini whly, dhly k nim vedlejsi nazyvame vnéjsi dhly trojihelniku.

Véta 22. (VETA O VNEJSIM UHLU). Libovolny vnéjsi thel trojahelniku je vétsi
nez kazdy ze dvou nepiiléhajicich vnitinich dhla trojuhelniku.

Diikaz. Necht je <« CAD vnéj§i tihel trojuhelniku ABC. Zvolme D tak, aby AD = CB.
Dokazeme nejdiive <CAD # < ACB. Pokud by totiz bylo <«CAD = <ACB,
potom by kvili shodnosti AC = C'A a podle axiomu III 5 platilo: < ACD = <CAB.
Z Vét 14 a 19 by nyni plynulo, ze < ACD by byl shodny s vedlejsim tthlem thlu
< ACB. Podle axiomu III 4 by proto lezel D na piimkce CB, coZ by byl spor
s axiomem I 2. Plati tedy
<CAD # < ACB.

Zéaroven nemuZe byt <« CAD < < AC B; nebot potom bychom po naneseni vnéj-
gtho tthlu <« C' AD na polopfimku C'A od bodu C na stranu, kde lezi bod B, dostali
rameno, prochazejici vnittkem thlu < ACB, které by tak protlo use¢ku AB v né-
jakém bodé B’. V trojihelniku AB’C by potom byl vngjsi uhel <« CAD shodny
s thlem < ACB’. Toto ale neni moZné, jak jsme pravé dokazali. Ziistava tedy jenom
posledni moZnost: <CAD > < ACB.

Ukazuje se také presné analogicky, ze vrcholovy thel uhlu < CAD je vétsi nez thel
< ABC, a ze shodnosti vrcholového thlu a tranzitivity porovnévani velikosti thli
nyni plyne

<CAD > <ABC. O

Tim je tvrzeni Gplné dokazéano.
Dulezitymi dusledky této véty o vnéjsim dhlu jsou nasledujici véty.

4 \Myslenku tohoto dikazu mél uz Eukleidav komentator PRokLUS, ktery viak na misto Véty 14
pouzil predpoklad, Ze naneseni pravého thlu d& vzdy znovu pravy thel, tj. dhel rovny svému thlu
vedlejsimu (srov. s. 76).
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Véta 23. V kazdém trojuhelniku lezi naproti vétsi strané vétsi thel.

Diikaz. Pieneseme mensi z obou uvazovanych stran trojuhelniku od jejich spolec¢-
ného vrcholu na stranu vétsi. Tvrzeni pak plyne z Vét 11 a 22, za pouziti tranzitivity
porovnavani velikosti thla. O

Véta 24. Trojuhelnik se dvéma stejnymi dhly je rovnoramenny.

Toto obraceni Véty 11 je bezprostfednim disledkem Véty 23. Z Véty 22 dale
snadno plyne doplnéni druhé véty o shodnosti trojihelniki:

Véta 25. Dva trojuhelniky ABC a A’B’C’ jsou navzajem shodné, pokud plati shod-
nosti
AB=A'B", <A=<A" a <C=<(C".

Veéta 26. Kazdou usecku lze rozpulit.

Diikaz. Na danou tusec¢ku AB pieneseme na jeji koncové body na opa¢né strany
tentyz thel a a na volna ramena pieneseme stejnou tsecku: AC' = BD. Protoze C
a D leZi na vzajemné opacnych stranidch od AB, protne tusecka C'D pfimku AB
v né&jakém bodé F.

Predpoklad, ze by E byl identicky s A nebo B, je bezprostiedné ve sporu s Vé-
tou 22. Predpokladejme, ze B lezi mezi A a E. Potom by podle Véty 22 platilo:

<ABD > <BED > < BAC,

coz je ve sporu s konstrukei. Na tentyZ spor vede i pfedpoklad, Zze A lezi mezi B a E.
E lezi tedy podle Véty 4 na tseéce AB. Pfitom jsou uhly <« AEC a <BED
shodné, protoze jsou vrcholové. Proto je Véta 25 aplikovatelné na trojuhelniky AEC
a BED a dava
AE=FEB. O

Jako bezprostfedni duisledek z V&t 11 a 26 se ukazuje skutecnost: Kazdy thel
1ze rozpulit.
Pojem shodnosti lze nyni rozsifit na libovolny ttvar.

Viymer. Je-li A,B,C,D,...,K, L fada bodt na pfimce a a A’,B’,C',D’,..., K’ L’
fada bod na pfimce a’ takova, ze vSechny odpovidajici si asecky AB a A’B’, AC
a A'C',BC a B'C',...,KL a K'L' jsou po dvojicich navzajem shodné, potom
fekneme, Ze obé fady bodi jsou navzajem shodné; A a A’ B a B’,...,L a L’ jsou
odpovidajicimi body shodnijch Tad bodi.

Véta 27. Je-li ze dvou shodnych fad boda A, B,...,K,La A’",B’,...,K’, L' prvni
usporadané tak, ze B lezi mezi A na jedné strané a C, D, ..., K, L na strané druhé,
C mezi A, B na jedné strané a D,..., K, L na strané druhé, atd., pak jsou body
A’ B’,...,K', L' usporadany stejnym zpiisobem, tj. B’ leZi mezi A’ na jedné strand
aC’',D' ...,K' L' na strand druhé, C’ mezi A’, B’ na jedné stran¢ a D’,..., K’ L'
na strané druhé, atd.

Vymer. Libovolny koneény pocet bodi se nazyva dtvar; lezi-li vSechny body ttvaru
v roviné, nazyva se rovinny utvar.

Dva dtvary se nazyvaji shodné, pokud lze jejich body pfifadit po dvojicich
mezi sebou tak, aby takto pfrifazené tsecky a thly byly vSechny navzajem shodné.

Jak lze nahlédnout z Vét 14 a 27, maji shodné utvary nésledujici vlastnosti:
lezi-li tfi body utvaru na jedné pfimce, lezi na jedné piimce odpovidajici body
v kazdém shodném tutvaru. Usporfddani boda v odpovidajicich rovindch vzhledem
k odpovidajicim pFimkam je ve shodnych utvarech totéz; Totéz platii o posloupnosti
odpovidajicich bodt v odpovidajicich rovinéch.

Nejobecnéjsi véta o shodnosti rovin a prostord zni takto:
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Veta 28. Kdyz (A,B,C,...,L) a (A", B',C’, ..., L") jsou shodné rovinné atvary a P
je bod v roviné prvniho utvaru, lze v rovind druhého atvaru vzdy najit bod P’ tak,
ze (A,B,C,...,L,P)a (A",B',C',..., L', P") jsou opét shodné ttvary. Obsahuje-li
atvar (A, B,C,...,L) nejméné t¥i body, které nelezi na jedné piimce, lze zkonstru-
ovat P’ jenom jedinym zpisobem.

Veta 29. Kdyz (A, B,C,...,L)a (A’,B’',C’,..., L") jsou shodné tutvary a P je libo-
volny bod, 1ze vzdy najit bod P’ tak, ze (A, B,C,...,L,P)a (A’,B",C’,...,L',P")
jsou shodné. Obsahuje-li atvar (A4, B,C,...,L) nejménd ¢tyti body, které nelez
v jedné roving, lze zkonstruovat P’ jenom jedinym zptisobem.

teCnosti o shodnosti a tim padem i vlastnosti pohybu v PROSTORU — pfi platnosti
skupin axiomii I a IT — jsou disledky péti vySe stanovenych LINEARNICH a ROVIN-
NYCH axiomi shodnosti.

§7. Skupina axiomt IV: axiom o rovnobézkach.

Necht je « libovolna rovina, a libovolna pfimka v o a A bod v «, ktery nelezi
na a. Vedeme-li potom v roviné « piimku ¢, prochazejici bodem A a protinajici
pfimku a, a nasledné bodem A v roviné a piimku b tak, Ze piimka ¢ protina pifimky
a,b pod stejnymi souhlasnymi thly, plyne snadno z véty o vnéjsim thlu, Véty 22,
Ze piimky a,b nemaji spole¢ny zadny bod, tj. v roviné a lze bodem A, ktery nelezi
na piimce a, vzdy vést takovou primku, ktera onu piimku a neprotne.

Vymeér. Dvé pfimky nazveme rovnobézné, kdyz lezi v jedné roviné a neprotinaji se.

IV 1. (EUKLEIDUV AXIOM). Necht je a libovolnd piimka a A bod, ktery na této
primee a neleZi: potom existuje v roviné, uréené primkou a a bodem A, nejuijSe
JEDNA pFimka, kterd prochdzi bodem A a neprotind primku a.

Podle predchoziho a na zakladé axiomu o rovnobézkach nahlédneme, Ze k jedné
pifimce existuje v bodé, ktery na ni nelezi, pravé jedna rovnobézka.

Axiom o rovnobézkach IV ma stejny vyznam jako nésledujici pozadavek:

Pokud dvé pfimky a, b v néjaké roviné neprotinaji v této roviné lezici t¥eti prfimku
¢, neprotinaji se ani navzajem.

Vskutku, pokud by a,b mély spoleény bod A, byly by mozné v téZze roviné obé
primky a, b, které by prochézely bodem A a neprotinaly c; tato okolnost by ale byla
ve sporu s axiomem o rovnobézkach IV. Stejné snadno plyne naopak axiom o rov-
nobézkach IV z uvedeného pozadavku.

Axiom o rovnobé&zkach IV je rovinng azriom. Zavedeni axiomu o rovnobé&zkach
ZJEDNODUSUJE zéklady a velmi ULEHCUJE vystavbu geometrie.

Pfibereme-li totiz k axiomtim shodnosti axiom o rovnobézkach, dospé&jeme snadno
k znamym skutecnostem:

Véta 30. Pokud jsou dvé rovnobézky protnuty tfeti pfimkou, jsou souhlasné a stii-
davé thly shodné, a naopak: Shodnost souhlasnych nebo st¥idavych thli ma za na-
sledek, Ze jsou piimky rovnobézné.

Véta 31. Uhly trojuhelniku davaji dohromady dva thly pravé.

Vymer. Pokud je M libovolnym bodem v roviné «, nazveme kruznici soubor vSech
takovych boda A v roviné «, pro které jsou tsecky M A navzajem shodné; M se na-
zyva stied kruZnice. Na zékladé tohoto vymeéru s pouzitim skupin axiomua III-TV
plynou snadno znamé véty o kruznici, hlavné moznost konstrukce kruznice, proché-
zejici tfemi body, které nelezi v jedné piimce, nebo véta o shodnosti vSech obvodo-
vych dhli nad toutéz tétivou ¢i véta o dhlech tétivového ctyithelniku.
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§ 8. Skupina axiomi V: axiomy spojitosti.

V 1. (AXIOM MERENI NEBOLI ARCHIMEDUV AXIOM). Jsou-li AB a C'D libovolné
usecky, existuje celé kladné ¢islo n takové, Ze n-ndsobné preneseni tusecky CD po-
stupn€ za sebou od bodu A na polopiimku, prochdzejici bodem B, povede za bod
B.

V 2. (AXIOM LINEARNI UPLNOSTI). Systém bodi primky se svymi vztahy uspoid-
ddni a shodnosti neni mozné ddle rozsirovat tak, aby zistaly zachovdny vztahy mezi
puvodnimi prvky, zdkladni vlastnosti linedrniho uspordddni a shodnosti, plynouct
z axiomdy I-111, a axiom V 1.

Zakladnimi vlastnostmi minime vlastnosti usporadani, formulované v axiomech
II 1-3 a Vé&té 5, a také vlastnosti shodnosti, formulované v axiomech III 1-3, spolu
s jednozna¢nosti pfenadeni tsecek.'?

Dale uvazujeme, Zze pii rozsiteni systému bodt maji vztahy uspofadani a shod-
nosti platit i pro rozsitenou oblast bodi.

Upozoriiujeme, ze axiom I 3 zistavad zachovan pfi kazdém rozsifeni eo ipso
a ze zachovani platnosti Véty 3 je pro uvazovana rozsiteni dusledkem zachovani
Archimédova axiomu V 1.

ZASADNI PODMINKOU PRO SPLNITELNOST AXIOMU UPLNOSTI JE TO, ZE JE
V NEM MEZI AXIOMY, JEJICHZ ZACHOVANI JE POZADOVANO, OBSAZEN I ARCHI-
MEDUV AXIOM. Lze vskutku ukézat: k systému bodu na piimce, ktery spliiuje vyse
vyjmenované axiomy a véty usporadani a shodnosti, lze vzdy jesté pridat body tak,
ze v rozsifeném systému budou jmenované axiomy platit taktéz; tj. axiom tuplnosti,
ve kterém bychom pozadovali jen zachovani jmenovanych axiomi a vét, nikoliv vSak
Archimédova nebo jemu odpovidajiciho axiomu, by vedl na spor.

Oba axiomy spojitosti jsou axiomy linedrnimi.

Na zékladé linearniho axiomu tplnosti se pfedevsim ukazuje nasledujici obecnéjsi
skutecnost:

Véta 32. (VETA O UPLNOSTI).'® Prvky geometrie (tj. body, pfimky a roviny) tvoii
systém, ktery pii zachovani axiomi spojeni a uspoiadani, shodnosti a Archimédova
axiomu, tedy teprve pfi zachovani vSech axiomi, jiz neni mozné dale rozsitit o body,
piitmky a roviny.'”

Diikaz. Prvky, které existuji pred rozsifenim, ozna¢me jako prvky STARE, ty, které
pribudou po rozsifeni, jako prvky NOVE. Pfedpoklad nového prvku vede bezpro-
stfedné na pfedpoklad nového bodu N.

Podle axiomu I 8 mame ¢tyii staré body A, B, C, D, které nelezi v jedné roviné.
Oznaceni lze zvolit tak, aby A, B, N nelezely v jedné pfimce. Obé navzajem ruzné
roviny ABN a AC'D maji podle axiomu I 7 spole¢ny kromé bodu A také né&jaky bod
E. Tento bod FE nelezi na p¥imce AB, nebot jinak by lezel bod B v rovinég ACD.
Pokud je E novym bodem, pak lezi ve staré roviné ACD novy bod E; pokud je
oproti tomu F starym bodem, potom lezi novy bod N ve staré roviné, totiz v roviné
ABE. V kazdém piipadé tedy leZi novy bod ve staré roviné.

Ve staré roviné je stary trojuhelnik FGH a na tise¢ce F'G stary bod I. Spojime-li
novy bod L s I, protnou se podle axiomu II 4 pfimky IL a FH nebo pfimky IL
a GH v néjakém bodé¢ K. Pokud je K novym bodem, lezi novy bod K na staré
pfimce F H, resp. GH; pokud je oproti tomu K starym bodem, lezi novy bod L na
staré piimce K. VSechny tfi pfedpoklady jsou tedy ve sporu s axiomem linearni
tplnosti. Predpoklad nového bodu ve staré roviné je tedy nutno zamitnout a spolu
s tim cely predpoklad novych prvkii. O

15Pfesny vybér podminek, které zde maji byt vyzadovany pro linearni uspofadani a shodnost,
provedl F. BACHMANN, a to v navaznosti na tvar (Fassung) axiomu V 2 ze sedmého vydani.

16Poznamka, Ze stadi linearni axiom tplnosti, pochézi od P. BERNAYSE.

7 Tato posledni poznamka byla v diivéjsich vydanich stanovena jako axiom tplnosti.
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Vétu o uplnosti lze jesté zesilit; zachovani nékterych v ni jmenovanych axi-
omu neni zapotfebi bezpodmineéné vyzadovat. Pro jeji platnost je vSak zasadni,
aby mezi axiomy, jejichz zachovani je v ni pozadovano, byl obsazen axiom I 7. Lze
vskutku ukazat: k systému prvku, které spliuji axiomy -V, lze vzdy jesté pridat
body, prfimky, roviny tak, ze v systému, vzniklém po slouceni, plati tytéz axiomy s
vyjimkou axiomu I 7; tj. véta o uplnosti, ve které by nebyl zachovan axiom I 7 nebo
jemu odpovidajici axiom, by vedla na spor.

AXIOM O UPLNOSTI NENI DUSLEDKEM ARCHIMEDOVA AXIOMU. Archimédiv
axiom vskutku sdm o sobé nepostacuje k tomu, dokadzat s pouzitim axiomu I-1V,
Ze je naSe geometrie identicka s oby¢ejnou analytickou “kartézskou” geometrii (srov.
§9 a §12). Oproti tomu p¥i zahrnuti axiomu uplnosti — ackoliv tento axiom neobsa-
huje bezprostifedné zadny vyrok o pojmu konvergence — lze dokazat existenci meze,
odpovidajici Dedekindovu Fezu, a Bolzanovu vétu o existenci hromadnych bodd,
¢imz prokdzeme identitu nasi geometrie s geometrii kartézskou.

Na zakladé predchozich uvah jsme pozadavek spojitosti rozdélili na dvé zasadné
odligné ¢asti, totiz na Archiméduv axiom, jehoZ role je pfipravit pozadavek spoji-
tosti, a na axiom tplnosti, KTERY TVORI UHELNY KAMEN CELEHO SYSTEMU AXI-
omU. 18

V nasledujicich studiich se budeme opirat o Archiméduv axiom a obecné nebu-
deme predpokladat axiom tplnosti.

Druha kapitola. Bezespornost a nezavislost axiomfi.

§ 9. Bezespornost axiomd.

Axiomy péti skupin, predstavené v prvni kapitole, nevedou vzajemné na spor, tj.
neni mozné z nich logickymi tsudky odvodit skutecnost, ktera je sporna s néjakym
ze stanovenych axiomi. Abychom toto nahlédli, stanovme z realnych ¢isel systém
véci, ve kterém budou splnény vSechny axiomy péti skupin.

Uvazujme nejdiive obor 2 vSech takovych algebraickych ¢isel, které vzniknou,
kdyz vyjdeme z ¢isla 1 a aplikujeme konelny pocet Ctyf pocetnich operaci: s¢i-
tani, od¢itani, nasobeni, déleni, a paté operace |V'1 + w?|, pfi¢em? w necht pokazdé
znamend Cislo, které uz prostiednictvim zminénych péti operaci vzniklo.

Dvojici &isel (z,y) oboru £ uvazujme jako bod a poméry libovolnych t¥ech ¢isel
(u:v:w) z Q, kde u,v nejsou obé nula, jako pfimku, necht dale platnost rovnice

uxr +vy+w=0

vyjadiuje, Ze bod (z,y) lezi na pifmce (u: v :w); tim jsou, jak snadno nahlédneme,
splnény axiomy I 1-3 a IV. Cisla oboru §2 jsou vSechna realné; pokud zohlednime,

18Srov. také poznamku na konci § 17 a moji prednasku “Uber den Zahlbegriff”, Berichte der
Deutschen Mathematiker-Vereinigung, 1900. — P¥i zkouméani véty o rovnosti uhli pri zakladné
v rovnoramenném trojihelniku dospéjeme ke dvéma dalsim axiomt@m spojitosti; srov. Pfiloha II
této knihy, s. 135 [p. prekl.: origindl|, a moje pojednani “Uber den Satz von der Gleichheit der
Basiswinkel im gleichschenkligen Dreieck”, Proceeding of the London Mathematical Society, sv.
XXXV 1903

Mezi naslednymi souvisejicimi studiemi o axiomech spojitosti zmihme: R. BALpus “Zur Axio-
matik der Geometrie” I-III. I v Math. Ann. 100. 321-333 (1928); II v Atti d. Conge. int. d. Mat.
Bologna 1928, IV (1928); III v Sitzber. d. Heidelberger Akad. Wiss. 1930, 5. Abh. A. ScHMIDT
“Die Stetigkeit in der absoluten Geometrie” Ibid. 1931, 5. Abh. P. BErNAYs “Betrachtungen tiber
das Vollstandigkeitsaxiom und verwandte Axiome” Math. Zeitschr. 63, 219-292 (1955).

DobaTEK k poznamce na str. 72: Byl publikovan francouzsky preklad komentare PROKLA s ivo-
dem a poznamkami od P. VErR EEcCkE v Collection de travaux de I’Acad. internat. d’histrorie
des sciences, ¢ 1: ProcLus DE Lycie: Les Commentaires sur le premier livre des élements
d’Euclide, Briigge 1948.
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Ze je lze usporadat podle jejich velikosti, miizeme ihned fici, Ze pro naSe body
a primky plati také v8echny axiomy uspofadani IT. Vskutku, jsou-li (x1,y1), (z2,y2),
(x3,93),... n&aké body na jedné pfimce, potom necht jejich poradi na p¥imce je
pravé toto, pokud v tomto poradi ¢isla x1,x2, 23, ... nebo y1,ys2,ys3, ... bud neustéle
klesaji, nebo rostou; abychom déle splnili pozadavek axiomu II 4, potfebujeme jen
stanovit, aby v8echny body (z,¥), pro které uz + vy + w vyjde mensi nebo v&tsi nez
0, lezely na jedné, resp. na druhé strané od piimky (u: v : w). Lehce se pFesvédéime,
7e se toto tvrzeni neni ve sporu s pfedchozim tvrzenim, které urcuje potradi bodu
na piimce.

Nanéseni tiseCek a prenaseni ihli probiha podle zndmych metod analytické ge-
ometrie. Transformace tvaru

"=z +a,
y'=y+b
udavé rovnobézné posunuti tsecek a thla a transformace tvaru
' =x
Yy ==Yy

potom osovou soumérnost podle piimky y = 0. Oznacime-li ddle bod (0,0) jako O,
bod (1,0) jako E a libovolny bod (a,b) jako C, potom oto¢enim o thel < COE, kde
O je pevnym stfedem otoceni, vznikne z libovolného bodu (z,y) bod (z',3’), kde
bude platit

, a b
= xr — ,
Va2 +b? \/a2+b2y
b a
/

2
V@B =b/1+ (5)

je opét prvkem oboru €2, proto v nami stanovené geometrii plati také axiomy shod-
nosti IIT 1-4 a zfejmé je splnén také axiom o shodnosti trojuhelnika III 5 a také
Archimédiv axiom. Axiom tplnosti V 2 splnén neni.

Kazdy spor, na ktery by vedly dtsledky linearnich a rovinnych axiomu I-1V,
V 1, by se podle tohoto musel projevit také v aritmetice oboru .19

Zvolime-li ve vySe uvedenych tvahach misto oboru € obor VSECH reélnych ¢&isel,
dostaneme oby¢ejnou rovinnou kartézskou geometrii. V ni je kromé axiomua I 1-3,
II, III, IV a V 1 splnén také axiom uplnosti, coz zjistime nasledujicim zpusobem.

V kartézské geometrii plyne z pouhych definic usporadani a shodnosti tsecek:
kazda tsecka je délitelnd na pozadovany pocet n shodnych ¢éasti, a pokud je tisecka
AB mensi nez tusecka AC, potom je také n-tina AB mensi nez n-tina tasecky AC.

Predpokladejme nyni, ze existuje pfimka g, na které lze, oproti axiomu tplnosti,
pridavat do dané geometrie body, aniz by se tim narusila platnost axiomu II 1-3,
III 1-3, V 1, Vé&ty 5 nebo jednozna¢nosti nanaSeni tsecek (str. 75). Jeden z takto
pridanych boda oznaéme N. Bod N nyni déli pfimku g na dvé polopiimky, z nichz
kazda podle Archimédova axiomu obsahuje také ty body, které existovaly pred roz-
§ffenim a které budeme oznacovat jako body STARE. N tedy rozdéluje staré body g

19Co se tyce otazky po bezespornosti aritmetickych axiomi, srov. mé prednasky o pojmu &isla:
Berichte der Deutschen Mathematiker-Vereinigung, 1900, a také “Mathematische Probleme,” pfed-
nesend na Mezinarodnim kongresu matematiki 1900, Gottinger Nachr. 1900, obzvlasté problém
¢. 2.
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na dvé poloptimky. Uvazujeme-li pfimku g v parametrickém tvaru
r=mt+n,  y=pttgq,

kde parametr t uz pfed rozsifenim o N nabyva vSech realnych hodnot, predsta-
vuje rozdéleni prostfednictvim bodu N Dedekindtv fez téchto hodnot. Pro néj, jak
znamo, plati: budto mé prvni jim vymezené t¥ida posledni prvek, nebo ma druha
t¥ida prvek prvni. Bod na pfimce g, ktery odpovidéd tomuto prvku, oznac¢me A.
Mezi A a N pak nelezi zadny jiny bod.

Oproti tomu existuje stary bod B takovy, Ze N lezi mezi A a B. Podle Ar-
chimédova axiomu existuje dale néjaky pocet bodu, feknéme n — 1 riznych bodua
C1,Cs,...,Ch_a, D takovych, ze n tuse¢ek AN, NC1,C1Cs,...,C,_2D je navzijem
shodnych, a Ze zaroven bod B lezi mezi A a D. Rozdélime nyni tsecku AB na n
shodnych ¢asti. V8echny délici body jsou starymi body; ten z nich, ktery lezi nej-
blize bodu A, ozna¢me W. Z linearnich axiomu usporddani a shodnosti, uvedenych
na zacatku tohoto dikazu, plyne, Ze je tse¢ka AW mensi nez usecka AN, protoZe
je AB mensi nez AD. Stary bod W lezi tedy mezi A a N. Pfedpoklad, Ze 1ze na g
pridat bod N, aniz by se narusila platnost linearnich axiomi, tedy vedl na spor.

V rovinné kartézské geometrii plati tedy VSECHNY linearni a rovinné axiomy
I-V.

Neni tézké vést analogické tvahy pro prostorovou geometrii.

Kazdy spor, na ktery by vedly disledky axiomi I-V, by se podle tohoto musel
projevit také v aritmetice redlnych &isel.

Lze nahlédnout, Ze existuje nekoneéné mnoho geometrif, které vyhovuji axiomim
I-V, oproti tomu jen JEDNA JEDINA, totiZ geometrie kartézska, ve které zaroven plati
axiom uplnosti V 2.

§ 10. Nezavislost axiomu o rovnobézkach
(Neeukleidovska geometrie).?°

Poté, co jsme dokéizali bezespornost axiomi, se nabizi prozkoumat, zda tyto axi-
omy jsou také navzajem vSechny mezi sebou nezavislé. Ukazuje se totiz, ze zadné
vyznamné polozky uvedenych skupin axiomu nelze logickymi tisudky odvodit ze sku-
pin axiomu, pokazdé predchéazejicich.

Co se nejprve jednotlivych axiomu skupin I, IT a IIT tyce, lze snadno dokézat,
7e axiomy jedné a té samé skupiny na sobé& nejsou zavislé prakticky nikdy.

Axiomy skupin I a II jsou pfi nasem vykladu ostatnich axiomi v platnosti vzdy,
takze jde jiz jen o to, dokdzat nezavislost na ostatnich skupinach pro kazdou ze sku-
pin IIT, IV a V.

Axiom o rovnobézkach IV je nezavisly na ostatnich axiomech; toto lze nejjed-
noduseji ukizat nasledujicim znadmym zpusobem: Za prvky prostorové geometrie
zvolme pouze ty body, pfimky a roviny obycejné (kartézské) geometrie, zkonstru-
ované v §9, které prochazeji vnitikem pevné koule, a shodnosti v této geomet-
rii zavedme prostfednictvim takovych linedrnich transformaci obycéejné geometrie,
které prevadéji pevnou kouli na samu sebe. P¥i vhodnych predpokladech zjistime,
ze v této “neeukleidovské” geometrii plati vSechny axiomy kromé Eukleidova axiomu
IV, a protoze jsme v §9 dokézali moznost obycejné geometrie, plyne z toho zaroven
také moznost neeukleidovské geometrie.
tj. které plati jak v eukleidovské tak v neeukleidovské geometrii. Jako nejdilezi-
t8j8i piiklady uvedme Legendrovy véty, z nichZz prvni ke svému dikazu vyZzaduje

20T ,ze ostatné ukazat: v geometrii, ve které jsou splnény axiomy I-III a Archimédtv axiom V 1,
vyrok bud'to neplati nikdy pro Zadny systém piimky a a bodu A vné& a nebo naopak pro kazdy
takovy systém; srov. R. BAaLDUS, neeukleidovska geometrie, Berlin 1927.
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kromé& axiomu I az IIT také Archimédiv axiom V 1. Nejprve si pfipravime nékolik
pomocnych vét.

Véta 33. Je dan pravotuhly trojihelnik OPZ s pravym tihlem u vrcholu P. Na tsecce
PZ jsou ddny dva body X,Y takové, Ze plati < XOY = <Y OZ. Potom je XY <Y Z.

Diikaz. Pro DUKAZ nanesme tsecku OX na tse¢ku OZ od bodu O:
0X =0X".
7 V&t 22 a 23 plyne, ze X' lezi na tsecce OZ, a uzitim Véty 22 a axiomu III 5 vyjde:
<X'Z7Y < <0YX =<0YX' <<YX'Z.
Vztah <« X'ZY < <Y X'Z vede nyni podle V&t 12 a 23 na naSe tvrzeni. O

Véta 34. K libovolnym dvéma thlim « a € lze vzdy najit pfirozené ¢islo r takové,
ze

— <E.

27“

!
Pritom oznacuje o takovy thel, ktery dostaneme r-nasobnym pulenim dhlu a.

Diikaz. Jsou dany dva thly « a . Pileni ahla lze provést na zékladé predpoklada-
nych axiomu (viz Vétu 26). Budeme zkoumat ostry thel %. Pokud % < ¢, potom

tvrzeni Véty 34 plati pro r = 2. Pokud oproti tomu % > ¢, spustime z bodu C jed-

noho ramene thlu % na druhé rameno kolmici, které jej protne v bodé B. Vrchol

thlu % nazveme A. Pieneseme-li ¢ na rameno AB do vnitfku thlu <« BAC = g,

protne volné rameno podle pFedpokladané nerovnice usecku BC' v bodé D (srov.
s Vétou 13). Archimédiv axiom V 1 vede na tvrzeni, Ze existuje pfirozené ¢islo n
takoveé, ze

n-BD > BC.

Nyni pfeneseme n-krat thel €, a to pokazdé do vnéjsku na volné rameno.

Miuze nastat pfipad, ze nejpozdéji pii n-tém preneseni, feknéme pii m-tém pie-
neseni, nové vzniklé volné rameno jako prvni neprotne polopiimku BC. Protoze
predchozi volné rameno jesté tuto polopiimku protne, je thel (m—1)e ostry. Odtud
snadno vyjde, ze vnitiek thlu me, zkonstruovany m-nasobnym pienesenim, lezi v té
poloroving, vymezené piimkou AB, ktera obsahuje bod C, a dale Ze polopfimka AC
prochazi vnittkem thlu me, tj. plati

@
m-e>—.
2
V druhém piipadé vytne kazdy z ahli €, vzniklych n-nadsobnym prenesenim, na po-
loptimce BC' usecku, ktera je podle Véty 33 vétsi nebo rovna BD. Necht n-té volné
rameno protind BC' v bodé E. Soucet BE n-ti tseek, vytéenych na BC, je vétsi
nez n- BD, tedy tim spiSe vétsi nez BC. Odtud plyne

o
n-e>—.
2

Prifadme k m, resp. n, celé &islo r tak, ze m < 21, resp. n < 2"~1. Uhel me, resp. ne
ozna¢me p. Uhly

a
51 & o lze zkonstruovat. Z moznosti porovnani velikosti dhla
u

- .. . _ ) I
vychézi snadno, Ze jednak z nerovnice 2! > m plyne nerovnice ST < =¢
- m
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@ @
a jednak z nerovnice p > 3 plyne nerovnice % > o Proto na zakladé tranzitivity
porovnavani velikosti (str. 72) plati

—<e. O
2T

Véta 35. (PRVNI LEGENDROVA VETA). Soucet thli trojahelniku je mensi nebo ro-
ven dvéma thlim pravym.

Diikaz. Oznafme <A = « libovolny ze tifech thla daného trojihelniku; oba zby-
vajici oznatme < B = 8, <C = 7 tak, ze plati 8 < . Podle Véty 26 ma tsecka
BC' ve své poloviné bod D. Usetku AD prodlouzime smérem od bodu D o sebe
samu az do bodu E. Diky shodnosti vrcholovych thla (str. 69) lze na trojahelniky
ADC a EDB pouzit axiom III 5, a pokud na zakladé Véty 15 definujeme jasnym
zplisobem soucet 1hld, vyjdou pro thly o/, ', trojiuhelniku ABE vztahy

o' +qy'=a, =Bty

Trojihelnik ABE tak ma tentyZ soucet uhlu jako trojuhelnik ABC.
Z nerovnosti < v snadno plyne podle Vét 23 a 12

a
o <+ a odtud o < 3

Ke kazdému trojuhelniku ABC' a libovolnému jeho dhlu « 1ze tedy vzdy najit
trojuhelnik o stejném souctu 1hld, ve kterém bude néjaky thel mensi nebo roven

@
3 a zéroven lze, kdyz je dale dano pfirozené &islo r, najit trojihelnik o stejném

o
sou¢tu uhla, ve kterém bude né&jaky thel mensi nebo roven 7
Predpokladejme nyni oproti tvrzeni prvni Legendrovy véty, Ze soucet uhli da-
ného trojuhelniku je vétsi nez dva pravé.
Z Véty 22 plyne, Ze soucet dvou thlu trojuhelniku je mensi nez dva ahly pravé.
Souéet uhlt daného trojihelniku Ize podle piredpokladu zapsat ve tvaru

a+B+y=2p+e
kde € oznacuje néjaky thel a p pravy thel. Podle Véty 34 lze ur¢it pfirozené &islo r

tak, ze je

(%
— < E.
2T

Zkonstruujeme nyni uvedenym zpusobem trojuhelnik s thly o*, 8%, ~*, které spliuji
tyto vztahy:

o’ +.0+7" =2p+e, af < —<e.

V tomto trojihelniku je
B*+~" > 2p,

coz je spor s Vétou 22. Tim jsme dokézali prvni Legendrovu vétu. O

Véta 36. Kdyz méa étyiahelnik ABC D pii vrcholech A a B pravé uhly a kdyz kromé
toho jsou v ném navzajem protilehlé strany AD a BC' shodné, potom jsou také thly
<C a <D navzajem shodné. Dale kolmice, sestrojené ve stfedu M tusecky AB,
protina protilehlou stranu C'D v bodé N tak, ze ¢tyidhelniky AMND a BMNC
jsou shodné.
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Diikaz. Kolmice na usetku AB, sestrojena v bodé M, prochazi, jak plyne z Vét 21
a 22, vnittkem thlu <« DM C, a zaroven tak podle véty, zminéné na str. 67, protina
asecku C'D v néjakém bodé N. Z Vét 12, 21 a 15 plyne, Ze trojuhelniky M AD
a M BC jsou navzajem shodné a stejné tak trojuhelniky M DN a MCN. Z téchto
shodnosti plyne pomoci Véty 15

<«BCN = <ADN.

Ctyiahelniky AMND a BMNC jsou tedy shodné. O

Véta 37. Kdyz ma ¢tyiuhelnik ABC D ¢tyfi pravé uhly, potom kazda kolmice, spus-
téna z bodu E pfimky C'D na protilehlou stranu AB, je kolma také na CD.

Diikaz. Zavedeme pojem osové soumérnosti podle pfimky a nasledovné: Spustime-li
z libovolného bodu P kolmici na néjakou pfimku a a prodlouzime-li tuto o samu
sebe smérem za patu kolmice a% do bodu P’, potom se P’ nazyva obraz bodu P.
Zobrazime tuse¢ku E'F v osové soumérnosti podle osy AD a podle osy BC. Ob-
razy F1F) a EsF5 jsou, jak vyplyva z druhé ¢asti Véty 36, shodné s tseckou EF.
Body F; a Fy lezi spolu s F' na pfimce AB; body Eq a Es lezi spolu s E na piimce
CD. Predpoklady prvni ¢asti Véty 36 plati pro ¢tyftuhelniky EFFyEy, EFFyF,
a E1F1FoFs, 7z ¢ehoz vyplyva shodnost ¢tyr ahla, lezicich pfi bodech E. Fq, Fs.
U jednoho tohoto bodu vystupuji tedy dva shodné vedlejsi ahly (v pfiloZeném ob-
razku u bodu Ep); tj. ¢tyfi shodné thly jsou pravé. O

Véta 38. Pokud jsou v libovolném ¢&tyituhelniku vSechny ¢tyfi uhly pravé, potom
v kazdém ¢étyiihelniku se tfemi pravymi thly je pravy také thel ¢tvrty.

Diikaz. Necht je A’B'C'D’ &tyithelnik se ¢tyfmi pravymi thly, ABCD necht je
libovolny ¢étyitahelnik se tfemi pravymi dhly pii vrcholech A, B, D. Zkonstruujeme
ke étyrthelniku A’B’'C'D’ takovy shodny ¢tyfihelnik AB;Ch D1, jehoz pravy thel
pfi vrcholu A je identicky s timtéz z ¢tyituhelniku ABCD.

Pokud je bod B identicky s bodem B; nebo bod D s bodem D1, potom se naSe
tvrzeni zcela shoduje s tim z Véty 37. Pokud lezi B mezi A a By, D mezi A a D,
potom z véty o vnéjsim thlu plyne, podobné jako u dikazu Véty 36, ze se usecky
BC a (1D protinaji v ngjakém bodé F. Véta 37 dale rika, ze pii F, a tedy také
pii C, vystupuje pravy thel.

Analogickym postupem vyplyva nase tvrzeni pro ostatni mozné uspofadani bodi
A,B,Bl aA,D,Dl. ]

Pomoci Véty 38 lze dokézat druha Legendrova véta.

Veéta 39. (DRUHA LEGENDROVA VETA). Pokud je v libovolném trojtuhelniku soudet
ahld roven dvéma pravym, potom je soucet thli roven dvéma pravym v KAZDEM
trojthelniku.

Diikaz. Kazdému trojihelniku ABC' se souctem uhli 2w muZeme pfFiradit ¢tyi-
thelnik, ktery méa tii pravé ahly a jehoz ¢tvrty thel je roven w. Za timto tcelem
propojime navzajem stiedy D a F stran AC a BC' a na spojnici spustime z bodua
A, B a C kolmice AF, BG a CH. Ze shodnosti trojuhelnika AFD a CHD a zarovei
trojuhelniki BGE a CHE plyne jednak, lhostejno zda dany trojuhelnik ma tupy
jeden z thli < A nebo < B, nebo nikoliv, Ze

AF = BG,
<FAB + «GBA =2w.
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Sestrojime-li ve stfedu F'G kolmici I K, potom plyne z druhé ¢asti Véty 36, ze jsou
étyttuhelniky AKTF a BKIG shodné. Kazdy z obou ¢tyfuhelnikti ma tedy t¥i pravé
thly a jejich ¢tvrté thly jsou stejné, tj.

<FAB = <GBA.

Tim dostaneme <FAB=w
a Ctyfuhelnik AKITF, pfifazeny danému trojuhelniku, tak bude mit poZadovanou
vlastnost.

Necht je nyni v libovolném trojihelniku D7 soucet thli roven dvéma pravym,
a necht je kromé toho dan dalsi trojuhelnik D,. Zkonstruujeme asociované étyi-
thelniky Vi, resp. V. Ctyfﬁhelnik V1 ma ¢tyfi pravé uhly, ¢tyithelnik V5 pravé
ahly t¥i. Podle Véty 38 je ve Va pravy také ¢tvrty thel. Tim jsme dokazali druhou
Legendrovu vétu. O

§ 11. Nezavislost axiomi shodnosti

Ze skutecnosti, které se tykaji nezavislosti axiomt shodnosti, chceme jako obzvlasté
dilezitou dokézat tuto: Axiom III 5 nelze logickymi tsudky odvodit ze zbyvajicich
axiomu I, I, TIT 14, TV, V.

Zvolime body, pfimky, roviny obycejné geometrie také jako prvky nové prosto-
rové geometrie a definujeme prenaSeni ihlu stejné jako u obycejné geometrie, napf.
tak, jak jsme uvedli v § 9; pfenaseni tisecky oproti tomu definujeme jinak. Necht maji
dva body A1, Ay v obyCejné geometrii souradnice x1,y1,21 resp. Ta, Yo, 22; potom
kladnou hodnotu

\/(xl — T2+ Y1 —y2)2 + (1 —y2)2 + (21 - 22)2

budeme oznacovat jako délku tsecky A;As a dvé libovolné tsecky A;As a AjAj
jako navzajem shodné, pokud budou mit stejné délky v pravé zavedeném vyznamu.

Je ihned zfejmé, ze v takto vytvorené prostorové geometrii plati axiomy I, II,
III 1-2, 4, IV, V, (a ostatné také Véty 14, 15, 16, 19, 21, odvozené pomoci axiomu
I1I 5).

Abychom ukazali, Ze je splnén také axiom III 3, zvolime libovolnou p¥imku a
a na ni tii body Ai, Ao, A3 tak, ze A lezi mezi A a As. Body z,y, z pfimky a jsou
dany rovnicemi

T= M+ N,
y=pt+u,
z=vt+1,

kde ¢ je parametr a A\, X', u, 1’ v,V jsou jisté konstanty. Jsou-li t1,t2(< t1),t3(< t2)
hodnoty parametri, které odpovidaji bodim A;, As, A3, potom najdeme pro délky
t¥1 tsecek AlAg, A2A3 a A1A3 V}’Irazy

(t1—t2) VO )7 + 2 + 27
(t = ta) VN )7 + 2 + 7]

(1= ts) VO w2+ 2 22,

soucet délek usefek AjA; a As Az je tak roven délce tsecky A;Az. Odtud plyne
platnost axiomu IIT 3. Axiom IIT 5 pro trojuhelniky v nasi geometrii pokazdé splnén
neni. Jako pfiklad uvedme v roving z = 0 lezici ¢tyfi body
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O se soufadnicemi z =0, y=0,
A« « x=1, y=0,
B « r=-1, y=0,
[43 143 — = L
C r=0, y=_5.

Usetky OA,OB a OC maji délku 1. Pro oba pravothlé trojuhelniky AOC
a COB tak plati shodnosti

<AOC = <COB,
OA=0C,
0OC =O0B.

Oproti axiomu I 5 ale ihly <« OAC a < OC B shodné nejsou. — V tomto piikladu

2
navic neni splnéna prvni véta shodnosti, nebot AC' mé délku 4 /2 — —, BC oproti

V2

/ 2
tomu délku 4 /2 + 75 Ani pro jeden z obou rovnoramennych trojuhelniki AOC

a COB pritom neplati Véta 11.

Piikladem ROVINNE geometrie, ve které jsou splnény vSechny axiomy s vyjimkou
axiomu III 5, je nasledujici: V roviné a definujme standardnim zpisobem vSechny
pojmy, vystupujici v axiomech, vyjma shodnosti tisecek. Za délku tsecky vS8ak bude
stat standardnim zpisobem definovana délka projekce této usecky do roviny 3, ktera
je oproti a naklonéna o libovolny ostry thel.

§ 12. Nezavislost axiomu spojitosti V
(nearchimédovska geometrie).

Abychom dokézali nezavislost Archimédova axiomu V 1, musime vytvofit geome-
trii, ve které budou vSechny axiomy s vyjimkou axiomt V splnény, tyto posledni
ale splnény nebudou.?!

Za timto udelem zkonstruujme obor Q(t) vSech téch algebraickych funkef para-
metru ¢, které vzniknou z parametru ¢t pomoci péti pocetnich operaci sé¢itéani, odéi-
tani, ndsobeni, délenf a operace |\/ 1+w?
prostfednictvim onéch operaci vznikla. MnoZina prvki §2(t) je spocitatelna — stejné
jako mnozina prvka € z § 9. VSech téchto pét operaci je jednozna¢nych a aplikova-
telnych na realna &isla; obor (t) proto obsahuje jenom jednozna¢né a realné funkce
parametru t.

Necht je ¢ libovolnou funkei oboru (t); JelikoZ je funkece ¢ algebraickou funkei
parametru ¢, muze byt nulova pokazdé jen pro koneény pocet hodnot ¢, pro dosta-
tecné velké kladné hodnoty ¢ tak bude funkce ¢ budto porad kladn& nebo porad
ZAporna.

Na funkce oboru 2 se nyni podivame jako na néjaky druh komplexnich ¢&isel
ve smyslu nasledujiciho paragrafu § 13; v takto definovaném systému ¢isel ziejmé
plati v8echna oby¢ejna pocetni pravidla. Déle, pokud jsou a, b libovolna dvé rtizna
¢isla tohoto komplexniho systému ¢&isel, fekneme o ¢&fslu a, Ze je vétsi nebo mensi
nez ¢islo b, symbolicky: a > b nebo a < b, podle toho, zda rozdil ¢ = a — b jako funkce
t vyjde pro dostatecné velké kladné hodnoty ¢ vzdy kladny nebo vzdy zaporny.
Pr1i takovémto vymezeni mizeme ¢isla naseho komplexniho ¢iselného systému uspo-
radat podle jejich velikosti, analogicky jako u realnych ¢isel; 1ze snadno nahlédnout,

; pitom znad¢i w libovolnou funkci, ktera jiz

21G. VERONESE se ve svém promysleném dile: “Grundziige der Geometrie”, némecky
od A. Scheppa, Leipzig 1894, taktéz pokusil o vybudovani geometrie, ktera byla nezavisla na
Archimédové axiomu.
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ze pro naSe komplexni ¢isla plati véty, podle kterych ziistavaji nerovnice v platnosti,
pokud pfi¢teme k obou stranam stejné ¢islo nebo obé strany vynésobime stejnym
¢islem > 0.

Oznacime-li n libovolné kladné celé racionélni ¢islo, plati jisté pro obé ¢&isla n
a t oboru Q(t) nerovnice n < t, nebot rozdil n — ¢, pojaty jako funkce parametru
t, vychazi ziejmé pro dostateéné velké hodnoty t vidy zaporné. Tuto skute¢nost
vyslovime nasledujicim zpiisobem: dvé &sla 1 a t oboru Q(t), ktera jsou ob& > 0,
maji vlastnost, Ze libovolny nasobek prvniho je vzdy mensi nez druhé.

Z komplexnich &sel oboru Q(t) nyni vybudujeme geometrii pfesné stejnym zpti-
sobem, jaky jsme uzili v § 9 po zavedeni oboru 2 algebraickych ¢isel: systém tii
isel (z,y, z) oboru Q(t) budeme uvazovat jako bod a poméry libovolnych ¢ty¥ ¢isel
(w:v:w:r)zQ(t), kde u, v, w nejsou viechna nula, jako rovinu; dale necht platnost
rovnice

ur +vy+wz+r=0

vyjadiuje, ze bod (x,y,2z) lezi v roviné (u:v:w:r), a jako pfimku oznafme soubor
vSech bodu, lezicich ve dvou rovinach s rozdilnym wu : v : w. Stanovime-li potom
analogické véty pro usporadani prvki a pro prenaSeni tsetek a uhla jako v § 9,
vznika “nearchimédovskd” geometrie, ve které, jak ukazuji vySe zminéné vlastnosti
komplexniho systému ¢isel Q(t), jsou splnény vSechny axiomy s vyjimkou axiomu
spojitosti. Vskutku, tsecku 1 Ize nanaset na tsecku ¢ libovolné mnohokrat za sebou,
aniz bychom prekrocili koncovy bod tsecky; to je ve sporu s pozadavkem Archimé-
dova axiomu.

To, ze je také axiom uplnosti V 2 nezavisly na vSech predchozich axiomech I-1V,
V 1, ukazuje prvni z geometrii, pFedstavenych v § 9, nebot v té je Archimédiv axiom
splnén.

Jak nearchimédovské, tak neeukleidovské geometrie maji mimoiradny vyznam,
a velmi dilezita je predevsim role, kterou hraje Archiméduv axiom v dikazu Le-
gendrovych vét. Vyzkum, ktery na toto téma provedl na mou pobidku M. DEHN,?2
vedl k aplnému vyjasnéni této otazky. Studie M. DEHNA predpoklada axiomy I-I11.
Jen na konci Dehnovy prace — aby do oblasti vyzkumu spadala také Riemannova
(eliptickd) geometrie — byly axiomy IT uspofadani pojaty obecnéji nez v tomto po-
jednéni, totiz pfiblizné takto:

Ctyti body A, B,C, D jedné pifmky se déli vidy na dve dvojice A,C a B, D tak,
7ze A,C a B, D jsou “ODDELENE” a naopak. P&t bodu na pfimce lze vidy oznacit
A,B,C,D,FE tak, ze body A,C jsou oddéleny body B,D a body B, FE, dale tak,
Ze body A, D jsou oddéleny body B, E a body C, F, atd.

Na zakladé axiomiu I-II1, tedy bez pouziti spojitosti, dokazuje M. DEHN nejdiive
dalsi tvar druhé Legendrovy véty, Véty 39:

POKUD JE V libovolném TROJUHELNIKU SOUCET UHLU VETSI, RESP. ROVEN
NEBO MENSI, NEZ DVA UHLY PRAVE, POTOM JE TOMU TAK V kaZdém TROJUHEL-
NiKU.23

Dale na pfislusném misté dokazuje nasledujici doplnéni prvni Legendrovy véty,
Véty 35:

POKUD VYLOUCIME ARCHIMEDUV AXIOM, neplyne Z PREDPOKLADU NEKO-
NECNE MNOHA ROVNOBEZEK K NEJAKE PRIMCE V JEDNOM BODE, ZE SOUCET
UHLU TROJUHELNIKU JE MENSI NEZ DVA PRAVE. EXISTUJE TOTIZ ZAPRVE GE-
OMETRIE (NELEGENDROVSKA GEOMETRIE), VE KTERE LZE JEDNIM BODEM VEST
K NEJAKE PRIMCE NEKONECNE MNOHO ROVNOBEZEK A VE KTERE PRESTO BUDOU

22¢Die Legendreschen Sitze iiber die Winkelsumme im Dreieck”, Math. Ann. sv. 53, 1900.

23Diikaz této vSty uvedl nasledné také F. Scuur, Math. Ann. sv. 55, a dale HyieLMsLEV, Math.
Ann. 64; v tomto druhém vyzdvihnéme velmi kratkou tvahu, uzitou k dikazu prost¥edni ¢asti této
véty. Srov. také F. Schur, Grundlagen der Geometrie, Leipzig a Berlin 1909, § 6.
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PLATIT VETY RIEMANNOVY (ELIPTICKE) GEOMETRIE. ZADRUHE EXISTUJE GEO-
METRIE (POLOEUKLEIDOVSKA GEOMETRIE), VE KTERE V JEDNOM BODE EXISTUJE
K NEJAKE PRIMCE NEKONECNE MNOHO ROVNOBEZEK A VE KTERE PRESTO PLATI
VETY EUKLEIDOVSKE GEOMETRIE.

7. PREDPOKLADU, ZE ROVNOBEZKY NEEXISTUJI, PLYNE VZDY, ZE JE SOUCET
UHLU V TROJUHELNIKU VETSI NEZ DVA PRAVE.

Poznamenavam nakonec, Ze POKUD PRIBEREME ARCHIMEDUV AXIOM, lze na-
hradit axiom o rovnobézkich pozadavkem, aby byl v trojihelniku soucet thli roven
dvéma pravym.

Treti kapitola. Nauka o proporcich.

§ 13. Komplexni ¢iselné systémy.?*

Na zacatku této kapitoly predesleme nékolik kratkych tvah o kompexnich ¢iselnych
systémech, které se ndm pozdéji budou hodit hlavné pro usnadnéni zapisu.

Realné ¢isla tvofi jako celek systém véci s nasledujicimi vlastnostmi:

VETY O INCIDENCI (1-6):

1. Z ¢isla a a z ¢isla b vznika “SCITANIM” uréité ¢islo ¢, symbolicky:

at+b=c nebo c=a+b.
2. Pokud jsou a a b dana &isla, potom existuje vzdy pravé jedno ¢islo x a praveé

jedno ¢islo y, pro ktera bude

a+x=0 resp. y+a=>o.

3. Existuje urcité ¢islo — nazveme jej o — takové, ze pro kazdé a je zéroven

at+to=a a o+a=a.

4. Z ¢isla a a z ¢isla b vznika urcité ¢islo c jesté jinym zptisobem, “NASOBENIM”,
symbolicky:
ab=c nebo c=ab.

5. Kdyz a a b jsou libovolna dana ¢isla a a neni o, potom existuje vzdy praveé
jedno ¢&islo z a pravé jedno &islo y takové, Ze

axr=>5b resp. ya =b.
6. Existuje urcité ¢islo — nazveme jej 1 — takové, Zze pro kazdé a je zaroven
a-l=a a l-a=a.

POCETNI PRAVIDLA (7-12):
Pokud jsou a, b, ¢ libovoln4 ¢isla, plati vzdy nasledujici pocetni zakony:

7. a+(b+c) = (a+b)+c
8. a+b = b+a

9. a(bc) = (ab)c

10. a(b+c) = ab+ac
11. (a+b)e = ac+be
12. ab = ba.

24Viz k tomu Dodatek 2 [p. prekl.: origindl].
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VETY O USPORADANI (13-16):

13. Kdyz a, b jsou libovolné dvé rtzna ¢isla, potom je vzdy pravé jedno z nich
(napf. a) vétsi nez druhé; o druhém fekneme, Ze je mensi, symbolicky:

a>b a b<a.

Pro zadné ¢islo a neplati a > a.
14. Pokud je a > b a b > ¢, potom je také a > c.

15. Pokud je a > b, potom je také vzdy
a+c>b+c.
16. Pokud je a > b a ¢ > 0, potom je také vzdy
ac > be.

VETY O SPOJITOSTI (17-18):

17. (ARCHIMEDOVA VETA.) Pokud jsou a >0 a b > 0 dvé libovolna ¢isla, potom
lze vzdy pfic¢itat a k sobé samému tak dlouho, dokud nebude vysledny
soucet v&tsi nez b, symbolicky:

at+a+a+--+a>b.

18. (VETA 0 UPLNOSTI.) K systému ¢isel nelze jako &isla pFipojit jiny systém
véci, aby také v systému, vzniklém jejich spojenim, pfi zachovani vztaha
mezi Cisly, platily také vSechny Véty 1-17; nebo zkracené: ¢isla tvofi systém
véci, ktery neni mozné dale rozsifovat, aby pritom byly zachovany vSechny
vztahy a v8echny zavedené véty.

Systém véci, ktery ma jenom ¢ast vlastnosti 1-18, nazveme jako komplexni ¢i-
selny systém. Komplexni ¢iselny systém nazveme archimédovskym nebo nearchimé-
dovskym podle toho, zda vyhovuje nebo nevyhovuje pozadavku 17.

NEKTERE ZE STANOVENYCH VLASTNOSTI 1-18 PLYNOU Z VLASTNOSTI OSTAT-
NicH. Naskyté se tikol, prozkoumat logickou zavislost téchto vlastnosti.?> V Sesté
kapitole § 32 a § 33 zodpovime naznacenou cestou dvé urcité otazky, tykajici se je-
jich geometrického vyznamu a zde pouze poukiZeme na to, ze pozadavek 17 neni
v zadném pripadé disledkem jemu piedchozich vlastnosti, nebot napf. uz komplexni
Giselny systém €(t), probirany v § 12, mé vSechny vlastnosti 1-16, ale pozadavek
17 nesplauje.

Obecné plati ohledné vét o spojitosti (17-18) analogické poznamky jako ty, které
jsme uvedli v § 8 o geometrickych axiomech spojitosti.

§ 14. Dukaz Pascalovy véty.

V této a v nésledujicich kapitolach stanovime pro nas vyzkum ROVINNE axiomy
vSech skupin s vyjimkou axiomu spojitosti, tj. axiomy I 1-3 a II-IV. V aktuélni
tfeti kapitole mame v umyslu vybudovat Eukleidovu nauku o proporcich na zé-
kladé uvedenych axiomi, tj. Vv ROVINE A NEZAVISLE NA ARCHIMEDOVE AXIOMU
(viz mimo jiné Dodatek II). Za timto ucelem dokdZzeme nejdiive jeden fakt, ktery
je zvlastnim pripadem znamé Pascalovy véty z nauky o kuzeloseckach a ktery budu
déle zkracené oznacovat jako Pascalovu vétu. Tato véta zni:

Véta 40. (PASCALOVA VETA.2%) Necht jsou A, B,C resp. A’,B',C’" pokazdé tii

258rov. Dodatek I 2. [p. prekl.: origindl]
26F. ScuuR publikoval zajimavy ditkaz Pascalovy véty na zakladé rovinnych a prostorovych axi-
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body na dvou protinajicich se pFfimkach a necht jsou tyto body rizné od pruseéiku;
je-li potom CB’ rovnob&zna s BC' a C'A’ rovnob&Zzna s AC’, potom je také BA'
rovnobézna s AB’'.

Abychom uvedli dikaz této véty, zavedeme nejdfive nasledujici znaceni: V pravo-
thlém trojihelniku je zfejmé odvésna a jednoznacné uréena pieponou c a pfilehlym
thlem «, vytnutém odvésnou a a pfeponou c¢; zavedeme stru¢né oznaceni

a=ac,
takze symbol ac znamena vzdy urcitou tsecku, pfi¢emz c je libovolna tsecka a «
libovolné dany ostry thel. Stejné tak je pro libovolné danou tsecku a a libovolné
dany ostry thel a rovnici a = ac vzdy jednozna¢éné uréena tsecka c.

Necht je navic ¢ libovolnou tise¢kou a «, 8 necht znac¢i dva libovolné ostré uhly;
tvrdime, Ze jisté plati shodnost tsecek

afic = Bac,

a tak lze vZdy navzajem prohodit symboly « = 3.

Abychom dokézali toto tvrzeni, vezmeme tusecku ¢ = AB a preneseme na tuto
aseCku od bodu A na obé strany uhly «, resp. 5. Potom spustime z bodu B na druha
ramena téchto thla kolmice BC' a BD, spojime C' s D a nakonec spustime z A
kolmici AFE na CD.

Protoze jsou uhly <« ACB a < ADB pravé, lezi ¢tyii body A, B,C,D na kruz-
nici, a oba thly < ACD a < ABD tak jsou shodné, coby obvodové thly, prislusné
téze t&tivé AD. Pfitom dava jednak < AC'D dohromady s <CAFE a jednak < ABD
dohromady s < BAD pokazdé pravy thel, proto jsou také uhly <CAE a < BAD
navzajem shodné, tj. je

<CAFE = 3,

a proto
<DAF = a.

Tak ziskdme ihned shodnosti usecek

Be=AD, ac= AC,
afc=a(AD) = AE, Bac=B(AC) = AE,

a odtud plyne spravnost vyse uvedené shodnosti.

Vratime se k obrazku Pascalovy véty a ozna¢ime priunik obou pfimek jako O
a usetky OA,OB,0C,0A",OB’',0C",CB’,BC', AC',CA’, BA’, AB' po fadé jako
a,b,c,a’, b, 1,I*, m,m*,n,n*. Potom spustime z bodu O kolmici na I, m*,n; Kol-
mice na [ vytina s obéma pfimkami OA, OA’ ostré ihly N, A, a kolmice na m* resp.
na n tvori s piimkami OA a OA’ ostré thly p', i resp. v/, v. Vyjadiime-li nyni tyto t¥i
kolmice vyge uvedenym zpiisobem pomoci pfepon a thli pii zakladné v prislusnych
pravotuhlych trojihelnicich dvojim zpusobem, dostaneme nésledujici t¥i shodnosti:

b = Ne, (1)
pa' = p'e, (2)
va' = v'b. (3)

omu I-1IT v Math. Ann. sv. 51; totéZ provedl DEnN, Math. Ann. sv. 53. J. HIELMSLEVOVI se potom
podafilo, pFri¢emz stavi na vysledcich G. HeEsseNBERGA (Math. Ann. sv. 61), dokazat Pascalovu
vétu pouze na zakladé rovinnych axioma I-1II (“Neue Begriindung der ebenen Geometrie”; Math.
Ann. sv. 64). Srov. pfiloha III této knihy [p. prekl.: origindl].
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Jelikoz ma podle predpokladu byt I rovnobézna s [* a m rovnobézna s m*, jsou
kolmice z bodu O, které bychom spustili na [*, resp. na m, identické s kolmicemi
na [, resp. na m”*, a dostaneme tak

A = N'b, (4)
uc' = pla. (5)

Pokud pouZzijeme na shodnost (3) vlevo a vpravo symbol ' a uvazime, Ze podle
vyse dokazaného lze symboly, o nichz je fe¢, navzajem prohodit, nalezneme

v pa' = v uN'b.
V této shodnosti zohlednime vlevo shodnost (2) a vpravo (4); potom bude

v p'c= v puAd
nebo vu'Ne=v'uc.

Zde zohlednime vlevo shodnost (1) a vpravo (5); potom bude

v’ N = v \p'a
nebo A'vb = v a.

Na zakladé vlastnosti nasich symboli, uvedené na str. 87, odvodime z této po-
sledni shodnosti ihned

Wb = p'va,

a odtud vt =v'a. (6)

Upfeme-li nyni pozornost na kolmici, spusténou z O na n, a spustime-li na n téz
kolmice z A a z B’, potom dle shodnosti (6) budou paty obou posledné jmenovanych
kolmic identické, tj. pfimka n* = AB’ bude kolma4 ke kolmici na n, a tedy rovnobé&zna
s n. Tim je dikaz Pascalovy véty hotov.

K vybudovani nauky o proporcich pouZijeme pouze ten specialni pripad Pasca-
lovy véty, ve kterém plati shodnost tisecek

0OC =04,
a tedy také OA=0C",
a ve kterém lezi body A, B,C na téze polopifimce, vychazejici z bodu O. Tento
specidlni pfipad 1ze dokizat zvlasté snadno, totiz nasledovné:
Naneseme na OA’ od bodu O tsecku OB a koncovy bod oznacime D', takze
spojnice BD' bude rovnobézna s CA" a AC’. Kvili shodnosti trojuhelniki OC’B

a OAD' bude
<0OC'B=<0AD'. (17)

Protoze CB’ a BC' jsou podle pfedpokladu navzajem rovnobézné, je

<0C'B = <OB'C; (21)
Z (1t) a (21) odvodime

<OAD' = <OB'C;

88



potom je ale ACD’B’ podle nauky o kruZnici t&tivovym ¢tyithelnikem, a plati tak
podle znamé véty o thlech v tétivovém &étytihelniku shodnost

<OD'C = <OAB'. (31)
Dale je kvili shodnosti trojihelnikit OD'C a OBA’ také

<O0D'C = <OBA’; (8.1)
z (31) a (8.1) odvodime

<OAB' = <OBA, (8.2)

a tato shodnost fika, ze AB’ a BA’ jsou navzijem rovnobézné, jak pozaduje Pas-
calova véta.

Je-li dana libovolna piimka, né&jaky bod, ktery na nf nelezi, a libovolny thel, 1ze
zfejmé prostiednictvim pfeneseni tohoto thlu a vedeni rovnobézky nalézt pfimku,
které prochazi danym bodem a danou pifimku protind pod danym thlem. S uvaze-
nim tohoto stavu muzeme konecné pro ditkaz obecné Pascalovy véty pouzit nasle-
dujici jednoduché odvozeni, jez mi bylo sdéleno tfeti stranou a za néz dékuji.

Vedme bodem B pfimku, ktera protinda OA’ v bodé D’ pod thlem <«OCA’,
takze plati shodnost

<OCA'=<OD'B; (1)
potom podle znamé véty z nauky o kruznici je CBD'A’ tétivovym ¢tyftahelnikem,
a tak podle véty o shodnosti obvodového thlu pii téze tétivé plati shodnost

<OBA' = <0OD'C. (2%)
Protoze CA’ a AC’ jsou podle pfedpokladu navzajem rovnobézné, je

<OCA"= <OAC"; (3*)
Z (1*) a (3*) odvodime shodnost

<OD'B= <0OAC";

potom je ale také BAD'C” tétivovym &tyiuhelnikem, a plati tak podle véty o thlech
tétivového Ctyfuhleniku shodnost

<OAD' = <OC'B. (4%)
Protoze je déle podle pfedpokladu C'B’ rovnob&zna s BC’, mame také

<OB'C = <OC'B: (5%)
Z (4*) a (5*) odvodime shodnost

<OAD' = <OB'C;
tato dale Fika, ze CAD'B’ je t&tivovym ¢tyfuhelnikem, a tak plati také shodnost

<OAB' = <OD'C. (67)

Z (2*) a (6*) plyne:
<OBA'= <OAB’,
a tato shodnost ¥ika, ze BA" a AB’ jsou navzajem rovnob&zné, jak poZaduje Pas-
calova véta.
Pokud je D’ identicky s nékterym z bodu A’, B’, C' nebo pokud je poradi bodu
A, B, C jiné, potom bude zapotiebi obména ditkazu, kterou lze snadno nahlédnout.?”

27Pozornost zasluhuje také uziti véty o spoleéném primniku vysek trojahelniku pro zdiavodnéni
Pascalovy véty; srov. v této souvislosti F. Schur, Math. Ann. sv. 57, a J. Mollerup, “Studier
over den plane geometris Aksiomer”, Kopenhagen 1903.
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§ 15. Pocet s tiseckami na zakladé Pascalovy véty.

Pascalova véta, dokdzana v predchozim paragrafu, nAm umoziuje zavést do geome-
trie pocet s tseCkami, ve kterém budou platit vSechna pocetni pravidla pro reilna
¢isla v puvodni podobé.

Misto vyrazu “je shodny” a znaménka = budeme v poétu s tiseCkami pouzivat
“rovna se” a znaménko =.

Pokud A, B, C jsou tii body jedné piimky a B lezi mezi A a C, oznac¢ime ¢ = AC'
jako soucet obou tsecek a = AB a b= BC' a zapiSeme

c=a+b.
Useéky a a b nazveme mensi nez ¢, symbolicky:
a<c, b<ec,
a ¢ nazveme vétsi nez a a b, symbolicky:
c>a, c>b.

Z linearnich axiomii shodnosti III 1-3 dostaneme snadno, ze pro pravé definované
s¢itani tsecek plati zdkon ASOCIATIVITY

a+(b+c)=(a+b)+c,

a také zakon KOMUTATIVITY
a+b=b+a.

Pro geometrickou definici sou¢inu tsecky a do usecky b?® pouzijeme nasledujici
konstrukci: Zvolime nejdiive libovolnou tsecku, kterou po celou dobu nebudeme
ménit, a oznac¢ime ji 1. Dale naneseme na jedno rameno pravého thlu od vrcholu
O pocinaje tsecku 1 a na totéz rameno téz od vrcholu O pocinaje tsecku b; potom
naneseme na druhé rameno tsecku a. Koncové body tsecek 1 a a spojime primkou
a vedeme k nf rovnobé&zku koncovym bodem tusecky b; tato vytina na druhém rameni
tsecku c: tuto tsecku ¢ potom nazveme soucinem usecky a do tsecky b a oznaéime
i

c=ab.

Predevsim chceme dokézat, Zze pro pravé definované nasobeni tsecek plati zakon
KOMUTATIVITY
ab = ba.

Za timto ucelem zkonstruujeme nejdiiv vySe uvedenym zpusobem tusecku ab.
Dale naneseme na prvni rameno pravého thlu tsecku a a na druhé rameno tsecku
b, spojime primkou koncovy bod tisecky 1 s koncovym bodem tsec¢ky b na druhém
rameni a k této pfimce vedeme rovnobézku koncovym bodem a na prvnim rameni:
tato vytind na druhém rameni tsecku ba; vskutku, jak ukazuje obréazek, je kviili
rovnob&Zznosti teckovanych pomocnych linek podle Pascalovy véty (viz Véta 40)
tato tusecka ba identicka s predem zkonstruovanou useckou ab. Jak je ihned vidét,
vyplyva také naopak z platnosti zdkona komutativity v naSem poctu s tseckami,
ze specidlni pfipad Pascalovy véty, jmenovany na str. 88, plati jisté pro takové
obrazce, ve kterych tvori polopfimky OA a OA’ pravy tuhel.

Abychom pro naSe nasobeni tusecek dokézali zdkon ASOCIATIVITY

a(be) = (ad)c,

28p.  piekl.: Pouzivame v souladu s Hilbertem zvlastni piedlozkovy vyraz (“Pro-

dukt. .. in die Strecke”), ktery ma zdidraznit, Ze pro stanoveny soucin neplati zdkon komutativity.
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naneseme na rameno pravého hlu od vrcholu O tsecky 1 a b a na druhé rameno také
od bodu O tsecky a a c. Potom zkonstruujeme tsecky d = ab a e = c¢b a naneseme
tyto tsecky d a e na prvni rameno od bodu O pocéinaje. Zkonstruujeme-li nasledné
ae a cd, je zase na zakladé Pascalovy véty vidét z priloZzeného obrézku, ze koncové
body téchto usecek jsou identické, tj. Ze je

ae =cd nebo a(cb) = c(ab),
a odtud plyne za pomoci zékona komutativity také
a(bc) = (ab)c.?®

Jak vidno, pouzili jsme v predchézejicim pii diikazu jak zdkona komutativity,
tak i asociativity nasobeni, pouze onen specidlni piipad Pascalovy véty, jejz jsme
na str. 88 (§ 14) dokazovali zvlasté jednoduchym zptisobem za pouZiti tétivového
Ctyiahelniku.

SHRNEME-LI TYTO UVAHY, DOSPEJEME K NASLEDUJICIMU ZDUVODNENI ZA-
KONU NASOBENI V POCTU S USECKAMI, KTERE SE MI JEVI Z DOSAVADNICH ZNA-
MYCH DRUHU ZDUVODNEN{ JAKO NEJJEDNODUSSI:

Na jedno rameno pravého tthlu naneseme od vrcholu O tsecky a = OA ab=0B
a na druhé rameno potom jednotkovou tsecku 1 = OC'. Kruznice, prochézejici body
A, B,C protind toto druhé rameno jesté v bodé D. Bod D lze najit jednoduse
bez pouziti kruzitka jen na zékladé axiomu shodnosti tak, Ze spustime ze stfedu
kruznice kolmici na OC' a podle ni zobrazime v osové soumérnosti bod C. Kviili
shodnosti thld <OCA a <OBD je podle definice sou¢inu dvou asecek (str. 90)

OD = ab,
a kvuli shodnosti thld <ODA a <OBC je podle téze definice
OD = ba.

Odtud plynouci zakon komutativity nasobeni
ab =ba

navic podle poznamky na str. 90 dokazuje, ze pro ramena, ktera sviraji pravy thel,
plati speciélni pripad Pascalovy véty, uvedeny na str. 88, a odtud zase podle str. 90
plyne zékon asociativity nasobeni

a(bc) = (ab)c.
Nakonec plati v naSem poctu s tseCkami také zdkon DISTRIBUTIVITY
a(b+c) =ab+ac.

Abychom toto dokazali, zkonstruujeme usecky ab,ac a a(b + ¢), nasledné vedeme
koncovym bodem tisecky ¢ (viz piilozeny obrazek)3? rovnobézku s druhym ramenem
pravého thlu. Shodnost obou pravothlych trojuhelniki, vysrafovanych na obrazku,
a pouziti véty o shodnosti protilehlych stran rovnobézniku ndm potom da hledany
dikaz.

Jsou-li b a ¢ dvé libovolné usecky, existuje vzdy tsecka a takova, Ze c = ab; tuto
tsecku a oznacime § a pojmenujeme jako podil ¢ déleno b.

29V této souvislosti srov. metody pro zaloZeni nauky o proporcich, které mezitim predstavili
A. KNESER, Archiv fiir Math. und Phys., R. III, sv. 2 a J. MoLLERUP, Math. Ann. sv. 56,
véetné “Studier over den plane geometris Aksiomer”, Kopenhagen 1903, ve kterych je v prvé radé
uvedena proporéni rovnice. F. SCHUR, Zur Proportionenlehre, Math. Ann. sv. 57, poznamenava,
Ze spravny dikaz zakona komutativity podal uz KuprreR (Sitzungsber. der Naturforschergesell-
schaft zu Dorpat 1893). Nasledné KupFFEROVO zaloZeni nauky o proporcich je v8ak dle naSeho
nazoru nedostatecné.

30p. prekl.: original
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§ 16. Dikaz Pascalovy véty.

Pomoci pfedstaveného pocitani s tseCkami lze snadno vybudovat Eukleidova nauka
o proporcich, a to bez Archimédova axiomu nasledujicim zptisobem:

Vimer. Jsou-li a,b,a’, b’ libovolné ¢tyti usecky, potom necht pomér
a:b=a":V
ma tentyz vyznam jako tseckova rovnice
ab’ =ba’.
Vygmeér. Dva trojuhelniky nazveme podobnymi, pokud jsou v nich odpovidajici
si thly shodné.
Véta 41. Pokud a,b a a’,b’ jsou odpovidajici si strany ve dvou podobnych troju-

helnicich, potom plati pomér a:b=a’:b'.

Diikaz. Uvazujme nejdiive zvlastni piipad, kdy uhly, které sviraji strany a,b a a’,b’
v obou trojuhelnicich, jsou pravé, a uvazujme oba trojihelniky nakreslené v jednom
a témZze pravém thlu. Dale nanesme od vrcholu na jedno rameno tsecku 1 a vedme
koncovym bodem této tsecky 1 rovnobézku k ob&ma preponam; tato vytne na dru-
hém rameni tsecku e; potom je podle nasi definice sou¢inu tsecek

b=ea, b =ed;
a mame tak ab’ =ba’,
t]. a:b=a:b. O

Nyni se vratime k obecnému pifipadu. Zkonstruujeme v kazdém z obou dvou
podobnych trojiuhelnikt prusecik S, resp. S’ t¥ech os hli, jehoZ existenci snadno
odvodime z V&ty 25, a spustime z nich t¥i kolmice 7, resp. r’ na strany trojtahelniku;
Takto vzniklé tseky oznacime

ap, e, bm ba7 Ca, Cp
A A / ! ! !
resp. ay, @y b, by, Cyscy
Vyse dokazany specialni piipad nasi véty ndm da poméry
ap:r=ay:r be:r=0b.:1
ac:r=a,:r’ b :r =0l :1';

7Z téchto odvodime pomoci zakona distributivity:

! ! / /
a:r=a:r, b:r=0b":r

a odtud bar' =b'rd’, a'br’ =ad'rb’.

Tyto rovnice davaji pouzitim zékona komutativity nasobeni:
a:b=a:b.

7 Véty 41 odvodime snadno zakladni v&tu v nauce o proporcich, ktera zni nésle-
dovné:
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Véta 42. Vytinaji-li dvé rovnobézky na ramenech libovolného thlu tsecky a,b,
resp. a’,b’, plati pomér

a:b=da 0.
Obracené, pokud tento pomér plati pro &tyii tsecky a,a’, b, b’ a pokud jak a,a’, tak
b,b" lezi pokazdé na jednom rameni libovolného whlu, budou spojnice koncovych
bodi asedéek a, b resp. a’, b navzajem rovnobd&zné.

§ 17. Rovnice primek a rovin

K dosavadnimu systému tseéek pripojime jesté druhy obdobny systém tsecek.
Na zékladé axiomu usporadéani lze na pifimce totiz snadno rozliSovat “kladny” a “zd-
porny” smér. Usecku AB, kterou jsme dosud nazyvali a, budeme nyni timto pisme-
nem a oznacovat uz pouze tehdy, kdyz bude B lezet v kladném sméru od A, jinak
ji oznaéime —a. Jeden bod oznalime jako usecku 0. Usecku a nazveme “kladnou”,
resp. vétsi nez o, symbolicky: a > o; tseCku —a nazveme “zdpornou”, resp. mensi
nez 0, symbolicky: —a < 0.

V tomto rozsifeném poctu s iseckami plati vS§echna pocetni pravidla 1-16 pro re-
alna ¢isla, ktera jsme shrnuli v § 13. Vyzdvihneme nasledujici specialni skutecnosti:

Vzdy je

a-1=1-a=a a a-0=0-a=0.
Pokud ab = 0, potom je bud a = 0 nebo b = 0. Pokud a > bac > 0, potom plyne vzdy
ac > be. Pokud dale Aq, Az, As, ..., An_1, A, je n bodi pfimky, potom je soucet
asetek A1As, AsAs, ..., A,_1A,, A, Ay Toven 0.

V roviné a budeme nyni predpokladat dvé navzajem kolmé primky, protinajici
se v bodé 0 jako pevny osovy kiiz a naneseme potom libovolné tsecky z,y od bodu
0 poc¢inaje na obé pifmky; potom vzty¢ime kolmici v koncovych bodech tsecek
x,y a uréime prisecik P této kolmice: tsecky x,y se nazyvaji souiadnice bodu P.
Kazdy bod roviny « je jednoznaéné urcen svymi soufadnicemi z, y, které mohou byt
kladnymi nebo zapornymi tsec¢kami nebo 0. Necht je [ libovolné pfimka v roviné «,
které prochazi bodem 0 a bodem C' o soufadnicich a, b. Jsou-li potom z, y souradnice
libovolného bodu P pfimky [, nalezneme snadno na zakladé Véty 42

ab=2x:y,
neboli br—ay=0
jako rovnici p¥imky [. Je-li I’ pfimka rovnobézn4 s [, ktera vytne na ose x secku

¢, dosp&jeme k rovnici p¥imky I’, pokud v rovnici pifimky [ nahradime tsecku x
aseckou z - ¢; hledana rovnice tedy zni

bx —ay —bc = 0.

Na zakladé téchto avah, zptsobem, nezavislym na Archimédové axiomu, dojdeme
snadno k zavéru, ze kazda primka bude v roviné zobrazena jako rovnice v soutradni-
cich z,y a naopak bude kazda takova linedrni rovnice predstavovat pfimku, pri¢emz
jeji koeficienty budou pfimkami, existujicimi v piislusné geometrii.

Analogické vysledky v prostorové geometrii dokdZeme stejné tak snadno.

Od této chvile lze geometrii dale budovat pomoci metod, které se obecné pouzi-
vaji v analytické geometrii.

Zatim jsme v této tieti kapitole nikde nepouzili Archimédiv axiom; pokud bu-
deme nyni predpokladat, ze plati, budeme moci pfifadit realné ¢isla bodim libo-
volné primky v prostoru, a to nasledovné:

Zvolime na pfimce dva libovolné body a pfifadime jim ¢isla 0 a 1; potom roz-

1

pilime jimi ur¢enou tuseckou 01 a vznikly stred oznacime 5; stred usecky 0% dale
oznac¢ime i atd.; po n-ndsobném opakovani tohoto postupu dospé&jeme k bodu, kte-
rému je pfifazeno ¢islo QL

n

. Nyni budeme tsecku 02% nanaset asi m-krat za sebou
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od bodu o po¢inaje jak na stranu k bodu 1, tak na opa¢nou stranu, a takto vzniklym
bodtm piidélime ¢iselné hodnoty 7, resp. —37. Z Archimédova axiomu lze snadno
odvodit, ze uvedenym, jednozna¢né uréenym zpusobem lze kazdému libovolnému
bodu piimky prifadit realné &islo a toto pfifazeni bude mit nasledujici vlastnost:
pokud A, B, C jsou libovolné t¥i body piimky a «, 8, pfislusné realna ¢isla a B lezi
mezi A a C, potom pro tato ¢isla plati vZdy bud nerovnice a < 8 <y nebo a > 8 > 7.

Na zakladé uvah, uvedenych ve druhé kapitole § 9, je zfejmé, ze pro kazdé ¢islo,
nélezici do tam pfedstaveného algebraického ¢iselného télesa €2, musi na piimce
nutné existovat bod, kterému je piidéleno. To, jestli néjaky bod odpovida také
kazdému dalsimu readlnému ¢&islu, zavisi na tom, zda v uvazované geometrii plati
nebo neplati axiom V2.

Pokud budeme oproti tomu piedpokladat v geometrii pouze platnost Archimé-
dova axiomu, budeme systém bodti, pfimek a rovin vzdy moci rozsitit o “iraciondlni”’
prvky, aby na kazdé piimce byl néjaky bod prifazen bez vyjimky kazdému systému
t¥i redlnych ¢&isel, ktery vyhovuje jeji rovnici. P¥i nalezitych predpokladech lze ihned
dospét k tomu, Ze v rozsifené geometrii plati VSECHNY axiomy (I-V). Tato rozsi-
Fend geometrie (pfipojenim iraciondlnich prvkid) je pfesné ona obyCejna analyticka
kartézska geometrie prostoru, ve které plati také axiom tplnosti V2.3!

Ctvrta kapitola.
Nauka o obsazich ploch v roviné.

§ 18. Identita mnohothelnikti po rozdéleni a po doplnéni.

Pro zkouméni v aktuélni ¢tvrté kapitole budeme predpokladat tytéz axiomy, jako
ve treti kapitole, totiz linedrni a rovinné axiomy vSech skupin s vyjimkou axiomi
spojitosti, tj. axiomt I 1-3 a II-IV.

Nauka o proporcich, probirana ve tieti kapitole a tamtéz zavedeny pocet s tisec-
kami nam umoziiuji vybudovat Eukleidovu nauku o obsazich ploch pomoci vyse
uvedenych axiomu, tj. v roviné a nezdvisle na axiomech spogjitosti.

Podle avah ve treti kapitole zavisi nauka o proporcich zasadné na Pascalové vété
(Véta 40) a toto plati také pro nauku o obsazich ploch; dle mého néazoru je jednou
z nejpozoruhodnéjsich aplikaci Pascalovy véty v elementarni geometrii, vybudovat
nauku o obsazich ploch na jejim zakladé.

Vymeér. Spojime-li dva body jednoduchého mnohotuhelniku P libovolnou lomenou
Carou, kterd prochéazi pouze vnitikem mnohothelniku a kterd neobsahuje zadny
bod dvakrat, vzniknou dva nové jednoduché mnohotihelniky P a Ps, jejichz vnitini
body lezi v8echny ve vnitiku P; fikdime: P SE ROZDELUJE na P; a P;, nebo P JE
ROZDELENO na P; a P,, nebo P; a P, SE SKLADAJI do P.

Vymeér. Dva jednoduché mnohothelniky nazveme identické po rozdélent, pokud je
1ze rozdélit na konecny podcet trojihelniki, které jsou po dvojicich shodné.

Vymer. Dva jednoduché mnohotihelniky P a ) nazveme identické po doplnént, po-
kud k nim lze pfipojit koneény pocet mnohothelnikia P',Q’; P",Q";...; P", Q"
po dvojicich identickych po rozdéleni, tak, Zze timto zptsobem vzniklé mnohothel-
niky P+P' +P"+-+P" aQ+Q +Q" + -+ Q" budou vzajemné identické
po rozdéleni.

7 téchto vyméra plyne ihned: pfipojenim mnohothelniki, identickych po roz-
déleni, vznikaji zase mnohothelniky, IDENTICKE PO ROZDELENI, a kdyZ odebereme
mnohothelniky, identické po rozdéleni, od mnohothelnikt, identickych po rozdéleni,
jsou zbyvajici mnohotihelniky, IDENTICKE PO DOPLNENI (srov. Doplngk IIT).32

31Srov. poznamky na konci § 8.
32p. prekl.: original
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Dale plati nésledujici véty:

Véta 43. Jsou-li dva mnohothelniky P; a P» identické po rozdéleni se tFetim mnoho-
thelnikem Pj, jsou také navzajem identické po rozdéleni. Jsou-li dva mnohothelniky
identické po doplnéni se t¥etim, jsou identické po doplnéni také mezi sebou.

Driikaz. Podle predpokladu lze jak pro Py, tak pro Ps, udat rozdéleni na trojuhelniky
tak, ze bude kazdému z téchto dvou rozdéleni odpovidat néjaké rozdéleni mnoho-
thelniku Ps na shodné trojihelniky. Uvazujeme-li obé tato rozdéleni mnohoihelniku
P35 soucasné, bude obecné kazdy trojuhelnik z jednoho rozdéleni rozdélen na mnoho-
thelniky pfimkami, které prisluseji druhému rozdéleni. K tomu nyni pfidame tolik
useCek, aby se kazdy z téchto mnohothelnikt sam zase rozdélil na trojihelniky,
a zaneseme potom dvé odpovidajici si rozdéleni na trojihelniky do P; a Ps; potom
se ziejmé oba tyto mnohothelniky P; a P rozdéli na stejny pocet navzajem shod-
nych trojihelniki a budou tak podle vyméru navzajem identické po rozdéleni. [

Diikaz druhé vypovédi Véty 43 lze provést snadno (viz Doplnék I1I).33
Obvyklym zptisobem vylozime pojmy: obdélnik, zdkladna a vyska rovnobézniku,
zdkladna a vyska trojuhelniku.

§ 19. Rovnobézniky a trojiuhelniky se stejnou zakladnou a vys-
kou.

Znamy Fukleidiv dikaz, znazornény na obrazcich dole nam dava tuto vétu:

Véta 44. Dva rovnobézniky se stejnou zékladnou a vysku jsou navzajem identické
po doplnéni.

Déle plati zndma skutecnost:

Véta 45. Kazdy trojuhelnik ABC je identicky po rozdéleni s jistym rovnobéznikem
se stejnou zakladnou a polovi¢ni vyskou.

Diikaz. Necht je bod D v polovinég AC a bod E v poloviné BC. ProdlouZime-li
potom tsecku DFE o sebe samu az do bodu F, budou trojuhelniky DCE a FBE
navzdjem shodné, a nasledné tak bude trojuhelnik ABC' identicky po rozdéleni
s rovnobé&znikem ABFD. O

Z Véty 44 a z Véty 45 pii pribrani Véty 43 plyne ihned:

Véta 46. Dva trojuhelniky se stejnou zékladnou a vyskou jsou IDENTICKE PO DO-
PLNENTI.

Jak naznacuje obrazek po strané a jak je dobfe znamo, lze snadno ukézat, ze dva
rovnobézniky, a tedy podle V&t 43 a 45 také dva trojihelniky, se stejnymi zaklad-
nami a vySkami, jsou vzdy IDENTICKE PO ROZDELENI. Poznamenejme v3ak, Zze tento
diikaz neni mozny bez pouZziti Archimédova axiomu; vskutku, v kazdé nearchimédov-
ské geometrii (pro jednu takovou viz napf. druhou kapitolu § 12) lze udat takové
dva trojuhelniky, které budou mit stejnou zakladnu a vysku a budou podle Véty 46
vzajemné IDENTICKE PO DOPLNENI, ale pfesto NE IDENTICKE PO ROZDELENI.

Nanesme v nearchimédovské geometrii na jednu polop¥imku dvé takové usecky
AB =e a AD = a, které nespliiuji pro zadné ¢islo n vztah:

n-ea.

Na tseéce AD vztyéme v jejich koncovych bodech kolmice AC a DC’ délky e.
Trojahelniky ABC a ABC’ jsou podle Véty 46 identické po doplnéni. Z Véty 23

33p. prekl.: original
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plyne, Ze soucet dvou stran trojihelniku je vétsi nez strana tieti, pfi¢emz soucet
dvou stran uvazujeme ve smyslu poctu s tiseCkami, zavedeném ve tfeti kapitole.

Tedy je BC < e + e = 2e. Dale lze bez pouZiti spojitosti dokazat vétu: Usecka,
lezici cela ve vnitiku trojuhelniku je mensi neZ jeji nejdelsi strana. Zaroven je také
kazd4 usecka, lezici ve vnitfku trojuhelniku ABC mensi nez 2e.

Piedpokladejme nyni, %e je dano rozdéleni trojthelniki ABC a ABC’ na ko-
necné mnoho, napt. pokazdé na k, po dvojicich shodnych trojuhelniki. Kazdé strana
dastetného trojuhelniku, pouzitého pro rozdéleni trojihelniku ABC, lezi bud v troj-
thelniku ABC nebo na jedné z jeho stran, tj. je vZdy mensi nez 2e. Obvod kaz-
dého ¢astecného trojihelniku je tedy mensi nez 6e; soucet vSech téchto obvodi je
tak mensi neZ 6k - e. Rozdéleni trojihelnikii ABC a ABC’ musi dat stejny soudet
obvodii, tedy musi také soucet obvodii ¢aste¢nych trojuhelniki, pouzitych pro roz-
déleni trojahelniku ABC’, byt vzdy mensi nez 6k - e. V tomto souctu je ale strana
AC" jist& zcela obsaZena, tj musi platit: AC’ < 6k-e, a tedy podle Véty 23 tim spiSe:
a < 6k - e. To odporuje nasemu predpokladu o tseckéich e a a. Pfedpoklad moznosti
rozdéleni trojihelnikit ABC a ABC’ na po dvojicich shodné ¢asteéné trojthelniky
tak vedl na spor.

Dulezité véty elementarni geometrie o identité po doplnéni pro mnohotuhelniky,
obzvlasté Pythagorova véta, jsou snadnymi disledky pravé stanovenych vét. Zmi-
nime jesté vétu:

Véta 47. K libovolnému trojihelniku a zaroven také k libovolnému jednoduchému
mnohothelniku lze vzdy zkonstruovat pravouhly trojuhelnik, ktery bude mit od-
vésnu 1 a ktery bude s trojihelnikem, resp. mnohotuhelnikem, identicky po doplnéni.

Platnost tvrzeni pro trojihelniky plyne snadno na zakladé Vét 46, 42 a 43. Plat-
nost pro mnohothelniky se dokaZe nasledovné. Rozdélime dany jednoduchy mno-
hothelnik na trojthelniky, ke kterym pfifadime pravoihlé trojihelniky, identické
po doplnéni, kazdy s odvésnou 1. Pokud budeme brat odvésny 1 jako vysky troju-
helnikii, povede jejich slozeni (str. 94) na naSe tvrzeni, op&t za pomoci V&t 43 a 46.

Pfi dalsim budovani teorie obsaht ploch ale narazime na zésadni problém.
V nasem dosavadnim zkoumani jsme predevsim dosud pomijeli, zda mozna nejsou
VSECHNY mnohothelniky navzéjem identické po doplnéni. V tom pfipadé by byly
vSechny vyse uvedené véty bezpredmétné a nemély by vyznam. S tim souvisi otazka,
zda se dva obdélniky, identické po doplnéni, s jednou spole¢nou stranou nutné sho-
duji také ve druhé strané.

Po hlubgi tvaze se ukazuje, Ze je k zodpovézeni vznesené otazky zapotiebi ob-
raceni Véty 46, které zni takto:

Véta 48. Pokud maji dva trojihelniky, identické po doplnéni, stejnou zékladnu,
maji také stejnou vysku.

Tato zékladni Véta 48 se nachézi v prvni knize FEukleidovyjch Zakladu jako
Véta 39; pti dikazu se vSak Fukleidés odvolava na obecnou vétu o veli¢inach: ,, Kol
10 6hov 10D Pépouc peilovéoTiv® (Celek je vétsi neZ ¢ast) — postup, ktery vede na za-
vedeni nového geometrického axiomu o identité po doplnéni.34

NYNI JE MOZNE, ZDUVODNIT VETU 48 A ZDE PREDSTAVENOU CESTOU TAK
VYBUDOVAT NAUKU O OBSAZICH PLOCH, TJ. VYHRADNE POMOCI ROVINNYCH AXI-
OMU A BEZ POUZITI ARCHIMEDOVA AXIOMU. Abychom toto nahlédli, je zapotiebi
mit pojem miry obsahu.

34Ve skutecnosti konstruujeme v Pifloze 1T [p. piekl.: origindl| geometrii, ve které jsou splnény
vS8echny zde stanovené axiomy I-IV kromé axiomu III 5, ktery je tam uveden jen v uzsSim pojeti,
a prece v ni neplati Véta 48, a tedy také v&ta “Celek je vétsi nez Cast”; srov. str. 152f [p. piekl.:
origindl]|.
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§ 20. Mira obsahu trojtihelniki a mnohothelnikt

Vymeér. Primka AB rozdéluje body rovinné geometrie, které na ni nelezi, na dvé
oblasti bodtu. Jednu tuto oblast pojmenujeme napravo od polopfimky AB, vycha-
zejici z bodu A, resp. od “orientované primky AB” a nalevo od poloptimky BA,
vychazejici z bodu B, resp. od “orientované piimky”’ BA, druhou nazveme nalevo
od polopiimky AB a naprovo od polopfimky BA. Vzhledem ke dvéma orientovanym
useckam AB a AC nazveme tutéz oblast oblasti napravo, pokud B a C' lezi na stejné
polopfimce, vychazejici z A (a naopak). — KdyZ pro polopfimku g, vychazejici z bodu
O, je uz definovana oblast napravo a do této oblasti vchazi z bodu O polopfimka h,
nazveme vzhledem k h oblasti nalevo tu oblast, ktera obsahuje g. Vychazime-li tedy
z ur¢ité polopfimky AB, je vidét, Zze jsou uvedenym zptisobem jednoznaéné sta-
noveny pravé a levé strany vzhledem ke kazdé polopfimce, resp. kazdé orientované
tsecce rovinné geometrie.

Body ve vnittku (str. 65) trojihelniku ABC lezi bud nalevo od stran AB, BC,C A
nebo nalevo od CB, BA, AC. V prvnim piipadé fikame: necht je ABC' (resp. BCA,
resp. CAB) kladny smysl obihani a CBA (resp. BAC, resp. ACB) zaporny smysl
obihéni trojuhelniku; ve druhém piipadé fikime: necht je CBA kladny a ABC
zaporny smysl obfhani trojuhelniku.

Vymeér. Pokud v trojuhelniku ABC' se stranami a,b, ¢ zkonstruujeme obé vysky
hq = AD,hy, = BE, plyne z podobnosti trojiuhelniki BCE a ACD podle Véty 41
proporce

a:hy=0:hg,

tj. ahg = bhy;

proto je zaroven v kazdém trojihelniku soucin zakladny a k ni piislusné vysky
nezavisly na tom, kterou stranu trojihelniku zvolime za zédkladnu. Polovina sou¢inu
zakladny a vysky je tedy pro trojuhelnik ABC charakteristickou tise¢kou a. Mé&jme
napt. v trojihelniku ABC' smér obihani ABC jako kladny. KLADNOU tusecku a
(podle definice na str. 93) nazveme nyni mirou obsahu trojihelniku ABC, obithaného
v kladném smyslu, a oznacime [ABC'; ZAPORNOU tsefku — a nazveme mirou obsahu
trojihelniku ABC, obihaného v zdporném smyslu, a oznacime [C BA].

Potom plati jednoduchéa véta:

Véta 49. Pokud bod O lezi mimo trojihelnik ABC, potom pro miru obsahu troj-
thelniku plati vztah

[ABC] = [0OAB] + [0BC] + [OCA].

Diikaz. Nejdiive predpokladejme, ze se usecky AO a BC' protinaji v bodé D. Po-
tom podle definice miry obsahu dostaneme pomoci zakona distributivity v poctu
s tseckami vztahy
[OAB]=[ODB]+[DAB],
[OBC]=-[0OCB]=-[0CD]-[0ODB],
[OCA]=[0OCD]+[CAD].

Sec¢tenim tusecek, uvedenych v této rovnici, vyjde za pouziti véty, jmenované
na str. 93:
[OAB] +[OBC]+[OCA]=[DAB]+[CAD],

a odtud plyne, opét podle distributivniho zakona,

[OAB] + [0OBC] +[0CA] = [ABC].
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Ostatni mozné predpoklady ohledné polohy bodu O vedou na tvrzeni Véty 49
analogickym zptisobem.

Véta 50. Pokud trojuhelnik ABC rozlozime néjakym zpiisobem v koneény pocet
trojuhelniki Ay, je mira obsahu trojihelniku ABC, obihaného v kladném sméru,
rovna sou¢tu miry obsahu v8ech trojuhelniki Ay, obihanych v kladném sméru.

Diikaz. V trojuhelniku ABC budeme za kladny smér obihani uvazovat napr. ABC.
Necht DE je tsec¢ka ve vnitiku trojahelniku ABC, ktera je zérovei stranou obou
trojihelniki DEF a DEG z rozdéleni. V trojuhelniku D EF budeme za kladny smér
obihéni uvazovat napt. DEF; potom je GED kladny smér obihéni trojuhelniku
DEG. Zvolime-li nyni néjaky bod O mimo trojihelnik ABC, plati podle Véty 49
vztahy

[DEF] = [ODE] +[OEF] + [OFD],
[GED] = [OGE] + [OED] + [ODG]
= [OGE] - [ODE] + [0ODG].

Se¢tenim obou tseckovych rovnic vyjde na pravé strané mira obsahu [ODE].

Vyjadiime miru obsahu v8ech trojuhelnikii Ay, obihanych v kladném sméru
timto zptsobem podle Véty 49 a sefteme vSechny vzniklé tuseckové rovnice. Po-
tom pro kazdou tusecku DF), lezici ve vnittku trojihelniku ABC, vychazi na pravé
strang mira obsahu [ODFE]. Ozna¢ime-li body, pouZité pro rozdéleni trojuhelniku
ABC, které lezi na jeho stranach, podle jejich poradi A, Ay,...,A;, B,B1,...,Bn,C,
Ci,...,C,, a oznaéime-li ¥ soufet mér obsahu vSech trojtuhelniki Ay, obihanych
v kladném sméru, vychazi, jak snadno nahlédneme, soucet vSech tseckovych nerov-
nic:
OAA ]+ +[0OAB]

=[
+[OBB1]+-+[0B;,C]
+[0CC1] + - +[0C,A]
=[OAB]+[OBC] +[0CA],
tedy podle Véty 49 Y. =[ABC]. O

Vymer. Definujeme-li miru obsahu [P] jednoduchého, kladné obihaného mnoho-
thelniku jako soucet miry obsahu vSech trojihelnik, obfhanych v kladném smyslu,
na které se tento pii urcitém rozdéleni rozpadé, pozname na zékladé Véty 50 po-
moci podobného dikazu, jako jsme pouzili v § 18 u dikazu Véty 43, Ze mira obsahu
[P] je nezéavisla na zplisobu rozdéleni na trojuhelniky a samotny mnohoudhelnik ji
jednozna¢né urcuje.

Z tohoto vyméru dostaneme za pouziti Véty 50 skute¢nost, Ze MNOHOUHELNIKY,
IDENTICKE PO ROZDELENI, MAJI VZDY STEJNOU MIRU OBSAHU. (Zde a v néasledu-
jicim rozumime mirou obsahu tu s kladnym smyslem obihani).

Jsou-li déle P a @ mnohotuhelniky, identické po doplnéni, musi podle vyméru
existovat takové mnohothelniky P’,Q’;...; P"”,Q", po dvojicich identické po roz-
déleni, Ze mnohotihelnik P + P’ + --- + P”, sloZeny z P, P’,...,P”, bude identicky
po rozdéleni s mnohothelnikem Q+ Q' +...+Q", slozenym z Q,Q’, ..., Q". Z rovnic

[P+P +++P"1=[Q+Q ++Q"]
[P']=[Q']

[P"]=[Q"],
dostaneme snadno [P]=[Q],
tj. MNOHOUHELNIKY, IDENTICKE PO DOPLNENI MAJI TUTEZ MIRU OBSAHU.
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§ 21. Identita po doplnéni a mira obsahu.

V § 20 jsme nalezli, ze mnohothelniky, identické po rozsifeni, maji vzdy stejnou
miru obsahu. Na zakladé tohoto faktu méme ihned dikaz Véty 48. Oznacime-li
totiZ stejnou zakladnu obou trojihelniki g, pfislusné vysky h a h', potom odvodime
z predpokladané identity po doplnéni obou trojuhelniki, Ze museji mit pouze tutéz
miru obsahu, tj. plyne

1 1
Zgh==gh’
29" =39
a zaroven po déleni % g
h=~h;

to je také vypovéd Véty 48.

Navic lze také obratit vypovéd, u¢inénou na konci § 20. Vskutku, jsou-li P a @
dva mnohothelniky o stejné mife obsahu, zkonstruujme podle Véty 47 dva pravouhlé
trojuhelniky A a E s néasledujici vlastnosti: necht maji oba jednu odvésnu 1 a dale
necht je trojuhelnik A identicky po doplnéni s mnohothelnikem P a trojuhelnik E
s mnohothelnikem Q. Z véty, dokdzané v zavéru § 20, plyne potom, ze A a P, a také
E a @ maji stejnou miru obsahu. Kvili identité mér obsahu P a @ plyne, Ze také
A a E maji stejnou miru obsahu. JelikoZ se nyni oba tyto pravotuhlé trojuhelniky
shoduji v odvésné 1, shoduji se nutné také jejich druhé odvésny, tj. oba trojuhelniky
A a F jsou navzajem shodné, a zaroven s tim také podle Véty 43 oba mnohothelniky
P a Q navzajem identické po doplnéni.

Obé skute¢nosti, nalezené v tomto a v predeslém paragrafu, shrneme do nasle-
dujici véty:

Véta 51. Dva mnohotuhelniky, identické po doplnéni, maji vidy tutéZ miru obsahu
a dva mnohouhelniky se stejnou mérou obsahu jsou vidy navzdjem identické po do-
plnénd.

Predevsim si museji dva obdélniky, identické po doplnéni a s jednou stranou
spole¢nou, odpovidat i ve druhé strané. Také plyne tato véta:

Véta 52. Rozdélime-li obdélnik pifimkami na nékolik trojihelnikti a vynechame-li
byt jen jediny tento trojuhelnik, nelze jiz obdélnik pomoci zbylych trojuhelnika
vyplnit.

Tuto vétu stanovili DE ZoLr?® 1 O. STOLZ3® jako axiom a F. SCHUR?" a W. KIL-
LING® ji doké4zali pomoci Archimédova axiomu. V nasledujicim ukazeme, ze TOTEZ
PLATI NEZAVISLE NA ARCHIMEDOVE AXIOMU.

K dikazu Vét 48, 50, 51 jsme v podstaté pouzili pocet s tseckami, zavedeny
ve tieti kapitole § 15, a protoze tento zavisi v podstaté na Pascalové vété (Véta 40)
nebo spiSe na jejim specidlnim pfipadé (str. 88), ukazuje se, ze Pascalova véta je

Snadno nahlédneme, Ze také obracené z Vét 46 a 48 lze znovu ziskat Pascalovu
vétu. Vskutku, z rovnob&znosti pfimky CB’ a C'B plyne podle Véty 46 identita
po doplnéni trojuhelniki OBB’ a OCC’; stejné tak plyne z rovnob&znosti pFimek
CA" a AC' identita po doplnéni trojahelniki OAA’ a OCC’. JelikoZz jsou podle
tohoto navzajem identické po doplnéni také trojuhelniky OAA’ a OBB’, udava
Véta 48, Ze také BA' musi byt rovnobéZna s AB’.

35Principii della equaglianza di poligoni preceduti da alcuni critici sulla della equivalenza geo-
metrica. Milano, Briola 1881. Srov. také Principii della eguaglianza di poliedri e di poligoni sferici.
Milano, Briola 1883.

36Monatshefte fiir Math. und Phys., Jahrgang 5, 1894.

37Sitzungsberichte der Dorpater Naturf. Ges. 1892.

38Grundlagen der Geometrie, sv. 2, odstavec 5, § 5, 1898.
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Snadno také nahlédneme, Ze mnohothelnik, ktery lezi zcela ve vnitiku jiného
mnohothelniku, mé vzdy mensi miru obsahu nez tento, a tedy podle Véty 51 nemiize
byt s timto identicky po doplnéni. Tato skuteénost obsahuje Vétu 52 jako specialni
pripad.

Tim jsme vybudovali zdkladni véty nauky o obsazich ploch v roving.

Jiz GAUSS obratil pozornost matematiki na analogickou otazku pro prostor. Ja
jsem vyslovil domnénku o nemoznosti analogického vybudovani nauky o obsazich
v prostoru a stanovil uréity tkol,® udat dva éty¥stény se stejnou zakladnou a stejnou
vyskou, které nelze v zadném piipadé rozdélit na shodné étytfstény, a které nejdou
roz§ifit pridanim shodnych ¢tyfstént na takové mnohostény, pro které z jejich strany
rozloZzeni na shodné ¢tyfstény mozné je.

M. DEnNOVI? se tento ditkaz skutedné podafilo podat; Rigorézné ukézal ne-
moznost vybudovat nauku o objemech v prostoru tak, jako tomu bylo predtim
v piipadé obsaht v roviné.

K fFeSeni analogickych problémi v prostoru je podle néj nutno pfibrat jiné pro-
sttedky, napt. Cavalieriho princip.*!

V tomto smyslu vybudoval nauku o prostoru W. Sii.#? Ten #ika o dvou Gtyfsté-
nech stejnych vysek a po doplnéni identickych zékladen, ze jsou cavalierovsky iden-
tické. Dale fikd o dvou mnohosténech, které 1ze rozdélit na kone¢né mnoho po dvou
cavalierovsky identickych Ctyfsténti, ze jsou cavalierovsky identické po rozdéleni.
Nakonec 7iké o dvou mnohosténech, které lze zapsat jako rozdily mnohostént, cava-
lierovsky identickych po rozdéleni, Ze jsou cavalierovsky identické po doplnéni. Bez
pouziti axiomu spojitosti lze dokazat, Ze identita mér obsaht a cavalierovska identita
po doplnéni jsou ekvivalentni pojmy, zatimco cavalierovska identita po rozdéleni lze
u mnohosténii o stejné mife obsahu dokézat jen pomoci Archimédova axiomu.

Z novych vysledki zmifime ten, nalezeny J.-P. SYDLEREM:*? Véta, vychazejici
pro rovinu z Véty 51 a avahy na str. 95 (které se vaze k Vété 46), ze kazdé dva mno-
hostény, identické po doplnéni, jsou také identické po rozdéleni, lze za predpokladu
Archimédova axiomu rozsifit na prostor. Z tohoto vysledku plyne tvrzeni, Ze mno-
zina t¥id ekvivalence mnohosténi mé vzhledem k identité po rozdéleni mohutnost
kontinua.

Pata kapitola. Desarguova véta.

§ 22. Desarguova véta a jeji dikaz v roviné pomoci axiomi
shodnosti.

7 axiomi, stanovenych v prvni kapitole, jsou vSechny ty ze skupin II-V bud axi-
omy linearnimi nebo rovinnymi; axiomy 4-8 skupiny I jsou jediné prostorové axiomy.
Abychom jasné rozeznali vyznam téchto prostorovych axiomi, méjme danu libovol-
nou rovinnou geometrii a prozkoumejme obecné podminky pro to, abychom mohli
brat tuto ROVINNOU geometrii za ¢ast geometrie prostorové, ve které plati axiomy,
které predpokladédme pro rovinnou geometrii, a kromé toho prostorové axiomy spo-
jeni I 4-8.

39Viz méa prednaska “Mathematische Probleme”, &. 3.

40«{Tber raumgleiche Polyeder”, Gottinger Nachr. 1900, a také “Uber den Rauminhalt”, Math.
Ann. sv. 55, 1902; srov. dale KacaN, Math. Ann. sv. 57.

41Pouze prvni Gast Véty 51 a Véty 52 plati analogicky v prostoru; srov. napf. SCHATU-
NowsKY, “Uber den Rauminhalt der Polyeder”, Math. Ann. sv. 57, M. DEHN ukézal v pojednani
“Uber den Inhalt sphérischer Dreiecke”, Math. Ann. sv. 60, Ze lze vybudovat nauku o obsazich
ploch v roviné také bez axiomu o rovnobézkach, jen pomoci vét o shodnosti. Viz dale FiINzEL,
“Die Lehre vom Flacheninhalt in der allgemeinen Geometrie”, Math. Ann. sv. 72.

42«Begriindung der Lehre vom Polyederinhalt”, Math. Ann. sv. 82.

43Sur la décomposition des polyédres. Comm. Helv. 16, 266-273. 1943/44.

100



Jelikoz v této a v nésledujici kapitole nebudeme obecné piibirat axiomy shod-
nosti, musime axiom o rovnobézkach IV (str. 74) zavést v silngjsi podobé:

IV* (AXIOM O ROVNOBEZKACH V SILNEJSI PODOBE). Necht je a libovolnd piimka
a A bod mimo a: potom existuje v roviné, urcené bodem A a primkou a, jedna a prdave
jedna ptimka, kterd prochdzi bodem A a primku a neprotne.

Jak znamo, lze na zékladé axiomu skupin I a IV* dokézat tzv. Desarguovu
vétu; Desarguova véta je rovinné véta o prusecicich. Pfedev§im vymezime pfimku,
na které maji lezet priisec¢iky odpovidajicich si stran obou trojthelniki, jako tzv.
“nekonecné vzdalenou piimku” a ozna¢ime takto vzniklou vétu spolu s vétou k ni
opacnou prosté jako Desarguovu vétu; tato véta zni takto:

Veéta 53. (DESARGUOVA VETA). Pokud jsou dva trojuhelniky postaveny v roviné
tak, ze jsou kazdé dvé sobé si odpovidajici strany navzajem rovnobézné, potom
spojnice odpovidajicich si vrcholt bud'to prochazeji jednim a tymz bodem nebo jsou
navzajem rovnobézné, a naopak:

Pokud jsou dva trojuhelniky postaveny v roviné tak, ze spojnice odpovidajicich
si vrcholi prochéazeji jednim bodem nebo jsou navzajem rovnobézné, a kdyz jsou
dale dvé dvojice odpovidajicich si stran trojihelniku rovnobézné, jsou navzajem
rovnobézné také tieti strany obou trojihelniki.

Jak jiz bylo zminéno, je Véta 53 diisledkem axiomi I a IV*; podle této sku-
teCnosti je platnost Desarguovy véty v rovinné geometrii v kazdém piipadé nutnou
podminkou pro to, aby bylo moZné tuto geometrii pojimat jako ¢ast prostorové
geometrie, v niZ plati viechny axiomy skupin I, II, IV*.

Predpokladejme nyni, stejné jako ve tieti a ¢tvrté kapitole, ROVINNOU geometrii,
ve které plati axiomy I 1-3 a II-IV a uvazujme v ni pocet s tseckami, zavedeny podle
§ 15: potom, jak jsme predstavili v § 17, 1ze kazdému bodu roviny pfifadit dvojici
useéek (x,y) a kazdé piimce pomér tii usefek (u : v : w), kde u,v nejsou obé nula,
tak, ze linearni rovnice

UT+VYy+wW =0

bude predstavovat podminku pro spoleénou polohu bodu a piimky. Systém vSech
useCek v nasi geometrii tvori podle § 17 ¢&iselny obor, pro ktery plati vlastnosti
1-16, vyjmenované v § 13, a lze tak pomoci tohoto ¢iselného oboru, podobné jako
tomu bylo v § 9 nebo v § 12 pomoci &selného oboru 2, resp. Q(t), zkonstruovat
prostorovou geometrii; pro tento ucel stanovime, Ze systém tfech tsecek (z,y,z)
bude predstavovat bod, poméry ¢tyf tseéek (u: v : w : r), ve kterych nejsou viechny
u, v, w zaroven nulové, budou predstavovat rovinu, pri¢emz pfimky definujeme jako
pruseciky dvou rovin; linearni rovnice

UT + VY +WZ+T =0

pfitom vyjadiuje, Ze bod (x,y,z) lezi v roving (u : v : w : ). Nakonec, co se tyce
usporadani bodu na pfimce nebo boda v roviné vzhledem k pifimce, ktera v ni lezi,
nebo nakonec uspofadani bodu vzhledem k roviné v prostoru, bude toto urceno
nerovnicemi mezi tsec¢kami analogickym zpusobem, jako tomu bylo v § 9 pro rovinu.

JelikoZz dostaneme dosazenim hodnoty z = o opét puvodni rovinnou geomet-
rii, zjistime, Ze nasi rovinnou geometrii lze pojmout jako ¢ast prostorové geometrie.
Platnost Desarguovy véty je tedy nyni podle vyse uvedenych myslenkovych postupt
podminkou nutnou, z ¢ehoz plyne, Zze Desargova véta musi platit také v predpoklé-
dané rovinné geometrii. Tato je tedy disledkem axiomi I 1-3, IT-IV.

Poznamenejme, Ze pravé nalezenou skutecnost lze také pfimo bez namahy od-
vodit z Véty 42 v nauce o proporcich nebo z Véty 61.
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§ 23. Nedokazatelnost Desarguovy véty v roviné bez pomoci
axiomu shodnosti.

Nyni prozkoumame otazku, zda lze v rovinné geometrii dokazat Desarguovu vétu
také bez pomoci axiomii shodnosti, a dospéjeme k nasledujicimu vysledku:

Véta 54. Existuje rovinna geometrie, ve které plat{ axiomy I 1-3, II, IIT 1-4, IV*,
V, tj.vSechny linearni a rovinné axiomy s vyjimkou axiomu shodnosti III 5, avSak
Desarguova véta (Véta 53) neplati. Desarguovu vétu tedy NELZE VYVODIT pouze
ze jmenovanych axiomu; Ke svému dikazu potfebuje nutné bud prostorové axiomy
nebo axiom IIT 5 o shodnosti trojahelnik.

Diikaz. **V oby¢ejné rovinné kartézské geometrii, jejiz moznost jsme poznali ve druhé
kapitole §9, pozménime definici pfimky a thlu nasledujicim zptsobem. Zvolime libo-
volnou pFimku kartézské geometrie jako osu a rozlisime na této ose kladny a zaporny
smér a zaroveni kladnou a zapornou polorovinu vzhledem k této ose.

Jako pfimku nasi nové geometrie ozna¢ime nyni osu a kazdou s ni rovnobéznou
primku kartézské geometrie, dale kazdou prfimku kartézské geometrie, jejiz polo-
primka, lezici v kladné poloroving, tvofi s kladnym smérem osy pravy nebo tupy
thel, a koneéné kazdy systém dvou poloptimek h, k kartézské geometrie s nasledujici
vlastnosti: Spole¢ny vrchol h a k lezi na ose; polopfimka h, lezici v kladné poloro-
ving, tvori s kladnym smérem osy ostry thel «, a prodlouzeni k‘ polopfimky k,
lezici v zaporné poloroving, tvoii s kladnym smérem osy thel 8 tak, ze v kartézské
geometrii plati vztah

98 _
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Usporadani bodu a délka tsecek budou definovany evidentnim zptsobem jako
obvykle také na onéch pFimkéch, které se v kartézské geometrii zobrazi jako systém
dvou polopfimek. Jak snadno nahlédneme, plati v takto definované geometrii axiomy
11-3, II, ITI 1-3, IV*; napf. je ihned ziejmé, Ze piimky, prochazejici jednim bodem,
pokryji rovinu. Plati ostatné také axiomy V.

Vgechny thly, které nemaji alespon JEDNO rameno, které vychézi z osy do kladné
poloroviny a s kladnym smérem osy tvori ostry thel, se budou méfit jako v kartéz-
ské geometrii. Je-li oproti tomu nejméné jedno rameno thlu w poloptimka h s pravé
uvedenou vlastnosti, definujeme jako velikost tthlu w v nové geometrii velikost onoho
ihlu w’ kartézské geometrie, ktery méa za rameno namisto h pfislusnou polopiimku
k' (viz vyse). Obréazek nalevo znazoriiuje postup této definice pro dvé dvojice vngj-
gich uhlia. Na zékladé na$i definice thlu plati také axiom III 4; predevsim plati
pro kazdy uhel < (I,m):

<(l,m) = <(m,l).

Oproti tomu, jak ihned ukazuje obrazek napravo a jak snadno potvrdime vypo-
¢tem, V NOVE ROVINNE GEOMETRII DESARGUOVA VETA NEPLATI. Stejné snadno
lze ostatné nakreslit obrazek, ktery ukéize, ze neplati ani Pascalova véta. O

Zde predstavena rovinné “nedesarguovski” geometrie slouzi zaroven jako priklad
rovinné geometrie, ve které plati axiomy I 1-3, I, III 1-4, IV*, V a kterou nepiijde
pojmout jako st prostorové geometrie.*’

44Misto “nedesarguovské geomterie”, uvedené na tomto misté v predchozich vydéanich této
knihy, bude v néasledujicim vysvétlena o néco jednodussi geometrie, pochézejici od MOULTONA.
Srov. F. R. Moulton, “A simple non-desarguesian plane geometry”, Trans. Math. Soc. 1902.

Dalsi zajmavé piiklady nedesarguovského systému pFmek udava H. MoHRMANN. Festschrift
David Hilbert, Berlin 1922, s. 181.
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§ 24. Zavedeni poctu s tiseCkami bez pomoci axiomii shodnosti
na zakladé Dessargovy véty.
46

Abychom plné nahlédli vyznam Dessarguovy véty (Véty 53), zavedeme rovinnou
geometrii, ve které plati axiomy I 1-3, II, IV*,%7 tj. viechny linearni a rovinné axiomy
kromeé axiomu shodnosti a axiomu spojitosti, a v této geometrii zavedeme NEZAVISLE
NA AXIOMECH SHODNOSTI novy pocet s tseckami nasledujicim zptsobem:

V roviné budeme predpokladat dvé pevné piimky, které se nechdme navzijem
protinat v bodé O, a v nasledujicim budeme pocitat jen s takovymi useckami, jejichz
vychozim bodem je O a jejichZ koncové body lezi libovolné na jedné z téchto dvou
asecek. Také bod O sam oznacime jako tsecku o, symbolicky:

0O0=o0 nebo 0=00.

Necht je jak F, tak E’, pokazdé ur¢itym bodem na pevné piimce, prochéazejici
O; potom oznac¢ime obé& usetky OF a OF' jako tsecky 1, symbolicky:

OE=0E"=1

neboli 1=0FE=0F".

Piimku FE’ pojmenujeme kratce jako jednotkovou pfimku. Jsou-li dale A a A’
body na piimce OF, resp OF’, a je-li spojnice AA’ rovnobnobézn4 s piimkou EE’,
nazveme tsecky OA a OA’ sobé rovnymi, symbolicky:

OA=04A nebo OA’ = OA.

Abychom nejprve definovali soucet tsecek a = OA a b = OB, lezicich na OE, zkon-
struujme AA’, rovnobéznou s jednotkovou pfimkou EFE’, a vedme potom bodem
A’ rovnobézku s OF a bodem B rovnobézku s OE’ Obé tyto rovnobézky se pro-
tinaji v bodé A”. Nakonec vedme bodem A” rovnobéZzku s jednotkovou pifimkou
EE’; Tato protina pevné pfimky OF a OE’ pokazdé v jednom bodé C' a C': Potom
nazveme ¢ = OC = OC" souctem usecky a = OA s useckou b = OB, symbolicky:

c=a+b nebo a+b=c.

Zde predesleme, Ze se za predpokladu platnosti Desarguovy véty (Véty 53) bude
obecnym zpusobem zachovavat soucet dvou usecéek; bod C, ktery urcuje soucet
a + b na oné pfimce, na niz lezi A a B, je totiZ potom nezavisly na volbé zavedené
jednotkové tsecky EFE‘, tj. bod C' dostaneme také nasledujici konstrukei:

Zvolme na piimce OA’ né&jaky bod A’ a vedme bodem B rovnobézku k OA’
a bodem A’ rovnobézku k OB. Obé tyto rovnob&zky se protinaji v bodé A”. Rov-
nobézka s AA’, vedena nyni bodem A”, protina p¥imku OA v bodé C, ktery urcuje
soucet a + b.

Pro dikaz predpokladame, ze jak body A’ a A", tak také body A’ a A” ziista-
nou uvedenym zptisobem zachovany a bod C necht je na OA uren tak, ze C A"
je rovnobézna s AA’. Potom je nutno dokazat, ze také C'A” je rovnobézna s AA’.
Trojthelniky AA’A” a C A" A" jsou polozeny tak, Ze spojnice odpovidajicich si vr-
chold jsou rovnobézné, a protoZze navic dvé dvojice odpovidajicich si stran, totiz

460dovozeni poctu s useckami, navazujici na postupy z projektivni geometrie [Geometrie
der Lage|, udava G. HESSENBERG ve své praci “Uber einen geometrischen Kalkiil”, Acta math.
sv. 29, 1994. Ukazuje se, Ze v nékteré ¢asti tohoto odvozeni budou snazsi, pokud nejdfive za-
vedeme soucet vektori v roviné na zakladé Desarguovy véty. Srov. HOLDER, “Streckenrechnung
und projektive Geometrie”, Leipz. Ber. 1911.

4TNovy pocet s tseckami lze zavést také bez axiomu o rovnobézkach IV*, a to pii pouziti projek-
tivniho tvaru Desarguovy véty. Co se ty¢e moznosti vyjmuti axiomi uspofadéani srov. Doplnék IV
[p. prekl.: origindl].
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ATA7 a, A A7 stejné jako AA" a C'A”, jsou rovnobézné, potom jsou skuteéné podle
druhého vyroku Desarguovy véty vzajemné rovnobézné takeé tfeti strany AA’ a CA”.

Abychom definovali souéin tse¢ky a = O A do tsecky b = O B, poslouZime si piesné
tou konstrukci, udanou v paragrafu § 15, ve které jen misto ramen pravého thlu
budou vystupovat obé pevné piimky OF a OFE’. Konstrukce je potom nésledujici:
Uréime na OF’ bod A’ tak, ze AA’ bude rovnobézna s jednotkovou pfimkou EE’,
spojime E a A’ a vedeme bodem B rovnobézku k EA’; tato rovnobézka protne
pevnou pfimku OF’ v bod¢ C’; potom nazveme ¢ = OC’ soucinem tsecky a = OA
do usecky b= OB, symbolicky:

c=ab nebo ab =c.

§ 25. Zakon komutativity a asociativity s¢itani v novém poctu
s useckami.

Jak lehce nahlédneme, plati pro nas novy pocet s tiseckami vSechny véty spojeni,
stanovené v § 13. Nyni prozkoumame, ktera z pravidel pocitani, tam stanovenych,
budou pro né platit, pokud zavedeme rovinnou geometrii, ve které budou splnény

axiomy I 1-3, II, IV* a NAavic DESARGUOVA VETA. Piedevsim chceme dokazat,
ze pro s¢itani tsecek, definované v § 24, plati zdkon KOMUTATIVITY

a+b=b+a.
Necht je a=0A=04,
b=0B=0B,

pri¢emz podle naseho predpokladu jsou AA” a BB* rovnob&zné s jednotkovou pfim-
kou. Nyni zkonstruujme body A” a B”, aby A’A” i B'B"” byly rovnobézné s OA
a aby dale AB"” a BA" byly rovnobézné s OA’; jak je ihned vidét, nase tvrzeni vy-
povida o tom, Ze je spojnice A” B” rovnobézna s AA’. Spravnost tohoto tvrzeni na-
hlédneme na zakladé Desarguovy véty (Véty 53) nasledovné: Prisecik AB"” a A’A”
ozna¢ime F a priseéik BA" a B'B" ozna¢ime D. V trojihelnicich AA’F a BB'D
jsou potom odpovidajici si strany navzajem rovnobézné. Pomoci Desarguovy véty
odvodime, ze tfi body O, F, D lezi v jedné pfimce. Nésledkem této okolnosti jsou
oba trojuhelniky OAA" a DB"” A" poloZeny tak, Ze spojnice odpovidajich si vrcholt
prochézeji timtéz bodem F', a protoze navic dvé dvojice odpovidajicich si stran,
totiz OA a DB" stejnd jako OA’ a DA” jsou navzajem rovnobéZné, jsou podle
druhé vypovédi Desarguovy véty (Véty 53) také tieti strany AA" a B” A” navzajem
rovnobézné.

Z tohoto ditkazu vychazi zaroveii, Ze je jedno, ze které z obou pevnych piimek
pfi konstrukei soué¢tu dvou pirimek vychazime.

Dale plati zakon asociativity séitani

a+(b+c)=(a+d)+c.
Na piimce OF jsou dany usecky
a=0A, b=0B, c=0C.

Na zékladé vSeobecného piedpisu pro séitani, udaného v predchozim paragrafu lze
zkonstruovat soucty

a+b=0G, b+c=0B, (a+b)+c=0G"

nasledujicim zpisobem: na pfimce OF’ libovoné zvolime bod D a spojime jej s A
a B. Obé rovnobézky k OD, vedené body B a C, protnou rovnobézku k O A, vedenou
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bodem D, v bodech F, resp. D’. Rovnobézka k AD, vedena bodem F, resp. k BD,
vedena bodem D', protne nyni piimku OA ve vyse uvedenych bodech G, resp. B’,
a rovnobézka ke GD, vedena bodem D’ protne dale piimku OA v taktéZz zminéném
bodé G'. Soucet a + (b + ¢) bude nakonec zachovan, kde nejprve vedeme bodem B’
rovnobézku k OD, kterou piimka DD’ protne v bodé F’, a kde vedeme bodem
F’ rovnobézku k AD. Jde tedy jen o to, dokazat, ze G'F’ je rovnob&zna s AD.
Oznacime-li nyni prisecik pfimek BF a GD jako H a prusecik piimek B'F' a G' D’
jako H’, potom jsou v trojuhelnicich BDH a B’D’H’ odpovidajici si strany na-
vzajem rovnobéZné; a protoZze dale ob& pfimky BB’ a DD’ vzajemné rovnobéZné,
a tak je podle Desarguovy véty také piimka H H’ rovnobéZna s obéma témito piim-
kami. MuZeme tak druhou vypovéd Desarguovy véty pouzit na trojiuhelniky GF H
a G'F'H' zjistime, ze G'F' je rovnobézna s GF, tedy vskutku také s AD.

§ 26. Zakon asociativity nasobeni a oba zakony distributivity
v novém poctu s tseckami.
P1i naSich pfedpokladech plati pro nasobeni tsecek zadkon ASOCIATIVITY
a(bc) = (ab)c.

Necht jsou na prvni z obou pevnych pfimek, protinajicich se v O, dany tusecky
1=0A, b=0C, c=0A" a na druhé pfimce tsecky

a=0G a b=0B.
Abychom zkonstruovali podle predpisu v § 24 po fadé usecky

bc=0B' a be=0C",

ab=0D

(ab)e=0D',

vedeme A’B’ rovnobéznou s AB, B'C’ rovnob&Zznou s BC,CD rovnobéznou s AG
a A’D' rovnob&nou s AD; jak ihned zjistime, vede potom naSe tvrzeni na to,
7e také C'D musi byt rovnobézna s C'D’. Oznacime-li nyni priisecik piimek AD
a BC jako F a prisecik piimek A’D" a B'C’ jako F', potom jsou v trojuhelnicich
ABF a A'B’'F’ odpovidajici si strany navzajem rovnobézné; podle Desarguovy véty
lezi proto tfi body O, F, F' na jedné piimce. Kviili této okolnosti mizeme pouzit
druhou vypovéd Desarguovy véty na oba trojuhelniky CDF a C'D'F’ a odtud

zjistime, Ze je vskutku C'D rovnob&zna s C'D’. Na zékladé Desarguovy véty nakonec
v nasem poctu s tseCkami dokdzeme oba zakony distributivity

a(b+c) =ab+ac

a (b+c)a=ba+ca.
Pro dtukaz PRVNIHO ZAKONA DISTRIBUTIVITY

a(b+c) =ab+ac
predpokladejme: na prvn{ z obou pevnych piimek jsou dany tsecky
1=0EF, b=0B, c=0C

a na druhé piimce tsecka

a=0A.

Rovnobézky, vedené k primce EA body B a C, protinaji pfimku OA pokazdé v jed-
nom bodé D, resp. F. Potom je na zakladé pfedpisu pro nasobeni z § 24

OD = ab, OF = ac.
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Podle obecného piedpisu pro s¢itani z § 24 dostaneme sou¢et OH = b+c, kde bodem
C vedeme rovnobézku k OD a bodem D rovnobézku k OC a déle prusecikem G
obou téchto pfimek rovnobézku k BD, ktera protne OC v uvedeném bodé H a OD
v bodé K. Protoze je OH =b + ¢, plati na zakladé predpisu pro nésobeni

OK =a(b+c).

Podle obecného pfedpisu pro s¢itani a na zakladé moznosti zaménéni pevnych pii-
mek OF a OFE’ pfi konstrukci souctu, dokdzané na str. 104, lze nakonec soudet
ac + ab zkonstruovat nasledujicim zpusobem: Vedeme libovolnym bodem piimky
OF, napt. bodem C, rovnobézku C'G k prfimce OD, dale bodem D rovnobézku
DG k pfimce OC' a nakonec bodem G rovnobézku GK k pfimce CF'. Plati tedy
OK = ac+ ab,
a odtud plyne pomoci zdkona komutativity séitani prvni zédkon distributivity.
Abychom nakonec dokézali DRUHY ZAKON DISTRIBUTIVITY, predpokladejme:
na prvai z obou pevnych pfimek jsou dany tsecky

1=0F, a=0A

a na druhé pfimce tsecky
b=0B, c=0C.

Rovnobézkami AB’ k pfimce EB, resp. AC' k pfimce EC jsou uréeny tsecky
OB’ = ba, 0OC' = ca.

Zkonstruujeme tusecky
OF =b+c, OF' =ba + ca

opét na pevné piimce OB podle obecného predpisu pro s¢itani nasledovné: bodem
C vedeme rovnobézku k piimce OF a bodem E k piimce OC. Tyto se protinaji
v bodé& D, kterym vedeme rovnobézku k F B, kterou O A protne ve vyse uvedeném
bodé F. Stejné tak vedeme bodem A rovnobézku k OC’ a bodem C’ rovnobézku
k OA. Tyto se protinaji v bodé D', kterym vedeme rovnob&zku k AB’, kterou protne
OB v uvedeném bodé F’.

Podle predpisu pro néasobeni bude druhy zakon distributivity dokazan, pokud
ukazeme, ze AF’ je rovnobézna s EF. V trojuhelnicich ECD a AC’'D’ jsou odpo-
vidajici si strany vzajemné rovnobézné; podle Desarguovy véty tak lezi tii body
O, D, D' na jedné¢ piimce. Miizeme tak druhou vypoveéd Desarguovy vty pouizit
na oba trojihelniky EDF a AD'F’ a zjistit, Ze je vskutku AF' rovnobéZna s EF.

§ 27. Rovnice pfimky na zakladé nového poctu s tiseCkami.

V § 24 az § 26 jsme prostfednictvim axiomi, stanovenych v § 24, a za pfedpokladu
platnosti Desarguovy véty v roviné, zavedli pocet s tiseCkami, ve kterém kromé vét
spojeni, uvedenych v § 13, bude platit zakon komutativity s¢itani, zakon asociativity
s¢itani a nésobeni i oba zakony distributivity. To, Ze zdkon komutativity nasobeni
nemusi nutné platit, pozname v § 33. V tomto paragrafu chceme ukazat, jakym
zpusobem je na zakladé tohoto poc¢tu s tiseCkami mozné analytické zobrazeni bodu
a piimek v roviné.

Vymeér. Oznacime v roviné obé predpokladané pevné p¥imky, protinajici se v bodé
0, jako osy x a y a uvazujeme libovolny bod P roviny, uréeny tseckami x, y, které
dostaneme na ose x, resp. y, pokud bodem P vedeme k témto osdm rovnobézku.
Tyto tsecky x, y se nazyvaji soufadnice bodu P.

Na zakladé nového poctu s tiseCkami a pomoci Desarguovy véty dospéjeme k né-
sledujici skute¢nosti:
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Véta 55. Soutadnice x,y bodu na libovolné primce splniugi vidy tuseckovou rovnici
tvaru

ax+by+c=o;

v této rovnici stoji usecky a,b nutné NALEVO od soutadnic x,y; usecky a,b nejsou
nikdy obé nulové a c je libovolnd tsecka.

Obrdcené: kazdd useckovd rovnice popsaného stylu predstavuje vidy pFimku v za-
vedené rovinné geometrii.

Driikaz. Vzdalenost x kazdého bodu P osy Y nebo pfimky s ni rovnobézné nezavisi
na volbé bodu P na pfislusné pfimce, tj. takovou pfimku lze zapsat ve tvaru

T =C.
K ¢ existuje tsecka c takova, Ze je

c+c=o,
a zaroven plati r+c=o.
Tato rovnice ma pozadovany tvar.

Necht je nyni [ pfimka, které protne osu y v bodé S. Libovolnym bodem P této
piimky vedeme rovnobézku s osou ¥, kterou osa x protne v bodé Q. Usetka OQ = x
je odchylka od P. Rovnobézka k piimce [, vedena bodem @, vytne na ose y tsecku
OR, a podle definice nasobeni plati

OR = ax,

kde a je usecka, které zavisi jen na poloze od [, ne ale na volbé P na [. Horizontalna
z bodu P se jmenuje y. Podle rozsifené definice souc¢tu, udané na str. 103, a kvuli
moznosti zkonstruovat soucet také, vychazeje z osy y, dokdzané uz na str. 104, udava
nyni tsecka OS soucet ax + 7. Usecka OS = ¢ je tiseckou, uréenou pouze polohou
od [. Z rovnice

ar+y==c

plyne axr+1y+c=o,
kde je opét ¢ tseckou, uréenou rovnici ¢+ ¢ = 0. Posledné jmenované rovnice piimky
ma pozadovany tvar.
Snadno nahlédneme, Ze souifadnice bodu, ktery nelezi na [, tuto rovnici nespliuji.
Stejné tak snadno lze dokézat platnost druhé vypovédi Véty 55. Je-li totiz déana
aseckova rovnice
adzx+by+c =o,

ve které nejsou obé ¢isla a’, b’ nula, potom v p¥ipadé, %e b* = o, rovnici zleva vyna-
sobime tiseckou a, uréenou vztahem aa’ = 1, v piipadsé, Ze b’ # 0, ise¢kou b, uréenou
vztahem bb’ = 1. Potom dostaneme na zékladé poc¢etnich pravidel jednu z pravé od-
vozenych rovnic pfimky v zavedené rovinné geometrii mizeme snadno zkonstruovat
primku, kterd vyhovuje této rovnici. O

Poznamenejme jesté vyslovné, ze tiseckova rovnice tvaru
ra+yb+c=o,
ve které stoji Gsecky a,b NAPRAVO od soufadnic x,y, obecné pfi nasich predpokla-

dech NEPREDSTAVUJE piimku.
V § 30 predstavime dulezitou aplikaci Véty 55.
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§ 28. Soubor tusecek, pojaty jako komplexni systém cisel.

Jiz jsme zminili, Ze pro nas novy pocet s tseCkami, zavedeny v § 24, jsou splnény
Véty 1-6 z § 13.

Dale jsme v § 25 a § 26 pomoci Desarguovy véty poznali, Ze pro tento pocet
s tseCkami plati pocetni zakony 7-11 z § 13; plati tedy vSechny véty spojeni a pocetni
pravidla, kromé zakona komutativity nasobeni.

Abychom nakonec umoznili usporadani tiseéek, ucinime tento predpoklad: necht
jsou A, B libovolné dva rozdilné body na piimce OF; potom dame podle Véty 5
Gtyti body O, FE, A, B do takového pofadi, kde E bude stat za O. Je-li v tomto
poradi také B za A, nazveme tsecku a = OA mensi nez usecka b = OB, symbolicky:

a<b;

)

stoji-li oproti tomu v daném poradi A za B, nazveme tsecku a = O A vétsi nez tsecka
b = OB, symbolicky:
a>b.

Snadno nahlédneme, Ze v nasem poctu s tseckami budou na zakladé axiomu IT
navic splnény pocetni zékony 13-16 z § 13; tim tvori celek vSech rtznych tusecek
komplexni ¢iselny systém, pro ktery plati zakony 1-11, 13-16 z § 13, tj. VSECHNY
PREDPISY KROME ZAKONA KOMUTATIVITY NASOBENI A VET SPOJITOSTI; takovy
Ciselny systém budeme v nasledujicim oznacovat kratce jako desarguovsky ciselny
systém.

29. Vybudovani prostorové geometrie pomoci desarguovského
¢iselného systému.

Necht je nyni dan libovolny desarguovsky ¢iselny systém D; TENTO NAM UMOZNUJE
VYBUDOVANI PROSTOROVE GEOMETRIE, VE KTERE BUDOU SPLNENY VSECHNY
AxioMy I, II, TV*.

Abychom toto nahlédli, uvazujme jako bod systém libovolnych tii &isel (z,y, 2)
desarguovského ¢iselného systému D a jako rovinu systém libovolnych étyt ¢isel (u
;v w :r), z nichZ prvni tfi nejsou zéroven o; systémy (v : v : w :r) a (au : av :
aw : ar), kde a znamen4 libovolné ¢islo z D, rtizné od o, pfitom predstavuji tutéz
rovinu. Platnost rovnice

UT + VY + Wz + 1T =0,
necht vyjadiuje, Zze bod (x,y,2) lezi v roviné (u : v : w : r). Pfimku nakonec
definujeme pomoci systému dvou rovin (u' : v 1w’ : ') a (v V" w” "), kdyZ
nelze v D najit takové ¢islo a, rtizné od o, aby bylo soucasné

A 1 ! " A "
au =u", av' =v", aw' =w".

O bodu (z,y, z) fekneme, Ze lezi na této piimce

[(ul . 'U, . wl . T’), (ull . UII . wll . 7‘II):|7

4 1 1 "

pokud je spoleény obéma rovinam (u':v":w’:7r') a (v 0" :w” : v"). Dv& piimky,
které obsahuji tytéz body, nepovazujeme za rizné. Pokud pouZijeme pocetni zakony
1-11 z § 13, které maji podle predpokladu platit pro ¢isla z D, dospéjeme bez potizi
k vysledku, Ze v pravé stanovené prostorové geometrii jsou splnény vSechny axiomy I
a IV*. Aby bylo také axiomtim II uéinéno zadost, stanovme néasledujici pfedpoklady.
Necht jsou

($1,y1721)a (3727y2,22)a (3537?/3,23)
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libovolné tii body pfimky

! A A A " " 14 "
[(u 0w "), (u" 0" " )]s
potom fekneme o bodu (za,ys, 22), Ze leZi mezi zbylyma dvéma, pokud je splnén
nejméné jeden z Sesti pard nerovnic

r1 <To <IT3, xr1 > To > T3, (1)
Y1 <y2 <Ys, Y1 > Y2 > Ys, (2)
21 < 29 < 23, 21 > 22 > 23, (3)

Plati-li nynf napf. jedna z obou dvojtych nerovnic (1), odvodime snadno, ze musi
platit bud y; = y2 = y3 nebo nutné jedna z obou dvojitych nerovnic (2), a stejné
tak Ze musi platit bud z; = 29 = 23 nebo jedna z dvojitych nerovnic (3). Vskutku,
nésobenim rovnic

u'zi+v'yi+w'zi+r' = o,
u’zi+ v yi +wzi+ " = o,
(i=1,2,3)

zleva vhodnymi ¢isly z D, které jsou # o, a néslednym sectenim vzniklych rovnic
odvodime systém rovnic tvaru

u" i+ 0" yi+r" =0 (4)
(i=1,2,3).
Koeficient v’ zde ur¢ité neni o, nebot jinak by plynula rovnost tifi ¢isel x1, xo, x3.
Pokud je u"’ = o, vychazi
Y1 =Y2=Ys-

"

Je-li ale u"" # 0, odvodime z

dalsi dvojitou nerovnici
nr > nr > "
U 12U T22U T3

a zaroven kvili (4)

n n

'U,Nyl +r U,I/yQ +r z 'U"/y3 + TN/

2
a odtud 0"y 2 v"ya 2 0"y,
a protoze v"”’ neni o, mame

yl2ys 2 ys;

v kazdé z téchto dvojitych nerovnic plati vzdy bud vSude horni znaménko nebo vsude
znaménko dolni.

Uvedenymi tivahami lze nahlédnout, ze v nasi geometrii plati linearni axiomy IT
1-3 usporadani. Zbyva jenom ukazat, ze v nasi geometrii plati také axiom II 4.

Necht je pro tento acel dana rovina (u : v :w :r) a v ni pfimka [(u : v :w:r),
(u': 0" :w' :r")]. Budeme piedpokladat, ze vSechny body (z,y, z), lezici v roving (u
:v i w:r), pro které je vyraz v’z + v’y + w'z + r’ mensi nebo vétsi nez o, budou
leZet na jedné, resp. na druhé strané od oné pfimky, a musime potom dokazat, Ze je
tento predpoklad jednozna¢ny a Ze je v souladu s predpokladem na str. 65, coz lze
snadno provést.

Tim jsme poznali, Ze vSechny axiomy I, IT, IV* jsou splnény v oné prostorové
geometrii, kterd vychazi vyse nastinénym zptisobem z desarguovského systému ¢&isel
D.

Jelikoz je Desarguova véta diisledkem axiomi I, 1-8 a IV*, zjistime:
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Nad DESARGUOVSKYM CISELNYM SYSTEMEM D lze nastinénygm zpusobem vybu-
dovat rovinnou geometrii, ve které budou ¢isla systému D tvorit prvky poctu s isec-
kami, zavedeného v § 24, a ve které budou splnény axiomy I 1-3, II, IV*; v takovéto
rovinné geometrii bude potom vZdy platit také DESARGUOVA VETA.

Tato skutecnost je obriacenim vysledku, ke kterému jsme dospéli v § 28 a ktery
miizeme shrnout nasledovné:

V rovinné geometrii, ve které kromé axiomd I 1-3, II, IV* plati také DESAR-
GUOVA VETA, lze zavést pocet s useckami podle § 24; prvky tohoto poctu s useckami
potom pti vhodném predpokladu uspoidddani budou vidy tvoFit DESARGUOVSKY Ci-
SELNY SYSTEM.

§ 30. Vyznam Desarguovy véty.

Pokud jsou v rovinné geometrii splnény axiomy I 1-3, II, IV* a navic plati Desargu-
ova véta, je podle posledni véty vzdy mozné zavést v této geometrii pocet s tseckami,
pro ktery plati pravidla 1-11, 13-16 z § 13. Na soubor téchto tsecek budeme déle
nahlizet jako na komplexni ¢iselny systém a vybudujeme nad nim podle postupu
avah z § 29 prostorovou geometrii, pro kterou budou platit v8echny axiomy I, II,
IV*.

Upfeme-li v této prostorové geometrii pozornost jenom na body (z,y,0) a na ty
primky, na kterych tyto body lezi, vznikne rovinna geometrie, a kdyz zohlednime
Vétu 55, odvozenou v § 27, ukaze se, ze tato rovinna geometrie musi odpovidat ro-
vinné geometrii, dané na zacatku, tj. prvky obou geometrii lze mezi sebou vzajemné
jednozna¢né priradit pii zachovani spojeni a usporddani. Tak ziskdme nasledujici
vétu, kterou lze pojmout jako kone¢ny cil veskerych tvah v této kapitole:

Véta 56. Necht v rovinné geometrii plati axiomy I 1-8, II, IV*: potom je platnost
Desarguovy véty nutnou a postacujici podminkou pro to, aby tuto rovinnou geometrii
bylo mozno pojmout jako cdst prostorové geometrie, ve které jsou splnény vsechny
aziomy I, II, TV*,

Desarguova véta se tak pro rovinnou geometrii projevuje do uréité miry jako
vysledek eliminace prostorovych axiomi.

Nalezené vysledky nam také umoziuji nahlédnout, ze kazda prostorova geo-
metrie, ve které jsou splnény vSechny axiomy I, II, IV*, lze vidy pojmout jako
¢ast “geometrie libovolné mnoha rozméri”; pojmem geometrie libovolné mnoha roz-
méru pfitom rozumime soubor bodi, pfimek, rovin a jesté dalsich prvku, pro které
jsou splnény odpovidajicim zptisobem rozsifené axiomy spojeni, usporadani i axiom
o rovnobézkach.

Sesta kapitola. Pascalova véta

§ 31. Dvé véty o dokazatelnosti Pascalovy véty.

Jak jiz bylo poznamenéano, lze Desarguovu vétu (Vétu 53) dokazat z axiomi I, II,
IV*, tj. pfi nutném pouZiti prostorovych axiomi, ale bez zahrnuti axiomii shodnosti;
v § 23 jsem ukazal, ze dikaz bez prostorovych axiomi skupiny I a bez axiomu
shodnosti III neni mozny, ani kdyZ bude povoleno POUZITI AXIOMU SPOJITOSTI.
V § 14 byla Pascalova véta (Véta 40), a v § 22 také Desarguova véta, odvozena
z axiomu [ 1-3, II-1V, tedy s vylouc¢enim prostorovych axiomu a za nutného pouziti
axiomu shodnosti. Vznika otazka, zda lze pii pfibrani prostorovych axiomi spojeni
BEZ POUZITI AXIOMU SHODNOSTI ODVODIT TAKE PASCALOVU VETU. N4§ vyzkum
ukaze, ze se v tomto smyslu chova Pascalova véta zcela jinak nez véta Desarguova,
nebot PRIBRANI NEBO VYLOUCENI ARCHIMEDOVA AXIOMU mé pri dikazu Pas-
calovy véty rozhodujici vliv na na jeji platnost. Jelikoz v této kapitole nebudeme
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obecné predpokladat axiomy shodnosti, musime v ni stanovit Archimédav axiom
v nasledujici podobé:

V 1*. (ARCHIMEDUV AXIOM po¢tu s tseckami.) Necht je na piimce g ddna usecka
a a dva body A a B. Potom lze vidy nalézt néjaky pocet bodi A, As, ..., Ap_1, A,
takovych, Ze B lezi mezi A a A, a usecky AAy, A1As, ..., An_1 A, jsou rovny tusecce
a ve smyslu poctu s useckamsi, ktery lze na g zavést podle § 24 na zdkladé axiomai I,
II, IV* a Desarguovy véty.

Veéta 57. Pascalovu vétu (Vétu 40) lze dokdzat na zdkladé aziomd I, IT, IV*, V1%,
tj. s vyloucenim axiomi shodnosti pri piibrdni Archimédova axiomu.

Véta 58. Pascalovu vétu (Veétu 40) nelze dokdzat na zdkladé axiomd I, IT, IV*, tj.
s vyloucenim axiomi shodnosti i Archimédova axiomu.

Ve vyjadieni obou téchto vét lze podle obecné Véty 56 nahradit prostorové
axiomy I 4-8 také pozadavkem rovinné geometrie, ze méa platit Desarguova véta
(Véta 53).

§ 32. Zakon komutativity nasobeni v archimédovském c¢iselném

systému.

Dukazy Vét 57 a 58 bytostné spocivaji na jistych vzajemnych vztazich, které plati
pii pocetnich pravidlech a axiomech aritmetiky a jejichz znalost se zd& byt zadouci
i sama o sobé. Stanovime néasledujici dvé véty:

Véta 59. Pro archimédovsky ciselny systém je zdakon komutativity ndsobeni nutngm
dusledkem zbylych pocetnich zdkoni; tj. pokud md ciselny systém vlastnosti 1-11,
18-17, jmenované v § 18, plyne nutné, Ze vyhovuje také vzorci 12.

Diikaz. Nejdrive poznamenejme: Pokud je a libovolné &islo ¢iselného systému a
n=1+1+--+1

je celé kladné racionalni ¢islo, potom pro a a n plati vzdy zakon komutativity
nasobenf; je totiz

an=a(1+1+~~~+1):a.1+a.1+...+a.1

=a+a+-+a
a stejné tak

na=(1+1+-+1a=1-a+1l-a+-+1-a

=a+a+-+a.

Necht jsou nyni oproti naSemu tvrzeni a,b dvé ¢isla ¢iselného systému, pro které
zékon komutativity nasobeni neplati. Potom lze, jak je snadno vidét, predpokladat,
ze

a>o, b>o, ab—ba > o.

Kvuli pozadavku 5 z § 13 existuje &islo ¢(> o) takové, zZe
(a+b+1)c=ab-ba.
Nakonec zvolime ¢&islo d, které vyhovuje zaroven nerovnicim
d> o, d<1, d<e,

a ozna¢ime jako m a n ta dvé celd racionalni ¢isla >= o, pro ktera bude
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md<a<(m+1)d
resp. nd<b< (n+1)d.

Existence téchto &isel m, n je bezprostfednim dusledkem Archimédovy véty (tedy
Véty 17 z § 13). S ohledem na poznamku na za¢atku tohoto dikazu dostaneme
z posledné jmenované nerovnice nasobenim

ab<mnd? + (m+n+1)d?,

ba > mnd?,

tedy odecétenim
ab-ba < (m+n+1)d>

Nyni je md<a, nd<b, d<1
a tedy (m+n+1l)d<a+b+1,
tj. ab-ba<(a+b+1)d
neboli kvili d < ¢ ab-ba<(a+b+1)c.

Tato nerovnice je ve sporu s definici ¢isla ¢, a tim je dikaz Véty 59 hotov. [

§ 33. Zakon komutativity nasobeni v nearchimédovském ¢isel-
ném systému.

Véta 60. Pro nearchimédovsky ciselny systém neni zdkon komutativity nutnym di-
sledkem zbylyjch pocetnich zdkond; tj. existuje ciselny systém, ktery md vlastnosti
1-11, 13-16, vyjmenované v § 18 — desarguovsky ciselny systém dle § 28 —, ve kterém
neplati zikon komutativity ndsobent (12).

Driikaz. Necht je t parametrem a T libovolnym vyrazem s koneénym nebo nekonec-
nym poctem ¢lend tvaru

tn+1

n n+2 n+3 .
T:T()t + 7 +7’2t +7’3t + o

pritom necht ro(# 0),71,r2, ... znamenaji libovolna racionalni ¢isla a n necht je libo-
volné celé racionalni ¢islo % 0. K oboru téchto vyraza T pribereme ¢islo o. Dva vyrazy
tvaru T nazveme sobé rovnymi tehdy, kdyz se v nich vS8echna é&isla n,rg,r1,72, ...
po dvojicich rovnaji. Dale necht je s dalsim parametrem a S libovolnym vyrazem

s kone¢nym, nebo nekoneénym poctem ¢lent tvaru
S =™y + s™ Ty + s 4

necht pritom To(# 0),T1,Ts,... oznacuji libovolné vyrazy tvaru T, a m necht je
zase libovolné celé racionalni ¢islo % o. Na soubor vsech vyrazu tvaru S, ke kterym
piibereme jesté Cislo o, budeme nahliZet jako na komplexni ¢iselny systém (s, t),
ve kterém stanovime nésledujici pocetni zakony:

Nejdiive pocditejme s parametry s a ¢t pouze podle pravidel 7-11 v § 13, na misté
pravidla 12 oproti tomu vzdy pouzijme vzorec

ts = 2st. (1)

Snadno se presvéd¢ime, Ze je tento predpoklad bezesporny.
Jsou-li nyni S’, 5" libovolné dva vyrazy tvaru S:

4 7 4
S =M+ s + s ATy

” ” 4
S/ = gm TOII+Sm +1T1H+Sm +2T2"+---

)
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potom séitanim po €Elenech lze ziejmé vytvorit novy vyraz S’ + 5", ktery je opét
tvaru S a zaroven urfeny jednoznané; tento vyraz S’ + S” nazveme souctem d&isel,
zapsanych jako S’ S".

Oby¢ejnym nasobenim po ¢lenech obou vyrazi S’,S” dospé&jeme nejprve k vy-
razu tvaru

’ ” ’ "1 11 ”
S’S// — S'I'ﬂ TOISTVI 6’ + (8771/ TO’S'H'L + T{’ + sm + Tlls"”/ Tél)

"t m 201 "1t m + 1 "2 m
+ (8" Ts™ T + T T S™ TN+ 8 AT s™ T

+ ..

Tento vyraz bude pii pouZiti vzorce (1) zfejmé jednoznaéné urfenym vyrazem
ve tvaru S; posledné jmenovany nazveme soucinem ¢&isla zapsaného jako S’ do ¢isla,
zapsaného jako S”'.

P1i takto stanovené metodé vypoctu je ihned vidét platnost pocetnich pravidel
1-4 a 6-11 z § 13. Také platnost predpisu 5 z § 13 neni tézké nahlédnout. Pro tento
ucel predpokladejme, Ze napft.

r_ o om gt m’ | 1 m’ | 2
Sh=s"Ty+s™ + T+ +Ty+ -,
mnrr m”rr

a SIIII =g™m Té/// +s™ 4+ 1T1”" +s™ 4 2T2m/ 4o
jsou dané vyrazy tvaru S, a uvazme, Ze pii nasich predpokladech musi byt analogicky

vni i 7 Azny . i VA jné i

rvni koeficient () z T rizny od o. Pokud nyni porovname stejné mocniny s na obou
stranach rovnice

1

S,S" — S"”, (2)

2 Xz

nalezneme nejdiive jednoznaénym zptsobem uréené celé ¢islo m”, jakozto exponent,
a potom po fadé jisté vyrazy
I’ i I
T T, TV, ...

takové, Ze vyraz
” ” ”
S":Sm T6'+sm +1T1"+Sm +2T2N+m

vyhovuje pfi pouZiti vzorce (1) rovnici (2); odpovidajici plati pro rovnici
S//IS/ — S///l
Tim je hledany dikaz hotov. O

Abychom nakonec umoznili uspofadani ¢isel naseho ¢iselného systému (s, t),
stanovme tyto predpoklady: Cislo systému nazveme < nebo > o, podle toho, zda ve
vyrazu S, kterym jej zapiSeme, bude prvni koeficient r¢ vyrazu Ty < nebo > o. Jsou-
li dana libovolna dveé é&isla a a b komplexniho ¢iselného systému, potom je nazveme
a < b, resp. a > b, podle toho, zda je a b < 0 nebo > o. Je ihned vidét, ze pfi téchto
predpokladech plati také pravidla 13-16 z § 13, tj. Q(s,t) je desarguovsky ¢iselny
systém (srov. § 28).

Predpis 12 v § 13, jak ukazuje rovnice (1), NENI splnén pro nas komplexni ¢iselny
systém (s, t), ¢imZz jsme zcela prokazali spravnost Véty 60. Archimédova véta
(Véta 17 z § 13) pro prave stanoveny ¢iselny systém (s, t) neplati, coz je ve shodé
s Vétou 59.

§ 34. Dikaz obou vét o Pascalové vété.
(Nepascalovska geometrie.)

Pokud v ngjaké prostorové geometrii plati viechny axiomy I, II, IV*, potom plati
také Desarguova véta (Véta 53), a diky tomu lze podle posledni véty z § 28 zavést
v této geometrii na kazdé dvojici protinajicich se pfimek pocet s useckami, pro ktery
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budou platit predpisy 1-11, 13-16 z § 13. Predpoklddame-li nyni v nasi geometrii
Archimédiv axiom V1*, plati zFejmé pro pocet s tseckami Archimédova véta (Véta
17z § 13), a spolu s tim podle Véty 59 také zakon komutativity nasobeni. Na zakladé
prilozeného obrazku je ihned zfejmé, Ze zakon komutativity neznamena nic jiného,
nez Pascalovu vétu pro obé osy. Tim jsme prokazali spravnost Véty 57.

Abychom dokézali Vétu 58, upfeme pozornost na desarguovsky ¢iselny systém
Q(s,t), stanoveny v § 33, a pomoci ného zkonstruujeme zptisobem, popsanym v § 29,
prostorovou geometrii, ve které budou platit vSechny axiomy I, II, IV*. Pascalova
véta v8ak v této geometrii platit nebude, nebot v desarguovském systému Q(s,t)
neplati zdkon komutativity nasobeni. Takto vybudovana “nepascalovskd” geometrie
je na zakladé Véty 57 zaroven nutné také geometrii “nearchimédovskou”.

Je zfejmé, ze pri nasich predpokladech nelze Pascalovu vétu dokazat ani tehdy,
kdyZ budeme prostorovou geometrii pojimat jako ¢ast geometrie libovolné mnoha
rozméri, ve které budou kromé bodt, pfimek a rovin existovat jesté dalsi prvky
a ve které bude pro tyto zaveden odpovidajici systém axiomil spojeni a usporadani
i axiom o rovnobé&zkach.

2,

§ 35. Dikaz libovolné véty o priisecicich pomoci Pascalovy
véty.

Nejprve dokazeme dulezitou skute¢nost:

Véta 61. Desarguovu vétu (Vétu 53) lze dokdzat z véty Pascalovy (Véty 40) pouze
pomoci axiomd I 1-8, II, IV* tedy bez pouZiti axiomi shodnosti a spojitosti.

Diikaz. 8 Obé ¢asteéné vypovédi, ze kterych se sklada Véta 53, plynou ocividné
ihned ze sebe navzajem. Stadi tedy dokdzat napft. druhou vypoveéd Véty 53. Diikaz
povedeme nejprve pfi urcitych vedlejsich predpokladech.

Necht jsou dva trojuhelniky ABC a A’B’C’ polozeny tak, Ze spojnice odpovi-
dajicich si vrcholii prochazeji bodem O a Ze je dale AB rovnobézna s A'B’ a AC
s A’C’. Dale predpokladame, Ze ani piimky OB’ a A’C’ ani pfimky OC’ a A'B’
nejsou navzajem rovnobézné. Nyni vedeme k OB’ rovnobézku bodem A, kterou
protne piimka A'C’ v bod¢ L a piimka OC’ v bodé M. Déle necht piimka LB’
neni rovnob&zna ani s OA ani s OC. P¥imky AB a LB’ urcité nejsou rovnob&zné,
tj. protinaji se v bodé N, ktery spojime s M a s O.

Na zékladé konstrukce lze na konfiguraci ONALA’ B’ pouzit Pascalovu vétu a
1ze nahlédnout, Ze je ON rovnob&zna s A'L, a proto také rovnobézna s C'A. Pasca-
lovu v&tu je téz mozno pouzit na konfigurace ONMACB a ONMLC'B’ a vyjde,
7e M N je rovnobézna jak s OB, tak s C'B’. Strany CB a C’B’ jsou tedy vskutku
rovnobézné.

Vedlejsi predpoklady, které jsme pii diikazu stanovili, 1ze nyn{ postupné odstra-
novat. Diitkaz téchto pfevodu zde neuvadime. O

Necht je nyni dana rovinna geometrie, ve které kromé axiomu I 1-3, II, IV* plati
Pascalova véta. Véta 61 nam 1ika, Zze v této geometrii plati také Desarguova véta.
Mizeme v ni tedy zavést pocet s tiseCkami podle § 24 a kromé Pascalovy véty bude
v tomto poctu s tseckami podle § 34 platit také zdkon komutativity nasobeni, tj.
budou v ném platit vSechny pocetni zékony 1-12 z § 13.

Oznacime-li atvar, ktery odpovida obsahu Pascalovy, resp. Desarguovy véty, jako
pascalovskou, resp. desarguovskou konfiguraci, potom lze vysledek §§ 2426 a 34 shr-
nout nasledovné: Kazdé pouziti pocetnich zakontu (V&t 1-12 z § 13) v naSem poctu
s useckami se ukazuje jako kombinace koneéné mnoha pascalovskych a desarguov-
skych konfiguraci, a protoze podle dikazu Véty 61 lze desarguovskou konfiguraci

48Vetu 61 dokazal G. HessENBERG (“Beweis des Desarguesschen Satzes ”, Math. Ann. sv. 61)
zde naznacenym zpusobem.
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reprezentovat jako kombinaci pascalovskych konfiguraci prostfednictvim konstrukei
vhodnych pomocnych bodd a pomocnych primek, potom se ukazuje kazdé pouziti
jmenovanych pocetnich zdkont v naSem poctu s tiseCkami jako kombinace kone¢né
mnoha pascalovskych konfiguraci.

Podle § 27 na zakladé zékona komutativity nasobeni v tomto po¢tu s tseckami
predstavuje dvojice redlnych &isel (z,y) bod a pomér tif celych ¢isel (u : v : w),
ze kterych prvni dva nejsou obé nula, tsecku. Vzajemnou polohu bodu a pfimky
znaci rovnice

UL + VY + W =0

a rovnob&znost dvou piimek (u:v:w) a (v’ : v’ : w') pomér
U /
wiv=u v

Necht je nyni v takto dané geometrii dana CGista véta o pruseéicich. Pod ¢istou
vétou o prusecicich zde rozumime vétu, ktera obsahuje vypovéd o vzajemné poloze
bodu a pfimek a o rovnobéznosti pfimek aniz by byly pouzity dalsi vztahy, jako
napf. shodnost nebo kolmost. Kazdou takovou ¢istou vétu o pitsecicich rovinné
geometrie lze prevést na nasledujici tvar:

Zvolme nejprve libovolné systém koneéné mnoha bodu a p¥imek, potom vedme
predepsanym zpusobem k nékterym z téchto piimek libovolné rovnobézky, na nékte-
rych z téchto pfimek zvolme libovolné body a vedme nékterymi z téchto bodi libo-
volné primky; pokud potom pfedepsanym zptisobem zkonstruujeme piimky spojnic,
priseciky a rovnobézky k jiz danym bodtim, dospéjeme nakonec k uréitému systému
kone¢né mnoha piimek, o kterych vypovida véta, ze budou prochézet tymz bodem,
resp. ze budou rovnobézné.

Souradnice nejprve zcela libovolné zvolenych bodu a pfimek povazujme za pa-

rametry pi,...,p,; nasledné zvolime dalsi body a prfimky jiz s omezenou liboviili.
Neékteré jejich soufadnice budeme moci povazovat za dalsi parametry p,y1,.-.,Dr,
ostatni budou uréeny parametry p1,...,p,. Soufadnice vSech pfimek spojnic, prise-
¢ikid a rovnobézek, které nyni dale zkonstruujeme, budou potom na téchto paramet-
rech racionélné zavislé vyrazy A(p1,...,p,) a vypovéd dané véty o prisedicich bude
predstavovat tvrzeni, ze jisté takové vyrazy pii odpovidajicich hodnotach parametria
maji za vysledek odpovidajici hodnoty; tj. véta o prisecicich bude vypovidat o tom,
7e urcité vyrazy R(pi,...,pr), racionalné zavislé na jistych parametrech py,...,p;,
budou vzdy nulové, pokud za tyto parametry dosadime libovolné prvky poctu s
useckami, zavedeného v dané geometrii. Jelikoz je obor téchto prvkia nekoneény,
odvodime podle znamé véty z algebry, Ze PRI POCETNICH PRAVIDLECH 1-12 z §
13 museji byt vyrazy R(pi,...,p,) IDENTICKY nulové. Abychom ale v naSem po-
¢tu s usefkami toto identické vynulovani vyrazi R(ps,...,p,) dokazali, staci podle
toho, co jsme vySe dokazali pro pouziti pocetnich zakont, pouzit Pascalovu vétu
a zjistime:
Véta 62. KaZda cistd véta o prisecicich, kterd plati v rovinné geometrii a v niZ
plati axiomy I 1-3, II, IV* a Pascalova véta, se prostFednictvim konstrukce vhod-
ngch pomocngch bodi a pomocnych primek ukazuje jako kombinace konecné mnoha
pascalovskiyjch konfiguract.

Pro dikaz spravnosti véty o prusecicich tedy diky pouziti Pascalovy véty nemu-
sime zpétné pouzivat axiomy shodnosti a spojitosti.

Historickd poznamka

Pozorovani, uvedena v paté a Sesté kapitole, byla iniciovana vyzkumem HERMANNA WIE-
NERA “Uber Grundlagen und Aufbau der Geometrie”?, o kterém piednagel na shroméazdéni
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prirodovédct v Halle v roce 1891 (srov. publikace H. WIENERA v Jahresber. D. Deutschen
Mathem.—Vereinigung, sv. 1, str. 45 az 48 (1892)). H. WIENER je také vydavatel cyklu po-
jednani “Vertauschbare zweispiegelige Verwandschaften” v Berichten der Kgl. séchs. Ges.
d. Wiss., Leipzig 1890, 1891, 1893.

Sedma kapitola.
Geometrické konstrukce na zakladé axiomu I-1V.

§ 36. Geometrické konstrukce pomoci pravitka a etalonu.

Je dana prostorova geometrie, ve které plati vSechny axiomy I-IV; pro jednoduchost
upfeme v této kapitole pozornost pouze na rovinnou geometrii, ktera je obsazena
v této prostorové geometrii, a prozkoumame potom otazku, které elementarni kon-
strukéni tlohy (vhodné praktické pomticky pfedpokladame) lze v takové geometrii
urcité provést.
Na zakladé axiomi I, II, IV lze vidy vyftesit néasledujici ulohu:

Uloha 1. Spojit dva body pfimkou a najit priseéik dvou piimek, pokud pifmky
nejsou rovnobézné.

Na zéakladé axiomu shodnosti III 1ze nanaset tsecky a thly, tj. v dané geometrii
1ze Tesit nasledujici tlohy:
Uloha 2. Nanést danou tsecku na danou p¥imku od né&jakého bodu smérem na da-
nou stranu.

Uloha 3. Pfenést dany thel na danou p¥imku od daného bodu na danou stranu
nebo zkonstruovat primku, ktera protne danou prfimku v daném bodé pod danym
thlem.

Nahlédneme, ze pii stanoveni axiomu I-IV lze feSit jen ty konstrukéni tlohy,
které l1ze prevést na pravé jmenované tlohy 1-3. K zakladnim tlohdm 1-3 pfipojime
jesté nasledujici dveé:

Uloha 4. Danym bodem vést rovnobézku k piimce.
Uloha 5. K dané piimce vést kolmici.

Thned poznéme, Ze obé tyto tlohy lze FeSit riznymi zptsoby pomoci tloh 1-3.
K provedeni Ulohy 1 potfebujeme PRAVITKO. Abychom provedli tlohy 2-5, po-
stac¢i, jak v nésledujicim ukazeme, pouzit kromé pravitka jesté ETALONU, néstroj,
ktery umoziiuje naneseni jediné® urcité tsecky, napf. jednotkové tsecky. Tak do-
spéjem k nasledujicimu vysledku:
Véta 63. Ony geometrické konstrukcni ilohy, které pii stanoveni axiomi I-1V lze
7esit, lze nutné provést pomoci pravitka a etalonu.

Diikaz. Abychom vykonali Ulohu 4, spojime dany bod P s libovolnym bodem A
dané pfimky a a pomoci etalonu na ni od bodu A dvakrat za sebou naneseme
jednotkovou usecku, tyto body pojmenujeme napi. B a C. Necht je nyni D libovolny
bod na AP, ktery je rizny od A a P a pro ktery nejsou BD a PC rovnobézné. Potom
se protinaji CP a BD v bodé E a AF a CD v bodé F. PF je podle STEINERA
hledana rovnobézka s a. O

Ulohu 5 vyfesime nasledujicim zptisobem: Necht je A libovolnym bodem dané
pfimky; potom nanesme na tuto piimku pomoci etalonu na obé strany od A jed-
notkové usecky AB a AC a uréeme potom na dvou libovolnych jinych pfimkach,

49Na to, Ze zde stadi pofadavek prenaseni jedné JEDINE usecky, upozornil J. KURSCHAK,
srov. jeho zpravu “Das Streckenabtragen”, Math. Ann. sv. 53, 1902
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prochézejicich A body E a D tak, Zze také asecky AD a AFE budou rovny jednot-
kové tsecce. Usectky BD a CE se protinaji v bodé F, piimky BE a CD v bodé H,
a F'H je hledana kolmice. Vskutku: tahly <« BDC a < BEC' jsou pravé, nebot jsou
to thly na polokruznici nad pramérem BC, a proto podle véty o pruseciku vysek
v trojahelniku, kterou pouzijeme na trojuhelnik BC'F, je také FH kolmé na BC.

Na zakladé Uloh 4 a 5 je vizdy mozno na danou pifmku a spustit kolmici z bodu
D, ktery na ni nelezi, nebo k ni vzty¢it kolmici z bodu A, ktery na ni leZi.

Nyni mtizeme snadno vyfesit také Ulohu 3 pouze pomoci pravitka a etalonu; na-
vrhneme nap¥. nésledujici postup, ktery vyzaduje pouze vedeni rovnobézek nebo spous-
téni kolmic. Necht je 8 thel, ktery se méa pfenést a A pata tohoto tthlu. Bodem A
vedeme piimku [ rovnobéznou s danou pfimkou, na kterou mame nanést dany thel
(. Z libovolného bodu B na ramenu thlu S spustime kolmici na druhé rameno thlu
[ ana l. Paty téchto kolmic pojmenujeme D a C. C a D jsou od sebe rozdilné, a A
nelezi na C'D. Z bodu A tak miZeme spustit kolmici na C'D; jeji patu pojmenujeme
E. Podle dikazu, provedeného na str. 87 je < CAFE = 3. Pokud vybereme B na dru-
hém rameni daného thlu, spadne F na druhou stranu [. K AF vedeme rovnobézku
danym bodem na dané pifmce; tim jsme vyf¥esili Ulohu 3.

Abychom nakonec provedli Ulohu 2, pouzijeme nasledujici jednoduchou kon-
strukei, uvedenou J. KURSCHAKEM: necht je AB tusecka, kterou méme nanést a P
dany bod na dané p¥imce [. Bodem P vedme rovnob&zku k AB a nanesme na ni
pomoci etalonu jednotkovou tsecku od bodu P na tu stranu AP, na niz lezi bod
B, napt. do bodu C'; nanesme dale na [ od P na danou stranu jednotkovou tsecku
aZ do bodu D. Rovnobézka k AP bodem B protne PC v @ a rovnobézka k C'D
bodem @ protne [ v bodé E: potom je PE = AB. Pokud bude [ identickid s PQ
a @ nelezi na dané strané, musime konstrukci jednoduchym zpusobem rozsitit.

Tim jsme ukazali, Ze v8echny tlohy 1-5 lze FeSit pravitkem a etalonem, a Vétu 63
jsme tak zcela dokézali.

§ 37. Kritérium pro moznost provedeni geometrickych kon-
strukci pomoci pravitka a etalonu.

Kromé tloh z elementarni geometrie, probranych v § 36 existuje jesté velka rada
dalsich uloh, k jejichZ FeSeni potiebujeme pouze rysovani piimek a nanaSeni tsecek.
Abychom mohli ziskat piehled o oblasti v8ech tloh, FeSitelnych timto zpisobem,
stanovime pro dalsi pozorovani pravothly soufadnicovy systém a soufadnice bodu
budeme uvaZzovat obycejnym zpusobem jako redlna ¢isla nebo funkce jistych libovol-
nych parametri. Abychom zodpovédéli otazku po souboru v8ech konstruovatelnych
bodu, prijmeme nasledujici tvahu:

Necht je dan systém uréitych bodi; Ze soutfadnic téchto bodu sloZime obor raci-
onality®® R. Tento obsahuje jista redlna ¢isla a jisty libovolny parametr p. Zaroveii
uvazujme soubor vSech téch bodt, které z daného systému bodi 1ze zkonstruo-
vat rysovanim piimek a nanaSenim tusecek. Obor, jejz zkonstruujeme ze souradnic
té&chto bodt, oznacime Q(R); tento obsahuje jista realna ¢isla a funkce libovolného
parametru p.

NaSe pozorovani v § 17 ukazuje, ze rysovani pfimek a rovnobézek vede analy-
ticky na pouziti s¢itani, nasobeni, od¢itani a déleni usecek; dale fika znamy vzorec
pro otoceni, uvedeny v § 9, Ze nanéSeni tseCek na libovolnou piimku nevyzaduje
zddnou jinou analytickou operaci, nez zkonstruovat druhou odmocninu ze souctu
dvou ¢tverci, jejichz zaklady jsme jiz zkonstruovali. Naopak, nanaSenim usecek lze
vzdy na zakladé Pythagorovy véty pomoci pravoihlého trojuhelniku konstruovat
druhou odmocninu ze sou¢tu dvou tuseckovych ¢tverci.

50p. piekl.: Obor racionality [Rationalititsbereich] je starsi alternativni oznaceni pro té&leso [Kor-
per]. Viz ([Fiala 2011], s. 25).
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Z téchto pozorovani vychazi, ze obor Q(R) obsahuje vSechna takova a jen takova
redlna Cisla a funkce parametru p, které vychazeji z ¢isel a parametri v R po ko-
neéném poctu pouziti péti pocetnich operaci, totiz ¢tyf elementérnich podetnich
operaci a paté operace, za kterou bereme konstrukci druhé odmocniny ze souctu
dvou ¢tverci. Tento vysledek vyslovime nasledovné:

Véta 64. Geometrickd konstrukéni tloha je FeSitelnd rysovanim piimek a nanasSe-
nim uasecek, tj. pomoci pravitka a etalonu, tehdy a jen tehdy, kdyZz jsou pii ana-
lytickém FeSeni tlohy soufadnice hledanych bodu takové funkce souradnic danych
bodd, jejichz vytvoreni vyzaduje jen racionalni operace a operaci konstrukce druhé
odmocniny ze sou¢tu dvou ¢tverci — a sice jen koneény pocet pouziti téchto péti
operaci.

7 této véty muzeme ihned poznat, Zze ne kazdou tlohu, Fesitelnou pomoci kru-
zitka, lze také TesSit pouze pravitkem a etalonem. Pro tento ticel stanovime onu
geometrii, kterou jsme vybudovali v § 9 pomoci algebraického ¢iselného télesa 2;
v této geometrii existuji jen takové tsecky, které 1ze zkonstruovat pomoci pravitka
a etalonu, totiz usecky, uréené ¢isly oboru 2.

Je-li nyni w libovolné ¢islo v 2, snadno z definice oboru 2 nahlédneme, ze také
kazdé algebraické ¢islo, sdruzené s w, musi lezet v € a protoze ¢isla oboru 2 jsou
zfejmé vSechna redlna, plyne z toho, Ze obor {2 miZze obsahovat jen takovéi reilna
algebraické ¢isla, s nimiz sdruzené &isla jsou taktéz realna, tj. ¢isla oboru  jsou
totalné realna.

Nyni stanovime tkol, zkonstruovat pravothly trojuhelnik s pfeponou 1 a od-

vésnou |v/2| - 1. Ted se algebraické ¢islo \/2|v/2| - 2, které vyjadiuje &iselnou hod-
notu druhé odvésny, v ¢iselném oboru 2 nevyskytne, nebot s nim sdruZené ¢islo

\/ ~2V/2| - 2 vyjde imaginarni. Stanoveny tkol tak neni ve stanovené geometrii fe-
Sitelny, a proto nemiize byt FeSitelny pravitkem a zakladni mirou, ac¢koliv konstrukce
prostiednictvim kruzitka je feSitelna ihned.

NasSe pozorovéni 1ze také obratit, tj. plati:

Kazdé totalné realné c&islo, ziskatelné z racionalnich &isel prostiednictvim re-

alnych druhych odmocnin, leZi v oboru 2. Odtud je kazda usecka, urcena tako-
vym Cislem, konstruovatelné pravitkem a zakladni mirou. Dikaz této véty ziskame
z obecného pozorovani. Podai{ se ndm totiz najit kritérium, které pro geometrickou
konstrukéni tlohu, TeSitelnou pomoci pravitka a kruzitka, umozni ihned z analy-
tické povahy tlohy a jejich feSeni posoudit, zda je konstrukce fesitelna také pomoci
pravitka a etalonu. Toto dostaneme prostfednictvim nésledujici véty:
Véta 65. Mdme geometrickou konstrukcni wlohu takovou, Ze pii jejim analytickém
Feseni mohou bijt soutadnice hledangch bodi ziskdny ze soutadnic zadangch bodi
pomoct raciondlnich operaci a druhyjch odmocnin. Necht n je nejmensi pocet dru-
hgch odmocnin, ktery dostacuje pro vypocet souradnic bodi; k tomu, aby bylo mozné
tuto konstrukcni ulohu také Tesit jen pomoci vedeni pfimek a nandSeni usecek, je
nutné a dostacugici, aby tato geometrickd iloha méla pii pripusténi nekonecné vzdd-
lenosti presné 2™ redlngjch Tesend, a to pro VSECHNY polohy zadangch bodi, to jest
pro VSECHNY hodnoty libovolngjch parametri, které se vyskytuji v soutadnicich za-
danyjch bodi.

Na zakladé pozorovani, uvedenych na zacatku tohoto paragrafu, je nutnost sta-

noveného kritéria ihned zfejméa. Tvrzeni, ze kritérium také postacuje, vede na na-
sledujici vétu:
Véta 66. Necht funkce f(p1,pa,...,pn) se dostane z parametri p1,pa, . . ., Pn pomoci
raciondlnich operaci a druhijch odmocnin. JestliZe hodnota této funkce je pro KAZ-
DOU redlnou sadu hodnot parametri TOTALNE REALNE ¢islo, pak je tato funkce prv-
kem oboru Q(R), ktery se dostane, z 1,x1,...,x, pomoct ctyr aritmetickyjch operaci
a druhgjch odmocnin SOUCTU CTVERCU DVOU CISEL.
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Poznamenejme piedem, Ze v definici oboru Q(R) lze omezeni na DVOJCLENNY
soucet Ctverct odstranit. Vskutku, vzorce

VaZ+ 21 2 =\[(VaZ + )2 + ¢, (8.3)
\/a2+b2+(32+d2:\/(\/a2+b2+(32)2+d2, (8.4)

udavaji, ze obecné lze konstrukce druhé odmocniny souc¢tu libovolné mnoha étverci
vzdy prevést na nékolikerou konstrukci druhé odmocniny ze souc¢tu dvou ¢étverci.

Postupnou adjunkci druhych odmocnin pokazdé co nejvice do vnitiku funkce
f(p1,...,pn) vznikaji pii jeji vystavbé postupné jednotlivé obory racionality. V tomto
kontextu proto na zakladé pfedchoziho odstavce staci dokézat, ze zaklad kazdé z
uvedenych druhych odmocnin se jiz vyskytl v pfedchozim oboru racionality jako
soucet Ctverci. Pro tento diikaz se opfeme o nasledujici algebraickou vétu:

Veéta 67. Kazda pozitivné definitni (ktera tedy pro zZadné realné hodnoty promén-

nych nenabyva zaporné hodnoty) racionalni funkce p(p1,ps,...,pn) s racionalnimi
koeficienty muze byt vyjadiena ve tvaru souctu ¢tverci racionalnich funkci promén-
nych p1,ps,...,pn s raciondlnimi koeficienty.®!

Tuto vétu uvedeme v néasledujici podobé:

Véta 68. V oboru racionality, uréeném parametry 1,x1,...,x,, je souctem ctverci
kazdd funkce, kterd mikdy, tj. pro Zadnou redlnou sadu hodnot parametri, neni zd-
pornd.

Necht je nyni dana funkce f(p1,ps2,...,pn) s vlastnostmi, které jsme jmenovali
ve Vété 66. Posledni tvrzeni potom jesté rozsifime na ty obory, které dostaneme po-
stupnou adjunkci téch druhych odmocnin, které potfebujeme k vybudovéani funkce
f. Pro tyto obory plati, Ze funkce, ktera neni nikdy zaporna, lze spolu s funkcemi
k ni konjugovanymi zapsat jako soucet ¢tverct z funkei ptislusného oboru.

Diitkaz povedeme pomoci tiplné indukce. Nejprve uvazujeme obor, ktery vznikne
z R adjunkei druhé odmocniny, ktera je ve funkci nejvice vevnitt. Zaklad této druhé
odmocniny je RACIONALNI funkce fi(p1,...,pn). Necht je fa(p1,...,pn) funkce
z oboru (R,+/f1), vzniklého adjunkei, ktery spolu s funkei konjugovanou nenabyva
nikdy zadpornych hodnot a také neni identicky nulové; tento ma tvar a + b\/fi, kde
jsou a a b racionalni funkce, stejné jako f1. Z predpokladi, které jsme ucinili o fo,
plyne, Ze soudet ¢ a soucin ¢ funkei a + b\/f1,a — b\/f1 nenabyva nikdy zapornych
hodnot. Funkce

¢=2a, Y=a’-bf

jsou navic racionélni, 1ze je tedy podle Véty 68 zapsat jako souéty ¢tverci funkci
z R. Funkce ¢ pritom nemtze byt identicky nulové.
Z rovnice, platné pro fs

f3-of2rip=o
2
dostaneme fo= f§;¢ = (J(;Z) S+ %

Po tom, co bylo feceno o ¢ a 1, lze tedy fo zapsat jako soucet ¢tvercu funkci
oboru (R,\/f1). Vysledek, obdrzeny takto pro obor (R,/fi) odpovida Vété 68,
platné pro obor R. Pokud pravé pouzity postup zopakujeme pii dalsich adjunk-
cich, dospéjeme nakonec k vysledku, ze v kazdém z oborii, ke kterym p¥i budovani

510 problému pro JEDNU proménnou jsem jiz pojednaval d¥ive, nacez podal E. LANDAU kom-
pletni dukaz této véty pro jednu proménnou za pouziti velmi jednoduchych a elementarnich pro-
stfedkii, Math. Ann. sv. 57, 1903. Uplny dikaz podal nedavno E. Arrin, Hamburger Abhandlun-
gen sv. 5, 1927.
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funkce f dospéjeme, je kazda funkce spolu s funkci konjugovanou, které nejsou ni-
kdy zaporné, souctem ¢tverca funkei prislusného oboru. Nyni pozorujeme libovolnou
druhou odmocninu, vyskytujici se v f. Tato odmocnina i funkce konjugovana jsou
v kazdém pfipadé redlné a jejich zéklad je proto v daném oboru oné odmocniny i
funkce k ni konjugované takovou funkci, ktera neni nikdy zapornéa, a lze ji proto ve
zminéném oboru zapsat jako soucet ¢tverci. Tim je Véta 66 dokdzéana; kritérium,
uvedené ve VEété 65, je tedy i postacujici.

Za priklad pouziti Véty 65 necht slouzi pravidelné mnohotuhelniky, zkonstruo-
vané pomoci kruzitka; v tomto piipadé se nevyskytne libovolny parametr p. Vyrazy,
které je nutno konstruovat, predstavuji namisto toho spiSe v8echna algebraicka ¢isla.
Je zfejmé, Ze je kritérium Veéty 65 splnéno a vychazi tak, Ze lze ony pravidelné mno-
hothelniky zkonstruovat také prostiednictvim rysovani pfimek a naniSeni tsecek —
vysledek, ktery lze také pfimo ziskat z teorie déleni kruznice.

Co se tyce dalsich konstrukénich tloh, znamych z elementéarni geometrie, zmifime
zde jen, Ze Malfattiho problém prostfednictvim pravitka a etalonu vyftesit lze, coz
oviem neplati pro Apolloniovu tlohu o dotyku.??

ZAvér.

Toto pojednani je kritickou studii principii geometrie; v této studii nas vedlo z&-
kladni pravidlo, abychom pfi feSeni kazdého problému, na ktery narazime, zaroven
ovérili, zda je tento problém feSitelny uvedenym zpisobem i pfi jistych omeze-
nych prostifedcich. Dle mého nazoru vykazuje toto pravidlo obecnou a pfirozenou
platnost; vskutku, pokud pfi naSich matematickych pozorovanich narazime na né-
jaky problém nebo mame néjakou hypotézu, uspokoji nas pud poznani teprve to,
kdyZ nalezneme bud tuplné feSeni onoho problému a piisny diikaz oné hypotézy
nebo pokud nahlédneme duvod, pro¢ je neni mozné nalézt a pro¢ takové pokusy
nutné ztroskotaji.

V novéjsi matematice proto hraje obrovskou otdzka o NEMOZNOSTI jistych fe-
Senf nebo tkoli a snaha zodpovédét otazku takového typu byla ¢asto popudem k
objevu novych a plodnych oblasti vyzkumu. Vzpomefime jenom na ABELUV diikaz
nemoznosti feSeni rovnic patého stupné pomoci odmocnin, dale na poznani nedo-
kazatelnosti axiomu o rovnobézkach ¢i na HERMITOVY a LINDEMANNOVY véty o
nemoznosti zkonstruovat algebraickou cestou ¢isla e a 7.

Zakladni pravidlo, podle kterého bychom u diikazti méli pokazdé vylozit principy,
proc¢ jsou mozné, souvisi také velmi s pozadavkem “Cistoty” metod dikazi, ktery byl
mnohymi matematiky nadmiru zdirazinovan. Tento pozadavek neni v podstaté nic
jiného, nez subjektivni podoba nami nasledovaného zakladniho pravidla. Obecné
je ve skutecnosti cilem této nasi geometrické studie vyjasnit, které axiomy, pred-
poklady nebo prostfedky jsou nutné k diikazu néjaké pravdy z oboru elementarni
geometrie, a v kazdém jednotlivém pripadé pak zistava ke zvazeni zvlast, kterou
metodu dikazu je z pravé uvedeného hlediska vhodné uprednostnit.

52Co se tyce dalsich geometrickych konstrukci pravitkem a etalonem srov. M. FELDBLUM,
“Uber elementargeometrische Konstruktionen”, inaugura¢ni disertace, Géttingen 1899.
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Kapitola 9

Dalsi preklady

9.1 Otto Blumenthal — Lebensgeschichte (1935) [Hil-
bertiv Zivotopis]

Zivotni piibéh.!
Autor: Otto Blumenthal.

Prarodic¢e Davida Hilberta z otcovy strany se do Konigsbergu pfistéhovali za Cast
Fridricha Velikého. Piedek konigsbergské rodiny, pradédecek Davida Hilberta, Chris-
tian David, byl razny, pozoruhodny muz, ktery zanechal Zivotopis, cenny jako do-
kument o své dobé. Z néj prebirame nasledujici: Rodina Hilbertt se v 17. stoleti
usidlila v okoli méstecka Brand u Freibergu v Sasku. Vyznanim byli evangelici. Tito
maloméstané, femeslnici a obchodnici si své Zeny vicekrat nasli mezi dcerami udi-
teli. Mnoho mist v popisu Zivota Christiana Davida, véetné jeho biblického kiest-
niho jména, vzbuzuje domnénku, Ze byla rodina cirkevné blizko pietismu. Johan
Christian Hilbert, otec Christiana Davida, vyuceny pasit, byl na zacatku 18. sto-
leti “brandsky velkoobchodnik, nejuznavanéjsi muz v Brandu, ktery zaméstnéaval
pres 100 lidi (v textilnim primyslu).” Zemfel ale v dobé&, kdy byly jeho déti ne-
zletilé a nesvédomiti porucnici pfivedli rodinu k Zebroté. Christian David, ktery
se ve Freibergu vyuédil u méstského ranhoji¢e holi¢skému Femeslu, se jako ucéen od-
stéhoval, veden ndhodou, do Kénigsbergu, vstoupil jako rotny ranhoji¢ do armédy,
zucastnil se v letech 1777 a 1778 posledni valky Fridricha Velikého proti Rakousku.
Zistal potom v Konigsbergu natrvalo, oZenil se (dokonce tfikrat), mél ¢ty¥i déti,
ze kterych mnoho zemielo mladych, nakonec dosahl pili a spofivosti toho, Zze kou-
pil “holi¢stvi”’, uvolnéné kviili smrti majitele, coz bylo spojeno s jistymi pravy, a
slozil ve véku 33 let zkousky k jeho uzivani jako “Krélovsky prusky aprobovany pri-
vilegovany ufedni a méstsky ranhoji¢, opperateur, accoucheur.” V téchto dobrych
méstskych pomérech zil v Konigsbergu jesté pres 20 let, nez na podzim roku 1812
“schoval sva ¢tyfi zlata holi¢skd umyvadla”. Brzy na to v 56 letech pravdépodobné
zemfel. Jeho synové se priklonili ke studiu, a od té doby byli Hilbertové v Koni-
gsbergu pravnici a lékafi. Déde¢ek Davida Hilberta a jeho otec byli soudci. Otec
Otto Hilbert je licen jako ponékud jednostranny prévnik, s pravidelnym rezimem
zivota, ktery denné chodil na tutéz prochazku, srostly s Konigsbergem, ktery opous-
tél rodinu jen, kdyz mél stravit léto ve vychodopruskych laznich u mote, ktery nebyl

IPro doplnéni tohoto Zivotopisu srov. &islo “Naturwissenschaften” o Hilbertovi [sv. 10, (1922)
s. 65-104|. M{j tamni ¢lanek, vznikly v jiny Cas a pii jiné prilezitosti, moZna podava piibéh
v jinych barvach. Pfi vypravéni jsem se také imyslné vyhybal opakovani malych drobnosti. Viz téz
referaty o Hilbertovych pracich, vzniklych k prilezitosti udileni cen Bolyaie v letech 1905 a 1910
od G. Radose (Math. Ann. sv. 72, s. 167-176) a H. Poincarého (Ungar. Ak. Wiss. 1910). — Musim
podékovat mnoha Hilbertovym zaktm a pratelim za cenné rady a poznamky.

121



prilis spokojen s neobvyklou Zivotni drahou, kterou se jeho syn vydal, a ktery mél
dlouho velkou neduvéru v jeji ispéch. Neobycejné humanitni zajmy méla na roz-
dil od néj matka, roz. Erdtmannova, z rodiny konigsbergského obchodnika, osobita
Zena, ktera se zalibou Cetla filozofické a astronomické spisy a pocitala prvodisla.

David Hilbert se narodil jako jediny syn 23. 1. 1862. Jeho mladsi sestra zemfela
ve 28 letech v Sestinedéli. Navstévoval nejdiive od roku 1870 Friedrichskolleg v K&-
nigsbergu, kde vSak nebyl spokojen, hlavné mél vyhrady k tamnim metodam vyuky
formou uceni nazpamét. Posledni gkolni rok stravil na Vilémoveé gymnéziu, kde také
v srpnu 1880 maturoval. Zdejsi prostfedi ho podporovalo vice, u¢itelé méli pochopeni
pro jeho jedine¢nost; pozdé&ji na né Casto a rad vzpominal. Dosud dostupny sesit
z matematiky prokazuje, Ze zde ve zna¢ném rozsahu ucili novéjsi geometrii. Cha-
rakteristicky je ale Hilbertuv pozdéjsi vyrok: “Na Skole jsem se matematikou nijak
zv14st nezabyval, nebot jsem uz védél, Ze ji pravdépodobné budu délat pozdé&ji.”

S vyjimkou 2. semestru, ktery stravil v Heidelbergu u L. Fuchse, probéhla cela
Hilbertova studia v Kénigsbergu. Jako fadny profesor matematiky zde do roku 1883
pusobil Heinrich Weber, ktery pfedtim spole¢né s R. Dedekindem vytvofil slavnou
aritmetickou “teorii algebraickych funkeci jedné proménné.” Hilbert chodil na jeho
prednésky o teorii ¢isel a eliptickych funkcich a tcastnil se seminafe o teorii invari-
anti.? Kdyz dostal Weber v roce 1883 misto v Charlottenburgu, nastoupil na jeho
misto F. Lindemann, ktery byl na vrcholu slavy po svém dtkazu transcendence
¢isla 7, publikovaném v roce 1882. K tomu pfistoupily ale jesté dva dalsi vlivy,
které se s ¢asem ukazaly byti trvalejsimi. Matematici v Konigsbergu byli tehdy
okouzleni velkym naddnim a skvélym tspéchem Hermanna Minkowského, ktery,
o 2 roky mladsi nez Hilbert, ale imatrikulovan o % roku dfive, se uz prosazoval,
coby pritkkopnik, v oboru teorie ¢isla a v dubnu 1883 obdrzel velkou cenu Paiizské
Akademie. Brzy se s nim David Hilbert spratelil, ackoliv Hilbertiv otec sbliZeni
s tak slavnym ¢lovékem pokladal za drzost. Odhlédneme-li od jeho vlastnich origi-
nalnich myslenek, piinesl si Minkowski ze svych studijnich let v Berliné také znalosti
od Kummera, Kroneckera, Weierstrale a Helmholtze a musel tak na ponékud uza-
vieny konigsbersky okruh ptisobit neoby¢ejné ozivujicim zptasobem. A potom dostal
o Velikonocich 1884 misto mimoradného profesora v Konigsbergu Adolf Hurwitz,
o 3 roky star$i nez Hilbert. O ném Hilbert ¢astokrat vypravél: “Byli jsme, Min-
kowski a j4, zcela udolani jeho znalostmi a nevéfili jsme, Ze to nékdy dotdhneme
tak daleko.” Poskytl Hilbertovi predevsim nejdikladnéjsi avod do teorie funkci, jak
Riemannovym-Kleinovym smérem, tak smérem Weierstrafovym. Uz zde lze s pred-
stihem mluvit o neobvykle harmonické a plodné spolupraci mezi témito tfemi mate-
matiky. Pro celozivotni pratelstvi s Minkowskim nalezl Hilbert ve své vzpominkové
fedi nejnéznéjsi a nejkrasnéjsi slova.? V jejich korespondenci vidime piechod od leh-
kého tonu studentskych let ke zralému, upifmnému sdileni viech zajmi.? Vnéjsi
znémka srdecnosti, tykani, se objevuje teprve v roce 1891. O védeckych stycich
s Hurwitzem piSe Hilbert ve své vzpominkové teéi takto: “Na nescetnych, nékdy
i kazdodennich prochéazkach jsme tehdy béhem osmi let prozkoumali (durchstobern)
snad v8echna zakouti matematické védy a Hurwitz se svymi Sirokymi a mnohostran-
nymi, ale zaroven i pevnymi a dobfe usporddanymi znalostmi nam v tom byl vzdy
viiddcem.”® Téchto prochazek se o prazdninach pravidelnd Géastnil také Minkowski.
Hilbert ve svém ucitelském obdobi zakladal timto pro néj vzdy charakteristickym
zpusobem své znalosti, ne systematickou vyukou nebo studiem knih, ale rychlym
a hlubokym pochopenim a dikladnym promyslenim toho, co mu jeho spole¢nici

2V Konigsbergu si panové Szegd, Specht a Fitting dali velkou praci a vystavili pro mé z akt
univerzitni pokladny seznam pfednések, kterych se Hilbert acastnil. Za to jim upfimné dékuji.

3sv. IT s. 363-364 nebo Math. Ann. sv. 68, (1910) s. 470-471.

4Pani Lili Riidenberg, roz. Minkowski, mi pfatelsky dovolila nahlédnout do korespondence.

Ssv. III s. 371 nebo Math. Ann. sv. 83. s. 163.
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prinesli.

Na tomto misté se hodi pfipomenout zvlastni vyznam, ktery mél pro Hilber-
tav vyvoj Leopold Kronecker. Zaprvé se projevuje v tom, ze Hilbert po cely Zi-
vot vnimal jeho protivnost. Mluvi o ni ve své vzpominkové fe¢i na Minkowského,
dalsi informace mame z jeho rozhovort. Kronecker byl v dobé Hilbertova dospi-
vani panovac¢nou osobnosti, tyranem, ktery chtél vést matematicky vyzkum jim
upfednostiiovanym smérem a outsidery odmital. Hilbert se ale celym svym tempe-
ramentem vzpouzel proti jakémukoliv omezeni svobody ducha. Kroneckerova kritika
Dedekindova-Weierstralova pojmu ¢&isla, ktera se projevila v “policejnim zakazu”,
bezpochyby jako prvni aktivovala Hilbertovo krouzeni okolo axiomi aritmetiky. A
Hilbert je pySny na to, Ze oproti Kroneckerovi patfili ¢lenové Konigsbergské skoly
k prvnim némeckym matematiktim, ktefi ctili a pouzivali Kroneckerem odmitnuté
vytvory G. Cantora v teorii mnozin.® Hilbertova jedina publikace z prvniho obdobi,
kteréd se netykala teorie invariantd, byla na téma z oboru teorie mnozin, zobra-
zeni ¢tverce na tisecku.” Na druhou stranu ale Kroneckerovo dilo bezpochyby udalo
smér Hilbertovym algebraickym a Ciselné-teoretickym pracim: jediné Kroneckero-
vym zpracovani modularnich systémi umoznilo vyzkumy z oblasti teorie forem,
teprve racionalni metody (Kronecker, Dedekind) pro urceni baze algebraického ¢i-
selného télesa poskytly prostiedek ke stanoveni uplnych invariantnich systému, a
od Kroneckera nakonec vysly silné pobidky ke studiu relativnich Abelovych téles.

Tyto vlivy se ale zprvu jesté neprojevuji. 11. prosince 1884 slozil Hilbert doktor-
ské zkousky, diplom nese datum 7. tnora 1885. Jako doktorské téma mu Lindemann
stanovil otdzku po invariantnich podminkach pro takové formy, které lze projektivné
transformovat na kulovou funkci n-tého fadu.® Vstupem méla byt diferencialni rov-
nice kulovych funkci. Ke zvladnuti tohoto specidlniho tkolu Hilbert ihned zavedl
obecny pomocny prostiedek, zobrazeni libovolné kovarianty prostfednictvim deri-
vace formy a nutnych a postacujicich podminek, pfipsatelnych ve tvaru obycejné
diferencialni rovnice, pro to, aby funkce této derivace méla kovariantni charakter.
Po tomto stanoveni zékladta lze pouzit diferencialni rovnici kulové funkce a tukol
vyfesit. V pozdé&jsim zpracovani disertace pro Mathematische Annalen® ostatné
Hilbert pfiznal, Ze stanoveni kulovych funkci bylo ztizenim, zatimco pfirozenéjsi
otazky by se tykaly invariantnfho charakteru obecnych prerusenych hypergeome-
trickych fad. Hilbert ve svych publikacich po disertaci az do roku 1892 setrvaval
témér vyhradné v oblasti teorie forem nebo invarianti, Zzertem se v dopise Min-
kowskému oznacil za “Fach-teoretika invarianti”.

Na doktorské zkousky navazuji né€které osobni udalosti. V kvétnu 1885 slozil
statni zkousky z matematiky a fyziky jako hlavnich predméta. Hilbert pozdéji rad
napominal zaky, ktefi si byli jisti vitézstvim a mysleli jen na habilitaci a akade-
mickou drahu, aby si témito zkouSkami nechali otevienou skromnéjsi, ale jisté&jsi
cestu. V zimé 1885 az 1886 byl Hilbert na studijnich vyjezdech. Nejdiive do Lipska
k F. Kleinovi, ktery byl totiz predtim také ucitelem Hurwitze. K Hilbertovym Sede-
satindm mu Klein, uz ochromen na koleckovém kfiesle, piredal jako darek protokol
Dr. Hilberta ze svého tehdejsiho seminafe. Z Lipska odjel na Kleinovu radu kratce
do Parize, kde dostal podnéty od Ch. Hermite, které spojil s tvahami o své habili-
tacni praci.'® Ve stejny ¢as byl v Pa¥izi i E. Study. Je politovanihodné, Ze si tyto dvé
vyznamné a jedinecné osobnosti kviili rozdilnosti svych nazori tehdy ani pozdéji

6sv. IIT s. 360 nebo Math. Ann. sv. 68, (1910) s. 467.

Tsv. I €. 1.

8V blahopiani, které zaslal skoro 83-lety Lindemann 7. anora 1935 Hilbertovi k vyro¢i padesati
let od ziskani doktorského titulu, zminuje, ze mu Hilbert nejdfiv navrhl jako svou disertaci vlastni
téma, totiz zobecnéni Fetézovych zlomkil, nafeZ mu Lindemann musel “bohuzel sdélit, Ze toto
zobecnéni podal uz Jacobi.”

9v. I1, & 4 nebo Math. Ann. sv. 30, (1887) s. 15-29.

Ogy. 11 &. 9 nebo J. Math. pures appl. 4. fada sv. 4 (1888) s. 240-256.
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témet neméli co Fict. V Eervnu 1886 se v Kénigsbergu habilitoval praci “Uber einen
allgemeinen Gesichtspunkt fiir invariantentheoretische Untersuchungen im bindren
Formengebiete”,!! ve které prevadél teorii vlastnich hodnot a vlastnich funkei kva-
dratickych a linearnich forem na obecné binarni formy.'? Hilbert byl tedy ve svém
zivlu, kdyZ na tentyZ problém natrefil pozdéji znovu u integréalnich rovnic.

Obdobi soukromého docenta v Konigsbergu trvalo az do roku 1892. Vyznacuje
se rozsahlou publikaéni ¢innosti. Oproti svym pozdéjsim pracim fesi Hilbert také ve-
dlejsi otazky, které lezi mimo linii jeho hlavniho zdjmu. Pozdéji se mnohokrat daval
za, priklad tém soukromym docenttim, ktefi byli lini publikovat. Z téchto vedlejsich
praci podala studie o maximalnim poétu realnych taht algebraickych kiivek!'® pod-
nét k jednomu z “Paifzskych problémi”, diky ¢emuz méla tato studie velky dopad.'*
Také jeden z Hilbertovych nejznaméjsich objevii musime zapocitat mezi vedlejsi
prace, vétu o ireducibilité!® s dilezitou aplikaci na konstrukei celo¢iselnych rovnic
se symetrickou a alternujici grupou. Piivod této véty lze totiz vypatrat z necekaného
zdroje: ve ¢lanku, ktery napsal spoleéné s Hurwitzem,!® se uvadi, ze jista ireduci-
bilni ternérni forma s parametry zistane ireducibilni také pro obecné celodiselné
hodnoty téchto parametri. Z této, v daném piipadé bez problémi dokazatelné, po-
znamky stvoril Hilbert podnét pro hlubokou vétu o ireducibilité, jejiz dukaz byl ho-
tov o 1% rok pozdgji. Vedle publikaci hraje zésadni roli pfednaskové ¢innost. Hilbert
si tehdy v peclivé pripravenych pfednéskiach upevioval obsahlé a pevné védomosti
ze vSech dilezitych oblasti matematiky (v 1. semestru prednasi invarianty, ve 2. uZ
vede, pravdépodobné pod Minkowského vlivem, pfednasky o hydrodynamice), kte-
rych se mu za jeho studentskych let nedostalo.!” Hilbert viibec rad probiral nejdiive
na prednaskach ty oblasti, na kterych teprve chtél pracovat. Také vyse uvedené stu-
die o realnych tazich algebraickych kfivek jsou vysledkem prednéskové ¢innosti.
Prednasky vsak mély zalostné maly dopad. Mezi studenty matematiky nastal v té
dobé odliv. Dopis Minkowskému to ironizuje “11 docenti'® na piiblizné stejny po-
Cet studentti.” Zableskem svétla a znamkou zac¢inajici slavy konigsbergské skoly byl
v zimnim semestru 1891 az 1892 piijezd amerického matematika, profesora Fran-
klina z Baltimoru, “velmi bystrého a vyjimecné zvidavého matematika,” kterému
sam Hilbert pfednasel svou prvni prednasku o analytickych funkcich. Inspirace do-
staval jednak na matematickém kolokviu, na kterém se kromé docentt podileli také
studenti, mezi jinymi A. Sommerfeld, kterému se fikalo “opravdova opora,”’ jednak,
a to pfedevsim, na prochazkich s Hurwitzem “kazdé odpoledne piesné v 5 hodin
k jabloni”, a kdyz pravidelné o préazdninach pfijel na navstévu Minkowski. Své jisté
misto mély tehdy i pozdéji i spoleCenské oslavy, tancovani a kazdoro¢ni letni po-
byty v Rauschen nebo Cranzu. Hilbert navstévuje také sjezdy ptirodovédci a patii
k zaklddajicim ¢leniim Deutsche Mathematiker-Vereinigung.

Zatimco habilita¢ni{ prace a jeji publikace v roce 1887 vzbuzuji dojem, zZe se Hil-
bert ani tehdy jesté sam nenalezl, pfinasi rok 1888 diky osobni udalosti rozhodujici
obrat. Béhem velikono¢nich prazdnin podnikl cestu do Erlangen a Gottingen. V Er-
langen vyhledal P. Gordana, “krale invariantd,” ktery podal jako prvni pocetnimi
metodami dikaz koneénosti systému invarianti binérni formy. Tento problém zaujal
Hilberta a uz jej neopustil. Zde zac¢ina vitézné tazeni, které mi pripominé prvni Na-
poleonovo véleéné tazeni do Italie. V bieznu 1888 sepsal v Gottingen ¢lanek, ve kte-

Mgy, 11 &. 3 nebo Math. Ann. sv. 28, (1887) s. 381-446.

12K tomuto tkolu se Hilbert jests jednou vratil v Gottingenské disertaci Marxsena (DV. &. 10).
[DV. = Seznam Hilbertem vedenych disertaci; sv. III s. 431-433.]

sy, 11 &. 27 nebo Math. Ann. sv. 38, (1891) s. 115-138.

14Viz Rohn: Math. Ann. sv. 73, (1913) s. 177-229 a préace sv. II, & 29 nebo Gott. Nachr. 1909,
s. 308-313.

sy, 11, & 18 nebo J. Math. sv. 110, (1892) s. 104-129.

165y, 11, & 17 nebo Acta Math. sv. 14, (1891) s. 217-224.

7Piivod mnohych pozdéjsich aplikaci lze vysledovat do t&chto let.

18p. prekl.: Tj. v némeckém prostiedi vysokoskolskych uciteld.
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rém shrnuje a zasadné zjednodusuje dosavadni dikazy véty (P. Gordana a F. Mer-
tense). Na mnohem vySsi arovni v8ak otazku zcela vyfesi v prvnim ¢lanku “Zur The-
orie der algebraischen Gebilde”!?, ktery do Gdéttinger Nachrichten zasila dne 6. zafi
1888 ze svého letniho pobytu v Rauschen. Zéklad tvori obecné véta o konec¢nosti
béze systému moduli, tak jednoduché, az by se zdala trivialni, a z tohoto surového
materialu ukuje vétu o konecnosti systému invarianttt pomoci procesu pro vytvareni
invarianti, ktery uz pfed nim pouzivali Gordan a Mertens. Zde se objevuji poprvé
osobité rysy Hilbertova zptisobu prace, které lze nalézt ve vSech jeho pracich: se-
stoupit do nejhlubgich zéklada problému a s rozvahou se seznamit s formalismem
a prisvojit si jej. To mu se skoro nevédomou samoziejmosti poskytne prostiedky
pro vypocet. Tento posledni bod je dobré zvlasté zduraznit pravé proto, ze Hilbert
formalismus opakované odsuzuje jako nevhodny. Jednou piSe Minkowskému, “Ze
také v nasi védé je podminkou tspéchu vzdy jen rozvazny duch, ne acelovy natlak
vzorcu.” Pro rozfeSeni tohoto zdanlivého sporu je nutné malé vysvétleni. — Hlavni
na praci z 6. zaf1 1888 je to, Ze vedle TeSeni problému invariantd velmi rozsitila téma
na algebraické formy vibec. Ve druhém ¢lanku “Zur Theorie der algebraischen Ge-
bilde”?° odvodil z kone¢nosti baze “charakteristickou funkci” modulového systému,
ktera tizce souvisi s ¢islem rodu algebraického utvaru, ve tfetim ¢lanku vysledky
vyt#ibil ve smyslu teorie &isel.?!

Problém invariantt se ale objevuje jesté jednou. Diikaz kone¢nosti systému in-
varianti mél mezeru, kterou kritizoval hlavné Gordan. “To neni matematika,” fekl,
“to je teologie.” Hilbert se k tomu sam vyjadiuje nasledujicim zpisobem: “(Di-
kaz) neposkytuje viibec zadny prostfedek, jak koneénym poctem procesii, nahléd-
nutelnych uz pred vypoctem, stanovit takovy systému invarianti, abychom napft.
horni hranici pro pocet invariant tohoto systému nebo pro jejich stupné mohli
udat v koeficientech zakladnich forem.”?? Na tomto zakladé vznika prace “Uber die
vollen Invariantensysteme”??, ktera onu mezeru zaceluje. Sem patii i nové, velmi
silné pomocné prostiedky: teorie algebraickych ¢iselnych téles, do které se mezi tim
Hilbert zcela zapracoval, a hluboko lezici rozsifeni Noetherovy véty na funkce vice
nez dvou proménnych. Celé a zlomkové invarianty formy tvoii algebraické téleso
funkei koneéného stupné, jehoz celé prvky jsou pravé celé invarianty. Uplna teorie
tohoto télesa, k jejimuz vybudovéani je zasadni pojem “nulova forma,” vraci horni
hranici pro vahu takovych celych invarianti, pomoci kterych lze vSechny ostatni
vyjadrit v celé i v algebraické podobé, a ze kterych 1ze nésledné pomoci nutnych
aritmetickych procesii vyjadfit koneéna baze systému invariantt. Prace kondi slovy:

fenych pomoci invarianti.” Je datovana 29. zari 1892, tedy skoro pfesné étyii roky
po prvinim obecném dikazu kone¢nosti. Soucasné s tim pise Hilbert Minkowskému:
“Praci v Annalen definitivné opoustim obor invariantii a obratim se radéji k teorii
¢isel.” Tento odklon od oboru jeho rané slavy provedl se vskutku zfidka vidénou du-
slednosti: zadna dalsi publikace?* a jen tii pfednéasky, kterymi v letech 1929 a 1930
pred svym odchodem do penze ukoncil svou uéitelskou ¢innost.

Rok 1892 je tedy hrani¢nim v Hilbertové védecké draze, v jeho osobnim zivoté
ale taktéz. Nasledkem Kroneckerovy smrti a Weierstrafsova odchodu do penze bylo
o velikonocich roku 1892 provedeno mnoho piesunt profesori. V tomto procesu zis-

gy, II, & 13 nebo Gott. Nachr. 1888, s. 450-457.

20gy. 11, &. 14 nebo Gott. Nachr. 1889, s. 25-34.

2lgy. I, &. 15 nebo Gott. Nachr. 1889, s. 423-430.

22Diikaz je vzorovym piikladem “transfinitniho” uvazovani a silng Hilberta inspiroval k pozd&jsim
logicko-matematickym zkoumanim.

23gv. I1, & 19 nebo Math. Ann. sv. 42, (1893) s. 313-373.

24Pozdejsi prilezitostny text sv. I, & 25 je vyjimka, potvrzujici pravidlo. [Také Math. Abh.
Hermann Amandus Schwarz k jeho padesatému vyroéi udéleni titulu doktora, s. 448-451. Berlin:
Julius Springer 1914.]
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kal Hurwitz misto fadného profesora na Eidgenossische Polytechnikum v Ziirichu,
za, jeho nastupce v pozici mimorddného profesora v Konigsbergu fakulta jedno-
hlasné a jako jediného navrhla Hilberta a ihned nato ho ministerstvo do funkce
jmenovalo. Po téméf 6 let byl soukromym docentem, po dobu, ktera pro néj byla
skuteéné velmi dlouhéa. Ale uZ na podzim 1893 se udala dalsi zména. Lindemann
odesel jako nastupce L. Siegela do Mnichova, seznam kandidatd na uvolnéné misto
rfadného profesora v Konigsbergu zacinal Hilbertem a pokracoval mnohem starsimi
Brillem, Krausem a Vossem. Rozhodnuti v Hilberttv prospéch vydal ministersky
rada, pozdéjsi vedouci na pruském ministerstvu Skolstvi Friedrich Althoff, jenz mél
obdivuhodnou znalost lidi a Hilbert se mu zamlouval. Nejen, Ze mu za vyhod-
nych podminek pfedal misto fadného profesora, ale navic ho vyzval, aby se vyjadiil
ohledné svého nastupce na misto mimotradného profesora. Poprvé tehdy projevil
schopnost obratné a energické akademické diplomacie. Podafilo se mu, pfes né-
které komplikované osobni problémy, pfivést o velikonocich 1894 do Konigsbergu
Minkowského jako mimotradného profesora. Oba zde mohli jesté rok spolupracovat,
nez Hilbert kolem velikonoc 1885 pfesidlil do Gottingen. O tom ale informujeme
pozdéji.

Jesté jednu dalsi udalost mu pfinesl rok 1892. Zkraje roku se zasnoubil s Kdthe
Jerosch, dcerou obchodnika z Koénigsbergu, kterd se s rodinou Hilbertovych pié-
telila, a v ¥jnu roku 1892 se ozenil. V zZivotopisech vyznamnych muzi se ¢asto
uvadi nékolik milych slov i o jejich Zivotnich partnerkach. Pani Kathe Hilbertova
by ale méla byt oslavovina jesté vice, a i s trochou humoru, aby to také pratelsky
prijala. Je to silna a pevna a ¢ista osobnost. Ve $tastném obdobi Hilbertova domu
v Gottingen byla rovnocennéd svému muzi, dobrotiva a kritickd, vzdy originélni,
matka a opatrovnice mnoha mladych matematiki, ktefi do tohoto dosiroka otevie-
ného domu prisli, aby si odnesli védu, raznost a nékteri moudrost od néj, zdravy
rozum, zivotni radost a znalost lidi od ni, pocit laskyplné sounéalezitosti od obou. Je
empatickou, srde¢nou pecovatelkou svého muze a svého syna. Mnoho Hilbertovych
rukopist bylo napsano jejim vysokym, pevnym pismem. VSechny nas presné znala,
temperamentné hodnotila a uméla nas pfijmout se vSemi nasimi zvlaStnostmi. Uza-
vieme tento popis nasledujici historkou: Kdyz se jednou na oslavé Hilbertovych
narozenin recitovala “Abeceda milych” — Hilbertovi tehdejsi “mili”, ke kazdému pis-
menu jedno kiestni jméno — a béasnika nenapadlo zadné na “K”, fekla s jistou koni-
gsbergskou kadenci: “No, ted byste mohl také jednou myslet na mé.” NadeZ vznikl
vers: “Bohudik, ze Kéthe, jeho Zena, neciti se znevazena.”

Co se tyce védecké ¢innosti, patii profesorska léta v Konigsbergu a prvni léta
v Gottingen teorii ¢isel. Tuto oblast otevie zjednoduSenim Hermitova-Lindemannova
diikazu transcendence e a 7 (v zimé& 1892 az 1893),%% potom obraci zajem zcela k te-
orii ¢iselnych téles. Uz dlouho, pravdépodobné od studentskych let, se Hilbert citil
pritahovan k této “stavbé nezmérné krasy a harmonie,” ve které “je ukryto jesté
mnoho cennych pokladi, které budou odménou tomu vyzkumnikovi, ktery bude
znat jejich cenu a bude je s laskou dobyvat.” Pfitahoval ho také protiklad mezi jedno-
duchymi dsudky a “monstréznimi dikazy”. Na prochazkich s Hurwitzem dtkladné
probirali Kroneckerovy a Dedekindovy préace. Hilbert pozdé&ji drasticky vypréavél:
“Jeden prednesl Kroneckeriiv diitkaz jednozna¢ného rozkladu na prvociselné idealy,
druhy Dedekindtv a oba jsme posoudili jako strasné.” Vyse jsme ukazali, Ze zavé-
reCné prace o “aplnych systémech invarianti” byla zcela prostoupenéd duchem teorie
téles. Po ukoncen{ studii zacal Hilbert zprvu intenzivné studovat literaturu. V dopi-
sech Minkowskému zminuje konkrétné Dedekindovu praci o diskriminantu, ktera je
pro né&j “velkym poté&senim”, a Kummerovy préice o zdkonu reciprocity. Hilbertova

25sv. 1, & 1 nebo Math. Ann. sv. 43, (1893) s. 216-219.
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vlastni publikace za¢ina prednaskou “Zwei neue Beweise fiir die Zerlegbarkeit der
Zahlen eines Kérpers in Primideale,”? kterou uvedl v zafi 1893 na mnichovském
sjezdu Némecké matematické spolecnosti. To byl prvni plod prochézek s Hurwi-
tzem. Druhym byl Hurwitztiv o rok pozdéji publikovany dikaz téze véty, ktery
Hilbert upfednostnil v “Zahlbericht”. Jesté na sjezdu v Mnichové se jednota mate-
matikt shodla: “Prosime pany Hilberta a Minkowského o zhotoveni referatu o teorii
¢isel do dvou let,” pozoruhodna znédmka toho, Ze Hilbert uz byl autoritou v oboru,
ve kterém teprve zacal publikovat. Minkowski pozdéji odstoupil, nebot mu jeho “Ge-
ometrie der Zahlen,” zabirala pfili§ mnoho ¢asu, a tak vysla v Jahresbericht za rok
1896 namisto referdatu o teorii ¢isel Hilbertova monumentalni zprava “Die Theorie
der algebraischen Zahlkorper,”2” jejiz tivod je datovan 10. dubna 1897. Pro obsah
zpravy odkazujeme na Hasseho referat.?® Kolik vlastnich vysledki a vlastnich ob-
ratl zprava obsahuje, prokazuji nes¢etné Hilbertovy dopisy Minkowskému, ktery
Cte korektury a svym kritickym zptisobem komentuje. Tento prvni shrnujici prehled
teorie ¢iselnych téles mél nesmirny dopad na vyvoj oboru. Ten chtél Hilbert popu-
larizovat jeSté vice, a na jeho pobidku tak v navaznosti na prednasky ze zimniho
semestru 1897-1898 napsal tehdejsi soukromy docent v Gottingen J. Sommer svou
zndmou ucebnici “Vorlesungen iiber Zahlentheorie,” ve které vysvétluje obecnou te-
orii na piikladu kvadratického &iselného télesa.?”

Béhem prace na Zahlbericht sledoval po ¢ase Hilbert své vlastni plany. Tykaji
se zékona reciprocity v libovolném ¢iselném télese a sméfuji navic k aplnému proba-
déni relativnich Abelovych téles nad takovym télesem. Zde postupuje Hilbert iiplné
jinak nez u invarianti, kde se na kyZzené misto dostaval ve velké rychlosti. Zde jde
opatrné od specialnfho k obecnému, vyzkousi nejdiive své metody na Dirichletovych
bikvadratickych ¢iselnych té&lesech,?® potom déa definitivni podobu jiz znamym za-
kontim kvadratického a Kummerova &iselného t&lesa®!, a nakonec dikladné probere
novou teorii relativné kvadratického ¢iselného télesa,?? kde se viak jesté také pii dis-
kuzi jednotlivych vysledkii omezi na piipad zakladniho komplexniho télesa lichého
¢isla t¥idy, se vSemi konjugovanymi ¢leny. Z téchto zvlastnich pripadt v8ak pomoci
velké intuice vyabstrahuje obecnou teorii relativnich Abelovych téles, kterou opira
o jim do centra postaveny pojem télesa t¥id; hlavné se dostane k nejobecnéjsimu
zakonu reciprocity v libovolném zékladnim télese, ktery vyjadii jim vymyslenym
symbolem zbytkové normy v celistvé formé.®3> On sam tento poznatek jesté obecnd
nedokazal, z Hasseho referatu se ale dovime, Ze se jeho predpovéd — sice po dlouhé
praci mnoha védcti — ve vSech bodech potvrdila. Prvni tispéch podnitil jesté on
sam: Pro cenu Gottingenské spolec¢nosti véd za rok 1901 stanovil jako ukol: “Je
zapotiebi odvodit pro libovolné &iselné téleso zakon reciprocity pro I-ty mocninny
zbytek, kde [ bude liché prvocislo.” Co do tplnosti nad jeho o¢ekavani vytesil kol
Ph. Furtwéangler, kterého do teorie ¢isla uvedl Klein a ktery se samostatné zapra-
coval do Hilbertovy teorie.

Zbyva zde zminit jesté studie, které Hilbert sdm nepublikoval, o kterych ale spec-
livé vedl zdznamy. Jednalo se o konstrukei relativnich Abelovych téles transcendent-
nimi metodami, stejnym zptsobem, jakym lze ziskat v8echna relativni Abelova té-
lesa nad racionalnim ¢iselnym télesem prostifednictvim adjunkce hodnoty exponen-
cialni funkce e’P* pro racionalni hodnoty argumentu. Dikaz Kroneckerem domnélé

265y, 1, & 2 nebo Jber.dtsch.Math.-Ver. sv. 3, (1894) s. 59.

27sv. I, & 7 nebo Jber.dtsch.Math.-Ver. sv. 4, (1897) s. 177-546.

285v. 1, s. 529.

29Zmifime téz dva Hilbertovy ¢lanky do encyklopedie IC 4a a IC 4b.

30gv. I, & 5 nebo Math. Ann. sv. 45, (1894) s. 309-340.

31Zahlbericht 3. a 5. &ast.

325v. 1, & 8 a 9. nebo Jber. dtsch. Math.-Ver. sv. 6 (1899) s. 88-94 a Math. Ann. sv. 51, (1899)
s. 1-127.

33sv. 1, & 10 nebo Acta Math. sv. 26, (1902) s. 99-132.

127



a Hilbertem znovu®* vyslovené véty, “Ze Abelovy rovnice budou v oblasti kvadra-
tického imaginarniho télesa budou vSechny pouzity pfi transformacnich rovnicich
eliptickych funkci se singularnim modulem,” zapocal R. Fueter ve své Hilbertem
podnicené disertaci®® a potom ji samostatné dokonéil. Hilbertovy zéznamy se zaby-
vaji pripadem kvadratického imaginarniho nadtélesa reélného télesa se vsemi svymi
sdruzenymi ¢leny. Tyto zaznamy s povdékem pouzil O. Blumenthal3® pro svou ha-
bilitaci. Provedeni mySslenek pro pfipad realného kvadratického zakladniho télesa

tvoii téma disertace a habilitace E. Heckeho.?”

Po roce 1899 uz Hilbert o teorii ¢iselnych téles nepsal.®®

Poté, co jsme probrali matematické prace raného Gottingenského obdobi, pro-
zkoumejme nyni jeho osobni Zivot v téchto letech. Po odchodu Hilbertova byvalého
ucitele Heinricha Webera do Straftburgu ziskal Hilbert o velikonocich roku 1895
misto v Géttingen. Bylo to zésluhou F. Kleina, ktery mi o tom pozdéji fekl: “Moji
kolegové mi tehdy vycitali, Ze si pry chci na uvolnéné misto dosadit néjakého mla-
dého, nekonfliktniho kolegu. Odpovédél jsem ale: Dosazuji si toho nejkonfliktnéjsiho
ze vSech.” Vzpominam si jeSté pfesné na nezvykly dojem, kterym na mé — ve dru-
hém semestru — piisobil tento stfedné vysoky, ¢ily, zcela neprofesorsky vypadajici,
nevzhledné obleGeny muz se Sirokou nazrzlou bradkou, ktery se tak podivné ligil
od tctyhodné, ohnuté postavy Heinricha Webera a Kleinova pronikavého pohledu
a celkové panova¢ného zjevu. Teprve jako starsi student jsem se s Hilbertem setkal
blize, nejdfive na seminafi o teorii funkci, ktery vedl spoletné s Kleinem, potom
v Matematické spole¢nosti, kam mimo docenttt méli na zvlastni pozvani piistup také
pokrodili studenti, teprve pozdéji na prednaskach. Hilbertovy prednéasky byly bez oz-
dob. Prednéagel piisné vécné, se sklonem k opakovani dulezitych vét, také s mnoha
prerusenimi, ale obsahova hutnost a prosty elegantni vyklad daly na formu zapo-
menout. Pfin4dSel mnoho nového a vlastniho, aniz by na to upozorihoval. Viditelné
se snazil byt pro viechny srozumitelny, prednagel studenttim, ne sam pro sebe.??
Jeho chovani na seminaii se stalo legendéarnim: byl velmi pozorny, obecné mirny,
uznavajici dobré vykony, pokud vSak prednésejici svému tématu hrubé& neporozu-
mél, umél nahle ztratit trpélivost a podat kritiku jedine¢nym zptisobem a nechténé
ostfe. Aby se se svymi studenty dobi‘e poznal, vedl je jednu dobu po kazdém seminéaii
ve velkych zastupech do lesa, kde probirali matematiku. Z ti¢astnika seminafe se po-
stupné vydélovala skupina téch nejlepsich, ktefi se potom stali doktorandy. Nikdy
nezapomenou to, ¢emu Hilbertovi vdééi za hloubokou inspiraci a osobni pfizen. Vy-
trvaly chodec s nimi kazdy tyden délal dlouhé vychazky do Gottingenskych kopct:
zde se ho mohl kazdy ptat, vétsinou ale mluvil Hilbert sdm o svych pracich, kterymi
se pravé zabyval. Tady jsme ziskali vhled do jeho zptisobu prace a i kdyz jsme tfeba
nerozuméli vSemu, naudili jsme se tim vice, co znamena mysleni a prace, prace jako
zivotni radost a zivotni nutnost. Vnit¥ni spojeni s mladymi potieboval po cely Zivot.
V dopise Minkowskému piSe o svych “tfech zazraénych détech”, studentech moji ge-
nerace, ktef{ pfisli na univerzitu s neobvykle velkymi znalostmi. U néj a u jeho pani
Kéathe meéli mladni soukromi docenti skuteény pocit domova! Mluvili jsme s nim
jako rovni s rovnym, ackoliv on byl vzdy ten, kdo daval. Nejen ve svych védec-
kych pracich, také na nasi vyuce mél ¢inny podil: KdyZ jsme jednou E. Zermelo
a ja chtéli vést elementarni matematicka cviceni tehdy jesté nezvyklym zptisobem,
acastnili se jich pravidelné on i Minkowski, aby vznikajici projekt podporili.

34g5v. 1, s. 369 nebo Jber. dtsch. Math.-Ver. sv. 6, (1899) s. 94

35DV. &. 25.

36Math. Ann. sv. 56, (1903) s. 509-548; Jber. dtsch. Math.-Ver. sv. 13, (1904) s. 120-132.

37Math. Ann. sv. 71, (1912) s. 1-37 (= DV. &. 48) a sv. 74, (1913) s. 465-510.

389 Hilbertovych disertaci se zabyva otazkami z teorie &isla.

39Hilbert nechaval po vzoru Kleina své asistenty vypracovat opisy vétsiny svych prednasek. Cast
je ulozena v knihovné matematického tstavu v Géttingen. (viz sv. III, s. 430.)
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S Kleinem méli jiz dlouho uzsi védecky vztah. Projevoval se hlavné v tom, ze Hil-
bert od roku 1888 posilal Kleinovi hotové rukopisy svych velkych praci, a ten je
prredlozil Gottingenské spole¢nosti véd pro Géttinger Nachrichten. Také geometric-
kou préci z roku 1894 (viz niZe) napsal ve formé dopisu, zaslaného Felixi Kleinovi.
Nahodou pak ale priblizné ve stejny ¢as, kdy Hilbert pfesidlil do G6ttingen, opustil
Felix Klein svou ¢innost ¢isté matematickou a obratil se ke svym pokustim o propo-
jeni matematiky a inzenyrskych véd, potom ke svym pedagogickym cilim. Nésled-
kem toho se Hilbert citil ve svych prvnich Gottingenskych letech ponékud osamocen.
Priblizné z oné doby pochéazi charakteristicky vyrok: “Matematika je vzneSena dama,
ktera nezebra u sousedt a nevnucuje se k nim, ktera ale rdda poskytne svou ochranu
tém, ktefi si to zaslouzi.” Pozdéji se Klein s Hilbertem sblizili vice, uz jen proto,
ze jej stéle vice prekvapovala Hilbertova v8estrannost, jeho talent pro spojeni vzda-
lenych oborii. To byla schopnost, kterou si Klein vazil nejvice, zatimco Hilbertovi
se oproti tomu libila lehkost, s jakou Klein pfijimal nové myslenky, jak je propojoval
se svymi bohatymi znalostmi a jak je rozsitfoval o vlastni poznamky. Dalsim polem
spoluprace obou byly “Mathematische Annalen”, do jejichz hlavni redakce ptibrali
Hilberta v roce 1902, u 55. svazku. Od doby svych prvnich publikaci se k tomuto
Casopisu stavél pratelsky a vérné, skoro vSechny své velké, shrnujici prace v ném pu-
blikoval. Jeho pfitomnost v redakci zajistila ¢asopisu spolupréci nejen Gottingenské
gkoly v uzsim smyslu, ale vS§ech onéch mnoha matematikt z domova i ze svéta, ktefi
pracovali na jeho problémech nebo je pritahlo jeho velké jméno. Tak ¢asopisu zacho-
val a nové zajistil pivodné Kleinem vybudovany mezinarodni ohlas. Také Hilbert
sam zde dale nechaval publikovat velkou ¢ast svych pojednani, ostatni vychéazela
hlavné v Nachrichten Gottingenské spolecnosti véd, jejimz Clenem se stal kratce
po pfevzeti profesury v Gottingen (22. ervna 1895). Poté, co Klein v ¢asopisu
skonéi, pfevezme tustfedni postaveni v redakci. — V obchodnich a organizatorskych
vécech by Hilbert rad pfenechal Kleinovi navyklé a osvédéené vedeni. Obchodni
zalezitosti jej viibec mélo zajimaji a drzi se od nich daleko. Proto se nikdy nestal
rektorem nebo dékanem. Jen v malo piipadech, kde vidél bezpravi nebo hrubou
chybu, zakro¢il a prosadil svou vili. Klein a Hilbert byli velmi rozdiln{ lidé, ale na-
vzéjem se cenili a védéli o tom.*°

Nabidku pozice v Lipsku, na misto odstoupivsiho S. Lieho, Hilbert v roce 1898
bez vahéni odmitl.

Oba dosud Hilbertem skoro vyhradné zpracované matematické obory, teorie ¢i-
sel a algebra, jsou, co se tyce svych zakladu, obzvlasté jednoduché, nebot pracujeme
jen v kone¢né nebo spocitatelné nekonecné oblasti. ObtiZe nekonec¢na, které se pied-
tim vyskytly pfi probirani kontinua, se jesté neprojevuji. V roce 1898 zac¢ina nové,
az dodnes trvajici, obdob{ Hilbertovy ¢innosti, vyznacujici se praci s nekoneé¢nem.

Na zimu 1898 az 1899 vypsal Hilbert pfednasku “Elemente der Euklidischen
Geometrie.” To vzbudilo mezi studenty podiveni, nebot ani my starsi, acastnici
“prochéazek o ¢iselnych télesech,” jsme si nikdy predtim nevsimli, ze se Hilbert za-
byval geometrickymi otazkami: Fikal nam jen o &iselnych télesech. Udiv a obdiv
ale podnitilo, kdyz prednaska zacala a Hilbert v ni zacal rozvijet zcela origindlni
obsah. Jeji znamenité vypracovani pro tisk (autographierte Ausarbeitung) od pred-
Casné zemielého H. v. Schapera, Hilbertova prvniho asistenta, je jeSté dnes dopo-
ruéenfhodnym tvodem do axiomatiky geometrie, nebot obsahuje nékteré motivace
a piiklady, které v jeho pozdéjsi knize jiz z precizné vypilovaného vykladu vymizely.
Tato kniha, nazvana “Grundlagen der Geometrie”, vysla v roce 1899 jako slavnostni
spis (Festschrift) k odhaleni Géttingenského pomniku Gausse a Webera a dostalo
se jf od té doby sedmi vydéni, pfi¢emz byla obohacovana o pifilohy a v detailech

40Darovany exemplai jeho Integralgleichungen, ktery se nachéazi v mém vlastnictvi, vénuje Hil-
bert “drahému kolegovi Felixi Kleinovi s pratelstvim.”
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vylepSovana. Zajistila svému autorovi, ktery byl dosud znédm jen ve svém oboru,
celosvétovou sldavu. Bude uzite¢né vystopovat diuvod tohoto tspéchu a vyvoj Hil-
bertovych myslenek.

Tento vyvoj zacal pravdépodobné uz velmi brzy. Jisté vime jen, Ze silnym podné-
tem byla prednaska “Grundlagen und Aufbau der Geometrie”, kterou uvedl H. Wi-
ener v roce 1891 na sjezdu piirodovédcii v Halle.4! V této pfednasce stanovuje Wi-
ener zcela jasné nasledujici pozadavek: Tvrzeni (Tatsachen), ktera plati pro body
a pfimky roviny a pro operace sjednoceni a priniku, musi byt mozné odvodit z tako-
vych zakladnich vét (Grundsdtze), jejichz formulace obsahuji jen tyto prvky a ope-
race. Na zakladé téchto zédkladnich vét tak “bude mozné vybudovat abstraktni védu,
kterd bude nezavisla na axiomech geometrie.” Jako uplny systém takovychto za-
kladnich vét uvadi Wiener Desarguovu vétu a specialni vétu Pascalovu (Pappovu)
a udava také nekolik poznatkii o vzajemném vztahu obou vét. Hilberta, ktery v pred-
chozim semestru projektivni geometrii pfednasel, zaujaly tyto tvahy natolik, Ze se
témto otazkam zacal vénovat uz na zpatecni cesté. V Berlinské ¢ekarné diskutoval se
dvéma geometry (jestli se nemylim s A. Schoenfliesem a E. Kotterem) o axiomatice
geometrie a svému pojeti dodal osobity ostry raz vyrokem: “Namisto “body, pfimky,
roviny” musime mit pokazdé moznost fikat “stoly, zidle, ptllitry”.” Jeho postoj, ze
je nagorny substrat geometrickych pojmt matematicky nevyznamny a smysl ma
premyslet pouze o jejich spojeni prostfednictvim axiomi, byl tedy v té dobé uz
hotov. V dubnu 1893 napsal Minkowskému: “Zapracoval jsem se ted do neeuklei-
dovské geometrie, nebot o ni zamyslim v pristim semestru prednaset.” Prednasky
se uskutecnily v 16té 1894. Jejich plodem je (jiz vyse zminény) dopis Kleinovi “Uber
die gerade Linie als kiirzeste Verbindung zweier Punkte” *? ve kterém, snad vlivem
Minkowského mySlenek, probird geometrie, jejichz body vyplhuji vnitfek néjakého
konvexniho télesa (analogicky k vnitiku koule, ktery body vypliuji v Kleinové prove-
denf Lobadevského geometrie), a ukazuje, Ze pii definici vzdalenosti jako logaritmu
dvojpomeéru s nekonecné vzdalenymi body plati trojihelnikova nerovnost. Histo-
ricky vyznamné je, Ze na zaCatku této prace jsou stanoveny axiomy incidence a
usporadéani a Archimédav axiom, a to v podstaté ve stejné podobé jako v “Grund-
lagen”, axiomy uspoiadani s vyslovnym odvolanim na M. Pasche.

“Grundlagen” vdéci za sviij nesmirny uspéch bezpochyby v prvé fadé svému fi-
losofickému zaméfeni, tj. radikalni abstrakci od nazoru a jeho nahrazeni logickymi
spojenimi ( Verknipfungen). Toto filosofické zaméfeni je vyjadfeno uz na zacatku
dila v Kantové mottu, které stanovuje hierarchickou posloupnost “nazory, pojmy,
ideje”, a vyslovné je pak rozvedeno v Schaperové vypracovani (Ausarbeitung) pied-
nasky “Elemente”: “abychom piesné prozkoumali axiomy samotné, probadali jejich
vzajemné vztahy, co mozna nejvice snizili jejich pocet.” Dnes je pro nés tézkeé si pred-
stavit, jakou novinku toto pojeti tehdy pfedstavovalo, nebot je pro nas jiz tento thel
pohledu samoziejmym. Ale pfe¢téme si Eukleida, nebo, coZ je nam blize, Pasche.
Paschovym cilem je vydolovat z nazoru ony “zakladni véty” (pozdgji ¥ika “jadrové
véty” (Kernsdtze)), které staci k logické vystavbé geometrie. Otazku, zdali jsou
tyto “zékladni véty” navzajem bezesporné (vertrdiglich), nikdo nepoklada: za to ruci
nézor. Stejné tak nikdo nezkoumé otazku vzajemné zavislosti. Samoziejmé, di-
kazy nezavislosti prostfednictvim protipiiklada byly provadény jiz diive v diskuzich
ohledné axiomu o rovnobézkéch, ale nevédomeé, nebo to alespont nebylo zdtraznéno.
Bylo holou banalitou, Ze se jedna o logicky protiptiklad, ktery s ndzorem nemél nic
spole¢ného. V tomto pusobilo Hilbertovo dilo revolucionaisky. Jeho vliv nemohu
vyjadrit lépe nez v rozmrzelém zvolani jednoho zdatného matematika: “Tady se na-
zyva shodnym to, co shodné neni!” O vitézstvi nového pojeti rozhodla velké flexibi-
lita (breite Anlage), mnohostrannost studie. Dikazy odvoditelnosti nebo vzajemné

41 Jber.dtsch.-Math.Ver. sv. 1, (1892) s. 45-48.
42Grundlagen der Geometrie, 7. vydani, Leipzig a Berlin: B. G. Teubner 1930, pfiloha I
nebo Math. Ann. sv. 46, (1895) s. 91-96.
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nezavislosti raznych skupin vét, které se u mnoha problému opakovaly, ukazovaly
necekané souvislosti mezi axiomy, které spolu na prvni pohled nemély co do ¢inéni.
Pomysleme na nahraditelnost prostorovych axiomii axiomy shodnosti v ditkkazu De-
sarguovy véty nebo na nahraditelnost axioma shodnosti Archimédovym axiomem v
dikazu véty Pascalovy. K tomu se pfidala i ukazkové provedené aritmetizace, jejimz
nejslavnéjsim prikladem je Desargutv pocet s tseckami.

V nasledujicich Hilbertovych geometrickych publikacich se jeho zajem soustie-
duje na dvé otazky: Vyznam spojitosti a prostorové axiomy. Nejdiive zminim praci,*3
ve které podle mySlenky S. Lieho buduje rovinnou geometrii pouze na vlastnosti
grupy pohybt a na nejdalekosahlejsich (weitestgehenden) poZzadavcich spojitosti,
takze vSechny zbylé axiomy z téchto nékolika predpokladi vyplynou. Studie je dile-
7ita také proto, ze v ni byly poprvé vyznamné pouzity metody z nauky o mnozinach
bodi. K tomuto pojednéani se v mych vzpominkach vaze maly zazitek, ktery je nanej-
vys charakteristicky pro Hilberttav zptsob préace. KdyZ jsem se ho na prochézce ptal,
jak pokrocil ve své praci, tykajici se Lieho, fekl mi naptl se smichem: “Jsem v tz-
kych. Najednou vidim, Ze nemohu pouzit vysledky ze svych ‘Grundlagen’, protoze
v Lieho geometrii neexistuje pieklapéni [Klappung].”** Tyto trable pfedznamenala
vynikajici studie “Uber den Satz von der Gleichheit der Basiswinkel im gleichschen-
klingen Dreieck”*> ve které nanejvys dikladné objasiiuje vztah pieklapéni a spo-
jitosti.®® Co se ty¢e vyzkumu axiomi spojitosti je dilezitym ¢lenem také disertace
M. Dehna “Die Legendreschen Sitze iiber die Winkelsumme im Dreieck”” Hilbert
v “Grundlagen” pii téchto pozorovanich vyznamné vyuzival také axiom o rovnobéz-
kach, jehoz postaveni ve vztahu k prostorovym axiomim bylo jesté tfeba objasnit.
K tomu slouzila préice “Neue Begriindung der Bolyai-Lobatschefskyschen Geome-
trie”,*® ktera vSak jesté nepfinasi zavérecny vysledek. Ten ziskal aZ o 4 roky pozdéji
J. Hjelmslev.

Ke studiim o axiomech geometrie je nakonec nutno pripoc¢itat i stanoveni axiomii
aritmetiky v pfednasce “Uber den Zahlbegriff,”®® nebot Hilbert, jak znamo, klade
nejdiive otazku po bezespornosti geometrickych axiomt a odpovida ji tim, Ze ji
vztahne k zdkontim ¢&isel, jejichZ bezespornost zaruc¢uje nézor.

Celkové vydrzela prace na geometrii do roku 1902. Do této skupiny museji byt
zafazeny také rizné souvisejici studie z teorie ploch, které v onéch letech vznikly
a ve kterych se Hilbert ve velkém zabyval chovanim jistych tfid ploch.

Publikaci “Grundlagen” za¢ind v Hilbertové Zivoté obdobi nejvétsi slavy jeho
osoby. Zac¢ina jiz rokem 1900 a Mezindrodnim matematickym kongresem v Paiizi,
na kterém se Hilbert podilel jako pfedseda Némecké spoleénosti matematikt a pred-
nesl svou nanejvys vlivnou piednasku “Mathematische Probleme”.5! Téchto 23 pro-
blému davalo od té doby mnoho podnéti matematikim az do nejmladsi generace,
mnoho problémii §lo vyfesit, nékteré nejsou vyfeSeny ani dnes, skoro ke vem exis-
tuji alespon naznaky a casteéna FeSeni. Mensi ¢ast z nich souvisi s Hilbertovymi
drivéjsimi pracemi, nékteré ze zbylych tvoii jeho vlastni program pro budoucnost:
axiomatika aritmetiky a fyziky a problémy varia¢niho po¢tu, kterym se pravé za-
¢al vénovat. Jen velmi malo jich pochézi z obecného aktualniho stavu matematiky
nebo z okruhu problémd jinych védci. Jako piiklad hutného problému, pochézejiciho
z prchavého vnéjsiho podnétu, zminim problém 13: NemoZnost feSeni obecné rovnice

43QGrundlagen, pfiloha IV nebo Math. Ann. sv. 56, (1903) s. 381-422.

448rov. pifloha IV, § 41 a 42.

45Proc. London Math. Soc. sv. 35, (1903) s. 50-68; piiloha IT (2.-6. vydani).
46Viz také nové zpracovani tématu od A. Schmidta v pfiloze II 7. vydani.
47DV (p. prekl: seznam disertaci), ¢. 8.

48Grundlagen, pfiloha III nebo Math. Ann. sv. 57, (1903) s. 137-150.

498rov. A. Schmidt ve sv. II, s. 410.

50Grundlagen, piiloha VI nebo Jber. dtsch. Math.-Ver. sv. 8, (1900) s. 180-184.
51gy. III, & 17 nebo Arch. Math. Phys. 3. fada, sv. 1, (1900) s. 44-63, 213-237.
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7. fadu koneénym pocétem zanofenych funkci o pouhych 2 argumentech.?? Diilezi-
t8j81 nez konkrétni problémy je pro nas celkové téma prednasky a forma zpracovani.
Ve volbé tématu se totiz ukazuje cely Hilbert. Velké, jasné zadané problémy jsou
pro néj zivotni nutnosti. Pot¥ebuje je k ¢innosti a nasmérovani svého vyjimec¢ného
mysleni. Proto vahavy zac¢atek jeho védecké ¢innosti, proto nahlé preruseni klimaxu
studii pravé na jejich vrcholu. Forma je umélecky vyt¥ibena, jazyk povznesen, zdobi
pochézi-li navic ze svéta vnéjsich jevi, je jako mladé prouti, které vyrista a nese
plody, jen pokud se opatrné a podle piisnych zahradnickych pravidel naroubuje
na stary kmen, bezpeény depozitaf naseho matematického védéni.” Zakladem je ne-
podminéné, radostné pritakani velké budoucnosti matematiky: obavy, stojici proti
ni, budou vyvraceny. Pomoci axiomatiky lze dosahnout naprosté piisnosti ve vSech
oblastech, kterych se matematika dotyka, nejen v analyze nebo uz vibec jenom v
aritmetice, pfisnost nestoji v opozici proti jednoduchosti, “usilovani o pfisnost nés
nuti k hledani jednoduchych tsudki; klesti nam také ¢asto cestu k metodam, které
Ize 1épe rozvinout nez metody staré,” kromé toho ma takovéto zjednodusovani po-
tom za nasledek, Ze je matematik méné ohrozen roztfisténosti nez jiny védec, “Ze se
jedinému védci, poté co si osvoji silngjsi pomocné prostifedky a jednodussi metody,
podafi orientovat v riiznych védeckych oblastech matematiky snadnéji, nez je tomu
v jakékoliv jiné védé.” VSechny tyto vyroky vyjadiuji jeho vlastni pozitivni zku-
Senost. Nad tim stoji ale nejvyssi “presvédcéeni, které jisté kazdy matematik sdili,
ackoliv k nému dosud vibec nikdo nepodal dikaz, totiz Zze kazdy konkrétni mate-
maticky problém musi byt uré¢ité mozno prisné vyfresit... Toto presvédceni je nam
velkym povzbuzenim do préce; slySime v sobé stalé volani: Tady je problém, najdi
feSeni. Muze$ jej najit Cistym mysSlenim; nebot v matematice neexistuje ignorabi-
mus!” Tento mnohokrat citovany vyrok jsme zde museli zminit, jinak by Hilbertuv
obraz zustal nedplny.

Sledujeme déle nasledujici udalosti v Hilbertové osobnim zZivoté. Rok 1902 pfinesl
udélost nejvyznamnéjsi. V 1été 1902 byl Hilbert na seznamu nasledovniki L. Fuchse
do Berlina. Dlouho se nemohl rozhodnout, potom ale vypracoval opravdu velko-
lepy plan, jehoz tspésné provedeni mu mélo provéfit to, jakou vahu méa jeho nazor
u spravy vzdélavani. Presvéddil vedouciho na ministerstvu Althoffa o nutnosti z¥i-
dit v Gottingen, vedle Berlina, centrum pro matematiku a navedl ho na to, Ze to
bude vyzadovat zajistit misto pro Minkowského, ktery tehdy byl v Ziirichu. A stalo
se tak; jeSté v letnim semestru navstivil Minkowski poprvé Gottingen, dokazal v Ma-
tematické spole¢nosti svou jedine¢nost diky pfednasce: “Uber die Kérper konstanter
Breite,”®® a zucastnil se nasledného zasedani, na kterém vladla radost kvili Hilber-
tové setrvani a Minkowského ptichodu. Pro oba pratele zac¢alo 6 let nejc¢ilejsi, vlastné
neprerusené spoluprace. Hilbert fika ve své vzpominkové fe¢i na Minkowského: “te-
lefonni hovor k domluveni schiizky nebo par kroka pfes ulici a kaminek na drnéici
Fimsu malého rohového okna jeho pracovny — a byl tu, pfipraven k jakémukoliv ma-
tematickému i nematematickému podniku.” Misto Kleina vedl seminare Minkowski.
Spole¢né zacali Minkowski a Hilbert intenzivné a do hloubky studovat mechaniku
a fyziku, k ¢emuz dal pravdépodobné popud Hilbert, ktery mél pred o¢ima cil v axio-
matizaci fyziky, zatimco Minkowski pfinasel vétsi znalosti z oboru. Minkowski mohl
sklidit také nejbohatsi tirodu ze spole¢né setby: objeveni principu relativity. Kdyz
potom v roce 1904, diky $tastné volbé nového fadného profesora aplikované mate-
matiky, p¥isel do Gottingen C. Runge, byly polozeny pevné zaklady Gottingen jako
tvrze matematiky. Spoluprace ¢tyi fadnych profesur se osobné projevovala na spo-
le¢énych prochéazkach “kazdy ¢tvrtek presné ve t¥i hodiny,” které spojovaly matema-

52Pozoruhodné vysledky, které tento problém p¥inasi, obsahuje pozd&jsi pFilezitostny text sv. II,
&. 26 nebo Math. Ann. sv. 97, (1927) (sesit o Riemannovi) s. 243-250.
53Minkowski: Werke sv. II, & XXVIL.
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tiku, spolecenstvi a sportovni vykon. A v ¢ilém sdileni s matematikou se rozvijely
i pfibuzné védy, astronomie, mechanika, fyzika, zastoupené vyjimeénymi muzi.

V tomto prostiedi, velmi vyznamném, dorostla Hilbertova skola do své nejvétsi
slavy. Mezi lety 1901 az 1914 vznika pod Hilbertovym vedenim vice nez 40 disertaci,
mnoho z nich trvalé hodnoty, nékteré slavné; z mladych doktorii se rekrutovali Hil-
bertovy asistenti, z nichz jsou dnes skoro vSichni velmi uznavanymi akademickymi
uciteli a védci. Do Gottingen navic ve velkém poctu pfijizdéli jiz osvédéeni matema-
tici z domova i ze svéta, ucili se u Hilberta a pfinaseli s sebou mnohé cenné podnéty.
Mnozi se usadili jako soukromi docenti, dalsi soukromi docenti pochézeli z fad dok-
torandu. V kulatych éislech je to 15 zndmych muzi, ktefi tehdy zacali v Gottingen
svou drahu docenta. Byl to bouflivy védecky Zzivot, diky némuz i slabsi byli buzeni
ke znaénym vykonum: nikdo z téch, ktefi jej mohli prozit, na néj nezapomnél.

A Hilbert si zvykl byt slavnym muZem, aniz by ztratil prirozenost. Okolo pros-
tého domu, ktery vybudoval brzy po svém piesidleni do Gottingen bujela zahrada
stale vice a vice, radost a pracovisté svého pana, s opeCovavanymi ovocnymi stromy
a zastTeSenou cestou pro matematickou praci za Spatného pocasi. Cilého svétaka
Hilberta bylo vidét ve odvazném slaméném klobouku. Narozeninové oslavy se staly
zébavnymi spole¢enskymi udalostmi. Osobni blahopfani, ¢lenstvi v raznych uce-
nych spole¢nostech, védecké ceny pfichazely bez ustani. Na Matematickém kon-
gresu v Heidelbergu roku 1904 dostal Hilbert také lakavou nabidku profesorského
mista, to kdyz mu L. Konigsberger nabidl nastupnictvi na své misto v Heidelbergu.
Po kratkém vahani ale Hilbert odmitl. Dalsi nabidka pfisla az mnohem pozdé&ji v prv-
nich povaleénych letech, kdyZz mu méla byt zajiSténa profesorska pozice v Bernu.
Pres tehdy zcela ocividné osobni vyhody, které by toto misto skytalo, zistal Hilbert
v Gottingen.

Roky, nasledujici po vydani “Grundlagen der Geometrie”, se vyznacuji mnoz-
stvim publikaci sou¢asné v odlisnych oblastech. Zatimco pokracoval vySe nastiné-
nym zpusobem v geometrickych badanich a béhem toho, co vznikaji “Mathematische
Probleme”; vystupuji do popiedi uz také studie z oblasti analyzy a teorie funkci.
Chrli je velkou rychlosti az do roku 1906 a pomalu ustavaji az do roku 1910. Ana-
lyzu obohatily o nové, Gc¢inné metody, které, doplnény a rozsifeny diky spolupraci
dalsich védci, jsou souhrnné predstaveny v uéebnici Couranta a Hilberta “Methoden
der mathematischen Physik”.54

7Zda se mi, ze také do téchto studii Hilbert od zac¢atku ukryl axiomaticky pro-
gram. Formuloval to vSak teprve mnohem pozdéji, v pfednaSce, uréené pro Ma-
tematicky kongres v Rimé roku 1908:%° “Mimoradné zadouct by dle mého nazoru
byla...studie o konvergencich, které slouzi k vystavbé urcité analytické discipliny,
tim zplisobem, Ze stanovime systém jistych, co nejjednodussich zakladnich vét, které
samy jisté konvergence vyzaduji a pomoci nichz vyhradné, bez pfibrani jakychkoliv
novych konvergenci, piijdou dokazat vSechny véty oné analytické discipliny.”

Pro lepsi srozumitelnost je potieba uvést nékolik slov o stavu analyzy na konci
19. stoleti. Poté, co byla stavba teorie funkci zajisténa v zéakladech a nabyla ohromné
vysky, se vyzkum klonil spiSe k okrajovym problémutm, problému existence potenci-
alové funkce s danymi okrajovymi podminkami a problému vlastniho chvéni elastic-
kych téles (v prvé fadé struny a membrany). Stav byl neuspokojivy. Dfive se zdélo,
ze Dirichlettiv princip bude jednotici metodou pro vyfeSeni vSech téchto tikold. Poté,
co se ale ukazalo, Ze tato plida nosna neni, byl ¢lovék odkazan vytvofit pro vyreseni
kazdé ulohy zvlastni postupy. Ty byly vytvoreny s velkym duavtipem, jesté dnes maji
neblednouci esteticky ptivab (C. Neumann, H. A. Schwarz, H. Poincaré),?® ale kviili

54Pryni vydani Berlin: Julius Springer, 1924.

55gv. I11, &. 6, s. 72 nebo Rend. Circ. Mat. Palermo sv. 27, (1909) s.[59-74] 74.

56Take Hilbert piispél. Viz Charles A. Noble “Lésung der Randwertaufgabe fiir eine ebene Rand-
kurve mit stiickweise stetig sich d&ndernder Tangente und ohne Spitzen”. G6tt. Nachr. 1896. S. 191—
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své riznorodosti prinaseji zmatek, ackoliv se jmenovité Poincaré na konci devade-
satych let s velkym duvtipem a hlubokym vhledem o sjednoceni snazil. Chybéla
pravé ona “zékladni, jednoduché fakta”, ze kterych by bylo moZno ad hoc bez tvah
o konvergencich odvodit vSechny vysledky.

Hilbert je hledal nejdfive ve variaénim poctu, v obyc¢ejnych varia¢nich problé-
mech,®” tj. v onéch, u kterych je v pifsném smyslu splnéna Legendrova podminka.
Jako prvni se nenechal odstrasit Weierstrafovou kritikou a namisto toho presné
promyslel to, kde zacinaji obtize a kde jsou zdroje chyb a nalezl zptusob, jak je
prekonat. Nahlédl, ze plochy, pfipusténé ke konkurenci, museji projit nejdiive pro-
cesem, kdy se stanou hladkymi, a podal pro tento ucel dvé metody. Prvni (z roku
1899),%® s velmi jednoduchou myslenkou, popsal Klein nazorné slovy: “Hilbert stitha
plocham vlasy.” Druh4 je mnohem zaludnéjsi. Aby ukazal jeji silu, pouziva ji ve svém
slavnostnim spise k 150. vyro&i zalozeni Gottingenské spole¢nosti véd (1901) pro vy-
feSeni velmi znameého klasického problému, existence Abelova integralu 1. druhu.?®
Poté, co byla z posloupnosti aproximacénich funkci ziskdna spojita limitni funkce,
a to pomoci “procesu vybéru”, ktery Hilbert pouzil uz v prvni metodé, byl nad ni zis-
kan Sestinasobny integral, ktery se potom ukézal byt potencidlovou funkci, na ktery
se potom mohla napojit také ptavodni funkce. Proces, kdy se stane hladkou, zde tedy
probéhne stanovenim stfedni hodnoty. Vysokéa véz silnych tsudki je obdivuhodnaé.
Mnohem pozdé&ji (v roce 1909), kdyZ vyvstal pro teorii funkei novy tkol, obecnéa
uniformizace, se Hilbert vratil jesté jednou k Dirichletové principu a pomoci jeho
modifikace provedl zobrazeni libovolné oblasti na hladkou rovinu, vytnutou fezem,
rovnob&znym s realnou osou.%° Pro teorii funkei je tedy Dirichlettv princip skutecné
onim zékladnim faktem, ktery hledal.

Pobidnut timto tspéchem, vedl Hilbert roku 1899 pfrednasky o variaénim po-
¢tu. Jejich plodem byla znama véta o nezavislosti, nové, obzvlasté uzite¢né pojeti
teorie pole, které s o¢ividnou radosti prednesl v PafiZi jako posledni ze svych ma-
tematickych problémii. Pozd&ji (roku 1905 opét na zékladé prednasek)®! ukazal,
7ze metodu véty o nezavislosti lze beze zmény pouzit také v pripadé vice zéavislych
funkei. Ve stejném ¢lanku podéava piehledny a silny dikaz metody multiplikatora
pro jednodimenzionalni variaéni{ problémy za neholonomnich vedlejsich podminek
a vyplhuje tak dlouho pretrvavajici, citelnou mezeru. Pomoci pojmu “systémy reseni
pozitivné-definitniho” a “vnitiné jednozna¢ného” charakteru formuluje nové posta-
Cujici kritérium pro varia¢ni problémy s pevnym okrajem, které bude mit velky
dopad. Tyto zavéry k obecnému varia¢nimu poctu, jakkoliv dilezité pro upevnéni
a zjednodusen{ teorie, jsou ale jen vedlejsi produkty, smér hlavniho zkouméni se pie-
kvapivé stoéil jinam.

Ve stejném Case totiz, zatimco se Hilbert prostfednictvim metod varia¢niho po-
¢tu pokousel o sjednoceni analyzy, se I. Fredholm, pfibliZil ke stejnému cili cestou
linearnich integralnich rovnic, pfiemz navazoval na vyse uvedené Poincarého prace.
V zimnim semestru 1900 az 1901 pfinesl na Hilbertiv seminaf E. Holmgren, ktery
k Hilbertovi do Gottingen prisel studovat z Upsaly, Fredholmtv prvni ¢lanek, ktery
vysel o rok dfive, o integralnich rovnicich®? a p¥ednégel o nich. Tento den byl rozho-
dujicim pro dlouhé obdobi Hilbertova Zivota a zna¢nou ¢ast jeho slavy. Musi ztistat

198.

5"Mathematische Probleme, ¢. 19 a 20, sv. III, s. 320-322.

58sv. 111, & 3 nebo Jber. dtsch. Math.-Ver. sv. 8, (1900) s. 184-188. Viz také disertace Nobleho
(DV. &. 16) a Hedricka (¢. 14).

59y, III, &. 4 nebo Math. Ann. sv. 59, (1904) s. 161-186. Tutéz metodu mohl potom pouZit
W. Ritz ve svém znamém habilita¢nim spise. Ritz’ Werke. Pafiz 1911, s. 192-250 nebo J. Math.
sv. 135, (1908) s. 1-61.

60sv. 111, &. 7 nebo Gott. Nachr. 1909, s. 314-323. Viz také disertace Couranta (DV. sv. 47).

6lsy. 111, & 5 nebo Math. Ann. sv. 62. (1906) s. 351

62Sur une nouvelle méthode pour la résolution du probléme de Dirichlet. Ofvers. Vet. Ak. Férh.
Stockholm 57, s. 3946 (10. I. 1900).
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otazkou, jestli by dokazal dat variaénim metodéam takovou flexibilitu a silu, aby jen
ony samy mohly prostoupit a nést celou analyzu. Nepokousel se o to, nybrz vagnivé
zacal s novym zkouméanim a naSel svij cil v jejich napojeni na variac¢ni principy.

V roce 1904 jako vysledek pristupt, které od léta 1901 predstavoval v pied-
naskach a na seminaiich,% vychazi v Géttinger Nachrichten 1. zprava “Grundziige
einer allgemeinen Theorie der linearen Integralgleichungen.” Pro pochopeni jejiho
vyznamu je opét zapotiebi historické ohlédnuti. Fredholm pfedtim stanovil a vy-
Tesil problém feSeni integralni rovnice 2. druhu, kde duvtipné vylozil a rozvinul
dilezité pristupy Poincarého. Tento vysledek stacil k vyTeSeni okrajové tlohy teorie
potencialu. Touto metodou vSak jesté nevyfesil problém vlastniho kmitani a pro-
blém rozvoje libovolné funkce v fadu, ackoliv pravé z této dlohy pfedtim abstra-
hoval Poincaré ony své zminéné pfistupy v oblasti teorie potencidlu. Toto napojeni
provedl teprve Hilbert. Pro vyfeSeni integralni rovnice pouzil heuristickou cestu,
ze které Fredholm tmyslné odbodil a kterd spocivala v tom, Ze se integral nahradi
kone¢nym souttem, ¢imz piejde integralni rovnice v homogenni systém linearnich
rovnic, tyto rovnice potom vyfesi metodou determinantu a v determinantu provede
limitn{ pfechod. Uvidél pfitom, Ze homogenni rovnice, pfislusejici k tomuto line-
arnimu systému, jsou pii symetrii systému koeficient piesné rovnice ortogonalni
transformace hlavnich os kvadratické nebo bilinearni formy. Symetrie systému ko-
eficienttt m4 ale tyZ vyznam jako symetrie jadra integralni rovnice (slovo “jadro”,
které se stalo mezinarodnim, pochazi od Hilberta) a ukazalo se, Ze pravé jadra, vy-
stupujici u problémi z oblasti kmitéani, maji vlastnost symetrie. Hilbert tedy rozsitil
Fredholmuv tkol tak, Ze se zamé&fil na tuto bilinearni formu a jeji transformaci hlav-
nich os a uskute¢nil na ni limitni pfechod. Tento limitni p¥echod se podafil: kofeny
sekularnich rovnic se blizi k “vlastni hodnot&” parametru, pro kterou je fesSitelna
homogenni integralni rovnice, koeficienty transformace konverguji k “vlastnim funk-
cim” a rovnice transformace hlavnich os udava rovnost dvojného integralu, na jehoz
integrandy prejde jadro integralni rovnice, a fady nebo konecného souctu, ve kte-
rém kazdy scitanec zavisi pfesné na 1 vlastni hodnoté. Z tohoto pro Hilbertovu
teorii zakladniho vzorce o dvojném integralu plyne bezprostfedné existence vlast-
nich hodnot symetrickych spojitych jader. Dale z néj mohl za omezujiciho pfedpo-
kladu o jadie, odvodit rozvinutelnost pramenné (quellenmissig)®* zobrazené funkce
prostrednictvim vlastnich funkci. Tim ukazal, Ze linearni integralni rovnice je sku-
teéné zakladem jak pro véty o existenci z teorie potencialu, tak pro rozvoj podle
vlastnich funkci. Diky dtkazu jistych maximélnich vlastnosti dvojného integréalu
zustava v platnosti také napojeni na variaéni pocet. Z naseho dnesniho pohledu
se nam tyto avahy zdaji trochu neohrabané. — zvlastni postaveni zaujimaji napt.
jesté vicenasobné odmocniny determinatu jmenovatele —, kdyZ je srovname tieba
se stru¢nosti a eleganci ditkazii E. Schmidta,®® rozhodujici krok byl ale u¢inén a Hil-
bert jesté ve stejném roce ve 2. zprave®® mohl sklidit bohaté plody své setby diky
aplikaci na Sturm-Liouvillovy a jesté obecnéjsi rozvoje v fadu a diky dikaztm exis-
tence Greenovych funkci. Jesté do vétsi hloubky zachézi ve 3. sdéleni, které vyslo
o rok pozdéji.%” Z velkych tkoli, které Riemann pozadoval od teorie funkci, ziista-
val jeSté jeden nevyfteSen: problém existence diferencidlnich rovnic s predepsanou
grupou monodromie.%® Hilbert ji vztahuje k tukolu ur¢it ve vnittku nebo vnéjsku
uzaviené kiivky pokazdé dvé holomorfni funkce, na jejichz realné a imaginarni ¢asti
kfivky se pouziji linearni substituce s dvakrat spojité diferencovatelnymi koeficienty.
Regeni tohoto tkolu je vzorovym piikladem Hilbertem pozadované axiomatiky li-

63Prvni Hilbertova disertace o integréalnich rovnicich (Kellog, & 24 DV.) je z roku 1902.
64V yraz nepochazi od Hilberta, pojem ale ano.

65DV, & 30 a prace Math. Ann. sv. 64, (1907) s. 161-174.

66Gostt. Nachr. 1904, s. 213-250.

67Gott. Nachr. 1905, s. 307-338.

68Mathematische Probleme &. 21.
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mitnich procest: vSe vyplyva bez dalsich limitnich pozorovani z existence obycejné
Greenovy funkce pro vnitfek a vnéjsek uzaviené k¥ivky a z toho, ze ma vzdy reSeni
bud homogenni nebo nehomogenni integralni rovnice.

Metoda integralnich rovnic mé ale omezeni, kteréd lze jesté snadno nahlédnout,
napf. ze nekoneénad mohou byt pouze jadra mensiho fadu. Mnohem §irsi pole se ote-
vielo, kdyz Hilbert ve 4. a 5. zpravé z roku 1906 prozkoumal obecné a systematicky
teorii kvadratickych (obecnych, bilinearnich) forem nekoneéné mnoha proménnych,
z ¢ehoz v 1. zpravé pouzival jen jisty specialni pfipad. Variabilita spoc¢itatelné neko-
nefné mnoha proménnych je omezena horni hranici pro soudet jejich ¢tvercu (Hil-
bertitv prostor, jak byl pozdé&ji nazyvany). Nyni budeme pozorovat obecné “ome-
zené” kvadratické formy nekoneéné mnoha proménnych, tj. takové, jejichz vSechny
useky pro v8echny body Hilbertova prostoru ztstanou pod uréitou kone¢nou hranici.
Na né lze prenést transformaci hlavnich os, ale se zdsadnimi obménami co se tyce
vlastnich hodnot a vlastnich funkci. Zatimco v pripadé 1. sdéleni tvori soubor vlast-
nich hodnot (dle Hilberta “spektrum”; coz je vtipné pfeneseni vyznamu fyzikalniho
pojmu) nanejvySe spodetnd mnozina realnych &isel bez nahromadéni v koneénu,
miiZe pro obecnou omezenou formu spektrum vykazovat libovolné zhusténi, mohou
byt dokonce pokryty celé intervaly vlastnich hodnot. Spektralni rozklad kvadra-
tické formy se nevycCerpd v nekonecné fadé, ale musi byt rozsiten Stieltjessovym
integralem. Z kvadratickych forem nekonecéné mnoha proménnych, které byly zave-
deny nejdiive jako pomocny prostiedek, se staly objekty s vlastnimi zakonitostmi
o velké krase a prihlednosti. Jesté 8lo o to, vybrat z mnoziny omezenych forem ta-
kové, jejichz spektrum bude mit zakladni vlastnosti spektra Fredholmova. Podafilo
se ukazat, ze tyto vlastnosti jsou dusledkem obzvlasté piisné spojitosti kvadratické
formy, “ryzi spojitosti”. Pro transformaci hlavnich os ryze spojitych forem také vi-
bec nepotfebujeme vySe nacrtnutou obecnou teorii, zde lze urc¢it vlastni hodnoty
pomoci jednoduchého pozorovani maxima, jako v pfipadé koneéné mnoha promén-
nych.

Pouziti této teorie jsou mnohé. Zahrnuji jmenovité integralni tvar libovolnych
funkci na zptsob Fourierova integralu. Mnoho zéku je spolu s dal$imi provedenimi
teoriemi zpracovalo.%” Hilbert sam se spokojil s tim, znovu ziskat véty svého 1. sdé-
leni z teorie ryze spojitych funkci. To se mu dafi velmi piehledné prostifednictvim
aiplného ortogonalniho systému funkci. Véty teorie navic nemaji omezeni, ktera
byla jesté v 1. sdéleni pfitomna, a maji jesté Sirsi obor platnosti, co se tyce pii-
pustnych jader. Jako nové pridava Hilbert pojednani o “polarni” integralni rovnici,
ktera se od (obyCejné) “ortogonalni” lisi o ¢initel, ménici své znaménko a dovoluje,
mimo jiné, fesit az dosud nepfistupné piipady Sturm-Liouvilleova problému.

Hilbert si mysli, Ze vytvorenim teorie nekoneéné mnoha proménnych dal ana-
lyze natolik Siroky zaklad, Ze je splnén jeho pozadavek jednotnosti a vzadjemného
vymezeni uvah o konvergenci. Vyvoj védy mu dal zapravdu: Hilbertiv prostor,
s jistymi zobecnénimi, je jesté dnes dominujicim pojmem. Hilbert sém prispél jen
jesté dvéma dodatky, jiz zminénym ohlédnutim,”® uréenym pro kongres v Rimé,

proménnych, a uz v roce 1907 koncipované, ale teprv v roce 1910 vydané 6. sdé-
leni,”! jehoz nejdiilezit&jsi obsah tvoif analytické znovuzalozeni Minkowského teorie
objemt a povrchii konvexnich téles. Uz Hurwitz’? se pokousel roku 1902 chopit to-
hoto tkolu ve své teorii kulovych funkei, docilil ale jen ¢aste¢ného tspéchu. Hilbert,
ktery vlastni mocny néstroj integralnich rovnic, nahrazuje kulové funkce obecnymi

funkcemi, padnoucimi na kazdé konvexni téleso, a postupuje. Musi pak prekonavat

697 disertaci viz Hellinger (DV. &. 41) a Weyl (€. 42). Celkové bylo u Hilberta sepsano 24 disertaci
o varia¢nim poc¢tu a integralnich rovnicich.

708y, I11, ¢. 6.

71Gott. Nachr. 1910, s. 355-417.

72 Ann.Ec.Norm. 3.fada, sv. 19, (1902) s. 357-408.
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jesté jednu zasadni obtiz, ktera spocivala v tom, Ze diferenciélni vyraz, definovany
na uzaviené kouli, nemiize byt vSude zapsan ve stejnych nezavislych proménnych.
Musel proto nalézt invariantni formu pro jadro integralni rovnice, pfislusejici to-
muto diferencidlnimu vyrazu. Hilbert ji udava jako “parametrix”. Tato je ndhradou
za Greenovu funkci: jako ona ma stejné vlastnosti nespojitosti a okrajové vlastnosti
(v Minkowského piipadé konecnost na kouli), neni ale napojena na diferencialni
rovnici. Minkowského nerovnost mezi objemy a povrchy se znovu odrazi ve skutec-
nosti, ze jista integralni rovnice mé kromé trivialnich jenom kladné vlastni hodnoty.
Minkowského jedine¢né nadani natolik zaptisobilo na oba jeho kénigsbergské kolegy,
ze je vzdy tésilo, zafadit do svych tvah vysledky, vyrostlé na ptidé jeho vyjime¢ného
geometrického nazoru.”™

V roce 1912 sepsal svych 6 zprav do monografie “Grundziige einer allgemeinen
Theorie der linearen Integralgleichungen,”” coz bylo zadouci pro jejich kompaktni
vydani bez mezer. Pfedchézel ji tivod, slouzici jako prehledny rozcestnik, text byl
vylepSen jen na nékolika mistech, kde toho zadal pokrok ve vyzkumu.

Stastné obdobi Hilbertovy a Minkowského spoluprace mélo skonéit velkolepym
zévérem: z Minkowského strany principem relativity, ze strany Hilbertovy vyfeSenim
Waringova problému.” Hilbert zde, stejné jako predtim v pifpadé ditkazu konecnosti
systému invarianti, mistrovsky a v pfekvapivé kratkém case zvladl tkol, k némuz
predni matematici dlouha léta nenachéazeli cestu.

Waring vyslovil v 18. stoleti domnénku, ze kazdé celé kladné ¢islo je zobrazi-
telné jako soucet omezeného poctu K, kladnych celych ¢isel mocniny n. Problém
se zdal byt nefesitelny, a teprve v poslednim desetileti 19. stoleti se rizn{ matematici
pokouseli potvrdit Waringovu domnénku alesponi pro nékteré malé hodnoty expo-
nentu. Zde je zajimava kratka Hurwitzova poznamka,’® datovana 20. listopadu 1907
a vysla v dubnu 1908 v Mathematische Annalen. ve které se dokazuje nésledujici
skuteénost: “Je-li n-t4 mocnina z? + 22 + 3 + x3 identicky rovna souétu (2n)-tych
mocnin linearnich racionéalnich forem proménnych z1, z2, 23, 4, a plati-li Waringova
hypotéza pro n, plati také pro 2n.” Tato véta pobidla Hilberta a udala smér jeho
zkoumanim.

Pro stanoveni identity Hurwitzem druhu pro libovolna n nalezl totiz takovou
cestu, o které se nikomu nezdalo. Sam se o ni vyjadfuje néasledovné: “Dikaz. .. je
veden prostfednictvim neobvyklého pouzit{ analyzy na teorii ¢isel. ... Budu vychéa-
zet z jistého integralniho vzorce a z néj nakonec ziskim Cisté analyticky vztah.”
Vskutku, odvozuje z obecného principu, ktery Hurwitz pouzil v roce 1897 v teorii
invarianti”” vzorec, ve kterém n-td4 mocnina souctu 5 ¢tverci z? + - + 2 bude
vyjadiena 25-nasobnym uréitym integralem pies (112 + - +t1525)%" s parametry
ti1, .- t15,t21, .- . ., ts5.7® Tento integral se bude aproximacéné nahrazovat kone¢nym
souc¢tem a pomoci jednoduché avahy, Ze existuje jenom omezeny pocet linedrné ne-
zévislych forem 2n — —tého fadu proménnych z1,..., x5, se bude pocet jeho ¢lent
na tento pocet redukovat. Tim se podaii prelozit limitni prechod, pozadovany inte-
graci, na koeficienty sou¢tu a nakonec pomoci dalsiho mistrovského tahu nahradit
tyto koeficienty kladnymi racionélnimi. Tim je polozen zéklad dikazu Waringovy
véty. Je proveden pomoci obdivuhodného Fetézu vysoce divtipnych tsudki, jejichz
vychozim bodem je vyjadfeni exponentu n v dudlnim systému. Myslenka tohoto

73 Jiny priklad nabizi Minkowského véta o celodiselnych liearnich formach, jejiz ryze analyticky
dtikaz podal poprvé Hilbert [publikovan v Minkowského knize “Diophantische Approximationen”
(1907), kap. I §6-7], a potom nasledn& Hurwitz (Gott. Nachr. 1897, s. 139-145).

"Lipsko a Berlin: B. G. Teubner.

758v. I, & 11 nebo Math. Ann. sv. 67, (1909) s. 281-300.

76Math. Ann. sv. 65, (1908) s. 424-427

77Gott. Nachr. 1897, s. 71-90

"8V pozd&jsim pojeti je 25-nasobny integral nahrazen 5-nasobnym; zde mi ale jde o to, zdiiraznit
spojitost s Hurwitzovou praci.

137



duélniho rozvoje spociva dle Hurwitzova hezkého tsudku v pfechodu z n na 2n,
v prehrsli originalnich vypovédi s nim souvisejicich se tato témér ztraci.

Diikaz Waringovy véty je asi nejsilnéjsim svédectvim o Hilbertové vyjimeéném
mysleni. Bojoval totiz s mistrem nejvyssiho stupné, Hurwitzem, a vyhral zbranémi
z Hurwitzovy vyzbroje v momenté, kdy tento nemél zadné vyhlidky na tspéch.

Uprostied ledna 1909 chtél Hilbert predstavit sviij hotovy dilkaz na jim a Min-
kowskim vedeném spole¢ném seminéfi. K nému ale nedoglo: 12. ledna Minkowski
zemfel. Jeho vzpomince Hilbert pojednéni zasvétil.

Minkowského smrt tvoi{ predél v Hilbertoveé zivoté. Pozname to zietelné na zmen-
Seni poc¢tu jeho publikaci. Chybél pfitel ve védé, “pripraveny ke kazdému podniku”,
a radce otevieného a pritom kritického ducha, chybély nekoneéné matematické roz-
hovory, o kterych Hilbert ve vzpominkové fe¢i o Minkowském fika: “Radi jsme
ale také vyhledavali skryté cesty a objevovali nékteré nové vyhledy.” Tyto vyhledy
ukazovaly Hilbertovi v délce konkrétni problémy, ke kterym dovedl nalézt cestu.
Po Minkowského smrti to byli ti mladsi, jeho Zaci dorostli ke zralym védciim, s ni-
miz se vydaval tyto vyhledy hledat. Zemfelého ale v jeho jedine¢nosti nahradit
nemohli.

Bezprostiedné citelné Minkowski chybél v navazujicim pracovnim obdobi, kdy
se Hilbert pfiklonil axiomatickému pronikani do fyziky, kterému se predtim s Min-
kowskim vénovali spole¢né. U axiomatiky piirodovédné discipliny se pfirozené ne-
miiZze jednat o natolik dalekosdhly pojmovy rozbor, jako v geometrii. Zalezi jen
na tom, nalézt zaklad, spocivajici v co nejméné navzajem bezespornych vétach,
ze kterého je mozno Cisté matematicky odvodit celou nauku, tedy na tom, oprostit
fyzikalni hypotézy od matematického aparatu. Takto Hilbert nap¥. buduje v me-
chanice Gaufsuv princip nejmensiho odporu nebo Bertrandiv princip maximélni
kinetické energie po impulsu, v teorii zafeni Fermattv princip nejrychlejsiho $ifeni
svétla. Otazkou, jak tyto principy ziskat, se nezabyva. Oproti tomu je zésadni stu-
dium jejich vzajemnych zévislosti a jejich bezespornost, pricemz slovo bezespornost
nutno chapat v nejobecnéj$im smyslu, aby spor nenastal ani vzhledem k soused-
nim disciplinam (teorie za¥eni s optikou, kinetické teorie plyni s termodynamikou).
Badani v meTchanice a fyzice z téchto hledisek tvoii obsah mnoha Hilbertovych
prednések z téchto véd, které vedl jiz roku 1902, hlavné ale mezi lety 1910 az 1918.
Casti téchto prednések by mély byt publikovany. Nemaji za cil vykonat né&jakou
prukopnickou fyzikalni praci, §lo v nich spiSe o rozbor, zasadni pro upevnéni toho,
co jiz fyzici objevili, a pro usporadani a pochopeni vztaht, které jsou v tom obsa-
zeny. Celé sila postupu se pouzije na aktuélni fyzikalni problém, budovani dusledkt
zistane véci matematiky. Stalo se, Ze matematiku dokonce ponékud podhodnocoval.
KdyZz postup vedl na v dany ¢as neproveditelny problém, fikal Hilbert dosti opo-
vrzlivé: “To je ¢isté matematicky tkol,” nebo se smichem: “Pravé k tomu ma fyzik
velky pocitaci stroj pfirodu.” Fyzika ma podle né&j svij samostatny tcel, neni cvi-
¢istém matematickych sil. Plati to pres nékteré svévolné paradoxy prednések, napt.
ve vzpominkidch mnohych Hilbertovcti nesmrtelné “spojena lavina,” kterd by méla
zviditelnovat unagivé sily pii pohybu bodu proménné hmotnosti. Poziistatek ¢isté
matematického pojeti se projevuje spiSe v tom, Ze jasné odvozeny elegantni systém
vzorcl, diky témto estetickym prednostem, pro Hilberta predstavoval pravdépo-
dobné spravné vyjadreni prirodnich zédkonu, zatimco A. Einstein shrnul pesimismus
prirodovédce slovy: “K prirodé mam bezmeznou nedivéru.” — Nejdfive si Hilbert
intenzivnim studiem spole¢né s Minkowskim osvojil a kriticky promyslel klasickou
teoretickou fyziku — studiem knih, kterému se jinak vyhybal —, potom ho ale pohltily
nové velké prevraty fyzikalniho mysleni, relativita a kvantova mechanika. S nejéilej-
§fm zajmem sledoval jejich vyvoj a sam do néj zdsadné promluvil. V roce 1913 svolal
“Gottingensky tyden plynu,” na kterém prednasSeli a debatovali M. Planck, P. De-
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beye, W. Nernst, M. v. Smoluchowski, A. Sommerfeld, H. A. Lorentz a jini vyjimeéni
fyzikové o problémech z kvantové teorie a teorie plynu. V poslednich predvale¢nych
letech mél také zvlaStniho asistenta pro fyziku, misto, které s radosti obsadil na-
danym zakem A. Sommerfeldem. Je$té dnes poradéa pravidelna setkani s mladymi
fyziky, na kterych se probiraji nejnovéjsi fyzikalni objevy. Okolo néj a diky nému
se ustanovila ¢inna skola “matematickych fyziki”, mezi nimi i slavni{ védci, vyznamné
obohacenfi fyzikalniho Zivota Gottingen, ktery ¢ile kvetl diky $tastnym tahtim v ob-
sazovani profesorskych stolic, pfi nichz mélo Hilbertovo slovo nejvétsi vahu. Jaky
vyznam mél pro tuto Skolu jeho duch, vyjadiuji slova jednoho fyzika, ktery se stal
jeho asistentem: “Onen vasnivé hledajici duch, ktery vola po disledném provedeni
myslenky, o jejiz pravdivosti a jednoduchosti se presvédéil, odklada stranou ne-
podstatné véci a s mistrovskou jasnosti napind nitky mezi vrcholy — duch, ktery
pro védu nadchnul generace hledajicich dusi.””

V Hilbertové fyzikalnich pracich rozliSujeme 3 obdobi. V prvnim, které spada
mezi roky 1912 a 1914, buduje pomoci metod integralnich rovnic nové a prisné za-
klady pro vysledky klasické fyziky. Pro Hilberta to bylo milé pifekvapeni, ze se dostal
k problémim, ve kterych se nutné vyskytnou integralni rovnice, aniz by se k nim
dostaval matematickym prepisem diferencialnich rovnic. Takovy pripad predstavo-
vala nejdiive kinetické teorie plynii.®° Hilbert si stanovi tkol, odvodit pohyb plynu
ze dvou zékladnich predpokladii: 1. molekuly jsou v8echny stejné, zcela elastické
koule; 2. po srazkach se zména rozdéleni rychlosti fidi Boltzmannovym-Maxwellovym
vzorcem pro srazky. Pokud bez diskuze pfijmeme specializaci predpokladu 1., ktera
mé dalekosdhly dopad, mé problém “klasicky” charakter. VSechna pravdépodob-
nostni pozorovani jsou oproti tomu stazena do vzorce pro srazky: jind nenasta-
nou. K zakladnim predpokladim je jen nutno jeSté pfibrat zdanlivé samoziejmé,
presné formulované podminky spojitosti a okrajové podminky rozdéleni rychlosti.
Hilbertova matematicka myslenka spoc¢ivala jen v tom, po vzoru integralnich rovnic
rozvinout rozdélovaci funkci podle mocnin parametru A. Prvni ¢len tohoto rozvoje
da Maxwelltv rozdélovaci zakon, odvozeny jiz Boltzmannem ze vzorce pro srézky
(v kazdém bodé ¢asoprostoru), nasledujici ¢leny daji ¢asoprostorové zobecnéni st¥ed-
nich rychlosti, odpovidajici po¢ate¢nim podminkam a silovym polim. Kazdy z téchto
¢lent nyni vyhovuje — to je nejzasadnéjsi objev — jedné integralni rovnici se sy-
metrickym jadrem, na kterou je aplikovatelna Fredholmova teorie, a vybér mezi
feSitelnosti homogenni a nehomogenni rovnice vede bezprostfedné na makrosko-
pické zékony pohybu plynu (hydrodynamické rovnice apod.); obzvlasté se ukazuje,
jak to musi byt fyzikalné, aby bylo rozdéleni rychlosti vSude a v kazdy ¢as jedno-
znacné definovano péti makroskopickymi pocateénimi podminkami. Tato prace, ke
které pozdé&ji pomoci presnéjsiho pozorovani integralni rovnice podal zasadni roz-
siteni E. Hecke,8! se stala vychozim bodem 3 disertaci,®? ze kterych dvé, vedené
M. Bornem a P. Hertzem, pouzivaly Hilbertovu metodu na teorii elektroni a elek-
trolyzu, jedna (Baule) dokazala poprvé systematicky v souladu s pozorovanimi vy-
svétlit napadny vyskyt teplotniho skoku a smykani zfedéného plynu na pevnych
sténach. — Aniz by jestd byly sepsany vysledky z kinetické teorie plynt, pFinesla ele-
mentarni teorie zafeni®® uz druhy piiklad spontanniho vyskytu integralni rovnice
ve fyzice. Jednalo se o odvozeni Kirchhoffovych zakoni zatfeni z nésledujicich za-
kladnich pfedpokladi: 1. Sifenf energie cestou nejrychlejsitho dopadu; 2. vyrovnani
energif kazdé jednotlivé barvy. Bilance energie kazdého prostorového elementu vede
potom bez jakéhokoliv dalsiho predpokladu na homogenni Fredholmovu integréalni

9P, P. Ewald: Besprechung des Courant-Hilbert. Naturwissenschaften sv. 13, (1925) s. 385.
Z tohoto ¢lanku pochéazi souslovi “matematicti fyzikové” ve vySe pouzitém specialnim smyslu.

80Integralgleichungen kap. XXII nebo Math. Ann. sv. 72. (1912) s. 562-577.

81Math. Z. sv. 12, (1922) s. 274-286.

82Bolza (DV. &. 56), Baule (¢&. 58), Schellenberg (&. 59).

833v. I, & 13 nebo Gott. Nachr. 1912, s. 773-789.
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rovnici pro emisni koeficienty, které maji jen jednu jedinou vlastni funkci. Jeji fy-
zikalni vyznam je proporcionalita mezi emisi a absorpci, tedy Kirchhoffuv zékladni
zékon. K tomuto objevu pfipojuje Hilbert je$té jednu vyznamnou diskuzi svych
piedpokladii (axiomi).®* Pta se vyslovné, zda nelze nahradit piedpoklad 2. méné
vyzadujicim a v diivjsi literatufe pouzivanym predpokladem vyrovnani celkové
energie. Ukazuje na protipiikladu, Ze toto mozné neni, a to ani kdyz pridame jesté
axiom, ze rychlost svétla, emisni a absorpéni koeficient zavisi jen na fyzikalni vlast-
nosti hmoty, ne na misté, tj. na poloze vzhledem k hranicim prozéafeného prostoru.
Oproti tomu se ukazuji zbylé dva axiomy (o fyzikalni povaze hustoty zafeni a o exis-
tenci jistych rozmanitosti mezi latkami ve schopnostech absorpce a lomu) jako rov-
nocenné s vyrovnanim energii v8ech barev. Jsou nyni tyto vzajemné rovnocenné
axiomy navzajem kompatibilni? Otazka je nutna, protoZze tyto axiomy jsou velmi
dalekosahlé abstrakce fyzikalnich pozorovani. Je objasnéna matematickym dutka-
zem bezespornosti. Nakonec vedlo je$té pfedchozi bliz§i zkouméani uc¢inku odrazu
na sténach k novému zakonu ¢isté optiky. Péknym dilkazem spravnosti zékladnich
predpokladu bylo, Ze tento zakon bylo mozné ziskat také z Maxwellovych rovnic te-
orie svétla. Tato diskuze, ptivodné vychazejici z kontroverzi s fyziky, ktef{ probirali
teorii zafeni jinym zptusobem, je dobrym piikladem Hilbertovy dtislednosti.

Druhé obdobi fyzikalni produkce podnitil A. Einstein stanovenim obecné teorie
relativity (1914). Na konci roku 1915 predklada Hilbert Gottingenské spolecnosti
véd svou 1. zpravu o zakladech fyziky, pred koncem roku 1916 nasleduje dopliujici
2. zpréava. Tyto préace silné zapusobily na témér 70-tiletého Kleina, kterému se po-
moci divérné znamé Lieho metody infinitezimalni transformace podatilo Hilbertuv
vypocet zkratit. Za jejich koneénou podobu povazujeme souborné vydani ve zjed-
noduseném tvaru z roku 1924,%° ke kterému se Hilbert rozhodl poté, co teorii déle
rozvinul H. Weyl, a mimo jiné se tak Hilbert pfesvédcil o “trvalém jadru” svych avah
Zeno na specialni teorii relativity, spojit elektromagnetické pole s gravita¢nim polem.
Pouziva na to Hamiltontv princip, ktery aplikuje na funkci gravitaéniho potencialu,
invariantni vaci libovolné transformaci soufadnic, a elektromagnetického Gtyivek-
toru. Na zékladé zvlastni vlastnosti variaénich rovnic vychézeji vskutku 4 rovnice,
které spojuji elektromagnetické veli¢iny s gravita¢nimi veli¢inami. Ale neni vSechno
zlato co se t¥pyti, nebot skrytym cilem téchto zprav byla teorie pole atomovych
jader a elektroni, a ta se ani Hilbertovi najit nepodafrila.

Teorii atomu, tak jak se ustavila prostfednictvim kvapného rozvoje kvantové
mechaniky, se Hilbert vénoval ve své posledni fyzikalni praci, kterou — tehdy velmi
nemocen — vydal v ndvaznosti na pfednasku 1927 se svymi ob&ma spolupracovniky
J. v. Neumannem a L. Nordheimem.%%%” Jedna se o uspotradany piehled riznych
formalismt, uzivanych v kvantové teorii, kde jsou ozfejmeny zakladni pojmy, ve fy-
zikalnich detailech se ale ponechava dostateény prostor pro to, co bude aktualné
zapotiebi. Nebot kvantovd mechanika neni je$té uzavienym systémem, ale miiZe
byt pokazdé postavena pred nové tkoly. Proto neni tato axiomatizace tak uzaviena
jako ty drivéjsi: jesté nemuze byt. Hledany obecny ramec pro ruzné specialni teorie
nachazi Hilbert v tom, Ze nejdiive pomoci jistych vlastnosti axiomaticky stanovi
pojem amplituda pravdépodobnosti mezi dvéma naméfenymi veli¢inami, a potom
vybuduje operatorovy kalkul s linearnim integralnimi transformacemi, ve kterém
je kazdy par naméfenych veliin reprezentovan jistou “kanonickou transformaci.”
“Jadro” této transformace mé potom vlastnosti, pozadované pravdépodobnostmi,

845y 111, & 14 a 15 nebo Gott. Nachr. 1913, s. 409-416 a 1914, s. 275-298.

85sv. II1, & 16 nebo Math. Ann. sv. 92, (1924) s. 1-32.

86«Uber die Grundlagen der Quantenmechanik”. Math. Ann. sv. 98, (1928) s. 1-30. Neotisténo
v “Gesammelte Abhandlungen”.

87Uz diive se kvantovou teorii zabyvala diz. H. Knesera (DV. ¢&. 63), ktera zasadné vyjashuje
starsi “postupy kvantovani”.
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a je identifikovano s relativni amplitudou pravdépodobnosti obou veli¢in. Kanonicka
transformace je diky dalsimu pozadavku reédlnosti pravdépodobnosti stanovena na-
tolik jednoznac¢né, nakolik to je pii soucasnych fyzikalnich podkladech moZné po-
zadovat. KyZzenym a dosaZenym cilem prace je Cisté oddéleni fyzikdlnich pojmu
od matematického formalismu, které Hilbert v publikacich fyzika postradal.

Tato posledni prace spada do obdobi, ve kterém se Hilbert obratil k vyjimecné
hlubokym a obtiznym problémiim, se kterymi bude jeho jméno navzdy spojeno.
Reé je o axiomatizaci teorie Cisel. Je nutnym zavrSenim jeho axiomatizacni ¢in-
nosti, nebot z axiomatického pohledu je u kazdého systému axiomu hlavni otazkou
slucitelnost, bezespornost vét systému. V oboru geometrie, ve fyzice jesté vice, lze
bezespornost prokizat prevodem na nadfazeny obor. Pokud ukdZeme, Ze se body
eukleidovské geometrie se podle geometrickych axiomt budou chovat stejné jako
trojice redlnych ¢isel, potom, pokud plati bezespornost aritmetiky realnych ¢isel,
nemuze zadna aplikace axiomu vést ke sporu. U aritmetiky to ale musime dokazat
pfimo, protoze k ¢éislim zadny nadfazeny obor neexistuje.

Tady se objevuji zaludnosti nekone¢na. Hilbert byl s nimi jiz diive obeznamen.
V mladi obdivoval Cantorovu teorii mnozin a Dedekindovy “Was sind und was
sollen die Zahlen?” a “ze sportu” se cviéil v tom, aby se v teorii algebraickych &isel-
nych téles podle Kroneckerovych pravidel vyhnul nekoneénym pojmtm a zptisobiim
asudki. Bezespornost aritmetickych axiomi je druhy z jeho pafizskych problémd.
Z naznaki zpusobu dikazu zajisté nelze poznat obtize tohoto tkolu. Situace byla
ale kritickd. V paradoxech teorie mnozin se hrozivé ukazalo, Ze jisté operace s ne-
kone¢nem, které mél kazdy za pF¥ipustné, by bez pochyby vedly ke sportim. Hilbert
se o0 tom definitivné pfesvédcil v jim samym poloZeném piikladu bezesporné mno-
Ziny v8ech mnozin, vzniklych sjednocenim a sebepokrytim (Selbstbelegung), ktery
pritom neopoustél oblast ¢isté matematickych operaci. Byla to doba, kdy Dedekind
a G. Frege popirali své spisy, kdy se jini, mezi nimi i Cantor, snazili pomoci vylou-
Ceni jistych obzvlasté kompromitovanych mnozin zachovat uznéni zbylym. Vzpo-
mindm si na jednu vyhrocenou diskuzi na sjezdu prirodovédct v Kasselu v roce
1903 mezi Cantorem a L. Boltzmannem, kdy Boltzmann, lomcujici jablkem v ruce,
Cantorovi objasiioval, Ze je v tomto jablku obsaZeno nekonetné mnoho véci, za-
prvé jablko, za druhé predstava jablka, za tfeti pfedstava predstavy jablka, atd.
Hilbert Sel zatim dale vlastni cestou a pfednéska, kterou mél na Mezindrodnim
kongresu v Heidelbergu,3® uz obsahovala zakladni myslenku jeho pozdéjsi teorie
dikazu, totiz Ze se maji formule, vyplyvajici z daného systému axiomi, formalné
ovéFit, aby se potom ukazala jista invariance této formy — v prednéSce se pracuje
s “homogenitou” — a Ze takové formule, které budou bezprostfedné ukazatelné na za-
kladé systému axiomi a budou obsahovat spor, tuto invarianci vykazovat nebudou.
V prednésce je, o¢ividné pod Dedekindovym vlivem, zavedeno samo nekone¢no jako
jeden z prvnich pojmt. Pfednaska ztstala tehdy, podle v8eho co vim, zcela nepo-
chopena, a také pifi blizs8im zkoumani se jeji postupy ukazuji jako nedostatecné.
Hilbert se pak dlouho témito problémy nezabyval, ackoliv se jich mnohokréat do-
tknul na pfednaskach o principech matematiky. Misto toho sledoval s nejcilejsim
zdjmem mnozinové-teoretické uvahy E. Zermela, jeho postulat vybéru a axioma-
tiku teorie mnozin. Déle se seznamil s logickym kalkulem v jeho rtznych podobéach,
nebot si jiz v roce 1904 uvédomil, Ze bez piehledné a tplné formalizace logickych
tsudki nemohl jit na své kyzené cesté dopiedu. Jeho vlastni stanovisko k postupim
z roku 1904 osvétli snad vice tento zazitek: V poslednich pfedvéleénych letech se mi
prihodilo, Ze jsem na prochézce s nim a s pani Hilbertovou mluvil o jeho prednésce
v Heidelbergu a s notnou otevienosti ¢lovéka, véci neznalého, jsem vyjadril jako
samoziejmost nézor, Ze z ni piece viibec nic nebylo. Nato se Hilbert zcela beze slova

88 Grundlagen, pfiloha VII nebo Verh. Int. Math.—KongreR Heidelberg (1904) s. 174 az 185.
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odmléel, zatimco pani Hilbertova ve formé mého vyjadfeni vidéla oc¢ividné narazku
a se smichem utok odrazila. V roce 1917 — poté, co prestal zkoumat teorii relati-
vity — se Hilbert vratil s vétsi energii ke svym starym myslenkam a rychle je nyni
rozvijel, pfi¢emz pii ném stal P. Bernays jako neunavitelny kritik a spolupracov-
nik. Vyvoj byl ale obzvlasté poznamenan tim, ze Hilbert stal od za¢atku v opozici
proti snaham, osvobodit matematiku od spori na zékladé zcela jinych principa.
Tyto snahy vychazely od L. E. J. Brouwera a H. Weyla, obéma byl spoleény timysl,
pevné podlozit jednu ¢ast matematiky, obétovat zbytek, obéma bylo spole¢né po-
jeti, ze jen skute¢na konstruovatelnost matematického objektu zajisti jeji logicky
bezespornou existenci. Weylova kniha “Das Kontinuum” vysla roku 1918. Brouwer
odmital uz difve®¥ pouzitelnost véty o vyloudeni t¥etiho u problémi, které se tykaly
nekonecna a zacal, také kolem roku 1918, s velkou energii budovat ty ¢asti analyzy,
které ve svych zakladech nevyzaduji pouziti této véty. Hilbert ale naSe matema-
tické dédictvi odmitl takto obétovat. “Plodné zpisoby vytvareni pojmu a tsudkt je
nutno dikladné prozkoumat, a to vSude tam, kde se nabizi i jen nejmensi vyhlidka,
opecovavat je, upeviiovat a pripravovat k pouziti. Nikdo nas nemuze vyhnat z réaje,
ktery nam stvofil Cantor.”® Se svou teorii vystoupil na vefejnost poprvé v roce
1922, v prednaskach v Kodani a Hamburgu.®! Jeho principem je “finitni pojeti,” tj.
operovani s koneénym poc¢tem znaku a formuli. Nejdiive Ize oddélit elementarngjsi
¢ast aritmetiky, skladajici se z takovych tvah, ve kterych vystoupi pokazdé jenom
kone¢ny pocet Cisel. Nejsou zde nutné zadné axiomy, obsahové muZzeme skoncit
s jednim jedinym znakem, 1. ObtiZe ale nastanou ihned, kdyz prejdeme do oblasti
“v8ech” celych ¢isel, a sice budou tyto spocivat pravé v pojmu “vSechna’ a s nim
souvisejicimi pojmy negace a “existuje”’. K tomuto pfistoupi Hilbert se svou osvéd-
Genou axiomatickou metodou, pfi¢emz pro axiomatické pojmy (Cislo jako takové,
rovnost, aritmetické operace atd.), ale také pro pojmy logické (vyplyv4, vSechny,
negace, existuje atd.) zavede znaky a stanovi mezi nimi systém formuli (axiomi).
Stejné formalné vylozi schéma tsudku a Gplny systém axiomu aritmetiky bude mit
tehdy, kdyz ze systému formuli ptijde pomoci dosazeni a podle schématu dikazu od-
vodit vSechny formule, které budou odpovidat nam obsahové znamym aritmetickym
zékontim. Kazdé odvozeni, kazdy “dikaz”, se sklad& z kone¢ného poc¢tu pod sebou
napsanych formuli. Na této skutefnosti je zaloZena (zde se vracime k prednasce
z roku 1904) metoda ditkazu bezespornosti systému axiomii. Sporna formule (lze ji
vzdy dat tvar 0 # 0) musi totiz vyjit jako ¢len dikazu kone¢ného fetézu formuli.
V predloZzeném “dikazu” pijdeme potom nazpét a dolozime z formalniho charak-
teru jednotlivych fadkt, Ze sporné posledni fadka k nim nelze pfipojit. Pfesvéd¢iva
sila hamburské pfednéasky spocivala v tom, ze Hilbert provedl pro zjednoduSeny
systém axiomu uplny dikaz bezespornosti. V dalsim vyvoji se stfedem pozornosti
stal axiom, ktery mél nahradit vétu o vylouceni tfetiho, transfinitni axiom neboli
axiom transfinitni funkce, kterou Hilbert znézornil takto: “Vezméme za A napf.
predikat "byt uplatny’ potom bychom pod 7A rozuméli uréitého ¢lovéka s takovym
nezlomitelnym smyslem pro spravedlnost, ze, kdyz by se tento ¢lovék ukazal jako
uplatny, byli by skuteéné uplatni v&ichni lidé.”? Proto jsme toto 7 nazvali “Aris-
tides”. V podstaté zélezi na tom, dokazat bezespornou moznost zabudovani tohoto
axiomu do systému aritmetickych axiomi.?® Toto se také do jisté miry podafilo,®*
av8ak jesté ne natolik, aby se touto cestou ukazala bezespornost aritmetiky. Z to-

hoto divodu bylo v poslednich letech provedeno rozsifeni finitniho pojeti a pomoci

898rov. jeho akademickou vstupni Fe¢ “Institutionisme en Formalisme” 1912.

90Grundlagen, piiloha VIII, s. 274 nebo Math. Ann. sv. 95, (1926) s. 170.

918v. III, &. 10 nebo Abh. Sem. Hamb. Univ. sv. 1, (1922) s. 157-177. — Shrnuji zde pod Ham-
burskou prednasku ¢asti obsahu pozdé&jsich publikaci.

928v. III, &. 11 s. 183 nebo Math. Ann. sv. 88, (1923) s. 156.

93V pozdéjsich publikacich vstupuje na mist& “protipfikladu” T pozitivni charakteristicky prvek .

94Diz. Ackermann (DV. &. 65).
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ného se bezespornost nauky o celych ¢islech skute¢né podarilo dokazat, odpovidajici
zésah v oblasti realnych ¢isel vSak jesté zbyva provést.

Hilbert si stanovil mnohem vySsi cile. Do své teorie zafazuje Zermeltiv axiom
vybéru.?> V posledni ¢asti své (v “Grundlagen” neotisténé) prednasky “Uber das
Unendliche”?8 skicuje smélou fadu tsudki, ktera zacina lemmatem o rozhodnutel-
nosti jakéhokoliv matematického problému®” a od néj dojde az k zobrazeni Canto-
rovych transfinitnich ¢isel pomoci typi proménnych a k feSeni problému kontinua.
Na vyssi, jesté nevyfeSené problémy odkazuje jeho vlivna prednaska na Mezinarod-
nim matematickém kongresu v Bologni, ktera ma velky dopad.®®

Ale az k vykonani téchto velkych plant vede jesté dlouhé, narocné cesta, ob-
zvlasté proto, Ze dosavadni publikace maji jen formu prednéasSek, s mnoha néznaky.
Je proto velkym posunem, Ze v roce 1934 vysel 1. svazek velkolepé pojatého dila
Hilberta a Bernayse “Grundlagen der Mathematik.”® Pfedstaveni Hilbertova logic-
kého kalkulu vyslo uz roku 1928: Hilbert—Ackermann “Grundziige der theoretischen
Logik.”19° Otéazky dosud pietrvavaji, proti teorii ditkazu byly vysloveny vazné na-
mitky, obzvlasté K. Godelem. Ale Hilbert je zcela piesvédéen, Ze nakonec bude
mit teorie ditkazu tspéch, v kazdém piipadé je projevem velké originality a energie
natolik, Ze pfi svém véku bude toto dilo pokladéno za jedno z jeho nejvétsich.'0!

V povale¢nych letech dostala jeho pfednaskova ¢innost zvlastni raz. Zbavil se po-
vinnych prednasek a nutnosti zkouseni studentti. Mohl tak probirat skoro vyhradné
ty obory, které ho bezprostfedné zaméstnavaly, obzvlasté nejnovéjsim problémim
z fyziky nebo ze zakladi matematiky. Pfednasel velmi rad, b&hem tézké nemoci
nechal zafidit jako poslucharnu dokonce i jidelnu se 40 zZidlemi u néj doma a zde
prednésel. Ani zakonem nafizeny odchod do penze, ktery se udal roku 1930, nezmé-
nil na jeho vyucovani nic. Pokracoval v ném az do Velikonoc roku 1934. Nové se ob-
jevuji prednasky vyslovné populariza¢niho charakteru. Hlavné ale musime zminit
prednagky “Anschauliche Geometrie,” které vysly roku 1932 jako kniha,'%? kterou
vypracoval a o nejnovéjsi stav vyzkumu doplnil St. Cohn-Vossen. Hilbert zde témér
bez dtkazi, ¢astokrat pomoci demonstrace na modelu, predstavuje velké mnozZstvi
takovych geometrickych fakti, které uvadély ¢étenare do hlubsich souvislosti. Vez-
méme napt. jako obzvlasté vypovidajici §32, Jedenact vlastnosti na kouli. Sledujeme
skoro s napétim, jaké nové vlastnosti zde pozname a k jakym obecnym problémim
odkazuji. My Hilbertovi studenti vSak vidime préatelsky smich, podobny smichu
Selmy, a slySime laskyplnou modulaci hlasu, jimz Hilbert u tabule pronesl: “Jedendct
vlastnosti koule. . . tedy jedendct vlastnosti koule.” Zésadou knihy je, Ze se vyhybal
jakékoliv systematice: Prochézky, ne pochod k cili. Je pozoruhodné, Ze se Hilbert
ve svém pozdéjsim véku v tomto sméru shodl s Kleinem, ktery byl natolik jiny.

Na zavér chci predstavit nédkres Hilbertovy osobnosti, jak se mi jevi. Bez pochyb
se do toho zaplete nékolik osobnich udalosti poslednich 20 let. Hilbert je vyloZeny
umeélec zivota v dobrém slova smyslu. Mistrovsky si vzdy umél uspordadat vztahy
a okoli, aby vyhovovaly jeho préaci. Ve svém zptsobu zivota je skromny, ale po-
tfebuje jisty poklidny fad. Bylo udivujici, s jakou vytrvalosti a jakym duvtipem

958v. III, &. 11 nebo Math. Ann. sv. 88, (1923) s. 151-165.

96Math. Ann. sv. 95, (1926) s. 180-190.

97 Je pozoruhodné, Ze o takovém ditkazu byla fe¢ uz na pafizské prednasce. Viz doslova citované
misto na s. 406.

98 Grundlagen, piiloha X nebo Math. Ann. sv. 102, (1930) s. 1-9.

99Berlin: Julius Springer.

100Berlin. Julius Springer.

1Ol[Dodatek pii korektute zaif 1935.] Uplny diikaz bezespornosti teorie &isel dle Hilbertova planu
se nedavno podaril G. Gentzenovi. (Math. Ann. sv. 112)

102Berlin: Julius Springer.
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si tyto zachoval v prekotnych valeénych letech a v povéaletném case.!%3 Je bytost-
nym individualistou a nelze ho posuzovat méfitkem druhého. Egocentricky ale neni.
Je pristupny dobré praci druhého a pfes své kritické hodnoceni ji dovede s radosti
uznavat, nékdy dokonce obdivovat. Pokazdé viele vyslechl vSechny své studenty,
obzvlasté mladsi védce, ktefi za nim prichézeli, a nezapominé na ty, které si jednou
oblibil. Neméa bojovnou povahu; kdyz ho ale povazlivé okolnosti donutily vystoupit,
pouZil tézké zbrané. A¢ zcela skromny ve vystupovéni, presto zna svou cenu a umi
na ni, kdyz na to pfijde, upozornit. Ve svych ranych letech napf. pfesné datoval
v8echny své préace, a kdyz mu jeden ¢asopis datum vyskrtl, pfestal s nim natrvalo
spolupracovat. Ze své pafizské prednasky nechal zhotovit a vytisknout francouzsky
vytah a exempléafe nechal pied prednaskou rozdat do publika: smysluplny skutek,
ktery ale tehdy jesté nebyl zvykem. Prosty je i jeho védecky styl, bez ozdob, ale se se-
bevédomou vaznosti. Neziidka se objevuji vyrazy hrdosti na pékny nebo necekany
vysledek. Byla mu udélovana mnohé ocenéni. Rad je pfijimal, ale témér nikdy o nich
nemluvil.'®* Jmenujme nékolik ocenéni z poslednich let. Jeho 60. a 70. narozeniny
byly velkymi slavnostmi, ty prvni v intimnim kruhu pfatel a zéku, se sbornikem,
do kterého piispélo 54 autort,'?® ty druhé s vefejnymi gratulacemi a priivodem
studentt s pochodnémi. Ale pravy Hilbertovsky raz daly obéma teprve jemny, odu-
Sevnély humor a nenucend zabava. Nejcennéjsi ze v8ech ocenéni, které dostal, bylo
pro néj a pro jeho Zenu Cestné obcanstvi mésta Konigsbergu, které mu bylo udé-
leno roku 1930 pii piilezitosti tamniho sjezdu pfirodovédct a jeho zndmé prednasky
“Naturerkennen und Logik”!%6. Nasledkem vysledki své prace, zaméFenych vzdy na
to nejvyssi, se velmi brzy dostal do ¢estného, ale nebezpe¢ného ranku starych mis-
tri. Proto v poslednich letech tolik pozvani a cestovani na prednasky v zahranici.
Uchvacujici diikkaz jeho mezinarodni slavy a obliby jsme zazili na kongresu v Bologni
1928, jehoz tispéch zajistil rozhodnym vystoupenim v krizovém obdobi. Kdyz tehdy
prichézel ke katedie se svou prednaskou, obtizné se protlacuje davem, bledy nemoci,
s vyzéblou postavou starce, tu se zvedl svorny aplaus, z jehoz nadSeni byla jasné
slySet srde¢nost a upiimnost.

Tvar starého Hilberta je neobycejné vyrazna. Vysoké, Siroké, dopfedu zaoblené
celo, uzky obli¢ej a mala brada jsou vyznamnymi znaky moudrého ¢lovéka. Ale Si-
roce rozpulend, pii smichu do Siroka oteviena pusa poukazuje na vyrazny fyzicky
prvek. Byl zdatny a casto provadél rizna télesnd cviceni. Prace na zahradé mu
byla odpoc¢inkem, miloval tanec a plesy, kde mohl také uplatnit sobé vlastni sklon
ke dvornosti. Mé&l neobycejnou zivotni energii, a pravé ona jej zachrnanila v t&zkém
ohrozeni. D¥ive pevného, jen pfechodné narusovaného zdravi,'%” onemocnél v roce
1925 anémii a byl v ohroZeni zivota. Znal svou nemoc a védecky se o ni poucil. Ale
uchovaval si viru ve své vyléceni a pracoval dale, jak byl zvykly, nakolik to bylo
pri télesné tnavé mozné. A jeho odvaha a energie ho drzely nad vodou, nez se stal
zazrak a preparat z jater, vyvinuty Ameri¢anem Minotem v roce 1927 — ktery mu
diky ochotné pomoci vérnych préatel poslouzil jako jednomu z prvnich — mu pfinesl
uzdraveni, které jen bylo béhem Bolognského kongresu opét zpochybnéno, kviili
podezielému padu na zada. Bezprostfedni disledek jeho vitality je vesela mysl,
spojena s humorem, a bezmezny optimismus, obzvlasté ve védé. Na zacatku jeho
prednéasky v Konigsbergu je véta: “V poslednich desetiletich jsme o pfirodé ziskali
bohatsi a hlubsi poznatky, nez diive za stejny pocet staleti.” Konéi slavnym — a
bohuzel mnohokrat Spatné pochopenym vyrokem: “Musime védét, budeme védét.”
Bez onoho optimismu ¢lovék Hilbertem stanovené problémy feSit nemuze.

103y5]ka si v jeho roding zadnou ob&t nevyzadala, v kruhu jeho piéatel a zaki ale mnoho.

10480y, misto ze vzpominkové fedi na Minkowského. Sv. II1, s. 363.

1058hornik se neprodava.

106Gy, III, & 22 nebo Naturwissenschaften sv. 18. (1930) s. 959-963.

107y 1ét& 1908, v roce pred Minkowského smrti, prodélal stav nervového vyCerpani, ktery ho velmi
zmahal a kterého se zbavil delsim pobytem v zotavovné.
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Hilbertova inteligence je tizasna. Nejen ve védé, ale ve vSech oblastech Zivota,
také v téch nejmensich, kaZdodennich. A¢ jeho tvahy také Casto znély paradoxné,
ve velkych otazkach se nakonec ukazaly byti pravdivymi. Existuje nesc¢etné p¥ihod,
ve kterych vystupuje jako “zmateny profesor”. Ty jsou vSechny o to lepsi tim, Ze jsou
pravdivé. Politicky mél vyjasnéné nazory, obecné zachovaval dany smér, snad kvuli
svému puvodu z dobré konigsbergské rodiny urednika. Jeho zajem o uméni a litera-
turu nebyl tak intenzivni. Co se tyce hudby, vyvraci Hilbert ¢asto — bez divodu —
proklamovany soud, Ze matematici byvaji bud velmi muzikilni, nebo viibec ne: sam
hudbu neprovozuje ani nechodi na koncerty, ale nejlepsi zdbavu mu piinasi vzorné
opecovavany gramofon spolu s pokladem cennych desek. Jako védec neni uzavien
pouze v jednom oboru. V oblasti matematiky a fyziky je pro néj vSestrannost sa-
moziejmou podminkou. Od ranych ¢ast byl vsak také otevien filozofickym tvaham
a v poslednich letech také sam vefejné vystoupil s univerzitnimi i jednorazovymi
prednagkami o vécech obecného poznani piirody.'%® V nich mu §lo jednak o to, zdu-
vodnit svij finitni pohled také ze strany pirirodovédy, a jednak o to, aby upozornil
na moznost uplatnéni axiomatické metody také v téchto oblastech. Piikladem jemné
analyzy vysledkt prirodovédy je v konigsbergské prednasce diskuze genetickych ex-
perimentd na mouse drosophila.

V matematikovi Hilbertovi je néco té€zko pochopitelného. Mnohokrat jsem s nim
vedl hovory na témata z oboru. Vede je velmi rad, do ni¢eho se nenuti a je v nich
sdilny. Pokud se tykaly jeho vlastni prace, byla fe¢ vzdy jen o tématu, o kterém
se pravé chystal publikovat. Nahlost, se kterou vicerokrat preskocil do zcela novych
obort, a vyzralou formu hned prvnich publikaci v nich lze v§ak na druhou stranu
vysvétlit jen dlouhou piipravou a obeznamenosti s tématem. Nemohu nez se domni-
vat, Ze se tento proces déje zc¢asti podvédomé, v kratkych prilezitostnych tvahach,
mozna pii néjaké prochazce nebo praci na zahradé, Ze se tyto mySlenky uchova-
vaji v neobvyklé matematické paméti — coz je také jinak dolozitelné — a kdyz se
— mnohem pozdé&ji — za¢ne o tento obor zajimat vice, vystoupi ndhle na svétlo.
Jisté je, ze je Hilbert bez pferuSeni zaméstnan matematickymi myslenkami. Je to
pile, kterou lze oznacit za nevédomou. K tomu ale pfistupuje také pile ctizadostiva,
sebevédomaé, vpravdé kantovska.

Pfi analyze matematického nadani rozliSujeme mezi “talentem objevovat”, ktery
vytvari nové myslenkové objekty, a “schopnosti intuice,” ktera pronika do hlubo-
kych souvislosti a naléza sjednocujici zédklady. Potom spociva Hilbertova velikost
predevsim v nadmérné “schopnosti intuice.” VSechny jeho prace obsahuji ptriklady
materiala, sebranych zdaleka, jejichz vnitini pribuznost a vztah k predlozenému
problému umél rozpoznat jen on, a z jejichz slouceni vyrostlo jeho umélecké dilo.
Co se tyc¢e oné “schopnosti objevovat”, postavil bych Minkowského vyse, a z klasic-
kych velikanu asi i Gaufse, Galoise, Riemanna. Co do “schopnosti intuice” dosahne
z onéch velikant na Hilberta jen méalokdo.

Na matematice se ceni jako ctnost, Ze lidi vede k dusledné snaze o pravdu.
H. Scholz'® rozvedl tuto myslenku pii objasiiovani platonskych ideji a vykreslil
typus “osobnosti intelektuala”, to je ¢loveék, ke kterému patil presné mysleni nato-
lik bytostné, ze neustéile urcéuje rozhodnym zpisobem jeho Zivot a jednéni. Nevim
o nikom, koho by bylo mozné oznacit za osobnost intelektuala takovym pravem,
jako Hilberta. Jisté, jak vime, je ratio jen ¢ast Clovéka, ale je to ona Cast, ktera
¢ini Cloveéka Cloveékem jako takovym, a dle mého nézoru je Hilbert idedlem ratia,
pozdvizeného k moudrosti a vzdélaného k osobnosti.

108Referaty Ziirich 1918 [sv. III, & 9 nebo Math. Ann. sv. 78, (1918) s. 405-415]. Konigsberg
1930 (l.c.) a avody k riiznym logicko-matematickym referatam.
1098emesterberichte aus den Seminaren Bonn und Miinster Wintersemester 1933/34.
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9.2 David Hilbert — Uber die stetige Abbildung ei-
ner Linie auf ein Flachenstiick (1891) [Hilber-
tovy kiivky]

O spojitém zobrazeni kiivky na ¢ast plochy!!°

Autor

DAVID HILBERT, Koénigsberg v Prusku

V jednéch z poslednich Mathematische Annalen'!! ukizal PEANO aritmetickou
cestou, jak lze body kfivky spojité zobrazit na body néjaké ¢asti plochy. Funkce,
které takové zobrazeni umozni, lze vytvofit piehlednéjsim zpusobem za pomoci
nasledujicitho geometrického znazornéni. Kiivku, kterou mame zobrazit, naptiklad
tsecku délky 1, rozdélime nejdfive na Ctyfi stejné ¢asti 1, 2, 3, 4 a uréitou ¢ast plochy,
kterou budeme predpokladat v podobé& ¢tverce o strané délky 1, rozdé&lime dvéma
navzajem kolmymi pfimkami na ¢tyfi stejné ¢tverce 1, 2, 3, 4 (Obr. 1). Nasledné
rozdélime kazdou z tsecek 1, 2, 3, 4 zase na Ctyfi stejné Casti, takze na puvodni

tsefce dostaneme Sestnact tsecek 1, 2, 3, ..., 16. Soucasné rozdélime kazdy ze ¢tyt
Ctvercu 1, 2, 3, 4 zase na Ctyfi stejné Ctverce a takto vzniklych Sestnéct Gtverct
popiSeme néasledné &isly 1, 2, 3 ..., 16, pricemz je vSak nutno zvolit takové poradi
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Obr. 1 Obr. 2 Obr. 3

Stverci, ze se kazdy néasledujici ¢tverec bude jednou stranou dotykat ¢tverce pred-
chazejiciho (Obr. 2). Uvazime-li pokradovani tohoto postupu — Obr. 3 znézoriuje
dalsi krok —. lze snadno nahlédnout, jak lze kazdému danému bodu tsecky prifadit
jeden jediny konkrétni bod ¢tverce. Je pouze nutno uréit ty ¢asteéné tsecky na pu-
vodni tise¢ce, na které dany bod ptipada.t!? étverce, oznacené tymiz ¢isly, lezi nutné
uvniti sebe''? a sviraji v limit& uréity konkrétni bod oné ptvodni ¢asti plochy.!14
Tento bod bude je onim bodem, pfitazenym bodu danému. Takto nalezené zobrazeni

1108roy. se zpravou na toté téma ve Verhandlungen der Gesellschaft deutscher Naturforscher
und Aerzte. Brémy 1890.

H1Svazek 36, str. 157.

1124, prekl.: Doslovny preklad. Plural je pouZit ve vyznamu zanofenych ¢astecnych usecek nap¥ic
iteracemi, tzn. jedné urcité ¢astecné tsecky pro jednu urcitou iteraci a nikoliv napt. dvou sousednich
usecek z téze iterace pro bod presné mezi nimi.

113y, prekl.: Doslovny preklad, minéno tymiz &sly jako zmin&né ¢astecné usecky, tj. v urcité
iteraci jeden Ctverec, oznaCeny timtéz Cislem jako jedna CasteCna tiseCka v téZze iterace, nikoliv napft.
pfipad dvou zanofenych ¢tvercli z po sobé nasledujicicih iteraci, ty stejné ¢islo az na vyjiimky (viz
zanofené Ctverce, oznaené 1) mit nebudou. Ve vztahu k pfedchozi poznamce by pak zamitnuty
pfipad sousednich tsecek z téze iterace implikoval na plose v téze iteraci sousedni ¢tverce, a ty by
tedy, oproti Hilbertovu vyjadieni, uvniti sebe nelezely.

M4y prekl.: Némecké schliessen in der Grenze . .. ein bychom na prvni pohled pielozili jednoduse
tak, Zze zanofené ¢tverce budou uréity bod svirat ‘ve své hranici’. Oba pieklady by v tomto pfipadé
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je jednoznacéné a spojité. Opacnym smérem odpovidaji kaZdému bodu ctverce jeden,
dva nebo c¢tyri body krivky. Pozoruhodné je navic, Ze lze vhodnou obménou onéch
Casti kiivky ve ¢tverci nalézt jednoznacné a spojité zobrazent, jehoZ inverzni zobra-
zend bude vsude nejvySe TROJznacné. VySe nalezené zobrazovaci funkce jsou navic
jednoduchymi piiklady funkci vSude spojitych a nikde diferencovatelnych. Mecha-
nicky vyznam diskutovaného zobrazeni je nasledujici: Néjaky konkrétni bod se mize
spojité pohybovat takovym zpisobem, Ze v koneéném case projde v§emi body urcité
cdsti plochy. Zaroven lze — opét vhodnou obménou onéch ¢asti kiivky ve Ctverci
— také zajistit, aby v nekonecné mnoha vsude husté rozmisténgch bodech ctverce
existoval néjaky urcity smeér pohybu jak dopredu, tak dozadu.

Co se tyce analytického vyjadieni zobrazovacich funkci, plyne ihned z jeho spo-
jitosti podle obecné véty, dokdzané K. WEIERSTRASSEM!!'®, Ze tyto funkce lze roz-
vinout do nekone¢nych, na celém intervalu absolutné a stejnomérné konvergujicich
fad s krokem délky celé racionalni funkce.

KONIGSBERG V PRUSKU, 4. biezna 1891.

davaly smysl — v nami zvoleném prvnim pirekladu se nabizi, Ze by nekoneéné mnoho zanorenych
étvercu sviralo ur¢ity bod ve svém stfedu. V uvedeném druhém ptipadé by mohly uréity bod
puvodni ¢asti plochy (ten, korespondujici s bodem Hilbertovy k¥ivky v iteraci o jednicku vétsi)
seviit na své spole¢né hranici napf. jen dva zanofené ¢tverce ve dvou po sobé nasledujicich iteracich
Hilbertovy kfivky. V tomto pripadé vSak, i kdybychom uvaZovali dva zanofené ¢tverce nekonecné
malé, by nebyl proveden limitni pfechod a kazdé dva takové ¢tverce by na nasi ptivodni ¢asti plochy
seviely jen spocetné mnoho bodi. Slo by o hustou mnoZinu bodt a nikoliv souvislou. V tomto
smyslu by navic Némec pouzil spiSe vyraz an der Grenze, ‘na hranici’ a nikoliv ‘v hranici‘.
1158roy. Sitzungberichte der Akademie der Wissenschaften zu Berlin, 9. Cervence 1885.
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9.3 Hermann Minkowski — Uber Eigenschaften von
ganzen Zahlen, die durch raumliche Anschau-
ung erschlossen sind (1893) [prednaska z kon-
gresu v Chicagul]

Hermann Minkowski — O vlastnostech celych ¢isel, zjisténych na zékladé geometric-
kého znazornéni v prostoru [Minkowski 1893].116

V teorii ¢isel, stejné jako v kazdé jiné oblasti analyzy, pfedchazi ¢asto néjakému
objevu geometrické pozorovani, zatimco nakonec jsou sdéleny tfeba jiz jen analytické
dikazy. Uz proto bych nebyl schopen vycerpat své téma; to také neni mym cilem.
Chci zde pojednat jen o té geometrické predstavé, kterd mé nejblizsi vztah k celym
¢islam, o c¢iselné miiZce. Pod tento pojem spadaji ty body z,y,z (pFedpokladame
v prostoru rovnobé&zné soufadnice x,y, z), pro které x i y i z jsou cela ¢isla; pro vétsi
nazornost si pod x,y, z predstavme obyc¢ejné pravoiihlé soutfadnice.

Objekt, ktery vypada jako vyfez z ¢iselné miizky, je napf. ten, ktery se udava
pfi dikazu pravidla pro nasobeni (ab)c = a(bc). V dalsim bych rad zminil dilezité
vztahy na co nejvétsim celku, které dostal Dirichlet (Crelles Journal, sv. 47, Uber
ein die Division betreffendes Problem; Werke, sv. IT) geometrickym zptsobem. Chci
se zde vSak omezit na ty otazky, u kterych vstoupi do hry pojem nekonecna, kdy
budeme totiZ pozorovat celou miizku, nejen vyfezy z ni. (Nasledujici ¢ast v za-
sadé opakuje leccos z mé knihy "Geometrie der Zahlen" (1896, u B. G. Teubnera),
pfidemz podotykam, Ze v ni se na systémy ¢ celych ¢isel neomezuji.)
jakého télesa; tento pojem pak tvori zaklad pro pojem trojného integralu. Kazdy
bod ¢iselné miizky se vezme jako stied krychle, ktera mé stény rovnobézné se sou-
Fadnicovymi rovinami a ktera ma hranu délky 1; ke krychli necht vzdy patii také
jeji hranice. Tak obdrzime sit krychli N, ktera vyplni prostor bez mezer a jejiz jed-
notlivé krychle budou ve svych vnitfnich bodech navzajem riazné. Necht je nyni K
takova libovolna bodova mnozina, ktera se cela rozdéli do kone¢ného poctu krychli
z N. Prodlouzime tuto mnozinu K od libovolného pocateéniho bodu p v prostoru
do vSech sméri v libovolném poméru  : 1. Z K tak vznikne K. Potom necht
ag, je pocet viech téch krychli z N, v kterych bude kazdy jednotlivy bod vnitrnim
bodem KP, a necht je uf, pocet krychli z N, které obsahuji alespori jeden bod z K§,.
Potom, podle toho, co ukazal C. Jordan (Journal de Mathématiques, sv. 4, ¢. 8,
1892, s. 77), oba vyrazy Q3. ap, a 03 -ug, konverguji pro do nekonecna rostouci €2,
nezavisle na p, k uré¢ité limité A a U, vnitinimu a vnéjsimu objemu K. O objemu
K hovotime pouze tehdy, pokud A =U.

II. Hlubsi vlastnosti ¢iselné miizky nyni souviseji se zobecnénim pojmu délky
usecky, u kterého zustane zachovana jen véta, Zze v trojihelniku neni nikdy soucet
dvou stran mensi nez strana tfeti.

Uvazujme funkci S(ab) dvou libovolné proménnych bodt @ a b zprvu jen s né-
sledujicimi vlastnostmi: (1) S(ab) ma byt vzdy kladna, kdyz bude b rtzny od a,
a nulové, pokud budou b a a identické; (2) pokud budou a, b, ¢, d ¢ty¥i body, z nichz
b bude rizné od a, a bude mezi nimi vztah d—c = t(b-a) s kladnym ¢, potom ma byt
vzdy S(ed) = tS(ab); zminény vztah lze pojmout ve smyslu barycentrického kalkulu
a znadi pak, Ze cd a ab jsou tsecky stejného sméru s délkami (v klasickém smyslu)
v poméru ¢ : 1. Na rozdil od obyCejné délky nazveme S(ab) radidlni vzddlenost
[Strahldistanz].

116)\athematical Papers read at the international Mathematical Congress held in connection with
the world’s Columbian Exposition Chicago, 1893, pp. 201-207, a francouzsky preklad R. Laugela
v Nouvelles Annales de Mathématiques, 3¢ série, ¢. XV, 1896 pod nazvem: Sur les propriétés
des nombres eniters qui sont dérivées de I'intuition de I’espace.
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Necht o je nulovy bod; zfejmé budou dany vSechny hodnoty S(ab) a stejné
tak bude dana mnozina bodt u, pro kterou bude S(ou) < 1; tato bodova mnoZina
se nazyva zdkladni téleso radialnich vzdalenosti [Eichkérper der Strahldistanzen)|,
k némuz bude muset patfit v kazdém sméru od o néjaka tsecka konecné, nenulové
délky, vychézejici z o.

Necht je nyni pro libovolné t#i body a, b, ¢ vzdy

S(ac) < S(ab) + S(bc), (3)

potom se radialni vzdalenosti nazyvaji souhlasné [einhellig|. Jejich zékladni téleso
ma déle tu vlastnost, ze pro kazdé dva v ném lezici body u,v patii tomuto télesu
cela tsecka uv a naopak je kazdé téleso, nikde konkavni, s nulovym bodem uvnitf
néj zakladni téleso pro zcela urcité souhlasné radialni vzdalenosti.

Symbolem F(ab) ozna¢ime polovinu hrany takové krychle, jez mé stény rovno-
bé&Zné se soufadnicovymi rovinami, jejimz stfedem je bod a a na jejimZ povrchu
se nachazi bod b. Takové funkce F(ab) tedy piedstavuji nejjednodussi souhlasna
S(ab). Uplné analytické feseni podminek (1), (2), (3) jsem uvedl v prvni kapitole
své "Geometrie der Zahlen". Ukazuje se predevsim, ze funkce S(ab) soufadnic a
a b je dle nerovnice (3) spojitd, dale Ze existuji dvé kladna ¢isla g a G takova,
ze pro v8echna a a b plati

gE(ab) < S(ab) < GE(ab),

a konec¢né, ze zakladni téleso zabird urc¢ity objem J. Vyznam ¢isel g a G je ziejmé
takovy, Ze krychle E(ou) < é je cela obsazena v zakladnim télese, a to je zase celé
obsazeno v krychli E(ou) < %.

Ty S(ab), pro které je vzdy

S(ba) = S(ab), (4)

nazveme oboustranné. To nastava pravé tehdy, kdyz ma zakladni téleso nulovy bod
ve svém stiedu.

II1. V &fselné mifzee existuji ziejme body r, pro které E(or) < %. Za predpokladu
néjaké souhlasné S(ab) bude pro tyto miizkové body r nésledné S(or) < G. Tato

posledni podminka muze platit pouze pro takové body r, pro které E(or) < —,

a této podmince opét jisté vyhovuje jen koneény pocet miizkovych bodi. Z téchto
miizkovych bodd musi byt potom zjisténa nejmensi radialni vzdalenost M, ktera
existuje z bodu o do vSech ostatnich miizkovych bodt, a ktera je pokazdé < G.
Pokud potom pro libovolny prvni m¥izkovy bod a zkonstruujeme téleso S(au) < %M ,
pro libovolny dalsi m¥izkovy bod ¢ téleso S(uc) < %M , jsou tato télesa dle nerovnice
(3) zcela rozdilna ve svych vnitfnich bodech. Pokud pfedpokladame, Ze radialni
vzdalenosti jsou navic oboustranné, je dané té&leso identické s S(cu) < %M , a rizna
télesa S(au) < %M pro ruzné miizkové body se tak sobé& nanejvys dotykaji na svych
hranicich.

Necht je nyni Q néjaké kladné a sudé celé &islo, a zkonstruujme zde popsana
télesa pro viech (Q + 1)3 miizkovych bodt

Q
x,y,z:O,il,iQ,...,ig,

G

)

Q 1
obsaZenych v krychli E(ou) < 7 Z vyrazu S(au) < +M < 3G plyne E(au) < 3

1 G
a vSechna tato t&lesa budou tedy obsaZena v krychli E(ou) < 3 (Q + —) , ktera ma
g
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3 3
M
objem (Q + g) . Protoze lezi vSechna mimo sebe a kazdé mé objem (?) J, plyne
g

7 toho nerovnice 5 5
(Q+ g) > (Q+1)° (%) J;
g 2

zde jsou M a J urcita ¢isla a pro ) miZeme volit libovolné hodnoty, dostaneme
tedy:

M 3
12— J, 5
(%) ®
must tedy existovat alespon jeden takoviy miiZkovy bod q rizni od o, pro ktery plati
2
S(og) < —.
) VI

Takto ziskana véta o nikde konkavnich télesech se stfednim bodem pati¥i dle
mého nazoru k nejplodnéjsim v celé teorii ¢isel. Nalezl jsem ji, ovlivnén studiem
¢lanki Dirichleta a Hermita o kvadratickych formach (Crelles Journal, sv. 40, s. 209
a s. 261; Dirichletovy préce, sv. II, s. 27; Oeuvres d’Hermite, ¢. I, s. 100), nejprve
pro elipsoidy (Crelles Journal, sv. 107, s. 291; tyto sebrané spisy, sv. 1, s. 255); jeSté
zajimavéjsi jsou vSak dusledky, které mé tato véta pro linearni formy a ze kterych
nyni nékteré zdiraznim.

V nerovnici (5) vystupuje rovnitko pravé tehdy, kdyz télesa S(au) < %M okolo
jednotlivych m¥izkovych bodi a vyplhuji prostor bez mezer. Toho lze dosdhnout jen,
kdyz je cela hranice zékladniho télesa tvorena koneénym poctem rovin, a to nejvyse
2 (23 - 1) rovinami; kazda rovinna sténa télesa S(au) < M musi totiZz potom mimo
svilij okraj obsahovat jesté alespon jeden mfizkovy bod z,y, z, a pro takové mfiz-
kové body na dvou podle o nesymetrickych sténach nedavaji x,y, z stejné zbytky
modulo 2, ani nemiiZe byt pro zadny tento bod x,y,z =0,0,0 (mod 2). V (5) nevy-
stoupi rovnitko nikdy napf. pro osmistén.

IV. Necht jsou &,n, ¢ tfi linearni formy proménnych z,y, z s determinantem D
riznym od nuly, necht jsou bud vSechny t¥i realné, nebo £ realna a n,¢ dvé formy
se sdruzenymi imaginarnimi koeficienty; necht je dale p libovolné realné ¢islo. Téleso
K, definované jako
<1

P + [P +[cP\*
3

predstavuje potom, pokud je p > 1, téleso, nikde konké&vni; pro objem .J, tohoto
télesa nalezneme:

» 3-%F(1+g) - 3—%F(1+g) .
P:)\2|D|7)\p: {F(l+%)}3 neboli :;F(1+%)2_%F(1+%)7

ukazuje se dale, Ze pro téleso K, pokud je p kone¢né, nepfipada v (5) rovnitko
v uvahu. Ziskame tak vétu:

Necht je p > 1, potom existuji vidy néjakd celd ¢isla x,y, z, kterd nejsou vSechna
nulovd a pro kterd plati

g+l + 1P\ s
(|| PP

Podrzime-li pevna z,y, z, je vyraz na levé strané rovnice 6) klesajici pro viechny
hodnoty p > 0 (dokonce pro vSechna p, kdyZ neni zadné z &isel €], |n|,|¢|) nulové),
pokud pravé neni €] = |n| = |{|, nebot v tom p¥ipadé by tento vyraz nezavisel
na p. Potom bude kazdé téleso K, obsaZeno ve vSech ostatnich télesech s mensim

1
p a funkce A a A, proménné p budou tedy rostouci; pro p = co konverguje )\f’) k1,
P
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2
resp. k —. Pro p = oo pfejde K, do rovnobéZnosténu -1 <£<1,-1<n<1,-1<¢<1
™

nebo do eliptického valce —1 < € < 1,1%+(¢? < 1; K; oproti tomu pfedstavuje osmistén
nebo dvojkuzel. Nakonec bude z levé funkece v rovnici 6) pro p = 0 geometricky stied
Y/|€nc|, a tak miZzeme piidat vétu:

Vzdy existuji cela ¢isla z,y, z, kterd nejsou vSechna nulovid a pro kterd plati
|én¢| < A3| D), tim spis < |D|.

Tyto a jim analogické véty pro m linedrnich forem s n proménnymi lze uzit
predevsim v teorii algebraickych ¢isel, pii dikazu Dirichletovych vét o komplex-
nich jednotkach, kone¢ného poctu ideédlnich t¥id a pfedné umoznily dulezity dikaz,
ze v diskriminantu kazdého algebraického ¢iselného télesa vystupuje vzdy alesponi
jedno prvodislo.

V. Necht a a b jsou n&jaka dvé redlna ¢isla a t libovolné ¢islo > 1. Pouziti vét
z I1I. na rovnobéznostén

-1<x-az<1l, -1<y-bz<1, —1£§§1

vede k tomu, Ze vidy budou existovat cela &isla x,y, z, pro ktera

2
3

1 1

0<z<t3, |x-az|<—<, |y-bzl<—.

ts ts
Tento vysledek, ovsem jen pro piipad celo¢iselnych hodnot ¢, dokézal uz Kronecker
(Berichte der Berliner Akademie, 1884, s. 1073; Werke, sv. III, 1, s. 36) zdanlivé
trivialnim, presto ale velmi tsp&Snym principem (viz Dirichlet, Verallgemeinerung
eines Satzes aus der Lehre von den Kettenbrichen; Werke, sv. I, s. 636), ze kdyZ
mame mensi pocet obortii nez pocet systému ¢isel, potom alesponn dva z téchto
systémi ¢isel spadaji do jednoho a téhoz oboru; toto je jeden z méala piipadi, kdy
uZ tento jednodussi princip vede ke zcela stejnym dusledkiam, jako aritmeticka véta
z Casti II1.

Pozorovéni osmisténu

z

|z —az| + ; <1, |y—bz|+

5’51
¢

(za predpokladu t > 3), ukazuje existenci celych &isel x, y, z, pro ktera budou pii z > 0

3\3 . .
oba vyrazy na levé strané < (;) , a pro tato ¢isla pak lze jesté najit:

x
—-a
z

< 2 2
323 323

Tyto véty predstavuji zpusob, jak tisp&sné zobecnit vysledky z teorie fetézovych
zlomkii.

VI. Uvazujme libovolnou souhlasnou a oboustrannou S(ab), potom bude 23
nejmensi horni hranice pro M?J. Omezime-li se na takové S(ab), jejichz zakladni
téleso vznikne po v8ech moznych linearnich transformacich z jednoho daného télesa,
Ize v této omezené t¥idé funkci vzdy nalézt takové, pro které

1 1 1
3
M J>1+§+¥+4—3+~--

)

y—b’<
z

Diikaz této véty vyzaduje aritmetickou teorii spojitych grup v8ech linedrnich trans-
formaci.

Nakonec musime zminit, Ze nerovnice M3J < 2% vede pro téleso, nikde kon-
kavni, se stfedem jesté na jedno dilezité zobecnéni, kterému se vsak zde jiz nebudu
vénovat.

Bonn, ¢erven 1893.
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Kapitola 10

Anotace

10.1 Summary

This thesis presents the first Czech translation of David Hilbert’s book Grundlagen
der Geometrie (1899). In our succeeding text we first present the book from a
historical perspective, and we introduce Hilbert’s work together with the work of his
colleagues, mainly at Gottingen University. We introduce what preceded Hilbert’s
book in the field of geometry. We also briefly discuss Hilbert’s influence on other
disciplines.

The most important paragraphs of our original contribution to research on Hil-
bert are:

1. Peano and Hilbert curves:
In his article on the space-filling curve, Hilbert presents for the first time his
positive view on Cantor’s set theory that will be his motivation long afterwards
in the axiomatization of real numbers and in the construction of his program
in logic. We conduct a mathematical-historical survey of the connections
between this article and the articles of Georg Cantor. However, Hilbert curves
did not have a direct influence on Grundlagen.

2. Axioms of connection and the consistency of non-continuous geometry:
We strive to clarify Hilbert’s ideas from the first two chapters so that they can
also be accessible to the reader without existing knowledge in the axiomatics
of geometry. We stress Hilbert’s consistency proof of the geometry commonly
known as Euclidean one but more importantly of its non-continuous case. Our
hypothesis is based on the idea that this was Hilbert’s main reason for writing
his book.

3. Independence of the triangle congruence axiom III 5:

We present the topic in its historical framework. On the basis of Blumenthal’s
hypothesis, we followed Hermann Minkowski’s influence on the other Hil-
bert’s proof of the proposition of the straight line as the shortest connec-
tion line between two points. Using this, we support our original hypothesis
of Minkowski’s direct influence on this particular independence proof from
Grundlagen. The difficulties of this step bring the fact that the influence was
not in any way straightforward, and not even connected to any particular
article.

152



10.2 Zusammenfassung

Diese Dissertation beinhaltet die erste tschechische Ubertsetzung von David Hilberts
Buch Grundlagen der Geometrie (1899). In unserem beigelegten Text prisentieren
wir zuerst die historische Zusammenhénge betreffs des Buchs und stellen die Publi-
kationen von Hilbert und von seinen Kollegen, die hauptséchlich an der Universitat
Gottingen wirkten, vor. Wir schreiben, was im Fachbereich der Geometrie vor Hil-
berts Buch passiert ist, und erdrtern auch kurz den Einfluss von Hilbert auf die
andere Fachbereiche.

Die wichtigste Parahgraphen von unseren originellen Leistungen in der Hilberts-
forschung sind:

1. Peano- und Hilbertskurve:

Hilbert présentiert in seinem Artikel von einer raumerfiillenden Kurve seine
positive Einstellung zu der Punktmengentheorie von Georg Cantor und diese
wird Hilbert zu seiner Motivation lang danach in der Axiomatisierung der
reellen Zahlen und bei der Konstruktion seines Programms fiir Logik. Wir
geben eine historische Zusammenfassung von der Zusammenhénge zwischen
diesem Artikel und den Artikeln von Georg Cantor an. Es zeigt sich aber, dass
die Hilbertskurve keinen direkten Einfluss auf die Grundlagen gehabt hat.

2. Axiome der Stetigkeit und Wiederspruchsfreiheit der nicht-stetigen Geome-
trie:
Wir bemiihen uns, die Ideen von den ersten zweier Kapitel des Hilberts Buchs
so zu erklaren, damit die auch fiir die Leser ohne besondere Vorkentnisse in der
Axiomatisierung der Geometrie lesbar werden. Wir geben den Nachdruck auf
den Hilberts Wiederspruchsfreiheitsbeweis der Geometrie, die allgemein als
euklidische bezeichtet wird, aber noch mehr auf den von ihrer nicht-stetigen
Variante. Unsere Vermutung ist auf der Idee begrindet, dass das war Hilberts
Hauptzweck fiirs Schreiben seines Buches.

3. Unabhingigkeit der Dreieckkongruenzaxioms III 5:
Wir présentieren das Thema im historishen Rahmen. Aufgrund der Blument-
hals Vermutung haben wir den Einfluss von Hermann Minkowski verfolgt, und
zwar konkret auf einen anderen Hilberts Artikel {iber eine Gerade als die kiir-
zeste Verbindung zweier Punkte. Mithilfe dieser Information begriinden wir
unseren originellen Vermutung von Minkowskis direkten Einfluss im konkreten
Unabhéingigkeitsbeweis des Dreieckkongruenzaxioms. Den Gefahr von diesem
Schritt bringt die Tatsache, dass dieser Einfluss nicht unbedingt in einer Zeit
auf einen bestimmten Artikel gerichtet wurde, sondern eine Zeit lang dauerte.
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