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Abstrakt

Disertacni prace se zabyva numerickym modelovanim turbulentniho proudéni
stlacitelnych tekutin pomoci pristupu RANS a LES se zaméfenim na vyuziti prednosti ne-
spojité Galerkinovy metody koneénych prvki, ktera je pouzita pro prostorovou diskretizaci
prislusnych matematickych modelt.

Prvni ¢ast prace je zamérena na implementaci dvourovnicovych modelu turbulence typu
k-w do numerického fesice zalozeného na nespojité Galerkinové metodé, vyvijeného na pra-
covisti. Je uveden matematicky model turbulentniho proudéni stlacitelné vazké tekutiny v po-
dobé systému Navierovych-Stokesovych rovnic ve 2D, stredovanych podle Favra a uzavienych
dvourovnicovym modelem turbulence k-w podle Wilcoxe (2006). Z duvodu problému se sta-
bilitou, vznikajicich v dusledku diskretizace dvourovnicového modelu pomoci nespojité Ga-
lerkinovy metody, je proveden pirevod modelové rovnice pro specifickou rychlost disipace w
do logaritmického tvaru a dale je vhodné omezena turbulentni kinetickd energie k. Mate-
maticky model je preveden do bezrozmérového tvaru a jeho implementace je verifikovana
na uloze obtékani rovné desky s nulovym tlakovym gradientem.

Aplikaé¢ni ¢ast prace je vénovana studiu proudéni stlacitelnych tekutin v tzkych kanalech.
Vyzkum probiha ve spolupraci s pracovniky Ustavu termomechaniky Akademie véd CR,
v.v.i., ktefi provedli experimenty proudéni vzduchu v kalibracnim kanalu o vysce 10 mm
s vytokem do volného prostoru a dale sérii méreni v kanalech o vysce 0,5 az 4 mm. Po-
rovnanim se zméfenym prubéhem statického a celkového tlaku v kalibra¢nim kandlu a smy-
kového napéti na sténé byl numericky tesi¢ tspésné validovan pro plné turbulentni proudéni
Jsou provedeny lamindrni a plné turbulentni simulace pro kandly vysky 0,5, 2, 3 a 4 mm,
a to s druhym rfadem presnosti nespojité Galerkinovy metody v prostoru a pro nadkriticky
tlakovy pomér. Na zdkladé porovnani numerickych vysledku s experimentalné ziskanym sta-
tickym tlakem podél kanalu jsou ucinény zavéry o hodnoté kritického Reynoldsova ¢cisla
ve zkoumanych minikanalech. Prace pfinasi nové vysledky v této nedostatecné probadané
oblasti a pTispiva k TeSeni stale otevienych otdzek tykajicich se proudéni stlacitelné tekutiny
v uzkych kandlech.

Posledni ¢ast prace se zabyva neprili§ rozsitenou, ale velmi slibnou, implicitni simulaci
velkych virt, kterda je umoznéna disipativnimi vlastnostmi nespojité Galerkinovy metody
pii pouziti dostateéné vysokého fadu presnosti metody v prostoru. V praci je uveden mate-
maticky model, tvoreny systémem Navierovych-Stokesovych rovnic ve 3D bez filtrovani a bez
explicitniho subgridniho modelu. Déle je detailné popsana tiloha turbulentniho proudéni mezi
dvéma nekoneénymi rovnobéznymi deskami, kterd je pouzita pro validaci nespojité Galerki-
novy metody se ¢tvrtym radem piresnosti v prostoru na velmi hrubé vypocetni siti. Vysledky
jsou statisticky vyhodnoceny a porovnany s daty dostupnymi v literature. Ziskané vysledky
jsou vzhledem k nizkému poctu elementu vypocetni sité a absenci subgridniho modelu velmi
uspokojivé a predstavuji dobry zaklad pro dalsi rozvoj nadéjného DGM-ILES ptistupu.

Klicova slova: turbulentni proudéni, nespojita Galerkinova metoda konec¢nych prvku,
dvourovnicovy model turbulence k-w, minikanal, implicitni LES



Abstract

The thesis deals with numerical modelling of turbulent compressible fluid flows using
RANS and LES approaches, taking advantage of the discontinuous Galerkin finite element
method used for discretization of the appropriate mathematical models.

The first part is focused on implementation of two-equation k-w turbulence models into
the numerical solver, which is based on the discontinuous Galerkin method and is being deve-
loped in the department. Mathematical model of turbulent compressible fluid flow consisting
of Favre averaged system of Navier-Stokes equations in 2D is described and closed with the
two-equation k-w turbulence model of Wilcox (2006). Discretization of the turbulence model
by discontinuous Galerkin method causes problems with stability of numerical simulations.
Modifications of the model are employed for this reason, namely the logarithmic formulation
of the transport equation for specific dissipation rate w and restriction of turbulent kine-
tic energy k. The mathematical model is transformed into the dimensionless form and its
implementation is verified on zero pressure gradient flat plate problem.

Second part of the thesis is devoted to the study of compressible fluid flow in narrow
channels. Research is taking place under collaboration with Institute of Thermomechanics
of the CAS, v.v.i., where experiments of air flow in calibration channel of height 10 mm and
in minichannels of height 0.5 to 4 mm were performed. Numerical solver was successfully
validated for fully turbulent flows in channels using measured static and total pressure in ca-
libration channel and shear stress on its wall. The solver was then applied on minichannels.
Laminar and fully turbulent numerical simulations were performed in channels of height 0.5,
2, 3 and 4 mm, using second order of DGM in space. Conclusions concerning critical Reynolds
number in minichannels based on comparison of static pressure obtained from calculations
and experiments were drawn. The thesis brings original results in this insufficiently explored
area and contributes to the solution of still open problems concerning compressible fluid flow
in narrow channels.

Last part of the thesis deals with not widespread, but very promissing implicit large
eddy simulation, which is enabled thanks to the appropriate dissipation characteristics of the
discontinuous Galerkin method with high order of accuracy in space. Mathematical model
consisting of system of Navier-Stokes equations in 3D without filtering or explicit subgrid-
scale model is stated. The testcase of turbulent channel flow is then described in detail
and used for validation of the DGM with fourth order of accuracy in space on very coarse
computational grid. The results are statistically evaluated and compared to the data available
in literature. Considering the low number of grid elements and absence of subgrid-scale model,
the obtained results are very satisfying and constitute solid grounds for future development
of the promising DGM-ILES approach.

Keywords: turbulent flow, discontinuous Galerkin finite element method, two-equation
turbulence model k-w, minichannel, implicit LES
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Reynolds Averaged Navier-Stokes

plocha prufrezu

diagondlni prvky anizotropni ¢asti tenzoru R
rychlost zvuku

koeficient bazové funkce DGM

soucinitel treni
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prumeér

hydraulicky prumeér

celkovd mérna energie

jednotkovy vektor

s-ta slozka nevazkého a vazkého numerického toku
s-ta slozka numerického toku DDG

zdrojovy clen

empiricka veli¢ina modelu turbulence

filtr

parametr metody GMRES / vyska mezery
soucinitel tepelné vodivosti / turbulentni kineticka energie
soucinitel turbulentni tepelné vodivosti

subgridni kinetickd energie

charakteristickd délka

délkové méritko

vstupni délka

matice hmotnosti

Machovo ¢islo
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jednotkovy vektor vnéjsi normaly
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délka omoceného obvodu

staticky tlak / stupen aproximac¢niho polynomu
staticky tlak, celkovy tlak
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produkce turbulentni kinetické energie

Prandtlovo ¢islo

turbulentni Prandtlovo ¢islo

vektor tepelného toku

vektor turbulentniho tepelného toku

tenzor Reynoldsovych napéti

diagonalni prvky tenzoru R

vektor rezidui

mérnd plynova konstanta / polomeér

Reynoldsovo ¢islo

referen¢ni Reynoldsovo ¢islo

Reynoldsovo ¢islo zavislé na vzdélenosti od nabézné hrany
treci Reynoldsovo ¢islo

tenzor rychlosti deformace

cas

termodynamickd teplota / ¢asovy interval

intenzita turbulence

charakteristicka rychlost

Kolmogorovovo rychlostni méritko

tfeci rychlost

bezrozmérova rychlost normovana treci rychlosti
vektor rychlosti

slozky pocateéniho vektoru rychlosti

testovaci funkce

globalni vektor neznamych koeficientu bazovych funkci
vektor (konzervativnich) proménnych a jeho gradient
pocéatecni vektor (konzervativnich) proménnych

vektor (konzervativnich) proménnych v num. toku DDG a jeho gradient
koeficient linearni kombinace bazovych funkei
kartézské slozky vektoru prostorovych souradnic
vzdélenost prvniho uzlu sité od stény

vektor prostorovych soutadnic
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konstanta modelu turbulence

subgridni ¢leny ve filtrovanych rovnicich

konstanty modelu turbulence / parametr numerického toku DDG
konstanta modelu turbulence
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bezrozmeérova / normovana hodnota veli¢iny
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Uvod

V prirodé i v technické praxi se vyskytuje celd fada typu proudéni tekutin ruznych vlast-
nosti. V nékterych piipadech se 1ze pifi numerické simulaci omezit na laminarni proudeéni,
aniz by to znamenalo velké nepfesnosti. Casto je ale nutné brat proudéni jako turbulentni,
pripadné prechodové, a jako takové ho i modelovat. Pristupu k modelovani turbulentniho
proudéni se dnes nabizi celd rada, od konceptu Reynoldsova stiedovani a modelu turbulence
pres primou numerickou simulaci az po molekularni dynamiku, piipadné hybridni modely
molekuldrni dynamiky a kontinua. Nejstarsi metoda je zalozena na stfedovani veli¢in prou-
dového pole (RANS - Reynolds Averaged Navier-Stokes) a uzavieni stfedovaného systému
rovnic vhodnym modelem turbulence, ktery modeluje vliv turbulentnich fluktuaci na stredni
hodnoty proudéni. Vystupem simulaci jsou tak pouze stfedni hodnoty veli¢in. Na opa¢ném
konci spektra v presnosti zachyceni turbulentnich fluktuaci stoji pfima numerickd simulace
(DNS - Direct Numerical Simulation), kterd je podminéna pouzitim velmi jemné vypocetni
sité a malého ¢asového kroku tak, aby feSenim nestfedovaného systému rovnic popisujiciho
proudéni tekutiny bylo mozné zachytit turbulentni luktuace vSech métitek ¢asovych i prosto-
rovych. Na pomezi mezi témito dvéma piistupy stoji simulace velkych viru (LES - Large Eddy
Simulation), ktera velké turbulentni struktury modeluje piimo a vliv téch mensich zachyti
pomoci subgridnich modeli, podobnych modelum turbulence.

VsSechny tri pristupy se stdle rozviji. Jsou zdokonalovdny modely turbulence
a v soucasnosti predevsim modely prechodu z laminarniho do turbulentniho proudéni. Stéle
vice se do poptedi zajmu dostava simulace velkych viru diky své vétsi presnosti a pouzitelnosti
pro ruzné typy proudéni. Prudky rozvoj vypocetni techniky umoznuje i stale Sirsi uplatnéni
casové velmi naroctné primé numerické simulace, kterd ale zatim neni bézné pouzitelna
pro praktické lohy.

Kromé rozvoje uvedenych pristupu se v posledni dobé pozornost zaméfuje i na nume-
rické metody, kterymi jsou rovnice popisujici turbulentni proudéni diskretizovany. Rozviji se
fada pomeérné novych metod s vysokym radem presnosti v prostoru i v case, které mohou
prinést do modelovani turbulence mnoho vyhod. Jednou z takovych metod je i nespojita Ga-
lerkinova metoda kone¢nych prvku (Discontinuous Galerkin Finite Element Method - DGM,
DGFEM), predstavujici spolecné zobecnéni metody koneénych prvku a koneénych objemu.
Mezi jeji nesporné prednosti patii moznost volby fadu presnosti v prostoru, velka flexibilita
diky nespojitosti feseni na hranicich kontrolnich elementu nebo vhodnost metody pro pa-
ralelni vypocty. Nevyhodou je nutnost vyporadat se s nespojitosti na hranicich elementu
pomoci vhodnych numerickych tokt nebo vétsi vypocetni narocnost, kvuli které je potieba
hledat efektivni zpusoby ¢asové integrace.

Predkladana disertacni prace se vénuje numerickému modelovani turbulentniho proudéni
pomoci pristupu RANS a LES, se zaméfenim na vyuziti nespojité Galerkinovy metody
koneénych prvki.
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Vyvoj modelovani turbulentniho proudéni

Za pocatek modelovani turbulentniho proudéni pomoci stiedovaného systému Navierovych-
Stokesovych rovnic je povazovéna prace Reynoldse (1895), ktery se zabyval experimentalnim
zkoumanim piechodu z laminarniho do turbulentniho rezimu. Pro piripad proudéni ne-
stlacitelné kapaliny v trubici s hladkym povrchem zavedl bezrozmérovy parametr, urcujici,
kdy k prechodu dochézi, znamy jako Reynoldsovo ¢islo. Jeho vyzkum zcela zdsadné ovlivnil
pohled na turbulentni proudéni. Z duvodu slozitosti turbulentnich jevii navrhl dekompozici
veli¢in proudového pole na casovou stredni hodnotu a fluktuaci. Jedna se o pristup dnes
oznacovany jako RANS, ktery se stal zakladem pro modelovani turbulence. Prvni pokus
o matematicky popis turbulentniho proudéni ale provedl uz Boussinesq (1877), ktery zavedl
turbulentni vazkost, pomoci niz vyjadfil turbulentni napéti analogicky k vazkému napéti.
Na této aproximaci jsou zalozeny vsechny klasické dvourovnicové modely.

Na zacatku 20. stoleti se zacaly rozvijet znalosti fyziky vazkého proudéni, jednim
z nejvyznamnéjsich mezniku byl Prandtluv objev mezni vrstvy a predpoklad nulové rych-
losti tekutiny na obtékané sténé (1904). Na zdkladé analogie se stfedni volnou drédhou ¢éstic
plynu zavedl Prandtl (1925) smésovaci délku, ktera se stala zédkladem pro vypocet turbu-
lentni vazkosti a nasmérovala vyzkum modelovani turbulentniho proudéni na mnoho dalsich
let. Modely zalozené na sméSovaci délce dnes oznacujeme jako algebraické nebo také nularov-
nicové. Dalsim vyznamnym piispévkem je prace Kolmogorova (1941), tykajici se mimo jiné
kaskadovitého prenosu energie mezi strukturami ruznych méritek, vyskytujicich se v turbu-
lentnim proudu, a zavedeni Kolmogorovovych meéritek - téch nejmensich, na jejichz trovni
dochézi k disipaci turbulentni kinetické energie.

Zéklady modelu turbulence s transportnimi rovnicemi najdeme v praci Kolmogorova
(1942), ktery jako prvni navrhl dplny model turbulence, tedy takovy, ktery nepotiebuje
kromeé pocéatecnich a okrajovych podminek zadné dalsi informace pro vypocet turbulentniho
proudéni. Kromé modelové rovnice pro kinetickou energii turbulentnich fluktuaci £ zavedl
Kolmogorov dalsi parametr w, nazvany specificka rychlost disipace kinetické turbulentni ener-
gie v jednotkovém objemu za jednotku casu. Sestavil tak prvni dvourovnicovy k& — w model
turbulence, jehoz vyuziti bylo mozné az po rozvoji vypocetni techniky v sedmdesatych le-
tech 20. stoleti. Prvni jednorovnicovy model vytvoril Prandtl (1945), modelovou diferencialn{
rovnici pro turbulentni kinetickou energii doplnil algebraickymi vztahy pro délkové méritko.

V poloviné 20. stoleti se zacaly rozvijet snahy o modelovani turbulentniho proudéni
bez vyuziti Boussinesqovy aproximace. Rotta (1951) navrhl pouziti diferencidlni rovnice
pro Reynoldsuv tenzor turbulentnich napéti a umoznil tak vznik skupiny modeli Reynold-
sovych napéti (Reynolds stress transport models).

Déle byly rozvijeny vsechny skupiny modelu turbulence. Van Driest (1956) navrhl tlumici
funkci pro modely se smésovaci délkou, ktera se od té doby pouziva ve vétsiné algebraickych
modelu. Baldwin a Lomax (1978) vytvorili algebraicky model, ktery nevyzaduje nesnadny
vypocet tloustky mezni vrstvy. Nejvétsi oblibenosti z jednorovnicovych modeltt dosahl model
Spalarta a Allmarase (1992), navrzeny pro obtékani leteckého profilu a velmi pouzivany
dodnes.
qové hypotéze muzeme ocekavat u dvourovnicovych modelu zahrnujicich i historii proudeéni,
¢emuz odpovida jejich rozvoj ve druhé poloviné 20. stoleti. Modelovani stlacitelného proudéni
vyznamné ovlivnila prace Favra (1965), ktery navrhl pouziti hmotnostné podminéného
sttedovani. Po dlouhou dobu byl nejpouzivanéjsi Launderuv k-e¢ model, Launder a Spal-
ding (1972), nez ho predéil model k-w v mnoha ruznych podobéch. O jeho rozvoj se za-
slouzili napiiklad Saffman (1970), Wilcox (1988, 2006), Kok (2000) nebo Hellsten (2005).
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na vypocetni vykon, ale poskytujicich v mnoha piipadech lepsi vysledky, napiiklad Daly
a Harlow (1970), Launder, Reece a Rodi (1975), Speziale (1991) nebo Wallin a Johansson
(2000).

Postupné se rozvijelo i modelovani prechodu z laminarniho do turbulentniho proudént,
od pouziti empirickych korelaci, napt. Abu-Ghannam a Shaw (1980), az po komplikovany
model prechodu s dvéma transportnimi rovnicemi Langtryho a Mentera (2009) a fadu dalsich.

Od sedmdeséatych let se rozvijela i oblast modelovani velkych vira LES. Jako prvni
tento pristup navrhl Smagorinsky (1963), puvodné pro vypocty mezni vrstvy atmosféry,
a vyznamné k jeho rozvoji v pocétcich prispél Deardorff (1970). K vétsimu vyzkumu doslo
az v devadesatych letech diky vykonnéjsim pocitacum, které umoznily vyuzit LES alespon
pro jednodussi geometrie. Mezi zaklady subgridnich modelu patii kromé Smagorinského
predeviim prace Germana aj. (1991). Od 90. let se rozviji také implicitni LES, tedy si-
mulace velkych virta bez pouziti explicitniho subgridnitho modelu, jejiz pocatky jsou spojeny
s Borisem (1990). Prvni pfimou numerickou simulaci provedli jiz Orszag a Patterson (1972),
ale jeji dalsi rozvoj a pouziti byly umoznéné az pozdéji s vétsim rozvojem vypocetni techniky.

Nejnovéjsi sméry v modelovani turbulentniho proudéni jsou zalozeny predevsim na simu-
laci velkych viri LES, ktera je dale rozvijena a rozsituje se jeji vyuziti v technické praxi.
7 duvodu vysoké vypocetni narocnosti LES, predevsim v blizkosti obtékanych stén a pro vy-
sokd Reynoldsova ¢isla, vznikly metody kombinujici LES a RANS, respektive URANS ( Unste-
ady RANS, tedy RANS pristup pouzity v nestacionarnim rezimu). Aplikace RANS v oblasti
mezni vrstvy snizuje naroky na hustotu sité u stény oproti pouziti LES. Spalart aj. (1997) na-
vrhli pivodné pro obtékédni leteckého profilu s velkym thlem ndbéhu metodu DES ( Detached
Eddy Simulation), kterd v mezni vrstvé vyuziva piistup URANS s jednorovnicovym modelem
Spalarta a Allmarase a vnéjsi odtrzené viry jsou pak zachyceny pomoci LES. Metodu poprvé
pouzili pro vypocet Shur aj. (1999). Pozdéji byly aplikovany i dvourovnicové modely (k-e,
k-w SST), napiiklad Strelets (2001). Ptistup oznacovany jako hybridni LES-RANS vyuziva
ve vnitini oblasti mezni vrstvy obvykle RANS model turbulence, vhodny pro nizkd Rey-
noldsova ¢isla, a v logaritmické oblasti mezni vrstvy dochézi k prechodu k LES, naptiklad
Davidson a Dahlstrém (2005) nebo Shur aj. (2008), ktefi kombinuji takzvané delayed DES
a hybridni LES-RANS.

Dale se rozviji skupina modelu, které stejné jako LES a uvedené kombinované piistupy
roziesi podstatnou c¢ast turbulentnich fluktuaci, ale délkové meéritko, urcujici mnozstvi
rozieSenych fluktuaci, nezavisi explicitné na vypocetni siti. Tyto modely obsahuji ¢leny citlivé
na mnozstvi vypocitanych fluktuaci a Frohlichem a von Terzim (2008) jsou oznacovény jako
2. generace URANS (2G-URANS). Radi se sem metody PANS (Partially Averaged Navier-
Stokes), Girimaji (2006), PITM (Partially Integrated Transport Model), Schiestel a Dejoan
(2005), SAS (Scale-Adaptive Simulation), Menter a Egorov (2006), nebo X-LES (Extra-Large
Eddy Simulation), Kok aj. (2004), kde hranice mezi RANS a LES je ¢asové proménnd, im-
plicitné ur¢ovana, a nezavisi tedy na vzdalenosti od obtékané stény.

Cile diserta¢ni prace

Nespojita Galerkinova metoda, ktera je zakladem numerického fesSice vyvijeného na pra-
covisti, je velmi modernim a perspektivnim piistupem k feSeni tloh proudéni tekutin.
Pro vyuziti k feseni problému zakladniho i aplikovaného vyzkumu je samoziejmé nezbyt-
nou vlastnosti takového softwaru schopnost modelovat nejen laminarni, ale i plné turbulentni
a v idedlnim piipadé také prechodové proudéni. Diskretizace modelu turbulence, obzvlasté
dvourovnicovych, pomoci DGM je ponékud problematicka. Proto je potreba cilené rozvijet,
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implementovat a verifikovat modely turbulence diskretizované pomoci DGM tak, aby je bylo
mozné pouzivat pro fesSeni uloh vyplyvajicich z potteb technické praxe.

Hlavnim cilem této disertacni prace je tedy implementace dvourovnicovych modelu turbu-
lence typu k-w do numerického fesice zalozeného na nespojité Galerkinové metodé konecnych
prvku, se zamérenim na stabilitu numerickych simulaci. Déle je zdémérem modely turbulence
verifikovat a nasledné vyuzit pro feseni problematiky proudéni tekutin v uzkych kanalech.
Jednim z cilu vyzkumu v oblasti vnitini aerodynamiky se zamérenim na minikandly s charak-
teristickym rozmérem v fadu milimetru je prozkoumani rezimu proudéni a vhodnych piistuptu
k modelovani takového typu proudéni. Cilem préace je ve spolupraci s Ustavem termomecha-
niky AV CR, v.v.i., provddéjicim experimentalni méfeni v minikandalech, pfispét k porozuméni
fenoménu proudéni stlacitelné vazké tekutiny v minikanalech, ktery neni do soucasnosti stéle
dostatecné prozkouman.

Dalsim cilem prace je prispéni k validaci nespojité Galerkinovy metody pro implicitni si-
mulaci velkych virta. Disipativni a disperzni vlastnosti DGM pfi pouziti vyssich fadu presnosti
v prostoru ¢ini z této metody idealniho kandidata pro simulace na trovni rozliSeni bézného
LES, ale bez explicitniho subgridniho modelu. Nékteré vysledky publikované v poslednich
letech se mohou vzhledem k jednoduchosti implicitnitho LES piistupu zdéat az prilis dobré
a nejsou védeckou komunitou vzdy dobfe piijiméany. Také jsou mnohdy doprovazeny nedo-
statecné detailnimi informacemi o provedeni valida¢nich simulaci a zpracovani jejich vysledku.
V navaznosti na zaméreni na proudéni v kanalech je cilem prace validace DGM-ILES pristupu
pro turbulentni proudéni v kandlu, a tim i polozeni zakladu pro budouci vyuziti Tesice,
vyvijeného na pracovisti, pro simulace LES.

Struktura prace

Disertacni prace je tématicky rozclenéna do tii kapitol. Prvni kapitola se vénuje teorii mo-
delovani turbulence pomoci piistupu RANS. Je zde uveden matematicky model proudéni
stlacitelné vazké tekutiny, ktery je tvoren systémem Navierovych-Stokesovych rovnic. Ten
je déle ve strucnosti stfedovan podle Reynoldse a podle Favra a stifedovany systém rovnic
je uzavien pomoci vhodnych aproximaci pro neznamé cleny vzniklé stredovanim. Pro mo-
delovani vlivu turbulentnich fluktuaci na stfedni veli¢iny proudového pole je zvolen dvou-
rovnicovy model k-w podle Wilcoxe (2006). Z duvodu diskretizace matematického modelu
nespojitou Galerkinovou metodou koneénych prvku je pro dosazeni stability numerickych
simulaci nutné model upravit. Proto je dale detailné uveden ptrevod transportni rovnice
pro specifickou rychlost disipace w do logaritmického tvaru a jsou také zavedena nékterd
omezeni turbulentni energie k. Rovnice matematického modelu véetné modelu turbulence
jsou prevedeny do bezrozmérového tvaru a prostorové diskretizovany pomoci nepojité Ga-
lerkinovy metody konecnych prvku. Popis metody je proveden pouze ve struc¢nosti, protoze
nespojita Galerkinova metoda jako takova neni zamétenim této prace a k simulacim je vyuzit
software vyvijeny na Katedfe mechaniky Ing. Ondfejem Bublikem, Ph.D. a Mgr. Alesem Pec-
kou. Model turbulence a jeho tpravy jsou do feSice implementovany a otestovany autorkou
prace. Prvni kapitola je uzaviena verifika¢ni tlohou pro ovéreni spravnosti implementace
modelu turbulence k-w podle Wilcoxe (2006).

Druhd kapitola predstavuje aplika¢ni ¢ast diserta¢ni prace. Implementovany model turbu-
lence je pouzit pro numerické simulace proudéni stlacitelné vazké tekutiny v uzkych kanalech
vysky 0,5 az 10 mm. Problematika minikandlu je feSena ve spolupraci s Ustavem termomecha-
niky Akademie véd CR, v.v.i., kde byla provedena experimentélni méfeni tlaku a smykového
napéti na sténé v téchto kandlech. Ve druhé kapitole jsou tedy kratce popsany pouzité métici
metody a formulovana tloha proudéni vzduchu ve dvourozmérném fezu skuteéného kanalu.
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Numerické simulace jsou provedeny v lamindrnim a v plné turbulentnim rezimu, a to pomoci
pristupu RANS a modelu turbulence detailné popsaném v prvni kapitole. Vysledky simulaci
jsou porovnany s experimentalnimi daty a v zavéru kapitoly jsou u¢inény zavéry o proudéni
v kandlech uvedenych rozmeéru a vhodnych pristupech k modelovani takového typu proudéni.
Stredem zajmu je predevsim rezim proudéni v kanalech, ktery neodpovidd vzdy nutné zave-
denym pfedstavam o hodnotach kritického Reynoldsova cisla, pti némz dochazi k prechodu
z laminarniho do turbulentniho proudéni.

Treti kapitola se zabyva simulaci velkych virt. V poslednim desetileti se ukazuje, ze ne-
spojita Galerkinova metoda koneénych prvku disponuje vlastnostmi vice nez vhodnymi
pro vyuziti v pristupu ILES, tedy implicitni simulace velkych viru, kdy se nepouziva zadny
subgridni model. Tento koncept je ve tieti kapitole blize prozkouman. Nejprve jsou formu-
lovany obecné principy a pojmy pouzivané v LES a jsou uvedeny vlastnosti nespojité Galerki-
novy metody umoznujici jeji pouziti pro ILES. Matematickym modelem proudéni stlacitelné
vazké tekutiny je zde samotny systém Navierovych-Stokesovych rovnic ve 3D bez jakychkoliv
uprav a ten je diskretizovan pomoci DGM ¢tvrtého fadu presnosti v prostoru. Metoda je tes-
tovana na tuloze turbulentniho proudéni mezi dvéma nekonecnymi rovnobéznymi deskami
znama pod pojmem turbulent channel flow a ziskané vysledky jsou porovnany s ILES simu-
laci a primou numerickou simulaci uvedenymi v literatufte.
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Kapitola 1

Modelovani turbulentniho proudéni
pomoci dvourovnicovych modelu
turbulence

Stredovani systému Navierovych-Stokesovych rovnic podle Reynoldse (RANS) predstavuje
jeden ze tii zakladnich pristupu k modelovani turbulentniho proudéni tekutin. Diky své ro-
zumné vypocetni naro¢nosti a rozsiteni v komercnich softwarech predstavuje dnes stale jesté
nejbéznéjsi metodu pouzivanou pro feseni tloh inzenyrské praxe. Omezend informace o prou-
dovém poli, kterou v dusledku stredovani rovnic tento ptistup poskytuje, je casto dostacujici.
Presnost RANS je zcela zavisla na dobré volbé vhodného modelu turbulence v zavislosti
na konkrétni fesené tloze. Nabizi se celd fada modelu turbulence ruznych typu a slozitosti,
od nejjednodussich algebraickych az po modely s nékolika transportnimi rovnicemi pro slozky
tenzoru turbulentnich napéti. Simulace velkych viru, jakkoliv velmi slibnd a v soucasnosti
rychle se rozvijejici a rozsitujici, je stale jesté znacné vypocetné narocna a pro radu uloh neni
takto podrobna predikce proudéni nezbytné nutné. Stale ma tedy smysl zabyvat se pristupem
RANS a rozvojem modelu turbulence a prechodu, obzvlasté v pripadé jejich implementace
do tesicu zalozenych na modernich numerickych metodéach, poskytujicich oproti klasickym,
napiiklad kone¢né-objemovym metodam, mnohé vyhody. Jednou z takovych metod je i ne-
spojita Galerkinova metoda konecnych prvki, na které je zalozen numericky fesSi¢ pouzity
pro veskeré simulace v predklddané praci a jejiz prednosti jsou uvedeny v tvodu préce.

Prvni ¢ast disertac¢ni prace je zamérena na dvourovnicové modely turbulence typu k-w.
Numerické feseni systému RANS ve spojeni s dvourovnicovymi modely turbulence pomoci
nespojité Galerkinovy metody koneénych prvku je pomérné obtizné [4], [78] a pro zvlddnuti
tohoto problému je potieba provést urcita opatieni. Pro zajisténi stability numerické simulace
je vétginou nutné vhodnym zpusobem omezit velikost turbulentnich veli¢in, predevsim pokud
se jedna o vyssi tady DGM nebo velky casovy krok, ktery je umoznén implicitni ¢asovou
integraci, je-li pouzita. Ke zvyseni stability vyznamné pfispiva i prevedeni transportni rovnice
pro specifickou rychlost disipace w do tvaru In(w). Tato dprava je v préaci pouzita a vysvétlena
déle. Ve spojeni s In(w) upravou lze aplikovat i takzvanou realizability podminku [4], kterd
umoznuje efektivnéji vyuzit vyhod implicitni ¢asové integrace. V prubéhu vyvoje simulaci
i v ustaleném tesSeni tloh se také mohou vyskytovat zaporné hodnoty turbulentnich velicin,
které jsou nefyzikalni. Pii prekonani téchto a dalsich problematickych aspektu je vSak mozné
tézit z mnohych vyhod, které DGM prinasi, jako napiiklad prakticky libovolna volba fadu
presnosti v prostoru, snadnd implementace pro nekonformni vypocetni sité nebo vhodnost
pro paralelni vypocty.
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1.1 Matematicky model turbulentniho proudéni
stlacitelné vazké tekutiny

Proudéni tekutiny je popsano systémem Navierovych-Stokesovych rovnic, ktery je tvoren
zakony zachovani hmotnosti, hybnosti a celkové energie. Fyzikalni zdkony zachovani plati
pro kazdé proudéni - laminarni, prechodové i turbulentni. Turbulentni proudéni je tedy
mozné simulovat piimo feSenim systému Navierovych-Stokesovych rovnic (DNS). Pro vyrazné
snizeni vypocetni narocnosti se pouziva pristup zalozeny na Reynoldsové stfedovani rov-
nic. Okamzité hodnoty velicin proudového pole se rozlozi na stfedni hodnotu a fluktu-
aci a na systém Navierovych-Stokesovych rovnic se néasledné aplikuje stfedovani v case.
V systému stfedovanych Navierovych-Stokesovych rovnic se diky tomuto procesu objevi
¢leny, které neni mozné piimo vypocitat. Pro jejich aproximaci se pouzivaji modely turbu-
lence. Numerickou simulaci zalozenou na RANS tedy ziskdme casové sttedni hodnoty velicin
proudového pole, pricemz vliv turbulentnich fluktuaci na toto stiedni proudéni je zohlednén
pomoci konkrétnitho modelu turbulence.

1.1.1 Systém Navierovych-Stokesovych rovnic a jeho stredovani

V této praci uvazujeme proudéni stlacitelné vazké tekutiny, které je nestacionarni, subsonické
¢l supersonické s Machovym ¢islem do 1,5. Tekutina je newtonskd, tedy viskozita zavisi
pouze na teploté, vnéjsi objemové sily pusobici na tekutinu nebereme v tvahu. Proudéni
takové tekutiny popisujeme systémem Navierovych-Stokesovych rovnic, ktery doplnime sta-
vovou rovnici pro idedlni plyn. Uvazujme proudéni v oblasti  C R®. Konzervativni systém
Navierovych-Stokesovych rovnic v diferencidlnim tvaru vyjadiime vztahy [89]

dp 0

oy N — 1.1

oy + 5y, (pv;) =0, (1.1)

0 0 0oij

&(pvi) + a—y(Pvin +p5ij) = 3y-J’ (1.2)
j j

0 0 0

E(pe) + a—y(pevj + puj) = a_y<0ijvi —q;), (1.3)
j j

kde 7,7 = 1,2,3. Veliciny jsou oznaceny nésledujicim zpusobem: p je hustota tekutiny, t €
(0,00) je cas, y; je i-td kartézska slozka vektoru prostorovych soutadnic y = [y1, ya,y3] € €,
v; je odpovidajici i-ta slozka vektoru rychlosti v = [v1,ve,v3], p je staticky tlak a d;; je
Kroneckerovo delta (§;; = 1 pro i = j, d;; = 0 pro ¢ # j). Celkovd mérnd energie systému e
je dana jako .

e=c¢-+ 5%’[}1’,

kde € je mérna vnitini energie. Podle Fourierova zdkona plati pro j-tou slozku ¢; tepelného
toku q = [q1, q2, q3] vztah

kde T je termodynamické teplota a k je soucinitel tepelné vodivosti tekutiny, ktery uvazujeme
konstantni. Za predpokladu platnosti Stokesova vztahu jsou slozky tenzoru vazkych napéti
o;; pro newtonskou tekutinu dany v zdvislosti na tenzoru rychlosti deformace

. 1 an an
Sij =3 (ayj + ayl)
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vztahem

(w2 ou
= H dy; Oy 3“81/;c R

kde p je soucinitel dynamické viskozity tekutiny. Ten je funkci teploty tekutiny 7', tedy
p = p(T). Pro vyjadreni této zavislosti pouzijeme Sutherlanduv vztah ve tvaru [89]

T )3Tmf+110

T)= re )
i) = p f(Tref T+110

kde T,y je referencni teplota a p,¢ je dynamické viskozita pii teploté 7.y.
Stavovou rovnici p = p(p,T) pro idedlni plyn uvazujeme ve tvaru

p=prT, (1.4)

kde r je mérna plynova konstanta.

Stredovani systému Navierovych-Stokesovych rovnic podle Reynoldse a podle
Favra

Detailni odvozeni stiedovaného systému Navierovych-Stokesovych rovnic je mozné nalézt
v tadé praci, uvedeme zde proto pro ucelenost predklddané prace pouze zakladni vztahy
a definice.

Pro odvozeni stiredovaného systému Navierovych-Stokesovych rovnic predpokladejme sta-
ciondrni proudéni tekutiny. Ozna¢me obecné veli¢inu proudového pole (rychlost, tlak atd.)
jako f(y,t). Podle Reynoldse [70] rozlozime okamzitou hodnotu veli¢iny f(y,t) na stfedni

hodnotu f(y) a fluktuaci f'(y,t), tedy

f(y,t) = f(y) + f'(y,1), (1.5)

kde stfedni hodnota f(y) je definovéna jako

f(y) = lim 1 / f(y,t)dt. (1.6)

Ve skutecnosti neni samoziejmé mozné realizovat prumérovani v nekonecné velkém casovém
intervalu, uvazujeme tedy 7T dostatecné velké vzhledem k periodé turbulentnich fluktuaci.
Z definice sttedni hodnoty (1.6) vyplyvaji dva zakladni vztahy, a to

(y) =

!

I (y),
f'(y,t) =0.

Aplikaci stfedovani podle Reynoldse odvodime sttedovanou rovnici odpovidajici zdkonu
zachovani hmotnosti. Okamzité hodnoty slozek hustoty a rychlosti rozlozime na stfedni hod-
noty a fluktuace, tedy

|

p(y,t) =ply) +p'(y, 1), v(y,t) =7,(y) +vj(y,1),

a celou rovnici (1.1) stfedujeme podle Reynoldse. Ziskdame tak stfedovanou rovnici zachovani
hmotnosti ve tvaru

a /
DU N = 0. 1.
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Ta obsahuje vyrazy se stfednimi hodnotami, které maji formalné stejny tvar, jako
v puvodni nestiedované rovnici (1.1). Navic se zde ale objevuje korelace s fluktuaci hus-
toty p’_vg», kterda nemé analogii v laminarnim popisu a velmi by komplikovala feSeni rovnice.
Z uvedeného tedy vyplyvé, ze stredovani podle Reynoldse definované vztahy (1.5) a (1.6) neni
pro stlacitelnou tekutinu vhodné. Problém se ¢leny s fluktuaci hustoty nevznikne, pouzijeme-
li pro stlacitelnou tekutinu hmotnostné podminéné stiedovani podle Favra [19]. Okamzitou
hodnotu veli¢iny proudového pole f = f(y,t) rozlozime na stiedni hodnotu f (y), definovanou

vztahem
t+T

iy — 21 _ r(y,t) f(y,t)
fo) = =7 [ om0 i = 2L (1.9

t
a na fluktuaci f"(y,t), tedy

fly.t) = fly)+ f"(y,1),

kde p je stredni hodnota hustoty odpovidajici Reynoldsovu stredovani.
Defini¢ni vztah pro stfedni hodnotu f(y) (1.8) muzeme piepsat do tvaru

pf =77, (1.9)

a tedy S

pf=pf+7T. (1.10)
S vyuzitim vztahu (1.9) lze ukdzat platnost dilezitého vztahu pro stfedovani podle Favra
pf" = 0. Pomoci vztahu (1.10) pak muzeme dokézat, ze plati f” # 0.

Nésledujici vztahy vyjadiuji hlavni rozdil mezi konven¢nim stredovanim podle Reynoldse
a hmotnostné podminénym stredovanim podle Favra

Reynolds: f/'=0, pf’ #0,

— 1.11
Favre : f"#0, pf"=0. (1.11)
Aplikujeme-li nynf vztah (1.10) ve tvaru pv; = pv; — p/v} na rovnici kontinuity pro
stlacitelné proudéni stredovanou podle Reynoldse (1.7), dostaneme
dp | 9(pv;)
— + ——= =0, 1.12
ot ﬁyj ( )

tedy rovnici kontinuity sttedovanou podle Favra. Rovnice je ve formalné stejném tvaru jako
puvodni nestiedovana (1.1).

S vyuzitim uvedeného lze odvodit stiedované rovnice odpovidajici zakonum zachovani
hybnosti a celkové energie. Okamzité hodnoty slozek rychlosti, celkové energie, termodyna-
mické teploty a tenzoru vazkych napéti se rozlozi podle Favra a okamzité hodnoty tlaku
a hustoty podle Reynoldse, tedy

é+e, T=T+T" o0;=0bi+o0,

o~ "
v; = Uj + 5, ’

— /

e =
p=p+r, p=p+r

Stfedovanou rovnici odpovidajici zdkonu zachovani hybnosti ziskdme ze vztahu (1.2) pomoci
jednoduchych tprav ve tvaru

9
ot

. o o .
(pvy) + a—y(mwj + Poij) = a_y-("” + ol — pulv), (1.13)
J J
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a stfedovanou rovnici odpovidajici zakonu zachovani celkové energie z rovnice (1.3) ve tvaru

J ., . 9] 1
a( €) + — oy, (pev; + poj + cppTvf + Uipvivy + 2pv{’ Jvy) = (1.14)
[ — pw 0T ¢y 0T
= —(6,:0; + Ty ; ; // p_ T .
y; T ILNE OS pr gy  Py Byy)

Fluktuace soucinitele dynamické vazkosti p a fluktuace mérné tepelne kapacity ¢, ne-
uvazujeme. V rovnicich (1.13) a (1.14) déle zanedbdme cleny obsahujici o7; a T” a dostaneme
tak systém stfedovanych Navierovych-Stokesovych rovnic podle Favra (FANS, vétsinou se
ale i pro tento systém pouziva oznaceni RANS) pro turbulentni proudéni stlacitelné tekutiny
v podobé

dp n 9(pvy)

_0, 1.15
d(pt;) o .. _ 0 — .
T a_y(pvivj +Doij) = a0, —— (63 — pV/V]),  i=1,2,3, (1.16)
dpe) O ___
5 +a—(pevj+pvj) (1.17)
0 oT
= g G — 8+ B S — T + ol — ).
Tento systém rovnic doplnime stfedovanou stavovou rovnici pro idealni plyn
p=1pT. (1.18)
Pro sttedovanou celkovou mérnou energii € plati
1 1 1,01
pe = pe + 2pvzvz+ SPYI I, (1.19)
coz je mozné zapsat jako
S
pé = p(€+ 5 Ui + k), (1.20)

kde k je kinetickd energie turbulentnich fluktuaci (turbulentni kinetické energie) definovand

vztahem
// //

1 pviv

k2ﬁ

(1.21)

1.1.2 Uzavreni systému RANS

Pro teseni turbulentniho proudéni je potieba systém stredovanych Navierovych-Stokesovych
rovnic (1.15) - (1.17) uzaviit, tedy vhodné aproximovat neznadmé cleny, které vznikly
v dusledku stfedovéni podle Favra. Porovnanim s vychozim systémem rovnic (1.1) - (1.3)
vidime, Ze kromé nahrazeni okamzitych hodnot stiednimi obsahuji stfedované rovnice (1.16)
a (1.17) navic ¢len W Ten vyjadiuje vliv turbulentnich fluktuaci na prenos hybnosti
v tekutiné a nazyva se tenzor Reynoldsovych turbulentnich napéti nebo také tenzor turbu-
lentnich smykovych napéti, zkracené Reynoldsovo napéti. Znaci se

I/ /I
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V zésadé je mozné urcit tenzor turbulentnich napéti dvéma zpusoby. Bud aproximujeme
piimo Reynoldsovo napéti a tedy vyuzijeme modely turbulence prvniho fadu, nebo soustavu
sttedovanych Navierovych-Stokesovych rovnic uzavieme transportnimi rovnicemi pro slozky
tenzoru Reynoldsovych napéti a aproximujeme nezndmé vyrazy v nich obsazené. Jedna se
o modely druhého tadu, které jsou schopné zachytit i znacné slozité jevy v turbulentnim
proudu.

K aproximaci Reynoldsovych napéti (modely prvniho #ddu) se vyuzivd Boussinesqova
hypotéza [8], [99] zaloZzend na predstavé urcité analogie mezi molekuldrnim a turbulentnim
pfenosem hybnosti v tekutiné. Turbulentni napéti 7;; se vyjadii podobnym vztahem jako
vazké napéti ¢,; pomoci turbulentn{ vazkosti p, tedy

) o5, 95\ 2 O
- _ 2, 0% 1.22
i H <8yj * ayi) 3'u8yk J ( )
— o5, 0%\ 2 Om. 2.
L — ! = — = ——0:: — — k0. 1.2
T’L] pvl U] Mt <ay] + ayz) 3Mtayk () 3p ) ( 3)

Problematika nalezeni tenzoru turbulentnich napéti je tak prevedena na nalezeni skalarni
hodnoty ;. I pres rozdilnost mezi procesy molekularniho a turbulentniho pfenosu hybnosti,
zejména co se délkového méritka tyka, dava hypotéza prijatelné vysledky.

Vyraz cppT—v;’ v rovnici (1.17) predstavuje turbulentni pfenos tepla a za predpokladu
umeérnosti ke gradientu stfedni hodnoty teploty ho aproximujeme analogicky k molekuldarnimu
prenosu tepla vyrazem

Cplht oT
P Tt 8yj ’
CpHt

kde Pr, je turbulentni Prandtlovo ¢islo definované jako Pr; = 7 ki je soucinitel turbulentni
tepelné vodivosti tekutiny. Pro turbulentni Prandtlovo ¢islo se obvykle pouziva konstantni
hodnota, v piipadé mezni vrstvy nejcastéji Pr; = 0,89 nebo Pr; = 0,90. Ve volné smykové
vrstvé je pak vhodnéjsi hodnota Pr, = 0,5 [99].

Ve stfedované rovnici (1.17) se déle vyskytuji ¢leny o;;v! a % pvivivi, predstavujict mole-
kularni difuzi a prenos turbulentni kinetické energie. Tyto ¢leny je mozné zanedbat pro nu-
larovnicové modely a nékdy i pro modely vyssich tadu, pokud se nejednd o proudéni v hy-
personické oblasti. Nejcastéji se pro dvourovnicové modely a modely Reynoldsovych napéti
pouziva aproximace [99]

Qt]- - CppTU}/ -

1 Mt ok
o0 — —pvlvilv! = + = 7
J " 20 ] <'u Uk) ay]

kde oy je konstanta. Vsechny simulace v predkladané préaci se pohybuji v oblasti nejvyse
mirné nadzvukové, tyto ¢leny tedy zanedbame.
K uprave tepelného toku g, + ¢;; vyuzijeme stredovanou stavovou rovnici (1.18) a termo-

dynamicky vztah ¢, = 5, kde k je Poissonova adiabaticka konstanta. Dostaneme

%0_T+w@_<u ﬁ) i 3(%‘?)

Pr dy;  Pry Oy; P_T+PTt k—10y; \p

S vyuzitim uvedenych aproximaci a predpokladu Boussinesqovy hypotézy ziskame systém
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sttedovanych Navierovych-Stokesovych rovnic ve tvaru

dp  O(pv;

a—i + gp;’) =0, (1.24)
J

J ., . o . .. 0, o

E(P%) + a—%(ﬂvz@j +Dij) = 8_%-(0” +75),  i=123, (1.25)

0, . o .. .. 0. . K 1 Ly 0 (D

E(Pe) + a_yj(pevj +D0;) = dy; (Gij + 7ij) Vs + 1 (P?“ + Prt) By, (ﬁ)} , (1.26)

kde 7;; je ddno vztahem (1.23).

Pro uzavteni tohoto systému tedy zbyva urcit turbulentni dynamickou vazkost p; pomoci
nékterého z modelu turbulence. Turbulentni vazkost je mozné vyjadrit jako soucin turbu-
lentniho délkového a rychlostniho méritka. V nejjednodussich algebraickych modelech se pro
urceni turbulentni vazkosti pouzivaji pouze algebraické vztahy, vétsinou zalozené na Prand-
tlové hypotéze o smésovaci délce [63]. Jednorovnicové modely vyuzivaji pro uréeni turbu-
lentniho rychlostniho métitka vétsinou kinetickou turbulentni energii k ziskanou z trans-
portni rovnice, délkové méritko je pak dano algebraickym vztahem. Dvourovnicové modely
turbulence, na néz je zamérena tato prace, jsou tvoreny dvéma transportnimi rovnicemi a po-
jednévaji o nich podrobnéji nasledujici odstavce.

Vedle téchto ti{f skupin modelu turbulence existuje fada dalsich, naptiklad model s trans-
portni rovnici pro turbulentni vazkost nebo model s dalsi transportni rovnici (v2-f model).
Déle pak nelinearni modely s turbulentni vazkosti, které na rozdil od dosud uvedenych maji
nelinedrni vztah mezi turbulentnim napétim a gradienty stiedni rychlosti a jsou diky tomu
schopny zachytit napiiklad sekundarni proudéni v trojrozmérném kanélu.

1.1.3 Dvourovnicové modely turbulence typu k — w s uUpravami
pro DGFEM

Dvourovnicové modely jsou nejpouzivanéjsimi modely turbulence zalozenymi na Boussines-
qové hypotéze. Jsou tvoreny dvéma transportnimi rovnicemi, kdy jedna je zpravidla rov-
nici pro turbulentni kinetickou energii k. Turbulentni energie je definovdna vztahem (1.21)
a predstavuje turbulentni rychlostni méritko. Druhé transportni rovnice je pro rychlost disi-
pace turbulentni energie ¢ nebo pro specifickou rychlost disipace w. Tyto veli¢iny vyjadiuji
turbulentni délkové méritko. Rychlost disipace je definovana

" v’
® Oy; Oy;

P

€= (1.27)
Specifickou rychlost disipace pro vyjadreni turbulentniho délkového meéritka zavedl Saff-

man [73] jako
W=~

k
Pribéh € podél normaly k obtékané sténé neni monoténni, pribéh w ovSem ano. Tato
skute¢nost umoznuje presné zachyceni prubéhu turbulentni veli¢iny w u stény, aniz by bylo
nutné pouzit tak jemnou vypocetni sit jako v piipadé veliciny e.
Dvourovnicové modely zohlednuji diky transportnim rovnicim i historii proudéni
gebraické nebo jednorovnicové. Je mozné je aplikovat i na problémy typu razovych vin nebo
odtrzeni proudu.
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Zakladnimi dvourovnicovymi modely jsou k-¢ [49] a k-w [96], které jsou kromé zminénych
transportnich rovnic dale tvoreny fadou zcéasti empirickych vztahtu a konstant. Model k-¢ neni
mozné aplikovat az k obtékané sténé. Je nutno vyuzit sténové funkce nebo tpravu modelu
pro nizka turbulentni Reynoldsova ¢isla. Model k-w je naopak dobte pouzitelny az k obtékané
sténé, ve vnéjsim proudu dava ovsem zpravidla lepsi vysledky model k-e.

Zakladni tvar modelu k — w

Jako vychozi verzi dvourovnicového modelu k-w uvedme model podle Wilcoxe [96], ktery
byl vytvoren na zakladé Saffmanova navrhu pouzit pro vyjadieni turbulentniho délkového
meéritka specifickou rychlost disipace w [73].

Model je tvotfen transportni rovnici pro turbulentni kinetickou energii k, kterou lze odvodit
ze stfedované a puvodni rovnice zédkona zachovani hybnosti [66], ve tvaru

0 0 0 ok

—(pk) + —(pv;k) = — + o ) — | + P, — B pkw 1.28
)+ 5 (pisk) = 5 () | + P 57 (1.28)
a transportni rovnici pro specifickou rychlost disipace w. Ta je navrzena na zakladé podstaty
fyzikalni déju v proudéni a rozmeérové analyzy ve tvaru analogickém k transportni rovnici
pro k jako

5 7) + (i) = o (0 o) 52| + an - g (1.29)

dy; dy; dy;

Vyraz P, = Tijg—;’? predstavuje produkci turbulentni energie. Turbulentni vazkost je urcena
J

vztahem

Kk
fe = y"p—. (1.30)
w

o . 7, . . _ 1 _ 1 _ 9 . 5 _ 3
Empirické konstanty modelu jsou stanoveny jako o* = 5,0 = 3, 8" = 155, a =5, = 55
avy =1

Modifikace modelu k — w

Model k-w v zdkladni podobé davéa velmi uspokojivé vysledky pro fadu piipadi meznich
vrstev i volnych smykovych proudéni. Na rozdil od modelu k-¢ ho lze aplikovat az k obtékané
sténé, ale v zakladni podobé je priilis citlivy na hodnotu w ve volném proudu. Postupné
byla vyvinuta fada modifikaci zlepsujicich vlastnosti modelu, ptedevsim pfipojeni tzv. pticné
difuze a omezeni turbulentniho napéti.

Poprvé navrhl pripojit ¢len piicné difuze k transportni rovnici pro specifickou rychlost
disipace w Speziale [83], nebot tento ¢len vyznamné zlepsuje citlivost modelu na podminky
ve vngjsim proudu. Coakley [13] zavedl jako prvni omezeni turbulentniho napéti. Turbulentn{
napéti, respektive hodnota turbulentni vazkosti y; tak neni zavisla ptimo na hodnoté w, jako
ve vztahu (1.30), ale na hodnoté @ (znaceni s vinkou zde nesouvisi se stredovanim), ktera je
oproti w zdola limitovana. K omezeni dojde, kdyz produkce turbulentni energie presdhne svoji
disipaci. Pouziti takového omezeni vyrazné zlepsuje vysledky transonickych vypoctu. Wilcox
[97], [98] upravil zékladni model k-w pro nizkd turbulentni Reynoldsova cisla Re, = L.
Menter [51] navrhl sestavit dvouvrstvy model k-¢/k-w vyuzivajici vlastnosti obou modela
v zékladni podobé. Ve vazké podvrstvé a logaritmické oblasti mezni vrstvy pouzivda model
k-w, na néj pak navazuje model k-e. Transportni rovnice pro € je preformulovana do zapisu
pomoci w a oba modely jsou pak propojeny spojovaci funkci, kterda umoznuje postupny
prechod mezi nimi. Zakladni variantou dvouvrstvého Menterova modelu je BSL (baseline
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model). Druhé varianta SST (shear-stress transport) upravuje vypocet turbulentni vazkosti
a bere tak v ivahu transport turbulentniho napéti. SST model je jednim z nejpouzivanéjsich
dvourovnicovych modelu turbulence. Vétsina dalsich vyznamnych modifikaci modelu k-w
se tyka pridani ¢lenu pricné difuze, omezovani turbulentniho napéti a dalsich uprav funkci
a konstant, napiiklad podle Penga [60], Hellstena [28] nebo Koka [41]. Jednou z takovych
uprav je i verze k-w modelu podle Wilcoxe (2006) [99].

Model k — w podle Wilcoxe (2006)

Model k-w podle Wilcoxe (2006) [99], ktery pouzijeme pro RANS simulace v této praci, ob-
sahuje tedy oproti zédkladni verzi clen pticné difuze, ktery zlepsuje citlivost modelu na para-
metry volného proudu, a dale omezovaé¢ turbulentniho napéti. Model je tvoren transportnimi
rovnicemi

d(pk)  O(povjk) v; _ 0 K k) ak:}
+ AL . L | A 1.31
ot dy; 7 9y, v ay; [\ P 9y; (131)
Ipw)  O(pvjw) w0 0 Ow p Ok Ow
o T oy, T “Fiay, Mg, “”’) E T

a vztahem pro turbulentni vazkost s omezenim turbulentniho napéti ve tvaru

— = —y =Y i =S — =—0;;, Sii= = 7).
M = p=, W= max W’SH " , Sij = Sy 30 Sij 2( yj+ yi)

Konstanty a dalsi pomocné vztahy jsou potom déany

13 3
a=gr p*=0.09, B=pofs, o0=05 o= 5 Bo = 0,0708,
0 ro Ok Ow < O, 1 Q.. <
Oq = 1 P kjayj - fﬁ = i 85XW 5 Xw = ” *jkgkl )
L opro S8 >0, 1+ 100x,, (B*w)

- 100 1 /0v; 00v;
- . m Q = — v J .
Skl Skz 2 a 5]617 ij 9 <8y] ayz >

1.1.4 Stabilizace simulaci ipravou modelu k —w pro implementaci
do DGFEM

Implementace rovnic modelu turbulence k-w v uvedené podobé do numerického fesice
zalozeného mna nespojité Galerkinové metodé zpusobuje fadu numerickych problému,
predevsim se stabilitou vypoctu, jak bylo zminéno v tivodu kapitoly. Potize ptfinaseji mimo
jiné podily % a 2 vyskytujici se v produkénim a difuznim ¢lenu v transportni rovnici pro spe-
cifickou rychlost dlslpace (1.32). V piipadé, ze w nabyde velké hodnoty a k malé, dostdvame
z prvniho podilu zna¢né velkou hodnotu a z druhého naopak velmi malou. Tyto rozdily mo-
hou vést az ke ztraté stability numerické simulace. Tento problém je mozné vyrazné zlepsit
prevedenim modelu do formulace k-In(w) [34], [45], tedy nahradit w proménnou w tak, ze plati
@ = In(w). Takovou transformaci je zdroven zajisténa kladna hodnota veli¢iny w. Logarit-
mickd transformace turbulentnich veli¢in byla poprvé navrzena v préci [34] v souvislosti s mo-
delem k-¢ se sténovymi funkcemi. Pro turbulentni energii k£ ale neni tento piistup vyhodny,
protoze okrajova podminka na pevné sténé k = 0 se transformaci méni na k= In(k) — —oc.
Do logaritmického tvaru tedy prevedeme pouze transportni rovnici pro specifickou rychlost
disipace w.
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Formulace k — In(w)

Pievod transportni rovnice pro w provedeme dosazenim w = e* do rovnice (1.32), tedy
0(pe® O(pv,e” e oy . 0 kE\ Oe” p Ok Oe
(pe) | 9po;e) _ a—Tij—— — Bpe* + — |+ 0p— | =—| + 0a—~———. (1.33)
ot 0y, k- 0y; 0y, e? ) Oy, e‘*’ dy; 0y;
Upravime nejprve levou stranu (LS) rovnice (1.33) ¢astecnym derivovanim jednotlivych ¢lenu,
vytknutim vyrazu e* a vyuzitim stfedované rovnice kontinuity (1.24). Postupné dostaneme

8,0 oe®  L0(pv;) __ Oe®
L — —=
> o TP T oy, TPy,
00 L0 | L 0b
= e TP Ty, TP g, T
— 6&) @+a(ﬁ6)+ a_w+ 8_@ —e@ _3_(2)_’__63_@
- o T oy, Par TPy | T \Par TP,
—_———
=0 (1.24)

Levou stranu déle vhodné rozsitime a s vyuzitim pravidla pro derivaci souc¢inu dvou funkci
a stfedované rovnice kontinuity (1.24) ji upravime do tvaru

=0 =0
A\

. —— L — -
LS = ¢¥ ﬁa—w + @@ 5% _f_p@a_w + wa(pvj) _ %)) _
o ’ Oy, Oy; %
o(pv.c o0 O(ov.

—_—————

=0 (1.24)
o)
ayj

Pravou stranu (PS) rovnice (1.33) ¢dstecné zderivujeme a vytkneme opét vyraz e“; tedy
e? Oy kY 0w p Ok 0w
PS = a— i Z—ﬁ_ 2“+—{(u+aﬁf>e“—}+adf
T Oy, 0y, @ 0y, e 8y] dy;
erz E)U ewﬂﬁe@Jr( o )(e 8w8w+ 0 aw)_i_ew p Ok Ow
— Tii—— — o] o - =
T Oy, y; Oy, 3% 0y,
w{a 8% Bpe® + 0 {( Ly )8@0}_’_
= € §7Tija - —Ppe + o || K /0
kY dy; dy; dy;
+(+ >8d}8@+ 8k:8w}
H P
Oy; Oy, = 2 0y, 0y,
Vrétime se k zdpisu celé rovnice ve tvaru LS = PS a vydélime ji nenulovym vyrazem e

w
Dostavame tak konecny tvar transportni rovnice pro specifickou rychlost disipace w formu-
lované pomoci veliciny w v podobé

_ Q. Oui s 1.34

o oy, Fiay, Bpe” + (1.34)
N 0 [( +_k>8&)1+( +_k>8d}8@+ p Ok 0w
op— | — op— | —— +og————
0y, K pe“ 0y; a pe‘*’ 0y; Oy, e 0y; 8y]
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0% o
7’ ./ 7’ 7’ ./ v . . 7’ 6y] 8y] .
Déle vyzaduji upravu pomocné vztahy modelu k-w obsahujici veli¢cinu w, konkrétné

kde nejvyraznéjsi zménou oproti puvodni rovnici (1.32) je pritomnost clenu (u + o)

. o 7
w = max 6,— _— y w =
s\ " X

Qi Q5 Shs
(6*6121)3

Pouzitim takto upraveného modelu k-In(w) ziskdme hodnotu @ a provedenim w = ¢ nésledné
zjistime hledanou specifickou rychlost disipace w.

Omezeni turbulentni energie k

Ptevod transportni rovnice pro turbulentni energii do logaritmického tvaru neni z duvodu
uvedenych v predchozim odstavci pouzit, tudiz nelze vyloucit vyskyt zapornych hodnot k.
Pro zlepseni stability simulaci a ¢astecné zamezeni vyskytu nefyzikalnich hodnot &, potazmo
¢, zavedeme pomocné veli¢iny

ko1 = max(k,0),
kOQ = max(k:, 10_15).

Omezeni absolutni nulou se uplatni pii vypoctu p,, ve vyrazech v kulatych zavorkach ve
vazkych tocich v obou rovnicich modelu a ve zdrojovém ¢lenu - destrukci £, tedy ve vyrazu

—B*pke®. Omezeni hodnotou 10~ pouzijeme v produkci w, tedy ve vyrazu T gz;, kde

nelze z duvodu déleni £ pouzit absolutni nulu. V derivaci aa—; je ponechana hodnota k takova,
J

jaka je skutecné vypocitavana v prubéhu simulace. Pro snazsi orientaci v jiz tak kompli-
kovanych rovnicich do nich nebudeme symboly ko, a kg zavadét, ponechame pouze k, ale
predpokladame pouziti téchto omezeni.

1.2 Numerické resSeni - nespojita Galerkinova metoda
konecénych prvku

Prostorova diskretizace rovnic matematického modelu (1.41) je provedena pomoci nespojité
Galerkinovy metody konecnych prvka (DGFEM). Princip metody, detailni odvozeni a fadu
dopliiujicich metod lze nalézt v praci [9], kterd byla zdkladem pro numericky fesi¢ vyvijeny
na pracovisti a pouzity pro simulace v predkladané praci. Nékteré metody byly postupné
nahrazeny nebo upraveny. Detailni popis a implementace DGFEM neni zamétenim této prace,
proto zde uvedeme pouze zakladni informace o metodé a principech, které byly pro realizaci
simulaci pouzity.

1.2.1 Bezrozmérovy tvar matematického modelu v kompaktnim
zapisu
7 numerického hlediska je vyhodné tesit uvedenou soustavu rovnic v bezrozmérovém tvaru.

Ptevod do bezrozmérového tvaru provedeme vztazenim rozmérovych hodnot na kladné refe-
ren¢ni hodnoty podle vztaht

ﬁ*: p = t ~% ﬁj * Yi s ﬁ & e _ k * w
pref’ tref’



a rovnice poté vhodné vydélime referencnimi hodnotami. Matematicky model v bez-
rozmérovém tvaru ve dvou dimenzich dostaneme v nésledujici podobé (hvézdicka znaéici
bezrozmérovou veli¢inu je po zbyvajici ¢ast tohoto odstavce vynechana pro vétsi prehlednost
zapisu)

gp  0(pv;)

o oy =0 (1.35)
J
0 0 1 0
2 (55) + 2 (56,5; + POy = 1,2 1.
It (pv:) + By; (Ui + Pdij) = Reref ay; =— (03 + 735), ¢ y 4 (1.36)
0 0 1 0
—(pe 1.
at (pe) + 5 ay (pevj +pv]) Reref ay] [(UU + TZJ)Ul + ( 37)
K H pe\ O (P
s () a G
opk)  o@nk) 95, .. . 1 0 kY ok
— 7=t B*5ke” — D— 1.
5 + 9, T,]al B pke” + - o, ,u+ap ;| (1.38)
d(pw)  O0(ptjw) « 8111 _ 1 0 _ ow
= T @ il A e (1.
o oy, Koy PP R oy M o, 39)
L ( oy k’) ow ow . 1 o _%G_A
Re,f ptorg dy; Oy;  Reyer ‘e dy; Oy;

Pomocné algebraické vztahy zustavaji po prevodu do bezrozmeérového tvaru formalné beze
zmeény. Referencni délku [,.¢, tlak pres, teplotu T,.; a dynamickou vazkost i,y vhodné
zvolime, ostatni referenéni hodnoty jsou pak urceny vztahy

lref pref 2 1 2 U’r’ef
Upef = Tref , b =— P = 5 s Cref = Upeys k = 5 Upepy Wref =
of reslvess Treg = 0 Preg = a0 Cred = Vreps Frep = o tnepy e =9
a referenéni Reynoldsovo ¢islo je
l v
Reyey = tref Pref Uref (1.40)
Href

V zésadé je mozné diskretizovat systém stfedovanych Navierovych-Stokesovych rovnic
a rovnice modelu turbulence oddélené a vyuzit ruzné numerické metody pro jejich feSeni.
V této préci je ale numericky cely systém rovnic (1.35) - (1.39) fesen dohromady. Ve 2D ho
zapiseme v kompaktni vektorové podobhé

2

ow _ 2
RO AL,

kde Vw je gradient vektoru w. Vektor proménnych w, nevazké numerické toky TZL (w), vazké
numerické toky f; (W, V@) a produkéni clen p(w, V) jsou dény jako

(w, Vw) + p(w, Vw), (1.41)

p pUL pU2
Py pUt + D PULUy
pa—— —_~ o~ _~2 —
- Py -, pU1Ug F puy +p
w=|"_° |, w)=| _ .- °"_ |, w)=| _"2" 7 |,
pé @)=\ sgerp |- 2= nee )
ok ik Dok
| Pw | | pnw ] | PUow
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p(w, Vw) =
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tri ot onk) (S de v fege) + souk (b oed2)
V této podobé je matematicky model pripraven k diskretizaci pomoci nespojité Galerki-
novy metody konecnych prvku, o které je pojednano dale. Pro prehlednéjsi zapis v dalsim
odstavci vynechame u stiedovaného vektoru proménnych, numerickych toku a produkéniho
¢lenu znaceni pruhem.

1.2.2 Nespojita Galerkinova metoda ve 2D

Nespojita Galerkinova metoda konecnych prvku je spoleénym zobecnénim metody koneénych
prvki a konecénych objemu. Stejné jako klasicka metoda koneénych prvku je DGFEM zalozena
na aproximaci slabého feseni rovnice (1.41). Lisi se ale volbou béazovych funkei, které jsou
zde nespojité. To ptrinasi fadu vyhod, ale i komplikaci pti feseni.

Systém stredovanych Navierovych-Stokesovych rovnic s dvourovnicovym modelem k-w je
v kompaktni vektorové podobé zapsan vztahem (1.41). Vypoctovou oblast €2 beze zbytku
pokryjeme kontrolnimi elementy €2, & = 1,2,...K, které se neptekryvaji. Aproximativni
feseni rovnice (1.41) hleddme na prostoru funkei PP(€;), tedy polynomu fadu nejvyse p,
pricemz p volime. Mluvime-li o Galerkinové metodé naptiklad 2. fadu, jedna se o polynomy
1. stupné (p = 1). Hledané feSeni je polynomem na kazdém kontrolnim elementu €2, na hra-
nicich elementu je vSak nespojité. Rovnici (1.41) skaldrné vyndsobime testovaci funkei v(y)
z uvedeného prostoru funkei a zintegrujeme pires kontrolni element €2, tedy

ow 2 Of" 2 O
—de+/ —Sde:/ sde—l—/ podQ.
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Aplikaci integrace per-partes na integraly obsahujici toky dostaneme

ow
—ovdQ + ]{ finsvdl — /
a, Ot P Z o, =

kal

fi Zf nsvdl — /Qk;

Dk g=1

a0 = (1.42)

/ p v df),
Qp,

kde n = [ny, ns| je jednotkovy vektor vnéjsi normaly k pfislusné hranici kontrolniho elementu.

Réd piesnosti v prostoru je ddn volbou bézovych funkei prostoru polynomi PP(€)).
Jejich vhodnou volbou lze také dosdhnout vyznamného zjednoduseni vyslednych rovnic.
Uvazujme m-tou slozku vektorové funkce w na kontrolnim elementu 2, jako linedrni kombi-
naci bazovych funkef i, i =1,2,...M, tedy

t) = Z wit(t) i (y)

Testovaci funkce v je potom zvolena néasledujicim zpusobem. Na elementu {2, je r-ta slozka
v ; testovact funkce ddna jako

o ¢, pro r=m,
kg 0 pro r#m,

mimo element () je rovna nule.
Dosazenim béazovych funkei a testovaci funkce do rovnice (1.42) dostaneme

a@k

M
owy, ..
v, J
o7 dQ + % _f ns ey, dl — dQ2 = (1.43)
— Zf n ) dl — / Zf a“”’fd9+/ p el dQ.
6Qk s=1 Qk s=1
DDG

Klicovou soucasti DGFEM je nahrazeni ktivkovych integrali pomoci numerického toku,
stejné jako v metodé kone¢nych objemu. Pro nevazky tok pouzijeme Lax-Friedrichsovo
schéma. To splinuje pozadavky DGM na schéma s vyssi umélou vazkosti takové, aby vhodné
tlumilo oscilace v feSeni zpusobené nespojitostmi.

Pro vazké toky je vyhodné pouzit metodu DDG (direct discontinuous Galerkin), kterd se
zaCind uplatnovat teprve v poslednich letech [100]. Metoda je robustni a snadno implemen-
tovatelnd. Zasadnim problémem DGM je nalezeni vhodné aproximace derivaci veli¢in prou-
dového pole na hranicich kontrolnich elementt, kde kvuli nespojitosti v feSeni neni mozné
pouzit pouhy aritmeticky prumeér derivaci zleva a zprava hranice elementu. Metoda DDG

nahrazuje vazky tok f.(w,Vw) v oznac¢eném integralu v rovnici (1.43) numerickym tokem
FPPC (i, Vav), kde

1, . (0w oW
ow

_.|_
R Dy

ow wi — wf 1 (0w
- = o A nl+§(8yz

), i=1,2,
L
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kde wf a w,lj' jsou hodnoty vektoru proménnych zleva a zprava hranice kontrolniho ele-

mentu €, 2 o ‘ g—“’ jsou hodnoty derivaci vektoru proménnych zleva a zprava hra-
Y1 L/R Y2 L/R
nice kontrolniho elementu €2;. Koeficient volime 5y = 2 a A je kolméa vzdalenost stredu

kontrolnich elementu sousedicich s hranou, pro kterou hleddme hodnotu toku.

Pro vyéisleni jednotlivych integrali v rovnici (1.43) pouzijeme vhodné Gaussovy inte-
gracni vzorce.

Uvedené kroky vedou na systém obycejnych diferencialnich rovnic pro neznamé koefici-
enty linearni kombinace bazovych funkci slozek vektoru proménnych na kazdém kontrolnim
elementu {2 ve tvaru

AW
M = = R(W), (1.44)

kde W je globdlni vektor nezndmych koeficienti, M je matice hmotnosti a R(W') obsahuje
uvedené aproximace vazkych a nevazkych toku a zdrojovy c¢len.

RANS simulace v této kapitole provedeme s 1. fadem presnosti v ¢ase. Implicitni schéma
odvodime nésledujicim zptisobem. Casovou derivaci v rovnici (1.44) nahradime dopfednou
diferenci prvniho fadu, vektor rezidui R(W™!) v ¢ase t,,; rozvineme do Taylorovy fady
a rovnici upravime. Tedy

Wt —wr
M———— = i
N R(W™),
Wt —wr IR
M——(——=R(W") + wr —wr
At W= Gw ( )
L OB AW — RW™), kde AW = W - W
At ow Bl ‘

Posledni rovnice predstavuje systém linedrnich rovnic, ktery vytesime metodou GMRES (ge-
neralized minimal residual method). Uskalim j je zde jesté vycislenf Jakobidnu 22 ktery apro-
ximujeme konec¢nou diferenci

OR  R(W"+elh)— R(W")
owm h ’

)

8W7

kde e]" je jednotkovy vektor s jednickou na pozici odpovidajici pozici w]* v globalnim vek-
toru W a h volime 107°.

Simulace RANS jsou realizovany ve 2D, s 2. tadem presnosti DGFEM v prostoru, tedy
p = 1, a na strukturované vypocetni siti tvorené ¢tyitihelniky. Volime v tomto ptripadé Lagran-
geovu bazi takovou, ze i-t4 bazova funkce na kontrolnim elementu €2 je ve tvaru

SOZ(% Y) = ay; + ayx + asy + agxy,

pocet bazovych funkci je M = 4. Funkce jsou voleny tak, ze i-t4 bazova funkce nabyva
na referenénim elementu hodnoty 1 v i-tém vrcholu elementu A; a v ostatnich vrcholech je
rovna 0. Referenc¢ni element je dén vrcholy A; = [0,0], Ay = [1,0], A3 = [1,1] a A4, = [0,1].
7 této skutecnosti odvodime koeficienty ay; az ay; pro ¢ = 1,2,3,4 a ziskame tak konkrétni
podobu bazovych funkeci na referenénim elementu

op(z,y) =1—2—y+ay,
@IZ('%'?Z/) =T — xya
3 _
oz, y) = zy,
4 _
op(z,y) =y — xy.
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Obréazek 1.1: Geometrie ulohy obtékani rovné desky a okrajové podminky

1.3 Verifikace modelu k—w na uloze obtékani rovné
desky

Pro verifikaci implementace dvourovnicového modelu k-w podle Wilcoxe (2006) do fesice
zalozeného na nespojité Galerkinové metodé konecnych prvku provedeme simulaci dvou-
rozmérného obtékani rovné desky s nulovym tlakovym gradientem podle NASA [101] (zero
pressure gradient flat plate). Jedna se o rovnou desku reprezentovanou pevnou adiabatickou
sténou o délce 2m, orientovanou ve sméru osy x (x = 1), pred niz je umisténa nabézna ob-
last dlouhd 0, 33333 m. Vyska oblasti ve sméru osy y (y = y2) je 1 m, coz je zcela dostacujici
k tomu, aby okrajova podminka na horni hranici vypoctové oblasti neovliviiovala nevhodné
proudéni u obtékané stény. Geometrie ilohy je znazornéna na obrazku 1.1 véetné okrajovych
podminek. Puvodni okrajovd podminka symetrie v oblasti pred deskou [101] je realizovana
jako nevazka sténa a podminka volného proudu (farfield) jako vystup, kdy jsou hodnoty
veli¢in proudového pole extrapolovany, nikoliv pevné nastaveny. Po zpétné kontrole hodnot
na téchto hranicich vypoctové oblasti je ale mozné konstatovat splnéni pozadovanych okra-
jovych podminek.

Ve zbyvajici ¢asti prvni kapitoly budeme uvazovat rozmérové veliciny a jejich stiedni
hodnoty budeme znagcit tak, jak je zavedeno v odstavci 1.1.1.

1.3.1 Nastaveni simulace

Pro urychleni vypoctu je pro verifikacni tlohu pouzita metoda multigrid, kdy je simulace
provedena postupné na tfech strukturovanych c¢tyitihelnikovych sitich od nejhrubsi po nej-

pocet elementt n, X n, pocet elementu Yo [m] vyt [—]
hrub4 sit 77 x 44 3388 12-10°6 3,9
sttedn{ sit 154 x 88 13552 6-107° 1,5
jemnd sit 308 x 176 54208 3-1076 0,8

Tabulka 1.1: Parametry zahnizdénych siti pouzitych pro simulaci obtékani rovné desky
metodou multigrid: pocet elementu ve sméru souradnicovych os, celkovy pocet elementu,
rozmérova a bezrozmeérova vzdalenost prvniho uzlu od stény
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Obrazek 1.2: Stiedni vypocetni sit pro numerickou simulaci obtékdni rovné desky o poctu
elementu 154 x 88

jemnéjsi. Simulace na jemnéjsi siti zacinad vzdy z ustéleného teseni ziskaného na hrubsi siti,
hodnoty vsech veli¢in jsou do uzlu nové sité extrapolovany. Na obrazku 1.2 je zobrazena
stfedni sif, zahusténa u obtékané stény a v oblasti nabéZné hrany desky. Parametry jednot-
livych siti jsou uvedeny v tabulce 1.1, kde n, a n, je pocet elementi ve sméru os = a y,
Yo je rozmeérova vzdélenost prvniho uzlu od stény a y™ maximdlni bezrozmérova vzdalenost
prvniho uzlu od stény ve sténovych jednotkach, ktera se na celé délce desky vyskytuje. Ta je
vyhodnocend z vysledku simulace, na jemné siti je splnéno y™ < 1.

Pozadované fyzikalni parametry tlohy jsou nasledujici. Machovo ¢islo je Ma
tedy proudéni je v podstaté nestlacitelné, nicméné tesi¢ se predpoklada stlacitelny, coz je
splnéno. Referenéni teplota je TV454 = 300K a Reynoldsovo ¢islo vztazené na jednotku
délky ReNA454 = 5.10%. Index V454 zde pouzijeme pro zdiraznéni skuteénosti, ze se jedna
o predepsané hodnoty podle [101]. Uvazujeme tedy vzduch pii teploté 300 K, odpovidajici
dynamickd viskozita je p = 1,846 - 107 °kgm™'s™!, hustota p = 1,177kgm™> a staticky
tlak urceny ze stavové rovnice pro idedlni plyn p = pr’l" = 1,177 - 287 - 300 = 101 340 Pa.
Meérné tepelnd kapacita pii konstantnim objemu je ¢, = 717,8 Jkg7'K~!, Poissonova adi-
abatickd konstanta x = 1,4 a tepelnd vodivost k = 2,624 - 1072Wm'K~!. Tyto hodnoty
predpokladame ve volném proudu dostatecné daleko od obtékané desky. Dale potiebujeme
znat rychlost zvuku ve volném proudu, tedy

NASA:02
) &y

D 101340 4
.= — =4/1,4 = 347,2 . 1.45
ay Iip 1177 ms ( )

Indexem g, budeme oznacovat hodnoty ve volném proudu (free stream). Rychlost tekutiny
ve sméru osy = ve volném proudu pak uréime z pozadovaného Machova &isla Ma®Y ASA —
V1, fs/ s, tedy

v1.ps = MaN ¥ ap, = 0,2-347,2 = 69,44ms ™.

Oveéfime nyni udavané Reynoldsovo ¢islo vztazené na jednotku délky (I = 1) ve volném
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proudu. Dostaneme

NASA _ puigsl  1,177-69,44 -1

=4.4-10%~5-10°
1 1,846 -10-° ’

R

a budeme tedy predpokladat, ze tloha je s uvedenymi fyzikdlnimi hodnotami nastavena
spravné. Reynoldsovo c¢islo, vyskytujici se v bezrozmérovém tvaru matematického modelu
(1.41), je referenéni Reynoldsovo éfslo (1.40), které se bude od ReN454 ligit. Jako referenéni
hodnoty tlaku, hustoty a viskozity zvolime uvedené parametry volného proudu, referencni
délka je rovna jedné. Z prevodu do bezrozmérového tvaru uvedeného v odstavci 1.2.1 vyplyva
vztah pro referencni rychlost

» 101340 .
Vpep = | 2L = = 293,43 ms !,
prer N LITT

a tedy referencni Reynoldsovo ¢islo, se kterym pracuje numericky tesic, je

Pref Uref l,«ef 1, 177 - 293, 43 -1 . 7
Reyer = - = 1,87 107
Cref Lires 1,846 1075

Okrajové podminky

Na hranicich vypoctové oblasti jsou predepsany nésledujici okrajové podminky.
Vstup

- hodnoty volného proudu, tedy stagnacni tlak p = 101340 Pa a stagnacéni hustota p =
1,177 kgm=3,

- nulovy tepelny tok sténou v podobé g—i = Zle g—i n; = 0, kde n; je i-t4 slozka jednot-
kového vektoru vnéjsi normaly k hranici,

- napéti ve sméru norméaly k hranici (6;; + 7;;)n; =0, i = 1,2,

- turbulentni veli¢iny ve volném proudu ziskané z vysledku uvedenych v [101], tedy k =
4,4-10%m?s™!, w =614,96s71.

Vystup

- staticky tlak podle pozadovaného tlakového poméru 1,0282, tedy p = 101340/1, 0282 =
98 553 Pa ) ]

- nulovy tepelny tok sténou v podobé ?9_2 = Zle 3—5 n; = 0, kde n; je i-t4 slozka jednot-

kového vektoru vnéjsi normaly k hranici,
- napéti ve sméru norméaly k hranici (6;; + 7;;)n; =0, i =1, 2,
- ostatni hodnoty véetné turbulentnich veli¢in extrapolujeme z proudového pole.

Vazka sténa

1 1

- slozky rychlosti 7 = 0ms™, 99 =0ms™,

- nulovy tepelny tok sténou v podobé % = Z?:1 g—i n; = 0, kde n; je i-ta slozka jednot-
kového vektoru vnéjsi normadly k hranici (adiabaticka sténa),

- konstantni hodnota turbulentni energie k = 0 m?s—2,

- konstantni hodnota specifické rychlosti disipace w = 10101,
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Nevazka sténa

- normalovd slozka rychlosti 05 = 0ms™1,

- ostatni hodnoty véetné turbulentnich veli¢in extrapolujeme z proudového pole.

Hodnota w na vazké sténé je urcena podle bézné uzivaného Menterova vztahu,
napiiklad [99],
1098
p Bo Yo
kde yo je vzdalenost prvniho uzlu sité od stény a [y konstanta modelu turbulence k-w podle
Wilcoxe (2006). Pro nejjemnéjsi sif s yo = 3 - 1075 m, viz tabulku 1.1, dostaneme

6-1,846- 107
1,177-0,0708 - (3 - 10-6)2

S ohledem na velmi rychly pokles w miizeme hodnotu bez obav zaokrouhlit nahoru na 10 s~1.
Simulace jsou na vsech sitich provedeny s 2. fddem pfesnosti nespojité Galerkinovy metody
v prostoru, tedy w je na kazdém elementu aproximovano polynomem 1. stupné, v podstaté na-
klonénou rovinou. To umoznuje bez problému pouzit dostatec¢né vysokou hodnotu w na sténé,
protoze rovina se na elementu u stény patficnym naklonem prizpusobi. Uvedena hodnota spe-
cifické rychlosti disipace na sténé je tedy pouzita i pro dvé hrubsi sité, kde by v pripadé pouziti
DGM prvniho fadu v prostoru nebo metody koneénych objemu bylo potfeba zadat hodnotu
w mensi, jak by vyslo pii dosazeni piislusnych vétsich vzdélenosti yo do vztahu (1.46).

(1.46)

Wayall =

=1,48-10%s7 1

Wayall = 10

Pocatecni podminky

Simulace na nejhrubsi siti je zahdjena z hodnot volného proudu aplikovanych na celé
vypoctové oblasti.

1.3.2 Stabilita numerické simulace

Diskretizace dvourovnicového modelu k-w pomoci DGM piinasi problémy se stabilitou si-
mulace, jak bylo jiz uvedeno vyse. Pfevod rovnice pro specifickou rychlost disipace w do lo-
garitmického tvaru a omezeni turbulentni energie k predstavuje velky krok smérem k dobré
stabilité simulace, bez téchto uprav by provedeni simulace nebylo viibec mozné. Nicméné
i pfes tato opatieni dochdazi i pii zdanlivé rozumném vyvoji simulace k nédhlé ztraté stabi-
lity, jak uvadi i autofi [4]. Vrétime-li se v takovém piipadé napiiklad o nékolik desitek ¢i
stovek iteraci zpét a pokracujeme v simulaci s 0 néco mensim ¢asovym krokem, ztraté stabi-
lity 1ze predejit a ve vypoctu pokracovat. Takové kritické okamziky se vyskytuji opakované
a dochazi tak postupné k pomérné vyznamnému snizovani ¢asového kroku a tim ke zbyteéné
omezenému vyuziti vyhod implicitni ¢asové integrace. Autori [4] tento problém fesi zave-
denim jiz zminéné realizability podminky, ktera zajisti kladna normalova turbulentni napéti
a splnéni Schwarzovy nerovnosti pro smykova turbulentni napéti. To vede k omezeni hod-
noty w zdola konkrétni hodnotou. Podle [4] totiz puvod téchto nahlych nestabilit spociva
pravé v nékterych prilis§ malych hodnotach w. V predkladané praci je tento problém feSen
postupnym snizovanim casového kroku v ptipadé potieby. U tlohy obtékani rovné desky
z uvedenych pocatecnich podminek se ukazuje jako nejvhodnéjsi postup odstartovat simulaci
s velmi malym casovym krokem, ktery je postupné vyznamné zvysovan tak, aby alespon
po vétsi ¢ast celkového béehu simulace byl vyuzit velky ¢asovy krok umoznény implicitni inte-
graci. Vzhledem k pomérné znacéné vypocetni narocnosti téchto simulaci je to velmi zadouci.
V pokrocilejsim stavu simulace je pak ¢asovy krok jiz podle potieby snizovan, dokud nedojde
k dostatecnému ustaleni rezidua a ukonceni vypoctu.
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Obrazek 1.3: Prubéh normované turbulentni energie k£ podél normély ke sténé v misté x =
0,97 m (plnou ¢arou); referencéni vysledky NASA [101] (¢drkovaneé)

1.3.3 Vysledky verifikaéni simulace

Vysledky numerické simulace obtékani rovné desky s pouzitim dvourovnicového modelu tur-
bulence k-w podle Wilcoxe (2006) s popsanymi upravami a na nejjemnéjsi vypocetni siti
jsou v porovnani s referencnimi vysledky NASA [101] uvedeny na nésledujicich obrazcich.
Zduraznéme, ze referencéni simulace NASA je provedena se stejnym modelem turbulence,
ale bez uprav doplnénych kvuli stabilite DGM ftesice. Prubéh turbulentnich veli¢in podél
normaly ke sténé je zobrazen v misté z = 0,97 m, tedy priblizné v poloviné délky obtékané
desky. Pro vyhodnoceni turbulentni energie k pouzijeme veli¢inu k/ afcs, kde ags je rych-
lost zvuku ve volném proudu (1.45). Porovnani s vyledky NASA je uvedeno na obrazku
1.3. Odlisnost v zacatku krivky na sténé je dana vypocetni siti, respektive velikosti prvni
bunky u stény. Referencni simulace [101] byla provedena na velmi jemné siti o poctu ele-
mentu 545 x 385 = 209 825. Maxima turbulentni energie ve stfedu mezni vrstvy jsou za-
chycena velmi pékné, na vnéjsim okraji mezni vrstvy se kiivky vzdaluji a u vlastni simulace
zde dochéazi k oscilacim. Hodnota ve volném proudu se mirné lisi. Uvédomime-li si vSak, ze
na osach grafu je uzita logaritmicka stupnice a ve volném proudu se pohybujeme v hod-
notach fddu 1072 az 1071, je tato odchylka zanedbatelnd. Oscilace na okraji mezni vrstvy
jsou zpusobeny prili§ hrubou siti. Ta je sice patti¢né zahusténa v blizkosti stény, ale postupné
se velikost elementu smérem od stény zvétsuje a na okraji mezni vrstvy uz pravdépodobné
neni dostacujici k presnému zachyceni nahlé zmény v profilu k£ [78]. Dojde tak k podhodno-
ceni turbulentni energie a oscilacim, piipadné se mohou v této oblasti vyskytnout i zaporné
hodnoty. Problém je mozno fesit zavedenim urcité umélé viskozity [78], diky které dojde
k vyhlazeni profilu k v kritickém misté na okraji mezni vrstvy a jinde se jeji vliv prakticky
neprojevi. K odstranéni oscilaci dojde s nejvétsi pravdépodobnosti i pii zahusténi vypocetni
sité, to ale z duvodu casové narocnosti simulace na takové siti nebylo zatim testovano.
Prubéh specifické rychlosti disipace w opét normované parametry volného proudu ve tvaru
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Obrazek 1.4: Prubéh normované specifické rychlosti disipace w podél normély ke sténé v misté
z =0,97m (plnou carou); referencni vysledky NASA [101] (¢drkovaneé)

witrs/(p fsafcs) je uveden na obrézku 1.4. Vysledky jsou zde v dobré shodé s referenéni simulaci
NASA, odchylka ve volném proudu je stejné jako u turbulentni energie zanedbatelna, jedna
se 0 hodnoty tadu 107 az 1078,

Vyhodnoceni turbulentni viskozity pu; je provedeno na obrazku 1.5. Zde neni na rozdil
od grafu pro k£ a w pouzita logaritmickéd stupnice, odchylka od referen¢éni simulace NASA
na vnéjsim okraji mezni vrstvy tedy vice vynikne. Simulace predpovidd v daném fezu
x = 0,97 m piiblizné o 29% vétsi tloustku turbulentni mezni vrstvy nez referenéni simulace
a zaroven nadhodnocuje maximdlni hodnotu g, pfiblizné o 8%. Pozice maxima je posunuta
déle od stény.

Odlisnosti turbulentni viskozity maji samoziejmé vliv na profil rychlosti. Porovnani slozky
rychlosti v; v misté x = 0,97m a x = 1,90 m je uvedeno na obrazku 1.6. Proudéni je celkové
0 néco pomalejsi, coz je vidét i z profilu bezrozmeérové rychlosti u™(y™) ve stejnych dvou
fezech na obrazku 1.7. Bezrozmérova rychlost u™ je definovana jako [61]

ut =2 (1.47)

)
Ur

, do,
Uy = —_
dy

a v = p/p je kinematicka viskozita tekutiny. Bezrozmérova vzdélenost od stény mérend
ve sténovych jednotkach (wall units) je uréend vztahem [61]

kde tteci rychlost u, je

(1.48)

wall

yt =Y (1.49)

14
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Obrazek 1.5: Prubéh normované turbulentni viskozity p; podél normaly ke sténé v misté
r =0,97m (plnou ¢arou); referen¢ni vysledky NASA [101] (¢arkovane)
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Obrazek 1.6: Normovany profil slozky rychlosti ©; podél normély ke sténé v misté x = 0,97 m
a z = 1,90m (plnou carou ¢ernou a ¢ervenou); referencni vysledky NASA [101] (¢arkované
¢erné a Cervene)
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Obrézek 1.7: Profil bezrozmérové rychlosti ut podél normaly ke sténé v misté z = 0,97 m
ax = 1,90m (plnou ¢arou Cernou a Cervenou); referencni vysledky NASA [101] (¢drkované
¢erné a cervené)

Profil rychlosti ve vazké podvrstveé je zachycen dobte. Ten ma vliv na vypocet soucinitele
tfeni, uvedeného pozdéji.

Z porovnani izocar veli¢in k/a?s (obrazky 1.8 a 1.9) a /s (obrazky 1.10 a 1.11) je opét
vidét vétsi tloustka mezni vrstvy vypocitand simulaci nez tloustka ocekavana.

Izocéry veliéiny w pigs/(pgsat,) na obrézcich 1.12 a 1.13 jsou v mezni vrstvé ve velmi dobré
shodé s referencni simulaci NASA. , Chybéjici“ svislé izoCary na vstupu a ve volném proudu
na obrazku 1.12 jsou dany faktem, ze na vstupu byly nastaveny pravé hodnoty volného
proudu a v celé vypocetni oblasti kromé mezni vrstvy jsou tedy hodnoty konstantni. Z izocar
v mezni vrstve je ale vidét, ze vliv této skutecnosti na situaci v mezni vrstvé je zanedbatelny.

Posledni vyhodnocovanou veli¢inou je soucinitel tfeni C'y ureny vztahem

Tw
Cr=1 2
2 PrsV fs
kde 7, je smykové napéti na sténé. To zavisi na derivaci slozky rychlosti v; podle y na sténé
a na dynamické viskozité tekutiny p podle vztahu [61]
do
Tw = p—]| . (1.50)
dy wall
Napéti 7, zavisi na situaci tésné u stény a ta je zachycena dobte, jak je vidét z uvedenych
vysledku. Tedy i soucinitel tfeni je v rozumné shodé s referenénimi vysledky NASA, jak uka-
zuje obrazek 1.14. Uvedené teoretické ktivky soucinitele tfeni v laminarnim a turbulentnim
pripadé jsou urc¢eny podle néasledujicich vztahu. Reynoldsovo ¢islo zavislé na vzdalenosti x
od nabézné hrany desky je
Vfs T
Re, = PrsVps®
s

?
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Obrazek 1.8: Izo¢ary normované turbulentni energie k ziskané numerickou simulaci provede-
nou pomoci nespojité Galerkinovy metody
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Obrazek 1.9: Izoc¢ary normované turbulentni energie k z referencni simulace NASA [101]
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Obrazek 1.10: Izocary normované turbulentni viskozity p,; ziskané numerickou simulaci pro-

vedenou pomoci nespojité Galerkinovy metody
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Obrazek 1.11: Izo¢ary normované turbulentni viskozity p; z referencni simulace NASA [101]
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Obrazek 1.12: Izocary normované specifické rychlosti disipace w ziskané numerickou simulaci
provedenou pomoci nespojité Galerkinovy metody
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Obrazek 1.13: Izocary normované specifické rychlosti disipace w z referenéni simulace
NASA [101]
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Obrézek 1.14: Prubéh soucinitele tfeni C'; podél obtékané stény (plnou carou); referencni
vysledky NASA [101] (¢arkovane), teoreticky lamindrni a turbulentni prubéh soucinitele
(Cerchované a teckované)

lamindrn{ a turbulentni prubéh Cy potom [61]

CP™ &~ 0,664/ Re,

CE 0,37 (logigRe,) 2%,

pricemz v pripadé C}“’"b se jedna Schultz-Grunowovu formulaci. Prubéh soucinitele tfeni
ziskany z provedené simulace se prakticky shoduje s touto teoretickou kivkou.

1.3.4 Zavéry

Chovani modelu turbulence k-w podle Wilcoxe (2006) s uvedenymi tpravami, implemento-
vaného do Tesice zalozeného na nespojité Galerkinové metodé, neni celkové idealni, zejména
rozdil v tloustce mezni vrstvy 29% je nezanedbatelny. Nicméné vliv této odchylky na prubéh
rychlosti a predev§im na soucinitel tfeni je maly. Odchylky od referen¢nich dat mohou byt
zpusobeny prilis hrubou vypocetni siti, kdy s jejim zjemnovanim oc¢ekdvame zpiesnéni vsech
veli¢in. Dalsim faktorem jsou vyse popsané ipravy modelu, které v puvodni verzi [99] nejsou,
ale pro diskretizaci rovnic modelu pomoci DGFEM jsou nezbytné. Pii aplikaci testovaného
modelu turbulence na 1lohu proudéni vzduchu v tzkych mezerach, uvedenou dale, budeme
tedy mit na paméti, Ze model predikuje vétsi tloustku mezni vrstvy. Veli¢iny na sténé, jako
smykové napéti nebo soucinitel tfeni, jsou vSak vypocitavany dobre. S ohledem na tyto
skutecnosti simulace provedeme a vyhodnotime.
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Kapitola 2

Numericka simulace proudéni
stlacitelné vazké tekutiny
v minikanalech

Proudéni tekutin v potrubich a kandlech nejruznéjsich prufezu a velikosti je zkouméno jiz
vice nez 100 let. Nejznameéjsi experiment provedl Osborne Reynolds jiz v roce 1883, pii némz
studoval ptrechod z laminarniho rezimu proudéni do turbulentniho v zavislosti na meénici
se rychlosti proudéni vody. Po ném pojmenované Reynoldsovo ¢islo, vyjadiujici pomér se-
trvacnych a vazkych sil v tekutiné, je vyznamnym bezrozmérovym parametrem, charakte-
rizujicim proudéni tekutiny. Znama je kritickd hodnota Re = 2300, okolo které dochézi
ke ztraté stability laminarniho proudéni v potrubich s kruhovym prufezem a k postupnému
prechodu do turbulentniho rezimu proudéni. Uloha proudéni tekutin v kandalech se na prvni
pohled muze zdat v dusledku své jednoduché geometrie a obecné znamych faktu znacné
trivialni, hlubsi prozkouméni situace a soucasného i starsiho vyzkumu v této oblasti vSak
dokazuje opak.

Poznamenejme, ze veli¢iny uvadéné v této kapitole jsou rozmeérové, neni-li uvedeno jinak.
V pripadé sttedovanych hodnot jsou tyto patii¢né oznaceny v souladu se znacenim zavedenym
v odstavci 1.1.1. Veskeré simulace uvedené v této kapitole jsou provedeny pomoci numerického
reSice zalozeného na nespojité Galerkinové metodé, jak je popséano v prvni kapitole.

2.1 Motivace a soucasny stav poznani

Zamétrime se na proudéni v kandlech obdélnikovych prufezu, kdy pro prurezy s velmi vy-
sokym pomérem stran sitka/vyska muzeme mluvit o proudéni mezi dvéma rovnobéznymi
deskami, nebot dostateéné vzdalené boéni stény kandlu prakticky nemaji vliv na proudové
pole uprostied kanalu. V takovém ptipadeé se vétsinou omezujeme na svisly ez stredem kanalu
a pracujeme ve 2D.
Reynoldsovo ¢islo, které charakterizuje typ proudéni, je definované jako
Re = E,
v

kde U [ms™!] je charakteristickd rychlost tekutiny, L [m] je charakteristickd délka tlohy
a v|[m?s71] je kinematickd viskozita tekutiny. Znalosti o proudén{ ziskané nejéastéji pro po-
trubi s kruhovym prurezem, kde charakteristickou délkou je prumér potrubi D, tedy L = D,
se pro kandly s nekruhovym prufezem zobecnuji zpravidla pomoci hydraulického prumeéru
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Dy,. Ten je dan vztahem

4A
Dh =

0
kde A je plocha prufezu kandlu a o je délka omoceného obvodu. Uvazujeme zde kanaly zcela
naplnéné tekutinou. Potom tedy L = Dj,. OvSem tento bézné pouzivany hydraulicky priumeér
nemusi byt vzdy optimélni charakteristickou délkou [36], zejména jedna-li se o predikei tfeni
v turbulentnim rezimu, a ilustruje tak jednu z mnoha nejistot panujicich ohledné proudéni
v nekruhovych potrubich.

Dalsi otdzky vznikaji ohledné vstupni délky (entrance length) L., tedy vzdalenosti
od zacatku kanalu, na které dochazi k postupnému narustu mezni vrstvy na sténach, az
do jejich spojeni v ose kanalu. Je tak dosazeno plné vyvinutého proudéni, ve kterém se
rychlostni profil jiz ddle neméni. V ptipadé laminarniho proudéni muzeme pro odhad délky
vstupniho tseku pouzit vztah

L. = 0,05 Re Dy,

pripadné rozmezi L, = 0,025 — 0,065 Re Dj,. Pro turbulentni proudéni je rozmezi mnohem
vetsi. Orientacéné je mozné pouzit vztah [95]

L. = 4,4 Res Dy, (2.1)

obecné jsou doporucovany hodnoty v rozmezi L. = 10 — 150 D;,. Uvedené vztahy jsou empi-
ricky stanoveny pro kruhova potrubi, pro kanaly s nekruhovym prufezem jsou opét zobecnény
pouzitim hydraulického prumeéru. V ptripadé turbulentniho rezimu je vstupni oblast podstatné
kratsf nez v lamindrnim rezimu. Pfesny odhad L. je prakticky nemozny, nebot délka vyvoje
turbulentniho proudéni zavisi na mnoha faktorech, jako naptiklad vstupni intenzita turbu-
lence nebo vstupni profil rychlosti.

Velkym problémem je samotna kritickd hodnota Reynoldsova cisla. Spodni hranice je
pomérné jasnd, pod hodnotu piiblizné Re ~ 2000 v proudici tekutiné natolik prevlddaji
vazké sily, ze laminarni rezim zustane stabilni i pfi velkém rozruseni proudu. Horni hranice
kritického Re je uz ale zna¢né nejista. Je znamo, ze je mozné laminarni rezim udrzet, naptiklad
pri velmi pozvolném zvysovani rychlosti proudéni, az do hodnot okolo Re ~ 10000. Z teo-
retickych praci, které se zabyvaji stabilitou proudéni v kanalu pomoci Orr-Sommerfeldovy
rovnice, vyplyva kritické Reynoldsovo ¢islo pro proudéni mezi dvéma rovnobéznymi sténami
vyvolané tlakovym spddem Re =~ 5770 [58]. Referencéni délkou je zde vyska kandlu a refe-
ren¢ni rychlosti stredni rychlost proudu. Z experimentalniho vySetfovani jsou stanoveny ruzné
hodnoty kritického Reynoldsova ¢isla, zavislé na intenzité turbulence na vstupu do kanélu.
Pro pfirozenou hladinu turbulence Tu = 0, 3% je zjisténo Re =~ 6700 [39]. Numerické simulace
nestlacitelného proudéni v praci [53] ukazuji, Ze prechod je v kandlech vyznamné ovlivnén
nejen intenzitou turbulence na vstupu, ale také profilem vstupni rychlosti. Predmétem tes-
tovani je zde konstantni a parabolicky profil, kazdy v kombinaci s dvéma hodnotami intenzity
turbulence, a to Tu = 1% a Tu = 5%. Pouze piipad konstantniho profilu a vyssi intenzity
turbulence se chova tak, jak se bézné predpoklada. Tedy se zvySovanim Reynoldsova ¢isla
dochazi k postupnému ptrechodu piiblizné mezi Re ~ 2000 a 8 000. V ostatnich zkoumanych
piipadech se laminarni rezim udrzi do Re ~ 10000 a pak dojde k nahlému prudkému prechodu
do turbulentniho rezimu.

Zcela zvlastni situace v tomto ohledu pak nastava v pripadé kanalu malych rozmeéru, kde
se lamindrni rezim bézné vyskytuje pii hodnotdch fddové Re ~ 10* a pravidla platnd pro
kandly béznych rozmeéru je nutné prehodnotit. O takovych kandlech a tzkych mezerach je
pojednéano déle.
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Reserse soucasné odborné literatury ukazuje, ze vyzkum v oblasti proudéni tekutin
v kandlech je v kategorii béznych kandlti zaméten predevsim na kritické stavy souvisejici
s prechodem z laminarniho do turbulentniho rezimu, relaminarizaci proudéni a rozbor
prechodového proudéni obecné, napiiklad v experimentalnich pracich [74], [94]. V oblasti mi-
nikanalu se naprosta vétsina praci tyka prenosu tepla a snahy o zvySovani icinnosti vyméniku
tepla, viz napiiklad prehledové prace [18], piipadné se jednd o kandlky s nejruznéjsimi
prekazkami, vicefazové proudéni a podobné.

Klasifikace kanalt podle jejich rozmeéru neni v literatufe jednotna, nejcastéji se pouziva
oznaceni podle [37]. Kandly jsou zde rozdéleny podle svého nejmenstho rozméru L,
(nejcastéji je to vyska, respektive kolmé vzdélenost stén) nésledujicim zpusobem:

Lpin < 1lpm nanokanaly,
lum < Ly, < 200pm  mikrokanaly,
200um < Ly, < 3mm minikanaly,
3mm < Ln bézné kandly.

Bézné se ale muzeme setkat s posunutou terminologii, nékdy i vyrazné.

Zkoumani proudéni stlacitelnych vazkych tekutin v kanalech a t1zkych mezerach
v predkladané praci navazuje na dlouhodoby vyzkum provadény na pracovisti [89], [90], ktery
byl zaméreny predevsim na transonické proudéni v tésnicich mezerach sroubovych kompre-
sort. Jedna se o pomezi mikro a minikanalu, presnéji mezery s charakteristickym rozmérem
100 az 500 pm.

Soucasnd prace je zaméfena na kandly vysky 0,5 az 10 mm, tedy na minikanaly
a velmi malé bézné kanaly. Vyzkum proudéni stlacitelnych tekutin je provadén ve spolupraci
s Ustavem termomechaniky AV CR, v.v.i., diky které je mozné validovat vysledky nume-
rickych simulaci pomoci experimentélnich dat ziskanych pracovniky UT AV CR v Aerodyna-
mické laboratori v Novém Kniné. Prakticky vsechny vyse zminéné i dalsi znalosti o prechodu
v kanalech vychézi ze zkoumani nestlacitelnych tekutin. Jakmile se vSak jednd o tekutinu
stlacitelnou, situace se komplikuje a predikce rezimu proudéni a predevsim ptechodu v kanalu
se stava nejistou, zejména pro zkoumané uzké kanaly.

Zajimame-li se ¢isté o prevazujici rezim proudéni v kandlech, v oblasti béznych kanalu
se muzeme do zna¢né miry ridit Reynoldsovym ¢islem, samoziejmé s védomim vyse uve-
denych a dalsich problému. V oblasti mikroproudéni je situace také pomérné jasna, vlivem
blizkosti stén zde dochazi k vyraznému tlumeni jakychkoliv poruch proudu a ten je tak
ve vétsiné pripadu laminarni. Navic v dusledku malych charakteristickych rozméru nebyvaji
Reynoldsova ¢isla v mikrokandlech vysoka. Situace mezi témito dvéma kategoriemi ale neni
prilis prozkoumana a je sttedem zajmu v predkladané studii.

Pokud bychom chtéli detailnéji zkoumat samotny prechod do turbulence, tedy za jakych
podminek (kategorie kanali, Reynoldsovo ¢islo) a kde presné (vzdalenost od vstupu
do kandlu) k nému dojde, bude takovy tkol naro¢ny. Modely ptechodu pro proudéni
v kandlech prakticky neexistuji, vétsina modelu prechodu je kalibrovana pro obtékani téles.
nebo plné turbulentnich podminek.

Tato kapitola je zaméfena na numerické simulace proudéni v uzkych kandlech o vysce
0,5 az 10 mm pomoci pristupu RANS. Klade si za cil blize prozkoumat rezim proudéni
v téchto kanalech, i kdyz bez vhodného modelu prechodu je to mozné jen v omezené mite.
Zékladnim vyzkumem ziskané znalosti o proudéni v tizkych mezerach a o vhodnych zpusobech
numerického modelovani takového typu proudéni pak mohou byt v budoucnu dale aplikovany
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nebo ventili parnich turbin.

2.2 Formulace ulohy a popis experimentu

Jako zékladni uloha pro studium proudéni stlacitelné vazké tekutiny v minikanalech a velmi
malych béznych kandlech je v navaznosti na spolupraci s Ustavem termomechaniky AV CR,
v.v.i. zvoleno proudéni vzduchu za béznych podminek v aerodynamicky hladkém rovném
kanalu obdélnikového prufezu s vysokym pomérem stran sitka/vyska. Vzduch je v pripadée
kalibra¢niho kanalu nasavan z okolni atmosféry a pred samotnym nasatim tvarovanou vstupni
oblasti prochazi nejprve pres silikagelovou susicku, filtry, vostinu slouzici pro usmérnéni
proudu a soustavu sit. V pripadé velmi uzkych kanalu je vzduch nasavan piimo z laboratorte.
V kandlu je vzduch urychlovan vlivem nastaveného tlakového spddu a za kandlem proudi
do volného prostoru realizovaného uklidnovaci komorou, v niz je udrzovan pozadovany pod-
tlak.

Veskeré experimenty uvedené v této kapitole byly provedeny pracovniky Ustavu termo-
mechaniky Akademie véd CR, v.v.i. v Aerodynamické laboratofi v Novém Kniné, kterd je
vybavena aerodynamickym tunelem saciho typu. Realizovana byla predevsim pneumaticka
meéreni, pii nichz byl odbéry na sténé méren staticky tlak po délce kanalu a v nékolika vy-
branych bodech byl pitotovou sondou méten také celkovy tlak v ose kandlu. Optickd métent,
jejichz velkou prednosti predevsim pro velmi malé kanaly je jejich neinvazivnost, byla pro-
vedena Machovym-Zehnderovym interferometrem. Déle bylo experimentalné stanoveno smy-
kové napéti na sténé, a to pomoci plutkové sondy, jejiz popis a kalibraci lze nalézt v praci [65].
Urceni smykového tieni plutkovou sondou je zalozeno na zavislosti te¢ného napéti a tlakové
diference zmérené na prekdazce - ,plutku®, umisténé v oblasti platnosti zakona stény. Hod-
nota intenzity turbulence na vstupu do kanalu, pouzita pro nastaveni numerickych simulaci,
byla stanovena z méreni pomoci zhaveného dratku. Detailni popis provedenych kalibra¢nich i
finalnich méreni v tzkych kanalech vcetné vyhodnoceni nejistot métreni a relevantnich odkazu
na zdroje v odborné literatufe je mozné nalézt v disertacni praci Ing. J. Haly [27].

Popis pfesné geometrie 1ilohy je nutné rozdélit na dvé casti. Prvni geometrie se tyka
kalibracniho kandlu o vySce h = 10 mm a dostatecné délce takové, aby se mohlo proudéni
v kanalu plné vyvinout. Vyska mezery umoznuje kalibraci méficich metod, které potom mo-
vyzaduje méné invazivni metody méfeni. Geometrie uzsich kanalt se mirné lisi a je tedy
popsana samostatné (vyska h = 0,5 az 4 mm).

h =10 mm

V piipadé kalibrac¢ni mezery o vysce h = 10 mm je kanal tvofen dvéma rovnobéznymi sténami
o 8itce 200 mm a délce 1526 mm. Pomér stran prufezu 200/10 = 20 je dostatecné velky na to,
aby boc¢ni stény neovliviiovaly proudéni ve stiedu kanalu. Pro dalsi popis a numerické simu-
lace se muzeme omezit na svisly fez ve stfedu kanalu a tulohu tak fesit ve 2D. Schématické
znazonéni geometrie ulohy je uvedeno na obrazku 2.1. Stény rozsitené vstupni oblasti jsou
ve tvaru ¢asti lemniskaty a délka této vstupni oblasti je 114 mm.

h = 0,5 az 4 mm

V piipadé skupiny uzsich mezer je sitka kandlu 100 mm a délka rovné ¢asti 92 mm. Pomér
stran prufezu kandlu se tedy pohybuje od 200 do 25. Geometrie svislého fezu ve stiedu kandlu
je znazornéna na obrazku 2.2 . Stény rozsitené vstupni oblasti jsou v tomto piipadé ve tvaru
¢tvrtiny kruznice o poloméru 8 mm.
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114 mm 1526 mm

Obrazek 2.1: Schématické znazornéni geometrie kalibra¢niho kanalu vysky A = 10 mm, stény
vstupni oblasti jsou ve tvaru ¢asti lemniskaty

r = 8 mm

% h=0,5-4mm

—_—

e

92 mm

Obrazek 2.2: Schématické znazornéni geometrie kanalu vysky A = 0,5 az 4 mm, stény vstupni
oblasti jsou ve tvaru ¢tvrtiny kruznice

2.3 Numericka simulace proudéni vzduchu v mezere
vysky h = 10 mm

Nejdiive provedeme numerické simulace proudéni vzduchu v kanalu vysky 10 mm, ktery
spadd do kategorie béznych kanalu. Stejné jako byl v experimentech pouzit pro kalibraci
méficich metod pro ulohy tohoto typu, v ptipadé numerického modelovani jej diky porovnéani
s experimentalnimi daty pouzijeme pro validaci numerického feSice a implementovaného mo-
delu turbulence pro tlohy proudéni v kanalu. V pripadé mezery vysky 10 mm bylo zméfeno
rozlozeni statického tlaku po délce kandlu, celkového tlaku podél osy kanalu a také smykové
napéti na sténé. Experimenty byly provedeny pro tii tlakové spady m = pin/Powt = 0,3, 0,6
a 0,8, z nichz prvni je nadkriticky, ostatni podkritické.

2.3.1 Testovani tvaru vstupni oblasti

Vzduch je do mezery nasavan z prakticky nehybného prostiedi v laboratofi. Nulovou vstupni
rychlost ale nelze predepsat na zacatku rozsitené vstupni oblasti, protoze proudéni se zde
jiz zacina urychlovat. Z tohoto duvodu je vytvofena vypoctova oblast s velkou vstupni ob-
lasti tak, aby simulace co nejvice odpovidala podminkam experimentu. V prubéhu provadéni
predbéznych simulaci vyvstala otazka, jaky tvar této pridané vstupni oblasti zvolit. Proto
byly otestovany tfi typy vstupni oblasti uvedené na obrazku 2.3. V pripadé A navazuje
na rozsitené stény kandlu hranice vypoctové oblasti s okrajovou podminkou typu vstup, vy-
znaceno carkované. V ptipadé B a C navazuji na rozsitené stény kandalu svislé stény, v pripadé
B jsou nevazké a v pripadé C vazké, tedy s neskluzovou podminkou.

Pro urychleni simulaci zde neni uvazovana uklidnovaci komora, vypoctova oblast je
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Obrazek 2.3: Schématické znazornéni tii testovanych tvaru vstupni oblasti; vazka sténa -
plnou carou, nevazka sténa - teckované, vstup - carkovaneé

ukoncena na konci rovného kandlu a je zde predepsan staticky tlak znamy v tomto misteé
z experimentu. Tlakovy pomér je 7 = 0, 3 a simulace jsou provedeny v turbulentnim rezimu.
Presné nastaveni parametru tlohy a okrajovych podminek je stejné jako u simulaci prove-
denych na tuplné vypoctové oblasti, jak bude uvedeno pozdéji. Zde se jedna pouze o stanoveni
vhodného tvaru vstupni oblasti. Poznamenejme, Ze vypocetni sif je u obtékanych stén do-
statecné zahusténa tak, aby pro prvni uzel u stény byla splnéna podminka y+ < 1.

Porovnanim vysledku uvedenych tii simulaci dochazime k zavéru, ze vliv tvaru ptridané
vstupni oblasti na proudéni v kandlu je pri uvedeném nastaveni zanedbatelny. Prubéh vSech
veli¢in proudového pole je po celé délce kanalu prakticky totozny, mirné se lisi pouze prubéh
turbulentnich veli¢in v prvni tfetiné osy kandlu, vliv na proudové pole v kanalu je ale na-
prosto zanedbatelny. Nejvétsi rozdily mezi jednotlivymi pripady muzeme vidét v rozlozeni
turbulentni viskozity ve vstupni oblasti na obrazku 2.4. V piipadé A dochazi na zacatku
pevnych stén k prudkému narustu turbulentni viskozity vlivem ndhlého nédbéhu tekutiny
na sténu a jejiho zbrzdéni. Od vstupu do rovné ¢asti kanalu se pak ale turbulentni viskozita
déle vyviji prakticky stejné jako v ostatnich piipadech. V piipadé B a C se rozlozeni prilis
nelisi, diky pripojenym svislym sténdm jsou zmény ve vstupni oblasti plynulejsi.

V rozsitené vstupni oblasti na obrazku 2.4 muzeme pozorovat oscilace nizkych hodnot i,
predevsim u oblasti typu A. Objevuji se i mirné zdporné hodnoty. Oscilace jsou zpusobeny
vypocetni siti v kombinaci s nespojitou Galerkinovou metodou a podobné jevy lze pozorovat
i u jinych simulaci. Na prubéh veli¢in ddle po proudu nemaji prakticky zadny vliv.

Na zakladé uvedené analyzy a zjisténych minimalnich rozdili mezi jednotlivymi ptipady
zvolime pro dalsi simulace na uplné vypoctové oblasti tvar vstupni oblasti typu A, ktery
nejvice odpovida usporadani experimentu.

2.3.2 Parametry numerické simulace

Simulaci proudéni vzduchu v kanédlu o vysce h = 10 mm provedeme na nasledujici vypoctové
oblasti. Pfidana vstupni oblast je typu A uvedeného v predchozim odstavci, za rovnym
kandlem nasleduje obdélnikova oblast predstavujici uklidiiovaci komoru. Jeji rozméry jsou
voleny dostatecné velké tak, aby okrajové podminky na hranicich uklidiovaci komory ne-
ovliviovaly uplav vznikajici za kandlem. Geometrie vypoctové oblasti a typ okrajovych
podminek jsou znazornény spolecné s po ¢astech strukturovanou ¢tyiihelnikovou vypocetni
siti na obrdzku 2.5. Sit je standardné zahusténa u obtékanych stén a také v iplavu za kandlem,
kde vznikaji pii nadkritickém tlakovém poméru razové viny a jemnd sit je zde proto nutnosti.
Zobrazen{ sité je pro vétsi piehlednost pouze orientaéni, ve skuteénosti je sit znaéné jemnéjsi,
tvorend 52 500 kontrolnimi elementy. Vzdalenost prvniho uzlu sité od stény je v rovné casti
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Obréazek 2.4: Porovnani rozlozeni turbulentni viskozity p; ve vstupni ¢asti vypoctové oblasti
v zavislosti na tvaru oblasti a typu okrajovych podminek, vyrez oblasti
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kanalu yo = 3 - 107% m.

Médiem je suchy vzduch uvazovany jako idealni plyn, s ohledem na podminky expe-
rimentu specifikovany nasledujicimi hodnotami. Termodynamicka teplota je T" = 300 K,
hustota p = 1,177kgm™3, dynamickd viskozita p = 1,846 - 107° kgm~!s~!, mérna tepelna
kapacita pfi konstantnim objemu ¢, = 717,8 Jkg 'K~!, Poissonova adiabatickd konstanta
k = 1,4 a tepelnd vodivost k = 2,624 - 1072 Wm'K~%.

Orientacni Reynoldsovo c¢islo odhadované pomoci predbéznych simulaci a experi-
mentalnich dat uré¢ime z uvedené hustoty a viskozity, jako referencni délku pouzijeme vysku
mezery a referen¢ni stiedni rychlost proudu bude 200 ms~! (v pifpadé nadkritického tla-
kového spadu dojde na konci kandlu k urychleni proudéni na rychlost zvuku). Dostaneme
tedy hodnotu Re ~ 1,3 - 10°. Vzhledem k tomu, Ze se jedna o b&zny kanal a Reynoldsovo
¢islo je znacné vysoké, predpokldadame turbulentni rezim proudéni. Simulaci tedy provedeme
s modelem turbulence k-w podle Wilcoxe (2006) se vSemi tpravami uvedenymi v prvni kapi-
tole.

Okrajové podminky

Na hranicich vypoctové oblasti jsou predepsany nasledujici okrajové podminky pro stredni
hodnoty velicin proudového pole.

Vstup
- stagnacni tlak p = 101325 Pa a stagnacni hustota p = 1,177 kg m~3,
- nulovy tepelny tok sténou v podobé g—: = Z?:l g—; n; = 0, kde n; je i-ta slozka jednot-

kového vektoru vnéjsi normaly k hranici,
- napéti ve sméru normdly k hranici (o;; + 7;5)n; =0, i = 1,2,
- turbulentni veliciny k = 0,23 m?s™!, w = 1454571

Vystup
- staticky tlak podle pozadovaného tlakového poméru m =0,3, 0,6 a 0,8, tedy p = 101325 7
- nulovy tepelny tok sténou v podobé g—z = Z?:l g_;f n; = 0, kde n; je i-ta slozka jednot-

kového vektoru vnéjsi normaly k hranici,
- napéti ve sméru normdly k hranici (6;; + 7;;)n; =0, i = 1,2,
- ostatni hodnoty véetné turbulentnich veli¢in extrapolujeme z proudového pole.

Vazka sténa

- slozky rychlosti o, = 0ms™', 0y = 0ms™!, ~
- nulovy tepelny tok sténou v podobé ‘g—g = Zle g—; n; = 0, kde n; je i-t4 slozka jednot-
kového vektoru vnéjsi normdly k hranici (adiabaticka sténa),

- konstantni hodnota turbulentni energie k¥ = 0 m?s2

- konstantni hodnota specifické rychlosti disipace w = 10051,

Y

Vstupni hodnota turbulentni energie k je urcena pomoci vztahu
3

k= ~Tu’v?,
2
kde Tu je intenzita turbulence na vstupu do rozsitené casti kandlu, kterd byla orientacné
experimentalné stanovena na hodnotu Tu = 1,3%, a ©; je rychlost proudu ve stejném misté
odhadnuté z piedbéznych simulaci na hodnotu ©; = 30m s~t. Vstupni hodnota w vychézi
ze zvoleného pomeéru vazkosti u; /0 = 10. Hodnota specifické rychlosti disipace w na sténé je

urcena podle vztahu (1.46) stejnym zpusobem, jako u verifikaéni simulace obtékéni desky.
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Pocatecni podminky

Pro lepsi stabilitu numerické simulace v poc¢atku jejiho béhu je v rovné ¢asti kanalu predepsan
staticky tlak rovnomérné klesajici z hodnoty vstupniho tlaku, ktery je pfedepsan v celé
vstupni oblasti, az do hodnoty vystupniho tlaku, ktery je zadan v celé uklidinovaci komore.
Pocatecni hustota je konstantni a rychlost nulova v celé vypocetni oblasti.

2.3.3 Vysledky simulace a porovnani s experimentem

Jak jiz bylo zminéno, experimenty provedené na UT AV CR poskytuji prubéh statického tlaku
a celkového tlaku v ose rovné ¢ésti kandlu, x € [0, 1526] mm, a smykové napéti na jeho sténé.
Na obrazcich 2.6, 2.7 a 2.8 jsou postupné uvedeny odpovidajici prubéhy stfedni hodnoty
statického a celkového tlaku pro tlakové pomeéry m = 0,3, 0,6 a 0,8, ziskané z realizovanych
numerickych simulaci, v porovnani s experimentalnimi daty. Ve vSech ttech pripadech muzeme
konstatovat velmi dobrou shodu statického tlaku, celkovy tlak v ose je numerickou simulaci
mirné podhodnoceny. Poznamenejme, ze celkovy tlak je z vysledku simulace uréen pomoci
vztahu

K

k—1 Al
ﬁcelk - ﬁstat (1 + 2 MCL2> ) (22)

kde lokalni Machovo ¢islo Ma je vypocitano jako pomér celkové stredni hodnoty rychlosti
proudéni v daném misté a dopocitané lokalni stfedni hodnoty rychlosti zvuku

a=+/K p—‘iat.
\ 17

4
12 = 10 |
10
8
—
A
=3
6
——staticky tlak - simulace
ni —celkovy tlak - simulace
-+ staticky tlak - experiment
- celkovy tlak - experiment
2 1 1 |

|
0 500 1000 1500
X [mm]

Obrazek 2.6: Prubéh stfedni hodnoty statického a celkového tlaku v ose kandlu pro tlakovy
pomér 7 = 0, 3; simulace (plnou ¢arou), experiment (body)
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Obrazek 2.7: Prubéh stfedni hodnoty statického a celkového tlaku v ose kanalu pro tlakovy
pomér 7 = 0, 6; simulace (plnou ¢arou), experiment (body)

12 i

—staticky tlak - simulace
—celkovy tlak - simulace

ar . staticky tlak - experiment 7
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2 | | | |
0 500 1000 1500
X [mm]

Obrazek 2.8: Prubéh stredni hodnoty statického a celkového tlaku v ose kandlu pro tlakovy
pomér 7 = 0,8; simulace (plnou ¢arou), experiment (body)

54



1.2

—mx=0,3 simulace ’
1= m=0,6 simulace .
—x =0,8 simulace .
~m=0,3 experiment : /
08F w=0,6 experiment e i
- m=0,8 experiment —
06" o ,

O | | | |
0 500 1000 1500

X [mm]

Obrazek 2.9: Prubéh stfedni hodnoty Machova ¢isla v ose kandlu pro vSechny tfi tlakové
poméry; simulace (plnou ¢arou), experiment (body)

Vyhodnoceni priubéhu Machova ¢isla v ose rovné ¢asti kanalu je pro numerickou simulaci
i experiment uvedeno na obrazku 2.9. Vyhodnoceni Machova ¢isla ze zméreného statického
a celkového tlaku je provedeno inverznim vztahem k (2.2). Rozdily pozorované v prubéhu
celkového tlaku se dle ocekavani odrazeji i v porovnani Machova ¢isla, které je v simulaci
opét celkove nizsi nez v experimentu.

Dulezitou velicinou poskytnutou provedenymi experimenty je smykové napéti na sténé 7,,.
7 vysledku numerické simulace ho uréime pomoci dynamické viskozity a derivace slozky
rychlosti ©; podle y na sténé ze vztahu

I d’l;l
" : dy wall

Porovnani se zméfenym prubéhem smykového napéti pro vsechny tti tlakové poméry je uve-
deno na obrazku 2.10. Shoda s experimentalnimi daty je kromé prvnich tii odbérnych mist
na zacatku kanalu vyborna. Odchylka na zac¢atku kanalu je pravdépodobné zpusobena nevy-
vinutym charakterem proudéni v této oblasti, kdy pouzita mérici metoda nemusi poskytovat
zcela spravné hodnoty. Uréime-li vstupni délku pro tento kanal podle vztahu (2.1), dosta-
neme pro vSechny tii tlakové spady hodnoty v rozmezi zhruba L, = 0,4 — 0,6 m, uvazovano
od zacatku rovné casti kanalu. To odpovida pravé oblasti, kde se hodnoty 7, lisi. Vstupni
délku muzeme vyhodnotit i podle zmén profilu rychlosti po délce kandlu. Na obrazku 2.11
je vykreslen pomér maximalni hodnoty rychlosti v ose kandlu 4 ,,4, a prumérné rychlosti
ve svislém tezu kanalem

1 h
U1 pulk = E/ 01 (y) dy.
0

Ptesnd hodnota poméru 01 yaq /01 puik zavisi na Reynoldsové éisle a nelze ji pro kanaly s nekru-
hovym prufezem piresné odhadnout [53]. Nicméné rychlostni profil povazujeme za vyvinuty,
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Obréazek 2.10: Prubéh sttedni hodnoty smykového napéti na sténé kanalu pro vSechny tii

tlakové pomeéry; simulace (plnou ¢arou), experiment (body)

ﬂ
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Obréazek 2.11: Pomér maximalni a prumérné rychlosti v; v rovné c¢édsti kanalu pro urceni

vstupni délky, pro vSechny tfi tlakové poméry
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pokud se uvedeny pomeér jiz déle neméni. Z grafu na obrazku 2.11 je vidét, ze k ustdleni tvaru
profilu v; dojde v rozmezi L, = 0,55 — 0,65 m, jak je pro jednotlivé tlakové poméry uvedeno
v tabulce 2.1. Tyto hodnoty v zasadé potvrzuji predchozi odhad vstupni délky.

™ 0,3 0,6 0,8
L.im] | 065 | 060 | 055

Tabulka 2.1: Vstupni délka v kalibra¢nim kanalu odhadovand z vyvoje rychlostniho profilu,
pro jednotlivé tlakové poméry

Tlakovy pomér m = 0, 3 je na rozdil od dalsich dvou nadkriticky. Kriticky tlakovy pomér
pti proudéni vzduchu (k = 1,4) v kandlu je ddn vztahem

92 e
it = = 0, 528.
Thrit (K+1)

Pti nadkritickém tlakovém poméru 0,3 dosahuje rychlost vzduchu na konci kanalu rych-
losti zvuku, tedy Ma = 1, jak je vidét z prubéhu Machova ¢isla na obrazku 2.9, a dochézi
zde k aerodynamickému ucpani. Vzduch déle pokracuje nadzvukovou rychlosti a ve vytoku
do uklidnovaci komory expanduje. Tlak v tomto rozpinajicim se vzduchu klesa pod troven
okolniho tlaku v komorte a po stranidch proudu vznikaji razové viny. Na konci tohoto tseku
dojde k prudkému poklesu rychlosti a narustu tlaku. Tento jev se nékolikrat opakuje, po-
stupné slabne, az dojde k vymizeni rdzovych vin a celkovému uklidnéni v komote. Rozlozeni
Machova cisla v oblasti vytoku do volného prostoru, respektive uklidnovaci komory, je zob-
razeno na obrazku 2.12. Na obrazku 2.13 je pak pro srovnani uvedeno rozlozeni Machova
¢isla pro podkriticky tlakovy pomér m = 0,6, kdy dochazi pouze k volnému vytoku tekutiny
bez razovych vin a jejimu postupnému zpomaleni. Zduraznéme ale skutecnost, ze se v obou
piipadech jedné o stfedované feseni. Realné situaci tedy bude odpovidat pouze urcity, spise
kratsi, usek za kanalem, déle se proud zacne rozpadat a bude se vyvijet nestacionarné a vuci
ose uplavu nesymetricky.

Z vysledku provedenych simulaci muzeme nyni vyhodnotit skuteéné Reynoldsovo cislo,
ditve pouze odhadované. V tabulce 2.2 je uvedeno minimalni lokalni Reynoldsovo ¢islo v ose
kanalu vcetné rozsitené vstupni c¢asti a dale pouze v rovné casti. Jako referencéni délku
uvazujeme vysku kanalu a referen¢ni rychlost je prumérna rychlost v kazdém konkrétnim
svislém fezu kanalu. Z uvedenych hodnot usuzujeme, ze predpoklad plné turbulentniho rezimu
proudéni v celé oblasti je opravnény. Dale je v tabulce 2.2 uvedena maximalni hodnota bez-
rozmeérové vzdalenosti y* (1.49) prvniho uzlu sité od stény v rovné ¢ésti mezery. V piipadé

T Re Re v rovné ¢asti vy [—]
0,3 11000 93000 1,20
0,6 10 000 87000 1,18
0,8 8000 68 000 1,02

Tabulka 2.2: Minimélni lokdlni Reynoldsovo ¢islo v ose kandlu véetné vstupni oblasti, v ose
rovné ¢asti kandlu a maximélni bezrozmérovd vzdélenost prvniho uzlu sité od stény y™*
pro jednotlivé tlakové poméry
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Obréazek 2.12: Rozlozeni stfedni hodnoty Machova ¢isla v oblasti vytoku do volného prostoru
pro nadkriticky tlakovy pomeér 7 = 0, 3; bile zvyraznéna izocara odpovida Ma = 1

49e-08 02 0. 0.6 0.8 1.3e+00

Obrazek 2.13: Rozlozeni stiedni hodnoty Machova ¢isla v oblasti vytoku do volného prostoru
pro podkriticky tlakovy pomér m = 0,6

o8



dvou vétsich tlakovych spadu neni presné dodrzena podminka y* < 1, ale diky 2. radu
presnosti nespojité Galerkinovy metody, pouzité k feSeni ulohy, je mozné tyto hodnoty bez
obav akceptovat a vypocetni sit povazovat u stény za dostateéné kvalitni pro provedeni tur-
bulentnich simulaci.

Poznamenejme, ze stabilita simulaci, kterd je pti diskretizaci dvourovnicovych modelu
turbulence pomoci nespojité Galerkinovy metody konec¢nych prvku znacné problematicka,
se u této tlohy chova prakticky stejné, jako bylo uvedeno u verifika¢ni tlohy obtékani rovné
desky v prvni kapitole.

7 verifikacni simulace v prvni kapitole vyplynuly i nékteré zavery tykajici se predikce
turbulentni viskozity a tloustky turbulentni mezni vrstvy pomoci implementovaného modelu
turbulence. V tiloze obtékani desky dochdzelo k nadhodnoceni tloustky mezni vrstvy o 29%
a zaroven i k mirnému zvyseni maxima turbulentni viskozity v mezni vrstvé, ovSem s malym
dopadem na vypocet rychlosti ¢i smykového napéti na sténé. Podivame-li se na piredlozené
vysledky simulace proudéni vzduchu v tzkém kandlu z pohledu téchto skutecnosti, nabizi
se otazka, zda pravé predc¢asny narust mezni vrstvy na sténach na zacatku kanalu a pre-
dikce nizsi rychlosti predevsim ve vnéjsi ¢asti mezni vrstvy nedava kratsi vstupni délku
a nezpusobuje tak odchylku od experimentu v prubéhu celkového tlaku.

2.4 Numericka simulace proudéni vzduchu v mezerach
vysky h = 0,5 az 4 mm

Podle zavedené terminologie v ivodu kapitoly se zkoumand skupina mezer vysky 0,5 az 4 mm
pohybuje v oblasti minikanali (do 3 mm) a velmi malych béznych kanéla. Kvuli velmi malym
rozmérum kanalu je zde zméreno pouze rozlozeni statického tlaku podél osy kanalu, a to
pro nékolik nadkritickych i podkritickych tlakovych spadu. V piipadé mezery vysky 2 mm
byla provedena i optickd méreni a pofizeny tak interferogramy celé oblasti. Zabyvat se budeme
predevsim nadkritickymi tlakovymi pomeéry m = py, /Dowt = 0,189 a 0,308.

2.4.1 Parametry numerické simulace

Simulaci proudéni vzduchu provedeme v kandlech vysky h = 0,5, 2, 3 a 4 mm, a to
na nasledujici vypoctové oblasti. Tvar pridané vstupni oblasti bude stejné jako v predchozi
uloze typu A a uklidnovaci komora dostatecné velka vzhledem k rozmérum mezery. Geo-
metrie vypoctové oblasti a typ okrajovych podminek jsou znédzornény spolecné s po castech
strukturovanou ¢tyiihelnikovou vypocetni siti na obrazku 2.14. Sit je standardné zahusténa
u obtékanych stén a v tplavu za kandlem. Vypocetni sit je tvoiena 12900 kontrolnimi ele-
menty, vzdalenost prvniho uzlu sité od stény je v rovné éasti kanalu yo = 6,5 - 1076 m.
Fyzikalni hodnoty proudiciho vzduchu jsou oproti predchozi tloze mirné posunuty. Ter-
modynamick teplota je T = 292,15 K, hustota p = 1,209kg m~3, dynamick4 viskozita p =
1,879 -10°kgm's™!, mérna tepelnd kapacita pii konstantnim objemu ¢, = 718 Jkg 1K1,
Poissonova adiabatickd konstanta x = 1,4 a tepelnd vodivost k = 2,561 - 1072 Wm 'K~
Orientacni Reynoldsovo ¢islo uréime opét z uvedené hustoty a viskozity, referencni délky
v podobé vysky kanalu a referenéni rychlosti 200 ms~!, nebot se zajimdme o nadkritické
tlakové spady. Pro jednotlivé vysky kanalu dostaneme ptiblizné hodnoty uvedené v tabulce
2.3. Prestoze se kromé nejuzsi mezery jedna o hodnotu bézné povazovanou za nadkritic-
kou, je pii odhadu rezimu proudéni potieba znacné opatrnosti. Simulace proto provedeme
pro vSechny kanaly laminarné i turbulentné a diky porovnani s experimentalné ziskanym
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prubéhem statického tlaku a interferogramy v ptipadé 2 mm mezery se pokusime ucinit
nékteré zavery o rezimu proudéni v téchto tzkych mezerach.

h [mm] 0,5 2 3 4
Re 6400 25700 38600 51500

Tabulka 2.3: Predbézny odhad Reynoldsova ¢isla v mezerach vysky h pro nadkritické tlakové
spady

Okrajové podminky

Na hranicich vypoctové oblasti jsou predepsany nasledujici okrajové podminky pro stfedni
hodnoty veli¢in proudového pole.

Vstup
- stagnacni tlak p = 101325 Pa a stagnacni hustota p = 1,209 kg m~3,
- nulovy tepelny tok sténou v podobé g_,_g = Z?:l g—; n; = 0, kde n; je i-ta slozka jednot-

kového vektoru vnéjsi normaly k hranici,
- napéti ve sméru normély k hranici (6;; +7;)n; =0, 1= 1,2,
- turbulentni veli¢iny k& = 0,0337m?s™!, w = 21680s.

Vystup

- staticky tlak podle pozadovaného tlakového pomeéru 7= =0,189 a 0,308, tedy p =
101325 ) )

- nulovy tepelny tok sténou v podobé g—: = Z?:1 g—;’ n; = 0, kde n; je i-ta slozka jednot-

kového vektoru vnéjsi normaly k hranici,
- napéti ve sméru normély k hranici (6;; +7;)n; =0, 1= 1,2,
- ostatni hodnoty véetné turbulentnich veli¢in extrapolujeme z proudového pole.

Vazka sténa

1

- slozky rychlosti 1 = Oms™", 0, = 0ms™',

- nulovy tepelny tok sténou v podobé ‘g—z = Zle g—i n; = 0, kde n; je i-ta slozka jednot-

kového vektoru vnéjsi normdly k hranici (adiabaticka sténa),

- konstantni hodnota turbulentni energie k = 0 m?s2,

- konstantni hodnota specifické rychlosti disipace w = 3 -10%s7 .

Vstupni hodnota turbulentni energie k£ je urcena stejné jako u ptredchozi tlohy, inten-
zita turbulence v tomto piipadé neni znamé a stanovime ji proto na hodnotu Tu = 0,5%.
Rychlost proudu na vstupu do rozsitené casti kanalu odhadnuta z predbéznych simulaci je
o = 30m s~. Vstupn{ hodnota w vychédz{ ze zvoleného poméru vazkost{ u;/p = 0, 1. Pfesnd
hodnota specifické rychlosti disipace w na sténé urcéend podle vztahu (1.46) je z duvodu
pouziti 2. fadu DGFEM opét zvysena na uvedenou hodnotu.
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Pocatecni podminky

Pro lepsi stabilitu numerické simulace v poc¢atku jejiho béhu je v rovné ¢asti kanalu predepsan
staticky tlak rovnomérné klesajici z hodnoty vstupniho tlaku, ktery je pfedepsan v celé
vstupni oblasti, az do hodnoty vystupniho tlaku, ktery je zadan v celé uklidinovaci komore.
Pocatecni hustota je konstantni a rychlost nulova v celé vypocetni oblasti.

2.4.2 Vysledky simulace a porovnani s experimentem

Numerické simulace proudéni vzduchu ve ¢tyfech zkoumanych kanalech jsou provedeny
pro nadkriticky tlakovy pomér m = 0, 189. Vzhledem k nejistoté, kterd i pres relativné vysoka
odhadovand Reynoldsova ¢isla (viz tabulku 2.3) panuje ohledné rezimu proudéni v téchto
kandlech, realizujeme vzdy laminarni a turbulentni vypocet. Vyjimkou je nejuzsi mezera
o vysce 0,5 mm, kde postaci simulace laminarni.

Na obrazcich 2.15, 2.16, 2.17 a 2.18 je uveden prubéh stfedni hodnoty statického tlaku
postupné pro kandly vysky 0,5, 2, 3 a 4 mm. Kromé nejuzsi mezery je vzdy porovnan
vysledek simulace laminarni, simulace s modelem turbulence a experimentalni data. Tlak
je normovan referen¢nim tlakem zvolenym jako stagnacni tlak na vstupu. V ptipadé mini-
kanalu vysky 0,5 mm a 2 mm vidime jednoznacnou shodu laminarnich a experimentalnich
hodnot. V piipadé kanalu vysky 3 mm a 4 mm uz je vidét vzdalovani experimentalnich hod-
not statického tlaku od vysledku laminarni simulace, na konci kandlu pak dochéazi ke shodé
s vysledky turbulentni simulace.

Urcéeme nyni opét skuteéné hodnoty lokalniho Reynoldsova ¢isla v uvedenych kanalech.
Vypocitame je na zakladé vysky kanalu a prumeérné rychlosti v kazdém svislém fezu x = konst.
Minimalni lokdlni Reynoldsovo ¢islo v rovné ¢asti kanalu je uvedeno v tabulce 2.4, spolecné
s maximaln{ bezrozmeérovou vzdélenosti prvniho uzlu sité od stény y* v piipadé turbulentni

—simulace - laminarni

097 I“‘ - experiment |

/

0.8 .

0.7 — i

ja e
\Q..O67 T N

0.5 i

0.4+ \

03 | | | | | | | | | |
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09

X [m]

Obrazek 2.15: Prubéh stredni hodnoty normovaného statického tlaku v ose kandlu h = 0,5
mm pro tlakovy pomeér m = 0, 189; simulace laminarni (Cervené), experiment (¢erné body)
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\ —simulace - laminarni
09 | ~——simulace - turbulentni | |
“ - experiment

0.4

03 | | | | | | | | | |
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
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Obrazek 2.16: Prubéh sttedni hodnoty normovaného statického tlaku v ose kanalu h = 2 mm
pro tlakovy pomeér © = 0, 189; simulace laminarni (Gervené), simulace turbulentni (modfe),
experiment (Gerné body)

1 T T

~——simulace - laminarni
0.9 —simulace - turbulentni |
""" experiment

[-]

03 | | 1 1 1 | | | | |
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09

X [m]

Obrazek 2.17: Prubéh sttedni hodnoty normovaného statického tlaku v ose kanalu h = 3 mm
pro tlakovy pomér m = 0, 189; simulace lamindrni (Cervené), simulace turbulentni (modfe),
experiment (Cerné body)
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Obrézek 2.18: Prubéh stfedni hodnoty normovaného statického tlaku v ose kandlu h = 4 mm
pro tlakovy pomér m = 0, 189; simulace lamindrni (Cervené), simulace turbulentni (modfe),
experiment (Gerné body)

h [mm] 0,5 2 3 4
Re 3100 16 600 25900 34100
yt - 4.8 5.1 5.1

Tabulka 2.4: Minimalni lokdlni Reynoldsovo ¢islo v rovné ¢ésti kanalu a maximdlni bez-
rozmérové vzdalenost prvniho uzlu sité od stény y™ pro jednotlivé vysky kandlu a tlakovy
pomeér ™ = 0, 189

simulace. Podminka pro dobré zachyceni turbulentni mezni vrstvy y* < 1 nenf pro tyto tlohy
splnéna, jak bylo ocekavano jiz podle kvality vypocetni sité u stény. Z provedenych testo-
vacich simulaci, které nejsou v praci uvedeny, ale jasné vyplynulo, ze zjemnénim sité a tedy
snizenim hodnoty y* nedosdhneme prakticky zadné zmény ve vysledcich turbulentnich simu-
laci. Velky vliv zde mé druhy fad nespojité Galerkinovy metody, ktery dokéze nedostatecné
jemnou sit u stény cdstetné vykompenzovat. Z divodu vypocetni ndrocnosti tedy byly si-
mulace realizovany na uvedené hrubsi siti, aniz by to ale mélo na odhad rezimu proudéni
v mezerach vliv. Pro lamindrn{ vypocty je sit naprosto dostacujici.

Interferogramy potizené pii experimentu poskytuji vizualn{ informaci o celé oblasti véetné
casti uklidnovaci komory. Vyuzijeme je pro kvalitativni porovnani s izocarami stiedni hod-
noty hustoty pravé v oblasti vystupu vzduchu z kanalu do volného prostoru. Interferometrie je
zalozena na skutecnosti, ze rychlost siteni svétla zavisi na indexu lomu média, kterym svétlo
prochazi, a index lomu zavisi na hustoté. Mohou tak byt pfimo urcovany zmény hustoty
tekutiny. Porovnani provedeme pro mezeru vysky A = 2 mm a nadkritické tlakové pomeéry
m = 0,189 a 0,308. Pro nadkritické tlakové poméry dochazi za kandlem ke stejné situaci
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jako u mezery vysky h = 10 mm, tedy vzniku Sikmych razovych vin, jak bylo popsdno v od-
stavei 2.3.3. Izocary stfedni hodnoty hustoty pro tlakovy pomér m = 0,189 jsou uvedeny
na obrazku 2.19 nahorte, interferogram pro stejny tlakovy pomeér je pak na obrazku dole.
[zocary stfedni hodnoty hustoty pro tlakovy pomeér m = 0,308 muzeme vidét na obrazku
2.20 nahorte, interferogram pro stejny tlakovy pomeér je uveden dole. Numerické simulace pro
ziskani uvedenych izocar byly provedeny nasledujicim zptusobem. Z grafu na obrazku 2.16
vidime, ze proudéni v kanale je laminarniho charakteru, respektive je mozné ho dobie mode-
lovat laminarné. Ve vytoku do volného prostoru jiz ale nepusobi stabilizujici vazké sily dané
blizkosti stén v kandlu a predpoklddame tak nutné rychly prechod do turbulentniho rezimu.
Navic jsou lamindrni simulace v oblasti uklidiiovaci komory, kde dochazi k vyraznym nesta-
cionarnim jevum, zna¢né nestabilni a vysledky neodpovidaji realité. Situace je proto kvuli
absenci vhodného modelu prechodu vyfesena tak, ze ve vstupni oblasti a rovném kandalu je
vypocet realizovan laminarné a v uklidiovaci komote pak plné turbulentné s pomoci modelu
k-w podle Wilcoxe (2006). ,,Prechodova® oblast je feSena tak, ze na tiseku zasahujicim 1 mm
do rovného kanalu a 8 mm do uklidinovaci komory je linedrné navysovana produkce turbu-
lentni energie P, = Tijg—;}; v rovnici (1.31) z hodnoty 0 na hodnotu 1. Prubéh statického tlaku
v ose kanalu odpovida pri této upravé experimentalnim vysledkum stejné dobie, jako tlak
ziskany vypoctem c¢isté laminarnim. Pro oba zkoumané tlakové pomeéry muzeme konstatovat
rozumnou kvalitativni shodu izocar hustoty s interferogramy, samoziejmé pouze v kratkém
useku za kanalem. Déle uz stfedované teseni neodpovida skutec¢nosti, protoze stacionarni
RANS priistup neni schopen postihnout nestacionarni jevy, které se v uklidnovaci komote
vyskytuji.

2.5 Diskuze vysledku a zavéry

Po zhodnoceni vysledkt simulaci provedenych v kalibracnim kanalu vysky 10 mm, uvedenych
v casti 2.3 této kapitoly, muzeme konstatovat, ze validace numerického tesice zalozeného
na nespojité Galerkinové metodé s modelem turbulence k-w podle Wilcoxe (2006) pro plné
turbulentni proudéni probéhla velmi uspokojivé. Mirna odchylka v prubéhu celkového tlaku
v ose kanalu je pravdépodobné zpusobena nedostatecné presnou predikei turbulentni vazkosti
v turbulentni mezni vrstvé, jak bylo zjisténo z verifika¢ni simulace obtékani rovné desky.
Predikce statického tlaku po délce kandlu je velmi dobra, stejné jako vypocet smykového
napéti na sténé kanalu kromé vstupni délky, coz bylo komentovano vyse. Vyjdéme tedy
z toho, ze turbulentni Tesi¢ je pouzitelny pro predikci proudéni v tzkych kandlech.

Podivame-li se nyni na uzs$i mezery na pomezi minikanali a béznych kandli, muzeme
konstatovat nasledujici. V kandlech vysky A < 2 mm je ve shodé s experimentem prubéh
statického tlaku ziskany z laminarni simulace. Pro h = 0,5 mm je shoda prakticky pfesné,
zanedbatelnd odchylka v piipadé h = 2 mm je v toleranci nejistot métreni [27]. Pro mezeru
h = 3 mm je vidét jiz zfetelné odchylovani experimentalné zjisténého tlaku od laminarni
predikce a na konci kandlu, v misté x = 89 mm, dochazi k primknuti k turbulentni kiivce
tlaku. U mezery vysky h = 4 mm je tento jev jesté zietelnéjsi a k primknuti k turbulentni
ktivce dojde v misté x = 87 mm.

Ziskané vysledky naznacuji pocinajici prechod do turbulentniho proudéni od vysky kandalu
okolo 3 mm. Experimentdalné ziskany staticky tlak je vyssi, nez pii zcela laminarnim vypoctu,
ale sklon ktivky rozhodné nenasvédcuje rezimu plné turbulentnimu, s vyjimkou samotného
konce kanalu. Pohybujeme se zde pravdépodobné v oblasti urcitého intermitentniho proudéni.
Fenomén plné vyvinutého intermitentniho rezimu proudéni je popsan v praci [53] a bylo by
mozné ho identifikovat podle pomeéru 1 maz /01 puik, ktery se v takovém piipadé ustéli mezi
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Obrézek 2.19: Izoc¢dry stiedni hodnoty hustoty [kgm ™3] ve vytoku do uklidiiovaci komory
ziskané numerickou simulaci (nahote) a odpovidajici interferogram potizeny pracovniky
UT AV CR (dole), pro kanal h = 2 mm a pro tlakovy pomér 7 = 0, 189
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Obrézek 2.20: Izoc¢dry stiedni hodnoty hustoty [kgm ™3] ve vytoku do uklidiiovaci komory
ziskané numerickou simulaci (nahote) a odpovidajici interferogram pofizeny pracovniky
UT AV CR (dole), pro kandl h = 2 mm a pro tlakovy pomér 7 = 0, 308
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hodnotou ptiblizné 1,15 platnou pro vyvinuté turbulentni proudéni a 1,5 pro vyvinuté la-
minarni proudéni. Vzhledem k délce kandlu je zde ale proudéni nevyvinuté a posouzeni podle
profilu rychlosti neni mozné. Zduraznéme, ze se jedna pouze o hypotézu, pro konkrétni zavery
o ptechodu do turbulence bude nezbytné nalezeni vhodného modelu prechodu pro proudéni
v kanalech.

Naprosta vétSina existujicich modelu pfechodu je kalibrovdna pro obtékdni téles.
Pti proudéni v kanalu dochazi k prechodu stejné jako pti obtékani téles, tedy v mezni vrstve,
kterd se na sténach kanalu vyviji, pripadné pti setkani obou smykovych vrstev pii vytvareni
vyvinutého rychostniho profilu. Vsechny modely ptechodu jsou ale do urc¢ité miry zavislé
na empirickych kritériich, ktera byla odvozena pro konkrétni podminky. Model prechodu
tak musi byt pro proudéni stlacitelné tekutiny v kanalu upraven a pomoci experimentu va-
lidovan. Jednim z moznych feseni muze byt algebraicky model prechodu s modifikaci pro-
dukce turbulentni energie podle Langtryho a Sjolandera [47], kde by pravdépodobné bylo
nejvhodnéjsi upravit korekéni funkei PTM; [67]. Vzhledem k nedostatku dostupnych experi-
mentu pro stlacitelné proudéni bude pro validaci modelu prechodu v kanalu potieba provést
experimenty nové.

Zaroven se z hlediska numerického modelovani jevi jako velmi vhodné prodlouzit pro dalsi
experimenty tzky kanal na takovou délku, aby se proudéni stacilo vyvinout a idealné délka
useku kanalu s vyvinutym proudénim pirevazovala nad vstupni délkou. Bylo by tak mozné
spolehlivéji vyhodnotit rezim proudéni v kandlu, nez za soucasného stavu nevyvinutého
proudéni. I vzhledem k planovanym dalsim métrenim, konkrétné smykového napéti na sténé
v minikanalech, by bylo prodlouzeni vice nez ptfinosné. V kalibracnim kandlu se totiz uka-
zuje, ze pro usek kandlu s nevyvinutym proudénim nejsou metody predpokladajici znalost
rychlostniho profilu, jako je praveé plutkova sonda, prilis spolehlivé. Pokud by bylo métfeni
realizovano jinou metodou, naptiklad zhavenym filmem, tento problém by pravdépodobné ne-
nastal, nicméné i tato metoda s sebou nese znacné komplikace v podobé obtizné kompenzace
teplotnich vlivu.
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Kapitola 3

Implicitni simulace velkych viru

Kazdy ze tii zékladnich pristupu pro modelovéani turbulentniho proudéni tekutin (feseni
stredovanych Navierovych-Stokesovych rovnic RANS, simulace pohybu velkych vira LES
a primd numerickd simulace DNS) poskytuje odlisné moznosti vyuziti, presnosti a vypocetni
narocnosti. Pro prakticky a v kazdodenni inZenyrské praxi v soucasnosti nejvice uzivany
pristup RANS existuje fada dobrych a stale zdokonalovanych modelu turbulence a prechodu,
které davaji uspokojivé vysledky, pokud je model pro konkrétni problematiku vhodné zvolen.
Idealnim modelem turbulence by ovSsem byl takovy, ktery by dokazal predpovédét chovani
tekutiny pro Siroké rozmezi podminek proudéni a typu geometrie. Takovy model vsak dosud
nebyl vytvoren, chceme-li tedy v modelovani proudéni tekutin dosdhnout vétsi univerzalnosti
a presnosti, je nutné pristoupit k simulaci pohybu velkych vira nebo dokonce k ptimé nu-
merické simulaci. I pfes zvysujici se vykonnost vypocetni techniky neni ale pouziti piimé
numerické simulace pro bézné aplikace stale jesté redlné, obzvlast v pifpadech rozmérnych
geometrii a vysokych Reynoldsovych ¢isel. Simulace pohybu velkych viru predstavuje urcity
kompromis mezi RANS a DNS pristupem vzhledem k presnosti predikce vyvoje proudéni
tekutiny i vzhledem k ¢asovym a pamétovym naroktim kladenym na vypocetni techniku.

3.1 Princip LES a standardni pristup

Turbulentni proudéni je charakteristické neusporadanym pohybem virovych struktur celé
skaly meéritek, délkovych i ¢asovych. Zatimco DNS fesi pfimo vSechny tyto turbulentni viry
a poskytuje tak kompletni informaci o fluktuacich vsech veli¢in proudového pole v prostoru
i v case, RANS naopak hleda pouze stiedni hodnoty veli¢in a vliv turbulentnich struktur
vSech méritek na tyto stfedni hodnoty modeluje vhodnym modelem turbulence. V bézném
pojeti LES se systém Navierovych-Stokesovych rovnic filtruje a nasledné se ptimo fesi pouze
turbulentni viry velkych méritek, vliv téch mensich se modeluje pomoci subgridniho mo-
delu. Ziskané filtrované veliciny proudového pole tak obsahuji podstatné vice informaci,
nez stredované veliciny v. RANS. Protoze chovani turbulentnich vira malych métitek je
viceméné homogenni a izotropni, staci pro jeho modelovani i jednodussi, algebraicky sub-
gridni model (v porovnéni s ndrotnymi RANS modely turbulence). Diky univerzédlnosti
chovéani turbulentnich struktur mensich méritek muze byt takovy subgridni model aplikovan
na velké mnozstvi ruznych tloh. Vzhledem k tomu, ze vétsina turbulentni energie je obsazena
ve velkych virovych strukturach, subgridni model prispiva k celkovému napéti v tekutiné
podstatné mensi mérou, nez RANS model turbulence, a tak je i chyba vnesena do simulace
subgridnim modelem mensi. V dusledku ptimého teseni velkych turbulentnich viru, které
jsou vzdy nestacionarni a prostorové, musi byt i LES simulace nestacionarni a provedena
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na trojrozmérné vypoctové oblasti.

3.1.1 Prenos energie v turbulentnim proudéni

Zavedme nyni konkrétnéji délkové méfitko ¢, charakterizujici velikost virové struktury vy-
skytujici se v turbulentnim proudu. Plné turbulentni proudéni sestava z mnoha vira ruznych
délkovych meéritek, od nejvétsich, s méfitkem srovnatelnym s charakteristickym rozmérem
celé dlohy L, tedy ¢ ~ L, az po nejmensi Kolmogorovova méritka, ktera specifikujeme déle.
Teorie energetické kaskady [71] vysvétluje pienos kinetické energie mezi viry jednotlivych
meéiitek. Nejvetsi viry obsahuji nejvice energie, jsou nestabilni a rozpadem na mensi viry
témto predavaji energii. Tento proces se opakuje a dochéazi k prenosu energie na stale mensi
a men§l méfitka az do té trovné, kdy je pohyb virt stabilni a vlivem molekularni visko-
zity kinetickd energie disipuje v teplo. Pohyb vira malych métitek (¢ < L) je podle Kol-
mogorovovy hypotézy [43] statisticky izotropni, pro kazdé turbulentni proudéni univerzalni
(za predpokladu dostatecné vysokého Reynoldsova ¢isla) a je uréen vyhradné hodnotou mo-
lekularni viskozity v a rychlosti disipace €. Rychlost disipace £ vyjadiuje miru, se kterou vétsi
turbulentni viry predavaji energii mensim. Velic¢iny v a e pak definuji Kolmogorovova méritka

délkové n = (13 /e)a,

rychlostni w, = (ev)1,

NG

casové 7, = (v/e)z,
ktera charakterizuji pohyb téch nejmensich viru, na jejichz trovni dochazi na konci energe-
tické kaskady k disipaci kinetické energie. V piipadé DNS je nutné ptimo modelovat i tato
nejmens{ méfitka a volit tedy takovou diskretizaéni sit a casovy krok, aby byla zachytitelnd.
Celou skélu délkovych méfitek 1ze rozdélit na tii oblasti [61] - oblast nejvétsich viru (energy-
containing range) obsahujicich hlavni ¢ast kinetické energie; déle inercidlni podoblast, kde
pohyb viru ovliviuji setrvacné sily a vazké jsou zde zanedbatelné; a nakonec oblast disipace
obsahujici mald méritka, kde prevazuji vazké sily a dochézi zde k prakticky veskeré disipaci.
Situace je znédzornéna na obrazku 3.1.
Zavedeme-li vinové ¢&islo k, odpovidajici délkovému meéritku ¢, vztahem

Kk =2m/l,

muzeme znazornit typické spektrum kinetické energie F/(k) kfivkou na obrazku 3.2, kde
jsou jednotlivé oblasti opét oddéleny jako na obrazku 3.1. Hranice oblasti velkych méritek
a inercidlni podoblasti je ddna délkovym métitkem ¢;; (obr. 3.1), respektive vlnovym ¢islem
ki1 = 27 /¢;; (obr. 3.2). Hranice inercidlni podoblasti a oblasti disipace je znacena délkovym
méiitkem £ (obr. 3.1), respektive vinovym éislem ko = 27 /00 (obr. 3.2).

Ze statistického hlediska dochéazi k prenosu energie v kaskadé smérem z vétsich na mensi
délkova meéritka - forwardscatter, lokalné ale muze dochazet i k opactnému procesu, tedy

prenos energie

oblast velkych inercidlni oblast
métitek podoblast disjpace
£ | :
L 4 il 14 12 U

Obrazek 3.1: Schématické znazornéni rozdéleni délkovych meéritek turbulentniho proudéni
do tti oblasti v souvislosti s energetickou kaskadou
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Ki1 Ke Ki2 Ui
Obrazek 3.2: Typicky prubéh energetického spektra turbulentniho proudéni v zavislosti na vl-
novém cisle k

zpétnému prestupu energie z mensich na vétsi turbulentni viry. Tento jev se nazyva back-
scatter [61] a je mozné ho zahrnout do subgridniho modelu.

3.1.2 Matematicky model

V této praci uvazujeme proudéni stlacitelné vazké tekutiny, které je nestacionarni, jed-
nofazové, subsonické ¢i supersonické s Machovym ¢&islem do 1,5. Tekutina je newtonska,
tedy viskozita zavisi pouze na teploté, vnéjsi objemové sily pusobici na tekutinu nebereme
v tvahu. Proudéni takové tekutiny popisujeme systémem Navierovych-Stokesovych rovnic,
tedy rovnic odvozenych ze zakonu zachovani hmotnosti, hybnosti a celkové energie. Systém
rovnic doplnime stavovou rovnici pro idealni plyn. Uvazujme proudéni v oblasti  C R?. Kon-
zervativni systém Navierovych-Stokesovych rovnic v diferencialnim tvaru potom vyjadiime
vztahy [89]

ap 0

Lo = (o) = 1

5 T o0, (pvj) =0, (3.1)

0 0 0oy

E(ﬂvi) + 8—%@%’%‘ + pdij) = dy; + f101i, (3.2)
0 9

E(Pe) + a—yj(Per +puj) = a—yj(aijvi —q) + fo, (33)

kde 7,5 = 1,2, 3. Veliciny jsou oznaceny nasledujicim zpusobem: p je hustota tekutiny, t €
(0,00) je cas, y; je i-t4 kartézskd slozka vektoru prostorovych soutadnic y = [y1, y2,y3] € Q,
v; je odpovidajici i-td slozka vektoru rychlosti v = [v1,v9,v3], p je staticky tlak a d;; je
Kroneckerovo delta (§;; = 1 pro i = j, d;; = 0 pro ¢ # j). Celkovd mérnd energie systému e
je dana jako .

e=¢+ 52)2‘1)7;,
kde € je mérnd vnitini energie. Podle Fourierova zdkona plati pro j-tou slozku ¢; tepelného

toku q = [q1, ¢2, q3] vztah
oT

q; = — a_yj’
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kde T je termodynamicka teplota a k je soucinitel tepelné vodivosti tekutiny, ktery uvazujeme
konstantni. Za predpokladu platnosti Stokesova vztahu jsou slozky tenzoru vazkych napéti
o;; pro newtonskou tekutinu dany v zdvislosti na tenzoru rychlosti deformace

1 an 8vj
Sij =5 (ayj + ayi)

O:i = avi+avj _2 %5
i h dy; Oy 3Mayk b

kde p je soucinitel dynamické viskozity tekutiny. Ten je funkci teploty tekutiny 7', tedy
p = p(T). Pro vyjadieni této zavislosti pouzijeme Sutherlanduv vztah ve tvaru [89]

vztahem

T )3Tref+110

T — re Y
wT) = f(TTef T+110

kde T.s je referencni teplota a pi,.¢ je dynamicka viskozita pii teploté T)..;. Zdrojové ¢leny
f1 a fo budou definovany pozdéji pii popisu konkrétni testovaci ulohy.
Stavovou rovnici p = p(p, T) pro idedlni plyn uvazujeme ve tvaru

p=prT, (3.4)

kde r je mérna plynova konstanta.

3.1.3 Filtrovani a subgridni modely

Simulace velkych viru (LES) v tradiénim pojeti je zaloZzena na filtrovéani systému Navie-
rovych-Stokesovych rovnic (3.1) - (3.3). Filtrovanim s konkrétni sitkou filtru A se oddéli tur-
bulentni viry malych a velkych délkovych métitek. Struktury meéritek vetsich nez sitka filtru
jsou pocitany primo numerickym feSenim filtrovanych Navierovych-Stokesovych rovnic, viry
meéritek mensich jsou modelovany subgridnim modelem. Zjednodusené fe¢eno, pouzijeme-li
sitku filtru odpovidajici velikosti burnky sité (toto nemusi nutné platit), je zfejmé, ze struk-
tury mensi nez tato velikost nemohou byt béznymi numerickymi metodami na takové siti
zachyceny. VInové ¢islo k., odpovidajici hranici mezi ptimo simulovanymi a modelovanymi
meéritky, se oznacuje jako cut-off vinové ¢islo a musi se nachézet v inercidlni podoblasti, jak
je znazornéno na obrazku 3.2.

Odvozeni systému filtrovanych Navierovych-Stokesovych rovnic je formélné podobné,
jako stredovani rovnic v. RANS pfistupu. Zde se vSak jedna o prostorové, nikoliv casové
prumérovani. Ozna¢me obecné velicinu proudového pole (rychlost, tlak, ...) jako f(y,t).
Okamzitou hodnotu této veli¢iny rozlozime na ¢ést f(y,t) reprezentujici velkd turbulentnf
meritka a ¢ést f'(y,t) predstavujici prispévek malych méritek, tedy

fly,t) = f(y,t) + f'(y,1). (3.5)
Filtrovana, pifmo fesend ¢ast f(y,t) je formalné definovéana konvoluénim integrlem [91], [31]

Fly.t) = /Q Gly.€) f(€.1) d€ = G = f(y.1), (3.6)

kde y,& € 2 a funkce G je jadro konvoluce, pro které plati
/ G(y, &) d¢ =1 pro Yy € Q.
Q
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Funkce G charakterizuje pouzity typ filtru a zavisi na jeho sitce A, kterd urci oblast méritek,
jez je potieba modelovat. Piispévek malych (subgridnich) méfitek je pak vzhledem k (3.5)
a (3.6) dan vztahem

f'(y,t) = f(y,t) = f(y,t) = (1 = G(y,&)) * f(y,1).

V pripadé stlacitelného proudéni je vhodnéjsi pouzit hmotnostné podminéné filtrovani
podle Favra. Velicinu proudového pole f(y,t) rozlozime jako

Fy.t) = fly,t) + f(y.1),

kde filtrovand cast f (y, 1) je vyjadiena pomoci filtrované hustoty vztahem

s
p
Vyuziti tohoto pristupu vede, stejné jako v piipadé Favrova stiedovani v RANS, na filtro-
vanou rovnici zachovani hmotnosti zapsanou ve formalné stejném tvaru, v jakém je puvodni
nefiltrovand rovnice (3.1). Zdaraznéme, ze prestoze jsme pouzili stejné znaceni (f, f, f', f")
jako v piipadé sttedovani v RANS pristupu, jedna se zde o jiny princip.
Mezi bézné pouzivané filtry patii predevsim box (top hat) filtr, definovany jako [21]

_ z pro |y_€|§é7
Gly.§) = { 8 jinak, i
déle Gaussuv filtr a spektrélni (sharp cut-off) filtr.

Systém filtrovanych Navierovych-Stokesovych rovnic lze odvodit a zapsat v nékolika
ruznych podobéch [21], dva pravdépodobné nejcastéji pouzivané systémy zavedl Vreman [92]
(systém I. s modifikovanou energii a systém II. s modifikovanym tlakem a teplotou). Uved me
pro predstavu systém filtrovanych rovnic napiiklad ve tvaru (systém I. podle Vremana) [91]

dp  9(pvy) _

5t oy, = 0, (3.7)

o . 0 ,___ . 0p 05y 9, o

o .. 0 . o . . 0

5;P8) + o (pév; + poj) — o (G50:) + —az? = mtatatatast+as, (3.9
J J J

kde 7,7 = 1,2,3, p a p oznacuji filtrovanou hustotu a tlak a v; je i-ta slozka vektoru rychlosti
0 = [0, Uq, 3] filtrovand podle Favra. Ostatni velic¢iny jsou funkcemi uvedenych filtrovanych
veli¢in. Symboly €, 0;; a ¢; znac¢i zminéné modifikované veliciny. Leva strana filtrovanych
rovnic je formélné shodnd se systémem Navierovych-Stokesovych rovnic (3.1) - (3.3), jen za-
psana pomoci filtrovanych veli¢in. Vyrazy na pravé strané rovnic (3.7) - (3.9) pak predstavuji
subgridni ¢leny reprezentujici vliv malych méritek na filtrované veli¢iny. Posledni ¢len ve fil-
trované rovnici (3.8) se pro vysokd Reynoldsova ¢isla zanedbavé. Velikost a vyznam sub-
gridnich ¢lent «; - ag v rovnici (3.9) detailné prozkoumal Vreman [92] a také uved! jejich
aproximace [91]. Nékteré z nich je mozné bez velké chyby zanedbat.

Nejvyznamnéjsim subgridnim ¢lenem je tenzor subgridnich turbulentnich napéti 7;
obsazeny ve filtrované rovnici (3.8)

ktery vznikl béhem filtrovani v dusledku nelinearity konvektivnich clenu. Zaroven je to jediny
subgridni ¢len vyskytujici se v systému filtrovanych rovnic pro proudéni nestlacitelné tekutiny

a proto je mu také obvykle vénovana nejvétsi pozornost. Predstavuje vliv turbulentnich
fluktuaci subgridnich méritek na prenos energie v tekutiné.
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Subgridni modely

Standardni simulace velkych virt s pouzitim subgridnich modelt neni cilem této prace,
uvedme tedy zde pro pifedstavu pouze nejb&znéjsi tradiéni subgridni model pouZivany
pro aproximaci tenzoru turbulentnich napéti 7;; (3.10). Vzhledem k homogenité a isotro-
pii virovych struktur malych meéfitek je mozné tenzor 7;; modelovat pomoci Boussinesqovy
hypotézy [8], kterd se vyuzivd i v RANS. Je zalozena na predstavé urcité analogie mezi
molekularnim a turbulentnim prenosem energie v tekutiné. Turbulentni napéti se vyjadii
podobnym vztahem jako vazké napéti o;; pomoci subgridni vazkosti pis4s, tedy

— ov; 00, 2 Oy, 2
Tij = —p(0ilj — Ui0;) = [hsgs <@ + 3;) - gﬂsgsa_ykfsij = 3Pksgs0ij.
g i

kde k45 je subgridni kineticka energie definovana jako

Tii
ksgs - Q_ﬁ
Problematika nalezeni tenzoru turbulentniho napéti 7;; je tak prevedena na nalezeni skalarni
hodnoty pisgs. Ta je podle modelu Smagorinského [79] uréena vztahem

Hsgs = ﬁ(CSA)Z ‘gijgij

kde S;; je filtrovany tenzor rychlosti deformace

gij = 1 (8171» + aﬁj) )
2\0y; Oy

Sitka filtru A odpovidajici velikosti bunck sité muze byt definovdna rizné, napiiklad
A = (A1A2A3)% nebo A = max(A,As, A3), kde A; je charakteristicky rozmeér bunky
sité v i-tém souradnicovém sméru. Volba sitky filtru ma samoziejmé vliv na vysledek si-
mulace. Konstanta Cs je Smagorinského konstanta, jejiz hodnotu je potieba volit s ohledem
na konkrétni tlohu. Vyznamné zpresnéni Smagorinského modelu v tomto ohledu predstavuje
dynamickd uprava podle Germana aj. [24], kdy je hodnota koeficientu Cs v prubéhu simu-
lace vypocitavana s pomoci takzvaného testovactho filtru. Tato iprava nemusi ale nutné vzdy
poskytovat presnéjsi vysledky nez puvodni model s konstantni hodnotou Cg [35].

Kromeé jednoduchych algebraickych subgridnich modelu, jakym je i uvedeny model Sma-
gorinského, existuje tfada dalsich, naptiklad jednorovnicové modely s transportni rovnici
pro subgridni kinetickou energii. Déle je v ptipadé stlacitelného proudéni nutné patticné
modelovat i subgridni ¢leny oy - ag v rovnici (3.9).

Simulace LES s vyuzitim subgridnich modelu s sebou pfinasi samoziejmé mnoho aspekt,
které je potieba vhodné tesit, napiiklad okrajové a pocateéni podminky. Zejména urceni

~ e~

pristupu.

3.2 Implicitni pristup
Tradicni piistup v LES sleduje bézné schéma fyzikalni podstata — matematicky model —

numerickd metoda. Tedy fyzikalni jev (turbulentni proudéni) popiseme matematickym mo-
delem (filtrovany systém Navierovych-Stokesovych rovnic doplnény subgridnim modelem)
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a ten se snazime co nejpiesnéji vyresSit vhodnou numerickou metodou. Tu volime v kla-
sickém LES idedlné tak, aby disipativni diskretizacni chyba metody byla oproti disipaci vne-
sené do systému subgridnim modelem zanedbatelnéd. Pripustime-li jinou cestu, kdy se bézné
striktné oddélené fyzikalni modelovani a numerickd aproximace mohou prolinat, muzeme
vyuzit principu capturing physics with numerics [26]. To znamend urcité zabudovani fy-
zikalni podstaty problému rovnou do numerické metody a tim vlastné upozadéni exaktniho
matematického modelu.

7 tohoto principu vychazi druhy, méné tradiéni, ptistup k simulaci velkych vira, a to
implicitni large eddy simulation (ILES). ILES vyuziva diskretiza¢ni chyby numerické metody
jako subgridnfho modelu. Resen je ptvodni nefiltrovany systém Navierovych-Stokesovych
rovnic (3.1) - (3.3) a vliv malych délkovych (subgridnich, unresolved) méfitek na méfitka
velkd (pfimo feSend, resolved) je implicitné zahrnut diky vhodné volbé numerické metody,
jejiz disipativni vlastnosti se postaraji o disipaci turbulentni kinetické energie pravé v ob-
lasti téch malych skal pohybu, kde k ni skuteéné dochézi. Toto je samoziejmé podminéno
predpokladem, Ze vliv subgridnich méfitek na Fesend métitka je cisté disipativni [21]. V ILES
se tedy nepouziva zadny explicitni subgridni model.

Myslenka implicitni simulace velkych viru byla poprvé uvedena Borisem v roce 1990 [6],
ktery ji zakladd na pouziti monoténnich metod a zavedl proto oznaceni MILES (Monotone
Integrated Large Eddy Simulation) jako zduraznéni skutecnosti, ze monoténni metody maji
pro ILES vhodné vlastnosti. V jedné z prvnich praci na toto téma [7] pouzili autofi monoténni
schéma fluz-corrected transport (FCT) zalozené na metodé koneénych objemu. Pozdéji se
ukazalo, ze numerické schéma muze byt vhodné disipativni, aniz by zachovavalo monotonii. Je
tedy ptihodnéjsi pouzivat obecnéjsi oznaceni ILES. Postupné se pro simulaci velkych vira bez
pouziti subgridnich modelu rozvinula fada dalsich metod. Jejich spoleénou charakteristikou
byva adaptivni fdd metody a vyuziti pravée vyssich radu presnosti v prostoru, jak bude
rozvedeno dale.

Implicitni LES pfinasi v porovnani s tradicnim piistupem fadu vyhod. Diky diskreti-
zaci puvodniho nefiltrovaného systému Navierovych-Stokesovych rovnic se vyhneme potizim
spojenym se subgridnimi modely - jejich formulaci, implementaci nebo posouzeni vhodnosti
modelu pro konkrétni tlohu. ILES umoznuje také velmi efektivni a snadné vyuziti stale
narustajici vykonnosti vypocetni techniky. S vykonnéjsim pocitacem si muzeme dovolit zjem-
nit diskretiza¢ni sit a ziskat tak pomoci ILES podstatné lepsi vyledky, nez pii jakémkoliv
dosud provedeném vylepSeni subgridnich modelu. Nevyhodou je neoddélitelnost numerického
schématu a implicitniho subgridniho modelu, a tudiz i problematické zahrnuti pripadnych
novych poznatku o turbulentnim proudéni, které by v explicitnim subgridnim modelu mohly
byt pomérné snadno zohlednény.

Rada vlastnosti a moznost{ uplatnéni pifstupu ILES byla postupné od devadesatych let
matematicky popsana, rozpracovana a zduvodnéna, presto od pocatku nebyl tento pristup
védeckou komunitou zabyvajici se turbulentnim proudénim vseobecné prijiméan, jak uvadi
jesté v roce 2007 Grinstein et al. [26]. K této skutec¢nosti pravdépodobné prispivaji jednak
stale jesté nedostatecné teoretické zaklady a také neduvéru budici pozoruhodna jednoduchost
a Sirokd aplikovatelnost ILES, diky cemuz se dosud dosazené vysledky zdaji byt ,az prilis
dobré na to, aby to byla pravda.®

3.2.1 ILES a nespojita Galerkinova metoda

Jiz fada metod vysokych radu presnosti v prostoru byla tspésné pouzita pro implicitni si-
mulaci velkych viri, at uz se jednd o koneéné-objemové, koneéné-prvkova nebo diferenéni
schémata. V poslednich dvou desetiletich byly rozvinuty nové metody vysokych fadu presnosti
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zalozené na diskretizaci pomoci konecénych prvku, jejichz disperzni a disipativni vlastnosti
umoznuji jejich vyuziti pro ILES. Pati{ mezi né napiiklad metody fluz-reconstruction (FR)
[32], spectral-element (SEM) [38], spectral difference (SDM) [85] nebo nespojita Galerkinova
metoda koneénych prvku (DGM, DGFEM) [30]. Tyto metody predstavuji urcity kompro-
mis mezi flexibilnimi kone¢né-objemovymi metodami Siroce pouzivanymi v prumyslové praxi
a vysoce presnymi akademickymi fesici [12], implementujicimi napiiklad pseudospektralni
metody (PS) [10].

Nespojitd Galerkinova metoda se poprvé objevila jiz v roce 1973 [69] v souvislosti
s TeSenim rovnice transportu neutronu a byla postupné rozsifovana pro reseni dalsich typu
rovnic véetné vyuziti pro simulace proudéni tekutin [9]. AZ v poslednim desetileti se ale uka-
zuje jeji pouzitelnost pro tzv. under-resolved simulace. Tedy simulace, kdy jsou feseny nefiltro-
vané Navierovy-Stokesovy rovnice stejné jako v pripadé DNS, ale jejich rozliSeni nedosahuje
potiebné trovné pro rozieSeni vSech turbulentnich méritek az po ta nejmensi. RozliSenim
méme na mysli pocet stupnu volnosti (dof - degrees of freedom) dané ulohy v prostoru, ktery
jen dén v zakladu poctem elementu diskretizacni sité a na kazdém elementu je navysen jesté
o prislusny pocet dof v zavislosti na konkrétni pouzité metodé vyssiho radu. Priklad vypoctu
dof pro nespojitou Galerkinovu metodu bude uveden na konkrétni iiloze pozdéji. Pod oznaceni
under-resolved simulace tedy patif nejen ILES ve vySe uvedeném smyslu, kdy je pouZita sit
srovnatelnd s tradicnim LES a subgridni model je zastoupen diskretiza¢ni chybou numerické
metody. Radf se sem i simulace na sitich jemnéjsich a s pouzitim vysokého Fadu numerického
schématu, které uz se priblizuji k rozliseni DNS, samoziejmé za predpokladu, ze numericka
metoda zajisti spravné disipativni chovani. Moura aj. [57] navrhuje oznacovat tento typ simu-
laci nasledujicim zpusobem. Implicit large eddy simulation je vystiznym nazvem v pripadeé,
ze chovani numerické chyby metody prokazatelné napodobuje subgridni modely pouzivané
v LES. Under-resolved direct numerical simulation (uDNS) by pak mélo byt pouzivano pro
schémata vysokych radu, kde neni predpokladdna piiméa souvislost se standardnimi sub-
gridnimi modely. Nespojitd Galerkinova metoda spadéd spiSe do druhé kategorie, nicméné
v této praci (a v mnohych jinych) jsou oba terminy pouzivany bez takto ptisného rozlisovani.

Abychom o numerické metodé mohli uvazovat jako o vhodném kandidatovi pro ILES,
musi jeji disipativni vlastnosti zajistit disipaci kinetické energie v oblasti velkych vinovych
¢isel. Pro nespojitou Galerkinovu metodu plati, ze ¢im vyssi fad presnosti metody, respektive
jak je znazornéno na obrazku 3.3 pro polynomy stupné p = 1 az p = 10. Kiivky ziskané
analyzou DGM s pouzitim Gauss-Legendreovych integra¢nich bodu provedenou autory prace
[23] jasné ukazuji, ze ¢im vyssi je stupen polynomu p, tim mensi disipaci jsou zatizena velkd
turbulentni méritka. To je zadouci, protoze podle uvedené teorie energetické kaskady je v ob-
lasti velkych méritek energie pouze predavana a k disipaci nedochazi. Naopak, se vzrustajicim
rfadem pfesnosti je podle obrazku 3.3 disipace uplatnovana na mensich a mensich méfitkach,
kde prave k disipaci kinetické energie skuteéné dochazi. Tyto vlastnosti ¢ini z DGM idealniho
kandidata pro under-resolved simulace v celém rozsahu tohoto pojmu.

Vyuziti DGM pro under-resolved simulace se vénuje nékolik skupin autoru, ktefi prispivaji
k prohloubeni znalosti o pouzitelnosti a presnosti metody a teoretického zduvodnéni jeji
funkc¢nosti. Jedna z prvnich praci na toto téma [14] ukdzala schopnost nespojité Galerkinovy
metody uspésné predikovat statistiky prvniho fadu s vyuzitim mensiho poc¢tu stupnt volnosti,
nez jaky je vyzadovan tradicnimi metodami. Na hrubsich sitich nez v LES umoznuje DGM
uspésné zachytit i prechodové proudéni v odtrzeni pii obtékani leteckého profilu [86], [87],
a to se srovnatelnou presnosti. Z porovnani nizkych a velmi vysokych fadu nespojité Galerki-
novy metody (az do Sestnictého tddu) [22] na uloze Taylorova-Greenova viru na hrubych
sitich vyplyva nékolik zdsadnich skutec¢nosti. Nizké fady metody vykazuji dle ocekavani
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Obrazek 3.3: Disipativni vlastnosti DGM pro interpola¢ni polynomy stupné p =1 az p = 10,
prevzato z [23]

neprijatelnou numerickou chybu, vyssi fady jsou vsak casto kvuli takzvanému aliasingu ne-
stabilni, méné robustni. K aliasingu dochézi v dusledku nedostatecné integraéni presnosti
pii vypoctu toku a je mozné ho fesit nékolika technikami s velmi dobrym vysledkem, a tim
simulaci s vysokym fadem stabilizovat. Za predpokladu dobré stabilizace je pak vyhodné
vyuzit co nejvyssi mozny fad DGM. S dostatecné vysokym fadem muze under-resolved simu-
lace pomoci DGM piekonat co do presnosti bézné simulace LES, naptiklad [33], samoziejmé
pii stejném poctu stupnu volnosti. V préci [22] byl zkoumén i vliv volby integra¢nich bodu
na presnost simulaci i jejich robustnost, pricemz volba Gauss-Legendreovych bodu se ukazala
v obou kategoriich vhodnéjsi nez volba bodu Gauss-Lobatto-Legendreovych. Validaci DGM
v pojeti under-resolved simulaci na nestrukturovanych sitich je vénovana velkd pozornost
v pracich [11] a [12], kde byly kromé testovacich akademickych uloh (Tayloruv-Greenuv vir,
homogenni izotropni turbulence HIT a proudéni v kanélu - channel flow) provedeny i simu-
leteckého profilu, proudéni v turbinové mfizi nebo odtrzeni proudu od zaktiveného povrchu.
Diraz je v téchto pracich kladen na ¢tvrty fad metody, tedy p = 3, ktery nabizi velmi dobry
pomér mezi presnosti simulace a vypocetni naroc¢nosti, navic pti pouziti téchto stiedné vy-
doplnit systém explicitnim subgridnim modelem. Na vysledek simulace ma vliv i typ pouzité
vypocetni sité (strukturovand/nestrukturovand) a typ elementu, pficemz u nékterych ele-
mentu dochédzi k nezddouci kumulaci energie v oblasti velkych vinovych ¢isel [11]. Ve vali-
daci prostfednictvim zminénych akademickych tloh obstdla metoda velmi dobie. Vysledky
inzenyrskych aplikaci (zduraznéme pouzity 4. fad metody) jsou v zdsadé uspokojivé a na-
znacuji moznosti dalsiho rozvoje a pouziti tohoto piistupu, podminéné ale dalsim rozsahlym
kace ziskat vyborné vysledky, jak se ukazuje na obtékani vélce nebo pii prechodovém proudéni
na leteckém profilu za pouziti 12. fddu DGM [5]. Za pouziti stejného nebo mensiho poctu
stupnu volnosti, nez je uvedeno v referenc¢ni literature, je zde dosazeno vysledku stejné kva-
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litnich nebo i lepsich ve srovnani s metodami nizkych fadu se subgridnimi modely. K rozvoji
teoretické zakladny prispiva prace [57], jejiz autofi provedli analyzu metody DGM zaméfenou
na zjisténi, jak numerickd disipace presné ovliviiuje neroziesena turbulentni méfitka. Na jejim
zakladé je navrzeno takzvané 1% pravidlo pro odhad maximdlniho vinového éisla k, které
muze byt na dané diskretizacni siti a za daného fadu metody pfesné zachyceno. Autori
prace [56] doporucuji pouzivat tady stredné vysoké, okolo p = 6, z duvodu falesné kumulace
energie v oblasti malych méfitek pii pouziti velmi vysokych fadu metody, nachylnych navic
i ke zminénému aliasingu a vyzadujicich tak dodate¢nou stabilizaci.

Z uvedeného vyplyva jedna z velkych vyhod vyuziti nespojité Galerkinovy metody
pro under-resolved nebo ILES simulace, pomineme-li nespornou vyhodu absence nutnosti
implementovat explicitni subgridni model. Tou je moznost ziskat stejné presné simulace jako
s tradiénim LES za pouziti mensiho poc¢tu stupnu volnosti, nebo naopak ziskat kvalitnéjsi
vysledky pfti stejném poctu stupnu volnosti, tedy pti zhruba srovnatelné vypocetni naroénosti.
Pro dany pocet stupii volnosti je lepsi volit spise hrubsi sit a vyssi f4d metody, nez naopak.
Je velmi dulezité uvédomit si a zduraznit, ze uvedené viceméné uspésné simulace plné tur-
bulentniho i prechodového proudéni byly provadény za nizkych a stfednich Reynoldsovych
¢isel. Se vzrustajicim Reynoldsovym ¢islem mohou vznikat problémy se stabilitou v dusledku
potlaceni stabilizujicich vlivii viskozity a dojde nutné i ke zhorseni piesnosti vysledki, nebot
charakter takovych simulaci bude mnohem vice under-resolved.

3.3 Numerické reseni - nespojita Galerkinova metoda
konec¢nych prvku

Neprehlédnutelné vlastnosti nespojité Galerkinovy metody v souvislosti s implicitni simu-
laci velkych viru piimo vybizeji k bliz§imu prozkoumani tohoto ptistupu. Ve zbyvajici ¢asti
predkladané préace tedy provedeme vlastni validaci DGM-ILES pristupu na jednoduché aka-
demické tuloze a po porovnani s vysledky uvedenymi v literatufe uc¢inime nékteré zaveéry.
Uvedme nyni detaily k numerickému feseni matematického modelu, kterym je v pifpadé
metody ILES pouze samotny systém Navierovych-Stokesovych rovnic ve 3D.

3.3.1 Bezrozmérovy tvar matematického modelu v kompaktnim
zapisu
Systém Navierovych-Stokesovych rovnic (3.1) - (3.3) budeme opét fesit v bezrozmérovém
tvaru. Pfevod provedeme vztazenim rozmérovych hodnot na kladné referencni hodnoty podle
vztahu
* p * t * Uj * Yi * p * €
p: 7t: 7Uj: 7.%: 7p: 76:

Pref tref Uref lref Dref Eref
a rovnice poté vhodné vydélime referenénimi hodnotami. Matematicky model v bez-
rozmérovém tvaru dostaneme v nésledujici podobé (hvézdicka znacici bezrozmérovou veli¢inu
je ve zbyvajici ¢dsti tohoto odstavce vynechdna pro vétsi prehlednost zapisu)

dp 0
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j
8 8aij
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kde 7,7 = 1,2,3 a tepelny tok ¢; je upraven stejnym zpusobem jako v prvni kapitole v od-
stavei 1.1.2. Stavova rovnice, Sutherlanduv vztah a vztah pro tenzor vazkych napéti ztistavaji
po pievodu do bezrozmérového tvaru formalné beze zmény. Referencni délku .y, tlak prey,
teplotu 7}..; a dynamickou vazkost p,.; vhodné zvolime, ostatni referenéni hodnoty jsou pak
urceny vztahy

! p
Upef = 7a?"efT'refa tref = vr_ej;7 Pref = %, Cref — U?ef
re ref
a referencni Reynoldsovo ¢islo je
l v
Re,ep = %ﬂ;ref (3.14)
re

Bezrozmérovy systém Navierovych-Stokesovych rovnic (3.11) - (3.13) zapiSseme ve 3D
v kompaktni vektorové podobé

dw i”:a . _23:
E + - aysfs (w) - o

kde Vw je gradient vektoru w. Vektor konzervativnich proménnych w, nevazké numerické
toky f7'(w), vazké numerické toky f(w, Vw) a zdrojovy ¢len p(w, Vw) jsou dany jako

0
i fi(w, Vw) + p(w, Vw), (3.15)

P 0
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Zdrojové cleny fi a fo veetné prevodu do bezrozmérového tvaru jsou diskutovany pozdéji
u validaé¢ni 1lohy.

V této podobé je matematicky model pripraven k diskretizaci pomoci nepojité Galerki-
novy metody konec¢nych prvki.

3.3.2 Nespojita Galerkinova metoda ve 3D

Diskretizace rovnic matematického modelu (3.15) je provedena pomoci nespojité Galerki-
novy metody konecnych prvku, kterd je popsana v kapitole zabyvajici se pristupem RANS,
v odstavci 1.2.2. Uvedeme zde tedy uz jen ty ¢asti metody, ve kterych se v této kapitole lisi.

Zasadni zména je zde kromé rozsiteni do 3D predevSim v casové diskretizaci a volbé
bazovych funkeci. Matematicky model v kompaktnim vektorovém zapisu (3.15) tedy obsahuje
tfi slozky vazkého a nevazkého toku a zdrojovy clen, ktery je nyni podstatné jednodussi.
Analogicky k rovnici (1.43) tedy muzeme rovnou psat

gp‘ 740+ 7{ f ns ol dl — /
/ka 1 o & an; *
— }'{ Zf n gl dl — / a@kd9+/ p ol dQ,
U Q s=1 Qk

kde jednotkovy vektor vngjsi normaly k hranici kontrolniho elementu je n = [ny, no, ns).
Metodu DDG pro vazké toky jednoduse rozsitime do 3D

ow ow ‘9_"1’)

Oy’ dyy’ Oys

Jw ) i=1,2,3.
L

R - dyi
Simulace LES v této kapitole je provedena stejné jako v piipadé RANS implicitné, ale
s 2. fadem piesnosti v ¢ase. Casovou derivaci v rovnici (1.44) nahradfme pomoci schématu
BDF2 (second-order backward differentiation formula), vektor rezidui R(W"*!) rozvineme
do Taylorovy fady stejné jako v kapitole zabyvajici se RANS. Jednoduchymi tupravami po-
stupné dostaneme

&Pk
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Simulace je realizovana se ¢tvrtym radem presnosti DGFEM v prostoru (p = 3) a na struk-
turované vypocetni siti tvorené Sestistény. Volime Taylorovu bazi tvorenou 20-ti bazovymi
funkcemi, na referencni krychli o délce hrany 1 zapsanymi jako
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Obréazek 3.4: Schématické znazornéni geometrie ulohy proudéni mezi dvéma rovnobéznymi
nekonecénymi deskami: simulace je provedena na koneéné oblasti o rozmérech 27wd x 20 x wd

3.4 Simulace proudéni mezi dvéma nekoneénymi rov-
nobéznymi deskami

Pro prvni vlastni aplikaci nespojité Galerkinovy metody v rdmci under-resolved simulaci je
v této praci zvolena klasicka tloha plné turbulentniho proudéni mezi dvéma nekoneénymi rov-
nobéznymi deskami, v anglicky psané literature znama pod pojmem turbulent channel flow,
napf. [55]. Stejna tloha byla fesena pomoci DGM v ramci ILES s velkym tspéchem v pracich
[11], [12], poslouzi tedy dobfe k testovani vhodnosti fesi¢e s vysokym fadem pfesnosti v pro-
storu, zalozeného na DGM a vyvijeného v rdamci pracovisté, pro tento typ tuloh. Duvodem
volby uvedené tlohy je i dlouhodobé zaméreni autorky na vnitini aerodynamiku a proudéni
v kanalech.

3.4.1 Geometrie a charakteristické veliciny ulohy

Terminem turbulent channel flow popisujeme teoretickou situaci proudéni tekutiny mezi
dvéma hladkymi, rovnobéznymi a nekonecné velkymi deskami. Proudéni je fizeno kon-
stantnim tlakovym spadem. Predpokladdame plné turbulentni rezim, proudéni je statis-
ticky ustalené a statisticky jednodimenzionalni, tedy rychlostni statistiky zdvisi pouze
na vzdalenosti od stény. Geometrii popiseme v kartézském soufadnicovém systému
nasledujicim zpusobem. Osa x je orientovana ve sméru hlavniho proudu, respektive zaporného
tlakového gradientu, smér osy = se oznacuje jako streamwise. Osa y je kolma na stény
a sméfuje od dolni stény k horni, smér y je tedy wall-normal, a osa z ve sméru spanwise
dotvari levotocivy soutadnicovy systém, jak je zndzornéno na obrazku 3.4. Systém [z,y, 2]
odpovida soufadnicovému systému [y;, ye, y3] zavedenému pii popisu matematického modelu
v odstavci 3.1.2. Geometrie tulohy je v zdsadé definovana jedinym parametrem, a to vyskou
kanalu h = 20, respektive polovinou vysky 4.

Pro 1cely numerické simulace je samoziejmé nutné oblast omezit i ve smérech os = a z,
pricemz vysledna konecnd oblast musi byt dostatecné velka na to, aby obsahla i nejvétsi
vznikajici turbulentni struktury [54]. Pouzijeme ovéfené rozméry 2mé x 2§ X w6, viz. obrézek
3.4, v souladu s nastavenim piimé numerické simulace [55] a ILES simulace [11], s nimiz budou
vysledky porovnavany. Na vzniklych hranicich v rovinach zy a yz predepiSeme periodické
okrajové podminky, které zajisti teoretickou nekonec¢nost vypoctové oblasti.
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Zavedme nyni znaceni, které vyuZijeme pro ndsledujici vyklad i vyhodnoceni vysledki
numerické simulace. Pro prehlednéjsi zapis a v souladu s beznymi zvyklostmi pouzijeme
v pripadé nutnosti pismeno u pro slozku rychlosti ve sméru osy x, tedy u = v;. Okamzitou
hodnotu libovolné veli¢iny f(x,y, z,t) znac¢ime pouze pismenem, jeji stfedni hodnotu v pro-
storu (v souradnicovych smérech x a z) a v ¢ase symbolem (f) = (f),.;. Stfedni hodnotu
ziskanou prumérovanim pouze v prostoru oznac¢ime (f),, a prumérovanim pouze v ¢ase (f);.
Pismenem s c¢arkou potom v této kapitole rozumime okamzitou fluktuaci veliciny v case
i prostoru, definovanou jako

f/<l',y,2,t) = f(x,y,z,t) - <f>

Zmaceni fluktuaci je sice shodné se zna¢enim pouzitym u stiedovani a filtrovani v prvni kapi-
tole, zde se ale jedna o statistické zpracovani okamzitych veli¢in proudového pole ziskanych
resenim Navierovych-Stokesovych rovnic, nikoliv o filtrovani nebo stfedovani. Detaily statis-
tického zpracovani vysledku simulace budou uvedeny v rdmci vyhodnoceni tlohy.

Proudéni v kandle je charakterizovdno parametrem Re., tedy Reynoldsovym cislem
vztazenym na treci rychlost u.,, definovanou jako [61]

Tw
Up = 4 [ —, 3.17
Y (3.17)

kde 7, je smykové napéti na sténé a p je hustota tekutiny. Smykové napéti zavisi na derivaci
stfedni hodnoty slozky rychlosti ve sméru proudu (u) podle y na sténé a na dynamické
viskozité tekutiny u podle vztahu [61]

d(u)
dy wall )
Pro tfeci rychlost tedy dostaneme dosazenim (3.18) do vztahu (3.17) pfedpis
d
Uy = dfu) : (3.19)
dy 1

kde v = % je kinematicka viskozita tekutiny. Tteci Reynoldsovo ¢islo je potom definovano
jako

Re, = ——, (3.20)

kde ¢ je jiz zavedend polovina vysky kandlu. Uloha je kompletné definovéana zadanim tif
parametru: Re,, d a v.

3.4.2 Volba referenéni literatury

Historie ulohy turbulent channel flow vychazi z fady experimentdlnich méfeni provadénych
jiz od roku 1929, nasledovanych prvnimi numerickymi simulacemi v 70. letech, kdy c¢ést
mezni vrstvy byla z pochopitelnych duvodu danych tehdejsimi vypocetnimi kapacitami pouze
modelovéna. V roce 1982 byla poprvé mezni vrstva simulovana az ke sténé [54], tiloha byla
pojata jako testovaci problém pro LES s pouzitim subgridniho modelu a vysledky porovnany
s experimentalnimi daty. Reynoldsovo ¢islo vztazené na rychlost ve sttedu kanalu bylo Re =
13800, coz zhruba odpovida Re, = 395, o némz bude pojednano dale. Data byla nasledné
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pouzivana pro studium struktury turbulentniho proudéni, i kdyz rozliSeni simulace nebylo
jesté dostatecné pro rozieseni vSech turbulentnich méritek v blizkosti stény. V roce 1987
nésleduje tedy piiméd numerickd simulace [40] s Re = 3300 (respektive Re, = 180), s detailni
databdzi vysledku véetné situace u stény. Jiz zminénd préace z roku 1999 [55] pak dopliuje
vypocty o dalsi dva stavy proudéni, a to Re, = 395 a Re, = 590, a je v predkladané
praci zvolena jako zakladni referencni literatura pro tlohu proudéni v kandlu, stejné jako je
tomu az do soucasnosti u nesc¢etnych dalsich autoru zabyvajicich se turbulentnim proudénim,
predevsim validaci a verifikaci subgridnich modelu a LES kodu.

Druhou uvazovanou referen¢ni simulaci je ILES provedené pomoci nespojité Galerkinovy
metody konecnych prvku bez pouziti subgridniho modelu [11], [12]. Autor se zabyvé simula-
cemi plné turbulentniho proudéni v kanale s tfecim Reynoldsovym ¢islem Re, = 180, 395, 590
a 950. Je uplatnén wall-resolved piistup, tedy diskretizaéni sit je v blizkosti stén zjemnéna na-
tolik, aby byla turbulentni mezni vrstva dobfe zachycena a nebyl tak potieba zadny sténovy
model. Vypoéty jsou provedeny se 4. fdadem piesnosti DGM (p = 3) na takové siti, aby
vysledny pocet stupnu volnosti odpovidal priblizné rozliseni bézné pouzivanému pro LES.
Nespojitda Galerkinova metoda koneénych prvku je doplnéna Roeovym upwind schématem
a symetrickou vnitini penaltou. Pro ¢asovou diskretizaci je pouzita implicitni metoda BDF2
stejné jako v predkladané praci, s konstantnim casovym krokem. Pro vSechny uvedené hod-
noty Re, dostava autor velmi dobré vysledky, konkrétné profily stredni rychlosti a intenzity
turbulence.

3.4.3 Parametry simulace

Testovaci tloha proudéni v kanalu je provedena pro Re, = 395 na strukturované hexahedrové
siti sestavajici z 21 x 16 x 16 elementu v jednotlivych souradnicovych smérech [11]. Vypocet
je realizovan se 4. fadem nespojité Galerkinovy metody, pricemz pro tento fad je pouzito 20
bazovych funkei a tedy kazdy element poskytuje 20 stupnu volnosti. Vysledny pocet stupnu
volnosti je tedy (21 x 16 x 16) x 20 = 107 520. Sit je u obtékanych stén zahusténa ve sméru
osy y podle vztahu [11]

=5 (1o (25)). e o

a uvedeny interval pro £ je rozdéleny rovnomérné na 9 hodnot (jednd se o polovinu
kandlu). V soufadnicovych smérech z a z je déleni ekvidistantni, vypocetni sit je zndzornéna
na obrazku 3.5.

Fyzikalni parametry simulace jsou nastaveny nasledujicim zpusobem. Jak jiz bylo fec¢eno,
uloha je definovana tremi parametry: Re,, 0 a v. Vybrané tfeci Reynoldsovo cislo je Re, =
395, polovina vysky kandlu je zvolena ¢ = 0,5 m tak, aby vyska kanalu byla h = 24§ = 1m.
Jako médium uvazujeme vzduch pfi teploté 300 K, tedy kinematicka viskozita je v = 1, 568 -
10~°m?s~!. Ostatni parametry vyplyvaji z téchto tii. Hustota vzduchu je za normalniho
tlaku pii uvedené teploté p = 1,177 kg m~3, mérna tepelnd kapacita pti konstantnim objemu
¢, = 717,8Jkg 'K~!, Poissonova adiabatickd konstanta x = 1,4 a tepelnd vodivost k =
2,624 -1072Wm 1K1

S ohledem na referenéni DNS simulaci [55], kterd byla provedena jako nestlacitelnd, je
maximalni lokalni Machovo ¢éislo v celé vypoctové oblasti nejvyse rovno hodnoté 0,1.

Z databédze dat referencni simulace [55] je mozné zjistit presnou hodnotu tiectho Rey-
noldsova cisla, kterd ¢ini Re, = 392,24 ~ 395. Z tohoto presného tfeciho Reynoldsova cisla
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Obrazek 3.5: Vypocetni sit pro tilohu proudéni mezi dvéma rovnobéznymi nekoneénymi des-
kami: rovnomérné déleni ve sméru os z a z, mirné zahusténi u obtékanych stén ve sméru

osy Yy

urcime podle vztahu (3.20) tfeci rychlost u.,, tedy

_ Re.v  392,24-1,568-107°

=0,012 -1 21
5 05 0,0123ms (3.21)

Ur

Rychlosti jsou v referen¢ni praci normovany prave treci rychlosti, normované hodnoty budeme
znacit hvézdickou. Nejedna se ale o prevod do bezrozmérového tvaru ve smyslu odstavce 3.3.1.
Hodnoty, jimiz se normuje, jsou zde jiné.

Déle lze z normovaného profilu stfedni rychlosti (u*) v préci [55] ur¢it normovanou
prumeérnou rychlost wj,,, definovanou jako [61]

6
Upit, = % /0 (u™(y)) dy, (3.22)

kterd pro Re, = 395 dava hodnotu wy,,;,, = 17, 5452. Rozmérova hodnota potom bude
Uputk = Upyp Ur = 17,5452 0,0123 = 0,2158 ms ™, (3.23)

Vypocitame-li nyni Reynoldsovo ¢islo Re dané tlohy v bézném smyslu, tedy zalozené na cha-
rakteristické rychlosti v kanalu . a charakteristickém rozmeéru vysky kandlu h, dostaneme

hodnotu
Upulk h . 0, 2158 - 1

v 1,568-107°
které pravdépodobné dava lepsi predstavu o rezimu proudéni v kanalu nez Re,. Navic muze
byt toto Reynoldsovo ¢islo v fadé pripadu potieba pro nastaveni feSice, ktery hodnotu Re
pozaduje jako vstupni parametr. Vztah mezi obéma Reynoldsovymi ¢isly muzeme pak odvodit
nésledujicim zpusobem. Ze vzorce (3.20) vyjadiime pomér

Re = — 13764, (3.24)

0  Re,

v Ur
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a dosadime ho do vztahu (3.24), tedy dostaneme

Re

kde podle (3.23)

a tedy

Re =2, Re, =2 - 17,5452 - 392, 24 = 13 764.

Upuik N Uik 20 Re,

= 2 Upuik
1% 1% Ur

Ubulk *

= U
U bulk

)

7 tohoto vztahu lze v pripadé potieby jednoduse urcit Reynoldsovo ¢islo Re pro dalsi pripady

feSené v préci [55].

3.4.4 Pocatecni a okrajové podminky

Pocatecni podminky

Vzhledem k velké vypocetni naro¢nosti 3D tlohy jsou pocatecni podminky zadany tak, aby
vyvoj proudového pole do pozadovaného stavu netrval zbytecné dlouhou dobu. Proto je na
zacatku simulace predepsan v celé vypoctové oblasti vyvinuty turbulentni profil sttedni rych-
losti (u)? z referencni préce [55], ktery je perturbovén, coz podniti mnohem rychlejsi vyvoj
turbulentnich fluktuaci, nez kdybychom predepsali hladky stfedni profil a vyvoj fluktuaci byl
odkazan pouze na numerické neptesnosti. Slozky vektoru rychlosti tedy zadame v ¢ase t = 0

Obrazek 3.6: Piiklad pocatecniho rychlostniho profilu v konkrétnim misté

Ve ]

(x, z): hladky

stfedni profil podle [55] (Carkované) a nahodné perturbovany pocatecni profil (plnou ¢arou)
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jako [35]

’U?(l’, Y, Z) - <U(y)>0 + 07 1 Ubylk %
/Ug(xa Y, Z) = 07 1 Upulk 7/}7

Ug(xa Y, Z) = 07 1 Ubulk ¢a

kde wupyi je referenéni hodnota (3.23) a 1 je ndhodnd funkce zapsand v softwaru Matlab
vzorcem

¢ =2rand(1) — 1 € [-1,1].

Funkce 9 je volana v kazdém uzlu sité a pro kazdou ze tii slozek rychlosti vzdy znovu a hladky
profil stredni rychlosti je tak v kazdém uzlu ndhodné vychylen o nejvyse 10% hodnoty s
Pocatecni profil slozky rychlosti v; podél normaély ke sténé muze v konkrétnim misté [z, z]
vypadat napiiklad jako na obrazku 3.6. Rychlost je zde normovana hodnotou upy,; (3.23).
Pocéatecni vektor konzervativnich proménnych pak bude definovan néasledujicim zptusobem

p

puy
w'(z,y,2) = vl
pvs

Lo+ 50((0])% + (19)” + (1))

Okrajové podminky

Okrajové podminky jsou diky geometrii tilohy velmi jednoduché.

Ve sméru proudu:

- periodicita, tedy hodnoty vsech veli¢in vektoru konzervativnich proménnych jsou kopirovany
ze vstupni hranice na vystupni a naopak.

Napfi¢ proudem (spanwise):

- periodicita, veli¢iny kopirovany z jedné strany kanalu na druhou a naopak.

Stény:

- horni i dolni sténa kanalu jsou povazovany za pevnou, nepropustnou, dokonale hladkou
a vazkou sténu, tedy predepisujeme nulovou rychlost vy = v =wv3=0proy=0ay = h,

- stény jsou adiabatické a tedy dale ptredepisujeme nulovy tepelny tok sténou v podobé
g—z = Z?:l g—; n; = 0, kde n; je i-t4 slozka jednotkového vektoru vnéjsi normadly k prislusné
sténé. Zde je potieba mit na paméti, ze v fadé praci zabyvajicich se simulacemi proudéni
v kanalu je sténa izotermalni a vysledky simulaci ¢i experimentu jsou odlisné.

3.4.5 Casovy krok, vyvoj simulace a sbér dat

Casovy krok pro vyvoj simulace i nésledny sbér dat pro vypocet statistickych hodnot je
At = 0,0097s. Jeho hodnota je vyplyva ze vztahu

At ) CFL
= Imin
A Aoy kel Aeg xl+Aeq k| [
Alx

kde volime CFL = 1, A\;,x = |v;| +a pro i = 1,2,3, a je rychlost zvuku a Al je cha-
rakteristickd velikost kontrolniho elementu €2;. Uvedeny vztah je béznou CFL podminkou
stability v pripadé explicitnich schémat, u implicitni metody zde slouzi pouze k vypoctu
casového kroku, ktery ale muze byt znacné navysen volbou vétstho CFL. Casovy krok je
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nastaven dostatecné maly, aby jim nebyl omezovan vyvoj turbulentnich fluktuaci. Porov-
nejme ho s hodnotou uvedenou pro stejnou tlohu v referenéni préci [11], kde je prezentovan
bezrozmérovy ¢asovy krok Att = 2. 1073 uréeny vztahem

ur At
5

At =

Pro hodnoty v predkladané praci dostaneme

10,0123 -0,0097
B 0,5

Att 24107 <« 21073,

tedy hodnotu piiblizné o fad mensi nez v referenéni praci. Casovy krok tedy budeme
povazovat za dostatecné maly pro dobry vyvoj simulace.

Pro dosazeni statisticky ustaleného stavu byla simulace provadéna po dobu 70000
casovych iteraci, coz odpovida fyzikalnimu casu

to = 70000 - At = 70000 - 0,0097 = 697s = 11, 3 min.

Shér dat pro statistické vyhodnoceni vysledki simulace pak nésleduje se stejnym casovym
krokem At = 0,0097 s po dobu dalsich 60 000 casovych iteraci, tedy po fyzikalni ¢as

t1 = 60000 - At = 60000 - 0,0097 = 582s = 9, 7 min.

Aktualni stav proudového pole je ukladan kazdych 100 iteraci, tedy piiblizné kazdou 1s
skutecného casu vyvoje proudéni. Timto zpusobem je vytvoren soubor 600 vzorku kom-
pletniho okamzitého stavu vsSech velicin proudového pole a ten je zdkladem pro statistické
vyhodnoceni simulace.

Statisticky ustaleny stav proudéni identifikujeme podle prubéhu celkového smykového
napéti 7(y) podél normély ke sténdm kanélu. Celkové smykové napéti v turbulentnim proudu
je dano souctem vazkého napéti

d(vy)

3.25
T (3.25)

a Reynoldsova napéti
—p{viv}), (3.26)

tedy
d

T(y) = u%}l) —p(uvy), 4,5 =1,2,3, i#j, (3.27)

a jeho prubeéh je v ptipadé vyvinutého, statisticky ustdleného turbulentniho proudéni linearni
[61]. Lze totiz ukazat, ze plati

7(y) = 7w (1 - %) . (3.28)
Celkové smykové napéti (3.27) vypocitdme nésledujicim zpusobem
d(v
) = 1 — oD )+

kde vyrazy (vi) = (vi(y)), (vivh), (vivs) a (vhvh) vycislime analogicky podle vztahu (3.31),
(3.35) a (3.36) popsanych detailné v odstavci 3.4.7.
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—celkové smykové napéti
~-idealni linearni priibé¢h

Obrazek 3.7: Prubéh celkového smykového napéti 7(y) podél normély ke sténé kanalu (pl-

teoreticky linedrni prubéh napéti (teckované)

y [m]

! !
0.6 0.7

0.8

nou carou) po dosazeni statisticky ustéleného stavu proudéni, vyhodnoceno v 20000 iteraci;

-4
15210 | |
—celkové smykové napéti
\ ---vazké napéti
1= N Reynoldsovo napéti
-~ idealni linearni pribéh
0.5
SRR AN
2 f’ S —o
—bin 0
~
0.5+
-1
_1 5 | | | | | | 1 1 1
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Obrézek 3.8: Prubéh celkového smykového napéti 7(y) podél normaly ke sténé kanalu (plnou

y [m]

¢arou) - prumeérovano pies cely soubor statisticky ustdlenych stavu, vazké napéti (¢arkované)
a Reynoldsovo napéti (¢erchované); teoreticky linedrni prubéh napéti (teckované) podle (3.28)
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Obrazek 3.9: Priklad prubéhu celkového smykového napéti 7(y) podél normély ke sténé kandlu
v piipadé nevyvinutého stavu proudéni, vyhodnoceno v 3000 (¢drkované) a 6000 (plnou
carou) iteraci; teoreticky linedrni prubéh napéti (teckované)

Poznamenejme, ze vyraz (3.25) je zcela v souladu s definici tenzoru vazkych napéti o,
uvedenou v matematickém modelu v odstavci 3.1.2. Lze snadno ukézat, ze v piipadé sta-
tisticky jednodimenziondlniho proudéni budou vSechny slozky (o;;) nulové kromé (o;;) =
prd{vr)/dy.

Po zpétném vyhodnoceni celkového smykového napéti se ukazuje, ze proudéni je sta-
tisticky ustalené jiz po priblizné 20 000 iteraci provedenych s uvedenym casovym krokem.
Prubéh celkového napéti v 20 000 iteraci je znazornén na obrazku 3.7, kdy je jiz celkovy cha-
rakter prubéhu 7(y) mozné povazovat za linedrni. Zduraznéme, zZe se jedna o vyhodnoceni
pouze z jednoho konkrétniho casového okamziku, takze slozky Reynoldsova napéti —p(v;v’)
jsou priimérovany pouze ve smérech os x a z, tedy —p(vv};),., nikoliv v case. Zprumeérujeme-li
hodnoty pres vice casovych vzorku, dostaneme pomérné hladky prubéh napéti. Na obrazku
3.8 vidime prumeérované celkové napéti pro cely soubor 600 vzorku ur¢enych pro vyhodnoceni
simulace. Priklad celkového napéti v piipadé nevyvinutého proudéni je pro ilustraci uveden
na obrazku 3.9, konkrétné pro 3000 a 6 000 iteraci.

3.4.6 Zdrojové cleny

Jak bylo uvedeno v odstavci 3.4.1, proudéni mezi dvéma rovnobéznymi deskami je fizeno
konstantnim tlakovym spadem. Vzhledem k periodické okrajové podmince ve sméru proudu
neni mozné nastavit tlakovy spad béznym zpusobem, tedy zadanim vyssiho tlaku na vstupu
a nizstho na vystupu. Na vstupni i vystupni hranici a tedy i v celé vypoctové oblasti je
tlak stejny. Proudéni tedy musi byt fizeno zdrojovymi ¢leny f; a fo v systému Navierovych-
Stokesovych rovnic (3.1) - (3.3). Ty zajisti, aby se tfeci rychlost u,, a tim i odpovidajici
tteci Reynoldsovo ¢islo Re,, udrzeli na pozadovanych hodnotach, respektive velmi blizko
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nich, absolutni presnosti lze tézko dosahnout. Existuje vice strategii, mezi nejcastéjsi patii
pouziti konstantniho tlakového gradientu a konstantniho hmotnostniho pritoku [68]. Zvolme
konstantni tlakovy gradient. Zdrojovy clen f; se vyskytuje pouze v hybnostni rovnici ve sméru
proudu (3.2) a definujeme ho jako prostorové prumeérovany tlakovy gradient

__/dr
n=—=(2)..

Z rovnovahy sil v kandlu vyplyvé pro tlakovy gradient vztah [61]

/N T
dz m_é'

Dosazenim za smykové napéti na sténé ze vztahu (3.17), tedy 7, = u? p, dostaneme

o Jdp\_ulp
(i),

Treci rychlost u, je pro danou tlohu konstantni, polovina vysky kanalu § také a vzhledem
k prakticky nestlacitelnym podminkdm (Ma < 0, 1) muzeme povazovat i hustotu za ptiblizné
konstantni, a tedy p = pres. Stejné jako v praci [35] se ale tento zdrojovy clen ukazuje
nedostatecnym, protoze proudéni se postupné urychluje. Zdrojovy ¢len v uvedené podobé
proto budeme dynamicky ménit v zavislosti na aktualnim stavu proudového pole v kazdém
casovém kroku simulace t,, nasledujicim zpusobem. Je-li wp,(¢,) hodnota prumérné stiedni
rychlosti (u(y,t)),. v casovém kroku t,, vypocitana analogicky ke vztahu (3.22), zdrojovy
¢len v casovém kroku t¢,,,; pouzijeme ve tvaru

_ uz Pref UWbulk — Uputk (tn)
5 At, 7

h

kde upy je pozadovand hodnota podle [55] a At,, = t,11 —t, je velikost casového kroku. Tedy
pokud upuk(t,) < Upuk, zdrojovy ¢len bude kladny a proudéni urychlovano, pokud naopak
Upuik (tn) > Upuik, zaporny zdrojovy clen proudéni zpomali. Timto zpusobem bude udrzovana
pozadovana hodnota ;.

Zdrojovy ¢len fy v rovnici (3.3) ma tvar [2]

dp U2 Preg
=—{ = Upyik = Upylk-
f2 <daz>m bulk 5 bulk

Provedeme-li prevod zdrojovych ¢lenu do bezrozmérového tvaru stejnym zpusobem, jako
je preveden systém Navierovych-Stokesovych rovnic v odstavci 3.3.1, dostaneme

U_z Upuik — Wputk (Tn)

fl - 6 Atn )
2u?

f2 = Q_Tubullm
Uref

kde u; = 0,0123ms™! je rozmérovd hodnota charakteristické tteci rychlosti (3.21) a hodnoty
Upur @ AL, jsou bezrozmeérové.

Na obrazku 3.10 je zobrazen vyvoj aktualni hodnoty ;. (t,) v kazdém casovém vzorku
ze souboru dat. Je vidét, ze rychlost je trvale podhodnocend, ale napti¢ celym souborem
v zasadé vyrovnana. Rozdil oproti pozadované hodnoté je velmi maly, okamzité hodnoty
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Obrazek 3.10: Vyvoj aktualni hodnoty u,;, = Upuk /U, napiic souborem 600 casovych vzorku
(plnou ¢arou); pozadovana hodnota podle [55] (¢arkované)

jsou v pruméru o 0, 75% mensi nez idedlni hodnota uj,,, = 17,5452. Prumérnd bezrozmérova
hodnota ¢inf ufDEM = 17,413, rozmérova pak ubGM = wiDOM . = 17,413-0,0123 = 0, 2142.
Oznaceni PEM zde zdiraziuje, ze se jednd o skuteénou hodnotu ziskanou jako vysledek
provedené simulace, a nikoliv o referenéni hodnotu z préace [55]. Skuteéné Reynoldsovo ¢islo
podle definice (3.24) je potom

RePOM _ upie! h _ 0,2142-1
v 1,568 - 10—°
coz predstavuje 99, 3% idealni hodnoty Re (3.24).

— 13661, (3.29)

3.4.7 Statistické vyhodnoceni simulace

Realné turbulentni proudéni je vzdy nestacionarni, tedy okamzité hodnoty veli¢in proudového
pole jsou v case proménné i po dosazeni ustaleného stavu. Simulace LES, a samoziejmé i ILES
nebo under-resolved, presné zachycuji cast skaly skuteénych virovych struktur a tedy jsou
nutné také nestacionarni. Pro ziskédni vysledku z takové nestacionarni simulace je nutné nej-
prve dosahnout statisticky ustaleného stavu, jak bylo popsano v odstavci 3.4.5, samoziejmeé za
predpokladu, ze pro danou tlohu ustéleny stav vibec existuje. V dalsim béhu numerické simu-
lace jsou pak okamzité hodnoty sice stale casové proménné, ale jejich statistické hodnoty jiz
jsou konstantni, a pravé ty pouzijeme pro celkové vyhodnoceni simulace. V piipadé proudéni
mezi dvéma nekonec¢nymi rovnobéznymi deskami néds zajimé predevsim profil stfedni rych-
losti ve sméru proudu a stfedni profily intenzity turbulence ve vSech tfech soufadnicovych
smeérech.

Vzhledem k velmi hrubé diskretizacni siti a vysokému fadu nespojité Galerkinovy me-
tody neni mozné vyhodnotit pozadované veli¢iny pouze v uzlech sité, doslo by tak ke ztratée
znacné ¢asti podrobnych informaci, obsazenych v kazdém kontrolnim elementu. Proto pomy-
slné doplnime mezi kazdé dva uzly sité dalsich 5 rovnomérné rozmisténych bodu v kazdém
soufadnicovém smeéru, a pomoci koeficientu bazovych funkci v nich vypocitdame hodnoty
potiebnych veli¢in. Ozna¢me skuteény pocet elementu sité jako

Nyo = 21, Nyo = 16, N0 = 16.

Pii vyhodnoceni budeme pracovat s matici hodnot v uzlech (a v doplnénych bodech)
o rozmeérech

Ng = 9Ny +Nyo +1 =127, ny =5ny+ny+1=97, n,=5n,+n,+1=97.
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Vétsi pocet hodnot jiz nema pro ¢tvrty tad DGM smysl.

Profily stiedni rychlosti

Pro ziskéni stfednich rychlosti (v;(y)), ¢ = 1,2,3, jsou okamzité rychlosti v;(x,y, z,t)
pro kazdé y = konst. prumeérovany ve smérech souradnicovych os x a z a v Case, tedy pres
vsech n; = 600 vzorku v souboru. Vzhledem k tomu, ze matice hodnot je ve smérech z a z
ekvidistantni, muzeme pouzit jednoduse aritmeticky prumeér. Prostorové stredni i-ta slozka
rychlosti v case ¢, pro konkrétni y = konst. tedy bude

1 Ny Nz
[ 7tn Tz — 7 1y Y atn- 330
(i) = 33 ot (3.30)

Vzhledem k tomu, ze proudéni je statisticky symetrické podle osy kanalu y = 4, jsou hodnoty
prumérovany jesté v obou polovinach kanalu, ¢imz se vlastné zdvojnasobi soubor dat.

Casovy krok, se kterym byly pofizeny jednotlivé vzorky, je konstantni (100 x At, viz
odstavec 3.4.5), i zde tak muzeme pouzit aritmeticky prumér. Dostaneme

n

(i(y)) = Uiy, tn))ez)t = %Z(Ui@vtn»xz- (3.31)
n=1

Takto ziskany profil stfedni rychlosti (vi(y)), normovany tieci rychlosti u, = 0,0123
(3.21), je v porovnéani s referen¢ni piimou numerickou simulaci [55] uvedeny na obrazku
3.11. Na prvni pohled je ziejmy celkové plossi charakter ziskaného profilu, a déle i mensi
strmost profilu u stény kanélu, vedouci k niz$i hodnoté derivace d(v;)/dy na sténé. To je
ziejmé i z grafu na obrazku 3.12, kde je vykreslena derivace prvni slozky rychlosti podle
normély ke sténé d(vi(y))/dy pro polovinu kanalu. Mirné zakolisani v monotonii derivace
v misté okolo y/d ~ 0,15 je v profilu (v;) (obr. 3.11) i pii blizsim prozkoumdni prakticky
neznatelné a muze byt zpusobené pouhym nedostatecnym rozsahem souboru dat pouzitému
ke statistickému vyhodnoceni. Profily stfednich rychlosti (vo(y)) a (v3(y)) jsou prezentovany
na obrazcich 3.13 a 3.14. Vzhledem k hlavnimu sméru proudu ve sméru osy x ocekavame,
ze se tyto rychlosti budou blizit nulovym hodnotdm, coz je v porovnani s hodnotami (v (y))
v zdsadé splnéno. Maximum (v,(y)), respektive (v3(y)), ¢ini 0,001%, respektive 0, 14%, z ma-
xima (v1(y)). Dosazeni statisticky nulovych hodnot by vyzadovalo teoreticky nekone¢né velky
soubor casovych vzorku.

Déle uved me vyhodnoceni bezrozmérové rychlosti (u"), definované jako [61]

() = 422 (3.32)

v zévislosti na bezrozmérové vzdélenosti od stény méfené ve sténovych jednotkach (wall

units), uréené vztahem [61]

Ur Yy
Yyt = :
1%

Poznamenejme, ze takto definované (u™) odpovidd vyse uvedenému (v1) /u.,, které ale nebylo
tak oznacovano. Duvodem je fakt, ze se jednalo o normovani libovolnou referen¢ni rychlosti,
kterd byla zvolena jako u,. V pifpadé (u*) uz to musi byt nutné pravé u,, jak to vyzaduje
definice (3.32).

Porovnani ziskané zavislosti (u®(y*)) s referencnimi daty z prace [55] je uvedeno
na obrazku 3.15, a to pro polovinu vysky kandlu, tedy pro y € [0,6]. Jsou zde uvedeny
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Obrazek 3.11: Profil stfedni rychlosti (vi(y)) podél normély ke sténdm kandlu, normo-
vany tieci rychlosti u, (plnou ¢arou); odpovidajici profil z pfimé numerické simulace [55]

(¢arkovane)

—simulace DGM
---DNS Moser

d<v1>/dy . (5/uT [-]

Obrazek 3.12: Derivace stiedni rychlosti (v;(y)) podle normély ke sténdm kandlu, normovan4,
pro polovinu kanalu (plnou ¢arou); odpovidajici hodnoty z piimé numerické simulace [55]

(¢arkovaneé)
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Obrazek 3.13: Profil stfedni rychlosti (v(y)) podél normély ke sténdm kanalu, normovany
tfeci rychlosti u,
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Obrazek 3.14: Profil sttedni rychlosti (vs3(y)) podél normély ke sténdm kandlu, normovany
tfeci rychlosti u,
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Obrézek 3.15: Zavislost bezrozmérové rychlosti 4™ na bezrozmérové vzdalenosti od stény
ve sténovych jednotkéch y* pro polovinu kandlu (plnou ¢arou); vysledky referencni DGM-
ILES simulace [12] (body), odpovidajici referenc¢ni hodnoty z DNS [55] (¢arkované)

i vysledky z druhé uvazované referencéni simulace - ILES pomoci nespojité Galerkinovy me-
tody [11], [12]. Odlisnosti od DNS v zdsadé kopiruji situaci na obrézku 3.11. Velmi dobra
shoda referenéni DGM-ILES simulace [12] je komentovdna pozdéji v souvislosti s dalsimi
vysledky:.

Pro zhodnoceni vysledku provedené numerické simulace je klicova situace u obtékanych
stén, konkrétné derivace stredni rychlosti na sténé d(v;)/dy |wa. Tato hodnota je z profilu
stFedn{ rychlosti (v;) vyéislena pomoci koneéné diference na 7,18s7!. Z grafi na obrazcich
3.11 a 3.12 je vidét, ze velikost derivace je mensi, nez o cekavana hodnota odpovidajici
referencni praci [55], presnéji ¢ini 74% idedlni hodnoty. Vypocitame-li nyni skuteé¢nou hodnotu
tfeci rychlosti podle vztahu (3.19), dostaneme

uPeM _ Vd<v1>

L = /1,568 - 105 -7,18 = 0,0106 ms~'.
dy

wall

Oznaceni P9M zde zduraziiuje, Ze se jednd o skuteénou hodnotu ziskanou jako vysledek pro-

vedené simulace, a nikoliv o referen¢ni hodnotu tieci rychlosti (3.21) z préce [55]. Pro nor-
movani veskerych rychlostnich charakteristik v této kapitole je pouzita referenéni hodnota
u, = 0,0123 (3.21). Skutecné tfeci Reynoldsovo ¢islo (3.20) je potom

popan _ 4P 0,0106-0,5
T v 1,568 - 105

= 338, (3.33)

coz predstavuje 86% pozadované hodnoty Re, = 392, 24.
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Reynoldsova napéti a intenzita turbulence

VVVVV

lentnich fluktuaci, a to prostfednictvim Reynoldsovych napéti a intenzity turbulence. Rey-
noldsovo napéti —p(vjv}), 7,j = 1,2, 3, vznikd v dusledku pienosu hybnosti v tekutiné tur-
bulentnimi fluktuacemi rychlosti. Je zvykem oznacovat jako Reynoldsovo napéti pouze vyraz
(vjv}) [61] a ten také vyhodnocovat. Oznacuje se pismenem R, tedy R;; = (vjv), a presnéji
feceno se jedna o slozky tenzoru Reynoldsovych napéti R. Vzhledem k symetrii tenzoru plati
(vivi) = (vjv;) a v maticovém zapisu muzeme tenzor Reynoldsovych napéti zapsat v podobé

Tenzor muzeme rozlozit na izotropni ¢ést 2/3 k d;; a anizotropni ¢ast (vjv;) — 2/3 ks, kde

1 1

k= 5 (ki) = 5 ((von) + (vhup) + (vgy))

je turbulentni kineticka energie. Tedy v maticovém zapisu dostaneme

[ 3(vy) 0 0
R = 0 (v up) 0 +
Lo o dum]
izotro;)?u' Cést
[ (viv]) — 5(vivi) (v1v9) (v103)
+ (viv5) (vhvh) — 5 {vivi) (vyvs)
i (vivs) (vyvs) (vgvs) — (Vi)

anizotropni ¢ést

Pro posouzeni vysledku simulace pouzijeme diagonalni prvky anizotropni ¢asti tenzoru
Reynoldsovych napéti, oznacme je pismenem A, tedy

3
1 1
Ay = (vjv) — 3 ((vror) + (vavh) + (v5v3)) = Ry — 3 > Rix. (3.34)
k=1

Jednotlivd Reynoldsova napéti vystupujici ve vyrazu (3.34) vypocitdme nésledujicim
zpusobem [35]

R = (vjvj) = (vivi) — (i) {va), (3.35)
to znamena prumérovanim okamzitych hodnot slozek rychlosti a jejich souc¢inu. Stfedni rych-
losti (v;) = (Vi(y)) szt jsme jiz urcili vyse podle vztahu (3.30) a (3.31), analogicky vycislime
1 soucin

<Uivi> - <Ui(y)vi(y)>:czt = nlt Z < ! Zz ZZ Ui<xj7 Y, 2k, tn) Ui(xja Y, 2k, tn)) (336)

Ng N
TR =1 k=1

pro konkrétni y = konst.

V databdzi piislugejici k referenéni praci [55] jsou uvedena Reynoldsova napéti R (y)
ziskand z pifmé numerické simulace. Hornim indexem ™ ozna¢ujme piislusnost veli¢iny k re-
ferencni praci (Moser aj.). Z Reynoldsovych napéti stejnym zptusobem jako v rovnici (3.34)
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urcime diagonalni anizotropni prvky
13
AM — pM _ — § RM.
i 13 3 " kk

Srovnéani diagonalnich prvki anizotropni ¢asti tenzoru Reynoldsovych napéti ziskanych z pro-
vedené numerické simulace a z referenéni DNS simulace je uvedeno na obrazku 3.16, hodnoty
A jsou normovany kvadratem tieci rychlosti u, = 0,0123, stejné jako referenéni veli¢iny,
a ktivky jsou vykresleny pro polovinu kanalu. Celkovy charakter kfivek je rozumny. V ob-
lasti u stény, priblizné do y/d = 0,4, jsou Reynoldsova napéti nadhodnocena a maxima jsou
pro vSechny tii slozky posunuta dale od stény. Viditelnd lokalni maxima, vyskytujici se na
ziskanych ktivkach, odpovidaji hranicim elementu vypocetni sité a jsou zpusobena nespoji-
tosti Galerkinovy metody pravé na hranicich kontrolnich elementu.

Urceme déle takzvané root mean square turbulence intensities. Znaci se nejcastéji jako
(U))rms @ ziskdme je z Reynoldsovych napéti vztahem

<U£>rms = = /| Al

3
1
Ri—%Y R
3; ik

Odpovidajici referencni veli¢iny jsou

(Vi oms = 4/ 14N 1.

Porovnani uvedené intenzity turbulence s referenénim DNS ve vSech tfech soutadnicovych
smérech v poloviné kandlu je provedeno na obrazku 3.17, hodnoty jsou normovéany tieci
rychlosti u, = 0,0123. Graf v podstaté kopiruje situaci na obrazku 3.16, uvadime ho vsak
pro uplnost a z respektu k zavedenym zvyklostem, protoze tyto veliciny jsou v pracich
zabyvajicich se turbulentnim proudénim v kanalu standardné vyhodnocovany.

Diagonalni prvky anizotropni ¢asti tenzoru Reynoldsovych napéti A;; je mozné porov-
nat s odpovidajici DGM-ILES simulaci provedenou v pracich [11], [12]. Na obrézcich 3.18,
3.19 a 3.20 jsou uvedeny zavislosti hodnot A; na vzdalenosti od stény y™ pro polovinu
kanalu stejné jako na obrazku 3.16, pro piehlednost zde kazdy ze tif prvku zvlast. Vysledky
referencni DGM-ILES simulace davaji velmi péknou shodu s DNS v pozici maxima vSech
tfech prvku, ktera jsou jen nepatrné posunuta dale od stény. Puvod této lepsi shody spociva
pravdépodobné v lepsim rozliseni referencni simulace oproti simulaci provedené v predkladané
praci. Velikost maxima pro Aj; je ale pro vlastni a referencéni simulaci ve vyborné shodeé,
pro Ass a Asz se o néco lisi. Lokalni maxima odpovidajici hranicim kontrolnich elementu se
na ktivkach referenéni simulace DGM vyskytuji také, nicméné v mnohem mensi mite, coz
je zrejmé dano nejen lepsim rozliSenim referencni simulace, ale i volbou béazovych funkci,
o kterych autofi neposkytuji presné informace. Ve sttedni ¢dsti kandlu, zhruba od y* & 150,
muzeme v pripadé A;; a Ay konstatovat vybornou shodu obou DGM simulaci. V pripadé
Asz dava vlastni simulace dokonce lepsi vysledky nez referenéni.
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Obrazek 3.16: Prubéh diagondlnich prvka anizotropni ¢ésti tenzoru Reynoldsovych napéti
(plnou ¢arou ¢ervengé, zelené a modie); odpovidajici referenéni hodnoty z DNS [55] (¢arkované
cervené, zelené a modfe)
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Obrazek 3.17: Prubéh rms intenzity turbulence ve vsech tfech soufadnicovych smérech (pl-
nou Carou ¢ervené, zelené a modre); odpovidajici referenéni hodnoty z DNS [55] (¢arkované
cerveng, zelené a modfe)
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Obrazek 3.18: Prubéh prvku Aj; anizotropni ¢asti tenzoru Reynoldsovych napéti (plnou
carou); vysledky referenénif DGM-ILES simulace [12] (body), odpovidajici referenéni hodnoty

z DNS [55] (¢arkované)
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Obrazek 3.19: Prubéh prvku Asy anizotropni ¢asti tenzoru Reynoldsovych napéti (plnou
carou); vysledky referencni DGM-ILES simulace [12] (body), odpovidajici referenéni hodnoty

z DNS [55] (¢érkované)
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Obrazek 3.20: Prubéh prvku Ajgs anizotropni ¢asti tenzoru Reynoldsovych napéti (plnou
carou); vysledky referenéni DGM-ILES simulace [12] (body), odpovidajici referenéni hodnoty
z DNS [55] (¢érkovane)

3.4.8 Zaveéry a diskuze

Nejvyznamnéjsim faktorem, zpusobujicim odchylky prezentovanych vysledku od referenéni
DNS simulace [55] je nepochybné prostorové rozliseni simulace, respektive pocet stupnu vol-
nosti. Vzhledem k poctu elementu (21 x 16 x 16) a poctu bazovych funkei (20) je pocet stupnu
volnosti 107 520, jak je uvedeno v odstavci 3.4.3. V referencni praci [11], [12] je pouzit stejny
pocet elementu, informace o bazovych funkcich vsak neni k dispozici. Z autorem uvedeného
rozliseni 63 x 48 x 48 vyplyva pocet stupnu volnosti 145 152. Odpovidajici pocet bazovych
funkef je pak 145152 / (21-16-16) = 27. Referencni simulace je tedy pravdépodobné provedena
s 27/20 = 1, 35 krét lepsim rozlisSenim, coz mé na piesnost vysledki vyznamny vliv. Obzvlast
uvédomime-li si, ze se uvedenad cisla pohybuji na hranici pouzitelného rozliseni, se kterym ma
vubec jesté smysl tuto tlohu fesit. Tato skute¢nost nebyla v dobé zahajeni simulace ziejma
a vzhledem k velké vypocetni naroc¢nosti ulohy nebylo jiz mozné simulaci opakovat s vétsim
poctem stupiiti volnosti, at uz by ho bylo dosazeno zvysenim poétu bazovych funkef na stejné
siti nebo zjemnénim sité pti stavajicim poctu bazovych funkei.

Zvazit musime i1 otazku, zda byla simulace nastavena skutecné presné v souladu s re-
ferenéni DNS simulaci. Reynoldsovo éislo RePM (3.29) je nepatrné nizsi nez idedlni refe-
ren¢ni hodnota (3.24), odchylka 0,7% je ale natolik mald, Ze nepredpokladdme vyrazny vliv
odlisnosti Reynoldsova é&fsla na vysledky. Hodnota tiectho Reynoldsova éisla RePSM (3.33)
se od své idedlni hodnoty lisi vice (o 14%), to je ale zpusobeno velikosti derivace rychlosti
na sténé a na celkovy stav proudéni v kanale to nema zasadni vliv.

V pripadé lepsiho rozliseni simulace by dale mélo smysl uvazovat o dalsich faktech, ktera
maji vliv na ptresnost vysledku, napiiklad typ pouzité vypocetni sité, typ elementu, nebo
konkrétni numerické metody pro aproximaci vazkych a nevazkych toku a dalsi. Vzhledem
k testum provedenym v préci [11] je ovSem vyznam téchto faktoru velmi maly a ma smysl se
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jimi zabyvat az v pripadé vyteseni vyznamnéjsich otazek, jako je pravé pocet stupnu volnosti.

Prezentovana numerickd simulace je provedena na velmi hrubé siti, bez subgridniho
modelu a se stfedné vysokym radem nespojité Galerkinovy metody. Uvédomime-li si tyto
skutecnosti, jsou dosazené vysledky velmi uspokojivé a nadéjné pro dalsi rozvoj pouzité
metodiky - ILES, respektive under-resolved piistupu v kombinaci s nespojitou Galerkino-
vou metodou vyssich fadu. Jiz pouhé zvyseni fadu metody ze ¢tvrtého na paty nebo mirné
zahusténi vypocetni sité s nejvétsi pravdépodobnosti povede k vyraznému zpiesnéni vysledku
a priblizeni se k referenéni DNS simulaci. Vzhledem k disipativnim vlastnostem DGM, uve-
denym v odstavci 3.2.1, 1ze rozhodné doporucit volbu vyssiho fddu presnosti metody na tkor
poctu elementu sité. Pro velmi vysoké fady je ale potieba zajistit stabilitu nékterou z tech-
nik fesicich problém aliasingu. V této souvislosti muzeme konstatovat, ze stabilita provedené
numerické simulace s vySe popsanym nastavenim, ¢tvrtym rfadem presnosti v prostoru a uve-
denym casovym krokem je naprosto bezproblémova. Ani pii velmi dlouhém béhu simulace
nedochazi k zadnym potizim typu nevhodné kumulace numerické chyby, kterd by mohla vést
ke ztraté stability.

Zptesnéni ILES simulace provedené v této kapitole se muze stat zakladem pro dalsi

~ e~/
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nékteré kroky v tomto sméru byly jiz uc¢inény v praci [11], kde byly s vétsim ¢i mensim
uspéchem fteSeny napfiiklad tlohy obtékani leteckého profilu nebo proudéni v turbinové
miizi. Nutnosti je validace metody pro vysokd Reynoldsova éisla, protoze dosavadni studie
se zamétrovaly na Reynoldsova cisla stfedné vysoka.

Velmi slibna je tato metoda v oblasti prechodového proudéni, jak bylo jiz prokazano
pii simulacich odtrzeni proudu a prechodu do turbulence na leteckém profilu [86], [87].
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Zaver

Diserta¢ni prace se vénuje numerickému modelovani turbulentniho proudéni pomoci pristupu
RANS a ILES se zamétenim na vyuziti nespojité Galerkinovy metody kone¢nych prvki, kterd
je pouzita pro prostorovou diskretizaci matematickych modelu.

Do numerického tesice zalozeného na nespojité Galerkinové metodé, vyvijeného na pra-
covisti, byl v ramci predkladané disertacni prace implementovan dvourovnicovy model turbu-
lence k-w podle Wilcoxe (2006). Ten zahrnuje ¢len piicné difuze, zlepsujici citlivost modelu
na parametry volného proudu, a dale omezuje turbulentni napéti, ¢imz se stava pomérné
Siroce uplatnitelnym pro fadu tloh. Pro zajisténi stability provadénych numerickych simu-
laci bylo nutné dvourovnicovy model turbulence upravit, jednak prevedenim modelové rovnice
pro specifickou rychlost disipace w do logaritmického tvaru a také omezenim hodnot turbu-
lentni kinetické energie k. Implementace modelu byla verifikovana na tloze obtékani rovné
desky. Veskeré RANS simulace byly provedeny s druhym tadem piesnosti DGM v prostoru.

Numericky ftesi¢ doplnény o uvedeny model turbulence byl nésledné vyuzit pro stu-
dium proudéni stlacitelné vazké tekutiny v tzkych kanalech s vytokem do volného prostoru.
Vyzkum je provadén ve spolupraci s Ustavem termomechaniky Akademie véd CR, v.v.i.,
coz umoznuje porovnani vysledku numerickych simulaci s experimentalnimi daty. Pomoci
kalibra¢niho kandlu o vySce 10 mm tak byl numericky feSi¢ uspésné validovan pro tur-
bulentni proudéni stlacitelné tekutiny v tzkém kandlu a nasledné aplikovan na proudéni
v minikandlech o vysce 0,5 az 4 mm. Vyzkum byl vzhledem k absenci vhodného modelu
prechodu pro proudéni v kanalech realizovan pomoci laminarniho a plné turbulentniho
vypoctu. Z porovnani ziskaného prubéhu statického tlaku po délce kanédlu s experimentalnimi
daty vyplyvaji pro proudéni ve zkoumanych mezerdch s nadkritickym tlakovym spadem
nasledujici skutecnosti. V kandlech do vysky 2 mm je mozné situaci v kanalu dobtfe modelovat
laminarné, od vysky 3 mm se zacind zméreny prubéh statického tlaku od laminarni predikce
jiz ztetelné odchylovat a tésné pred koncem kanalu dochazi ke shodé s tlakem ziskanym plné
turbulentni simulaci. Laminérni rezim proudéni byl tedy v minikandlu zaznamenan az do hod-
noty Reynoldsova ¢isla okolo 17000, ktera je oproti bézné ocekavanym hodnotam kritického
Reynoldsova ¢isla jiz dosti vysoka. Predpokladame, ze se zde projevuje prave specificka vlast-
nost uzkych kanalu, kde se vlivem blizkosti stén a dominance vazkych sil udrzi laminarni
proudéni i za vysSich Reynoldsovych ¢isel, nez je bézné u kanalu vétsich charakteristickych
rozméru. Pri volbé vhodného matematického modelu proudéni je tedy potieba znacné opa-
trnosti. Situaci zde dédle komplikuje nevyvinuty charakter proudéni v kandlu. Pro detailnéjsi
vyhodnoceni rezimu proudéni v kanalech problematickych charakteristickych rozméru okolo
3 mm a Reynoldsovych c¢isel nad 17000 je potfeba upravit a validovat néktery z dostupnych
modelu prechodu, vétsinou kalibrovanych pro obtékéani téles, tak, aby byl dobfe pouzitelny
pro proudéni v tzkych kanalech. Predikce smykového napéti na sténé v kalibraénim kanalu
vysky 10 mm probéhla tispésné a je mozné z ni vyjit pti vysetfovani smykového napéti v uzsich
mezerach v navaznosti na planovana meéreni.

Druhd c¢ést diserta¢ni prace je zaméfena na implicitni simulaci velkych virta, tedy LES
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bez pouziti explicitniho subgridniho modelu. Nespojita Galerkinova metoda konecnych prvkua
je diky svym disipativnim vlastnostem pro tento ptistup velmi vhodnd. Pii pouziti do-
statecné vysokého tadu presnosti v prostoru dochézi k disipaci kinetické energie v oblasti
virovych struktur malych délkovych méritek, zatimco velka délkova métitka, kde je ener-
gie pouze preddavéana, nejsou dispaci zatizena prakticky vubec. Diskretizovan je zde tedy
pouze systém Navierovych-Stokesovych rovnic ve 3D bez tiprav. Pro prvni validaci vyvijeného
feSice pro pristup DGM-ILES byla provedena numericka simulace turbulentniho proudéni
mezi dvéma nekoneé¢nymi rovnobéznymi deskami s nulovym tlakovym spadem, se ¢tvrtym
radem presnosti DGM v prostoru a na velmi hrubé vypocetni siti. Po dosazeni statisticky
ustaleného stavu byly vyhodnoceny profily stfedni rychlosti a slozky Reynoldsovych napéti
a tyto veli¢iny byly porovnany s daty z pfimé numerické simulace a ILES simulace se stejnym
fadem presnosti, uvedenymi v literature. Pro simulaci v predklddané praci byl pouzit mensi
pocet bazovych funkci v ramci DGM nez v referencni ILES simulaci v literature. V dusledku
toho nebylo dosazeno tak dobré shody s referenc¢ni primou numerickou simulaci, nicméné
vzhledem ke kvalité sité a absenci subgridniho modelu jsou ziskané vysledky velmi dobré.
Prostorové rozliseni simulace pouzité v predkladané préaci se evidentné pohybuje na hranici
rozumné pouzitelnosti a ukazuje tak velky potencidl metody, kdy jiz pfi malém navysSeni
poctu bazovych funkci nebo poctu elementu vypocetni sité je mozné dosdhnout vybornych
vysledki.

Prinosy prace a dalsi smérovani vyzkumné cinnosti

Predlozend disertacni prace uvadi fadu znamych vztaht a principu, které jsou nutné pro uce-
lenost prace a vysvétleni provedeného vyzkumu. Vlastni piinos disertaéni préce spociva
v nasledujicich skutecnostech.

e Byla provedena implementace Siroce pouzitelného dvourovnicového modelu turbulence
typu k-w do numerického tesice zalozeného na perspektivni nespojité Galerkinové me-
todé konecnych prvku a model byl s ur¢itymi vyhradami verifikovan. S ispéchem byl re-
alizovan prevod modelové rovnice pro specifickou rychlost disipace w do logaritmického
tvaru a aplikovano omezeni turbulentni kinetické energie k£ pro zajisténi stability simu-
laci turbulentniho proudéni. Bylo upozornéno na dalsi problémy vznikajici v dusledku
diskretizace dvourovnicového modelu pomoci DGM. Tyto kroky prispély ke zkvalitnéni
softwaru vyvijeného na pracovisti a k vyznamnému rozsiteni moznosti jeho uplatnéni.

e V malo probadané oblasti proudéni stlacitelné tekutiny v tizkych kanélech byly ziskany
nové vysledky v dobré shodé s experimentalnim méfenim a ucinény zavéry o hodnoté
kritického Reynoldsova ¢isla. Numericky fesi¢ byl pomoci experimentédlnich dat tspésné
validovan pro predikci statického a celkového tlaku v tzkém kandlu a smykového
napéti na jeho sténé pro pripad plné turbulentniho proudéni. Na zakladé provedenych
simulaci byla uc¢inéna doporuceni pro dalsi experimentalni a numerické vysSetrovani
proudénti stlacitelné tekutiny v minikanalech. Tématika proudéni tekutin v minikanélech
stale prinasi fadu otevienych problému, tykajicich se naptiklad stlacitelnosti tekutiny,
modelovani prechodu nebo specifik kategorie minikanalu. Predkladana prace na tyto
problémy upozornuje a prispiva k jejich feseni.

e Byly vytvoreny zaklady pro validaci vyvijeného softwaru pro nepftili§ rozsitenou, ale
velmi slibnou, implicitni simulaci velkych vira, kterd je zalozena na pithodnych di-
sipativnich vlastnostech nespojité Galerkinovy metody konecnych prvku pii pouziti
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vyssich tadu presnosti v prostoru. Predkladand prace upozornuje na hrani¢ni pro-
storové rozliseni valida¢ni simulace turbulentniho proudéni mezi dvéma nekoneénymi
rovnobéznymi deskami, pri kterém je mozné ziskat pomoci ILES simulace vysledky
rozumné kvality. Provedend numericka simulace ptredstavuje dobry zdklad pro dalsi
vyzkum a rozvoj v perspektivni oblasti DGM-ILES.

Na zékladé vyzkumu v oblasti proudéni stlacitelnych tekutin v tzkych kandlech je
v soucasné dobé pripravovan ¢lanek k zaslani do redakce impaktovaného odborného casopisu.

Budouci vyzkumna ¢innost bude zamétena na rozsitovani portfolia modelu turbulence
diskretizovanych pomoci DGM a dosazeni stability numerickych simulaci zautomatizovanim
nékterych procesu, které byly dosud feSeny primym zasahem do béhu simulaci, naptiklad
v podobé tupravy casového kroku. V oblasti vyzkumu proudéni stlacitelné tekutiny v mini-
kanalech bude nezbytné vhodné modifikovat néktery z dostupnych modelu prechodu a po-
moci experimentu ho validovat pro tzké kanaly. Moznosti pro rozvoj pristupu ILES je cela
rada, lze se ubirat smérem k testovani metody pro vysoka Reynoldsova ¢isla nebo se zamérit
na modelovéani prechodu, kdy by mohla byt metoda velmi uzite¢na predevsim pro stlacitelné
proudeéni.
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