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Abstrakt

Disertačńı práce se zabývá numerickým modelováńım turbulentńıho prouděńı
stlačitelných tekutin pomoćı př́ıstup̊u RANS a LES se zaměřeńım na využit́ı přednost́ı ne-
spojité Galerkinovy metody konečných prvk̊u, která je použita pro prostorovou diskretizaci
př́ıslušných matematických model̊u.

Prvńı část práce je zaměřena na implementaci dvourovnicových model̊u turbulence typu
k-ω do numerického řešiče založeného na nespojité Galerkinově metodě, vyv́ıjeného na pra-
covǐsti. Je uveden matematický model turbulentńıho prouděńı stlačitelné vazké tekutiny v po-
době systému Navierových-Stokesových rovnic ve 2D, středovaných podle Favra a uzavřených
dvourovnicovým modelem turbulence k-ω podle Wilcoxe (2006). Z d̊uvodu problémů se sta-
bilitou, vznikaj́ıćıch v d̊usledku diskretizace dvourovnicového modelu pomoćı nespojité Ga-
lerkinovy metody, je proveden převod modelové rovnice pro specifickou rychlost disipace ω
do logaritmického tvaru a dále je vhodně omezena turbulentńı kinetická energie k. Mate-
matický model je převeden do bezrozměrového tvaru a jeho implementace je verifikována
na úloze obtékáńı rovné desky s nulovým tlakovým gradientem.

Aplikačńı část práce je věnována studiu prouděńı stlačitelných tekutin v úzkých kanálech.
Výzkum prob́ıhá ve spolupráci s pracovńıky Ústavu termomechaniky Akademie věd ČR,
v.v.i., kteř́ı provedli experimenty prouděńı vzduchu v kalibračńım kanálu o výšce 10 mm
s výtokem do volného prostoru a dále sérii měřeńı v kanálech o výšce 0,5 až 4 mm. Po-
rovnáńım se změřeným pr̊uběhem statického a celkového tlaku v kalibračńım kanálu a smy-
kového napět́ı na stěně byl numerický řešič úspěšně validován pro plně turbulentńı prouděńı
v kanálu. Validovaný numerický řešič je následně aplikován na úlohu prouděńı v minikanálech.
Jsou provedeny laminárńı a plně turbulentńı simulace pro kanály výšky 0,5, 2, 3 a 4 mm,
a to s druhým řádem přesnosti nespojité Galerkinovy metody v prostoru a pro nadkritický
tlakový poměr. Na základě porovnáńı numerických výsledk̊u s experimentálně źıskaným sta-
tickým tlakem podél kanálu jsou učiněny závěry o hodnotě kritického Reynoldsova č́ısla
ve zkoumaných minikanálech. Práce přináš́ı nové výsledky v této nedostatečně probádané
oblasti a přisṕıvá k řešeńı stále otevřených otázek týkaj́ıćıch se prouděńı stlačitelné tekutiny
v úzkých kanálech.

Posledńı část práce se zabývá nepř́ılǐs rozš́ı̌renou, ale velmi slibnou, implicitńı simulaćı
velkých v́ır̊u, která je umožněna disipativńımi vlastnostmi nespojité Galerkinovy metody
při použit́ı dostatečně vysokého řádu přesnosti metody v prostoru. V práci je uveden mate-
matický model, tvořený systémem Navierových-Stokesových rovnic ve 3D bez filtrováńı a bez
explicitńıho subgridńıho modelu. Dále je detailně popsána úloha turbulentńıho prouděńı mezi
dvěma nekonečnými rovnoběžnými deskami, která je použita pro validaci nespojité Galerki-
novy metody se čtvrtým řádem přesnosti v prostoru na velmi hrubé výpočetńı śıti. Výsledky
jsou statisticky vyhodnoceny a porovnány s daty dostupnými v literatuře. Źıskané výsledky
jsou vzhledem k ńızkému počtu element̊u výpočetńı śıtě a absenci subgridńıho modelu velmi
uspokojivé a představuj́ı dobrý základ pro daľśı rozvoj nadějného DGM-ILES př́ıstupu.

Kĺıčová slova: turbulentńı prouděńı, nespojitá Galerkinova metoda konečných prvk̊u,
dvourovnicový model turbulence k-ω, minikanál, implicitńı LES



Abstract

The thesis deals with numerical modelling of turbulent compressible fluid flows using
RANS and LES approaches, taking advantage of the discontinuous Galerkin finite element
method used for discretization of the appropriate mathematical models.

The first part is focused on implementation of two-equation k-ω turbulence models into
the numerical solver, which is based on the discontinuous Galerkin method and is being deve-
loped in the department. Mathematical model of turbulent compressible fluid flow consisting
of Favre averaged system of Navier-Stokes equations in 2D is described and closed with the
two-equation k-ω turbulence model of Wilcox (2006). Discretization of the turbulence model
by discontinuous Galerkin method causes problems with stability of numerical simulations.
Modifications of the model are employed for this reason, namely the logarithmic formulation
of the transport equation for specific dissipation rate ω and restriction of turbulent kine-
tic energy k. The mathematical model is transformed into the dimensionless form and its
implementation is verified on zero pressure gradient flat plate problem.

Second part of the thesis is devoted to the study of compressible fluid flow in narrow
channels. Research is taking place under collaboration with Institute of Thermomechanics
of the CAS, v.v.i., where experiments of air flow in calibration channel of height 10 mm and
in minichannels of height 0.5 to 4 mm were performed. Numerical solver was successfully
validated for fully turbulent flows in channels using measured static and total pressure in ca-
libration channel and shear stress on its wall. The solver was then applied on minichannels.
Laminar and fully turbulent numerical simulations were performed in channels of height 0.5,
2, 3 and 4 mm, using second order of DGM in space. Conclusions concerning critical Reynolds
number in minichannels based on comparison of static pressure obtained from calculations
and experiments were drawn. The thesis brings original results in this insufficiently explored
area and contributes to the solution of still open problems concerning compressible fluid flow
in narrow channels.

Last part of the thesis deals with not widespread, but very promissing implicit large
eddy simulation, which is enabled thanks to the appropriate dissipation characteristics of the
discontinuous Galerkin method with high order of accuracy in space. Mathematical model
consisting of system of Navier-Stokes equations in 3D without filtering or explicit subgrid-
scale model is stated. The testcase of turbulent channel flow is then described in detail
and used for validation of the DGM with fourth order of accuracy in space on very coarse
computational grid. The results are statistically evaluated and compared to the data available
in literature. Considering the low number of grid elements and absence of subgrid-scale model,
the obtained results are very satisfying and constitute solid grounds for future development
of the promising DGM-ILES approach.

Keywords: turbulent flow, discontinuous Galerkin finite element method, two-equation
turbulence model k-ω, minichannel, implicit LES
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Seznam symbol̊u a označeńı

Označeńı Význam použitého symbolu a označeńı

BDF2 Second-Order Backward Differentiation Formula
DDG Direct Discontinuous Galerkin
DGM, DGFEM Discontinuous Galerkin (Finite Element) Method
DNS Direct Numerical Simulation
GMRES Generalized Minimal Residual Method
ILES Implicit Large Eddy Simulation
LES Large Eddy Simulation
MILES Monotone Integrated Large Eddy Simulation
RANS Reynolds Averaged Navier-Stokes

A plocha pr̊uřezu
Aii diagonálńı prvky anizotropńı části tenzoru R
a rychlost zvuku
aki koeficient bázové funkce DGM
Cf součinitel třeńı
CS Smagorinského konstanta
CFL parametr nutné podmı́nky stability
cp, cv měrná tepelná kapacita při konstantńım tlaku, objemu
D pr̊uměr
Dh hydraulický pr̊uměr
e celková měrná energie
e, emi jednotkový vektor
fns , f vs s-tá složka nevazkého a vazkého numerického toku
fDDGs s-tá složka numerického toku DDG
f1, f2 zdrojový člen
fβ empirická veličina modelu turbulence
G filtr
h parametr metody GMRES / výška mezery
k součinitel tepelné vodivosti / turbulentńı kinetická energie
kt součinitel turbulentńı tepelné vodivosti
ksgs subgridńı kinetická energie
L, l charakteristická délka
L, ` délkové měř́ıtko
Le vstupńı délka
M matice hmotnosti
Ma Machovo č́ıslo
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n, ni jednotkový vektor vněǰśı normály
nt počet časových vzork̊u
nx, ny, nz počet uzl̊u / element̊u śıtě ve směrech x, y, z
o délka omočeného obvodu
p statický tlak / stupeň aproximačńıho polynomu
pstat, pcelk statický tlak, celkový tlak
p produkčńı člen
Pk produkce turbulentńı kinetické energie
Pr Prandtlovo č́ıslo
Prt turbulentńı Prandtlovo č́ıslo
q, qi vektor tepelného toku
qt, qti vektor turbulentńıho tepelného toku
R tenzor Reynoldsových napět́ı
Rii diagonálńı prvky tenzoru R
R(W ) vektor rezidúı
r měrná plynová konstanta / poloměr
Re Reynoldsovo č́ıslo
Reref referenčńı Reynoldsovo č́ıslo
Rex Reynoldsovo č́ıslo závislé na vzdálenosti od náběžné hrany
Reτ třećı Reynoldsovo č́ıslo
Sij tenzor rychlosti deformace
t čas
T termodynamická teplota / časový interval
Tu intenzita turbulence
U charakteristická rychlost
uη Kolmogorovovo rychlostńı měř́ıtko
uτ třećı rychlost
u+ bezrozměrová rychlost normovaná třećı rychlost́ı
v, vi vektor rychlosti
v0
i složky počátečńıho vektoru rychlosti
v, vrk,j testovaćı funkce
W globálńı vektor neznámých koeficient̊u bázových funkćı
w, wmk , ∇w vektor (konzervativńıch) proměnných a jeho gradient
w0 počátečńı vektor (konzervativńıch) proměnných
ŵ, ∇ŵ vektor (konzervativńıch) proměnných v num. toku DDG a jeho gradient
wmk,i koeficient lineárńı kombinace bázových funkćı
x, y, z kartézské složky vektoru prostorových souřadnic
y0 vzdálenost prvńıho uzlu śıtě od stěny
y, yi vektor prostorových souřadnic
y+ bezrozměrová vzdálenost prvńıho uzlu śıtě od stěny ve stěnových jednotkách

α konstanta modelu turbulence
α1 - α6 subgridńı členy ve filtrovaných rovnićıch
β, β0, β∗ konstanty modelu turbulence / parametr numerického toku DDG
γ∗ konstanta modelu turbulence
δ polovina výšky kanálu
δij Kroneckerovo delta
∆ parametr numerického toku DDG / š́ı̌rka filtru
∆i charakteristický rozměr kontrolńıho elementu v i-tém souřadnicovém směru
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∆lk charakteristický rozměr k-tého kontrolńıho elementu
∆t časový krok
∆t+ bezrozměrový časový krok
ε měrná vnitřńı energie
ε rychlost disipace turbulentńı energie
η Kolmogorovovo délkové měř́ıtko
κ Poissonova adiabatická konstanta / vlnové č́ıslo
µ dynamická vazkost
µt turbulentńı vazkost
µsgs subgridńı vazkost
ν kinematická vazkost
π tlakový poměr / Ludolfovo č́ıslo
ρ hustota
σij tenzor vazkých napět́ı
σ, σk, σd, σ

∗ konstanty modelu turbulence
τ celkové smykové napět́ı
τij tenzor Reynoldsových turbulentńıch napět́ı / tenzor subgridńıch napět́ı
τη Kolmogorovovo časové měř́ıtko
τw smykové napět́ı na stěně
ϕik i-tá bázová funkce na k-tém kontrolńım elementu
χω empirická veličina modelu turbulence
ψ náhodná funkce
Ω omezená výpočtová oblast
Ωk, ∂Ωk kontrolńı element výpočetńı śıtě a jeho hranice
Ωij tenzor rychlosti rotace (v́ı̌rivosti)
ω specifická rychlost disipace turbulentńı energie
ω̃ pomocná specifická rychlost disipace pro model k-ω podle Wilcoxe (2006)
ω̂ pomocná specifická rychlost disipace pro k-ln(ω) formulaci

f středńı hodnota veličiny f / filtrovaná veličina podle Reynoldse
f ′ fluktuace veličiny f / př́ıspěvek subgridńıch měř́ıtek podle Reynoldse

f̃ středńı hodnota veličiny f / filtrovaná veličina podle Favra
f ′′ fluktuace veličiny f / př́ıspěvek subgridńıch měř́ıtek podle Favra

f̆ modifikovaná veličina ve filtrovaných rovnićıch
〈f〉 zpr̊uměrovaná hodnota veličiny f
〈vi〉rms root mean square intenzita turbulence

dolńı index:
ref referenčńı hodnota veličiny
fs hodnota ve volném proudu
bulk pr̊uměrná hodnota veličiny po normále ke stěně
w/wall hodnota na stěně

horńı index:
DGM hodnota z vlastńı simulace provedené pomoćı DGM
M hodnota z referenčńı simulace Mosera aj. [55]
NASA hodnota z verifikačńı simulace NASA [101]
∗ bezrozměrová / normovaná hodnota veličiny
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Úvod

V př́ırodě i v technické praxi se vyskytuje celá řada typ̊u prouděńı tekutin r̊uzných vlast-
nost́ı. V některých př́ıpadech se lze při numerické simulaci omezit na laminárńı prouděńı,
aniž by to znamenalo velké nepřesnosti. Často je ale nutné brát prouděńı jako turbulentńı,
př́ıpadně přechodové, a jako takové ho i modelovat. Př́ıstup̊u k modelováńı turbulentńıho
prouděńı se dnes nab́ıźı celá řada, od konceptu Reynoldsova středováńı a model̊u turbulence
přes př́ımou numerickou simulaci až po molekulárńı dynamiku, př́ıpadně hybridńı modely
molekulárńı dynamiky a kontinua. Nejstarš́ı metoda je založena na středováńı veličin prou-
dového pole (RANS - Reynolds Averaged Navier-Stokes) a uzavřeńı středovaného systému
rovnic vhodným modelem turbulence, který modeluje vliv turbulentńıch fluktuaćı na středńı
hodnoty prouděńı. Výstupem simulaćı jsou tak pouze středńı hodnoty veličin. Na opačném
konci spektra v přesnosti zachyceńı turbulentńıch fluktuaćı stoj́ı př́ımá numerická simulace
(DNS - Direct Numerical Simulation), která je podmı́něna použit́ım velmi jemné výpočetńı
śıtě a malého časového kroku tak, aby řešeńım nestředovaného systému rovnic popisuj́ıćıho
prouděńı tekutiny bylo možné zachytit turbulentńı fluktuace všech měř́ıtek časových i prosto-
rových. Na pomeźı mezi těmito dvěma př́ıstupy stoj́ı simulace velkých v́ır̊u (LES - Large Eddy
Simulation), která velké turbulentńı struktury modeluje př́ımo a vliv těch menš́ıch zachyt́ı
pomoćı subgridńıch model̊u, podobných model̊um turbulence.

Všechny tři př́ıstupy se stále rozv́ıj́ı. Jsou zdokonalovány modely turbulence
a v současnosti předevš́ım modely přechodu z laminárńıho do turbulentńıho prouděńı. Stále
v́ıce se do popřed́ı zájmu dostává simulace velkých v́ır̊u d́ıky své větš́ı přesnosti a použitelnosti
pro r̊uzné typy prouděńı. Prudký rozvoj výpočetńı techniky umožňuje i stále širš́ı uplatněńı
časově velmi náročné př́ımé numerické simulace, která ale zat́ım neńı běžně použitelná
pro praktické úlohy.

Kromě rozvoje uvedených př́ıstup̊u se v posledńı době pozornost zaměřuje i na nume-
rické metody, kterými jsou rovnice popisuj́ıćı turbulentńı prouděńı diskretizovány. Rozv́ıj́ı se
řada poměrně nových metod s vysokým řádem přesnosti v prostoru i v čase, které mohou
přinést do modelováńı turbulence mnoho výhod. Jednou z takových metod je i nespojitá Ga-
lerkinova metoda konečných prvk̊u (Discontinuous Galerkin Finite Element Method - DGM,
DGFEM), představuj́ıćı společné zobecněńı metody konečných prvk̊u a konečných objemů.
Mezi jej́ı nesporné přednosti patř́ı možnost volby řádu přesnosti v prostoru, velká flexibilita
d́ıky nespojitosti řešeńı na hranićıch kontrolńıch element̊u nebo vhodnost metody pro pa-
ralelńı výpočty. Nevýhodou je nutnost vypořádat se s nespojitost́ı na hranićıch element̊u
pomoćı vhodných numerických tok̊u nebo větš́ı výpočetńı náročnost, kv̊uli které je potřeba
hledat efektivńı zp̊usoby časové integrace.

Předkládaná disertačńı práce se věnuje numerickému modelováńı turbulentńıho prouděńı
pomoćı př́ıstup̊u RANS a LES, se zaměřeńım na využit́ı nespojité Galerkinovy metody
konečných prvk̊u.
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Vývoj modelováńı turbulentńıho prouděńı

Za počátek modelováńı turbulentńıho prouděńı pomoćı středovaného systému Navierových-
Stokesových rovnic je považována práce Reynoldse (1895), který se zabýval experimentálńım
zkoumáńım přechodu z laminárńıho do turbulentńıho režimu. Pro př́ıpad prouděńı ne-
stlačitelné kapaliny v trubici s hladkým povrchem zavedl bezrozměrový parametr, určuj́ıćı,
kdy k přechodu docháźı, známý jako Reynoldsovo č́ıslo. Jeho výzkum zcela zásadně ovlivnil
pohled na turbulentńı prouděńı. Z d̊uvodu složitosti turbulentńıch jev̊u navrhl dekompozici
veličin proudového pole na časovou středńı hodnotu a fluktuaci. Jedná se o př́ıstup dnes
označovaný jako RANS, který se stal základem pro modelováńı turbulence. Prvńı pokus
o matematický popis turbulentńıho prouděńı ale provedl už Boussinesq (1877), který zavedl
turbulentńı vazkost, pomoćı ńıž vyjádřil turbulentńı napět́ı analogicky k vazkému napět́ı.
Na této aproximaci jsou založeny všechny klasické dvourovnicové modely.

Na začátku 20. stolet́ı se začaly rozv́ıjet znalosti fyziky vazkého prouděńı, jedńım
z nejvýznamněǰśıch mezńık̊u byl Prandtl̊uv objev mezńı vrstvy a předpoklad nulové rych-
losti tekutiny na obtékané stěně (1904). Na základě analogie se středńı volnou dráhou částic
plynu zavedl Prandtl (1925) směšovaćı délku, která se stala základem pro výpočet turbu-
lentńı vazkosti a nasměrovala výzkum modelováńı turbulentńıho prouděńı na mnoho daľśıch
let. Modely založené na směšovaćı délce dnes označujeme jako algebraické nebo také nularov-
nicové. Daľśım významným př́ıspěvkem je práce Kolmogorova (1941), týkaj́ıćı se mimo jiné
kaskádovitého přenosu energie mezi strukturami r̊uzných měř́ıtek, vyskytuj́ıćıch se v turbu-
lentńım proudu, a zavedeńı Kolmogorovových měř́ıtek - těch nejmenš́ıch, na jejichž úrovni
docháźı k disipaci turbulentńı kinetické energie.

Základy model̊u turbulence s transportńımi rovnicemi najdeme v práci Kolmogorova
(1942), který jako prvńı navrhl úplný model turbulence, tedy takový, který nepotřebuje
kromě počátečńıch a okrajových podmı́nek žádné daľśı informace pro výpočet turbulentńıho
prouděńı. Kromě modelové rovnice pro kinetickou energii turbulentńıch fluktuaćı k zavedl
Kolmogorov daľśı parametr ω, nazvaný specifická rychlost disipace kinetické turbulentńı ener-
gie v jednotkovém objemu za jednotku času. Sestavil tak prvńı dvourovnicový k − ω model
turbulence, jehož využit́ı bylo možné až po rozvoji výpočetńı techniky v sedmdesátých le-
tech 20. stolet́ı. Prvńı jednorovnicový model vytvořil Prandtl (1945), modelovou diferenciálńı
rovnici pro turbulentńı kinetickou energii doplnil algebraickými vztahy pro délkové měř́ıtko.

V polovině 20. stolet́ı se začaly rozv́ıjet snahy o modelováńı turbulentńıho prouděńı
bez využit́ı Boussinesqovy aproximace. Rotta (1951) navrhl použit́ı diferenciálńı rovnice
pro Reynolds̊uv tenzor turbulentńıch napět́ı a umožnil tak vznik skupiny model̊u Reynold-
sových napět́ı (Reynolds stress transport models).

Dále byly rozv́ıjeny všechny skupiny model̊u turbulence. Van Driest (1956) navrhl tlumićı
funkci pro modely se směšovaćı délkou, která se od té doby použ́ıvá ve většině algebraických
model̊u. Baldwin a Lomax (1978) vytvořili algebraický model, který nevyžaduje nesnadný
výpočet tloušt’ky mezńı vrstvy. Největš́ı obĺıbenosti z jednorovnicových model̊u dosáhl model
Spalarta a Allmarase (1992), navržený pro obtékáńı leteckého profilu a velmi použ́ıvaný
dodnes.

Nejlepš́ı výsledky a neǰsirš́ı použitelnost ze skupiny model̊u založených na Boussines-
qově hypotéze můžeme očekávat u dvourovnicových model̊u zahrnuj́ıćıch i historii prouděńı,
čemuž odpov́ıdá jejich rozvoj ve druhé polovině 20. stolet́ı. Modelováńı stlačitelného prouděńı
významně ovlivnila práce Favra (1965), který navrhl použit́ı hmotnostně podmı́něného
středováńı. Po dlouhou dobu byl nejpouž́ıvaněǰśı Launder̊uv k-ε model, Launder a Spal-
ding (1972), než ho předčil model k-ω v mnoha r̊uzných podobách. O jeho rozvoj se za-
sloužili např́ıklad Saffman (1970), Wilcox (1988, 2006), Kok (2000) nebo Hellsten (2005).
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Rychlý rozvoj výpočetńı techniky umožnil i vývoj model̊u Reynoldsových napět́ı, náročněǰśıch
na výpočetńı výkon, ale poskytuj́ıćıch v mnoha př́ıpadech lepš́ı výsledky, např́ıklad Daly
a Harlow (1970), Launder, Reece a Rodi (1975), Speziale (1991) nebo Wallin a Johansson
(2000).

Postupně se rozv́ıjelo i modelováńı přechodu z laminárńıho do turbulentńıho prouděńı,
od použit́ı empirických korelaćı, např. Abu-Ghannam a Shaw (1980), až po komplikovaný
model přechodu s dvěma transportńımi rovnicemi Langtryho a Mentera (2009) a řadu daľśıch.

Od sedmdesátých let se rozv́ıjela i oblast modelováńı velkých v́ır̊u LES. Jako prvńı
tento př́ıstup navrhl Smagorinsky (1963), p̊uvodně pro výpočty mezńı vrstvy atmosféry,
a významně k jeho rozvoji v počátćıch přispěl Deardorff (1970). K větš́ımu výzkumu došlo
až v devadesátých letech d́ıky výkonněǰśım poč́ıtač̊um, které umožnily využ́ıt LES alespoň
pro jednodušš́ı geometrie. Mezi základy subgridńıch model̊u patř́ı kromě Smagorinského
předevš́ım práce Germana aj. (1991). Od 90. let se rozv́ıj́ı také implicitńı LES, tedy si-
mulace velkých v́ır̊u bez použit́ı explicitńıho subgridńıho modelu, jej́ıž počátky jsou spojeny
s Borisem (1990). Prvńı př́ımou numerickou simulaci provedli již Orszag a Patterson (1972),
ale jej́ı daľśı rozvoj a použit́ı byly umožněné až později s větš́ım rozvojem výpočetńı techniky.

Nejnověǰśı směry v modelováńı turbulentńıho prouděńı jsou založeny předevš́ım na simu-
laci velkých v́ır̊u LES, která je dále rozv́ıjena a rozšǐruje se jej́ı využit́ı v technické praxi.
Z d̊uvodu vysoké výpočetńı náročnosti LES, předevš́ım v bĺızkosti obtékaných stěn a pro vy-
soká Reynoldsova č́ısla, vznikly metody kombinuj́ıćı LES a RANS, respektive URANS (Unste-
ady RANS, tedy RANS př́ıstup použitý v nestacionárńım režimu). Aplikace RANS v oblasti
mezńı vrstvy snižuje nároky na hustotu śıtě u stěny oproti použit́ı LES. Spalart aj. (1997) na-
vrhli p̊uvodně pro obtékáńı leteckého profilu s velkým úhlem náběhu metodu DES (Detached
Eddy Simulation), která v mezńı vrstvě využ́ıvá př́ıstup URANS s jednorovnicovým modelem
Spalarta a Allmarase a vněǰśı odtržené v́ıry jsou pak zachyceny pomoćı LES. Metodu poprvé
použili pro výpočet Shur aj. (1999). Později byly aplikovány i dvourovnicové modely (k-ε,
k-ω SST), např́ıklad Strelets (2001). Př́ıstup označovaný jako hybridńı LES-RANS využ́ıvá
ve vnitřńı oblasti mezńı vrstvy obvykle RANS model turbulence, vhodný pro ńızká Rey-
noldsova č́ısla, a v logaritmické oblasti mezńı vrstvy docháźı k přechodu k LES, např́ıklad
Davidson a Dahlström (2005) nebo Shur aj. (2008), kteř́ı kombinuj́ı takzvané delayed DES
a hybridńı LES-RANS.

Dále se rozv́ıj́ı skupina model̊u, které stejně jako LES a uvedené kombinované př́ıstupy
rozřeš́ı podstatnou část turbulentńıch fluktuaćı, ale délkové měř́ıtko, určuj́ıćı množstv́ı
rozřešených fluktuaćı, nezáviśı explicitně na výpočetńı śıti. Tyto modely obsahuj́ı členy citlivé
na množstv́ı vypoč́ıtaných fluktuaćı a Fröhlichem a von Terzim (2008) jsou označovány jako
2. generace URANS (2G-URANS). Řad́ı se sem metody PANS (Partially Averaged Navier-
Stokes), Girimaji (2006), PITM (Partially Integrated Transport Model), Schiestel a Dejoan
(2005), SAS (Scale-Adaptive Simulation), Menter a Egorov (2006), nebo X-LES (Extra-Large
Eddy Simulation), Kok aj. (2004), kde hranice mezi RANS a LES je časově proměnná, im-
plicitně určovaná, a nezáviśı tedy na vzdálenosti od obtékané stěny.

Ćıle disertačńı práce

Nespojitá Galerkinova metoda, která je základem numerického řešiče vyv́ıjeného na pra-
covǐsti, je velmi moderńım a perspektivńım př́ıstupem k řešeńı úloh prouděńı tekutin.
Pro využit́ı k řešeńı problémů základńıho i aplikovaného výzkumu je samozřejmě nezbyt-
nou vlastnost́ı takového softwaru schopnost modelovat nejen laminárńı, ale i plně turbulentńı
a v ideálńım př́ıpadě také přechodové prouděńı. Diskretizace model̊u turbulence, obzvláště
dvourovnicových, pomoćı DGM je poněkud problematická. Proto je potřeba ćıleně rozv́ıjet,
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implementovat a verifikovat modely turbulence diskretizované pomoćı DGM tak, aby je bylo
možné použ́ıvat pro řešeńı úloh vyplývaj́ıćıch z potřeb technické praxe.

Hlavńım ćılem této disertačńı práce je tedy implementace dvourovnicových model̊u turbu-
lence typu k-ω do numerického řešiče založeného na nespojité Galerkinově metodě konečných
prvk̊u, se zaměřeńım na stabilitu numerických simulaćı. Dále je záměrem modely turbulence
verifikovat a následně využ́ıt pro řešeńı problematiky prouděńı tekutin v uzkých kanálech.
Jedńım z ćıl̊u výzkumu v oblasti vnitřńı aerodynamiky se zaměřeńım na minikanály s charak-
teristickým rozměrem v řádu milimetr̊u je prozkoumáńı režimu prouděńı a vhodných př́ıstup̊u
k modelováńı takového typu prouděńı. Ćılem práce je ve spolupráci s Ústavem termomecha-
niky AV ČR, v.v.i., prováděj́ıćım experimentálńı měřeńı v minikanálech, přispět k porozuměńı
fenoménu prouděńı stlačitelné vazké tekutiny v minikanálech, který neńı do současnosti stále
dostatečně prozkoumán.

Daľśım ćılem práce je přispěńı k validaci nespojité Galerkinovy metody pro implicitńı si-
mulaci velkých v́ır̊u. Disipativńı a disperzńı vlastnosti DGM při použit́ı vyšš́ıch řád̊u přesnosti
v prostoru čińı z této metody ideálńıho kandidáta pro simulace na úrovni rozlǐseńı běžného
LES, ale bez explicitńıho subgridńıho modelu. Některé výsledky publikované v posledńıch
letech se mohou vzhledem k jednoduchosti implicitńıho LES př́ıstupu zdát až př́ılǐs dobré
a nejsou vědeckou komunitou vždy dobře přij́ımány. Také jsou mnohdy doprovázeny nedo-
statečně detailńımi informacemi o provedeńı validačńıch simulaćı a zpracováńı jejich výsledk̊u.
V návaznosti na zaměřeńı na prouděńı v kanálech je ćılem práce validace DGM-ILES př́ıstupu
pro turbulentńı prouděńı v kanálu, a t́ım i položeńı základ̊u pro budoućı využit́ı řešiče,
vyv́ıjeného na pracovǐsti, pro simulace LES.

Struktura práce

Disertačńı práce je tématicky rozčleněna do tř́ı kapitol. Prvńı kapitola se věnuje teorii mo-
delováńı turbulence pomoćı př́ıstupu RANS. Je zde uveden matematický model prouděńı
stlačitelné vazké tekutiny, který je tvořen systémem Navierových-Stokesových rovnic. Ten
je dále ve stručnosti středován podle Reynoldse a podle Favra a středovaný systém rovnic
je uzavřen pomoćı vhodných aproximaćı pro neznámé členy vzniklé středováńım. Pro mo-
delováńı vlivu turbulentńıch fluktuaćı na středńı veličiny proudového pole je zvolen dvou-
rovnicový model k-ω podle Wilcoxe (2006). Z d̊uvodu diskretizace matematického modelu
nespojitou Galerkinovou metodou konečných prvk̊u je pro dosažeńı stability numerických
simulaćı nutné model upravit. Proto je dále detailně uveden převod transportńı rovnice
pro specifickou rychlost disipace ω do logaritmického tvaru a jsou také zavedena některá
omezeńı turbulentńı energie k. Rovnice matematického modelu včetně modelu turbulence
jsou převedeny do bezrozměrového tvaru a prostorově diskretizovány pomoćı nepojité Ga-
lerkinovy metody konečných prvk̊u. Popis metody je proveden pouze ve stručnosti, protože
nespojitá Galerkinova metoda jako taková neńı zaměřeńım této práce a k simulaćım je využit
software vyv́ıjený na Katedře mechaniky Ing. Ondřejem Bubĺıkem, Ph.D. a Mgr. Alešem Pec-
kou. Model turbulence a jeho úpravy jsou do řešiče implementovány a otestovány autorkou
práce. Prvńı kapitola je uzavřena verifikačńı úlohou pro ověřeńı správnosti implementace
modelu turbulence k-ω podle Wilcoxe (2006).

Druhá kapitola představuje aplikačńı část disertačńı práce. Implementovaný model turbu-
lence je použit pro numerické simulace prouděńı stlačitelné vazké tekutiny v úzkých kanálech
výšky 0,5 až 10 mm. Problematika minikanál̊u je řešena ve spolupráci s Ústavem termomecha-
niky Akademie věd ČR, v.v.i., kde byla provedena experimentálńı měřeńı tlaku a smykového
napět́ı na stěně v těchto kanálech. Ve druhé kapitole jsou tedy krátce popsány použité měřićı
metody a formulována úloha prouděńı vzduchu ve dvourozměrném řezu skutečného kanálu.
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Numerické simulace jsou provedeny v laminárńım a v plně turbulentńım režimu, a to pomoćı
př́ıstupu RANS a modelu turbulence detailně popsaném v prvńı kapitole. Výsledky simulaćı
jsou porovnány s experimentálńımi daty a v závěru kapitoly jsou učiněny závěry o prouděńı
v kanálech uvedených rozměr̊u a vhodných př́ıstupech k modelováńı takového typu prouděńı.
Středem zájmu je předevš́ım režim prouděńı v kanálech, který neodpov́ıdá vždy nutně zave-
deným představám o hodnotách kritického Reynoldsova č́ısla, při němž docháźı k přechodu
z laminárńıho do turbulentńıho prouděńı.

Třet́ı kapitola se zabývá simulaćı velkých v́ır̊u. V posledńım desetilet́ı se ukazuje, že ne-
spojitá Galerkinova metoda konečných prvk̊u disponuje vlastnostmi v́ıce než vhodnými
pro využit́ı v př́ıstupu ILES, tedy implicitńı simulace velkých v́ır̊u, kdy se nepouž́ıvá žádný
subgridńı model. Tento koncept je ve třet́ı kapitole bĺıže prozkoumán. Nejprve jsou formu-
lovány obecné principy a pojmy použ́ıvané v LES a jsou uvedeny vlastnosti nespojité Galerki-
novy metody umožňuj́ıćı jej́ı použit́ı pro ILES. Matematickým modelem prouděńı stlačitelné
vazké tekutiny je zde samotný systém Navierových-Stokesových rovnic ve 3D bez jakýchkoliv
úprav a ten je diskretizován pomoćı DGM čtvrtého řádu přesnosti v prostoru. Metoda je tes-
tována na úloze turbulentńıho prouděńı mezi dvěma nekonečnými rovnoběžnými deskami
známá pod pojmem turbulent channel flow a źıskané výsledky jsou porovnány s ILES simu-
laćı a př́ımou numerickou simulaćı uvedenými v literatuře.
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Kapitola 1

Modelováńı turbulentńıho prouděńı
pomoćı dvourovnicových model̊u
turbulence

Středováńı systému Navierových-Stokesových rovnic podle Reynoldse (RANS) představuje
jeden ze tř́ı základńıch př́ıstup̊u k modelováńı turbulentńıho prouděńı tekutin. Dı́ky své ro-
zumné výpočetńı náročnosti a rozš́ı̌reńı v komerčńıch softwarech představuje dnes stále ještě
nejběžněǰśı metodu použ́ıvanou pro řešeńı úloh inženýrské praxe. Omezená informace o prou-
dovém poli, kterou v d̊usledku středováńı rovnic tento př́ıstup poskytuje, je často dostačuj́ıćı.
Přesnost RANS je zcela závislá na dobré volbě vhodného modelu turbulence v závislosti
na konkrétńı řešené úloze. Nab́ıźı se celá řada model̊u turbulence r̊uzných typ̊u a složitosti,
od nejjednodušš́ıch algebraických až po modely s několika transportńımi rovnicemi pro složky
tenzoru turbulentńıch napět́ı. Simulace velkých v́ır̊u, jakkoliv velmi slibná a v současnosti
rychle se rozv́ıjej́ıćı a rozšǐruj́ıćı, je stále ještě značně výpočetně náročná a pro řadu úloh neńı
takto podrobná predikce prouděńı nezbytně nutná. Stále má tedy smysl zabývat se př́ıstupem
RANS a rozvojem model̊u turbulence a přechodu, obzvláště v př́ıpadě jejich implementace
do řešič̊u založených na moderńıch numerických metodách, poskytuj́ıćıch oproti klasickým,
např́ıklad konečně-objemovým metodám, mnohé výhody. Jednou z takových metod je i ne-
spojitá Galerkinova metoda konečných prvk̊u, na které je založen numerický řešič použitý
pro veškeré simulace v předkládané práci a jej́ıž přednosti jsou uvedeny v úvodu práce.

Prvńı část disertačńı práce je zaměřena na dvourovnicové modely turbulence typu k-ω.
Numerické řešeńı systému RANS ve spojeńı s dvourovnicovými modely turbulence pomoćı
nespojité Galerkinovy metody konečných prvk̊u je poměrně obt́ıžné [4], [78] a pro zvládnut́ı
tohoto problému je potřeba provést určitá opatřeńı. Pro zajǐstěńı stability numerické simulace
je většinou nutné vhodným zp̊usobem omezit velikost turbulentńıch veličin, předevš́ım pokud
se jedná o vyšš́ı řády DGM nebo velký časový krok, který je umožněn implicitńı časovou
integraćı, je-li použita. Ke zvýšeńı stability významně přisṕıvá i převedeńı transportńı rovnice
pro specifickou rychlost disipace ω do tvaru ln(ω). Tato úprava je v práci použita a vysvětlena
dále. Ve spojeńı s ln(ω) úpravou lze aplikovat i takzvanou realizability podmı́nku [4], která
umožňuje efektivněji využ́ıt výhod implicitńı časové integrace. V pr̊uběhu vývoje simulaćı
i v ustáleném řešeńı úloh se také mohou vyskytovat záporné hodnoty turbulentńıch veličin,
které jsou nefyzikálńı. Při překonáńı těchto a daľśıch problematických aspekt̊u je však možné
těžit z mnohých výhod, které DGM přináš́ı, jako např́ıklad prakticky libovolná volba řádu
přesnosti v prostoru, snadná implementace pro nekonformńı výpočetńı śıtě nebo vhodnost
pro paralelńı výpočty.
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1.1 Matematický model turbulentńıho prouděńı

stlačitelné vazké tekutiny

Prouděńı tekutiny je popsáno systémem Navierových-Stokesových rovnic, který je tvořen
zákony zachováńı hmotnosti, hybnosti a celkové energie. Fyzikálńı zákony zachováńı plat́ı
pro každé prouděńı - laminárńı, přechodové i turbulentńı. Turbulentńı prouděńı je tedy
možné simulovat př́ımo řešeńım systému Navierových-Stokesových rovnic (DNS). Pro výrazné
sńıžeńı výpočetńı náročnosti se použ́ıvá př́ıstup založený na Reynoldsově středováńı rov-
nic. Okamžité hodnoty veličin proudového pole se rozlož́ı na středńı hodnotu a fluktu-
aci a na systém Navierových-Stokesových rovnic se následně aplikuje středováńı v čase.
V systému středovaných Navierových-Stokesových rovnic se d́ıky tomuto procesu objev́ı
členy, které neńı možné př́ımo vypoč́ıtat. Pro jejich aproximaci se použ́ıvaj́ı modely turbu-
lence. Numerickou simulaćı založenou na RANS tedy źıskáme časově středńı hodnoty veličin
proudového pole, přičemž vliv turbulentńıch fluktuaćı na toto středńı prouděńı je zohledněn
pomoćı konkrétńıho modelu turbulence.

1.1.1 Systém Navierových-Stokesových rovnic a jeho středováńı

V této práci uvažujeme prouděńı stlačitelné vazké tekutiny, které je nestacionárńı, subsonické
či supersonické s Machovým č́ıslem do 1, 5. Tekutina je newtonská, tedy viskozita záviśı
pouze na teplotě, vněǰśı objemové śıly p̊usob́ıćı na tekutinu nebereme v úvahu. Prouděńı
takové tekutiny popisujeme systémem Navierových-Stokesových rovnic, který doplńıme sta-
vovou rovnićı pro ideálńı plyn. Uvažujme prouděńı v oblasti Ω ⊂ R3. Konzervativńı systém
Navierových-Stokesových rovnic v diferenciálńım tvaru vyjádř́ıme vztahy [89]

∂ρ

∂t
+

∂

∂yj
(ρvj) = 0, (1.1)

∂

∂t
(ρvi) +

∂

∂yj
(ρvivj + pδij) =

∂σij
∂yj

, (1.2)

∂

∂t
(ρe) +

∂

∂yj
(ρevj + pvj) =

∂

∂yj
(σijvi − qj), (1.3)

kde i, j = 1, 2, 3. Veličiny jsou označeny následuj́ıćım zp̊usobem: ρ je hustota tekutiny, t ∈
(0,∞) je čas, yi je i-tá kartézská složka vektoru prostorových souřadnic y = [y1, y2, y3] ∈ Ω,
vi je odpov́ıdaj́ıćı i-tá složka vektoru rychlosti v = [v1, v2, v3], p je statický tlak a δij je
Kroneckerovo delta (δij = 1 pro i = j, δij = 0 pro i 6= j). Celková měrná energie systému e
je dána jako

e = ε+
1

2
vivi,

kde ε je měrná vnitřńı energie. Podle Fourierova zákona plat́ı pro j-tou složku qj tepelného
toku q = [q1, q2, q3] vztah

qj = −k ∂T
∂yj

,

kde T je termodynamická teplota a k je součinitel tepelné vodivosti tekutiny, který uvažujeme
konstantńı. Za předpokladu platnosti Stokesova vztahu jsou složky tenzoru vazkých napět́ı
σij pro newtonskou tekutinu dány v závislosti na tenzoru rychlosti deformace

Sij =
1

2

(
∂vi
∂yj

+
∂vj
∂yi

)
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vztahem

σij = µ

(
∂vi
∂yj

+
∂vj
∂yi

)
− 2

3
µ
∂vk
∂yk

δij,

kde µ je součinitel dynamické viskozity tekutiny. Ten je funkćı teploty tekutiny T , tedy
µ = µ(T ). Pro vyjádřeńı této závislosti použijeme Sutherland̊uv vztah ve tvaru [89]

µ(T ) = µref

(
T

Tref

) 3
2 Tref + 110

T + 110
,

kde Tref je referenčńı teplota a µref je dynamická viskozita při teplotě Tref .
Stavovou rovnici p = p(ρ, T ) pro ideálńı plyn uvažujeme ve tvaru

p = ρrT, (1.4)

kde r je měrná plynová konstanta.

Středováńı systému Navierových-Stokesových rovnic podle Reynoldse a podle
Favra

Detailńı odvozeńı středovaného systému Navierových-Stokesových rovnic je možné nalézt
v řadě praćı, uvedeme zde proto pro ucelenost předkládané práce pouze základńı vztahy
a definice.

Pro odvozeńı středovaného systému Navierových-Stokesových rovnic předpokládejme sta-
cionárńı prouděńı tekutiny. Označme obecně veličinu proudového pole (rychlost, tlak atd.)
jako f(y, t). Podle Reynoldse [70] rozlož́ıme okamžitou hodnotu veličiny f(y, t) na středńı
hodnotu f(y) a fluktuaci f ′(y, t), tedy

f(y, t) = f(y) + f ′(y, t), (1.5)

kde středńı hodnota f(y) je definována jako

f(y) = lim
T→∞

1

T

t+T∫
t

f(y, t) dt. (1.6)

Ve skutečnosti neńı samozřejmě možné realizovat pr̊uměrováńı v nekonečně velkém časovém
intervalu, uvažujeme tedy T dostatečně velké vzhledem k periodě turbulentńıch fluktuaćı.
Z definice středńı hodnoty (1.6) vyplývaj́ı dva základńı vztahy, a to

f(y) = f(y),

f ′(y, t) = 0.

Aplikaćı středováńı podle Reynoldse odvod́ıme středovanou rovnici odpov́ıdaj́ıćı zákonu
zachováńı hmotnosti. Okamžité hodnoty složek hustoty a rychlosti rozlož́ıme na středńı hod-
noty a fluktuace, tedy

ρ(y, t) = ρ(y) + ρ′(y, t), vj(y, t) = vj(y) + v′j(y, t),

a celou rovnici (1.1) středujeme podle Reynoldse. Źıskáme tak středovanou rovnici zachováńı
hmotnosti ve tvaru

∂ ρ

∂t
+

∂

∂yj
(ρ vj + ρ′v′j) = 0. (1.7)
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Ta obsahuje výrazy se středńımi hodnotami, které maj́ı formálně stejný tvar, jako
v p̊uvodńı nestředované rovnici (1.1). Nav́ıc se zde ale objevuje korelace s fluktuaćı hus-
toty ρ′v′j, která nemá analogii v laminárńım popisu a velmi by komplikovala řešeńı rovnice.
Z uvedeného tedy vyplývá, že středováńı podle Reynoldse definované vztahy (1.5) a (1.6) neńı
pro stlačitelnou tekutinu vhodné. Problém se členy s fluktuaćı hustoty nevznikne, použijeme-
li pro stlačitelnou tekutinu hmotnostně podmı́něné středováńı podle Favra [19]. Okamžitou
hodnotu veličiny proudového pole f = f(y, t) rozlož́ıme na středńı hodnotu f̃(y), definovanou
vztahem

f̃(y) =
1

ρ(y)

1

T

t+T∫
t

ρ(y, t) f(y, t) dt =
ρ(y, t) f(y, t)

ρ(y)
(1.8)

a na fluktuaci f ′′(y, t), tedy
f(y, t) = f̃(y) + f ′′(y, t),

kde ρ je středńı hodnota hustoty odpov́ıdaj́ıćı Reynoldsovu středováńı.
Definičńı vztah pro středńı hodnotu f̃(y) (1.8) můžeme přepsat do tvaru

ρf̃ = ρf, (1.9)

a tedy
ρf̃ = ρf + ρ′f ′. (1.10)

S využit́ım vztahu (1.9) lze ukázat platnost d̊uležitého vztahu pro středováńı podle Favra
ρf ′′ = 0. Pomoćı vztahu (1.10) pak můžeme dokázat, že plat́ı f ′′ 6= 0.

Následuj́ıćı vztahy vyjadřuj́ı hlavńı rozd́ıl mezi konvenčńım středováńım podle Reynoldse
a hmotnostně podmı́něným středováńım podle Favra

Reynolds : f ′ = 0, ρf ′ 6= 0,

Favre : f ′′ 6= 0, ρf ′′ = 0.
(1.11)

Aplikujeme-li nyńı vztah (1.10) ve tvaru ρ vj = ρṽj − ρ′v′j na rovnici kontinuity pro
stlačitelné prouděńı středovanou podle Reynoldse (1.7), dostaneme

∂ρ

∂t
+
∂(ρṽj)

∂yj
= 0, (1.12)

tedy rovnici kontinuity středovanou podle Favra. Rovnice je ve formálně stejném tvaru jako
p̊uvodńı nestředovaná (1.1).

S využit́ım uvedeného lze odvodit středované rovnice odpov́ıdaj́ıćı zákon̊um zachováńı
hybnosti a celkové energie. Okamžité hodnoty složek rychlosti, celkové energie, termodyna-
mické teploty a tenzoru vazkých napět́ı se rozlož́ı podle Favra a okamžité hodnoty tlaku
a hustoty podle Reynoldse, tedy

vj = ṽj + v′′j , e = ẽ+ e′′, T = T̃ + T ′′, σij = σ̃ij + σ′′ij,

p = p+ p′, ρ = ρ+ ρ′.

Středovanou rovnici odpov́ıdaj́ıćı zákonu zachováńı hybnosti źıskáme ze vztahu (1.2) pomoćı
jednoduchých úprav ve tvaru

∂

∂t
(ρṽi) +

∂

∂yj
(ρṽiṽj + pδij) =

∂

∂yj
(σ̃ij + σ′′ij − ρv′′i v′′j ), (1.13)
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a středovanou rovnici odpov́ıdaj́ıćı zákonu zachováńı celkové energie z rovnice (1.3) ve tvaru

∂

∂t
(ρẽ) +

∂

∂yj
(ρẽṽj + pṽj + cpρTv′′j + ṽiρv′′i v

′′
j +

1

2
ρv′′i v

′′
i v
′′
j ) = (1.14)

=
∂

∂yj
(σ̃ij ṽi + σ′′ij ṽi + σijv′′i +

cpµ

Pr

∂T̃

∂yj
+
cpµ

Pr

∂T ′′

∂yj
).

Fluktuace součinitele dynamické vazkosti µ a fluktuace měrné tepelné kapacity cp ne-
uvažujeme. V rovnićıch (1.13) a (1.14) dále zanedbáme členy obsahuj́ıćı σ′′ij a T ′′ a dostaneme
tak systém středovaných Navierových-Stokesových rovnic podle Favra (FANS, většinou se
ale i pro tento systém použ́ıvá označeńı RANS) pro turbulentńı prouděńı stlačitelné tekutiny
v podobě

∂ρ

∂t
+
∂(ρṽj)

∂yj
= 0, (1.15)

∂(ρṽi)

∂t
+

∂

∂yj
(ρṽiṽj + pδij) =

∂

∂yj
(σ̃ij − ρv′′i v′′j ), i = 1, 2, 3, (1.16)

∂(ρẽ)

∂t
+

∂

∂yj
(ρẽṽj + pṽj) = (1.17)

=
∂

∂yj
(σ̃ij ṽi − ṽiρv′′i v′′j +

cpµ

Pr

∂T̃

∂yj
− cpρTv′′j + σijv′′i −

1

2
ρv′′i v

′′
i v
′′
j ).

Tento systém rovnic doplńıme středovanou stavovou rovnićı pro ideálńı plyn

p = rρT̃ . (1.18)

Pro středovanou celkovou měrnou energii ẽ plat́ı

ρẽ = ρε̃+
1

2
ρṽiṽi +

1

2
ρv′′i v

′′
i , (1.19)

což je možné zapsat jako

ρẽ = ρ(ε̃+
1

2
ṽiṽi + k), (1.20)

kde k je kinetická energie turbulentńıch fluktuaćı (turbulentńı kinetická energie) definovaná
vztahem

k =
1

2

ρv′′i v
′′
i

ρ
. (1.21)

1.1.2 Uzavřeńı systému RANS

Pro řešeńı turbulentńıho prouděńı je potřeba systém středovaných Navierových-Stokesových
rovnic (1.15) - (1.17) uzavř́ıt, tedy vhodně aproximovat neznámé členy, které vznikly
v d̊usledku středováńı podle Favra. Porovnáńım s výchoźım systémem rovnic (1.1) - (1.3)
vid́ıme, že kromě nahrazeńı okamžitých hodnot středńımi obsahuj́ı středované rovnice (1.16)
a (1.17) nav́ıc člen −ρv′′i v′′j . Ten vyjadřuje vliv turbulentńıch fluktuaćı na přenos hybnosti
v tekutině a nazývá se tenzor Reynoldsových turbulentńıch napět́ı nebo také tenzor turbu-
lentńıch smykových napět́ı, zkráceně Reynoldsovo napět́ı. Znač́ı se

τij = −ρv′′i v′′j .
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V zásadě je možné určit tenzor turbulentńıch napět́ı dvěma zp̊usoby. Bud’ aproximujeme
př́ımo Reynoldsovo napět́ı a tedy využijeme modely turbulence prvńıho řádu, nebo soustavu
středovaných Navierových-Stokesových rovnic uzavřeme transportńımi rovnicemi pro složky
tenzoru Reynoldsových napět́ı a aproximujeme neznámé výrazy v nich obsažené. Jedná se
o modely druhého řádu, které jsou schopné zachytit i značně složité jevy v turbulentńım
proudu.

K aproximaci Reynoldsových napět́ı (modely prvńıho řádu) se využ́ıvá Boussinesqova
hypotéza [8], [99] založená na představě určité analogie mezi molekulárńım a turbulentńım
přenosem hybnosti v tekutině. Turbulentńı napět́ı τij se vyjádř́ı podobným vztahem jako
vazké napět́ı σ̃ij pomoćı turbulentńı vazkosti µt, tedy

σ̃ij = µ

(
∂ṽi
∂yj

+
∂ṽj
∂yi

)
− 2

3
µ
∂ṽk
∂yk

δij, (1.22)

τij = −ρv′′i v′′j = µt

(
∂ṽi
∂yj

+
∂ṽj
∂yi

)
− 2

3
µt
∂ṽk
∂yk

δij −
2

3
ρkδij. (1.23)

Problematika nalezeńı tenzoru turbulentńıch napět́ı je tak převedena na nalezeńı skalárńı
hodnoty µt. I přes rozd́ılnost mezi procesy molekulárńıho a turbulentńıho přenosu hybnosti,
zejména co se délkového měř́ıtka týká, dává hypotéza přijatelné výsledky.

Výraz cpρTv′′j v rovnici (1.17) představuje turbulentńı přenos tepla a za předpokladu
úměrnosti ke gradientu středńı hodnoty teploty ho aproximujeme analogicky k molekulárńımu
přenosu tepla výrazem

qtj = cpρTv′′j = −cpµt
Prt

∂T̃

∂yj
,

kde Prt je turbulentńı Prandtlovo č́ıslo definované jako Prt = cpµt
kt

, kt je součinitel turbulentńı
tepelné vodivosti tekutiny. Pro turbulentńı Prandtlovo č́ıslo se obvykle použ́ıvá konstantńı
hodnota, v př́ıpadě mezńı vrstvy nejčastěji Prt = 0, 89 nebo Prt = 0, 90. Ve volné smykové
vrstvě je pak vhodněǰśı hodnota Prt = 0, 5 [99].

Ve středované rovnici (1.17) se dále vyskytuj́ı členy σijv′′i a 1
2
ρv′′i v

′′
i v
′′
j , představuj́ıćı mole-

kulárńı difuzi a přenos turbulentńı kinetické energie. Tyto členy je možné zanedbat pro nu-
larovnicové modely a někdy i pro modely vyšš́ıch řád̊u, pokud se nejedná o prouděńı v hy-
personické oblasti. Nejčastěji se pro dvourovnicové modely a modely Reynoldsových napět́ı
použ́ıvá aproximace [99]

σijv′′i −
1

2
ρv′′i v

′′
i v
′′
j =

(
µ+

µt
σk

)
∂k

∂yj
,

kde σk je konstanta. Všechny simulace v předkládané práci se pohybuj́ı v oblasti nejvýše
mı́rně nadzvukové, tyto členy tedy zanedbáme.

K úpravě tepelného toku qj + qtj využijeme středovanou stavovou rovnici (1.18) a termo-
dynamický vztah cp = κr

κ−1
, kde κ je Poissonova adiabatická konstanta. Dostaneme

cpµ

Pr

∂T̃

∂yj
+
cpµt
Prt

∂T̃

∂yj
=

(
µ

Pr
+

µt
Prt

)
κ

κ− 1

∂

∂yj

(
p

ρ

)
.

S využit́ım uvedených aproximaćı a předpokladu Boussinesqovy hypotézy źıskáme systém
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středovaných Navierových-Stokesových rovnic ve tvaru

∂ρ

∂t
+
∂(ρṽj)

∂yj
= 0, (1.24)

∂

∂t
(ρṽi) +

∂

∂yj
(ρṽiṽj + pδij) =

∂

∂yj
(σ̃ij + τij), i = 1, 2, 3, (1.25)

∂

∂t
(ρẽ) +

∂

∂yj
(ρẽṽj + pṽj) =

∂

∂yj

[
(σ̃ij + τij)ṽi +

κ

κ− 1

(
µ

Pr
+

µt
Prt

)
∂

∂yj

(
p

ρ

)]
, (1.26)

kde τij je dáno vztahem (1.23).
Pro uzavřeńı tohoto systému tedy zbývá určit turbulentńı dynamickou vazkost µt pomoćı

některého z model̊u turbulence. Turbulentńı vazkost je možné vyjádřit jako součin turbu-
lentńıho délkového a rychlostńıho měř́ıtka. V nejjednodušš́ıch algebraických modelech se pro
určeńı turbulentńı vazkosti použ́ıvaj́ı pouze algebraické vztahy, většinou založené na Prand-
tlově hypotéze o směšovaćı délce [63]. Jednorovnicové modely využ́ıvaj́ı pro určeńı turbu-
lentńıho rychlostńıho měř́ıtka většinou kinetickou turbulentńı energii k źıskanou z trans-
portńı rovnice, délkové měř́ıtko je pak dáno algebraickým vztahem. Dvourovnicové modely
turbulence, na něž je zaměřena tato práce, jsou tvořeny dvěma transportńımi rovnicemi a po-
jednávaj́ı o nich podrobněji následuj́ıćı odstavce.

Vedle těchto tř́ı skupin model̊u turbulence existuje řada daľśıch, např́ıklad model s trans-
portńı rovnićı pro turbulentńı vazkost nebo model s daľśı transportńı rovnićı (v2-f model).
Dále pak nelineárńı modely s turbulentńı vazkost́ı, které na rozd́ıl od dosud uvedených maj́ı
nelineárńı vztah mezi turbulentńım napět́ım a gradienty středńı rychlosti a jsou d́ıky tomu
schopny zachytit např́ıklad sekundárńı prouděńı v trojrozměrném kanálu.

1.1.3 Dvourovnicové modely turbulence typu k − ω s úpravami
pro DGFEM

Dvourovnicové modely jsou nejpouž́ıvaněǰśımi modely turbulence založenými na Boussines-
qově hypotéze. Jsou tvořeny dvěma transportńımi rovnicemi, kdy jedna je zpravidla rov-
nićı pro turbulentńı kinetickou energii k. Turbulentńı energie je definována vztahem (1.21)
a představuje turbulentńı rychlostńı měř́ıtko. Druhá transportńı rovnice je pro rychlost disi-
pace turbulentńı energie ε nebo pro specifickou rychlost disipace ω. Tyto veličiny vyjadřuj́ı
turbulentńı délkové měř́ıtko. Rychlost disipace je definována

ε =
µ
∂v′′i
∂yj

∂v′′i
∂yj

ρ
. (1.27)

Specifickou rychlost disipace pro vyjádřeńı turbulentńıho délkového měř́ıtka zavedl Saff-
man [73] jako

ω =
ε

k
.

Pr̊uběh ε podél normály k obtékané stěně neńı monotónńı, pr̊uběh ω ovšem ano. Tato
skutečnost umožňuje přesné zachyceńı pr̊uběhu turbulentńı veličiny ω u stěny, aniž by bylo
nutné použ́ıt tak jemnou výpočetńı śıt’ jako v př́ıpadě veličiny ε.

Dvourovnicové modely zohledňuj́ı d́ıky transportńım rovnićım i historii prouděńı
a umožňuj́ı tak podstatně přesněǰśı výpočty i pro složitěǰśı typy prouděńı než modely al-
gebraické nebo jednorovnicové. Je možné je aplikovat i na problémy typu rázových vln nebo
odtržeńı proudu.
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Základńımi dvourovnicovými modely jsou k-ε [49] a k-ω [96], které jsou kromě zmı́něných
transportńıch rovnic dále tvořeny řadou zčásti empirických vztah̊u a konstant. Model k-ε neńı
možné aplikovat až k obtékané stěně. Je nutno využ́ıt stěnové funkce nebo úpravu modelu
pro ńızká turbulentńı Reynoldsova č́ısla. Model k-ω je naopak dobře použitelný až k obtékané
stěně, ve vněǰśım proudu dává ovšem zpravidla lepš́ı výsledky model k-ε.

Základńı tvar modelu k − ω

Jako výchoźı verzi dvourovnicového modelu k-ω uved’me model podle Wilcoxe [96], který
byl vytvořen na základě Saffmanova návrhu použ́ıt pro vyjádřeńı turbulentńıho délkového
měř́ıtka specifickou rychlost disipace ω [73].

Model je tvořen transportńı rovnićı pro turbulentńı kinetickou energii k, kterou lze odvodit
ze středované a p̊uvodńı rovnice zákona zachováńı hybnosti [66], ve tvaru

∂

∂t
(ρk) +

∂

∂yj
(ρṽjk) =

∂

∂yj

[
(µ+ σ∗µt)

∂k

∂yj

]
+ Pk − β∗ρkω (1.28)

a transportńı rovnićı pro specifickou rychlost disipace ω. Ta je navržena na základě podstaty
fyzikálńı děj̊u v prouděńı a rozměrové analýzy ve tvaru analogickém k transportńı rovnici
pro k jako

∂

∂t
(ρω) +

∂

∂yj
(ρṽjω) =

∂

∂yj

[
(µ+ σµt)

∂ω

∂yj

]
+ αPk

ω

k
− βρω2. (1.29)

Výraz Pk = τij
∂ṽi
∂yj

představuje produkci turbulentńı energie. Turbulentńı vazkost je určena

vztahem

µt = γ∗ρ
k

ω
. (1.30)

Empirické konstanty modelu jsou stanoveny jako σ∗ = 1
2
, σ = 1

2
, β∗ = 9

100
, α = 5

9
, β = 3

40

a γ∗ = 1.

Modifikace modelu k − ω

Model k-ω v základńı podobě dává velmi uspokojivé výsledky pro řadu př́ıpad̊u mezńıch
vrstev i volných smykových prouděńı. Na rozd́ıl od modelu k-ε ho lze aplikovat až k obtékané
stěně, ale v základńı podobě je př́ılǐs citlivý na hodnotu ω ve volném proudu. Postupně
byla vyvinuta řada modifikaćı zlepšuj́ıćıch vlastnosti modelu, předevš́ım připojeńı tzv. př́ıčné
difuze a omezeńı turbulentńıho napět́ı.

Poprvé navrhl připojit člen př́ıčné difuze k transportńı rovnici pro specifickou rychlost
disipace ω Speziale [83], nebot’ tento člen významně zlepšuje citlivost modelu na podmı́nky
ve vněǰśım proudu. Coakley [13] zavedl jako prvńı omezeńı turbulentńıho napět́ı. Turbulentńı
napět́ı, respektive hodnota turbulentńı vazkosti µt tak neńı závislá př́ımo na hodnotě ω, jako
ve vztahu (1.30), ale na hodnotě ω̃ (značeńı s vlnkou zde nesouviśı se středováńım), která je
oproti ω zdola limitována. K omezeńı dojde, když produkce turbulentńı energie přesáhne svoji
disipaci. Použit́ı takového omezeńı výrazně zlepšuje výsledky transonických výpočt̊u. Wilcox
[97], [98] upravil základńı model k-ω pro ńızká turbulentńı Reynoldsova č́ısla Ret = µt

µ
.

Menter [51] navrhl sestavit dvouvrstvý model k-ε/k-ω využ́ıvaj́ıćı vlastnost́ı obou model̊u
v základńı podobě. Ve vazké podvrstvě a logaritmické oblasti mezńı vrstvy použ́ıvá model
k-ω, na něj pak navazuje model k-ε. Transportńı rovnice pro ε je přeformulována do zápisu
pomoćı ω a oba modely jsou pak propojeny spojovaćı funkćı, která umožňuje postupný
přechod mezi nimi. Základńı variantou dvouvrstvého Menterova modelu je BSL (baseline

24



model). Druhá varianta SST (shear-stress transport) upravuje výpočet turbulentńı vazkosti
a bere tak v úvahu transport turbulentńıho napět́ı. SST model je jedńım z nejpouž́ıvaněǰśıch
dvourovnicových model̊u turbulence. Většina daľśıch významných modifikaćı modelu k-ω
se týká přidáńı členu př́ıčné difuze, omezováńı turbulentńıho napět́ı a daľśıch úprav funkćı
a konstant, např́ıklad podle Penga [60], Hellstena [28] nebo Koka [41]. Jednou z takových
úprav je i verze k-ω modelu podle Wilcoxe (2006) [99].

Model k − ω podle Wilcoxe (2006)

Model k-ω podle Wilcoxe (2006) [99], který použijeme pro RANS simulace v této práci, ob-
sahuje tedy oproti základńı verzi člen př́ıčné difuze, který zlepšuje citlivost modelu na para-
metry volného proudu, a dále omezovač turbulentńıho napět́ı. Model je tvořen transportńımi
rovnicemi

∂(ρk)

∂t
+
∂(ρṽjk)

∂yj
= τij

∂ṽi
∂yj
− β∗ρkω +

∂

∂yj

[(
µ+ σ∗ρ

k

ω

)
∂k

∂yj

]
, (1.31)

∂(ρω)

∂t
+
∂(ρṽjω)

∂yj
= α

ω

k
τij
∂ṽi
∂yj
− βρω2 +

∂

∂yj

[(
µ+ σρ

k

ω

)
∂ω

∂yj

]
+ σd

ρ

ω

∂k

∂yj

∂ω

∂yj
(1.32)

a vztahem pro turbulentńı vazkost s omezeńım turbulentńıho napět́ı ve tvaru

µt = ρ
k

ω̃
, ω̃ = max

ω, 7

8

√
2SijSij
β∗

 , Sij = Sij −
1

3

∂ṽk
∂yk

δij, Sij =
1

2

(
∂ṽi
∂yj

+
∂ṽj
∂yi

)
.

Konstanty a daľśı pomocné vztahy jsou potom dány

α =
13

25
, β∗ = 0.09, β = β0fβ, σ = 0.5, σ∗ =

3

5
, β0 = 0, 0708,

σd =

{
0 pro ∂k

∂yj

∂ω
∂yj
≤ 0,

1
8

pro ∂k
∂yj

∂ω
∂yj

> 0,
fβ =

1 + 85χω
1 + 100χω

, χω =

∣∣∣∣∣ΩijΩjkŜki
(β∗ω)3

∣∣∣∣∣ ,
Ŝki = Ski −

1

2

∂ṽm
∂ym

δki, Ωij =
1

2

(
∂ṽi
∂yj
− ∂ṽj
∂yi

)
.

1.1.4 Stabilizace simulaćı úpravou modelu k−ω pro implementaci
do DGFEM

Implementace rovnic modelu turbulence k-ω v uvedené podobě do numerického řešiče
založeného na nespojité Galerkinově metodě zp̊usobuje řadu numerických problémů,
předevš́ım se stabilitou výpočtu, jak bylo zmı́něno v úvodu kapitoly. Pot́ıže přinášej́ı mimo
jiné pod́ıly ω

k
a k
ω

, vyskytuj́ıćı se v produkčńım a difuzńım členu v transportńı rovnici pro spe-
cifickou rychlost disipace (1.32). V př́ıpadě, že ω nabyde velké hodnoty a k malé, dostáváme
z prvńıho pod́ılu značně velkou hodnotu a z druhého naopak velmi malou. Tyto rozd́ıly mo-
hou vést až ke ztrátě stability numerické simulace. Tento problém je možné výrazně zlepšit
převedeńım modelu do formulace k-ln(ω) [34], [45], tedy nahradit ω proměnnou ω̂ tak, že plat́ı
ω̂ = ln(ω). Takovou transformaćı je zároveň zajǐstěna kladná hodnota veličiny ω. Logarit-
mická transformace turbulentńıch veličin byla poprvé navržena v práci [34] v souvislosti s mo-
delem k-ε se stěnovými funkcemi. Pro turbulentńı energii k ale neńı tento př́ıstup výhodný,
protože okrajová podmı́nka na pevné stěně k = 0 se transformaćı měńı na k̂ = ln(k)→ −∞.
Do logaritmického tvaru tedy převedeme pouze transportńı rovnici pro specifickou rychlost
disipace ω.
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Formulace k − ln(ω)

Převod transportńı rovnice pro ω provedeme dosazeńım ω = eω̂ do rovnice (1.32), tedy

∂(ρeω̂)

∂t
+
∂(ρṽje

ω̂)

∂yj
= α

eω̂

k
τij
∂ṽi
∂yj
− βρe2ω̂ +

∂

∂yj

[(
µ+ σρ

k

eω̂

)
∂eω̂

∂yj

]
+ σd

ρ

eω̂
∂k

∂yj

∂eω̂

∂yj
. (1.33)

Uprav́ıme nejprve levou stranu (LS) rovnice (1.33) částečným derivováńım jednotlivých člen̊u,
vytknut́ım výrazu eω̂ a využit́ım středované rovnice kontinuity (1.24). Postupně dostaneme

LS = eω̂
∂ρ

∂t
+ ρ

∂eω̂

∂t
+ eω̂

∂(ρṽj)

∂yj
+ ρṽj

∂eω̂

∂yj
=

= eω̂
∂ρ

∂t
+ ρeω̂

∂ω̂

∂t
+ eω̂

∂(ρṽj)

∂yj
+ ρṽje

ω̂ ∂ω̂

∂yj
=

= eω̂

∂ρ∂t +
∂(ρṽj)

∂yj︸ ︷︷ ︸
=0 (1.24)

+ρ
∂ω̂

∂t
+ ρṽj

∂ω̂

∂yj

 = eω̂
(
ρ
∂ω̂

∂t
+ ρṽj

∂ω̂

∂yj

)
.

Levou stranu dále vhodně rozš́ı̌ŕıme a s využit́ım pravidla pro derivaci součinu dvou funkćı
a středované rovnice kontinuity (1.24) ji uprav́ıme do tvaru

LS = eω̂
(
ρ
∂ω̂

∂t
+ ω̂

∂ρ

∂t︸ ︷︷ ︸−ω̂ ∂ρ
∂t

=0︷ ︸︸ ︷
+ ρṽj

∂ω̂

∂yj
+ ω̂

∂(ρṽj)

∂yj︸ ︷︷ ︸−ω̂ ∂(ρṽj)

∂yj

=0︷ ︸︸ ︷)
=

= eω̂

 ∂(ρω̂)

∂t
+

∂(ρṽjω̂)

∂yj
− ω̂

∂ρ∂t +
∂(ρṽj)

∂yj︸ ︷︷ ︸
=0 (1.24)


 =

= eω̂
(
∂(ρω̂)

∂t
+
∂(ρṽjω̂)

∂yj

)
.

Pravou stranu (PS) rovnice (1.33) částečně zderivujeme a vytkneme opět výraz eω̂, tedy

PS = α
eω̂

k
τij
∂ṽi
∂yj
− βρe2ω̂ +

∂

∂yj

[(
µ+ σρ

k

eω̂

)
eω̂
∂ω̂

∂yj

]
+ σd

ρ

eω̂
∂k

∂yj
eω̂
∂ω̂

∂yj
=

= eω̂
α

k
τij
∂ṽi
∂yj
− eω̂βρeω̂ +

(
µ+ σρ

k

eω̂

)(
eω̂
∂ω̂

∂yj

∂ω̂

∂yj
+ eω̂

∂

∂yj

∂ω̂

∂yj

)
+ eω̂σd

ρ

eω̂
∂k

∂yj

∂ω̂

∂yj
=

= eω̂
{
α

k
τij
∂ṽi
∂yj
− βρeω̂ +

∂

∂yj

[(
µ+ σρ

k

eω̂

)
∂ω̂

∂yj

]
+

+

(
µ+ σρ

k

eω̂

)
∂ω̂

∂yj

∂ω̂

∂yj
+ σd

ρ

eω̂
∂k

∂yj

∂ω̂

∂yj

}
.

Vrát́ıme se k zápisu celé rovnice ve tvaru LS = PS a vyděĺıme ji nenulovým výrazem eω̂.
Dostáváme tak konečný tvar transportńı rovnice pro specifickou rychlost disipace ω formu-
lované pomoćı veličiny ω̂ v podobě

∂(ρω̂)

∂t
+
∂(ρṽjω̂)

∂yj
=

α

k
τij
∂ṽi
∂yj
− βρeω̂ + (1.34)

+
∂

∂yj

[(
µ+ σρ

k

eω̂

)
∂ω̂

∂yj

]
+

(
µ+ σρ

k

eω̂

)
∂ω̂

∂yj

∂ω̂

∂yj
+ σd

ρ

eω̂
∂k

∂yj

∂ω̂

∂yj
,
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kde nejvýrazněǰśı změnou oproti p̊uvodńı rovnici (1.32) je př́ıtomnost členu (µ+ σµt)
∂ω̂
∂yj

∂ω̂
∂yj

.

Dále vyžaduj́ı úpravu pomocné vztahy modelu k-ω obsahuj́ıćı veličinu ω, konkrétně

ω̃ = max

eω̂, 7

8

√
2SijSij
β∗

 , χω =

∣∣∣∣∣ΩijΩjkŜki
(β∗eω̂)3

∣∣∣∣∣ .
Použit́ım takto upraveného modelu k-ln(ω) źıskáme hodnotu ω̂ a provedeńım ω = eω̂ následně
zjist́ıme hledanou specifickou rychlost disipace ω.

Omezeńı turbulentńı energie k

Převod transportńı rovnice pro turbulentńı energii do logaritmického tvaru neńı z d̊uvod̊u
uvedených v předchoźım odstavci použit, tud́ıž nelze vyloučit výskyt záporných hodnot k.
Pro zlepšeńı stability simulaćı a částečné zamezeńı výskytu nefyzikálńıch hodnot k, potažmo
µt, zavedeme pomocné veličiny

k01 = max(k, 0),

k02 = max(k, 10−15).

Omezeńı absolutńı nulou se uplatńı při výpočtu µt, ve výrazech v kulatých závorkách ve
vazkých toćıch v obou rovnićıch modelu a ve zdrojovém členu - destrukci k, tedy ve výrazu
−β∗ρkeω̂. Omezeńı hodnotou 10−15 použijeme v produkci ω, tedy ve výrazu α

k
τij

∂ṽi
∂yj

, kde

nelze z d̊uvodu děleńı k použ́ıt absolutńı nulu. V derivaci ∂k
∂yj

je ponechána hodnota k taková,

jaká je skutečně vypoč́ıtávána v pr̊uběhu simulace. Pro snazš́ı orientaci v již tak kompli-
kovaných rovnićıch do nich nebudeme symboly k01 a k02 zavádět, ponecháme pouze k, ale
předpokládáme použit́ı těchto omezeńı.

1.2 Numerické řešeńı - nespojitá Galerkinova metoda

konečných prvk̊u

Prostorová diskretizace rovnic matematického modelu (1.41) je provedena pomoćı nespojité
Galerkinovy metody konečných prvk̊u (DGFEM). Princip metody, detailńı odvozeńı a řadu
doplňuj́ıćıch metod lze nalézt v práci [9], která byla základem pro numerický řešič vyv́ıjený
na pracovǐsti a použitý pro simulace v předkládané práci. Některé metody byly postupně
nahrazeny nebo upraveny. Detailńı popis a implementace DGFEM neńı zaměřeńım této práce,
proto zde uvedeme pouze základńı informace o metodě a principech, které byly pro realizaci
simulaćı použity.

1.2.1 Bezrozměrový tvar matematického modelu v kompaktńım
zápisu

Z numerického hlediska je výhodné řešit uvedenou soustavu rovnic v bezrozměrovém tvaru.
Převod do bezrozměrového tvaru provedeme vztažeńım rozměrových hodnot na kladné refe-
renčńı hodnoty podle vztah̊u

ρ∗ =
ρ

ρref
, t∗ =

t

tref
, ṽ∗j =

ṽj
vref

, y∗i =
yi
lref

, p∗ =
p

pref
, ẽ∗ =

ẽ

eref
, k∗ =

k

kref
, ω∗ =

ω

ωref

27



a rovnice poté vhodně vyděĺıme referenčńımi hodnotami. Matematický model v bez-
rozměrovém tvaru ve dvou dimenźıch dostaneme v následuj́ıćı podobě (hvězdička znač́ıćı
bezrozměrovou veličinu je po zbývaj́ıćı část tohoto odstavce vynechána pro větš́ı přehlednost
zápisu)

∂ρ

∂t
+
∂(ρṽj)

∂yj
= 0, (1.35)

∂

∂t
(ρṽi) +

∂

∂yj
(ρṽiṽj + pδij) =

1

Reref

∂

∂yj
(σ̃ij + τij), i = 1, 2, (1.36)

∂

∂t
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∂yj
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1

Reref

∂
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κ
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µ
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+
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)
∂

∂yj

(
p

ρ

)]
,

∂(ρk)

∂t
+
∂(ρṽjk)

∂yj
= τij

∂ṽi
∂yj
− β∗ρkeω̂ +

1

Reref

∂

∂yj

[(
µ+ σ∗ρ

k

eω̂

)
∂k

∂yj

]
, (1.38)
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+
∂(ρṽjω̂)

∂yj
=
α

k
τij
∂ṽi
∂yj
− βρeω̂ +

1
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∂

∂yj

[(
µ+ σρ

k

eω̂

)
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+
1

Reref

(
µ+ σρ

k

eω̂

)
∂ω̂

∂yj

∂ω̂

∂yj
+

1

Reref
σd

ρ

eω̂
∂k

∂yj

∂ω̂

∂yj
.

Pomocné algebraické vztahy z̊ustavaj́ı po převodu do bezrozměrového tvaru formálně beze
změny. Referenčńı délku lref , tlak pref , teplotu Tref a dynamickou vazkost µref vhodně
zvoĺıme, ostatńı referenčńı hodnoty jsou pak určeny vztahy

vref =
√
rrefTref , tref =

lref
vref

, ρref =
pref
v2
ref

, eref = v2
ref , kref =

1

Reref
v2
ref , ωref =

vref
lref

a referenčńı Reynoldsovo č́ıslo je

Reref =
lref ρref vref

µref
. (1.40)

V zásadě je možné diskretizovat systém středovaných Navierových-Stokesových rovnic
a rovnice modelu turbulence odděleně a využ́ıt r̊uzné numerické metody pro jejich řešeńı.
V této práci je ale numericky celý systém rovnic (1.35) - (1.39) řešen dohromady. Ve 2D ho
zaṕı̌seme v kompaktńı vektorové podobě

∂w

∂t
+

2∑
s=1

∂

∂ys
f
n

s (w) =
2∑
s=1

∂

∂ys
f
v

s(w,∇w) + p(w,∇w), (1.41)

kde ∇w je gradient vektoru w. Vektor proměnných w, nevazké numerické toky f
n

i (w), vazké
numerické toky f

v

i (w,∇w) a produkčńı člen p(w,∇w) jsou dány jako

w =


ρ
ρṽ1

ρṽ2

ρẽ
ρk
ρω

 , f
n

1 (w) =


ρṽ1

ρṽ2
1 + p
ρṽ1ṽ2

v1(ρẽ+ p)
ρṽ1k
ρṽ1ω

 , f
n

2 (w) =


ρṽ2

ρṽ1ṽ2

ρṽ2
2 + p

v2(ρẽ+ p)
ρṽ2k
ρṽ2ω

 ,
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f
v

1(w,∇w) =
1

Reref



0
σ̃11 + τ11

σ̃12 + τ12

ṽ1(σ̃11 + τ11) + ṽ2(σ̃12 + τ12) + κ
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(
µ
Pr

+ µt
Prt

)
∂
∂y1

(
p
ρ

)(
µ+ σ∗ρ k

eω̂

)
∂k
∂y1(

µ+ σρ k
eω̂

)
∂ω̂
∂y1


,

f
v

2(w,∇w) =
1

Reref



0
σ̃12 + τ12

σ̃22 + τ22

ṽ1(σ̃12 + τ12) + ṽ2(σ̃22 + τ22) + κ
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(
µ
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Prt

)
∂
∂y2

(
p
ρ

)(
µ+ σ∗ρ k

eω̂

)
∂k
∂y2(

µ+ σρ k
eω̂

)
∂ω̂
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
,

p(w,∇w) =



0
0
0
0(

τ11
∂ṽ1
∂y1

+ τ12
∂ṽ1
∂y2

+ τ12
∂ṽ2
∂y1

+ τ22
∂ṽ2
∂y2

)
− β∗ρkeω̂

α
k

(
τ11
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+ τ12
∂ṽ1
∂y2

+ τ12
∂ṽ2
∂y1

+ τ22
∂ṽ2
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)
− βρeω̂+

+ 1
Reref

(µ+ σρ k
eω̂

)
(
∂ω̂
∂y1

∂ω̂
∂y1

+ ∂ω̂
∂y2

∂ω̂
∂y2

)
+ 1

Reref
σd

ρ
eω̂

(
∂k
∂y1

∂ω̂
∂y1

+ ∂k
∂y2

∂ω̂
∂y2

)


.

V této podobě je matematický model připraven k diskretizaci pomoćı nespojité Galerki-
novy metody konečných prvk̊u, o které je pojednáno dále. Pro přehledněǰśı zápis v daľśım
odstavci vynecháme u středovaného vektoru proměnných, numerických tok̊u a produkčńıho
členu značeńı pruhem.

1.2.2 Nespojitá Galerkinova metoda ve 2D

Nespojitá Galerkinova metoda konečných prvk̊u je společným zobecněńım metody konečných
prvk̊u a konečných objemů. Stejně jako klasická metoda konečných prvk̊u je DGFEM založena
na aproximaci slabého řešeńı rovnice (1.41). Lǐśı se ale volbou bázových funkćı, které jsou
zde nespojité. To přináš́ı řadu výhod, ale i komplikaćı při řešeńı.

Systém středovaných Navierových-Stokesových rovnic s dvourovnicovým modelem k-ω je
v kompaktńı vektorové podobě zapsán vztahem (1.41). Výpočtovou oblast Ω beze zbytku
pokryjeme kontrolńımi elementy Ωk, k = 1, 2, ...K, které se nepřekrývaj́ı. Aproximativńı
řešeńı rovnice (1.41) hledáme na prostoru funkćı Pp(Ωk), tedy polynomů řádu nejvýše p,
přičemž p voĺıme. Mluv́ıme-li o Galerkinově metodě např́ıklad 2. řádu, jedná se o polynomy
1. stupně (p = 1). Hledané řešeńı je polynomem na každém kontrolńım elementu Ωk, na hra-
nićıch element̊u je však nespojité. Rovnici (1.41) skalárně vynásob́ıme testovaćı funkćı v(y)
z uvedeného prostoru funkćı a zintegrujeme přes kontrolńı element Ωk, tedy∫

Ωk

∂w

∂t
v dΩ +

∫
Ωk

2∑
s=1

∂fns
∂ys

v dΩ =

∫
Ωk

2∑
s=1

∂f vs
∂ys

v dΩ +

∫
Ωk

pv dΩ.
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Aplikaćı integrace per-partes na integrály obsahuj́ıćı toky dostaneme∫
Ωk

∂w

∂t
v dΩ +

∮
∂Ωk

2∑
s=1

fns ns v dl −
∫

Ωk

2∑
s=1

fns
∂v

∂ys
dΩ = (1.42)

=

∮
∂Ωk

2∑
s=1

f vs ns v dl −
∫

Ωk

2∑
s=1

f vs
∂v

∂ys
dΩ +

∫
Ωk

pv dΩ,

kde n = [n1, n2] je jednotkový vektor vněǰśı normály k př́ıslušné hranici kontrolńıho elementu.
Řád přesnosti v prostoru je dán volbou bázových funkćı prostoru polynomů Pp(Ωk).

Jejich vhodnou volbou lze také dosáhnout významného zjednodušeńı výsledných rovnic.
Uvažujme m-tou složku vektorové funkce w na kontrolńım elementu Ωk jako lineárńı kombi-
naci bázových funkćı ϕik, i = 1, 2, ...M , tedy

wmk (y, t) =
M∑
i=1

wmk,i(t)ϕ
i
k(y).

Testovaćı funkce v je potom zvolena následuj́ıćım zp̊usobem. Na elementu Ωk je r-tá složka
vrk,j testovaćı funkce dána jako

vrk,j =

{
ϕjk pro r = m,
0 pro r 6= m,

mimo element Ωk je rovna nule.
Dosazeńım bázových funkćı a testovaćı funkce do rovnice (1.42) dostaneme∫

Ωk

M∑
i=1

∂wmk,i
∂t

ϕik ϕ
j
k dΩ +

∮
∂Ωk

2∑
s=1

fns ns ϕ
j
k dl −

∫
Ωk

2∑
s=1

fns
∂ϕjk
∂ys

dΩ = (1.43)

=

∮
∂Ωk

2∑
s=1

f vs ns ϕ
j
k dl︸ ︷︷ ︸

DDG

−
∫

Ωk

2∑
s=1

f vs
∂ϕjk
∂ys

dΩ +

∫
Ωk

pϕjk dΩ.

Kĺıčovou součást́ı DGFEM je nahrazeńı křivkových integrál̊u pomoćı numerického toku,
stejně jako v metodě konečných objemů. Pro nevazký tok použijeme Lax-Friedrichsovo
schéma. To splňuje požadavky DGM na schéma s vyšš́ı umělou vazkost́ı takové, aby vhodně
tlumilo oscilace v řešeńı zp̊usobené nespojitostmi.

Pro vazké toky je výhodné použ́ıt metodu DDG (direct discontinuous Galerkin), která se
zač́ıná uplatňovat teprve v posledńıch letech [100]. Metoda je robustńı a snadno implemen-
tovatelná. Zásadńım problémem DGM je nalezeńı vhodné aproximace derivaćı veličin prou-
dového pole na hranićıch kontrolńıch element̊u, kde kv̊uli nespojitosti v řešeńı neńı možné
použ́ıt pouhý aritmetický pr̊uměr derivaćı zleva a zprava hranice elementu. Metoda DDG
nahrazuje vazký tok f vs(w,∇w) v označeném integrálu v rovnici (1.43) numerickým tokem
fDDGs (ŵ,∇ŵ), kde

ŵ =
1

2

(
wL
k +wR

k

)
, ∇ŵ =

(
∂ŵ

∂y1

,
∂ŵ

∂y2

)
,

∂ŵ

∂yi
= β0

wR
k −wL

k

∆
ni +

1

2

(
∂w

∂yi

∣∣∣∣
R

+
∂w

∂yi

∣∣∣∣
L

)
, i = 1, 2,
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kde wL
k a wR

k jsou hodnoty vektoru proměnných zleva a zprava hranice kontrolńıho ele-

mentu Ωk,
∂w
∂y1

∣∣∣
L/R

a ∂w
∂y2

∣∣∣
L/R

jsou hodnoty derivaćı vektoru proměnných zleva a zprava hra-

nice kontrolńıho elementu Ωk. Koeficient voĺıme β0 = 2 a ∆ je kolmá vzdálenost střed̊u
kontrolńıch element̊u soused́ıćıch s hranou, pro kterou hledáme hodnotu toku.

Pro vyč́ısleńı jednotlivých integrál̊u v rovnici (1.43) použijeme vhodné Gaussovy inte-
gračńı vzorce.

Uvedené kroky vedou na systém obyčejných diferenciálńıch rovnic pro neznámé koefici-
enty lineárńı kombinace bázových funkćı složek vektoru proměnných na každém kontrolńım
elementu Ωk ve tvaru

M
dW

d t
= R(W ), (1.44)

kde W je globálńı vektor neznámých koeficient̊u, M je matice hmotnosti a R(W ) obsahuje
uvedené aproximace vazkých a nevazkých tok̊u a zdrojový člen.

RANS simulace v této kapitole provedeme s 1. řádem přesnosti v čase. Implicitńı schéma
odvod́ıme následuj́ıćım zp̊usobem. Časovou derivaci v rovnici (1.44) nahrad́ıme dopřednou
diferenćı prvńıho řádu, vektor rezidúı R(W n+1) v čase tn+1 rozvineme do Taylorovy řady
a rovnici uprav́ıme. Tedy

M
W n+1 −W n

∆t
= R(W n+1),

M
W n+1 −W n

∆t
= R(W n) +

∂R

∂W

(
W n+1 −W n

)
,(

1

∆t
M − ∂R

∂W

)
∆W = R(W n), kde ∆W = W n+1 −W n.

Posledńı rovnice představuje systém lineárńıch rovnic, který vyřeš́ıme metodou GMRES (ge-
neralized minimal residual method). Úskaĺım je zde ještě vyč́ısleńı Jakobiánu ∂R

∂W
, který apro-

ximujeme konečnou diferenćı

∂R

∂wmi
=
R (W n + emi h)−R (W n)

h
,

kde emi je jednotkový vektor s jedničkou na pozici odpov́ıdaj́ıćı pozici wmi v globálńım vek-
toru W a h voĺıme 10−6.

Simulace RANS jsou realizovány ve 2D, s 2. řádem přesnosti DGFEM v prostoru, tedy
p = 1, a na strukturované výpočetńı śıti tvořené čtyřúhelńıky. Voĺıme v tomto př́ıpadě Lagran-
geovu bázi takovou, že i-tá bázová funkce na kontrolńım elementu Ωk je ve tvaru

ϕik(x, y) = a1i + a2ix+ a3iy + a4ixy,

počet bázových funkćı je M = 4. Funkce jsou voleny tak, že i-tá bázová funkce nabývá
na referenčńım elementu hodnoty 1 v i-tém vrcholu elementu Ai a v ostatńıch vrcholech je
rovna 0. Referenčńı element je dán vrcholy A1 = [0, 0], A2 = [1, 0], A3 = [1, 1] a A4 = [0, 1].
Z této skutečnosti odvod́ıme koeficienty a1i až a4i pro i = 1, 2, 3, 4 a źıskáme tak konkrétńı
podobu bázových funkćı na referenčńım elementu

ϕ1
k(x, y) = 1− x− y + xy,

ϕ2
k(x, y) = x− xy,

ϕ3
k(x, y) = xy,

ϕ4
k(x, y) = y − xy.
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Obrázek 1.1: Geometrie úlohy obtékáńı rovné desky a okrajové podmı́nky

1.3 Verifikace modelu k−ω na úloze obtékáńı rovné

desky

Pro verifikaci implementace dvourovnicového modelu k-ω podle Wilcoxe (2006) do řešiče
založeného na nespojité Galerkinově metodě konečných prvk̊u provedeme simulaci dvou-
rozměrného obtékáńı rovné desky s nulovým tlakovým gradientem podle NASA [101] (zero
pressure gradient flat plate). Jedná se o rovnou desku reprezentovanou pevnou adiabatickou
stěnou o délce 2 m, orientovanou ve směru osy x (x ≡ y1), před ńıž je umı́stěna náběžná ob-
last dlouhá 0, 33333 m. Výška oblasti ve směru osy y (y ≡ y2) je 1 m, což je zcela dostačuj́ıćı
k tomu, aby okrajová podmı́nka na horńı hranici výpočtové oblasti neovlivňovala nevhodně
prouděńı u obtékané stěny. Geometrie úlohy je znázorněna na obrázku 1.1 včetně okrajových
podmı́nek. Původńı okrajová podmı́nka symetrie v oblasti před deskou [101] je realizována
jako nevazká stěna a podmı́nka volného proudu (farfield) jako výstup, kdy jsou hodnoty
veličin proudového pole extrapolovány, nikoliv pevně nastaveny. Po zpětné kontrole hodnot
na těchto hranićıch výpočtové oblasti je ale možné konstatovat splněńı požadovaných okra-
jových podmı́nek.

Ve zbývaj́ıćı části prvńı kapitoly budeme uvažovat rozměrové veličiny a jejich středńı
hodnoty budeme značit tak, jak je zavedeno v odstavci 1.1.1.

1.3.1 Nastaveńı simulace

Pro urychleńı výpočtu je pro verifikačńı úlohu použita metoda multigrid, kdy je simulace
provedena postupně na třech strukturovaných čtyřúhelńıkových śıt́ıch od nejhrubš́ı po nej-

počet element̊u nx × ny počet element̊u y0 [m] y+ [−]

hrubá śıt’ 77× 44 3 388 12 · 10−6 3,5

středńı śıt’ 154× 88 13 552 6 · 10−6 1,5

jemná śıt’ 308× 176 54 208 3 · 10−6 0,8

Tabulka 1.1: Parametry zahńızděných śıt́ı použitých pro simulaci obtékáńı rovné desky
metodou multigrid : počet element̊u ve směru souřadnicových os, celkový počet element̊u,
rozměrová a bezrozměrová vzdálenost prvńıho uzlu od stěny
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Obrázek 1.2: Středńı výpočetńı śıt’ pro numerickou simulaci obtékáńı rovné desky o počtu
element̊u 154× 88

jemněǰśı. Simulace na jemněǰśı śıti zač́ıná vždy z ustáleného řešeńı źıskaného na hrubš́ı śıti,
hodnoty všech veličin jsou do uzl̊u nové śıtě extrapolovány. Na obrázku 1.2 je zobrazena
středńı śıt’, zahuštěná u obtékané stěny a v oblasti náběžné hrany desky. Parametry jednot-
livých śıt́ı jsou uvedeny v tabulce 1.1, kde nx a ny je počet element̊u ve směru os x a y,
y0 je rozměrová vzdálenost prvńıho uzlu od stěny a y+ maximálńı bezrozměrová vzdálenost
prvńıho uzlu od stěny ve stěnových jednotkách, která se na celé délce desky vyskytuje. Ta je
vyhodnocená z výsledk̊u simulace, na jemné śıti je splněno y+ ≤ 1.

Požadované fyzikálńı parametry úlohy jsou následuj́ıćı. Machovo č́ıslo je MaNASA = 0, 2,
tedy prouděńı je v podstatě nestlačitelné, nicméně řešič se předpokládá stlačitelný, což je
splněno. Referenčńı teplota je TNASA = 300 K a Reynoldsovo č́ıslo vztažené na jednotku
délky ReNASA = 5 · 106. Index NASA zde použijeme pro zd̊urazněńı skutečnosti, že se jedná
o předepsané hodnoty podle [101]. Uvažujeme tedy vzduch při teplotě 300 K, odpov́ıdaj́ıćı
dynamická viskozita je µ = 1, 846 · 10−5 kg m−1s−1, hustota ρ = 1, 177 kg m−3 a statický
tlak určený ze stavové rovnice pro ideálńı plyn p = ρrT = 1, 177 · 287 · 300 = 101 340 Pa.
Měrná tepelná kapacita při konstantńım objemu je cv = 717, 8 J kg−1K−1, Poissonova adi-
abatická konstanta κ = 1, 4 a tepelná vodivost k = 2, 624 · 10−2 W m−1K−1. Tyto hodnoty
předpokládáme ve volném proudu dostatečně daleko od obtékané desky. Dále potřebujeme
znát rychlost zvuku ve volném proudu, tedy

afs =

√
κ
p

ρ
=

√
1, 4

101 340

1, 177
.
= 347, 2 m s−1. (1.45)

Indexem fs budeme označovat hodnoty ve volném proudu (free stream). Rychlost tekutiny
ve směru osy x ve volném proudu pak urč́ıme z požadovaného Machova č́ısla MaNASA =
v1,fs/afs, tedy

v1,fs = MaNASA afs = 0, 2 · 347, 2
.
= 69, 44 m s−1.

Ověř́ıme nyńı udávané Reynoldsovo č́ıslo vztažené na jednotku délky (l = 1) ve volném
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proudu. Dostaneme

ReNASA =
ρ v1,fs l

µ
=

1, 177 · 69, 44 · 1
1, 846 · 10−5

.
= 4, 4 · 106 ≈ 5 · 106

a budeme tedy předpokládat, že úloha je s uvedenými fyzikálńımi hodnotami nastavena
správně. Reynoldsovo č́ıslo, vyskytuj́ıćı se v bezrozměrovém tvaru matematického modelu
(1.41), je referenčńı Reynoldsovo č́ıslo (1.40), které se bude od ReNASA lǐsit. Jako referenčńı
hodnoty tlaku, hustoty a viskozity zvoĺıme uvedené parametry volného proudu, referenčńı
délka je rovna jedné. Z převodu do bezrozměrového tvaru uvedeného v odstavci 1.2.1 vyplývá
vztah pro referenčńı rychlost

vref =

√
pref
ρref

=

√
101340

1, 177
.
= 293, 43 m s−1,

a tedy referenčńı Reynoldsovo č́ıslo, se kterým pracuje numerický řešič, je

Reref =
ρref vref lref

µref
=

1, 177 · 293, 43 · 1
1, 846 · 10−5

.
= 1, 87 · 107.

Okrajové podmı́nky

Na hranićıch výpočtové oblasti jsou předepsány následuj́ıćı okrajové podmı́nky.

Vstup

- hodnoty volného proudu, tedy stagnačńı tlak p = 101340 Pa a stagnačńı hustota ρ =
1, 177 kg m−3,

- nulový tepelný tok stěnou v podobě ∂T̃
∂n

=
∑2

i=1
∂T̃
∂yi

ni = 0, kde ni je i-tá složka jednot-
kového vektoru vněǰśı normály k hranici,

- napět́ı ve směru normály k hranici (σ̃ij + τij)nj = 0, i = 1, 2,

- turbulentńı veličiny ve volném proudu źıskané z výsledk̊u uvedených v [101], tedy k =
4, 4 · 10−5 m2 s−1, ω = 614, 96 s−1.

Výstup

- statický tlak podle požadovaného tlakového poměru 1,0282, tedy p = 101340/1, 0282
.
=

98 553 Pa

- nulový tepelný tok stěnou v podobě ∂T̃
∂n

=
∑2

i=1
∂T̃
∂yi

ni = 0, kde ni je i-tá složka jednot-
kového vektoru vněǰśı normály k hranici,

- napět́ı ve směru normály k hranici (σ̃ij + τij)nj = 0, i = 1, 2,

- ostatńı hodnoty včetně turbulentńıch veličin extrapolujeme z proudového pole.

Vazká stěna

- složky rychlosti ṽ1 = 0 m s−1, ṽ2 = 0 m s−1,

- nulový tepelný tok stěnou v podobě ∂T̃
∂n

=
∑2

i=1
∂T̃
∂yi

ni = 0, kde ni je i-tá složka jednot-

kového vektoru vněǰśı normály k hranici (adiabatická stěna),

- konstantńı hodnota turbulentńı energie k = 0 m2 s−2,

- konstantńı hodnota specifické rychlosti disipace ω = 1010 s−1.
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Nevazká stěna

- normálová složka rychlosti ṽ2 = 0 m s−1,

- ostatńı hodnoty včetně turbulentńıch veličin extrapolujeme z proudového pole.

Hodnota ω na vazké stěně je určena podle běžně už́ıvaného Menterova vztahu,
např́ıklad [99],

ωwall = 10
6µ

ρ β0 y2
0

, (1.46)

kde y0 je vzdálenost prvńıho uzlu śıtě od stěny a β0 konstanta modelu turbulence k-ω podle
Wilcoxe (2006). Pro nejjemněǰśı śıt’ s y0 = 3 · 10−6 m, viz tabulku 1.1, dostaneme

ωwall = 10
6 · 1, 846 · 10−5

1, 177 · 0, 0708 · (3 · 10−6)2

.
= 1, 48 · 109 s−1.

S ohledem na velmi rychlý pokles ω můžeme hodnotu bez obav zaokrouhlit nahoru na 1010 s−1.
Simulace jsou na všech śıt́ıch provedeny s 2. řádem přesnosti nespojité Galerkinovy metody
v prostoru, tedy ω je na každém elementu aproximováno polynomem 1. stupně, v podstatě na-
kloněnou rovinou. To umožňuje bez problémů použ́ıt dostatečně vysokou hodnotu ω na stěně,
protože rovina se na elementu u stěny patřičným náklonem přizp̊usob́ı. Uvedená hodnota spe-
cifické rychlosti disipace na stěně je tedy použita i pro dvě hrubš́ı śıtě, kde by v př́ıpadě použit́ı
DGM prvńıho řádu v prostoru nebo metody konečných objemů bylo potřeba zadat hodnotu
ω menš́ı, jak by vyšlo při dosazeńı př́ıslušných větš́ıch vzdálenost́ı y0 do vztahu (1.46).

Počátečńı podmı́nky

Simulace na nejhrubš́ı śıti je zahájena z hodnot volného proudu aplikovaných na celé
výpočtové oblasti.

1.3.2 Stabilita numerické simulace

Diskretizace dvourovnicového modelu k-ω pomoćı DGM přináš́ı problémy se stabilitou si-
mulace, jak bylo již uvedeno výše. Převod rovnice pro specifickou rychlost disipace ω do lo-
garitmického tvaru a omezeńı turbulentńı energie k představuje velký krok směrem k dobré
stabilitě simulace, bez těchto úprav by provedeńı simulace nebylo v̊ubec možné. Nicméně
i přes tato opatřeńı docháźı i při zdánlivě rozumném vývoji simulace k náhlé ztrátě stabi-
lity, jak uvád́ı i autoři [4]. Vrát́ıme-li se v takovém př́ıpadě např́ıklad o několik deśıtek či
stovek iteraćı zpět a pokračujeme v simulaci s o něco menš́ım časovým krokem, ztrátě stabi-
lity lze předej́ıt a ve výpočtu pokračovat. Takové kritické okamžiky se vyskytuj́ı opakovaně
a docháźı tak postupně k poměrně významnému snižováńı časového kroku a t́ım ke zbytečně
omezenému využit́ı výhod implicitńı časové integrace. Autoři [4] tento problém řeš́ı zave-
deńım již zmı́něné realizability podmı́nky, která zajist́ı kladná normálová turbulentńı napět́ı
a splněńı Schwarzovy nerovnosti pro smyková turbulentńı napět́ı. To vede k omezeńı hod-
noty ω̂ zdola konkrétńı hodnotou. Podle [4] totiž p̊uvod těchto náhlých nestabilit spoč́ıvá
právě v některých př́ılǐs malých hodnotách ω̂. V předkládané práci je tento problém řešen
postupným snižováńım časového kroku v př́ıpadě potřeby. U úlohy obtékáńı rovné desky
z uvedených počátečńıch podmı́nek se ukazuje jako nejvhodněǰśı postup odstartovat simulaci
s velmi malým časovým krokem, který je postupně významně zvyšován tak, aby alespoň
po větš́ı část celkového běhu simulace byl využit velký časový krok umožněný implicitńı inte-
graćı. Vzhledem k poměrně značné výpočetńı náročnosti těchto simulaćı je to velmi žádoućı.
V pokročileǰśım stavu simulace je pak časový krok již podle potřeby snižován, dokud nedojde
k dostatečnému ustáleńı rezidua a ukončeńı výpočtu.
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Obrázek 1.3: Pr̊uběh normované turbulentńı energie k podél normály ke stěně v mı́stě x =
0, 97 m (plnou čarou); referenčńı výsledky NASA [101] (čárkovaně)

1.3.3 Výsledky verifikačńı simulace

Výsledky numerické simulace obtékáńı rovné desky s použit́ım dvourovnicového modelu tur-
bulence k-ω podle Wilcoxe (2006) s popsanými úpravami a na nejjemněǰśı výpočetńı śıti
jsou v porovnáńı s referenčńımi výsledky NASA [101] uvedeny na následuj́ıćıch obrázćıch.
Zd̊urazněme, že referenčńı simulace NASA je provedena se stejným modelem turbulence,
ale bez úprav doplněných kv̊uli stabilitě DGM řešiče. Pr̊uběh turbulentńıch veličin podél
normály ke stěně je zobrazen v mı́stě x = 0, 97 m, tedy přibližně v polovině délky obtékané
desky. Pro vyhodnoceńı turbulentńı energie k použijeme veličinu k/a2

fs, kde afs je rych-
lost zvuku ve volném proudu (1.45). Porovnáńı s výledky NASA je uvedeno na obrázku
1.3. Odlǐsnost v začátku křivky na stěně je dána výpočetńı śıt́ı, respektive velikost́ı prvńı
buňky u stěny. Referenčńı simulace [101] byla provedena na velmi jemné śıti o počtu ele-
ment̊u 545 × 385 = 209 825. Maxima turbulentńı energie ve středu mezńı vrstvy jsou za-
chycena velmi pěkně, na vněǰśım okraji mezńı vrstvy se křivky vzdaluj́ı a u vlastńı simulace
zde docháźı k oscilaćım. Hodnota ve volném proudu se mı́rně lǐśı. Uvědomı́me-li si však, že
na osách grafu je užita logaritmická stupnice a ve volném proudu se pohybujeme v hod-
notách řádu 10−9 až 10−10, je tato odchylka zanedbatelná. Oscilace na okraji mezńı vrstvy
jsou zp̊usobeny př́ılǐs hrubou śıt́ı. Ta je sice patřičně zahuštěná v bĺızkosti stěny, ale postupně
se velikost element̊u směrem od stěny zvětšuje a na okraji mezńı vrstvy už pravděpodobně
neńı dostačuj́ıćı k přesnému zachyceńı náhlé změny v profilu k [78]. Dojde tak k podhodno-
ceńı turbulentńı energie a oscilaćım, př́ıpadně se mohou v této oblasti vyskytnout i záporné
hodnoty. Problém je možno řešit zavedeńım určité umělé viskozity [78], d́ıky které dojde
k vyhlazeńı profilu k v kritickém mı́stě na okraji mezńı vrstvy a jinde se jej́ı vliv prakticky
neprojev́ı. K odstraněńı oscilaćı dojde s největš́ı pravděpodobnost́ı i při zahuštěńı výpočetńı
śıtě, to ale z d̊uvodu časové náročnosti simulace na takové śıti nebylo zat́ım testováno.

Pr̊uběh specifické rychlosti disipace ω opět normované parametry volného proudu ve tvaru
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Obrázek 1.4: Pr̊uběh normované specifické rychlosti disipace ω podél normály ke stěně v mı́stě
x = 0, 97 m (plnou čarou); referenčńı výsledky NASA [101] (čárkovaně)

ω µfs/(ρfsa
2
fs) je uveden na obrázku 1.4. Výsledky jsou zde v dobré shodě s referenčńı simulaćı

NASA, odchylka ve volném proudu je stejně jako u turbulentńı energie zanedbatelná, jedná
se o hodnoty řádu 10−7 až 10−8.

Vyhodnoceńı turbulentńı viskozity µt je provedeno na obrázku 1.5. Zde neńı na rozd́ıl
od graf̊u pro k a ω použita logaritmická stupnice, odchylka od referenčńı simulace NASA
na vněǰśım okraji mezńı vrstvy tedy v́ıce vynikne. Simulace předpov́ıdá v daném řezu
x = 0, 97 m přibližně o 29% větš́ı tloušt’ku turbulentńı mezńı vrstvy než referenčńı simulace
a zároveň nadhodnocuje maximálńı hodnotu µt přibližně o 8%. Pozice maxima je posunuta
dále od stěny.

Odlǐsnosti turbulentńı viskozity maj́ı samozřejmě vliv na profil rychlosti. Porovnáńı složky
rychlosti v1 v mı́stě x = 0, 97 m a x = 1, 90 m je uvedeno na obrázku 1.6. Prouděńı je celkově
o něco pomaleǰśı, což je vidět i z profilu bezrozměrové rychlosti u+(y+) ve stejných dvou
řezech na obrázku 1.7. Bezrozměrová rychlost u+ je definovaná jako [61]

u+ =
ṽ1

uτ
, (1.47)

kde třećı rychlost uτ je

uτ =

√
ν

dṽ1

dy

∣∣∣∣∣
wall

(1.48)

a ν = µ/ρ je kinematická viskozita tekutiny. Bezrozměrová vzdálenost od stěny měřená
ve stěnových jednotkách (wall units) je určená vztahem [61]

y+ =
uτ y

ν
. (1.49)
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Obrázek 1.5: Pr̊uběh normované turbulentńı viskozity µt podél normály ke stěně v mı́stě
x = 0, 97 m (plnou čarou); referenčńı výsledky NASA [101] (čárkovaně)

Obrázek 1.6: Normovaný profil složky rychlosti ṽ1 podél normály ke stěně v mı́stě x = 0, 97 m
a x = 1, 90 m (plnou čarou černou a červenou); referenčńı výsledky NASA [101] (čárkovaně
černě a červeně)
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Obrázek 1.7: Profil bezrozměrové rychlosti u+ podél normály ke stěně v mı́stě x = 0, 97 m
a x = 1, 90 m (plnou čarou černou a červenou); referenčńı výsledky NASA [101] (čárkovaně
černě a červeně)

Profil rychlosti ve vazké podvrstvě je zachycen dobře. Ten má vliv na výpočet součinitele
třeńı, uvedeného později.

Z porovnáńı izočar veličin k/a2
fs (obrázky 1.8 a 1.9) a µt/µfs (obrázky 1.10 a 1.11) je opět

vidět větš́ı tloušt’ka mezńı vrstvy vypoč́ıtaná simulaćı než tloušt’ka očekávaná.
Izočáry veličiny ω µfs/(ρfsa

2
fs) na obrázćıch 1.12 a 1.13 jsou v mezńı vrstvě ve velmi dobré

shodě s referenčńı simulaćı NASA.
”
Chyběj́ıćı“ svislé izočáry na vstupu a ve volném proudu

na obrázku 1.12 jsou dány faktem, že na vstupu byly nastaveny právě hodnoty volného
proudu a v celé výpočetńı oblasti kromě mezńı vrstvy jsou tedy hodnoty konstantńı. Z izočar
v mezńı vrstvě je ale vidět, že vliv této skutečnosti na situaci v mezńı vrstvě je zanedbatelný.

Posledńı vyhodnocovanou veličinou je součinitel třeńı Cf určený vztahem

Cf =
τw

1
2
ρfs v2

fs

,

kde τw je smykové napět́ı na stěně. To záviśı na derivaci složky rychlosti ṽ1 podle y na stěně
a na dynamické viskozitě tekutiny µ podle vztahu [61]

τw = µ
dṽ1

dy

∣∣∣∣
wall

. (1.50)

Napět́ı τw záviśı na situaci těsně u stěny a ta je zachycena dobře, jak je vidět z uvedených
výsledk̊u. Tedy i součinitel třeńı je v rozumné shodě s referenčńımi výsledky NASA, jak uka-
zuje obrázek 1.14. Uvedené teoretické křivky součinitele třeńı v laminárńım a turbulentńım
př́ıpadě jsou určeny podle následuj́ıćıch vztah̊u. Reynoldsovo č́ıslo závislé na vzdálenosti x
od náběžné hrany desky je

Rex =
ρfs vfs x

µfs
,
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Obrázek 1.8: Izočáry normované turbulentńı energie k źıskané numerickou simulaćı provede-
nou pomoćı nespojité Galerkinovy metody

Obrázek 1.9: Izočáry normované turbulentńı energie k z referenčńı simulace NASA [101]
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Obrázek 1.10: Izočáry normované turbulentńı viskozity µt źıskané numerickou simulaćı pro-
vedenou pomoćı nespojité Galerkinovy metody

Obrázek 1.11: Izočáry normované turbulentńı viskozity µt z referenčńı simulace NASA [101]
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Obrázek 1.12: Izočáry normované specifické rychlosti disipace ω źıskané numerickou simulaćı
provedenou pomoćı nespojité Galerkinovy metody

Obrázek 1.13: Izočáry normované specifické rychlosti disipace ω z referenčńı simulace
NASA [101]
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Obrázek 1.14: Pr̊uběh součinitele třeńı Cf podél obtékané stěny (plnou čarou); referenčńı
výsledky NASA [101] (čárkovaně), teoretický laminárńı a turbulentńı pr̊uběh součinitele
(čerchovaně a tečkovaně)

laminárńı a turbulentńı pr̊uběh Cf potom [61]

C lam
f ≈ 0, 664

√
Rex ,

Cturb
f ≈ 0, 37 (log10Rex)

−2,584,

přičemž v př́ıpadě Cturb
f se jedná Schultz-Grunowovu formulaci. Pr̊uběh součinitele třeńı

źıskaný z provedené simulace se prakticky shoduje s touto teoretickou křvkou.

1.3.4 Závěry

Chováńı modelu turbulence k-ω podle Wilcoxe (2006) s uvedenými úpravami, implemento-
vaného do řešiče založeného na nespojité Galerkinově metodě, neńı celkově ideálńı, zejména
rozd́ıl v tloušt’ce mezńı vrstvy 29% je nezanedbatelný. Nicméně vliv této odchylky na pr̊uběh
rychlosti a předevš́ım na součinitel třeńı je malý. Odchylky od referenčńıch dat mohou být
zp̊usobeny př́ılǐs hrubou výpočetńı śıt́ı, kdy s jej́ım zjemňováńım očekáváme zpřesněńı všech
veličin. Daľśım faktorem jsou výše popsané úpravy modelu, které v p̊uvodńı verzi [99] nejsou,
ale pro diskretizaci rovnic modelu pomoćı DGFEM jsou nezbytné. Při aplikaci testovaného
modelu turbulence na úlohu prouděńı vzduchu v úzkých mezerách, uvedenou dále, budeme
tedy mı́t na paměti, že model predikuje větš́ı tloušt’ku mezńı vrstvy. Veličiny na stěně, jako
smykové napět́ı nebo součinitel třeńı, jsou však vypoč́ıtávány dobře. S ohledem na tyto
skutečnosti simulace provedeme a vyhodnot́ıme.

43



Kapitola 2

Numerická simulace prouděńı
stlačitelné vazké tekutiny
v minikanálech

Prouděńı tekutin v potrub́ıch a kanálech nejr̊uzněǰśıch pr̊uřez̊u a velikost́ı je zkoumáno již
v́ıce než 100 let. Nejznáměǰśı experiment provedl Osborne Reynolds již v roce 1883, při němž
studoval přechod z laminárńıho režimu prouděńı do turbulentńıho v závislosti na měńıćı
se rychlosti prouděńı vody. Po něm pojmenované Reynoldsovo č́ıslo, vyjadřuj́ıćı poměr se-
trvačných a vazkých sil v tekutině, je významným bezrozměrovým parametrem, charakte-
rizuj́ıćım prouděńı tekutiny. Známá je kritická hodnota Re = 2 300, okolo které docháźı
ke ztrátě stability laminárńıho prouděńı v potrub́ıch s kruhovým pr̊uřezem a k postupnému
přechodu do turbulentńıho režimu prouděńı. Úloha prouděńı tekutin v kanálech se na prvńı
pohled může zdát v d̊usledku své jednoduché geometrie a obecně známých fakt̊u značně
triviálńı, hlubš́ı prozkoumáńı situace a současného i starš́ıho výzkumu v této oblasti však
dokazuje opak.

Poznamenejme, že veličiny uváděné v této kapitole jsou rozměrové, neńı-li uvedeno jinak.
V př́ıpadě středovaných hodnot jsou tyto patřičně označeny v souladu se značeńım zavedeným
v odstavci 1.1.1. Veškeré simulace uvedené v této kapitole jsou provedeny pomoćı numerického
řešiče založeného na nespojité Galerkinově metodě, jak je popsáno v prvńı kapitole.

2.1 Motivace a současný stav poznáńı

Zaměř́ıme se na prouděńı v kanálech obdélńıkových pr̊uřez̊u, kdy pro pr̊uřezy s velmi vy-
sokým poměrem stran š́ı̌rka/výška můžeme mluvit o prouděńı mezi dvěma rovnoběžnými
deskami, nebot’ dostatečně vzdálené bočńı stěny kanálu prakticky nemaj́ı vliv na proudové
pole uprostřed kanálu. V takovém př́ıpadě se většinou omezujeme na svislý řez středem kanálu
a pracujeme ve 2D.

Reynoldsovo č́ıslo, které charakterizuje typ prouděńı, je definované jako

Re =
U L

ν
,

kde U [ms−1] je charakteristická rychlost tekutiny, L [m] je charakteristická délka úlohy
a ν [m2 s−1] je kinematická viskozita tekutiny. Znalosti o prouděńı źıskané nejčastěji pro po-
trub́ı s kruhovým pr̊uřezem, kde charakteristickou délkou je pr̊uměr potrub́ı D, tedy L = D,
se pro kanály s nekruhovým pr̊uřezem zobecňuj́ı zpravidla pomoćı hydraulického pr̊uměru
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Dh. Ten je dán vztahem

Dh =
4A

o
,

kde A je plocha pr̊uřezu kanálu a o je délka omočeného obvodu. Uvažujeme zde kanály zcela
naplněné tekutinou. Potom tedy L = Dh. Ovšem tento běžně použ́ıvaný hydraulický pr̊uměr
nemuśı být vždy optimálńı charakteristickou délkou [36], zejména jedná-li se o predikci třeńı
v turbulentńım režimu, a ilustruje tak jednu z mnoha nejistot panuj́ıćıch ohledně prouděńı
v nekruhových potrub́ıch.

Daľśı otázky vznikaj́ı ohledně vstupńı délky (entrance length) Le, tedy vzdálenosti
od začátku kanálu, na které docháźı k postupnému nár̊ustu mezńı vrstvy na stěnách, až
do jejich spojeńı v ose kanálu. Je tak dosaženo plně vyvinutého prouděńı, ve kterém se
rychlostńı profil již dále neměńı. V př́ıpadě laminárńıho prouděńı můžeme pro odhad délky
vstupńıho úseku použ́ıt vztah

Le = 0, 05ReDh,

př́ıpadně rozmeźı Le = 0, 025 − 0, 065 ReDh. Pro turbulentńı prouděńı je rozmeźı mnohem
větš́ı. Orientačně je možné použ́ıt vztah [95]

Le = 4, 4Re
1
6 Dh, (2.1)

obecně jsou doporučovány hodnoty v rozmeźı Le = 10− 150 Dh. Uvedené vztahy jsou empi-
ricky stanoveny pro kruhová potrub́ı, pro kanály s nekruhovým pr̊uřezem jsou opět zobecněny
použit́ım hydraulického pr̊uměru. V př́ıpadě turbulentńıho režimu je vstupńı oblast podstatně
kratš́ı než v laminárńım režimu. Přesný odhad Le je prakticky nemožný, nebot’ délka vývoje
turbulentńıho prouděńı záviśı na mnoha faktorech, jako např́ıklad vstupńı intenzita turbu-
lence nebo vstupńı profil rychlosti.

Velkým problémem je samotná kritická hodnota Reynoldsova č́ısla. Spodńı hranice je
poměrně jasná, pod hodnotu přibližně Re ≈ 2 000 v proud́ıćı tekutině natolik převládaj́ı
vazké śıly, že laminárńı režim z̊ustane stabilńı i při velkém rozrušeńı proudu. Horńı hranice
kritickéhoRe je už ale značně nejistá. Je známo, že je možné laminárńı režim udržet, např́ıklad
při velmi pozvolném zvyšováńı rychlosti prouděńı, až do hodnot okolo Re ≈ 10 000. Z teo-
retických praćı, které se zabývaj́ı stabilitou prouděńı v kanálu pomoćı Orr-Sommerfeldovy
rovnice, vyplývá kritické Reynoldsovo č́ıslo pro prouděńı mezi dvěma rovnoběžnými stěnami
vyvolané tlakovým spádem Re ≈ 5770 [58]. Referenčńı délkou je zde výška kanálu a refe-
renčńı rychlost́ı středńı rychlost proudu. Z experimentálńıho vyšetřováńı jsou stanoveny r̊uzné
hodnoty kritického Reynoldsova č́ısla, závislé na intenzitě turbulence na vstupu do kanálu.
Pro přirozenou hladinu turbulence Tu = 0, 3% je zjǐstěno Re ≈ 6700 [39]. Numerické simulace
nestlačitelného prouděńı v práci [53] ukazuj́ı, že přechod je v kanálech významně ovlivněn
nejen intenzitou turbulence na vstupu, ale také profilem vstupńı rychlosti. Předmětem tes-
továńı je zde konstantńı a parabolický profil, každý v kombinaci s dvěma hodnotami intenzity
turbulence, a to Tu = 1% a Tu = 5%. Pouze př́ıpad konstantńıho profilu a vyšš́ı intenzity
turbulence se chová tak, jak se běžně předpokládá. Tedy se zvyšováńım Reynoldsova č́ısla
docháźı k postupnému přechodu přibližně mezi Re ≈ 2 000 a 8 000. V ostatńıch zkoumaných
př́ıpadech se laminárńı režim udrž́ı doRe ≈ 10 000 a pak dojde k náhlému prudkému přechodu
do turbulentńıho režimu.

Zcela zvláštńı situace v tomto ohledu pak nastává v př́ıpadě kanál̊u malých rozměr̊u, kde
se laminárńı režim běžně vyskytuje při hodnotách řádově Re ≈ 104 a pravidla platná pro
kanály běžných rozměr̊u je nutné přehodnotit. O takových kanálech a úzkých mezerách je
pojednáno dále.
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Rešerše současné odborné literatury ukazuje, že výzkum v oblasti prouděńı tekutin
v kanálech je v kategorii běžných kanál̊u zaměřen předevš́ım na kritické stavy souvisej́ıćı
s přechodem z laminárńıho do turbulentńıho režimu, relaminarizaci prouděńı a rozbor
přechodového prouděńı obecně, např́ıklad v experimentálńıch praćıch [74], [94]. V oblasti mi-
nikanál̊u se naprostá většina praćı týká přenosu tepla a snahy o zvyšováńı účinnosti výměńık̊u
tepla, viz např́ıklad přehledová práce [18], př́ıpadně se jedná o kanálky s nejr̊uzněǰśımi
překážkami, v́ıcefázové prouděńı a podobně.

Klasifikace kanál̊u podle jejich rozměr̊u neńı v literatuře jednotná, nejčastěji se použ́ıvá
označeńı podle [37]. Kanály jsou zde rozděleny podle svého nejmenš́ıho rozměru Lmin
(nejčastěji je to výška, respektive kolmá vzdálenost stěn) následuj́ıćım zp̊usobem:

Lmin ≤ 1µm nanokanály,
1µm < Lmin ≤ 200µm mikrokanály,

200µm < Lmin ≤ 3mm minikanály,
3mm < Lmin běžné kanály.

Běžně se ale můžeme setkat s posunutou terminologíı, někdy i výrazně.

Zkoumáńı prouděńı stlačitelných vazkých tekutin v kanálech a úzkých mezerách
v předkládané práci navazuje na dlouhodobý výzkum prováděný na pracovǐsti [89], [90], který
byl zaměřený předevš́ım na transonické prouděńı v těsńıćıch mezerách šroubových kompre-
sor̊u. Jedná se o pomeźı mikro a minikanál̊u, přesněji mezery s charakteristickým rozměrem
100 až 500 µm.

Současná práce je zaměřena na kanály výšky 0,5 až 10 mm, tedy na minikanály
a velmi malé běžné kanály. Výzkum prouděńı stlačitelných tekutin je prováděn ve spolupráci
s Ústavem termomechaniky AV ČR, v.v.i., d́ıky které je možné validovat výsledky nume-
rických simulaćı pomoćı experimentálńıch dat źıskaných pracovńıky ÚT AV ČR v Aerodyna-
mické laboratoři v Novém Kńıně. Prakticky všechny výše zmı́něné i daľśı znalosti o přechodu
v kanálech vycháźı ze zkoumáńı nestlačitelných tekutin. Jakmile se však jedná o tekutinu
stlačitelnou, situace se komplikuje a predikce režimu prouděńı a předevš́ım přechodu v kanálu
se stává nejistou, zejména pro zkoumané úzké kanály.

Zaj́ımáme-li se čistě o převažuj́ıćı režim prouděńı v kanálech, v oblasti běžných kanál̊u
se můžeme do značné mı́ry ř́ıdit Reynoldsovým č́ıslem, samozřejmě s vědomı́m výše uve-
dených a daľśıch problémů. V oblasti mikroprouděńı je situace také poměrně jasná, vlivem
bĺızkosti stěn zde docháźı k výraznému tlumeńı jakýchkoliv poruch proudu a ten je tak
ve většině př́ıpad̊u laminárńı. Nav́ıc v d̊usledku malých charakteristických rozměr̊u nebývaj́ı
Reynoldsova č́ısla v mikrokanálech vysoká. Situace mezi těmito dvěma kategoriemi ale neńı
př́ılǐs prozkoumaná a je středem zájmu v předkládané studii.

Pokud bychom chtěli detailněji zkoumat samotný přechod do turbulence, tedy za jakých
podmı́nek (kategorie kanál̊u, Reynoldsovo č́ıslo) a kde přesně (vzdálenost od vstupu
do kanálu) k němu dojde, bude takový úkol náročný. Modely přechodu pro prouděńı
v kanálech prakticky neexistuj́ı, většina model̊u přechodu je kalibrována pro obtékáńı těles.
Experimentálńı zkoumáńı přechodu je také podstatně obt́ıžněǰśı než měřeńı za laminárńıch
nebo plně turbulentńıch podmı́nek.

Tato kapitola je zaměřena na numerické simulace prouděńı v úzkých kanálech o výšce
0,5 až 10 mm pomoćı př́ıstupu RANS. Klade si za ćıl bĺıže prozkoumat režim prouděńı
v těchto kanálech, i když bez vhodného modelu přechodu je to možné jen v omezené mı́̌re.
Základńım výzkumem źıskané znalosti o prouděńı v úzkých mezerách a o vhodných zp̊usobech
numerického modelováńı takového typu prouděńı pak mohou být v budoucnu dále aplikovány
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na složitěǰśı praktické problémy typu prouděńı v těsńıćıch mezerách šroubových kompresor̊u
nebo ventil̊u parńıch turb́ın.

2.2 Formulace úlohy a popis experimentu

Jako základńı úloha pro studium prouděńı stlačitelné vazké tekutiny v minikanálech a velmi
malých běžných kanálech je v návaznosti na spolupráci s Ústavem termomechaniky AV ČR,
v.v.i. zvoleno prouděńı vzduchu za běžných podmı́nek v aerodynamicky hladkém rovném
kanálu obdélńıkového pr̊uřezu s vysokým poměrem stran š́ı̌rka/výška. Vzduch je v př́ıpadě
kalibračńıho kanálu nasáván z okolńı atmosféry a před samotným nasát́ım tvarovanou vstupńı
oblast́ı procháźı nejprve přes silikagelovou sušičku, filtry, voštinu slouž́ıćı pro usměrněńı
proudu a soustavu śıt. V př́ıpadě velmi úzkých kanál̊u je vzduch nasáván př́ımo z laboratoře.
V kanálu je vzduch urychlován vlivem nastaveného tlakového spádu a za kanálem proud́ı
do volného prostoru realizovaného uklidňovaćı komorou, v ńıž je udržován požadovaný pod-
tlak.

Veškeré experimenty uvedené v této kapitole byly provedeny pracovńıky Ústavu termo-
mechaniky Akademie věd ČR, v.v.i. v Aerodynamické laboratoři v Novém Kńıně, která je
vybavena aerodynamickým tunelem saćıho typu. Realizována byla předevš́ım pneumatická
měřeńı, při nichž byl odběry na stěně měřen statický tlak po délce kanálu a v několika vy-
braných bodech byl pitotovou sondou měřen také celkový tlak v ose kanálu. Optická měřeńı,
jejichž velkou přednost́ı předevš́ım pro velmi malé kanály je jejich neinvazivnost, byla pro-
vedena Machovým-Zehnderovým interferometrem. Dále bylo experimentálně stanoveno smy-
kové napět́ı na stěně, a to pomoćı pl̊utkové sondy, jej́ıž popis a kalibraci lze nalézt v práci [65].
Určeńı smykového třeńı pl̊utkovou sondou je založeno na závislosti tečného napět́ı a tlakové
diference změřené na překážce -

”
pl̊utku“, umı́stěné v oblasti platnosti zákona stěny. Hod-

nota intenzity turbulence na vstupu do kanálu, použitá pro nastaveńı numerických simulaćı,
byla stanovena z měřeńı pomoćı žhaveného drátku. Detailńı popis provedených kalibračńıch i
finálńıch měřeńı v úzkých kanálech včetně vyhodnoceńı nejistot měřeńı a relevantńıch odkaz̊u
na zdroje v odborné literatuře je možné nalézt v disertačńı práci Ing. J. Hály [27].

Popis přesné geometrie úlohy je nutné rozdělit na dvě části. Prvńı geometrie se týká
kalibračńıho kanálu o výšce h = 10 mm a dostatečné délce takové, aby se mohlo prouděńı
v kanálu plně vyvinout. Výška mezery umožňuje kalibraci měřićıch metod, které potom mo-
hou být aplikovány v užš́ıch kanálech, kde je měřeńı kv̊uli malým rozměr̊um náročněǰśı a
vyžaduje méně invazivńı metody měřeńı. Geometrie užš́ıch kanál̊u se mı́rně lǐśı a je tedy
popsána samostatně (výška h = 0,5 až 4 mm).

h = 10 mm
V př́ıpadě kalibračńı mezery o výšce h = 10 mm je kanál tvořen dvěma rovnoběžnými stěnami
o š́ı̌rce 200 mm a délce 1526 mm. Poměr stran pr̊uřezu 200/10 = 20 je dostatečně velký na to,
aby bočńı stěny neovlivňovaly prouděńı ve středu kanálu. Pro daľśı popis a numerické simu-
lace se můžeme omezit na svislý řez ve středu kanálu a úlohu tak řešit ve 2D. Schématické
znázoněńı geometrie úlohy je uvedeno na obrázku 2.1. Stěny rozš́ı̌rené vstupńı oblasti jsou
ve tvaru části lemniskáty a délka této vstupńı oblasti je 114 mm.

h = 0,5 až 4 mm
V př́ıpadě skupiny užš́ıch mezer je š́ı̌rka kanálu 100 mm a délka rovné části 92 mm. Poměr
stran pr̊uřezu kanálu se tedy pohybuje od 200 do 25. Geometrie svislého řezu ve středu kanálu
je znázorněna na obrázku 2.2 . Stěny rozš́ı̌rené vstupńı oblasti jsou v tomto př́ıpadě ve tvaru
čtvrtiny kružnice o poloměru 8 mm.
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Obrázek 2.1: Schématické znázorněńı geometrie kalibračńıho kanálu výšky h = 10 mm, stěny
vstupńı oblasti jsou ve tvaru části lemniskáty

Obrázek 2.2: Schématické znázorněńı geometrie kanálu výšky h = 0, 5 až 4 mm, stěny vstupńı
oblasti jsou ve tvaru čtvrtiny kružnice

2.3 Numerická simulace prouděńı vzduchu v mezeře

výšky h = 10 mm

Nejdř́ıve provedeme numerické simulace prouděńı vzduchu v kanálu výšky 10 mm, který
spadá do kategorie běžných kanál̊u. Stejně jako byl v experimentech použit pro kalibraci
měřićıch metod pro úlohy tohoto typu, v př́ıpadě numerického modelováńı jej d́ıky porovnáńı
s experimentálńımi daty použijeme pro validaci numerického řešiče a implementovaného mo-
delu turbulence pro úlohy prouděńı v kanálu. V př́ıpadě mezery výšky 10 mm bylo změřeno
rozložeńı statického tlaku po délce kanálu, celkového tlaku podél osy kanálu a také smykové
napět́ı na stěně. Experimenty byly provedeny pro tři tlakové spády π = pin/pout = 0,3, 0,6
a 0,8, z nichž prvńı je nadkritický, ostatńı podkritické.

2.3.1 Testováńı tvaru vstupńı oblasti

Vzduch je do mezery nasáván z prakticky nehybného prostřed́ı v laboratoři. Nulovou vstupńı
rychlost ale nelze předepsat na začátku rozš́ı̌rené vstupńı oblasti, protože prouděńı se zde
již zač́ıná urychlovat. Z tohoto d̊uvodu je vytvořena výpočtová oblast s velkou vstupńı ob-
last́ı tak, aby simulace co nejv́ıce odpov́ıdala podmı́nkám experimentu. V pr̊uběhu prováděńı
předběžných simulaćı vyvstala otázka, jaký tvar této přidané vstupńı oblasti zvolit. Proto
byly otestovány tři typy vstupńı oblasti uvedené na obrázku 2.3. V př́ıpadě A navazuje
na rozš́ı̌rené stěny kanálu hranice výpočtové oblasti s okrajovou podmı́nkou typu vstup, vy-
značeno čárkovaně. V př́ıpadě B a C navazuj́ı na rozš́ı̌rené stěny kanálu svislé stěny, v př́ıpadě
B jsou nevazké a v př́ıpadě C vazké, tedy s neskluzovou podmı́nkou.

Pro urychleńı simulaćı zde neńı uvažována uklidňovaćı komora, výpočtová oblast je
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Obrázek 2.3: Schématické znázorněńı tř́ı testovaných tvar̊u vstupńı oblasti; vazká stěna -
plnou čarou, nevazká stěna - tečkovaně, vstup - čárkovaně

ukončena na konci rovného kanálu a je zde předepsán statický tlak známý v tomto mı́stě
z experimentu. Tlakový poměr je π = 0, 3 a simulace jsou provedeny v turbulentńım režimu.
Přesné nastaveńı parametr̊u úlohy a okrajových podmı́nek je stejné jako u simulaćı prove-
dených na úplné výpočtové oblasti, jak bude uvedeno později. Zde se jedná pouze o stanoveńı
vhodného tvaru vstupńı oblasti. Poznamenejme, že výpočetńı śıt’ je u obtékaných stěn do-
statečně zahuštěna tak, aby pro prvńı uzel u stěny byla splněna podmı́nka y+ ≤ 1.

Porovnáńım výsledk̊u uvedených tř́ı simulaćı docháźıme k závěru, že vliv tvaru přidané
vstupńı oblasti na prouděńı v kanálu je při uvedeném nastaveńı zanedbatelný. Pr̊uběh všech
veličin proudového pole je po celé délce kanálu prakticky totožný, mı́rně se lǐśı pouze pr̊uběh
turbulentńıch veličin v prvńı třetině osy kanálu, vliv na proudové pole v kanálu je ale na-
prosto zanedbatelný. Největš́ı rozd́ıly mezi jednotlivými př́ıpady můžeme vidět v rozložeńı
turbulentńı viskozity ve vstupńı oblasti na obrázku 2.4. V př́ıpadě A docháźı na začátku
pevných stěn k prudkému nár̊ustu turbulentńı viskozity vlivem náhlého náběhu tekutiny
na stěnu a jej́ıho zbržděńı. Od vstupu do rovné části kanálu se pak ale turbulentńı viskozita
dále vyv́ıj́ı prakticky stejně jako v ostatńıch př́ıpadech. V př́ıpadě B a C se rozložeńı př́ılǐs
nelǐśı, d́ıky připojeným svislým stěnám jsou změny ve vstupńı oblasti plynuleǰśı.

V rozš́ı̌rené vstupńı oblasti na obrázku 2.4 můžeme pozorovat oscilace ńızkých hodnot µt,
předevš́ım u oblasti typu A. Objevuj́ı se i mı́rně záporné hodnoty. Oscilace jsou zp̊usobeny
výpočetńı śıt́ı v kombinaci s nespojitou Galerkinovou metodou a podobné jevy lze pozorovat
i u jiných simulaćı. Na pr̊uběh veličin dále po proudu nemaj́ı prakticky žádný vliv.

Na základě uvedené analýzy a zjǐstěných minimálńıch rozd́ıl̊u mezi jednotlivými př́ıpady
zvoĺıme pro daľśı simulace na úplné výpočtové oblasti tvar vstupńı oblasti typu A, který
nejv́ıce odpov́ıdá uspořádáńı experimentu.

2.3.2 Parametry numerické simulace

Simulaci prouděńı vzduchu v kanálu o výšce h = 10 mm provedeme na následuj́ıćı výpočtové
oblasti. Přidaná vstupńı oblast je typu A uvedeného v předchoźım odstavci, za rovným
kanálem následuje obdélńıková oblast představuj́ıćı uklidňovaćı komoru. Jej́ı rozměry jsou
voleny dostatečně velké tak, aby okrajové podmı́nky na hranićıch uklidňovaćı komory ne-
ovlivňovaly úplav vznikaj́ıćı za kanálem. Geometrie výpočtové oblasti a typ okrajových
podmı́nek jsou znázorněny společně s po částech strukturovanou čtyřúhelńıkovou výpočetńı
śıt́ı na obrázku 2.5. Śıt’ je standardně zahuštěna u obtékaných stěn a také v úplavu za kanálem,
kde vznikaj́ı při nadkritickém tlakovém poměru rázové vlny a jemná śıt’ je zde proto nutnost́ı.
Zobrazeńı śıtě je pro větš́ı přehlednost pouze orientačńı, ve skutečnosti je śıt’ značně jemněǰśı,
tvořená 52 500 kontrolńımi elementy. Vzdálenost prvńıho uzlu śıtě od stěny je v rovné části
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Obrázek 2.4: Porovnáńı rozložeńı turbulentńı viskozity µt ve vstupńı části výpočtové oblasti
v závislosti na tvaru oblasti a typu okrajových podmı́nek, výřez oblasti
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ěń
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kanálu y0 = 3 · 10−6 m.
Médiem je suchý vzduch uvažovaný jako ideálńı plyn, s ohledem na podmı́nky expe-

rimentu specifikovaný následuj́ıćımi hodnotami. Termodynamická teplota je T = 300 K,
hustota ρ = 1, 177 kg m−3, dynamická viskozita µ = 1, 846 · 10−5 kg m−1s−1, měrná tepelná
kapacita při konstantńım objemu cv = 717, 8 J kg−1K−1, Poissonova adiabatická konstanta
κ = 1, 4 a tepelná vodivost k = 2, 624 · 10−2 W m−1K−1.

Orientačńı Reynoldsovo č́ıslo odhadované pomoćı předběžných simulaćı a experi-
mentálńıch dat urč́ıme z uvedené hustoty a viskozity, jako referenčńı délku použijeme výšku
mezery a referenčńı středńı rychlost proudu bude 200 ms−1 (v př́ıpadě nadkritického tla-
kového spádu dojde na konci kanálu k urychleńı prouděńı na rychlost zvuku). Dostaneme
tedy hodnotu Re ≈ 1, 3 · 105. Vzhledem k tomu, že se jedná o běžný kanál a Reynoldsovo
č́ıslo je značně vysoké, předpokládáme turbulentńı režim prouděńı. Simulaci tedy provedeme
s modelem turbulence k-ω podle Wilcoxe (2006) se všemi úpravami uvedenými v prvńı kapi-
tole.

Okrajové podmı́nky

Na hranićıch výpočtové oblasti jsou předepsány následuj́ıćı okrajové podmı́nky pro středńı
hodnoty veličin proudového pole.

Vstup

- stagnačńı tlak p = 101325 Pa a stagnačńı hustota ρ = 1, 177 kg m−3,

- nulový tepelný tok stěnou v podobě ∂T̃
∂n

=
∑2

i=1
∂T̃
∂yi

ni = 0, kde ni je i-tá složka jednot-
kového vektoru vněǰśı normály k hranici,

- napět́ı ve směru normály k hranici (σ̃ij + τij)nj = 0, i = 1, 2,

- turbulentńı veličiny k = 0, 23 m2 s−1, ω = 1 454 s−1.

Výstup

- statický tlak podle požadovaného tlakového poměru π =0,3, 0,6 a 0,8, tedy p = 101325π

- nulový tepelný tok stěnou v podobě ∂T̃
∂n

=
∑2

i=1
∂T̃
∂yi

ni = 0, kde ni je i-tá složka jednot-
kového vektoru vněǰśı normály k hranici,

- napět́ı ve směru normály k hranici (σ̃ij + τij)nj = 0, i = 1, 2,

- ostatńı hodnoty včetně turbulentńıch veličin extrapolujeme z proudového pole.

Vazká stěna

- složky rychlosti ṽ1 = 0 m s−1, ṽ2 = 0 m s−1,

- nulový tepelný tok stěnou v podobě ∂T̃
∂n

=
∑2

i=1
∂T̃
∂yi

ni = 0, kde ni je i-tá složka jednot-

kového vektoru vněǰśı normály k hranici (adiabatická stěna),

- konstantńı hodnota turbulentńı energie k = 0 m2 s−2,

- konstantńı hodnota specifické rychlosti disipace ω = 1010 s−1.

Vstupńı hodnota turbulentńı energie k je určena pomoćı vztahu

k =
3

2
Tu2ṽ2

1,

kde Tu je intenzita turbulence na vstupu do rozš́ı̌rené části kanálu, která byla orientačně
experimentálně stanovena na hodnotu Tu = 1, 3%, a ṽ1 je rychlost proudu ve stejném mı́stě
odhadnutá z předběžných simulaćı na hodnotu ṽ1 = 30ms−1. Vstupńı hodnota ω vycháźı
ze zvoleného poměru vazkost́ı µt/µ = 10. Hodnota specifické rychlosti disipace ω na stěně je
určena podle vztahu (1.46) stejným zp̊usobem, jako u verifikačńı simulace obtékáńı desky.
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Počátečńı podmı́nky

Pro lepš́ı stabilitu numerické simulace v počátku jej́ıho běhu je v rovné části kanálu předepsán
statický tlak rovnoměrně klesaj́ıćı z hodnoty vstupńıho tlaku, který je předepsán v celé
vstupńı oblasti, až do hodnoty výstupńıho tlaku, který je zadán v celé uklidňovaćı komoře.
Počátečńı hustota je konstantńı a rychlost nulová v celé výpočetńı oblasti.

2.3.3 Výsledky simulace a porovnáńı s experimentem

Jak již bylo zmı́něno, experimenty provedené na ÚT AV ČR poskytuj́ı pr̊uběh statického tlaku
a celkového tlaku v ose rovné části kanálu, x ∈ [0, 1526] mm, a smykové napět́ı na jeho stěně.
Na obrázćıch 2.6, 2.7 a 2.8 jsou postupně uvedeny odpov́ıdaj́ıćı pr̊uběhy středńı hodnoty
statického a celkového tlaku pro tlakové poměry π = 0,3, 0,6 a 0,8, źıskané z realizovaných
numerických simulaćı, v porovnáńı s experimentálńımi daty. Ve všech třech př́ıpadech můžeme
konstatovat velmi dobrou shodu statického tlaku, celkový tlak v ose je numerickou simulaćı
mı́rně podhodnocený. Poznamenejme, že celkový tlak je z výsledk̊u simulace určen pomoćı
vztahu

pcelk = pstat

(
1 +

κ− 1

2
Ma2

) κ
κ−1

, (2.2)

kde lokálńı Machovo č́ıslo Ma je vypoč́ıtáno jako poměr celkové středńı hodnoty rychlosti
prouděńı v daném mı́stě a dopoč́ıtané lokálńı středńı hodnoty rychlosti zvuku

a =

√
κ
pstat
ρ
.

Obrázek 2.6: Pr̊uběh středńı hodnoty statického a celkového tlaku v ose kanálu pro tlakový
poměr π = 0, 3; simulace (plnou čarou), experiment (body)
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Obrázek 2.7: Pr̊uběh středńı hodnoty statického a celkového tlaku v ose kanálu pro tlakový
poměr π = 0, 6; simulace (plnou čarou), experiment (body)

Obrázek 2.8: Pr̊uběh středńı hodnoty statického a celkového tlaku v ose kanálu pro tlakový
poměr π = 0, 8; simulace (plnou čarou), experiment (body)
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Obrázek 2.9: Pr̊uběh středńı hodnoty Machova č́ısla v ose kanálu pro všechny tři tlakové
poměry; simulace (plnou čarou), experiment (body)

Vyhodnoceńı pr̊uběhu Machova č́ısla v ose rovné části kanálu je pro numerickou simulaci
i experiment uvedeno na obrázku 2.9. Vyhodnoceńı Machova č́ısla ze změřeného statického
a celkového tlaku je provedeno inverzńım vztahem k (2.2). Rozd́ıly pozorované v pr̊uběhu
celkového tlaku se dle očekáváńı odrážej́ı i v porovnáńı Machova č́ısla, které je v simulaci
opět celkově nižš́ı než v experimentu.

Důležitou veličinou poskytnutou provedenými experimenty je smykové napět́ı na stěně τw.
Z výsledk̊u numerické simulace ho urč́ıme pomoćı dynamické viskozity a derivace složky
rychlosti ṽ1 podle y na stěně ze vztahu

τw = µ
dṽ1

dy

∣∣∣∣
wall

.

Porovnáńı se změřeným pr̊uběhem smykového napět́ı pro všechny tři tlakové poměry je uve-
deno na obrázku 2.10. Shoda s experimentálńımi daty je kromě prvńıch tř́ı odběrných mı́st
na začátku kanálu výborná. Odchylka na začátku kanálu je pravděpodobně zp̊usobena nevy-
vinutým charakterem prouděńı v této oblasti, kdy použitá měřićı metoda nemuśı poskytovat
zcela správné hodnoty. Urč́ıme-li vstupńı délku pro tento kanál podle vztahu (2.1), dosta-
neme pro všechny tři tlakové spády hodnoty v rozmeźı zhruba Le = 0, 4− 0, 6 m, uvažováno
od začátku rovné části kanálu. To odpov́ıdá právě oblasti, kde se hodnoty τw lǐśı. Vstupńı
délku můžeme vyhodnotit i podle změn profilu rychlosti po délce kanálu. Na obrázku 2.11
je vykreslen poměr maximálńı hodnoty rychlosti v ose kanálu ṽ1,max a pr̊uměrné rychlosti
ve svislém řezu kanálem

ṽ1,bulk =
1

h

∫ h

0

ṽ1(y) dy.

Přesná hodnota poměru ṽ1,max/ṽ1,bulk záviśı na Reynoldsově č́ısle a nelze ji pro kanály s nekru-
hovým pr̊uřezem přesně odhadnout [53]. Nicméně rychlostńı profil považujeme za vyvinutý,
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Obrázek 2.10: Pr̊uběh středńı hodnoty smykového napět́ı na stěně kanálu pro všechny tři
tlakové poměry; simulace (plnou čarou), experiment (body)

Obrázek 2.11: Poměr maximálńı a pr̊uměrné rychlosti ṽ1 v rovné části kanálu pro určeńı
vstupńı délky, pro všechny tři tlakové poměry
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pokud se uvedený poměr již dále neměńı. Z grafu na obrázku 2.11 je vidět, že k ustáleńı tvaru
profilu ṽ1 dojde v rozmeźı Le = 0, 55− 0, 65 m, jak je pro jednotlivé tlakové poměry uvedeno
v tabulce 2.1. Tyto hodnoty v zásadě potvrzuj́ı předchoźı odhad vstupńı délky.

π 0,3 0,6 0,8

Le [m] 0,65 0,60 0,55

Tabulka 2.1: Vstupńı délka v kalibračńım kanálu odhadovaná z vývoje rychlostńıho profilu,
pro jednotlivé tlakové poměry

Tlakový poměr π = 0, 3 je na rozd́ıl od daľśıch dvou nadkritický. Kritický tlakový poměr
při prouděńı vzduchu (κ = 1, 4) v kanálu je dán vztahem

πkrit =

(
2

κ+ 1

) κ
κ−1 .

= 0, 528.

Při nadkritickém tlakovém poměru 0,3 dosahuje rychlost vzduchu na konci kanálu rych-
losti zvuku, tedy Ma = 1, jak je vidět z pr̊uběhu Machova č́ısla na obrázku 2.9, a docháźı
zde k aerodynamickému ucpáńı. Vzduch dále pokračuje nadzvukovou rychlost́ı a ve výtoku
do uklidňovaćı komory expanduje. Tlak v tomto rozṕınaj́ıćım se vzduchu klesá pod úroveň
okolńıho tlaku v komoře a po stranách proudu vznikaj́ı rázové vlny. Na konci tohoto úseku
dojde k prudkému poklesu rychlosti a nár̊ustu tlaku. Tento jev se několikrát opakuje, po-
stupně slábne, až dojde k vymizeńı rázových vln a celkovému uklidněńı v komoře. Rozložeńı
Machova č́ısla v oblasti výtoku do volného prostoru, respektive uklidňovaćı komory, je zob-
razeno na obrázku 2.12. Na obrázku 2.13 je pak pro srovnáńı uvedeno rozložeńı Machova
č́ısla pro podkritický tlakový poměr π = 0, 6, kdy docháźı pouze k volnému výtoku tekutiny
bez rázových vln a jej́ımu postupnému zpomaleńı. Zd̊urazněme ale skutečnost, že se v obou
př́ıpadech jedná o středované řešeńı. Reálné situaci tedy bude odpov́ıdat pouze určitý, sṕı̌se
kratš́ı, úsek za kanálem, dále se proud začne rozpadat a bude se vyv́ıjet nestacionárně a v̊uči
ose úplavu nesymetricky.

Z výsledk̊u provedených simulaćı můžeme nyńı vyhodnotit skutečné Reynoldsovo č́ıslo,
dř́ıve pouze odhadované. V tabulce 2.2 je uvedeno minimálńı lokálńı Reynoldsovo č́ıslo v ose
kanálu včetně rozš́ı̌rené vstupńı části a dále pouze v rovné části. Jako referenčńı délku
uvažujeme výšku kanálu a referenčńı rychlost je pr̊uměrná rychlost v každém konkrétńım
svislém řezu kanálu. Z uvedených hodnot usuzujeme, že předpoklad plně turbulentńıho režimu
prouděńı v celé oblasti je oprávněný. Dále je v tabulce 2.2 uvedena maximálńı hodnota bez-
rozměrové vzdálenosti y+ (1.49) prvńıho uzlu śıtě od stěny v rovné části mezery. V př́ıpadě

π Re Re v rovné části y+ [−]

0,3 11 000 93 000 1,20

0,6 10 000 87 000 1,18

0,8 8 000 68 000 1,02

Tabulka 2.2: Minimálńı lokálńı Reynoldsovo č́ıslo v ose kanálu včetně vstupńı oblasti, v ose
rovné části kanálu a maximálńı bezrozměrová vzdálenost prvńıho uzlu śıtě od stěny y+

pro jednotlivé tlakové poměry
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Obrázek 2.12: Rozložeńı středńı hodnoty Machova č́ısla v oblasti výtoku do volného prostoru
pro nadkritický tlakový poměr π = 0, 3; b́ıle zvýrazněná izočára odpov́ıdá Ma = 1

Obrázek 2.13: Rozložeńı středńı hodnoty Machova č́ısla v oblasti výtoku do volného prostoru
pro podkritický tlakový poměr π = 0, 6
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dvou větš́ıch tlakových spád̊u neńı přesně dodržena podmı́nka y+ ≤ 1, ale d́ıky 2. řádu
přesnosti nespojité Galerkinovy metody, použité k řešeńı úlohy, je možné tyto hodnoty bez
obav akceptovat a výpočetńı śıt’ považovat u stěny za dostatečně kvalitńı pro provedeńı tur-
bulentńıch simulaćı.

Poznamenejme, že stabilita simulaćı, která je při diskretizaci dvourovnicových model̊u
turbulence pomoćı nespojité Galerkinovy metody konečných prvk̊u značně problematická,
se u této úlohy chová prakticky stejně, jako bylo uvedeno u verifikačńı úlohy obtékáńı rovné
desky v prvńı kapitole.

Z verifikačńı simulace v prvńı kapitole vyplynuly i některé závěry týkaj́ıćı se predikce
turbulentńı viskozity a tloušt’ky turbulentńı mezńı vrstvy pomoćı implementovaného modelu
turbulence. V úloze obtékáńı desky docházelo k nadhodnoceńı tloušt’ky mezńı vrstvy o 29%
a zároveň i k mı́rnému zvýšeńı maxima turbulentńı viskozity v mezńı vrstvě, ovšem s malým
dopadem na výpočet rychlosti či smykového napět́ı na stěně. Pod́ıváme-li se na předložené
výsledky simulace prouděńı vzduchu v úzkém kanálu z pohledu těchto skutečnost́ı, nab́ıźı
se otázka, zda právě předčasný nár̊ust mezńı vrstvy na stěnách na začátku kanálu a pre-
dikce nižš́ı rychlosti předevš́ım ve vněǰśı části mezńı vrstvy nedává kratš́ı vstupńı délku
a nezp̊usobuje tak odchylku od experimentu v pr̊uběhu celkového tlaku.

2.4 Numerická simulace prouděńı vzduchu v mezerách

výšky h = 0,5 až 4 mm

Podle zavedené terminologie v úvodu kapitoly se zkoumaná skupina mezer výšky 0,5 až 4 mm
pohybuje v oblasti minikanál̊u (do 3 mm) a velmi malých běžných kanál̊u. Kv̊uli velmi malým
rozměr̊um kanál̊u je zde změřeno pouze rozložeńı statického tlaku podél osy kanálu, a to
pro několik nadkritických i podkritických tlakových spád̊u. V př́ıpadě mezery výšky 2 mm
byla provedena i optická měřeńı a poř́ızeny tak interferogramy celé oblasti. Zabývat se budeme
předevš́ım nadkritickými tlakovými poměry π = pin/pout = 0,189 a 0,308.

2.4.1 Parametry numerické simulace

Simulaci prouděńı vzduchu provedeme v kanálech výšky h = 0,5, 2, 3 a 4 mm, a to
na následuj́ıćı výpočtové oblasti. Tvar přidané vstupńı oblasti bude stejně jako v předchoźı
úloze typu A a uklidňovaćı komora dostatečně velká vzhledem k rozměr̊um mezery. Geo-
metrie výpočtové oblasti a typ okrajových podmı́nek jsou znázorněny společně s po částech
strukturovanou čtyřúhelńıkovou výpočetńı śıt́ı na obrázku 2.14. Śıt’ je standardně zahuštěna
u obtékaných stěn a v úplavu za kanálem. Výpočetńı śıt’ je tvořena 12 900 kontrolńımi ele-
menty, vzdálenost prvńıho uzlu śıtě od stěny je v rovné části kanálu y0 = 6, 5 · 10−6 m.

Fyzikálńı hodnoty proud́ıćıho vzduchu jsou oproti předchoźı úloze mı́rně posunuty. Ter-
modynamická teplota je T = 292, 15 K, hustota ρ = 1, 209 kg m−3, dynamická viskozita µ =
1, 879 · 10−5 kg m−1s−1, měrná tepelná kapacita při konstantńım objemu cv = 718 J kg−1K−1,
Poissonova adiabatická konstanta κ = 1, 4 a tepelná vodivost k = 2, 561 · 10−2 W m−1K−1.

Orientačńı Reynoldsovo č́ıslo urč́ıme opět z uvedené hustoty a viskozity, referenčńı délky
v podobě výšky kanálu a referenčńı rychlosti 200 m s−1, nebot’ se zaj́ımáme o nadkritické
tlakové spády. Pro jednotlivé výšky kanálu dostaneme přibližně hodnoty uvedené v tabulce
2.3. Přestože se kromě nejužš́ı mezery jedná o hodnotu běžně považovanou za nadkritic-
kou, je při odhadu režimu prouděńı potřeba značné opatrnosti. Simulace proto provedeme
pro všechny kanály laminárně i turbulentně a d́ıky porovnáńı s experimentálně źıskaným
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ý
p

oč
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pr̊uběhem statického tlaku a interferogramy v př́ıpadě 2 mm mezery se pokuśıme učinit
některé závěry o režimu prouděńı v těchto úzkých mezerách.

h [mm] 0,5 2 3 4

Re 6 400 25 700 38 600 51 500

Tabulka 2.3: Předběžný odhad Reynoldsova č́ısla v mezerách výšky h pro nadkritické tlakové
spády

Okrajové podmı́nky

Na hranićıch výpočtové oblasti jsou předepsány následuj́ıćı okrajové podmı́nky pro středńı
hodnoty veličin proudového pole.

Vstup

- stagnačńı tlak p = 101325 Pa a stagnačńı hustota ρ = 1, 209 kg m−3,

- nulový tepelný tok stěnou v podobě ∂T̃
∂n

=
∑2

i=1
∂T̃
∂yi

ni = 0, kde ni je i-tá složka jednot-
kového vektoru vněǰśı normály k hranici,

- napět́ı ve směru normály k hranici (σ̃ij + τij)nj = 0, i = 1, 2,

- turbulentńı veličiny k = 0, 0337 m2 s−1, ω = 21 680 s−1.

Výstup

- statický tlak podle požadovaného tlakového poměru π =0,189 a 0,308, tedy p =
101325π

- nulový tepelný tok stěnou v podobě ∂T̃
∂n

=
∑2

i=1
∂T̃
∂yi

ni = 0, kde ni je i-tá složka jednot-
kového vektoru vněǰśı normály k hranici,

- napět́ı ve směru normály k hranici (σ̃ij + τij)nj = 0, i = 1, 2,

- ostatńı hodnoty včetně turbulentńıch veličin extrapolujeme z proudového pole.

Vazká stěna

- složky rychlosti ṽ1 = 0 m s−1, ṽ2 = 0 m s−1,

- nulový tepelný tok stěnou v podobě ∂T̃
∂n

=
∑2

i=1
∂T̃
∂yi

ni = 0, kde ni je i-tá složka jednot-

kového vektoru vněǰśı normály k hranici (adiabatická stěna),

- konstantńı hodnota turbulentńı energie k = 0 m2 s−2,

- konstantńı hodnota specifické rychlosti disipace ω = 3 · 109 s−1.

Vstupńı hodnota turbulentńı energie k je určena stejně jako u předchoźı úlohy, inten-
zita turbulence v tomto př́ıpadě neńı známá a stanov́ıme ji proto na hodnotu Tu = 0, 5%.
Rychlost proudu na vstupu do rozš́ı̌rené části kanálu odhadnutá z předběžných simulaćı je
ṽ1 = 30ms−1. Vstupńı hodnota ω vycháźı ze zvoleného poměru vazkost́ı µt/µ = 0, 1. Přesná
hodnota specifické rychlosti disipace ω na stěně určená podle vztahu (1.46) je z d̊uvodu
použit́ı 2. řádu DGFEM opět zvýšena na uvedenou hodnotu.
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Počátečńı podmı́nky

Pro lepš́ı stabilitu numerické simulace v počátku jej́ıho běhu je v rovné části kanálu předepsán
statický tlak rovnoměrně klesaj́ıćı z hodnoty vstupńıho tlaku, který je předepsán v celé
vstupńı oblasti, až do hodnoty výstupńıho tlaku, který je zadán v celé uklidňovaćı komoře.
Počátečńı hustota je konstantńı a rychlost nulová v celé výpočetńı oblasti.

2.4.2 Výsledky simulace a porovnáńı s experimentem

Numerické simulace prouděńı vzduchu ve čtyřech zkoumaných kanálech jsou provedeny
pro nadkritický tlakový poměr π = 0, 189. Vzhledem k nejistotě, která i přes relativně vysoká
odhadovaná Reynoldsova č́ısla (viz tabulku 2.3) panuje ohledně režimu prouděńı v těchto
kanálech, realizujeme vždy laminárńı a turbulentńı výpočet. Výjimkou je nejužš́ı mezera
o výšce 0,5 mm, kde postač́ı simulace laminárńı.

Na obrázćıch 2.15, 2.16, 2.17 a 2.18 je uveden pr̊uběh středńı hodnoty statického tlaku
postupně pro kanály výšky 0,5, 2, 3 a 4 mm. Kromě nejužš́ı mezery je vždy porovnán
výsledek simulace laminárńı, simulace s modelem turbulence a experimentálńı data. Tlak
je normován referenčńım tlakem zvoleným jako stagnačńı tlak na vstupu. V př́ıpadě mini-
kanál̊u výšky 0,5 mm a 2 mm vid́ıme jednoznačnou shodu laminárńıch a experimentálńıch
hodnot. V př́ıpadě kanál̊u výšky 3 mm a 4 mm už je vidět vzdalováńı experimentálńıch hod-
not statického tlaku od výsledk̊u laminárńı simulace, na konci kanálu pak docháźı ke shodě
s výsledky turbulentńı simulace.

Určeme nyńı opět skutečné hodnoty lokálńıho Reynoldsova č́ısla v uvedených kanálech.
Vypoč́ıtáme je na základě výšky kanálu a pr̊uměrné rychlosti v každém svislém řezu x = konst.
Minimálńı lokálńı Reynoldsovo č́ıslo v rovné části kanálu je uvedeno v tabulce 2.4, společně
s maximálńı bezrozměrovou vzdálenost́ı prvńıho uzlu śıtě od stěny y+ v př́ıpadě turbulentńı

Obrázek 2.15: Pr̊uběh středńı hodnoty normovaného statického tlaku v ose kanálu h = 0, 5
mm pro tlakový poměr π = 0, 189; simulace laminárńı (červeně), experiment (černé body)
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Obrázek 2.16: Pr̊uběh středńı hodnoty normovaného statického tlaku v ose kanálu h = 2 mm
pro tlakový poměr π = 0, 189; simulace laminárńı (červeně), simulace turbulentńı (modře),
experiment (černé body)

Obrázek 2.17: Pr̊uběh středńı hodnoty normovaného statického tlaku v ose kanálu h = 3 mm
pro tlakový poměr π = 0, 189; simulace laminárńı (červeně), simulace turbulentńı (modře),
experiment (černé body)
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Obrázek 2.18: Pr̊uběh středńı hodnoty normovaného statického tlaku v ose kanálu h = 4 mm
pro tlakový poměr π = 0, 189; simulace laminárńı (červeně), simulace turbulentńı (modře),
experiment (černé body)

h [mm] 0,5 2 3 4

Re 3 100 16 600 25 900 34 100

y+ - 4,8 5,1 5,1

Tabulka 2.4: Minimálńı lokálńı Reynoldsovo č́ıslo v rovné části kanálu a maximálńı bez-
rozměrová vzdálenost prvńıho uzlu śıtě od stěny y+ pro jednotlivé výšky kanálu a tlakový
poměr π = 0, 189

simulace. Podmı́nka pro dobré zachyceńı turbulentńı mezńı vrstvy y+ ≤ 1 neńı pro tyto úlohy
splněna, jak bylo očekáváno již podle kvality výpočetńı śıtě u stěny. Z provedených testo-
vaćıch simulaćı, které nejsou v práci uvedeny, ale jasně vyplynulo, že zjemněńım śıtě a tedy
sńıžeńım hodnoty y+ nedosáhneme prakticky žádné změny ve výsledćıch turbulentńıch simu-
laćı. Velký vliv zde má druhý řád nespojité Galerkinovy metody, který dokáže nedostatečně
jemnou śıt’ u stěny částečně vykompenzovat. Z d̊uvodu výpočetńı náročnosti tedy byly si-
mulace realizovány na uvedené hrubš́ı śıti, aniž by to ale mělo na odhad režimu prouděńı
v mezerách vliv. Pro laminárńı výpočty je śıt’ naprosto dostačuj́ıćı.

Interferogramy poř́ızené při experimentu poskytuj́ı vizuálńı informaci o celé oblasti včetně
části uklidňovaćı komory. Využijeme je pro kvalitativńı porovnáńı s izočarami středńı hod-
noty hustoty právě v oblasti výstupu vzduchu z kanálu do volného prostoru. Interferometrie je
založena na skutečnosti, že rychlost š́ı̌reńı světla záviśı na indexu lomu média, kterým světlo
procháźı, a index lomu záviśı na hustotě. Mohou tak být př́ımo určovány změny hustoty
tekutiny. Porovnáńı provedeme pro mezeru výšky h = 2 mm a nadkritické tlakové poměry
π = 0, 189 a 0,308. Pro nadkritické tlakové poměry docháźı za kanálem ke stejné situaci
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jako u mezery výšky h = 10 mm, tedy vzniku šikmých rázových vln, jak bylo popsáno v od-
stavci 2.3.3. Izočáry středńı hodnoty hustoty pro tlakový poměr π = 0, 189 jsou uvedeny
na obrázku 2.19 nahoře, interferogram pro stejný tlakový poměr je pak na obrázku dole.
Izočáry středńı hodnoty hustoty pro tlakový poměr π = 0, 308 můžeme vidět na obrázku
2.20 nahoře, interferogram pro stejný tlakový poměr je uveden dole. Numerické simulace pro
źıskáńı uvedených izočar byly provedeny následuj́ıćım zp̊usobem. Z grafu na obrázku 2.16
vid́ıme, že prouděńı v kanále je laminárńıho charakteru, respektive je možné ho dobře mode-
lovat laminárně. Ve výtoku do volného prostoru již ale nep̊usob́ı stabilizuj́ıćı vazké śıly dané
bĺızkost́ı stěn v kanálu a předpokládáme tak nutně rychlý přechod do turbulentńıho režimu.
Nav́ıc jsou laminárńı simulace v oblasti uklidňovaćı komory, kde docháźı k výrazným nesta-
cionárńım jev̊um, značně nestabilńı a výsledky neodpov́ıdaj́ı realitě. Situace je proto kv̊uli
absenci vhodného modelu přechodu vyřešena tak, že ve vstupńı oblasti a rovném kanálu je
výpočet realizován laminárně a v uklidňovaćı komoře pak plně turbulentně s pomoćı modelu
k-ω podle Wilcoxe (2006).

”
Přechodová“ oblast je řešena tak, že na úseku zasahuj́ıćım 1 mm

do rovného kanálu a 8 mm do uklidňovaćı komory je lineárně navyšována produkce turbu-
lentńı energie Pk = τij

∂ṽi
∂yj

v rovnici (1.31) z hodnoty 0 na hodnotu 1. Pr̊uběh statického tlaku

v ose kanálu odpov́ıdá při této úpravě experimentálńım výsledk̊um stejně dobře, jako tlak
źıskaný výpočtem čistě laminárńım. Pro oba zkoumané tlakové poměry můžeme konstatovat
rozumnou kvalitativńı shodu izočar hustoty s interferogramy, samozřejmě pouze v krátkém
úseku za kanálem. Dále už středované řešeńı neodpov́ıdá skutečnosti, protože stacionárńı
RANS př́ıstup neńı schopen postihnout nestacionárńı jevy, které se v uklidňovaćı komoře
vyskytuj́ı.

2.5 Diskuze výsledk̊u a závěry

Po zhodnoceńı výsledk̊u simulaćı provedených v kalibračńım kanálu výšky 10 mm, uvedených
v části 2.3 této kapitoly, můžeme konstatovat, že validace numerického řešiče založeného
na nespojité Galerkinově metodě s modelem turbulence k-ω podle Wilcoxe (2006) pro plně
turbulentńı prouděńı proběhla velmi uspokojivě. Mı́rná odchylka v pr̊uběhu celkového tlaku
v ose kanálu je pravděpodobně zp̊usobena nedostatečně přesnou predikćı turbulentńı vazkosti
v turbulentńı mezńı vrstvě, jak bylo zjǐstěno z verifikačńı simulace obtékáńı rovné desky.
Predikce statického tlaku po délce kanálu je velmi dobrá, stejně jako výpočet smykového
napět́ı na stěně kanálu kromě vstupńı délky, což bylo komentováno výše. Vyjděme tedy
z toho, že turbulentńı řešič je použitelný pro predikci prouděńı v úzkých kanálech.

Pod́ıváme-li se nyńı na užš́ı mezery na pomeźı minikanál̊u a běžných kanál̊u, můžeme
konstatovat následuj́ıćı. V kanálech výšky h ≤ 2 mm je ve shodě s experimentem pr̊uběh
statického tlaku źıskaný z laminárńı simulace. Pro h = 0, 5 mm je shoda prakticky přesná,
zanedbatelná odchylka v př́ıpadě h = 2 mm je v toleranci nejistot měřeńı [27]. Pro mezeru
h = 3 mm je vidět již zřetelné odchylováńı experimentálně zjǐstěného tlaku od laminárńı
predikce a na konci kanálu, v mı́stě x = 89 mm, docháźı k přimknut́ı k turbulentńı křivce
tlaku. U mezery výšky h = 4 mm je tento jev ještě zřetelněǰśı a k přimknut́ı k turbulentńı
křivce dojde v mı́stě x = 87 mm.

Źıskané výsledky naznačuj́ı poč́ınaj́ıćı přechod do turbulentńıho prouděńı od výšky kanálu
okolo 3 mm. Experimentálně źıskaný statický tlak je vyšš́ı, než při zcela laminárńım výpočtu,
ale sklon křivky rozhodně nenasvědčuje režimu plně turbulentńımu, s výjimkou samotného
konce kanálu. Pohybujeme se zde pravděpodobně v oblasti určitého intermitentńıho prouděńı.
Fenomén plně vyvinutého intermitentńıho režimu prouděńı je popsán v práci [53] a bylo by
možné ho identifikovat podle poměru ṽ1,max/ṽ1,bulk, který se v takovém př́ıpadě ustáĺı mezi
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Obrázek 2.19: Izočáry středńı hodnoty hustoty [kg m−3] ve výtoku do uklidňovaćı komory
źıskané numerickou simulaćı (nahoře) a odpov́ıdaj́ıćı interferogram poř́ızený pracovńıky
ÚT AV ČR (dole), pro kanál h = 2 mm a pro tlakový poměr π = 0, 189
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Obrázek 2.20: Izočáry středńı hodnoty hustoty [kg m−3] ve výtoku do uklidňovaćı komory
źıskané numerickou simulaćı (nahoře) a odpov́ıdaj́ıćı interferogram poř́ızený pracovńıky
ÚT AV ČR (dole), pro kanál h = 2 mm a pro tlakový poměr π = 0, 308
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hodnotou přibližně 1,15 platnou pro vyvinuté turbulentńı prouděńı a 1,5 pro vyvinuté la-
minárńı prouděńı. Vzhledem k délce kanálu je zde ale prouděńı nevyvinuté a posouzeńı podle
profilu rychlosti neńı možné. Zd̊urazněme, že se jedná pouze o hypotézu, pro konkrétńı závěry
o přechodu do turbulence bude nezbytné nalezeńı vhodného modelu přechodu pro prouděńı
v kanálech.

Naprostá většina existuj́ıćıch model̊u přechodu je kalibrována pro obtékáńı těles.
Při prouděńı v kanálu docháźı k přechodu stejně jako při obtékáńı těles, tedy v mezńı vrstvě,
která se na stěnách kanálu vyv́ıj́ı, př́ıpadně při setkáńı obou smykových vrstev při vytvářeńı
vyvinutého rychostńıho profilu. Všechny modely přechodu jsou ale do určité mı́ry závislé
na empirických kritéríıch, která byla odvozena pro konkrétńı podmı́nky. Model přechodu
tak muśı být pro prouděńı stlačitelné tekutiny v kanálu upraven a pomoćı experimentu va-
lidován. Jedńım z možných řešeńı může být algebraický model přechodu s modifikaćı pro-
dukce turbulentńı energie podle Langtryho a Sjolandera [47], kde by pravděpodobně bylo
nejvhodněǰśı upravit korekčńı funkci PTM1 [67]. Vzhledem k nedostatku dostupných experi-
ment̊u pro stlačitelné prouděńı bude pro validaci modelu přechodu v kanálu potřeba provést
experimenty nové.

Zároveň se z hlediska numerického modelováńı jev́ı jako velmi vhodné prodloužit pro daľśı
experimenty úzký kanál na takovou délku, aby se prouděńı stačilo vyvinout a ideálně délka
úseku kanálu s vyvinutým prouděńım převažovala nad vstupńı délkou. Bylo by tak možné
spolehlivěji vyhodnotit režim prouděńı v kanálu, než za současného stavu nevyvinutého
prouděńı. I vzhledem k plánovaným daľśım měřeńım, konkrétně smykového napět́ı na stěně
v minikanálech, by bylo prodloužeńı v́ıce než př́ınosné. V kalibračńım kanálu se totiž uka-
zuje, že pro úsek kanálu s nevyvinutým prouděńım nejsou metody předpokládaj́ıćı znalost
rychlostńıho profilu, jako je právě pl̊utková sonda, př́ılǐs spolehlivé. Pokud by bylo měřeńı
realizováno jinou metodou, např́ıklad žhaveným filmem, tento problém by pravděpodobně ne-
nastal, nicméně i tato metoda s sebou nese značné komplikace v podobě obt́ıžné kompenzace
teplotńıch vliv̊u.
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Kapitola 3

Implicitńı simulace velkých v́ır̊u

Každý ze tř́ı základńıch př́ıstup̊u pro modelováńı turbulentńıho prouděńı tekutin (řešeńı
středovaných Navierových-Stokesových rovnic RANS, simulace pohybu velkých v́ır̊u LES
a př́ımá numerická simulace DNS) poskytuje odlǐsné možnosti využit́ı, přesnosti a výpočetńı
náročnosti. Pro praktický a v každodenńı inženýrské praxi v současnosti nejv́ıce už́ıvaný
př́ıstup RANS existuje řada dobrých a stále zdokonalovaných model̊u turbulence a přechodu,
které dávaj́ı uspokojivé výsledky, pokud je model pro konkrétńı problematiku vhodně zvolen.
Ideálńım modelem turbulence by ovšem byl takový, který by dokázal předpovědět chováńı
tekutiny pro široké rozmeźı podmı́nek prouděńı a typ̊u geometrie. Takový model však dosud
nebyl vytvořen, chceme-li tedy v modelováńı prouděńı tekutin dosáhnout větš́ı univerzálnosti
a přesnosti, je nutné přistoupit k simulaci pohybu velkých v́ır̊u nebo dokonce k př́ımé nu-
merické simulaci. I přes zvyšuj́ıćı se výkonnost výpočetńı techniky neńı ale použit́ı př́ımé
numerické simulace pro běžné aplikace stále ještě reálné, obzvlášt’ v př́ıpadech rozměrných
geometríı a vysokých Reynoldsových č́ısel. Simulace pohybu velkých v́ır̊u představuje určitý
kompromis mezi RANS a DNS př́ıstupem vzhledem k přesnosti predikce vývoje prouděńı
tekutiny i vzhledem k časovým a pamět’ovým nárok̊um kladeným na výpočetńı techniku.

3.1 Princip LES a standardńı př́ıstup

Turbulentńı prouděńı je charakteristické neuspořádaným pohybem v́ırových struktur celé
škály měř́ıtek, délkových i časových. Zat́ımco DNS řeš́ı př́ımo všechny tyto turbulentńı v́ıry
a poskytuje tak kompletńı informaci o fluktuaćıch všech veličin proudového pole v prostoru
i v čase, RANS naopak hledá pouze středńı hodnoty veličin a vliv turbulentńıch struktur
všech měř́ıtek na tyto středńı hodnoty modeluje vhodným modelem turbulence. V běžném
pojet́ı LES se systém Navierových-Stokesových rovnic filtruje a následně se př́ımo řeš́ı pouze
turbulentńı v́ıry velkých měř́ıtek, vliv těch menš́ıch se modeluje pomoćı subgridńıho mo-
delu. Źıskané filtrované veličiny proudového pole tak obsahuj́ı podstatně v́ıce informaćı,
než středované veličiny v RANS. Protože chováńı turbulentńıch v́ır̊u malých měř́ıtek je
v́ıceméně homogenńı a izotropńı, stač́ı pro jeho modelováńı i jednodušš́ı, algebraický sub-
gridńı model (v porovnáńı s náročnými RANS modely turbulence). Dı́ky univerzálnosti
chováńı turbulentńıch struktur menš́ıch měř́ıtek může být takový subgridńı model aplikován
na velké množstv́ı r̊uzných úloh. Vzhledem k tomu, že většina turbulentńı energie je obsažena
ve velkých v́ırových strukturách, subgridńı model přisṕıvá k celkovému napět́ı v tekutině
podstatně menš́ı měrou, než RANS model turbulence, a tak je i chyba vnesená do simulace
subgridńım modelem menš́ı. V d̊usledku př́ımého řešeńı velkých turbulentńıch v́ır̊u, které
jsou vždy nestacionárńı a prostorové, muśı být i LES simulace nestacionárńı a provedena

69



na trojrozměrné výpočtové oblasti.

3.1.1 Přenos energie v turbulentńım prouděńı

Zaved’me nyńı konkrétněji délkové měř́ıtko `, charakterizuj́ıćı velikost v́ırové struktury vy-
skytuj́ıćı se v turbulentńım proudu. Plně turbulentńı prouděńı sestává z mnoha v́ır̊u r̊uzných
délkových měř́ıtek, od největš́ıch, s měř́ıtkem srovnatelným s charakteristickým rozměrem
celé úlohy L, tedy ` ≈ L, až po nejmenš́ı Kolmogorovova měř́ıtka, která specifikujeme dále.
Teorie energetické kaskády [71] vysvětluje přenos kinetické energie mezi v́ıry jednotlivých
měř́ıtek. Největš́ı v́ıry obsahuj́ı nejv́ıce energie, jsou nestabilńı a rozpadem na menš́ı v́ıry
těmto předávaj́ı energii. Tento proces se opakuje a docháźı k přenosu energie na stále menš́ı
a menš́ı měř́ıtka až do té úrovně, kdy je pohyb v́ır̊u stabilńı a vlivem molekulárńı visko-
zity kinetická energie disipuje v teplo. Pohyb v́ır̊u malých měř́ıtek (` � L) je podle Kol-
mogorovovy hypotézy [43] statisticky izotropńı, pro každé turbulentńı prouděńı univerzálńı
(za předpokladu dostatečně vysokého Reynoldsova č́ısla) a je určen výhradně hodnotou mo-
lekulárńı viskozity ν a rychlost́ı disipace ε. Rychlost disipace ε vyjadřuje mı́ru, se kterou větš́ı
turbulentńı v́ıry předávaj́ı energii menš́ım. Veličiny ν a ε pak definuj́ı Kolmogorovova měř́ıtka

délkové η = (ν3/ε)
1
4 ,

rychlostńı uη = (εν)
1
4 ,

časové τη = (ν/ε)
1
2 ,

která charakterizuj́ı pohyb těch nejmenš́ıch v́ır̊u, na jejichž úrovni docháźı na konci energe-
tické kaskády k disipaci kinetické energie. V př́ıpadě DNS je nutné př́ımo modelovat i tato
nejmenš́ı měř́ıtka a volit tedy takovou diskretizačńı śıt’ a časový krok, aby byla zachytitelná.
Celou škálu délkových měř́ıtek lze rozdělit na tři oblasti [61] - oblast největš́ıch v́ır̊u (energy-
containing range) obsahuj́ıćıch hlavńı část kinetické energie; dále inerciálńı podoblast, kde
pohyb v́ır̊u ovlivňuj́ı setrvačné śıly a vazké jsou zde zanedbatelné; a nakonec oblast disipace
obsahuj́ıćı malá měř́ıtka, kde převažuj́ı vazké śıly a docháźı zde k prakticky veškeré disipaci.
Situace je znázorněna na obrázku 3.1.

Zavedeme-li vlnové č́ıslo κ, odpov́ıdaj́ıćı délkovému měř́ıtku `, vztahem

κ = 2π/`,

můžeme znázornit typické spektrum kinetické energie E(κ) křivkou na obrázku 3.2, kde
jsou jednotlivé oblasti opět odděleny jako na obrázku 3.1. Hranice oblasti velkých měř́ıtek
a inerciálńı podoblasti je dána délkovým měř́ıtkem `i1 (obr. 3.1), respektive vlnovým č́ıslem
κi1 = 2π/`i1 (obr. 3.2). Hranice inerciálńı podoblasti a oblasti disipace je značena délkovým
měř́ıtkem `i2 (obr. 3.1), respektive vlnovým č́ıslem κi2 = 2π/`i2 (obr. 3.2).

Ze statistického hlediska docháźı k přenosu energie v kaskádě směrem z větš́ıch na menš́ı
délková měř́ıtka - forwardscatter, lokálně ale může docházet i k opačnému procesu, tedy

Obrázek 3.1: Schématické znázorněńı rozděleńı délkových měř́ıtek turbulentńıho prouděńı
do tř́ı oblast́ı v souvislosti s energetickou kaskádou
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Obrázek 3.2: Typický pr̊uběh energetického spektra turbulentńıho prouděńı v závislosti na vl-
novém č́ısle κ

zpětnému přestupu energie z menš́ıch na větš́ı turbulentńı v́ıry. Tento jev se nazývá back-
scatter [61] a je možné ho zahrnout do subgridńıho modelu.

3.1.2 Matematický model

V této práci uvažujeme prouděńı stlačitelné vazké tekutiny, které je nestacionárńı, jed-
nofázové, subsonické či supersonické s Machovým č́ıslem do 1, 5. Tekutina je newtonská,
tedy viskozita záviśı pouze na teplotě, vněǰśı objemové śıly p̊usob́ıćı na tekutinu nebereme
v úvahu. Prouděńı takové tekutiny popisujeme systémem Navierových-Stokesových rovnic,
tedy rovnic odvozených ze zákon̊u zachováńı hmotnosti, hybnosti a celkové energie. Systém
rovnic doplńıme stavovou rovnićı pro ideálńı plyn. Uvažujme prouděńı v oblasti Ω ⊂ R3. Kon-
zervativńı systém Navierových-Stokesových rovnic v diferenciálńım tvaru potom vyjádř́ıme
vztahy [89]

∂ρ

∂t
+

∂

∂yj
(ρvj) = 0, (3.1)

∂

∂t
(ρvi) +

∂

∂yj
(ρvivj + pδij) =

∂σij
∂yj

+ f1δ1i, (3.2)

∂

∂t
(ρe) +

∂

∂yj
(ρevj + pvj) =

∂

∂yj
(σijvi − qj) + f2, (3.3)

kde i, j = 1, 2, 3. Veličiny jsou označeny následuj́ıćım zp̊usobem: ρ je hustota tekutiny, t ∈
(0,∞) je čas, yi je i-tá kartézská složka vektoru prostorových souřadnic y = [y1, y2, y3] ∈ Ω,
vi je odpov́ıdaj́ıćı i-tá složka vektoru rychlosti v = [v1, v2, v3], p je statický tlak a δij je
Kroneckerovo delta (δij = 1 pro i = j, δij = 0 pro i 6= j). Celková měrná energie systému e
je dána jako

e = ε+
1

2
vivi,

kde ε je měrná vnitřńı energie. Podle Fourierova zákona plat́ı pro j-tou složku qj tepelného
toku q = [q1, q2, q3] vztah

qj = −k ∂T
∂yj

,
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kde T je termodynamická teplota a k je součinitel tepelné vodivosti tekutiny, který uvažujeme
konstantńı. Za předpokladu platnosti Stokesova vztahu jsou složky tenzoru vazkých napět́ı
σij pro newtonskou tekutinu dány v závislosti na tenzoru rychlosti deformace

Sij =
1

2

(
∂vi
∂yj

+
∂vj
∂yi

)
vztahem

σij = µ

(
∂vi
∂yj

+
∂vj
∂yi

)
− 2

3
µ
∂vk
∂yk

δij,

kde µ je součinitel dynamické viskozity tekutiny. Ten je funkćı teploty tekutiny T , tedy
µ = µ(T ). Pro vyjádřeńı této závislosti použijeme Sutherland̊uv vztah ve tvaru [89]

µ(T ) = µref

(
T

Tref

) 3
2 Tref + 110

T + 110
,

kde Tref je referenčńı teplota a µref je dynamická viskozita při teplotě Tref . Zdrojové členy
f1 a f2 budou definovány později při popisu konkrétńı testovaćı úlohy.

Stavovou rovnici p = p(ρ, T ) pro ideálńı plyn uvažujeme ve tvaru

p = ρrT, (3.4)

kde r je měrná plynová konstanta.

3.1.3 Filtrováńı a subgridńı modely

Simulace velkých v́ır̊u (LES) v tradičńım pojet́ı je založena na filtrováńı systému Navie-
rových-Stokesových rovnic (3.1) - (3.3). Filtrováńım s konkrétńı š́ı̌rkou filtru ∆ se odděĺı tur-
bulentńı v́ıry malých a velkých délkových měř́ıtek. Struktury měř́ıtek větš́ıch než š́ı̌rka filtru
jsou poč́ıtány př́ımo numerickým řešeńım filtrovaných Navierových-Stokesových rovnic, v́ıry
měř́ıtek menš́ıch jsou modelovány subgridńım modelem. Zjednodušeně řečeno, použijeme-li
š́ı̌rku filtru odpov́ıdaj́ıćı velikosti buňky śıtě (toto nemuśı nutně platit), je zřejmé, že struk-
tury menš́ı než tato velikost nemohou být běžnými numerickými metodami na takové śıti
zachyceny. Vlnové č́ıslo κc, odpov́ıdaj́ıćı hranici mezi př́ımo simulovanými a modelovanými
měř́ıtky, se označuje jako cut-off vlnové č́ıslo a muśı se nacházet v inerciálńı podoblasti, jak
je znázorněno na obrázku 3.2.

Odvozeńı systému filtrovaných Navierových-Stokesových rovnic je formálně podobné,
jako středováńı rovnic v RANS př́ıstupu. Zde se však jedná o prostorové, nikoliv časové
pr̊uměrováńı. Označme obecně veličinu proudového pole (rychlost, tlak, ...) jako f(y, t).
Okamžitou hodnotu této veličiny rozlož́ıme na část f̄(y, t) reprezentuj́ıćı velká turbulentńı
měř́ıtka a část f ′(y, t) představuj́ıćı př́ıspěvek malých měř́ıtek, tedy

f(y, t) = f̄(y, t) + f ′(y, t). (3.5)

Filtrovaná, př́ımo řešená část f̄(y, t) je formálně definována konvolučńım integrálem [91], [31]

f̄(y, t) =

∫
Ω

G(y, ξ) f(ξ, t) dξ = G ∗ f(y, t), (3.6)

kde y, ξ ∈ Ω a funkce G je jádro konvoluce, pro které plat́ı∫
Ω

G(y, ξ) dξ = 1 pro ∀y ∈ Ω.
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Funkce G charakterizuje použitý typ filtru a záviśı na jeho š́ı̌rce ∆, která urč́ı oblast měř́ıtek,
jež je potřeba modelovat. Př́ıspěvek malých (subgridńıch) měř́ıtek je pak vzhledem k (3.5)
a (3.6) dán vztahem

f ′(y, t) = f(y, t)− f̄(y, t) = (1−G(y, ξ)) ∗ f(y, t).

V př́ıpadě stlačitelného prouděńı je vhodněǰśı použ́ıt hmotnostně podmı́něné filtrováńı
podle Favra. Veličinu proudového pole f(y, t) rozlož́ıme jako

f(y, t) = f̃(y, t) + f ′′(y, t),

kde filtrovaná část f̃(y, t) je vyjádřena pomoćı filtrované hustoty vztahem

f̃ =
ρf

ρ̄
.

Využit́ı tohoto př́ıstupu vede, stejně jako v př́ıpadě Favrova středováńı v RANS, na filtro-
vanou rovnici zachováńı hmotnosti zapsanou ve formálně stejném tvaru, v jakém je p̊uvodńı
nefiltrovaná rovnice (3.1). Zd̊urazněme, že přestože jsme použili stejné značeńı (f̄ , f̃ , f ′, f ′′)
jako v př́ıpadě středováńı v RANS př́ıstupu, jedná se zde o jiný princip.

Mezi běžně použ́ıvané filtry patř́ı předevš́ım box (top hat) filtr, definovaný jako [21]

G(y, ξ) =

{
1
∆

pro |y − ξ| ≤ ∆
2
,

0 jinak,

dále Gauss̊uv filtr a spektrálńı (sharp cut-off ) filtr.
Systém filtrovaných Navierových-Stokesových rovnic lze odvodit a zapsat v několika

r̊uzných podobách [21], dva pravděpodobně nejčastěji použ́ıvané systémy zavedl Vreman [92]
(systém I. s modifikovanou energíı a systém II. s modifikovaným tlakem a teplotou). Uved’me
pro představu systém filtrovaných rovnic např́ıklad ve tvaru (systém I. podle Vremana) [91]

∂ρ

∂t
+
∂(ρṽj)

∂yj
= 0, (3.7)

∂

∂t
(ρṽi) +

∂

∂yj
(ρṽiṽj) +

∂p

∂yi
− ∂σ̆ij
∂yj

=
∂

∂yj
(ρ̄τij) +

∂

∂yj
(σ̄ij − σ̆ij), (3.8)

∂

∂t
(ρĕ) +

∂

∂yj
(ρĕṽj + pṽj)−

∂

∂yj
(σ̆ij ṽi) +

∂q̆j
∂yj

= α1 + α2 + α3 + α4 + α5 + α6, (3.9)

kde i, j = 1, 2, 3, ρ̄ a p̄ označuj́ı filtrovanou hustotu a tlak a ṽi je i-tá složka vektoru rychlosti
ṽ = [ṽ1, ṽ2, ṽ3] filtrovaná podle Favra. Ostatńı veličiny jsou funkcemi uvedených filtrovaných
veličin. Symboly ĕ, σ̆ij a q̆j znač́ı zmı́něné modifikované veličiny. Levá strana filtrovaných
rovnic je formálně shodná se systémem Navierových-Stokesových rovnic (3.1) - (3.3), jen za-
psaná pomoćı filtrovaných veličin. Výrazy na pravé straně rovnic (3.7) - (3.9) pak představuj́ı
subgridńı členy reprezentuj́ıćı vliv malých měř́ıtek na filtrované veličiny. Posledńı člen ve fil-
trované rovnici (3.8) se pro vysoká Reynoldsova č́ısla zanedbává. Velikost a význam sub-
gridńıch člen̊u α1 - α6 v rovnici (3.9) detailně prozkoumal Vreman [92] a také uvedl jejich
aproximace [91]. Některé z nich je možné bez velké chyby zanedbat.

Nejvýznamněǰśım subgridńım členem je tenzor subgridńıch turbulentńıch napět́ı τij
obsažený ve filtrované rovnici (3.8)

ρ̄τij = −ρ̄(ṽivj − ṽiṽj), (3.10)

který vznikl během filtrováńı v d̊usledku nelinearity konvektivńıch člen̊u. Zároveň je to jediný
subgridńı člen vyskytuj́ıćı se v systému filtrovaných rovnic pro prouděńı nestlačitelné tekutiny
a proto je mu také obvykle věnována největš́ı pozornost. Představuje vliv turbulentńıch
fluktuaćı subgridńıch měř́ıtek na přenos energie v tekutině.
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Subgridńı modely

Standardńı simulace velkých v́ır̊u s použit́ım subgridńıch model̊u neńı ćılem této práce,
uved’me tedy zde pro představu pouze nejběžněǰśı tradičńı subgridńı model použ́ıvaný
pro aproximaci tenzoru turbulentńıch napět́ı τij (3.10). Vzhledem k homogenitě a isotro-
pii v́ırových struktur malých měř́ıtek je možné tenzor τij modelovat pomoćı Boussinesqovy
hypotézy [8], která se využ́ıvá i v RANS. Je založena na představě určité analogie mezi
molekulárńım a turbulentńım přenosem energie v tekutině. Turbulentńı napět́ı se vyjádř́ı
podobným vztahem jako vazké napět́ı σij pomoćı subgridńı vazkosti µsgs, tedy

τij = −ρ̄(ṽivj − ṽiṽj) = µsgs

(
∂ṽi
∂yj

+
∂ṽj
∂yi

)
− 2

3
µsgs

∂ṽk
∂yk

δij −
2

3
ρksgsδij,

kde ksgs je subgridńı kinetická energie definovaná jako

ksgs =
τii
2ρ̄
.

Problematika nalezeńı tenzoru turbulentńıho napět́ı τij je tak převedena na nalezeńı skalárńı
hodnoty µsgs. Ta je podle modelu Smagorinského [79] určena vztahem

µsgs = ρ̄(CS∆)2
√
S̄ijS̄ij,

kde S̄ij je filtrovaný tenzor rychlosti deformace

S̄ij =
1

2

(
∂ṽi
∂yj

+
∂ṽj
∂yi

)
.

Š́ı̌rka filtru ∆ odpov́ıdaj́ıćı velikosti buněk śıtě může být definována r̊uzně, např́ıklad
∆ = (∆1∆2∆3)

1
3 nebo ∆ = max(∆1,∆2,∆3), kde ∆i je charakteristický rozměr buňky

śıtě v i-tém souřadnicovém směru. Volba š́ı̌rky filtru má samozřejmě vliv na výsledek si-
mulace. Konstanta CS je Smagorinského konstanta, jej́ıž hodnotu je potřeba volit s ohledem
na konkrétńı úlohu. Významné zpřesněńı Smagorinského modelu v tomto ohledu představuje
dynamická úprava podle Germana aj. [24], kdy je hodnota koeficientu CS v pr̊uběhu simu-
lace vypoč́ıtávána s pomoćı takzvaného testovaćıho filtru. Tato úprava nemuśı ale nutně vždy
poskytovat přesněǰśı výsledky než p̊uvodńı model s konstantńı hodnotou CS [35].

Kromě jednoduchých algebraických subgridńıch model̊u, jakým je i uvedený model Sma-
gorinského, existuje řada daľśıch, např́ıklad jednorovnicové modely s transportńı rovnićı
pro subgridńı kinetickou energii. Dále je v př́ıpadě stlačitelného prouděńı nutné patřičně
modelovat i subgridńı členy α1 - α6 v rovnici (3.9).

Simulace LES s využit́ım subgridńıch model̊u s sebou přináš́ı samozřejmě mnoho aspekt̊u,
které je potřeba vhodně řešit, např́ıklad okrajové a počátečńı podmı́nky. Zejména určeńı
vstupńıch okrajových podmı́nek je v LES problematické a podstatně náročněǰśı než v RANS
př́ıstupu.

3.2 Implicitńı př́ıstup

Tradičńı př́ıstup v LES sleduje běžné schéma fyzikálńı podstata → matematický model →
numerická metoda. Tedy fyzikálńı jev (turbulentńı prouděńı) poṕı̌seme matematickým mo-
delem (filtrovaný systém Navierových-Stokesových rovnic doplněný subgridńım modelem)
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a ten se snaž́ıme co nejpřesněji vyřešit vhodnou numerickou metodou. Tu voĺıme v kla-
sickém LES ideálně tak, aby disipativńı diskretizačńı chyba metody byla oproti disipaci vne-
sené do systému subgridńım modelem zanedbatelná. Připust́ıme-li jinou cestu, kdy se běžně
striktně oddělené fyzikálńı modelováńı a numerická aproximace mohou proĺınat, můžeme
využ́ıt principu capturing physics with numerics [26]. To znamená určité zabudováńı fy-
zikálńı podstaty problému rovnou do numerické metody a t́ım vlastně upozaděńı exaktńıho
matematického modelu.

Z tohoto principu vycháźı druhý, méně tradičńı, př́ıstup k simulaci velkých v́ır̊u, a to
implicitńı large eddy simulation (ILES). ILES využ́ıvá diskretizačńı chyby numerické metody
jako subgridńıho modelu. Řešen je p̊uvodńı nefiltrovaný systém Navierových-Stokesových
rovnic (3.1) - (3.3) a vliv malých délkových (subgridńıch, unresolved) měř́ıtek na měř́ıtka
velká (př́ımo řešená, resolved) je implicitně zahrnut d́ıky vhodné volbě numerické metody,
jej́ıž disipativńı vlastnosti se postaraj́ı o disipaci turbulentńı kinetické energie právě v ob-
lasti těch malých škál pohybu, kde k ńı skutečně docháźı. Toto je samozřejmě podmı́něno
předpokladem, že vliv subgridńıch měř́ıtek na řešená měř́ıtka je čistě disipativńı [21]. V ILES
se tedy nepouž́ıvá žádný explicitńı subgridńı model.

Myšlenka implicitńı simulace velkých v́ır̊u byla poprvé uvedena Borisem v roce 1990 [6],
který ji zakládá na použit́ı monotónńıch metod a zavedl proto označeńı MILES (Monotone
Integrated Large Eddy Simulation) jako zd̊urazněńı skutečnosti, že monotónńı metody maj́ı
pro ILES vhodné vlastnosti. V jedné z prvńıch praćı na toto téma [7] použili autoři monotónńı
schéma flux-corrected transport (FCT) založené na metodě konečných objemů. Později se
ukázalo, že numerické schéma může být vhodně disipativńı, aniž by zachovávalo monotonii. Je
tedy př́ıhodněǰśı použ́ıvat obecněǰśı označeńı ILES. Postupně se pro simulaci velkých v́ır̊u bez
použit́ı subgridńıch model̊u rozvinula řada daľśıch metod. Jejich společnou charakteristikou
bývá adaptivńı řád metody a využit́ı právě vyšš́ıch řád̊u přesnosti v prostoru, jak bude
rozvedeno dále.

Implicitńı LES přináš́ı v porovnáńı s tradičńım př́ıstupem řadu výhod. Dı́ky diskreti-
zaci p̊uvodńıho nefiltrovaného systému Navierových-Stokesových rovnic se vyhneme pot́ıž́ım
spojeným se subgridńımi modely - jejich formulaci, implementaci nebo posouzeńı vhodnosti
modelu pro konkrétńı úlohu. ILES umožňuje také velmi efektivńı a snadné využit́ı stále
nar̊ustaj́ıćı výkonnosti výpočetńı techniky. S výkonněǰśım poč́ıtačem si můžeme dovolit zjem-
nit diskretizačńı śıt’ a źıskat tak pomoćı ILES podstatně lepš́ı výledky, než při jakémkoliv
dosud provedeném vylepšeńı subgridńıch model̊u. Nevýhodou je neoddělitelnost numerického
schématu a implicitńıho subgridńıho modelu, a tud́ıž i problematické zahrnut́ı př́ıpadných
nových poznatk̊u o turbulentńım prouděńı, které by v explicitńım subgridńım modelu mohly
být poměrně snadno zohledněny.

Řada vlastnost́ı a možnost́ı uplatněńı př́ıstupu ILES byla postupně od devadesátých let
matematicky popsána, rozpracována a zd̊uvodněna, přesto od počátku nebyl tento př́ıstup
vědeckou komunitou zabývaj́ıćı se turbulentńım prouděńım všeobecně přij́ımán, jak uvád́ı
ještě v roce 2007 Grinstein et al. [26]. K této skutečnosti pravděpodobně přisṕıvaj́ı jednak
stále ještě nedostatečné teoretické základy a také ned̊uvěru bud́ıćı pozoruhodná jednoduchost
a široká aplikovatelnost ILES, d́ıky čemuž se dosud dosažené výsledky zdaj́ı být

”
až př́ılǐs

dobré na to, aby to byla pravda.“

3.2.1 ILES a nespojitá Galerkinova metoda

Již řada metod vysokých řád̊u přesnosti v prostoru byla úspěšně použita pro implicitńı si-
mulaci velkých v́ır̊u, at’ už se jedná o konečně-objemová, konečně-prvková nebo diferenčńı
schémata. V posledńıch dvou desetilet́ıch byly rozvinuty nové metody vysokých řád̊u přesnosti
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založené na diskretizaci pomoćı konečných prvk̊u, jejichž disperzńı a disipativńı vlastnosti
umožňuj́ı jejich využit́ı pro ILES. Patř́ı mezi ně např́ıklad metody flux-reconstruction (FR)
[32], spectral-element (SEM) [38], spectral difference (SDM) [85] nebo nespojitá Galerkinova
metoda konečných prvk̊u (DGM, DGFEM) [30]. Tyto metody představuj́ı určitý kompro-
mis mezi flexibilńımi konečně-objemovými metodami široce použ́ıvanými v pr̊umyslové praxi
a vysoce přesnými akademickými řešiči [12], implementuj́ıćımi např́ıklad pseudospektrálńı
metody (PS) [10].

Nespojitá Galerkinova metoda se poprvé objevila již v roce 1973 [69] v souvislosti
s řešeńım rovnice transportu neutron̊u a byla postupně rozšǐrována pro řešeńı daľśıch typ̊u
rovnic včetně využit́ı pro simulace prouděńı tekutin [9]. Až v posledńım desetilet́ı se ale uka-
zuje jej́ı použitelnost pro tzv. under-resolved simulace. Tedy simulace, kdy jsou řešeny nefiltro-
vané Navierovy-Stokesovy rovnice stejně jako v př́ıpadě DNS, ale jejich rozlǐseńı nedosahuje
potřebné úrovně pro rozřešeńı všech turbulentńıch měř́ıtek až po ta nejmenš́ı. Rozlǐseńım
máme na mysli počet stupň̊u volnosti (dof - degrees of freedom) dané úlohy v prostoru, který
jen dán v základu počtem element̊u diskretizačńı śıtě a na každém elementu je navýšen ještě
o př́ıslušný počet dof v závislosti na konkrétńı použité metodě vyšš́ıho řádu. Př́ıklad výpočtu
dof pro nespojitou Galerkinovu metodu bude uveden na konkrétńı úloze později. Pod označeńı
under-resolved simulace tedy patř́ı nejen ILES ve výše uvedeném smyslu, kdy je použita śıt’

srovnatelná s tradičńım LES a subgridńı model je zastoupen diskretizačńı chybou numerické
metody. Řad́ı se sem i simulace na śıt́ıch jemněǰśıch a s použit́ım vysokého řádu numerického
schématu, které už se přibližuj́ı k rozlǐseńı DNS, samozřejmě za předpokladu, že numerická
metoda zajist́ı správné disipativńı chováńı. Moura aj. [57] navrhuje označovat tento typ simu-
laćı následuj́ıćım zp̊usobem. Implicit large eddy simulation je výstižným názvem v př́ıpadě,
že chováńı numerické chyby metody prokazatelně napodobuje subgridńı modely použ́ıvané
v LES. Under-resolved direct numerical simulation (uDNS) by pak mělo být použ́ıváno pro
schémata vysokých řád̊u, kde neńı předpokládána př́ımá souvislost se standardńımi sub-
gridńımi modely. Nespojitá Galerkinova metoda spadá sṕı̌se do druhé kategorie, nicméně
v této práci (a v mnohých jiných) jsou oba termı́ny použ́ıvány bez takto př́ısného rozlǐsováńı.

Abychom o numerické metodě mohli uvažovat jako o vhodném kandidátovi pro ILES,
muśı jej́ı disipativńı vlastnosti zajistit disipaci kinetické energie v oblasti velkých vlnových
č́ısel. Pro nespojitou Galerkinovu metodu plat́ı, že č́ım vyšš́ı řád přesnosti metody, respektive
stupeň polynomiálńı aproximace p, použijeme, t́ım př́ıhodněǰśı jsou jej́ı disipativńı vlastnosti,
jak je znázorněno na obrázku 3.3 pro polynomy stupně p = 1 až p = 10. Křivky źıskané
analýzou DGM s použit́ım Gauss-Legendreových integračńıch bod̊u provedenou autory práce
[23] jasně ukazuj́ı, že č́ım vyšš́ı je stupeň polynomu p, t́ım menš́ı disipaćı jsou zat́ıžena velká
turbulentńı měř́ıtka. To je žádoućı, protože podle uvedené teorie energetické kaskády je v ob-
lasti velkých měř́ıtek energie pouze předávána a k disipaci nedocháźı. Naopak, se vzr̊ustaj́ıćım
řádem přesnosti je podle obrázku 3.3 disipace uplatňována na menš́ıch a menš́ıch měř́ıtkách,
kde právě k disipaci kinetické energie skutečně docháźı. Tyto vlastnosti čińı z DGM ideálńıho
kandidáta pro under-resolved simulace v celém rozsahu tohoto pojmu.

Využit́ı DGM pro under-resolved simulace se věnuje několik skupin autor̊u, kteř́ı přisṕıvaj́ı
k prohloubeńı znalost́ı o použitelnosti a přesnosti metody a teoretického zd̊uvodněńı jej́ı
funkčnosti. Jedna z prvńıch praćı na toto téma [14] ukázala schopnost nespojité Galerkinovy
metody úspěšně predikovat statistiky prvńıho řádu s využit́ım menš́ıho počtu stupň̊u volnosti,
než jaký je vyžadován tradičńımi metodami. Na hrubš́ıch śıt́ıch než v LES umožňuje DGM
úspěšně zachytit i přechodové prouděńı v odtržeńı při obtékáńı leteckého profilu [86], [87],
a to se srovnatelnou přesnost́ı. Z porovnáńı ńızkých a velmi vysokých řád̊u nespojité Galerki-
novy metody (až do šestnáctého řádu) [22] na úloze Taylorova-Greenova v́ıru na hrubých
śıt́ıch vyplývá několik zásadńıch skutečnost́ı. Nı́zké řády metody vykazuj́ı dle očekáváńı
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Obrázek 3.3: Disipativńı vlastnosti DGM pro interpolačńı polynomy stupně p = 1 až p = 10,
převzato z [23]

nepřijatelnou numerickou chybu, vyšš́ı řády jsou však často kv̊uli takzvanému aliasingu ne-
stabilńı, méně robustńı. K aliasingu docháźı v d̊usledku nedostatečné integračńı přesnosti
při výpočtu tok̊u a je možné ho řešit několika technikami s velmi dobrým výsledkem, a t́ım
simulaci s vysokým řádem stabilizovat. Za předpokladu dobré stabilizace je pak výhodné
využ́ıt co nejvyšš́ı možný řád DGM. S dostatečně vysokým řádem může under-resolved simu-
lace pomoćı DGM překonat co do přesnosti běžné simulace LES, např́ıklad [33], samozřejmě
při stejném počtu stupň̊u volnosti. V práci [22] byl zkoumán i vliv volby integračńıch bod̊u
na přesnost simulaćı i jejich robustnost, přičemž volba Gauss-Legendreových bod̊u se ukázala
v obou kategoríıch vhodněǰśı než volba bod̊u Gauss-Lobatto-Legendreových. Validaci DGM
v pojet́ı under-resolved simulaćı na nestrukturovaných śıt́ıch je věnována velká pozornost
v praćıch [11] a [12], kde byly kromě testovaćıch akademických úloh (Taylor̊uv-Green̊uv v́ır,
homogenńı izotropńı turbulence HIT a prouděńı v kanálu - channel flow) provedeny i simu-
lace náročněǰśıch aplikaćı směřuj́ıćı k využit́ı metody v inženýrské praxi, např́ıklad obtékáńı
leteckého profilu, prouděńı v turb́ınové mř́ıži nebo odtržeńı proudu od zakřiveného povrchu.
Důraz je v těchto praćıch kladen na čtvrtý řád metody, tedy p = 3, který nab́ıźı velmi dobrý
poměr mezi přesnost́ı simulace a výpočetńı náročnost́ı, nav́ıc při použit́ı těchto středně vy-
sokých řád̊u ještě nenastávaj́ı problémy typu aliasing. Pro řády nižš́ı je většinou potřeba
doplnit systém explicitńım subgridńım modelem. Na výsledek simulace má vliv i typ použité
výpočetńı śıtě (strukturovaná/nestrukturovaná) a typ element̊u, přičemž u některých ele-
ment̊u docháźı k nežádoućı kumulaci energie v oblasti velkých vlnových č́ısel [11]. Ve vali-
daci prostřednictv́ım zmı́něných akademických úloh obstála metoda velmi dobře. Výsledky
inženýrských aplikaćı (zd̊urazněme použitý 4. řád metody) jsou v zásadě uspokojivé a na-
značuj́ı možnosti daľśıho rozvoje a použit́ı tohoto př́ıstupu, podmı́něné ale daľśım rozsáhlým
testováńım. Při použit́ı velmi vysokých řád̊u přesnosti metody je možné i pro praktičtěǰśı apli-
kace źıskat výborné výsledky, jak se ukazuje na obtékáńı válce nebo při přechodovém prouděńı
na leteckém profilu za použit́ı 12. řádu DGM [5]. Za použit́ı stejného nebo menš́ıho počtu
stupň̊u volnosti, než je uvedeno v referenčńı literatuře, je zde dosaženo výsledk̊u stejně kva-

77



litńıch nebo i lepš́ıch ve srovnáńı s metodami ńızkých řád̊u se subgridńımi modely. K rozvoji
teoretické základny přisṕıvá práce [57], jej́ıž autoři provedli analýzu metody DGM zaměřenou
na zjǐstěńı, jak numerická disipace přesně ovlivňuje nerozřešená turbulentńı měř́ıtka. Na jej́ım
základě je navrženo takzvané 1% pravidlo pro odhad maximálńıho vlnového č́ısla κ, které
může být na dané diskretizačńı śıti a za daného řádu metody přesně zachyceno. Autoři
práce [56] doporučuj́ı použ́ıvat řády středně vysoké, okolo p = 6, z d̊uvodu falešné kumulace
energie v oblasti malých měř́ıtek při použit́ı velmi vysokých řád̊u metody, náchylných nav́ıc
i ke zmı́něnému aliasingu a vyžaduj́ıćıch tak dodatečnou stabilizaci.

Z uvedeného vyplývá jedna z velkých výhod využit́ı nespojité Galerkinovy metody
pro under-resolved nebo ILES simulace, pomineme-li nespornou výhodu absence nutnosti
implementovat explicitńı subgridńı model. Tou je možnost źıskat stejně přesné simulace jako
s tradičńım LES za použit́ı menš́ıho počtu stupň̊u volnosti, nebo naopak źıskat kvalitněǰśı
výsledky při stejném počtu stupň̊u volnosti, tedy při zhruba srovnatelné výpočetńı náročnosti.
Pro daný počet stupň̊u volnosti je lepš́ı volit sṕı̌se hrubš́ı śıt’ a vyšš́ı řád metody, než naopak.
Je velmi d̊uležité uvědomit si a zd̊uraznit, že uvedené v́ıceméně úspěšné simulace plně tur-
bulentńıho i přechodového prouděńı byly prováděny za ńızkých a středńıch Reynoldsových
č́ısel. Se vzr̊ustaj́ıćım Reynoldsovým č́ıslem mohou vznikat problémy se stabilitou v d̊usledku
potlačeńı stabilizuj́ıćıch vliv̊u viskozity a dojde nutně i ke zhoršeńı přesnosti výsledk̊u, nebot’

charakter takových simulaćı bude mnohem v́ıce under-resolved.

3.3 Numerické řešeńı - nespojitá Galerkinova metoda

konečných prvk̊u

Nepřehlédnutelné vlastnosti nespojité Galerkinovy metody v souvislosti s implicitńı simu-
laćı velkých v́ır̊u př́ımo vyb́ızej́ı k bližš́ımu prozkoumáńı tohoto př́ıstupu. Ve zbývaj́ıćı části
předkládané práce tedy provedeme vlastńı validaci DGM-ILES př́ıstupu na jednoduché aka-
demické úloze a po porovnáńı s výsledky uvedenými v literatuře učińıme některé závěry.
Uved’me nyńı detaily k numerickému řešeńı matematického modelu, kterým je v př́ıpadě
metody ILES pouze samotný systém Navierových-Stokesových rovnic ve 3D.

3.3.1 Bezrozměrový tvar matematického modelu v kompaktńım
zápisu

Systém Navierových-Stokesových rovnic (3.1) - (3.3) budeme opět řešit v bezrozměrovém
tvaru. Převod provedeme vztažeńım rozměrových hodnot na kladné referenčńı hodnoty podle
vztah̊u

ρ∗ =
ρ

ρref
, t∗ =

t

tref
, v∗j =

vj
vref

, y∗i =
yi
lref

, p∗ =
p

pref
, e∗ =

e

eref

a rovnice poté vhodně vyděĺıme referenčńımi hodnotami. Matematický model v bez-
rozměrovém tvaru dostaneme v následuj́ıćı podobě (hvězdička znač́ıćı bezrozměrovou veličinu
je ve zbývaj́ıćı části tohoto odstavce vynechána pro větš́ı přehlednost zápisu)
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∂t
+

∂
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(ρvj) = 0, (3.11)
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kde i, j = 1, 2, 3 a tepelný tok qj je upraven stejným zp̊usobem jako v prvńı kapitole v od-
stavci 1.1.2. Stavová rovnice, Sutherland̊uv vztah a vztah pro tenzor vazkých napět́ı z̊ustavaj́ı
po převodu do bezrozměrového tvaru formálně beze změny. Referenčńı délku lref , tlak pref ,
teplotu Tref a dynamickou vazkost µref vhodně zvoĺıme, ostatńı referenčńı hodnoty jsou pak
určeny vztahy

vref =
√
rrefTref , tref =

lref
vref

, ρref =
pref
v2
ref

, eref = v2
ref

a referenčńı Reynoldsovo č́ıslo je

Reref =
lref ρref vref

µref
. (3.14)

Bezrozměrový systém Navierových-Stokesových rovnic (3.11) - (3.13) zaṕı̌seme ve 3D
v kompaktńı vektorové podobě
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fns (w) =

3∑
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f vs(w,∇w) + p(w,∇w), (3.15)

kde ∇w je gradient vektoru w. Vektor konzervativńıch proměnných w, nevazké numerické
toky fni (w), vazké numerické toky f vi (w,∇w) a zdrojový člen p(w,∇w) jsou dány jako
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Zdrojové členy f1 a f2 včetně převodu do bezrozměrového tvaru jsou diskutovány později
u validačńı úlohy.

V této podobě je matematický model připraven k diskretizaci pomoćı nepojité Galerki-
novy metody konečných prvk̊u.

3.3.2 Nespojitá Galerkinova metoda ve 3D

Diskretizace rovnic matematického modelu (3.15) je provedena pomoćı nespojité Galerki-
novy metody konečných prvk̊u, která je popsána v kapitole zabývaj́ıćı se př́ıstupem RANS,
v odstavci 1.2.2. Uvedeme zde tedy už jen ty části metody, ve kterých se v této kapitole lǐśı.

Zásadńı změna je zde kromě rozš́ı̌reńı do 3D předevš́ım v časové diskretizaci a volbě
bázových funkćı. Matematický model v kompaktńım vektorovém zápisu (3.15) tedy obsahuje
tři složky vazkého a nevazkého toku a zdrojový člen, který je nyńı podstatně jednodušš́ı.
Analogicky k rovnici (1.43) tedy můžeme rovnou psát∫
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kde jednotkový vektor vněǰśı normály k hranici kontrolńıho elementu je n = [n1, n2, n3].
Metodu DDG pro vazké toky jednoduše rozš́ı̌ŕıme do 3D
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)
, i = 1, 2, 3.

Simulace LES v této kapitole je provedena stejně jako v př́ıpadě RANS implicitně, ale
s 2. řádem přesnosti v čase. Časovou derivaci v rovnici (1.44) nahrad́ıme pomoćı schématu
BDF2 (second-order backward differentiation formula), vektor rezidúı R(W n+1) rozvineme
do Taylorovy řady stejně jako v kapitole zabývaj́ıćı se RANS. Jednoduchými úpravami po-
stupně dostaneme

M
3W n+1 − 4W n +W n−1

2∆t
= R(W n+1),

M
3W n+1 − 4W n +W n−1

2∆t
= R(W n) +
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)
,(
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M − ∂R

∂W

)
∆W = R(W n) +

1

2∆t
M
(
W n −W n−1

)
, kde ∆W = W n+1 −W n.

Simulace je realizována se čtvrtým řádem přesnosti DGFEM v prostoru (p = 3) a na struk-
turované výpočetńı śıti tvořené šestistěny. Voĺıme Taylorovu bázi tvořenou 20-ti bázovými
funkcemi, na referenčńı krychli o délce hrany 1 zapsanými jako

ϕk1(x, y, z) = 1, ϕk6(x, y, z) = y2, ϕk11(x, y, z) = x3, ϕk16(x, y, z) = xy2,
ϕk2(x, y, z) = x, ϕk7(x, y, z) = z2, ϕk12(x, y, z) = y3, ϕk17(x, y, z) = y2z,
ϕk3(x, y, z) = y, ϕk8(x, y, z) = xy, ϕk13(x, y, z) = z3, ϕk18(x, y, z) = xz2,
ϕk4(x, y, z) = z, ϕk9(x, y, z) = xz, ϕk14(x, y, z) = x2y, ϕk19(x, y, z) = yz2,
ϕk5(x, y, z) = x2, ϕk10(x, y, z) = yz, ϕk15(x, y, z) = x2z, ϕk20(x, y, z) = xyz.
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Obrázek 3.4: Schématické znázorněńı geometrie úlohy prouděńı mezi dvěma rovnoběžnými
nekonečnými deskami: simulace je provedena na konečné oblasti o rozměrech 2πδ × 2δ × πδ

3.4 Simulace prouděńı mezi dvěma nekonečnými rov-

noběžnými deskami

Pro prvńı vlastńı aplikaci nespojité Galerkinovy metody v rámci under-resolved simulaćı je
v této práci zvolena klasická úloha plně turbulentńıho prouděńı mezi dvěma nekonečnými rov-
noběžnými deskami, v anglicky psané literatuře známá pod pojmem turbulent channel flow,
např. [55]. Stejná úloha byla řešena pomoćı DGM v rámci ILES s velkým úspěchem v praćıch
[11], [12], poslouž́ı tedy dobře k testováńı vhodnosti řešiče s vysokým řádem přesnosti v pro-
storu, založeného na DGM a vyv́ıjeného v rámci pracovǐstě, pro tento typ úloh. Důvodem
volby uvedené úlohy je i dlouhodobé zaměřeńı autorky na vnitřńı aerodynamiku a prouděńı
v kanálech.

3.4.1 Geometrie a charakteristické veličiny úlohy

Termı́nem turbulent channel flow popisujeme teoretickou situaci prouděńı tekutiny mezi
dvěma hladkými, rovnoběžnými a nekonečně velkými deskami. Prouděńı je ř́ızeno kon-
stantńım tlakovým spádem. Předpokládáme plně turbulentńı režim, prouděńı je statis-
ticky ustálené a statisticky jednodimenzionálńı, tedy rychlostńı statistiky záviśı pouze
na vzdálenosti od stěny. Geometrii poṕı̌seme v kartézském souřadnicovém systému
následuj́ıćım zp̊usobem. Osa x je orientována ve směru hlavńıho proudu, respektive záporného
tlakového gradientu, směr osy x se označuje jako streamwise. Osa y je kolmá na stěny
a směřuje od dolńı stěny k horńı, směr y je tedy wall-normal, a osa z ve směru spanwise
dotvář́ı levotočivý souřadnicový systém, jak je znázorněno na obrázku 3.4. Systém [x, y, z]
odpov́ıdá souřadnicovému systému [y1, y2, y3] zavedenému při popisu matematického modelu
v odstavci 3.1.2. Geometrie úlohy je v zásadě definována jediným parametrem, a to výškou
kanálu h = 2δ, respektive polovinou výšky δ.

Pro účely numerické simulace je samozřejmě nutné oblast omezit i ve směrech os x a z,
přičemž výsledná konečná oblast muśı být dostatečně velká na to, aby obsáhla i největš́ı
vznikaj́ıćı turbulentńı struktury [54]. Použijeme ověřené rozměry 2πδ× 2δ× πδ, viz. obrázek
3.4, v souladu s nastaveńım př́ımé numerické simulace [55] a ILES simulace [11], s nimiž budou
výsledky porovnávány. Na vzniklých hranićıch v rovinách xy a yz předeṕı̌seme periodické
okrajové podmı́nky, které zajist́ı teoretickou nekonečnost výpočtové oblasti.
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Zaved’me nyńı značeńı, které využijeme pro následuj́ıćı výklad i vyhodnoceńı výsledk̊u
numerické simulace. Pro přehledněǰśı zápis a v souladu s bežnými zvyklostmi použijeme
v př́ıpadě nutnosti ṕısmeno u pro složku rychlosti ve směru osy x, tedy u ≡ v1. Okamžitou
hodnotu libovolné veličiny f(x, y, z, t) znač́ıme pouze ṕısmenem, jej́ı středńı hodnotu v pro-
storu (v souřadnicových směrech x a z) a v čase symbolem 〈f〉 ≡ 〈f〉xzt. Středńı hodnotu
źıskanou pr̊uměrováńım pouze v prostoru označ́ıme 〈f〉xz a pr̊uměrováńım pouze v čase 〈f〉t.
Ṕısmenem s čárkou potom v této kapitole rozumı́me okamžitou fluktuaci veličiny v čase
i prostoru, definovanou jako

f ′(x, y, z, t) = f(x, y, z, t)− 〈f〉.

Značeńı fluktuaćı je sice shodné se značeńım použitým u středováńı a filtrováńı v prvńı kapi-
tole, zde se ale jedná o statistické zpracováńı okamžitých veličin proudového pole źıskaných
řešeńım Navierových-Stokesových rovnic, nikoliv o filtrováńı nebo středováńı. Detaily statis-
tického zpracováńı výsledk̊u simulace budou uvedeny v rámci vyhodnoceńı úlohy.

Prouděńı v kanále je charakterizováno parametrem Reτ , tedy Reynoldsovým č́ıslem
vztaženým na třećı rychlost uτ , definovanou jako [61]

uτ =

√
τw
ρ
, (3.17)

kde τw je smykové napět́ı na stěně a ρ je hustota tekutiny. Smykové napět́ı záviśı na derivaci
středńı hodnoty složky rychlosti ve směru proudu 〈u〉 podle y na stěně a na dynamické
viskozitě tekutiny µ podle vztahu [61]

τw = µ
d〈u〉
dy

∣∣∣∣
wall

. (3.18)

Pro třećı rychlost tedy dostaneme dosazeńım (3.18) do vztahu (3.17) předpis

uτ =

√
ν

d〈u〉
dy

∣∣∣∣∣
wall

, (3.19)

kde ν = µ
ρ

je kinematická viskozita tekutiny. Třećı Reynoldsovo č́ıslo je potom definováno
jako

Reτ =
uτ δ

ν
, (3.20)

kde δ je již zavedená polovina výšky kanálu. Úloha je kompletně definována zadáńım tř́ı
parametr̊u: Reτ , δ a ν.

3.4.2 Volba referenčńı literatury

Historie úlohy turbulent channel flow vycháźı z řady experimentálńıch měřeńı prováděných
již od roku 1929, následovaných prvńımi numerickými simulacemi v 70. letech, kdy část
mezńı vrstvy byla z pochopitelných d̊uvod̊u daných tehdeǰśımi výpočetńımi kapacitami pouze
modelována. V roce 1982 byla poprvé mezńı vrstva simulována až ke stěně [54], úloha byla
pojata jako testovaćı problém pro LES s použit́ım subgridńıho modelu a výsledky porovnány
s experimentálńımi daty. Reynoldsovo č́ıslo vztažené na rychlost ve středu kanálu bylo Re =
13 800, což zhruba odpov́ıdá Reτ = 395, o němž bude pojednáno dále. Data byla následně
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použ́ıvána pro studium struktury turbulentńıho prouděńı, i když rozlǐseńı simulace nebylo
ještě dostatečné pro rozřešeńı všech turbulentńıch měř́ıtek v bĺızkosti stěny. V roce 1987
následuje tedy př́ımá numerická simulace [40] s Re = 3 300 (respektive Reτ = 180), s detailńı
databáźı výsledk̊u včetně situace u stěny. Již zmı́něná práce z roku 1999 [55] pak doplňuje
výpočty o daľśı dva stavy prouděńı, a to Reτ = 395 a Reτ = 590, a je v předkládané
práci zvolena jako základńı referenčńı literatura pro úlohu prouděńı v kanálu, stejně jako je
tomu až do současnosti u nesčetných daľśıch autor̊u zabývaj́ıćıch se turbulentńım prouděńım,
předevš́ım validaćı a verifikaćı subgridńıch model̊u a LES kód̊u.

Druhou uvažovanou referenčńı simulaćı je ILES provedené pomoćı nespojité Galerkinovy
metody konečných prvk̊u bez použit́ı subgridńıho modelu [11], [12]. Autor se zabývá simula-
cemi plně turbulentńıho prouděńı v kanále s třećım Reynoldsovým č́ıslem Reτ = 180, 395, 590
a 950. Je uplatněn wall-resolved př́ıstup, tedy diskretizačńı śıt’ je v bĺızkosti stěn zjemněna na-
tolik, aby byla turbulentńı mezńı vrstva dobře zachycena a nebyl tak potřeba žádný stěnový
model. Výpočty jsou provedeny se 4. řádem přesnosti DGM (p = 3) na takové śıti, aby
výsledný počet stupň̊u volnosti odpov́ıdal přibližně rozlǐseńı běžně použ́ıvanému pro LES.
Nespojitá Galerkinova metoda konečných prvk̊u je doplněna Roeovým upwind schématem
a symetrickou vnitřńı penaltou. Pro časovou diskretizaci je použita implicitńı metoda BDF2
stejně jako v předkládané práci, s konstantńım časovým krokem. Pro všechny uvedené hod-
noty Reτ dostává autor velmi dobré výsledky, konkrétně profily středńı rychlosti a intenzity
turbulence.

3.4.3 Parametry simulace

Testovaćı úloha prouděńı v kanálu je provedena pro Reτ = 395 na strukturované hexahedrové
śıti sestávaj́ıćı z 21× 16× 16 element̊u v jednotlivých souřadnicových směrech [11]. Výpočet
je realizován se 4. řádem nespojité Galerkinovy metody, přičemž pro tento řád je použito 20
bázových funkćı a tedy každý element poskytuje 20 stupň̊u volnosti. Výsledný počet stupň̊u
volnosti je tedy (21× 16× 16)× 20 = 107 520. Śıt’ je u obtékaných stěn zahuštěna ve směru
osy y podle vztahu [11]

y(ξ) = δ

(
1− cos

(
π ξ

2 δ

))
, kde ξ ∈ [0, δ],

a uvedený interval pro ξ je rozdělený rovnoměrně na 9 hodnot (jedná se o polovinu
kanálu). V souřadnicových směrech x a z je děleńı ekvidistantńı, výpočetńı śıt’ je znázorněna
na obrázku 3.5.

Fyzikálńı parametry simulace jsou nastaveny následuj́ıćım zp̊usobem. Jak již bylo řečeno,
úloha je definována třemi parametry: Reτ , δ a ν. Vybrané třećı Reynoldsovo č́ıslo je Reτ =
395, polovina výšky kanálu je zvolena δ = 0, 5 m tak, aby výška kanálu byla h = 2 δ = 1 m.
Jako médium uvažujeme vzduch při teplotě 300 K, tedy kinematická viskozita je ν = 1, 568 ·
10−5 m2s−1. Ostatńı parametry vyplývaj́ı z těchto tř́ı. Hustota vzduchu je za normálńıho
tlaku při uvedené teplotě ρ = 1, 177 kg m−3, měrná tepelná kapacita při konstantńım objemu
cv = 717, 8 J kg−1K−1, Poissonova adiabatická konstanta κ = 1, 4 a tepelná vodivost k =
2, 624 · 10−2 W m−1K−1.

S ohledem na referenčńı DNS simulaci [55], která byla provedena jako nestlačitelná, je
maximálńı lokálńı Machovo č́ıslo v celé výpočtové oblasti nejvýše rovno hodnotě 0,1.

Z databáze dat referenčńı simulace [55] je možné zjistit přesnou hodnotu třećıho Rey-
noldsova č́ısla, která čińı Reτ = 392, 24 ≈ 395. Z tohoto přesného třećıho Reynoldsova č́ısla
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Obrázek 3.5: Výpočetńı śıt’ pro úlohu prouděńı mezi dvěma rovnoběžnými nekonečnými des-
kami: rovnoměrné děleńı ve směru os x a z, mı́rné zahuštěńı u obtékaných stěn ve směru
osy y

urč́ıme podle vztahu (3.20) třećı rychlost uτ , tedy

uτ =
Reτ ν

δ
=

392, 24 · 1, 568 · 10−5

0, 5
= 0, 0123 m s−1. (3.21)

Rychlosti jsou v referenčńı práci normovány právě třećı rychlost́ı, normované hodnoty budeme
značit hvězdičkou. Nejedná se ale o převod do bezrozměrového tvaru ve smyslu odstavce 3.3.1.
Hodnoty, jimiž se normuje, jsou zde jiné.

Dále lze z normovaného profilu středńı rychlosti 〈u∗〉 v práci [55] určit normovanou
pr̊uměrnou rychlost u∗bulk definovanou jako [61]

u∗bulk =
1

δ

∫ δ

0

〈u∗(y)〉 dy, (3.22)

která pro Reτ = 395 dává hodnotu u∗bulk = 17, 5452. Rozměrová hodnota potom bude

ubulk = u∗bulk uτ = 17, 5452 · 0, 0123 = 0, 2158 m s−1. (3.23)

Vypoč́ıtáme-li nyńı Reynoldsovo č́ıslo Re dané úlohy v běžném smyslu, tedy založené na cha-
rakteristické rychlosti v kanálu ubulk a charakteristickém rozměru výšky kanálu h, dostaneme
hodnotu

Re =
ubulk h

ν
=

0, 2158 · 1
1, 568 · 10−5

= 13 764, (3.24)

které pravděpodobně dává lepš́ı představu o režimu prouděńı v kanálu než Reτ . Nav́ıc může
být toto Reynoldsovo č́ıslo v řadě př́ıpad̊u potřeba pro nastaveńı řešiče, který hodnotu Re
požaduje jako vstupńı parametr. Vztah mezi oběma Reynoldsovými č́ısly můžeme pak odvodit
následuj́ıćım zp̊usobem. Ze vzorce (3.20) vyjádř́ıme poměr

δ

ν
=
Reτ
uτ
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a dosad́ıme ho do vztahu (3.24), tedy dostaneme

Re =
ubulk h

ν
=
ubulk 2δ

ν
= 2ubulk

Reτ
uτ

,

kde podle (3.23)
ubulk
uτ

= u∗bulk

a tedy
Re = 2u∗bulk Reτ = 2 · 17, 5452 · 392, 24 = 13 764.

Z tohoto vztahu lze v př́ıpadě potřeby jednoduše určit Reynoldsovo č́ıslo Re pro daľśı př́ıpady
řešené v práci [55].

3.4.4 Počátečńı a okrajové podmı́nky

Počátečńı podmı́nky

Vzhledem k velké výpočetńı náročnosti 3D úlohy jsou počátečńı podmı́nky zadány tak, aby
vývoj proudového pole do požadovaného stavu netrval zbytečně dlouhou dobu. Proto je na
začátku simulace předepsán v celé výpočtové oblasti vyvinutý turbulentńı profil středńı rych-
losti 〈u〉0 z referenčńı práce [55], který je perturbován, což podńıt́ı mnohem rychleǰśı vývoj
turbulentńıch fluktuaćı, než kdybychom předepsali hladký středńı profil a vývoj fluktuaćı byl
odkázán pouze na numerické nepřesnosti. Složky vektoru rychlosti tedy zadáme v čase t = 0

Obrázek 3.6: Př́ıklad počátečńıho rychlostńıho profilu v konkrétńım mı́stě (x, z): hladký
středńı profil podle [55] (čárkovaně) a náhodně perturbovaný počátečńı profil (plnou čarou)
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jako [35]

v0
1(x, y, z) = 〈u(y)〉0 + 0, 1ubulk ψ,

v0
2(x, y, z) = 0, 1ubulk ψ,

v0
3(x, y, z) = 0, 1ubulk ψ,

kde ubulk je referenčńı hodnota (3.23) a ψ je náhodná funkce zapsaná v softwaru Matlab
vzorcem

ψ = 2 rand(1)− 1 ∈ [−1, 1].

Funkce ψ je volána v každém uzlu śıtě a pro každou ze tř́ı složek rychlosti vždy znovu a hladký
profil středńı rychlosti je tak v každém uzlu náhodně vychýlen o nejvýše 10% hodnoty ubulk.
Počátečńı profil složky rychlosti v1 podél normály ke stěně může v konkrétńım mı́stě [x, z]
vypadat např́ıklad jako na obrázku 3.6. Rychlost je zde normována hodnotou ubulk (3.23).
Počátečńı vektor konzervativńıch proměnných pak bude definován následuj́ıćım zp̊usobem

w0(x, y, z) =


ρ
ρv0

1

ρv0
2

ρv0
3

p
κ−1

+ 1
2
ρ((v0

1)2 + (v0
2)2 + (v0

3)2)

 .

Okrajové podmı́nky

Okrajové podmı́nky jsou d́ıky geometrii úlohy velmi jednoduché.
Ve směru proudu:
- periodicita, tedy hodnoty všech veličin vektoru konzervativńıch proměnných jsou koṕırovány
ze vstupńı hranice na výstupńı a naopak.
Např́ıč proudem (spanwise):
- periodicita, veličiny koṕırovány z jedné strany kanálu na druhou a naopak.
Stěny:
- horńı i dolńı stěna kanálu jsou považovány za pevnou, nepropustnou, dokonale hladkou
a vazkou stěnu, tedy předepisujeme nulovou rychlost v1 = v2 = v3 = 0 pro y = 0 a y = h,
- stěny jsou adiabatické a tedy dále předepisujeme nulový tepelný tok stěnou v podobě
∂T
∂n

=
∑3

i=1
∂T
∂yi

ni = 0, kde ni je i-tá složka jednotkového vektoru vněǰśı normály k př́ıslušné
stěně. Zde je potřeba mı́t na paměti, že v řadě praćı zabývaj́ıćıch se simulacemi prouděńı
v kanálu je stěna izotermálńı a výsledky simulaćı či experiment̊u jsou odlǐsné.

3.4.5 Časový krok, vývoj simulace a sběr dat

Časový krok pro vývoj simulace i následný sběr dat pro výpočet statistických hodnot je
∆t = 0, 0097 s. Jeho hodnota je vyplývá ze vztahu

∆t = min
k

 CFL
|λx1,k|+|λx2,k|+|λx3,k|

∆lk

 ,

kde voĺıme CFL = 1, λxi,k = |vi| + a pro i = 1, 2, 3, a je rychlost zvuku a ∆lk je cha-
rakteristická velikost kontrolńıho elementu Ωk. Uvedený vztah je běžnou CFL podmı́nkou
stability v př́ıpadě explicitńıch schémat, u implicitńı metody zde slouž́ı pouze k výpočtu
časového kroku, který ale může být značně navýšen volbou větš́ıho CFL. Časový krok je
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nastaven dostatečně malý, aby j́ım nebyl omezován vývoj turbulentńıch fluktuaćı. Porov-
nejme ho s hodnotou uvedenou pro stejnou úlohu v referenčńı práci [11], kde je prezentován
bezrozměrový časový krok ∆t+ = 2 · 10−3 určený vztahem

∆t+ =
uτ ∆t

δ
.

Pro hodnoty v předkládané práci dostaneme

∆t+ =
0, 0123 · 0, 0097

0, 5
.
= 2, 4 · 10−4 � 2 · 10−3,

tedy hodnotu přibližně o řád menš́ı než v referenčńı práci. Časový krok tedy budeme
považovat za dostatečně malý pro dobrý vývoj simulace.

Pro dosažeńı statisticky ustáleného stavu byla simulace prováděna po dobu 70 000
časových iteraćı, což odpov́ıdá fyzikálńımu času

t0 = 70 000 ·∆t = 70 000 · 0, 0097 = 697 s
.
= 11, 3 min.

Sběr dat pro statistické vyhodnoceńı výsledk̊u simulace pak následuje se stejným časovým
krokem ∆t = 0, 0097 s po dobu daľśıch 60 000 časových iteraćı, tedy po fyzikálńı čas

t1 = 60 000 ·∆t = 60 000 · 0, 0097 = 582 s
.
= 9, 7 min.

Aktuálńı stav proudového pole je ukládán každých 100 iteraćı, tedy přibližně každou 1 s
skutečného času vývoje prouděńı. T́ımto zp̊usobem je vytvořen soubor 600 vzork̊u kom-
pletńıho okamžitého stavu všech veličin proudového pole a ten je základem pro statistické
vyhodnoceńı simulace.

Statisticky ustálený stav prouděńı identifikujeme podle pr̊uběhu celkového smykového
napět́ı τ(y) podél normály ke stěnám kanálu. Celkové smykové napět́ı v turbulentńım proudu
je dáno součtem vazkého napět́ı

µ
d〈v1〉

dy
(3.25)

a Reynoldsova napět́ı
−ρ〈v′iv′j〉, (3.26)

tedy

τ(y) = µ
d〈v1〉

dy
− ρ〈v′iv′j〉, i, j = 1, 2, 3, i 6= j, (3.27)

a jeho pr̊uběh je v př́ıpadě vyvinutého, statisticky ustáleného turbulentńıho prouděńı lineárńı
[61]. Lze totiž ukázat, že plat́ı

τ(y) = τw

(
1− y

δ

)
. (3.28)

Celkové smykové napět́ı (3.27) vypoč́ıtáme následuj́ıćım zp̊usobem

τ(y) = µ
d〈v1〉

dy
− ρ
√
〈v′1v′2〉2 + 〈v′1v′3〉2 + 〈v′2v′3〉2,

kde výrazy 〈v1〉 = 〈v1(y)〉, 〈v′1v′2〉, 〈v′1v′3〉 a 〈v′2v′3〉 vyč́ısĺıme analogicky podle vztah̊u (3.31),
(3.35) a (3.36) popsaných detailně v odstavci 3.4.7.
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Obrázek 3.7: Pr̊uběh celkového smykového napět́ı τ(y) podél normály ke stěně kanálu (pl-
nou čarou) po dosažeńı statisticky ustáleného stavu prouděńı, vyhodnoceno v 20 000 iteraćı;
teoretický lineárńı pr̊uběh napět́ı (tečkovaně)

Obrázek 3.8: Pr̊uběh celkového smykového napět́ı τ(y) podél normály ke stěně kanálu (plnou
čarou) - pr̊uměrováno přes celý soubor statisticky ustálených stav̊u, vazké napět́ı (čárkovaně)
a Reynoldsovo napět́ı (čerchovaně); teoretický lineárńı pr̊uběh napět́ı (tečkovaně) podle (3.28)
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Obrázek 3.9: Př́ıklad pr̊uběhu celkového smykového napět́ı τ(y) podél normály ke stěně kanálu
v př́ıpadě nevyvinutého stavu prouděńı, vyhodnoceno v 3 000 (čárkovaně) a 6 000 (plnou
čarou) iteraćı; teoretický lineárńı pr̊uběh napět́ı (tečkovaně)

Poznamenejme, že výraz (3.25) je zcela v souladu s definićı tenzoru vazkých napět́ı σij,
uvedenou v matematickém modelu v odstavci 3.1.2. Lze snadno ukázat, že v př́ıpadě sta-
tisticky jednodimenzionálńıho prouděńı budou všechny složky 〈σij〉 nulové kromě 〈σij〉 =
µ d〈v1〉/dy.

Po zpětném vyhodnoceńı celkového smykového napět́ı se ukazuje, že prouděńı je sta-
tisticky ustálené již po přibližně 20 000 iteraćı provedených s uvedeným časovým krokem.
Pr̊uběh celkového napět́ı v 20 000 iteraćı je znázorněn na obrázku 3.7, kdy je již celkový cha-
rakter pr̊uběhu τ(y) možné považovat za lineárńı. Zd̊urazněme, že se jedná o vyhodnoceńı
pouze z jednoho konkrétńıho časového okamžiku, takže složky Reynoldsova napět́ı −ρ〈v′iv′j〉
jsou pr̊uměrovány pouze ve směrech os x a z, tedy −ρ〈v′iv′j〉xz, nikoliv v čase. Zpr̊uměrujeme-li
hodnoty přes v́ıce časových vzork̊u, dostaneme poměrně hladký pr̊uběh napět́ı. Na obrázku
3.8 vid́ıme pr̊uměrované celkové napět́ı pro celý soubor 600 vzork̊u určených pro vyhodnoceńı
simulace. Př́ıklad celkového napět́ı v př́ıpadě nevyvinutého prouděńı je pro ilustraci uveden
na obrázku 3.9, konkrétně pro 3 000 a 6 000 iteraćı.

3.4.6 Zdrojové členy

Jak bylo uvedeno v odstavci 3.4.1, prouděńı mezi dvěma rovnoběžnými deskami je ř́ızeno
konstantńım tlakovým spádem. Vzhledem k periodické okrajové podmı́nce ve směru proudu
neńı možné nastavit tlakový spád běžným zp̊usobem, tedy zadáńım vyšš́ıho tlaku na vstupu
a nižš́ıho na výstupu. Na vstupńı i výstupńı hranici a tedy i v celé výpočtové oblasti je
tlak stejný. Prouděńı tedy muśı být ř́ızeno zdrojovými členy f1 a f2 v systému Navierových-
Stokesových rovnic (3.1) - (3.3). Ty zajist́ı, aby se třećı rychlost uτ , a t́ım i odpov́ıdaj́ıćı
třećı Reynoldsovo č́ıslo Reτ , udrželi na požadovaných hodnotách, respektive velmi bĺızko
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nich, absolutńı přesnosti lze těžko dosáhnout. Existuje v́ıce strategíı, mezi nejčastěǰśı patř́ı
použit́ı konstantńıho tlakového gradientu a konstantńıho hmotnostńıho pr̊utoku [68]. Zvolme
konstantńı tlakový gradient. Zdrojový člen f1 se vyskytuje pouze v hybnostńı rovnici ve směru
proudu (3.2) a definujeme ho jako prostorově pr̊uměrovaný tlakový gradient

f1 = −
〈

dp

dx

〉
xz

.

Z rovnováhy sil v kanálu vyplývá pro tlakový gradient vztah [61]

−
〈

dp

dx

〉
xz

=
τw
δ
.

Dosazeńım za smykové napět́ı na stěně ze vztahu (3.17), tedy τw = u2
τ ρ, dostaneme

f1 = −
〈

dp

dx

〉
xz

=
u2
τ ρ

δ
.

Třećı rychlost uτ je pro danou úlohu konstantńı, polovina výšky kanálu δ také a vzhledem
k prakticky nestlačitelným podmı́nkám (Ma ≤ 0, 1) můžeme považovat i hustotu za přibližně
konstantńı, a tedy ρ = ρref . Stejně jako v práci [35] se ale tento zdrojový člen ukazuje
nedostatečným, protože prouděńı se postupně urychluje. Zdrojový člen v uvedené podobě
proto budeme dynamicky měnit v závislosti na aktuálńım stavu proudového pole v každém
časovém kroku simulace tn následuj́ıćım zp̊usobem. Je-li ubulk(tn) hodnota pr̊uměrné středńı
rychlosti 〈u(y, t)〉xz v časovém kroku tn, vypoč́ıtaná analogicky ke vztahu (3.22), zdrojový
člen v časovém kroku tn+1 použijeme ve tvaru

f1 =
u2
τ ρref
δ
· ubulk − ubulk(tn)

∆tn
,

kde ubulk je požadovaná hodnota podle [55] a ∆tn = tn+1−tn je velikost časového kroku. Tedy
pokud ubulk(tn) < ubulk, zdrojový člen bude kladný a prouděńı urychlováno, pokud naopak
ubulk(tn) > ubulk, záporný zdrojový člen prouděńı zpomaĺı. T́ımto zp̊usobem bude udržována
požadovaná hodnota ubulk.

Zdrojový člen f2 v rovnici (3.3) má tvar [2]

f2 = −
〈

dp

dx

〉
xz

ubulk =
u2
τ ρref
δ

ubulk.

Provedeme-li převod zdrojových člen̊u do bezrozměrového tvaru stejným zp̊usobem, jako
je převeden systém Navierových-Stokesových rovnic v odstavci 3.3.1, dostaneme

f1 =
u2
τ

δ

ubulk − ubulk(tn)

∆tn
,

f2 =
2u2

τ

v2
ref

ubulk,

kde uτ = 0, 0123 m s−1 je rozměrová hodnota charakteristické třećı rychlosti (3.21) a hodnoty
ubulk a ∆tn jsou bezrozměrové.

Na obrázku 3.10 je zobrazen vývoj aktuálńı hodnoty u∗bulk(tn) v každém časovém vzorku
ze souboru dat. Je vidět, že rychlost je trvale podhodnocená, ale např́ıč celým souborem
v zásadě vyrovnaná. Rozd́ıl oproti požadované hodnotě je velmi malý, okamžité hodnoty
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Obrázek 3.10: Vývoj aktuálńı hodnoty u∗bulk = ubulk/uτ např́ıč souborem 600 časových vzork̊u
(plnou čarou); požadovaná hodnota podle [55] (čárkovaně)

jsou v pr̊uměru o 0, 75% menš́ı než ideálńı hodnota u∗bulk = 17, 5452. Pr̊uměrná bezrozměrová
hodnota čińı u∗DGMbulk

.
= 17, 413, rozměrová pak uDGMbulk = u∗DGMbulk ·uτ = 17, 413·0, 0123 = 0, 2142.

Označeńı DGM zde zd̊urazňuje, že se jedná o skutečnou hodnotu źıskanou jako výsledek
provedené simulace, a nikoliv o referenčńı hodnotu z práce [55]. Skutečné Reynoldsovo č́ıslo
podle definice (3.24) je potom

ReDGM =
uDGMbulk h

ν
=

0, 2142 · 1
1, 568 · 10−5

= 13 661, (3.29)

což představuje 99, 3% ideálńı hodnoty Re (3.24).

3.4.7 Statistické vyhodnoceńı simulace

Reálné turbulentńı prouděńı je vždy nestacionárńı, tedy okamžité hodnoty veličin proudového
pole jsou v čase proměnné i po dosažeńı ustáleného stavu. Simulace LES, a samozřejmě i ILES
nebo under-resolved, přesně zachycuj́ı část škály skutečných v́ırových struktur a tedy jsou
nutně také nestacionárńı. Pro źıskáńı výsledk̊u z takové nestacionárńı simulace je nutné nej-
prve dosáhnout statisticky ustáleného stavu, jak bylo popsáno v odstavci 3.4.5, samozřejmě za
předpokladu, že pro danou úlohu ustálený stav v̊ubec existuje. V daľśım běhu numerické simu-
lace jsou pak okamžité hodnoty sice stále časově proměnné, ale jejich statistické hodnoty již
jsou konstantńı, a právě ty použijeme pro celkové vyhodnoceńı simulace. V př́ıpadě prouděńı
mezi dvěma nekonečnými rovnoběžnými deskami nás zaj́ımá předevš́ım profil středńı rych-
losti ve směru proudu a středńı profily intenzity turbulence ve všech třech souřadnicových
směrech.

Vzhledem k velmi hrubé diskretizačńı śıti a vysokému řádu nespojité Galerkinovy me-
tody neńı možné vyhodnotit požadované veličiny pouze v uzlech śıtě, došlo by tak ke ztrátě
značné části podrobných informaćı, obsažených v každém kontrolńım elementu. Proto pomy-
slně doplńıme mezi každé dva uzly śıtě daľśıch 5 rovnoměrně rozmı́stěných bod̊u v každém
souřadnicovém směru, a pomoćı koeficient̊u bázových funkćı v nich vypoč́ıtáme hodnoty
potřebných veličin. Označme skutečný počet element̊u śıtě jako

nx0 = 21, ny0 = 16, nz0 = 16.

Při vyhodnoceńı budeme pracovat s matićı hodnot v uzlech (a v doplněných bodech)
o rozměrech

nx = 5nx0 + nx0 + 1 = 127, ny = 5ny0 + ny0 + 1 = 97, nz = 5nz0 + nz0 + 1 = 97.
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Větš́ı počet hodnot již nemá pro čtvrtý řád DGM smysl.

Profily středńı rychlosti

Pro źıskáńı středńıch rychlost́ı 〈vi(y)〉, i = 1, 2, 3, jsou okamžité rychlosti vi(x, y, z, t)
pro každé y = konst. pr̊uměrovány ve směrech souřadnicových os x a z a v čase, tedy přes
všech nt = 600 vzork̊u v souboru. Vzhledem k tomu, že matice hodnot je ve směrech x a z
ekvidistantńı, můžeme použ́ıt jednoduše aritmetický pr̊uměr. Prostorově středńı i-tá složka
rychlosti v čase tn pro konkrétńı y = konst. tedy bude

〈vi(y, tn)〉xz =
1

nx nz

nx∑
j=1

nz∑
k=1

vi(xj, y, zk, tn). (3.30)

Vzhledem k tomu, že prouděńı je statisticky symetrické podle osy kanálu y = δ, jsou hodnoty
pr̊uměrovány ještě v obou polovinách kanálu, č́ımž se vlastně zdvojnásob́ı soubor dat.

Časový krok, se kterým byly poř́ızeny jednotlivé vzorky, je konstantńı (100 × ∆t, viz
odstavec 3.4.5), i zde tak můžeme použ́ıt aritmetický pr̊uměr. Dostaneme

〈vi(y)〉 = 〈〈vi(y, tn)〉xz〉t =
1

nt

nt∑
n=1

〈vi(y, tn)〉xz. (3.31)

Takto źıskaný profil středńı rychlosti 〈v1(y)〉, normovaný třećı rychlost́ı uτ = 0, 0123
(3.21), je v porovnáńı s referenčńı př́ımou numerickou simulaćı [55] uvedený na obrázku
3.11. Na prvńı pohled je zřejmý celkově plošš́ı charakter źıskaného profilu, a dále i menš́ı
strmost profilu u stěny kanálu, vedoućı k nižš́ı hodnotě derivace d〈v1〉/dy na stěně. To je
zřejmé i z grafu na obrázku 3.12, kde je vykreslena derivace prvńı složky rychlosti podle
normály ke stěně d〈v1(y)〉/dy pro polovinu kanálu. Mı́rné zakoĺısáńı v monotonii derivace
v mı́stě okolo y/δ ≈ 0, 15 je v profilu 〈v1〉 (obr. 3.11) i při bližš́ım prozkoumáńı prakticky
neznatelné a může být zp̊usobené pouhým nedostatečným rozsahem souboru dat použitému
ke statistickému vyhodnoceńı. Profily středńıch rychlost́ı 〈v2(y)〉 a 〈v3(y)〉 jsou prezentovány
na obrázćıch 3.13 a 3.14. Vzhledem k hlavńımu směru proudu ve směru osy x očekáváme,
že se tyto rychlosti budou bĺıžit nulovým hodnotám, což je v porovnáńı s hodnotami 〈v1(y)〉
v zásadě splněno. Maximum 〈v2(y)〉, respektive 〈v3(y)〉, čińı 0, 001%, respektive 0, 14%, z ma-
xima 〈v1(y)〉. Dosažeńı statisticky nulových hodnot by vyžadovalo teoreticky nekonečně velký
soubor časových vzork̊u.

Dále uved’me vyhodnoceńı bezrozměrové rychlosti 〈u+〉, definované jako [61]

〈u+〉 =
〈v1〉
uτ

, (3.32)

v závislosti na bezrozměrové vzdálenosti od stěny měřené ve stěnových jednotkách (wall
units), určené vztahem [61]

y+ =
uτ y

ν
.

Poznamenejme, že takto definované 〈u+〉 odpov́ıdá výše uvedenému 〈v1〉/uτ , které ale nebylo
tak označováno. Důvodem je fakt, že se jednalo o normováńı libovolnou referenčńı rychlost́ı,
která byla zvolena jako uτ . V př́ıpadě 〈u+〉 už to muśı být nutně právě uτ , jak to vyžaduje
definice (3.32).

Porovnáńı źıskané závislosti 〈u+(y+)〉 s referenčńımi daty z práce [55] je uvedeno
na obrázku 3.15, a to pro polovinu výšky kanálu, tedy pro y ∈ [0, δ]. Jsou zde uvedeny
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Obrázek 3.11: Profil středńı rychlosti 〈v1(y)〉 podél normály ke stěnám kanálu, normo-
vaný třećı rychlost́ı uτ (plnou čarou); odpov́ıdaj́ıćı profil z př́ımé numerické simulace [55]
(čárkovaně)

Obrázek 3.12: Derivace středńı rychlosti 〈v1(y)〉 podle normály ke stěnám kanálu, normovaná,
pro polovinu kanálu (plnou čarou); odpov́ıdaj́ıćı hodnoty z př́ımé numerické simulace [55]
(čárkovaně)
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Obrázek 3.13: Profil středńı rychlosti 〈v2(y)〉 podél normály ke stěnám kanálu, normovaný
třećı rychlost́ı uτ

Obrázek 3.14: Profil středńı rychlosti 〈v3(y)〉 podél normály ke stěnám kanálu, normovaný
třećı rychlost́ı uτ
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Obrázek 3.15: Závislost bezrozměrové rychlosti u+ na bezrozměrové vzdálenosti od stěny
ve stěnových jednotkách y+ pro polovinu kanálu (plnou čarou); výsledky referenčńı DGM-
ILES simulace [12] (body), odpov́ıdaj́ıćı referenčńı hodnoty z DNS [55] (čárkovaně)

i výsledky z druhé uvažované referenčńı simulace - ILES pomoćı nespojité Galerkinovy me-
tody [11], [12]. Odlǐsnosti od DNS v zásadě koṕıruj́ı situaci na obrázku 3.11. Velmi dobrá
shoda referenčńı DGM-ILES simulace [12] je komentována později v souvislosti s daľśımi
výsledky.

Pro zhodnoceńı výsledk̊u provedené numerické simulace je kĺıčová situace u obtékaných
stěn, konkrétně derivace středńı rychlosti na stěně d〈v1〉/dy |wall. Tato hodnota je z profilu
středńı rychlosti 〈v1〉 vyč́ıslena pomoćı konečné diference na 7, 18 s−1. Z graf̊u na obrázćıch
3.11 a 3.12 je vidět, že velikost derivace je menš́ı, než o čekávaná hodnota odpov́ıdaj́ıćı
referenčńı práci [55], přesněji čińı 74% ideálńı hodnoty. Vypoč́ıtáme-li nyńı skutečnou hodnotu
třećı rychlosti podle vztahu (3.19), dostaneme

uDGMτ =

√
ν

d〈v1〉
dy

∣∣∣∣∣
wall

=
√

1, 568 · 10−5 · 7, 18
.
= 0, 0106 m s−1.

Označeńı DGM zde zd̊urazňuje, že se jedná o skutečnou hodnotu źıskanou jako výsledek pro-
vedené simulace, a nikoliv o referenčńı hodnotu třećı rychlosti (3.21) z práce [55]. Pro nor-
mováńı veškerých rychlostńıch charakteristik v této kapitole je použita referenčńı hodnota
uτ = 0, 0123 (3.21). Skutečné třećı Reynoldsovo č́ıslo (3.20) je potom

ReDGMτ =
uDGMτ δ

ν
=

0, 0106 · 0, 5
1, 568 · 10−5

.
= 338, (3.33)

což představuje 86% požadované hodnoty Reτ = 392, 24.
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Reynoldsova napět́ı a intenzita turbulence

Daľśı a detailněǰśı informace o výsledćıch numerické simulace źıskáme vyhodnoceńım turbu-
lentńıch fluktuaćı, a to prostřednictv́ım Reynoldsových napět́ı a intenzity turbulence. Rey-
noldsovo napět́ı −ρ〈v′iv′j〉, i, j = 1, 2, 3, vzniká v d̊usledku přenosu hybnosti v tekutině tur-
bulentńımi fluktuacemi rychlosti. Je zvykem označovat jako Reynoldsovo napět́ı pouze výraz
〈v′iv′j〉 [61] a ten také vyhodnocovat. Označuje se ṕısmenem R, tedy Rij = 〈v′iv′j〉, a přesněji
řečeno se jedná o složky tenzoru Reynoldsových napět́ı R. Vzhledem k symetrii tenzoru plat́ı
〈v′iv′j〉 = 〈v′jv′i〉 a v maticovém zápisu můžeme tenzor Reynoldsových napět́ı zapsat v podobě

R =

 〈v′1v′1〉 〈v′1v′2〉 〈v′1v′3〉〈v′1v′2〉 〈v′2v′2〉 〈v′2v′3〉
〈v′1v′3〉 〈v′2v′3〉 〈v′3v′3〉

 .
Tenzor můžeme rozložit na izotropńı část 2/3 k δij a anizotropńı část 〈v′iv′j〉 − 2/3 k δij, kde

k =
1

2
〈v′kv′k〉 =

1

2
(〈v′1v′1〉+ 〈v′2v′2〉+ 〈v′3v′3〉)

je turbulentńı kinetická energie. Tedy v maticovém zápisu dostaneme

R =

 1
3
〈v′kv′k〉 0 0

0 1
3
〈v′kv′k〉 0

0 0 1
3
〈v′kv′k〉


︸ ︷︷ ︸

izotropńı část

+

+

 〈v′1v′1〉 − 1
3
〈v′kv′k〉 〈v′1v′2〉 〈v′1v′3〉

〈v′1v′2〉 〈v′2v′2〉 − 1
3
〈v′kv′k〉 〈v′2v′3〉

〈v′1v′3〉 〈v′2v′3〉 〈v′3v′3〉 − 1
3
〈v′kv′k〉


︸ ︷︷ ︸

anizotropńı část

.

Pro posouzeńı výsledk̊u simulace použijeme diagonálńı prvky anizotropńı části tenzoru
Reynoldsových napět́ı, označme je ṕısmenem A, tedy

Aii = 〈v′iv′i〉 −
1

3
(〈v′1v′1〉+ 〈v′2v′2〉+ 〈v′3v′3〉) = Rii −

1

3

3∑
k=1

Rkk. (3.34)

Jednotlivá Reynoldsova napět́ı vystupuj́ıćı ve výrazu (3.34) vypoč́ıtáme následuj́ıćım
zp̊usobem [35]

Rii = 〈v′iv′i〉 = 〈vivi〉 − 〈vi〉〈vi〉, (3.35)

to znamená pr̊uměrováńım okamžitých hodnot složek rychlosti a jejich součin̊u. Středńı rych-
losti 〈vi〉 = 〈vi(y)〉xzt jsme již určili výše podle vztah̊u (3.30) a (3.31), analogicky vyč́ısĺıme
i součin

〈vivi〉 = 〈vi(y)vi(y)〉xzt =
1

nt

nt∑
n=1

(
1

nx nz

nx∑
j=1

nz∑
k=1

vi(xj, y, zk, tn) vi(xj, y, zk, tn)

)
(3.36)

pro konkrétńı y = konst.
V databázi př́ıslušej́ıćı k referenčńı práci [55] jsou uvedena Reynoldsova napět́ı RM

ii (y)
źıskaná z př́ımé numerické simulace. Horńım indexem M označujme př́ıslušnost veličiny k re-
ferenčńı práci (Moser aj.). Z Reynoldsových napět́ı stejným zp̊usobem jako v rovnici (3.34)

96



urč́ıme diagonálńı anizotropńı prvky

AMii = RM
ii −

1

3

3∑
k=1

RM
kk.

Srovnáńı diagonálńıch prvk̊u anizotropńı části tenzoru Reynoldsových napět́ı źıskaných z pro-
vedené numerické simulace a z referenčńı DNS simulace je uvedeno na obrázku 3.16, hodnoty
Aii jsou normovány kvadrátem třećı rychlosti uτ = 0, 0123, stejně jako referenčńı veličiny,
a křivky jsou vykresleny pro polovinu kanálu. Celkový charakter křivek je rozumný. V ob-
lasti u stěny, přibližně do y/δ = 0, 4, jsou Reynoldsova napět́ı nadhodnocena a maxima jsou
pro všechny tři složky posunuta dále od stěny. Viditelná lokálńı maxima, vyskytuj́ıćı se na
źıskaných křivkách, odpov́ıdaj́ı hranićım element̊u výpočetńı śıtě a jsou zp̊usobena nespoji-
tost́ı Galerkinovy metody právě na hranićıch kontrolńıch element̊u.

Určeme dále takzvané root mean square turbulence intensities. Znač́ı se nejčastěji jako
〈v′i〉rms a źıskáme je z Reynoldsových napět́ı vztahem

〈v′i〉rms =

√√√√∣∣∣∣∣Rii −
1

3

3∑
k=1

Rkk

∣∣∣∣∣ =
√
|Aii|.

Odpov́ıdaj́ıćı referenčńı veličiny jsou

〈v′i〉Mrms =
√
|AMii |.

Porovnáńı uvedené intenzity turbulence s referenčńım DNS ve všech třech souřadnicových
směrech v polovině kanálu je provedeno na obrázku 3.17, hodnoty jsou normovány třećı
rychlost́ı uτ = 0, 0123. Graf v podstatě koṕıruje situaci na obrázku 3.16, uvád́ıme ho však
pro úplnost a z respektu k zavedeným zvyklostem, protože tyto veličiny jsou v praćıch
zabývaj́ıćıch se turbulentńım prouděńım v kanálu standardně vyhodnocovány.

Diagonálńı prvky anizotropńı části tenzoru Reynoldsových napět́ı Aii je možné porov-
nat s odpov́ıdaj́ıćı DGM-ILES simulaćı provedenou v praćıch [11], [12]. Na obrázćıch 3.18,
3.19 a 3.20 jsou uvedeny závislosti hodnot Aii na vzdálenosti od stěny y+ pro polovinu
kanálu stejně jako na obrázku 3.16, pro přehlednost zde každý ze tř́ı prvk̊u zvlášt’. Výsledky
referenčńı DGM-ILES simulace dávaj́ı velmi pěknou shodu s DNS v pozici maxima všech
třech prvk̊u, která jsou jen nepatrně posunuta dále od stěny. Původ této lepš́ı shody spoč́ıvá
pravděpodobně v lepš́ım rozlǐseńı referenčńı simulace oproti simulaci provedené v předkládané
práci. Velikost maxima pro A11 je ale pro vlastńı a referenčńı simulaci ve výborné shodě,
pro A22 a A33 se o něco lǐśı. Lokálńı maxima odpov́ıdaj́ıćı hranićım kontrolńıch element̊u se
na křivkách referenčńı simulace DGM vyskytuj́ı také, nicméně v mnohem menš́ı mı́̌re, což
je zřejmě dáno nejen lepš́ım rozlǐseńım referenčńı simulace, ale i volbou bázových funkćı,
o kterých autoři neposkytuj́ı přesné informace. Ve středńı části kanálu, zhruba od y+ ≈ 150,
můžeme v př́ıpadě A11 a A22 konstatovat výbornou shodu obou DGM simulaćı. V př́ıpadě
A33 dává vlastńı simulace dokonce lepš́ı výsledky než referenčńı.
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Obrázek 3.16: Pr̊uběh diagonálńıch prvk̊u anizotropńı části tenzoru Reynoldsových napět́ı
(plnou čarou červeně, zeleně a modře); odpov́ıdaj́ıćı referenčńı hodnoty z DNS [55] (čárkovaně
červeně, zeleně a modře)

Obrázek 3.17: Pr̊uběh rms intenzity turbulence ve všech třech souřadnicových směrech (pl-
nou čarou červeně, zeleně a modře); odpov́ıdaj́ıćı referenčńı hodnoty z DNS [55] (čárkovaně
červeně, zeleně a modře)
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Obrázek 3.18: Pr̊uběh prvku A11 anizotropńı části tenzoru Reynoldsových napět́ı (plnou
čarou); výsledky referenčńı DGM-ILES simulace [12] (body), odpov́ıdaj́ıćı referenčńı hodnoty
z DNS [55] (čárkovaně)

Obrázek 3.19: Pr̊uběh prvku A22 anizotropńı části tenzoru Reynoldsových napět́ı (plnou
čarou); výsledky referenčńı DGM-ILES simulace [12] (body), odpov́ıdaj́ıćı referenčńı hodnoty
z DNS [55] (čárkovaně)
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Obrázek 3.20: Pr̊uběh prvku A33 anizotropńı části tenzoru Reynoldsových napět́ı (plnou
čarou); výsledky referenčńı DGM-ILES simulace [12] (body), odpov́ıdaj́ıćı referenčńı hodnoty
z DNS [55] (čárkovaně)

3.4.8 Závěry a diskuze

Nejvýznamněǰśım faktorem, zp̊usobuj́ıćım odchylky prezentovaných výsledk̊u od referenčńı
DNS simulace [55] je nepochybně prostorové rozlǐseńı simulace, respektive počet stupň̊u vol-
nosti. Vzhledem k počtu element̊u (21×16×16) a počtu bázových funkćı (20) je počet stupň̊u
volnosti 107 520, jak je uvedeno v odstavci 3.4.3. V referenčńı práci [11], [12] je použit stejný
počet element̊u, informace o bázových funkćıch však neńı k dispozici. Z autorem uvedeného
rozlǐseńı 63 × 48 × 48 vyplývá počet stupň̊u volnosti 145 152. Odpov́ıdaj́ıćı počet bázových
funkćı je pak 145 152 / (21·16·16) = 27. Referenčńı simulace je tedy pravděpodobně provedena
s 27/20 = 1, 35 krát lepš́ım rozlǐseńım, což má na přesnost výsledk̊u významný vliv. Obzvlášt’

uvědomı́me-li si, že se uvedená č́ısla pohybuj́ı na hranici použitelného rozlǐseńı, se kterým má
v̊ubec ještě smysl tuto úlohu řešit. Tato skutečnost nebyla v době zahájeńı simulace zřejmá
a vzhledem k velké výpočetńı náročnosti úlohy nebylo již možné simulaci opakovat s větš́ım
počtem stupň̊u volnosti, at’ už by ho bylo dosaženo zvýšeńım počtu bázových funkćı na stejné
śıti nebo zjemněńım śıtě při stávaj́ıćım počtu bázových funkćı.

Zvážit muśıme i otázku, zda byla simulace nastavena skutečně přesně v souladu s re-
ferenčńı DNS simulaćı. Reynoldsovo č́ıslo ReDGM (3.29) je nepatrně nižš́ı než ideálńı refe-
renčńı hodnota (3.24), odchylka 0, 7% je ale natolik malá, že nepředpokládáme výrazný vliv
odlǐsnosti Reynoldsova č́ısla na výsledky. Hodnota třećıho Reynoldsova č́ısla ReDGMτ (3.33)
se od své ideálńı hodnoty lǐśı v́ıce (o 14%), to je ale zp̊usobeno velikost́ı derivace rychlosti
na stěně a na celkový stav prouděńı v kanále to nemá zásadńı vliv.

V př́ıpadě lepš́ıho rozlǐseńı simulace by dále mělo smysl uvažovat o daľśıch faktech, která
maj́ı vliv na přesnost výsledk̊u, např́ıklad typ použité výpočetńı śıtě, typ element̊u, nebo
konkrétńı numerické metody pro aproximaci vazkých a nevazkých tok̊u a daľśı. Vzhledem
k test̊um provedeným v práci [11] je ovšem význam těchto faktor̊u velmi malý a má smysl se
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jimi zabývat až v př́ıpadě vyřešeńı významněǰśıch otázek, jako je právě počet stupň̊u volnosti.
Prezentovaná numerická simulace je provedena na velmi hrubé śıti, bez subgridńıho

modelu a se středně vysokým řádem nespojité Galerkinovy metody. Uvědomı́me-li si tyto
skutečnosti, jsou dosažené výsledky velmi uspokojivé a nadějné pro daľśı rozvoj použité
metodiky - ILES, respektive under-resolved př́ıstupu v kombinaci s nespojitou Galerkino-
vou metodou vyšš́ıch řád̊u. Již pouhé zvýšeńı řádu metody ze čtvrtého na pátý nebo mı́rné
zahuštěńı výpočetńı śıtě s největš́ı pravděpodobnost́ı povede k výraznému zpřesněńı výsledk̊u
a přibĺıžeńı se k referenčńı DNS simulaci. Vzhledem k disipativńım vlastnostem DGM, uve-
deným v odstavci 3.2.1, lze rozhodně doporučit volbu vyšš́ıho řádu přesnosti metody na úkor
počtu element̊u śıtě. Pro velmi vysoké řády je ale potřeba zajistit stabilitu některou z tech-
nik řeš́ıćıch problém aliasingu. V této souvislosti můžeme konstatovat, že stabilita provedené
numerické simulace s výše popsaným nastaveńım, čtvrtým řádem přesnosti v prostoru a uve-
deným časovým krokem je naprosto bezproblémová. Ani při velmi dlouhém běhu simulace
nedocháźı k žádným pot́ıž́ım typu nevhodné kumulace numerické chyby, která by mohla vést
ke ztrátě stability.

Zpřesněńı ILES simulace provedené v této kapitole se může stát základem pro daľśı
zkoumáńı implicitńıho př́ıstupu v LES, vedoućı postupně k validaci metody pro náročněǰśı
a praktičtěǰśı úlohy, pokud se prokáže jej́ı vhodnost. Jak bylo zmı́něno již v úvodu kapitoly,
některé kroky v tomto směru byly již učiněny v práci [11], kde byly s větš́ım či menš́ım
úspěchem řešeny např́ıklad úlohy obtékáńı leteckého profilu nebo prouděńı v turb́ınové
mř́ıži. Nutnost́ı je validace metody pro vysoká Reynoldsova č́ısla, protože dosavadńı studie
se zaměřovaly na Reynoldsova č́ısla středně vysoká.

Velmi slibná je tato metoda v oblasti přechodového prouděńı, jak bylo již prokázáno
při simulaćıch odtržeńı proudu a přechodu do turbulence na leteckém profilu [86], [87].
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Závěr

Disertačńı práce se věnuje numerickému modelováńı turbulentńıho prouděńı pomoćı př́ıstup̊u
RANS a ILES se zaměřeńım na využit́ı nespojité Galerkinovy metody konečných prvk̊u, která
je použita pro prostorovou diskretizaci matematických model̊u.

Do numerického řešiče založeného na nespojité Galerkinově metodě, vyv́ıjeného na pra-
covǐsti, byl v rámci předkládané disertačńı práce implementován dvourovnicový model turbu-
lence k-ω podle Wilcoxe (2006). Ten zahrnuje člen př́ıčné difuze, zlepšuj́ıćı citlivost modelu
na parametry volného proudu, a dále omezuje turbulentńı napět́ı, č́ımž se stává poměrně
široce uplatnitelným pro řadu úloh. Pro zajǐstěńı stability prováděných numerických simu-
laćı bylo nutné dvourovnicový model turbulence upravit, jednak převedeńım modelové rovnice
pro specifickou rychlost disipace ω do logaritmického tvaru a také omezeńım hodnot turbu-
lentńı kinetické energie k. Implementace modelu byla verifikována na úloze obtékáńı rovné
desky. Veškeré RANS simulace byly provedeny s druhým řádem přesnosti DGM v prostoru.

Numerický řešič doplněný o uvedený model turbulence byl následně využit pro stu-
dium prouděńı stlačitelné vazké tekutiny v úzkých kanálech s výtokem do volného prostoru.
Výzkum je prováděn ve spolupráci s Ústavem termomechaniky Akademie věd ČR, v.v.i.,
což umožňuje porovnáńı výsledk̊u numerických simulaćı s experimentálńımi daty. Pomoćı
kalibračńıho kanálu o výšce 10 mm tak byl numerický řešič úspěšně validován pro tur-
bulentńı prouděńı stlačitelné tekutiny v úzkém kanálu a následně aplikován na prouděńı
v minikanálech o výšce 0,5 až 4 mm. Výzkum byl vzhledem k absenci vhodného modelu
přechodu pro prouděńı v kanálech realizován pomoćı laminárńıho a plně turbulentńıho
výpočtu. Z porovnáńı źıskaného pr̊uběhu statického tlaku po délce kanálu s experimentálńımi
daty vyplývaj́ı pro prouděńı ve zkoumaných mezerách s nadkritickým tlakovým spádem
následuj́ıćı skutečnosti. V kanálech do výšky 2 mm je možné situaci v kanálu dobře modelovat
laminárně, od výšky 3 mm se zač́ıná změřený pr̊uběh statického tlaku od laminárńı predikce
již zřetelně odchylovat a těsně před koncem kanálu docháźı ke shodě s tlakem źıskaným plně
turbulentńı simulaćı. Laminárńı režim prouděńı byl tedy v minikanálu zaznamenán až do hod-
noty Reynoldsova č́ısla okolo 17 000, která je oproti běžně očekávaným hodnotám kritického
Reynoldsova č́ısla již dosti vysoká. Předpokládáme, že se zde projevuje právě specifická vlast-
nost úzkých kanál̊u, kde se vlivem bĺızkosti stěn a dominance vazkých sil udrž́ı laminárńı
prouděńı i za vyšš́ıch Reynoldsových č́ısel, než je běžné u kanál̊u větš́ıch charakteristických
rozměr̊u. Při volbě vhodného matematického modelu prouděńı je tedy potřeba značné opa-
trnosti. Situaci zde dále komplikuje nevyvinutý charakter prouděńı v kanálu. Pro detailněǰśı
vyhodnoceńı režimu prouděńı v kanálech problematických charakteristických rozměr̊u okolo
3 mm a Reynoldsových č́ısel nad 17 000 je potřeba upravit a validovat některý z dostupných
model̊u přechodu, většinou kalibrovaných pro obtékáńı těles, tak, aby byl dobře použitelný
pro prouděńı v úzkých kanálech. Predikce smykového napět́ı na stěně v kalibračńım kanálu
výšky 10 mm proběhla úspěšně a je možné z ńı vyj́ıt při vyšetřováńı smykového napět́ı v užš́ıch
mezerách v návaznosti na plánovaná měřeńı.

Druhá část disertačńı práce je zaměřena na implicitńı simulaci velkých v́ır̊u, tedy LES
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bez použit́ı explicitńıho subgridńıho modelu. Nespojitá Galerkinova metoda konečných prvk̊u
je d́ıky svým disipativńım vlastnostem pro tento př́ıstup velmi vhodná. Při použit́ı do-
statečně vysokého řádu přesnosti v prostoru docháźı k disipaci kinetické energie v oblasti
v́ırových struktur malých délkových měř́ıtek, zat́ımco velká délková měř́ıtka, kde je ener-
gie pouze předávána, nejsou dispaćı zat́ıžena prakticky v̊ubec. Diskretizován je zde tedy
pouze systém Navierových-Stokesových rovnic ve 3D bez úprav. Pro prvńı validaci vyv́ıjeného
řešiče pro př́ıstup DGM-ILES byla provedena numerická simulace turbulentńıho prouděńı
mezi dvěma nekonečnými rovnoběžnými deskami s nulovým tlakovým spádem, se čtvrtým
řádem přesnosti DGM v prostoru a na velmi hrubé výpočetńı śıti. Po dosažeńı statisticky
ustáleného stavu byly vyhodnoceny profily středńı rychlosti a složky Reynoldsových napět́ı
a tyto veličiny byly porovnány s daty z př́ımé numerické simulace a ILES simulace se stejným
řádem přesnosti, uvedenými v literatuře. Pro simulaci v předkládané práci byl použit menš́ı
počet bázových funkćı v rámci DGM než v referenčńı ILES simulaci v literatuře. V d̊usledku
toho nebylo dosaženo tak dobré shody s referenčńı př́ımou numerickou simulaćı, nicméně
vzhledem ke kvalitě śıtě a absenci subgridńıho modelu jsou źıskané výsledky velmi dobré.
Prostorové rozlǐseńı simulace použité v předkládané práci se evidentně pohybuje na hranici
rozumné použitelnosti a ukazuje tak velký potenciál metody, kdy již při malém navýšeńı
počtu bázových funkćı nebo počtu element̊u výpočetńı śıtě je možné dosáhnout výborných
výsledk̊u.

Př́ınosy práce a daľśı směřováńı výzkumné činnosti

Předložená disertačńı práce uvád́ı řadu známých vztah̊u a princip̊u, které jsou nutné pro uce-
lenost práce a vysvětleńı provedeného výzkumu. Vlastńı př́ınos disertačńı práce spoč́ıvá
v následuj́ıćıch skutečnostech.

• Byla provedena implementace široce použitelného dvourovnicového modelu turbulence
typu k-ω do numerického řešiče založeného na perspektivńı nespojité Galerkinově me-
todě konečných prvk̊u a model byl s určitými výhradami verifikován. S úspěchem byl re-
alizován převod modelové rovnice pro specifickou rychlost disipace ω do logaritmického
tvaru a aplikováno omezeńı turbulentńı kinetické energie k pro zajǐstěńı stability simu-
laćı turbulentńıho prouděńı. Bylo upozorněno na daľśı problémy vznikaj́ıćı v d̊usledku
diskretizace dvourovnicového modelu pomoćı DGM. Tyto kroky přispěly ke zkvalitněńı
softwaru vyv́ıjeného na pracovǐsti a k významnému rozš́ı̌reńı možnost́ı jeho uplatněńı.

• V málo probádané oblasti prouděńı stlačitelné tekutiny v úzkých kanálech byly źıskány
nové výsledky v dobré shodě s experimentálńım měřeńım a učiněny závěry o hodnotě
kritického Reynoldsova č́ısla. Numerický řešič byl pomoćı experimentálńıch dat úspěšně
validován pro predikci statického a celkového tlaku v úzkém kanálu a smykového
napět́ı na jeho stěně pro př́ıpad plně turbulentńıho prouděńı. Na základě provedených
simulaćı byla učiněna doporučeńı pro daľśı experimentálńı a numerické vyšetřováńı
prouděńı stlačitelné tekutiny v minikanálech. Tématika prouděńı tekutin v minikanálech
stále přináš́ı řadu otevřených problémů, týkaj́ıćıch se např́ıklad stlačitelnosti tekutiny,
modelováńı přechodu nebo specifik kategorie minikanál̊u. Předkládaná práce na tyto
problémy upozorňuje a přisṕıvá k jejich řešeńı.

• Byly vytvořeny základy pro validaci vyv́ıjeného softwaru pro nepř́ılǐs rozš́ı̌renou, ale
velmi slibnou, implicitńı simulaci velkých v́ır̊u, která je založena na př́ıhodných di-
sipativńıch vlastnostech nespojité Galerkinovy metody konečných prvk̊u při použit́ı
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vyšš́ıch řád̊u přesnosti v prostoru. Předkládaná práce upozorňuje na hraničńı pro-
storové rozlǐseńı validačńı simulace turbulentńıho prouděńı mezi dvěma nekonečnými
rovnoběžnými deskami, při kterém je možné źıskat pomoćı ILES simulace výsledky
rozumné kvality. Provedená numerická simulace představuje dobrý základ pro daľśı
výzkum a rozvoj v perspektivńı oblasti DGM-ILES.

Na základě výzkumu v oblasti prouděńı stlačitelných tekutin v úzkých kanálech je
v současné době připravován článek k zasláńı do redakce impaktovaného odborného časopisu.

Budoućı výzkumná činnost bude zaměřena na rozšǐrováńı portfolia model̊u turbulence
diskretizovaných pomoćı DGM a dosažeńı stability numerických simulaćı zautomatizováńım
některých proces̊u, které byly dosud řešeny př́ımým zásahem do běhu simulaćı, např́ıklad
v podobě úpravy časového kroku. V oblasti výzkumu prouděńı stlačitelné tekutiny v mini-
kanálech bude nezbytné vhodně modifikovat některý z dostupných model̊u přechodu a po-
moćı experimentu ho validovat pro úzké kanály. Možnost́ı pro rozvoj př́ıstupu ILES je celá
řada, lze se ub́ırat směrem k testováńı metody pro vysoká Reynoldsova č́ısla nebo se zaměřit
na modelováńı přechodu, kdy by mohla být metoda velmi užitečná předevš́ım pro stlačitelné
prouděńı.
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and experimental investigation of gas flow in minichannels and microchannels. Journal
of Thermal Science 19(4), 289-294, 2010.

[91] Vreman A. W.: Direct and large-eddy simulation of the compressible turbulent mixing
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