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Abstract

This master’s thesis studies the problem of multi-agent collaborative control. The
aim is to show how to ensure the stability through a suitable connection of indi-
vidual agents, followed by the control design that put the requirements on the
whole system. For the higher-order linear systems, it is shown how to stabilize
the individual agents by the state feedback and how to control the whole system
with respect to the connection of its agents. Furthermore, it is shown how the
designed state feedback does affect the movement of the whole system. Further,
it is discussed the comparison of the design methods (linear quadratic regulator
and Jordan form assignment).
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Abstrakt

Tato diplomova prace se zabyva problémem fizeni multi-agentnich systémd. Ci-
lem je ukazat, jak u takovych systému zajistit stabilitu pomoci spravného pro-
pojeni dil¢ich agentii a nasledné navrhnout fizeni, diky némuz je mozné klast na
cely systém dal$i naroky jako usporddani do formace ¢i ndsledovani trajektorie
celé formace. Pro linedrni systémy vyssich fadu je ddle ukdzano, jak je mozné
je soucasné stabilizovat pomoci stavové zpétné vazby a cely systém ndsledné 1i-
dit pfi respektovani propojeni agentil. Na tyto multi-agentni systémy jsou dale
aplikovany metody ndvrhu stavové zpétné vazby pomoci linedrniho kvadratic-
kého reguldtoru LQR a pfifazenim Jordanovy formy, u kterych jsou diskutoviny
disledky jejich pouziti na fizeni multi-agentnich systémii.

Klicova slova

multi-agentni fizeni, consensus protokol, stavovy popis, stavovad zpétnd vazba,
pfifazeni Jordanovy formy, linedrni kvadraticky reguldtor (LQR), grafov4 teorie,
fizeni do formace, fizeni s virtualnim leaderem
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1 Uvod

Multi-agentni kolaborativni fizen{ predstavuje jeden ze zpusobi, jak fidit vice sa-
mostatnych stroji, aby vzdjemnymi interakcemi byly schopny plnit spole¢né cile.
Pojmem agent oznacujeme systém, pozdéji subsystém, ktery reprezentuje jeden
autonomni celek ze skupiny (napt. kvadrokoptéra, vozidlo ¢i termostat). Prova-
zani té€chto agenti vazbami (napf. informacni, mechanické) vytvoii spolecnou
skupinu, kterou déle budeme nazyvat celkovy systém. Zpisob provazani agentd
tvorti sit’, kterd bude oznaCovana pojmem topologie a popisovdna pomoci grafu.

Kolaborativni fizeni se zaobirad pfedevsim vzdjemnymi vazbami mezi témito
agenty, pomoci kterych jsou jako skupina schopny fesit tikoly, které by jako jed-
timalita jsou v klasické teorii fizeni dobfe prozkoumadny, v teorii multi-agentniho
fizeni je pro stabilitu celkového systému dileZitd nejen stabilita a dynamika dil-
¢ich agenti, ale i vzdjemna topologie propojeni.

Hlavni vyhodou tohoto pristupu je decentralizovanost fizeni, ktera prinasi vy-
hody i se vzrlstajicim poctem agentl. V centralizovaném fizeni, kde veskery
komunikacni tok prochdzi jednim uzlem, nastdva problém s velkou vypocetni a
komunikaéni ndro¢nosti. Se vzristajicim poctem agentd se zvysuje naro¢nost na
tohoto agenta, kterd v mnohla piipadech neni splnitelnd. Nevyhodou centralizace
je i priliSna zavislost na jednotlivci, kde pokud se poskodi centralni agent, upada
funkcnost celé skupiny. Témto problémum se dd u decentralizovaného fizeni pie-
dejit vhodnym nédvrhem topologie systému.

Multi-agentni fizeni zaznamenalo velky rozmach v poslednim desetileti, kde
diky rozvoji vypocetni techniky a komunikace, vznikla Sirokd Skdla moZnosti,
jak jej uplatnit. Aplikace zasahuji od fizeni energetickych siti, optimalizace vy-
pocetniho procesu az po autonomni vozidla. Mezi hlavni problémy feSené timto
fizenim patii flocking (shlukovani), synchronizace, rendezvous (shoda na poloze
i Case) a consensus protokol.

Pojem flocking se vyuZziva pri fizeni pohyblivych agentl a predstavuje sdru-
Zeni skupiny. Synchronizace predstavuje problém sjednoceni pfedevSim z Caso-
vého pohledu, kde se jednd zejména o synchronizaci frekvence. Rendezvous re-
prezentuje problém shody v poloze a zdrovei v Case, napt. spolecny ttok.

Consensus, tedy problém obecné shody, predstavuje sjednoceni celého sys-
tému na spolecném cili, hodnoté ¢i stavu. U pohyblivych agentii (napi. kvadro-
koptér) to miZe byt shoda na stejné vyskové hladiné. V energetice se tento zpa-
sob fizeni pouZiva pro sjednoceni elektraren zapojenych do sité, kde je zapotiebi



sesynchronizovat frekvenci vSech dil¢ich elektraren (agentl) pro maximalizaci
vykonu. Ve vesmirném priimyslu je snaha vyuzit toto fizeni pro systémy tvorené
soustavou teleskopt, jejichz vzajemné provazani a spravné natoceni povede ke
kvalitnéjSimu snimdni oblohy.

Pojmem consensus protokol déle popisujeme zpisob fizeni, ktery fesi obecny
problém shody. Zakladem consensu protokolu je distribuovany zdkon fizeni zalo-
Zeny na informaci pouze lokalniho okoli, ktery vSak vede na kolektivni synchro-
nizované fizeni celé skupiny. Inspirace pro tento zptisob fizeni vznikla z pozoro-
vani pfirody, kde probihd kolektivni pfirozend synchronizace v oblastech biolo-
gie, sociologie, fyziky i chemie.

Tato prace cili na vyuZiti consensu v oblasti fizeni dynamickych systémt po-
psanych druhym Newtonovym pohybovym zdkonem [4], kterymi I1ze zjednodu-
Sené popsat autonomni pohyblivé objekty (kvadrokoptéry, rizné druhy pozem-
nich vozidel apod.). Pfi feSeni problémi v této aplikaci ukazeme, jak docilit
consensu 1 pro nestabilni systémy, regulovat skupinu na poZadovanou formaci
¢i docilit pohybu skupiny po zadané trajektorii. Na zdvér této préce je pak nasti-
néno, jak volit stavovou zpétnou vazbu pii respektovani dynamiky systému tak,
abychom dosahli ndmi zvolené optimality (napiiklad nejkratsi trajektorie).

1.1 Rizeni multi-agentnich systému

Vyvoj multi-agentnich systémovych technologii a jejich zptsob fizeni se datuje
do 80. let 19. stoleti, kde se vyvoj soustfedil na vyuZiti v oblasti mobilnich robotd.
Do té doby se teorie fizeni soustredila pfedevSim na fizeni jednoho robota nebo
na distribuované feSeni problémt, které ale neobsahovalo robotické komponenty.
Jednou z prvnich aplikaci byl projekt California’s Partners for Advanced Transit
(PATH) [7], ktery se soustfedil na skupinové fizeni automobild. S pokrokem v
komunikacénich technologiich a nariistem vypocetnich kapacit se pocatkem 21.
stoleti rozrostla snaha vyuZzit tuto teorii v letectvi. Pfedevsim v fizeni unmanned
aerial vehicles (UAVs), coz je skupina létajicich objektl, do které spadaji napfi-
klad drony. V poslednich deseti letech si tato teorie fizeni nasla Siroké uplatnéni
v armdadnich aplikacich a transportnich systémech [6].

Soucésti dne$ni armdadni techniky jsou jak pilotované tak nepilotované stroje.
Zatimco u pilotovanych stroji fesi vSechna rozhodnuti ¢lovék, u autonomnich
strojul je potfeba urcit néjaky zakon fizeni. Ve valeCném prostiedi ¢eli autonomni
stroje komplexnimu nasazeni a jsou na né€ kladeny velké naroky. V takovych pod-
minkdch je dialezité vyuzivat decentralizovaného fizeni, aby pfi poruse jednoho
stroje nedoslo k vyrazeni celé jednotky. Je vSak dilezité sjednotit vS§echny stroje
k jednomu cili, proto se vétSinou u téchto aplikaci vyuziva centralizované loka-



lizace (domluvé na spole¢ném cili ¢i mnoZiné cili) nasledované decentralizova-
nym provedenim (kazdy stroj je zodpoveédny za svij cil ¢i mnozinu cilti). Multi-
agentni fizeni se v této oblasti pouziva pfevazné pro fizeni na formaci (bezpilotni
letouny) a pro feSeni rendezvous, které hraje vyznamnou roli v fizeni navadénych
stiel.

Velké vyuZiti multi-agentniho fizeni zaznamenala v poslednich desetiletich i
oblast transportnich systémt, at’ se jedna o pozemni ¢i vzdusné zdsobovani, auto-
matizace tohoto odvétvi by byla hodné vyuZivana. Pfekdzkou v plné automatizaci
je komplexnost celého problému, kde je potieba zarucit nejen vhodné navrzeny
systém ve smyslu topologie a stability, ale i adaptivnost chovani na vnéjsi nece-
kané podnéty.

V pripadé pozemniho transportu je jednim z nejvétSich projektd tzv. inteli-
gentni ddlnice. Jednd se o automaticky transportni systém vyuZzivajici distribuo-
vané zdkony fizeni k feSeni problému nastdvajicich s prepravou nakladu. Jednim
ze zpusobd, jak tyto problémy feSit, je zvySeni interakci mezi jednotlivymi vo-
zidly. To by vhodnou aplikaci vedlo na sniZeni zamezeni kolizi mezi vozidly,
vyhnuti se pfekdzce a zvySeni vykonnosti délnice (ukdzka projektu PATH, ktery
vyuzitim automatickych prepravnich prostfedkd snizil vzdalenost mezi vozidly
a tim zvysil hustotu provozu [7]). Hlavni pfekdzkou v realizaci tohoto projektu
jsou komunikac¢ni systémy, u kterych je obtizné zarucit spolehlivost a tim i stabi-
litu celého systému.

V leteckém primyslu se automatizace potyka s podobnymi problémy jako na
zemi. S pribyvajici hustotou vzdus$ného prostoru roste snaha o zautomatizovani
velkych letist’ a leteckého prostoru obecné. V praxi uz jsou nasazovany automa-
tické systémy, které varuji pred moznou kolizi 1€tajicich objektd. Letové fidici
systémy pristi generace by pravdépodobné mohly piejit z lidmi fizené centrali-
zované struktury na vice distributivni automatické fizeni, umoZnujici létajicim
objektiim létat po libovolné draze spiSe nez v predem daném vzdusném koridoru.

1.2 Synchronizace v prirodé

7 M7

Velkou inspiraci pro multi-agentni fizeni bylo pozorovani pfirozené synchroni-
zace v prirodé. Jednim z nejjasnéjSich prikladu je kolektivni chovani shluki zvi-
fat. At se jedna o hejno ptakd, ryb Ci stado koni, kde ackoliv se kazdy Zivocich
chova a hybe sam za sebe, navenek se skupina jevi jako jeden celek. Toto spolecné
chovani vyuZzivaji skupiny zvitat ke zvySeni Sanci pfi lovu, zvySeni povédomi o
nebezpeci nebo k tspore pohybové energie. V takové skupiné reaguje kazdy ¢len
sdm za sebe a jeho chovani je mozné zachytit pomoci nékolika pravidel. Tato pra-
vidla jsou ur¢ovana nejbliz§im okolim jedince, nebot” ma smyslovy kontakt (na-
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priklad vizudlni) pouze se svymi sousedy a o zbytku stdda nemusi mit prehled. V
souladu s témito omezenimi jsou pravidla urcujici chovani jedincd chapéana jako
vyvézeni dvou opacnych pozadavki, vyhnuti se pfekdzce a zachovani blizkosti
ke zbytku stada.

Pozorovanim téchto tikazd v pfirodé zachytil Reynolds [9] zdkony chovéani
jednotlivel ve skupiné pomoci ti{ pravidel:

1. Vyhnuti se kolizi
2. Shoda rychlosti a sméru pohybu s okolim
3. UdrZeni blizké vzdalenosti s okolim

Okolim se v tomto pripadé mysli zbytek stada Ci hejna, o kterém ma dany
jedinec prehled. Tato pravidla zachycuji velmi dobfe rozhodovani jednotlivych
¢lenti (budeme znacit té€7 jako agenttll) stida v kolektivnim pohybu a proto se daji
dobre aplikovat i na inZenyrské problémy, kde se najde jejich vyuziti napriklad v
fizeni vozidel ve formaci.

Pohyb vysledné skupiny, kterd se ridi t€mito pravidly, je vyznamné ovlivnén
pocétem sousedt, na ktery kazdy agent vidi a zptisobem jakym je informace pre-
davéana. Tyto vlastnosti urcuji rychlost celého shluku a pozdéji i stabilitu celého
systému. Napiiklad pfenos informace ve stadu koni je predevsSim vizudlni, kde
ma kazdy jedinec prehled jen o par nejblizsich sousedech, zatimco ve shluku ryb
je vyznamna ¢4st informace prendSena pomoci vodniho tlaku, ktery vznika pohy-
bem vSech ¢lend hejna. Diky této vlastnosti maji ryby prehled o vétsim poctu sou-
sedil a jsou schopny rychlejsich reakci. Tento jednoduchy piiklad demonstruje,
jak pocet okolnich sousedii piisobi na dynamiku celé skupiny. Jak je dokdzano
napiiklad v literatufe [2], s v&tSim poctem sousedl (s vetsi provazanosti) roste
rychlost celé skupiny.

1.3 Implementace Reynoldsovych pravidel na dy-
namické systémy

Uvedend Reynoldsova pravidla [9] uddvaji zptisob rozhodovani jednotlivci v po-
hybujici se skuping. Celkové chovani vychdzi z provazanosti celé skupiny. Jed-
notlivi ¢lenové skupiny budou ddle znaceni jako agenti (uzly) a jejich bezpro-
stredni komunikacni okoli (ostatni agenti, s kterymi si vyménuji néjakou infor-
maci) budeme nazyvat sousedy.

Déle budeme uvaZovat pohyb v roviné (x, y), kde poloha kazdého agenta bude
ddna jako x; = [p; ¢;]" € R%. Informac¢ni tok pro viechny agenty bude vzdy
obousmérny. Pro implementaci prvniho pravidla, vyhnuti se kolizi, zavedeme
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okoli kazdého agenta ¢.. Cilem kazdého agenta je zachovat toto okoli prazdné
N ={j: rij > 6c}, kde vzdélenost mezi agenty i a j je ddna nasledovné:

rij=lxj— x| = \/(pj - pi)? +(q; — g

Déle zavedeme komunikacni okoli 6y > 6, kde je interakce kazdého agenta
déna jako N; = {j : r;; > 6y}. Tyto mnoZiny okoli jsou riizné pro riizné agenty
(zvitata, stroje). Zaroven ani nemusi byt toto okoli vzdy definované jako kruhové.

Dynamika chovani je téZ odliSna pro rizné skupiny zvitat ¢i strojd, nicméné
se predpoklada stejna ¢i podobnd dynamika pro vSechny ¢leny skupiny. Pouzi-
jeme tedy pro ukdzku velice jednoduchy dynamicky popis, ktery vSak stali pro
dosazeni realistickych vysledki. Dynamika jednoho agenta v dvourozmérném
prostoru bude ddna nésledovné:

T T 2
Xi=u, xi=I[pi ql ,ui=1lu, uy,l" €R.

Odpovidajici zdkon fizeni pro vyhnuti se kolizi je dan jako:

== ) eyl = x). (1.1)

ieNC
JEN;

Toto fizeni zplsobi, Ze pokud se nachdzi néjaky agent v okoli Nf i-tého
agenta, agent i se odvrati. Konstanta c;; je vahové ohodnoceni informacni vazby
mezi danymi agenty.

Zakon fizeni popisujici druhé pravidlo, udrZeni shluku (centrovani), lze za-
psat jako:

u;, = Z Cl,‘j(Xj - )C,'), (12)

JENANE

ktery zptlisobi, Ze se agent i prikloni k ostatnim agentim, ktefi jsou v jeho
komunika&nim okoli N;, ale zdrovei nejsou v koliznim okoli N¢. Shoda rychlosti
a pohybu s ostatnimi agenty je ddna podobnym principem fizeni, kde:

Pi = upy = Z aii(pj — pi),

JENANE

qi = ug = Z aij(qj‘ - q)).

JENANE
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Vysledné fizeni pisobici na i-tého agenta je dano jako soucet zdkond fizeni
(1.1)a (1.2).

ui = Z aij(x; — x;) — Z cij(xj = x;).

JENANE jene

Tento zdkon fizeni je zndm jako lokdlni, protoze rozhodovéni kazdého agenta
zavisi na rozdilu jeho stavu a stavi jeho sousedi, kde se snazi docilit nulového
rozdilu, ¢imz zajisti shodu (consensus) se svymi sousedy. Skupinu pohybujicich
se ZivoCichil Ize pomoci tohoto fizeni pomérné presné popsat, ¢imzZ je zajisténo
kolektivni chovani. Nedostatkem tohoto popisu je absence vazby na okoli, nebot’
kazdy agent je definovan pouze lokalnim fizenim.

Stejné jako v prirodé, je potreba i pii popisu skupiny zavést néjakého velitele,
neboli leadra. Timto terminem je oznacovdn agent, ktery mé vazbu na globélni
okoli, ve kterém se skupina pohybuje. Jeho tikolem je vést celou skupinu k néja-
kému dal$imu spole¢nému cili (napf. smér letu béhem migrace). Dale je mozné
definovat néjakou formaci, ve které se ma skupina vyskytovat. Naptiklad pfi le-
tani migrujicich ptaku se hejno snazi drzet formaci pismene V, coZ jim umoziuje
Setfit energii. K Setfeni energie dochdzi diky turbulentnimu viteni, které vznika
pri prichodu kiidla vzduchem a nasledné je pouZito jako vztlakova sila pro dal-
S$iho souseda ve formaci.
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2 Pripravna kapitola

Tato kapitola pfipomind dileZité pojmy, které jsou v praci dale vyuZity. Nejdiive
jsou uvedeny nékteré pojmy z grafové teorie [5], jejiZ apardt je hojné vyuZivin
pri feseni consensu. Nasleduje provazani grafové a algebraické teorie [5], ktera je
vyuZzivana pro maticovy popis grafovych vlastnosti. Dals{ kapitola se vénuje sta-
vovému popisu linedrniho t-invariantniho systému a vybranym metoddam, pomoci
kterych Ize ménit jeho dynamické chovéni [13].

2.1 Zaklady grafové teorie

Definice 2.1. Graf je uspofddand dvojice G = (U, H), kde U, |U| = N, je ne-
prazdnd kone¢nd mnoZina uzli (nékdy vrcholll) a H, |H| = M, je kone¢nd mno-
Zina hran spliujici vlastnost H C (g) U U?. Graf se nazyva neorientovany, pokud
HcC (g) a orientovany, jestlize H C U?.

V této préci se dale budeme zabyvat vyhradné neorientovanymi grafy. Pro
hrany v neorientovaném grafu plati vlastnost H C {{a, b}|a,b € U,a # b}. Vlast-
nost a # b tik4, ze graf neobsahuje smycky cili neexistuje hrana, kterd zacind i
konci ve stejném vrcholu. Grafiim obsahujici tuto mnoZinu se nékdy fika pseu-
dografy, kterymi se vSak zabyvat nebudeme.

Definice 2.2. Stupen di(u) uzlu u v grafu G je pocet hran grafu G, které obsahuji
uzel u neboli dg(u) = [{v € U(G), {v,u} € H(G)}|.

Definice 2.3. Sled v grafu G je posloupnost vrcholll takova, Ze mezi kazdymi
dvéma po sobé jdoucimi vrcholy je hrana.

Definice 2.4. Tah v grafu G je sled, ve kterém se neopakuji hrany.

Definice 2.5. Cesta v grafu G = (U, H) je sled, ve kterém se neopakuji vrcholy
(a tedy ani hrany). Oznacuje tedy posloupnost P = (ug, ho, uy, hy, ...u,, h,), kde
navic plati u; # u; proi # j.

Definice 2.6. Graf G je souvisly, pokud mezi kazdymi dvéma vrcholy existuje
cesta neboli pro kazdé u,v € U(G) existuje v grafu G sled z u do v.V takovém
grafu téz plati, ze M > N — 1.

Definice 2.7. Graf G je Gplny, pokud jsou v ném vSechny dvojice vrcholi spojené
hranou neboli G = (U, H) je tiplny pokud |H]| = ('%).
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Definice 2.8. Graf se nazyva regularni, pokud stupen vSech jeho vrcholt je stejny.
Pro grafy s uzly stupné k se graf nazyva k-regulérni.

Definice 2.9. Graf G| se nazyva podgrafem grafu G, jestlize U(G,) c U(G) a
H(Gy) c H(G).

Definice 2.10. Podgraf G, se nazyva faktorem grafu G, jestlize U(G;) = U(G) a
H(Gy) c H(G).

Definice 2.11. Neorientovand uzaviend cesta v grafu G se nazyva kruznice. Graf
s vricholy U = {uy, us, ...u,} a hranami H = {{uy, u,}, {u1, uz}, ..., {,—1, u,}}, pro
n > 3 se nazyva kruZnice.

Definice 2.12. Graf G, ktery je souvisly a jako podgraf neobsahuje Zadnou kruz-
nici, se nazyva strom.

Definice 2.13. Podgraf grafu G obsahujici vSechny jeho vrcholy, ktery je zaroven
stromem, se nazyva kostrou grafu.

Priklad 2.1. Na grafu G na obrazku 2.1 jsou demonstrovany nékteré uvedené
pojmy.

Obrazek 2.1: Ukazka neohodnoceného, neorientovaného grafu G, s vyznaenymi
pojmy kostra (Cervené) a kruZznice (zelené).

Graf G je souvisly, nebot’ z kazdého uzlu existuje cesta, posloupnost dvo-
jic {h;, u;}, ktera vede do vSech ostatnich vrcholi grafu G. Posloupnost P =
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{l/tl, h], U, ]’lz, us, h3, Uy, ]’l4, Us, ]’l5, Ug, h6, uy, ]’lg, ug, I’lll, I/t9} pfedstravuje kostru grafu
G, ktera je v obrazku 2.1 vyznacena Cervené.

Posloupnost C = {uy, hy, u, hyo, ug, hg, u7, h7}, oznacend zelené, reprezentuje kruz-
nici.

2.2 Algebraicka grafova teorie

Definice 2.14. Ctvercova matice M € R¥*V je symetrickd, pokud plati:

M=M".

Definice 2.15. Vlastni vektor Ctvercové matice M je takovy nenulovy vektor u,
pro ktery existuje ¢islo A takové, Ze plati:

Mu = Au.

Cislo 1 oznatuje vlastni &islo matice M a u oznaluje jeji vlastni vektor. Vlastni
¢isla matice M jsou kofeny polynomu, ktery lze vyjadfit ndsledovné:

det(AI-M) =0,

kde I predstavuje identickou matici odpovidajicich rozméri a zapis det() ozna-
Cuje vypocet determinantu.

Definice 2.16. Matice M € R™" se nazyva pozitivné semidefinitni, jestlize
x'Mx > 0 pro kazdé x € R", a pozitivné definitni, jestlize x’ Mx > 0 pro kazdé
x € R"\ {0}.

Definice 2.17. Nulovy prostor matice M, N(M), nékdy oznaCovén jako jddro
matice, Ker(M), je tvofen mnoZinou feSeni x’ homogenni soustavy linedrnich
rovnic:

Mx” = o,
kde o” piedstavuje nulovy vektor pifslusné dimenze matice M.

Lemma 2.1. Je-li M redlnd symetrickd matice, pak kazdé vilastni ¢islo matice M
je redlné [10].
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Dukaz. Je-li A € o(M) a viastni vektor x # 0 pFislusny viastnimu Cislu A, pak
plati:

Mx = Ax, 2.1
xX'x#0,

kde symbol x* znaci komplexni sdruZenost daného vektoru. Pomoci prechodu
ke komplexné konjugovanym maticim ziskdme z rovnice (2.1) rovnost:

M x" = Ax",

kde A znaci komplexné sdruzené viastni &islo. Z toho plyne:

Xx(A=2A) = x"(1=Dx=x"Mx—x*Mx =0,
nebot' M = M*. Odtud A = A.

Lemma 2.2. Pro kaZdou matici M € R™" je M' M pozitivné semidefinitni. Pokud
jsou sloupce matice M nezdvislé, je M' M pozitivné definitni [10].

Dikaz. MM je symetrickd, nebot’ plati M'M)" = M (M"Y = M"M. Pro
kazdé x € R" plati:

XTM™Mx = (Mx)" (Mx) = |Mx]}3 > 0,

kde ||M xllg predstavuje 2-normu prislusného parametru, kterd z definice normy
musi byt nezdpornd a tedy MM je pozitivné semidefinitni [8]. Jsou-li sloupce M
linedrné nezdvislé, potom plati:

Mx)'Mx) =0 = |Mx5=0 = Mx=0,
coz znamend, Ze x = 0, tj. M' M je obecné pozitivné definitni.
Nyni uved’'me nékolik pojmit slouZicich k maticovému vyjddreni nékterych
grafovych vlastnosti.
Definice 2.18. Matice sousednosti grafu G = (U, H) je Ctvercovd matice Ag =
(a;, j)ﬁfj_l definovand predpisem:
ai;;j=1 pro {u,u;} € H,
a;; =0 jinak.
Pokud je graf G uplny, matice A obsahuje na diagondle nuly a jinde samé

jednicky. Pro neorientované grafy plyne, Ze jejich matice sousednosti je symet-
ricka.
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Definice 2.19. Uzlo hranova matice (nékdy téZ matice incidence) grafu G =

.....

kde:

bij=1, pro A{u,h;} € (U, H),
bi,j = O, ]ll’lak

Definice 2.20. Matice stupnu (t€Z stupniovd matice) je Ctvercovd matice A €
RM*N 'kterd ma na diagondle stupné jednotlivych uzld.

Definice 2.21. Pokud je matice A rozmérd m X n a matice B je rozmért p X ¢,
pak Kroneckriv soucin A ® B je matice rozmérti mp X nq dand vztahem:

ClllB al,,B
A®B = : :

amlB te amnB

Pokud jsou matice A,B,C a D takovych rozmért, Ze Ize utvorit maticové sou-
¢iny AC a BD, pak plati:

(A®B)(C®D) =(AC) ® (BD).

Definice 2.22. Matice Laplacidnu (nékdy téZ pouze Laplacidn) grafu G je Ctver-
covéd matice L € RV definovand ptredpisem:

L=A-A,

kde A je stupfiovd matice a A je matice sousednosti téhoZ grafu G. Matice La-
placidnu grafu G je &tvercova matice L € R¥N a Ize ji téZ definovat predpisem:

L = EE’,

kde E je uzlohranovd matice grafu G. Tato definice se hojnéji vyuZzivd pfi
praci s orientovanymi grafy.

Laplacian neorientovanych grafii je symetricky, pozitivné semidefinitni a jeho
vlastni Cisla jsou redlnd a tedy i sefaditelnd. Soucet vSech prvkd kazdé radky

je roven nule a jedno vlastni ¢islo Laplacianu je vZdy nulové. Pokud je graf G
souvisly, pak 4, > 0. Tyto vlastnosti vyplyvaji z jeho definice.
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Symetrii Ize dokdzat z definice , kde L. = A— A, protoZe obé matice A i A jsou
pro neorientovany graf symetrické. Pro redlnou symetrickou matici L. z lemmy
2.1 plyne, Ze kazdé jeji vlastni ¢islo bude redlné. Pozitivni semidefinitnost matice
L plyne z lemmy 2.2, nebot’ lze Laplacidn vyjadfit jako L = EE” .

Pro Laplacién plati:

S = 21@' =0,
j=0

kde ¢ je pocet sloupct matice L. Tato vlastnost plyne z definice L = A — A,
nebot’:

=0 j=0

Tedy soucet vSech fddek matice L je roven nule. Z toho plyne, Ze matice L
obsahuje alespon jeden linearné zavisly fadek. Potom plati:

Lle=0, 1=[1...1]" eR",

kde 1 je vektor jednicek a c je libovolnd konstanta. Pro vektor 1c tak plati,
ze 1c € N(L), kde N(L) je nulovy prostor matice L. Z této vlastnosti vyplyva,
7e alespon jedno vlastni ¢islo matice L bude vZdy nulové. Pokud je navic graf
G souvisly, matice Laplacidnu L pfislusného grafu bude mit hodnost rank(L) =
N — 1, tudiz velikost baze nulového prostoru N(L) je jedna. Z toho plyne, Ze
pokud je graf G souvisly, bude matice L. obsahovat pravé jedno nulové vlastni

Cislo.

(a) Graf G, (b) Graf G,

Obrazek 2.2: Ukazka topologie neohodnocenych, neorientovanych grafi.
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Priklad 2.2. UvaZujme graf G, z obrazku 2.2, stupen kazdého uzlu je d; = 2,

graf predstavuje kruZnici a tedy ziskdme matice A a A v nésledujicim tvaru:

S O O O O

S O O OO

= elell S el

S O VO O O

SN O O O O

0

N O O OO

Laplacian grafu G, 1ze vyjadrit jako:

[ 2

[ 0

-1

0

. A=
0

| -1

-1 0
-1 2 -1
0 -1 2
0 0 -1
0 0 O
-1 0 O

-1
0
-1

S O O

0
-1
0
-1
0
0

0
0
-1
0
-1
0

0
0
0
-1
0
-1

-1
0
0
0
-1
0 |

Priklad 2.3. Uvazujme graf G, z obrazku 2.2, ktery predstavuje strom. Pokud
budeme uvazovat orientaci hran od hornich uzlu k dolnim, ziskdme uzlohranovou

matici E a nasledné Laplacian L grafu G, ve tvaru:

[ -1

S O O o

-1

S O O = O

0
-1
0

1
0
0

0
-1

S = O O

0

0
0
0
-1
1

b

L =EE",

L=

o o o = O

S O O O

Pokud bychom postupovali polde definice (2.22) (resp. jako v pfedchozim
prikladu 2.2), ziskdme matice A a A v ndsledujicim tvaru:
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2.3 Stavovy popis linearniho t-invariantniho systému

Stavovy popis je jednou z mozZnosti, jak zachytit dynamiku linedrniho t-invariantniho
systému (LTT systém) s respektovanim vazeb na jeho okoli. Jedna se o soustavu
linearnich diferencidlnich rovnic:

X(1) = Ax(¢) + Bu(t), (2.2)
y(t) = Cx(t) + Du(t),

kde x(7) € RY je stav systému, i(¢) jeho Casova derivace, u(t) € RM je vstup
do systému a y(r) € R je vystup systému. Matice A € R¥ je matice dynamiky
systému, matice B € RV je matice vstup(i, matice C € RPV je vystupni matice,
uréujici, jaké stavy se projevi na vystupu, a matice D € R je matice vstupti
pusobicich pfimo na vystup (nékdy téZ chyby plisobici na systém).

Stabilita takto popsaného LTI systému je urCovana pomoci autonomni rov-
nice:

0 = Ax(r).

V z4vislosti na feSeni této rovnice rozhodujeme, zda je systém (2.2) stabilni.
To nastane tehdy, bude-li mit vlastni ¢isla matice dynamiky A zdpornou redlnou
cast.

2.3.1 Stavova zpétna vazba

Stavova zpétnd vazba je jeden z moZnych predpisi fizeni stavové popsaného sys-
tému (2.2) a je dana predpisem:

u(t) = Fx(2), (2.3)

kde F € RM*V je hledand zpétnovazebni matice. Jak tuto matici zvolit, abychom
docilili pozadovaného chovani vysledného systému, miizeme rozhodnout pomoci
dale uvadénych metod.

Vyhodou stavové zpétné vazby je jednoduchost implementace a nulova dyna-
mika reguldtoru. TudiZ dynamika systému neni zatizena dalS$imi pfechodovymi
déji regulatoru. Nevyhodou této metody je potfebnd znalost vSech stavii daného
systému, kterd nemusi byt vZdy zndma. Tento problém se Casto fesi zavedenim re-
konstruktoru stavu, ktery v§ak navySuje pocet stavi vysledného systému a tim se
vyrazné zvysuje vypocetni ndro¢nost. Pro nase ucely fizeni uvadéného v kapitole
3 bude postacujici stavova zpétna vazba.
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Prirazeni Jordanovy formy stavovou zpétnou vazbou

Tato metoda pro ndvrh stavové zpétné vazby je zaloZena na pfifazeni Jordanovy
formy vyslednému uzavienému systému. Pfifazeni vyuZivd podobnosti matic,
kde si ndvrhar zvoli, jak by méla vypadat vyslednd matice dynamiky systému.
Nisledné je pro tento poZadavek navrZena stavova zpétnd vazba. Pro systém (2.2)
a stavovou zpétnou vazbu (2.3) dostaneme:

(1) = Ax(?) + BFx(),
(1) = (A + BF)x(D).

Pro pfifazeni poZzadované matice je potfeba zavést podobnost matic. Matice
A a Z jsou si podobné, A ~ Z, pravé tehdy, jestlize existuje reguldrni matice T,
pro kterou plati A = TZT™'. Nyni je zapotiebi zvolit vyslednou matici dynamiky
Z, kterou budeme pfifazovat uzavienému systému A + BF, neboli:

(A+BF)~Z,
(A+BF)=TZT' /T,
AT + BFT = TZ,
AT - TZ + BFT = 0. (2.4)

Pro feSeni této rovnice bylo v [11] ukdzano, Ze 1ze zavést substituci H = FT
rovnice (2.4), ktera prejde na rovnici:

AT -TZ + BH = 0. (2.5)

V [12] je ukdzano, Ze pro skoro kazdou matici H existuje feseni rovince (2.4).

Pro zajiSténi regularity vysledné Sylvestrovy rovnice je potreba splnéni pod-
miky o(A) N o(Z) = 0. ReSenim je pak matice T, kterou je-li reguldrni, lze
nasledné vyuzit pro vyjadieni vysledné stavové zpétné vazby.

F=HT .

Linearni kvadraticky regulator

Jednou z moznosti, jak navrhnout stavovou zpétnou vazbu je metoda linedrniho
kvadratického regulatoru (LQR) [4]. Jednd se o pfistup v teorii fizeni, kde na-
misto toho, aby navrhar ladil reguldtor na zdkladé pozadavki (bezpecCnost v zesi-
leni, ve fazi), jsou poZadavky nahrazené vhodnym kritériem. Tvar tohoto kritéria
a jeho feSeni nasledné urcuje tvar regulatoru. V naSem piipadé se jednd o linedrni
kvadraticky reguldtor, kde volime vdhové matice Q a R, jejichZ vzdjemny po-
mér urcuje vahu konkrétni sloZky stavu ¢i naro¢nost vyuziti daného fizeni. Toto
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kritérium ma dva tvary, pripad s konecnym horizontem a pfipad s nekoneCnym
horizontem. V této praci jsme vyuZzivali pfipad s nekone¢nym horizontem, jehoZz
kritérium vypada nésledovné:

J(u) = f oo(xTQx + u"Ru)dt — min, (2.6)
0

kde matice Q je pozitivné semidefinitni a matice R pozitivné definitni. Tyto
pozadavky potiebujeme pro nalezeni globalniho minima.
Reseni ulohy (2.6) vede na na tvar:

J = x"Px,

kde P > 0 je pozitivné definitni matice ziskand feSenim Riccatiovy maticové
rovnice:

A"P+PA-PBR'B'P+Q=0.
Vysledna zpétnovazebni matice je ve tvaru:

F=-R'B’P.
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3 Rizeni multi-agentnich systémi

Tato price se zamétuje na pohybujici se dynamické systémy, které je moZzné po-
psat Newtonovym druhym pohybovym zdkonem a jeho variacemi, tedy F' = ma,
kde F je sila pisobici na téleso, m je hmotnost télesa a a je pfislusné zrychleni.
Cilem této prace je navrh fizeni, ktery pro takto popsané systémy zajisti stabi-
litu a shodu vSech agentti na spolecné hodnoté (polohy, rychlosti, stavu obecné).
Tento pozadavek je mozné modifikovat a navrhnout fizeni, které zaru¢i shodu na
pozadované formaci ¢i sledovani referencni trajektorie.

Vyvoj multi-agentniho fizeni vSak nezacinal na takto popsanych systémech,
ale postupné se rozvijel. V této prici je tedy snaha postupovat podobné. Kapi-
tola zaCina jednoduchymi systémy, které jsou popsany dynamikou prvniho fadu.
Natéchto systémech jsou ukdzany principy consensu protokolu popsané v pii-
pravné kapitole, na které postupné navazuji dalsi pozadavky fizeni (napf. fizeni
do formace). Poté jsou tyto principy odvozeny na systémech druhého fadu, které
hraji klicovou roli v naSich aplikacich. Nasledné je tato forma pfepsdna do ma-
ticového tvaru, coZ umoziuje ndzornéjsi aplikaci této teorie na systémy vysSich
radl. Vztahy uddvajici chovéani jednotlivych agentd vychdzeji z implementace
Reynoldsovych pravidel, kde se dile soustfedime na druhy a tieti zdkon chovéni.

3.1 Systém s dynamikou prvniho radu

Nejprve uvazujme kooperativni fizeni, kde je stavovy popis vSech jednotlivych
agentl (odpovidajicich uzlim néjakého grafu G) reprezentovan systémem prv-
niho fadu:

xi(1) = ui(0), (3.1

kde x;(¢) a u;(¢) jsou redlné funkce, ddle oznacované jako x; a u;.

Cilem je navrhnout fizeni u; pro kazdého agenta, které usmérni jejich stavy
na n¢jakou spolec¢nou hodnotu- tedy dojde ke consensu (shod¢€). Lokélni protokol
fizeni pro kazdého agenta je dan vztahem:

N
ui= ) ay(x; = x), (3.2)
j=1

kde a;; je vdha hrany v grafu G spojujici uzly n; a n;. Tento zékon fizen{ ur-
Cuje fizeni i-t€ho uzlu pouze na zdkladné znalosti stavu sousedt pfi respektovani

25



topologie grafu. Tomuto protokolu se tika "local voting protocol", jelikoZ fizeni
pro kazdy uzel je dano rozdilem stavu daného uzlu a vSech jeho sousedt. Pokud
jsou stavy vsech uzla stejné, pak x; = u; = 0.

Dynamika jednoho uzlu za pouZziti tohoto zdkonu fizeni vypada nésledovné:

N
X = Z aij(x; — x;),
—

J
N N
x,- = Z aij-xj — X; Z aij,
J=1 J=1
X1
Xi=lag---aivl| * | - xid;. (3.3)
XN

Pro popsani dynamiky celého systému zavedeme vektor stavu vSech uzli
x = [x;---xy]" € RY, stupfiovou matici D = diag(d;) a matici sousednosti A
definovanou odpovidajicimi (informa¢nimi) vazbami. Vyslednd dynamika celého
systému je dana nasledovné:

t = Ax — Dx,
(A —D)x,
-(D - A)x,
= -Lx.

LT T
Il

Zakon fizeni pro cely systém u = [u; - - uy]’ € RY je tedy dén jako:
u = -Lux. (3.4)

kde L predstavuje Laplacian pfisluSnych vazeb popsanych grafem G.

Z tohoto vztahu vyplyva, Ze vysledné fizeni systému zavisi na topologii grafu.
Kli¢ové jsou tady vlastni ¢isla Laplacidnu, nebot’ reprezentuji dynamiku vysled-
ného systému. Jak bylo uvedeno v predchozi kapitole, vlastni Cisla Laplacidnu
lezi v pravé uzaviené poloroviné komplexni roviny a pro neorientovany graf jsou
vSechna vlastni ¢isla redlnd. Nasledujici tvrzeni jsou uvddéna s respektovdnim
téchto predpoklada.

Pokud ma matice Laplacidnu hodnost N — 1, tj. rank(L)= N-1, pak 1lc,c € R

je jediny vektor v nulovém prostoru matice L a ustaleny stav je ddn jako:

0 = —Lx,

X1 C

XN C
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Z tohoto vyplyva, ze v ustileném stavu je x; = x; = ¢ € R, Vi, j. TudiZ
je dosazeno consensu na hodnoté c, kterou je mozné pro systémy prvniho fadu

vyjadfit [4] jako:
c= > px0),

i=1eN

kde w; = [p;---pn]’ je normalizovany levy vektor matice Laplacidnu L
vlastniho ¢isla 4; = 0. Druhé nejmensi vlastni ¢islo A, matice L ovliviiuje rych-
lost (dobu), za niZ miize dojit ke consensu. Pro grafové topologie s vétsi hod-
notou vlastniho Cisla A, je dosaZzone consensu diive [4]. Pokud matice grafu G
neobsahuje kostru, pak matice Laplacidnu L popisujici tento graf ma hodnost
rank(L)< N-1, nulovy prostor matice ma dimenzi vétsi neZ jedna a consensu neni
dosaZzeno.

Drive bylo ukédzéano, Ze hodnoty vlastnich ¢isel matice L. pro neorientovany
graf G jsou nezaporné a setaditelné. Jejich hodnota je ovlivnéna strukturou grafu
G. Hodnota vlastniho ¢isla A, udava rychlost kovergence systému k ustdlenému
stavu. Cim provazan&jii je graf G, tim v&t§ je informadni tok mezi jednotlivymi
uzly a tim rychlejsi je jeho konvergence k ustdlenému stavu. S vetsi provazanosti
vSak také nartsta vypocetni naro¢nost jednotlivych 1zld a jak je ukazano v litera-
tufe [2], klesa i robustnost celkového systému. Tento jev vznika v dasledku pfilis
mnoha poZadavkil na jednotlivé uzly, coz ma za nésledek oscilace a pripadnou
nestabilitu celého systému.

(a) Graf G; reprezentujici infor- (b) Graf G, reprezentujici infor-
macni provdzanost systému. macni provdzanost systému.

Obréazek 3.1: Ukazka grafovych topologif systému.

Priklad 3.1. UvaZujme systém, jehoZ agenti jsou popsdni dynamikou z rovnice
(3.1) a informacni provazanost skupiny je popsdna grafy z obrazku 3.1. Priibéh
polohy pro agenty na pocatecnich pozicich x;(0) vypadd nasledovné:
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agentl, ktefi jsou posdni dynamikou prv- agentd, ktef{ jsou posani dynamikou prv-

niho fadu a jejich topologie je popsdna gra- niho fadu a jejich topologie je popsdna gra-

fem G, z obrazku 3.1. fem G, z obrazku 3.1.

Obrazek 3.2: Priibéh simulaci z programového prostfedi Matlab, Simulink.

Z pribéhu simulaci je patrné predchozi tvrzeni, Ze provdzanost systému ovliv-
fluje rychlost kovergence. Uvazované grafy G, a G, patii do tfidy k-regularnich

cyklickych grafi, coz ovliviiuje rychlost konvergence. Vlastni ¢isla Laplacianti
odpovidajicich grafim G jsou:

A(G;) =1{0,6,6,6,6,6}.
Consensu pro graf G, je dosaZeno priblizné v Case:
g, = 5.4366s.
Vlastni Cisla Laplacianu grafu G, jsou:
A(G,) =1{0,1,1,3,3,4}.
Consensu je dosazeno priblizné v Case:

tg, = 0.9845s.

3.1.1 Rizeni agenti popsanych vektorem stavi

Do ted’ bylo v dynamice (3.1) uvazovano, Ze stav agenta x; je popsan skaldrné,
tedy x;, u; € R. Pokud budou stavy jednotlivych agentii popsany vektorové, x;, u; €
R", bude celkovy stav systému, a jeho fizeni, definované jako x = [x] ---x}] €
R™, u = [u] ---ul] € R"™N. Prvky a;; a d; z rovnice jsou pomoci Kroneckorva
soucinu nasobeny jednotkovou matici I, velikosti n X n a dynamika vysledného
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systému lze zapsat nasledovné:

u=—-L&I)x,
ix=—-(LeL)x,

(3.5)
(3.6)

kde ® reprezentuje Kroneckeriv soucin [1]. Systém si uchovava stejné vlast-
nosti a chovani jako ve skaldrnim pripadé. Tato modifikace je vhodna pfi mode-
lovéani chovani systému ve vice dimenzich.

Priklad 3.2. Simulace pohybu systému v roviné (x, y), kde jsou jednotlivy agenti
popséni dynamikou (3.1) a informacni topologie systému je reprezentovéana gra-
fem G, z obrazku 3.1. Laplacidn popisujici topologii systému je identicky pro
obé osy a jelikoz se pohybujeme v roving, velikost matice I, bude 2 X 2, tedy

n=2.

(2 -1 0 0 0 -1]

-1 2 -1 0 0 0
0 -1 2 -1 0 0 10
L,=L I :
1o 0 -1 2 -1 0 *7lo 1]

0 0 0 -1 2 -1

-1 0 0 0 -1 2 |

Dosazenim do rovnice (3.5) ziskdme popis vysledného systému jako:

s=—-(L®IL,)s,

[ fC] 1 [ X1 1
xN _ _[ Lx 0 XN
N 0 L Y1

[ Vv | [ Vv |

Matice Laplacidnu popisujici chovéni celého systému mé rozméry 12 X 12 a

stavy systému jsou ve vySe uvedeném potadi.
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(a) Pocétecni stav uzli generovan po kruz-  (b) Pocate¢ni stav uzli generovan nahodné
nici.
Obrazek 3.3: Simulace probéhu stavi systému pomoci programového prostredi
Matlab- Simulink popisujici pribéh vyse popsaného systému.

3.1.2 Consensus protokol a Fizeni do pozadované formace

V predchozi ¢asti bylo ukdzano, Ze pro systémy popsané prvnim fddem, které
jsou propojeny informacnim tokem dle daného grafu G, je celkovy systém na
mezi stability a pro neorientované silné souvislé grafy konverguje k vdZenému
priméru pocatecnich hodnot stavu. V piipad€, Ze neni cilem stabilizovat v§echny
stavy do jednoho bodu, je potfeba upravit zdkon fiZeni.

Nyni tak prejdeme k tloze, kdy hleddme fizeni, které agenty shodne na spo-
le¢ném cili a zdrovei si od sebe budou udrzovat danou relativni vzdalenost. Exis-
tuje vice zptsobu, jak zavést pozadavek formace do feseni consensu. UvaZujme
systém, jehoZ agenti jsou popsani dynamikou (3.1), k systémtim popsanych rov-
nicemi (3.4) miiZeme piejit obdobnym zpisobem. Zavedeni pozadavku relativni
vzdalenosti mezi agenty, neboli upravenim vztahu (3.2), ziskdme:

N
up = Z aij((xj - Aj) = (x; — Ay)),

J=1

kde A; predstavuje poZadovanou vzdalenost j-tého agenta od agenta x;, ktery
je od své pozice vychylen o A,. Respektive, jejich relativni vzdalenost 1ze zapsat
jako A;;, kde:

ijs
N
u = Z aij((x; — x;) + A — A)),
=1
Aij = Ai = Ay,
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Tento zdkon fizeni Ize prepsat do maticového tvaru obdobné jako v rovnici
(3.4) a ziskdme uzavieny systém:

x=-L(x-h),

kde vektor i = [A; - - - Ay]" uddvé vzdjemnou relativni polohu viech uzld. Pro
vektor h = [c---c]" je vysledkem feSeni uvedené v piedchozi kapitole, nebot’
relativni vzdalenost jednotlivych uzli je nulova.

Priklad 3.3. Simulace systému popsaného v piikladu 3.2 s pfidanym pozadav-
kem rozmisténi do formace ve tvaru hruZnice, kterd byla definovana vektory:

|

h =
hy=|

-1 =

],

L
-% o .

0 -

ot
ol
ol

Pohyb 6 subsystemu v rovine

1.4r

0.6

y [u]

0.4r

O Pocatecni hodnota
x  Koncova hodnota
Prubeh trajektorie i-teho agenta

-0.5 0 0.5 1 15
x[u]

Obrazek 3.4: Simulace s ndhodnym rozmisténim agentli uvnitf kruZnice s poZa-
davkem fizeni do kruhové formace.

3.2 Rizeni s leadrem

Consensus protokol fizeni, ktery byl uvazovan doted’, nezahrnuje Zadné vazby
systému s okolim. Chovani jednotlivych agentl je dano lokdlnim fizenim, které
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zavisi pouze na rozdilu stavi daného agenta a jeho okolnich sousedt. V aplika-
cich, kde je zadouci interakce skupiny s okolim, je Casto vyuzivan zpusob fizeni
s leadrem. Pojem leader oznacuje agenta, jehoZ dynamika predstavuje referenéni
chovéni, které m4 skupina kopirovat. Casovy pribéh jeho stavi tedy udava re-
ferenc¢ni hodnotu vSem agentiim skupiny, pficemz fizeni leadra neni ovlivnéno
ostatnimi agenty. Tim v grafu, ktery popisuje topologii systému, vznikaji orien-
tované hrany, ¢imz se rozSifuje pozadavek pro dosaZeni consensu celého systému.
Aby bylo dosazeno consensu, shody vSech agentti, na spole¢né hodnoté (stavu,
poloze), musi v grafu G reprezentujiciho topologii systému existovat kostra, ktera
obsahuje uzel leadra jako sviij koren. Tedy musi existovat cesta z leadra ke vSem
ostatnim agentiim skupiny.

V této préci se soustfedime pouze na fizeni s jednim leadrem, jehoZ dynamika
je totoZnd s ostatnimi agenty. Zapojeni leadra do skupiny, na které se zamétujeme,
jsou oznaceny jako virtudlni leader a externi (jmenovany) leader.

Priklad 3.4. Uvazujme systém, jehoZ agenti jsou popsani dynamikou prvniho
fadu (3.1). Graf G, popisujici topologii systému vypadd nasledovné:

Oam®
(G)—

Obrazek 3.5: Graf G, popisujici informacni provazanost agentl s leadrem.

Dynamika agenta U, plniciho roli leadra je dana predpisem:
xL = uref.(t),
kde u,.z(t) je Casovy priibéh pozadované trajektorie, dile znacen u,.;. Uva-
Zujme lokdalni zdkon fizeni i-tého agenta dany predpisem:

N

u; = Xp + kp(xp —x;) + ¢ Z a;j(x; — x;),
=

Oproti predchozim navrhiim fizeni pro dosaZeni consensu a fizeni na polohu,
piibyl ndvrhovy parametr c a k,. Cilem tdlohy je nalézt hodnotu téchto parametrii
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takovou, aby systém dosdhl consensu x; — x; neboli (x; — x;) — 0. Uvazujme
chybu i-tého agenta definovanou jako X; = x; — x;, potom plati:

Xi = X — XL,
Xi = u; — Xp,
N
)?,' = ).CL + kp (XL — x,‘) +c E aij (.Xj — X,‘) —).CL,
[\ —— = _———

—Xi Xj—xp—Xi+xp

N
):Z,' = —kp)'z,' + CZ aij(fcj — )~C,)

J=1

Clen Z?Ll a;j(X; — X;) 1ze opét vyjadiit pomoci Laplacianu L, jehoz tvar vy-
chdzi z topologie systému. Dynamiku chyby celého systému se stavem ¥ = [Xy, ...
l1ze maticové zapsat:

% = [I, ® (—k,) — cLI%,

~[I, ® k, + cL]%. 3.7)

X

Pro zaruCeni konvergence chyby k nule musi byt vyraz (3.7) stabilni, tudiz
navrhové parametry musi byt voleny kladné, tj. k, > 0, ¢ > 0 a graf G, repre-
zentovany matici Laplacidnu L, musi byt souvisly. Parametr k, obvykle ozna-
Cuje existenci hrany mezi danym agentem a leadrem, proto je volen z mnoZiny
k, € {0, 1}. Parametr ¢ se vyuZiva pro ovlivnéni rychlosti konvergence, ¢imz je
pfimo ovlivnéna presnost sledovani referencniho signdlu. Dynamika vysledného
systému, jehoZ topologie je popsdna grafem G, z obrazku 3.5 vypadd nasledovné:

X 3 -1 -1 -1 || X 0
X -1 2 -1 0 X 0
L = —C - +

X3 -1 -1 2 0 X3 0
XL 0 0 0 0 XL Upef.

Pokud zvolime u,.; = 0, systém dosdhne consensu na hodnot¢ x;(0).
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Obrazek 3.6: Pribéh stavil systému popsaného vztahem (3.7) s ndhodnymi po-
¢ateCnimi hodnotami, kde byly voleny rizné hodnoty parametru c. Svétle modra
¢ara predstavuje Casovy pribéh polohy leadra (referencni trajektorie).

Pokud budeme uvaZovat harmonicky referencni signdl u,.r = sin(t), volba

ndvrhového parametru ¢ nabyde vice na dileZitosti.
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Obrazek 3.7: Pribéh stavil systému popsaného vztahem (3.7) s ndhodnymi po-
¢atecnimi hodnotami, kde byly voleny rizné hodnoty parametru c. Pro sledovani
nenulového referencniho signélu, ktery je v grafech reprezentovan svétle modrou

v 2

arou, je patrna dulezitost spravné volby parametru c.

3.2.1 Rizeni s virtualnim leadrem

Tento zpusob fizeni oznacuje implementaci leadra, ktery je chdpan jako repre-
zentace celé skupiny. Vektor stavii popisujici virtudlniho leadra je dan vazenym
primérem vektort stavil vSech ostatnich agentti skupiny. Tim vznika pozadavek
na existenci vazby (orientované hrany) z kazdého uzlu k leadrovi. Rizen{ agenta
popisujiciho roli virtudlniho leadra je ddno poZadovanou referencni trajektorii.
Pro systémy s dynamikou prvniho fadu (3.1) je tedy chovdni leadra posdno vzta-
hem:

Xo(1) = tres (1), (3.8)

kde u,. () je Casovy pribéh poZadované trajektorie, ddle znacen u,, .
Lokalni protokol fizeni osatatnich agentd, ktef{ jsou popsani dynamikou (3.1),
vypada nésledovné:
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N
= Ko + (X = X)) +¢ Y aijlx; = x), (3.9)
J=1

kde c je jediny navrhovy parametr. Oproti piikladu 3.4 je pfedpoklad k, =
I, Viclenu (xo—x;), coZ reprezentuje poZadavek na existenci orientované hrany
od virtudlniho leadra ke v§em vagentiim. Jak bylo ukdzano v pfikladu 3.4, systém
dosdhne shody pokud graf G, ktery je reprezentovan matici Laplacidnu L, obsa-
huje orientovanou hranu z leadra ke v§em agenttim. To je pro variantu virtudlniho
leadra vZdy splnéno, nebot’ existuje virtudlni pfimé orientovand hrana od leadra

ke kazdému agentovi.

Priklad 3.5. Méjme nasledujici modifikaci grafu G, z obrazku 2.2, kde na pozici
agenta uy uvazujme virtudlniho leadra. Informacni topologie této skupiny poté
bude popsédna nasledujicim grafem:

Obrazek 3.8: Graf G; reprezentujici informacni topologii systému, kde Sipky re-
prezentuji orientovanou hranu ve sméru ukazatele.

Systém, jehoZ agenti x; — x¢ jsou popsdni dynamikou prvniho fadu (3.1) a
zakon fizeni celého systému je popsan rovnici (3.4), je popsan soustavou diferen-
cidlnich rovnic:

[ X ] (3 -1 0 0 0 -1 —1]]x] 0
b2 1 3 -1 0 0 0 —-1]|=x :
: 0 -1 3 -1 0 0 -11]:
=—| 0 0 -1 3 -1 0 -1 + . (3.10)

0 0 0 -1 3 -1 -1 :

g -1 0 0 0 -1 3 -1]|x 0
[ % | (000 0 0 0 0 0l[x]| |4,

L
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Posledni sloupec matice L, reprezentujici vazby vSech agentd k leadrovi, ma
identické prvky pro vSechny agenty kromé samotného leadra. Tim je zaruceno,
Ze vsichni agenti budou nésledovat leadra se stejnou odchylkou. V porovnani s
prikladem 3.4, kde vznikal rozpor mezi agenty, protoZe se k nékterym agentim
dostavala informace o leadrovi zprostfedkované. Simulace takto popsaného sys-
tému v 1D s mnoZinou parametri ¢ = {1, 2, 5, 10} vypada nasledovné:

Pohyb 6-ti subsystemu v rovine Pohyb 6-ti subsystemu v rovine

O Pocatecni hodnota

O Pocatecni hodnota
x Koncova hodnota

% Koncova hodnota
Prubeh trajektorie i-teho agenta
— — - referencni trajektorie

Prubeh trajektorie i~teho agenta
— = referencni trajektorie

ylul

Pohyb 6-ti subsystemu v rovine

Pohyb 6-ti subsystemu v rovine

K
O Pocatecni hodnota

X Koncova hodnota

Prubeh trajektorie i~teho agenta
— -~ referencni trajektorie

O Pocatecni hodnota
% Koncova hodnota

Prubeh trajekiorie i~teho agental
— .~ referencni trajektorie

ylul
y[ul

©c=5

Obrazek 3.9: Prubéh stavi systému, jehoZ agenti maji predpis fizeni definovany
vztahem (3.9), s ndhodnymi pocate¢nimi hodnotami a pro rizné hodnoty para-
metru c.

Simulace stejného systému (3.10) ve 2D prostoru, tedy roviné (x,y), pro niz
uvazujeme Kroneckertiv soucin dle (3.5), dopadne nasledovné:
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Obrazek 3.10: Pribeh stava systému v roviné (x,y), jehoZ agenti maji predpis
fizeni definovany vztahem (3.9), s ndhodnymi poc¢dte¢nimi hodnotami.

3.2.2 Rizeni s externim leadrem

V ptipadech, kdy neni vhodné nebo mozné aplikovat fizeni s virtudlnim leadrem,
existuje moznost tzv. externiho (jmenovaného) leadra. Tento pfistup urci jednoho
nebo mnoZinu agentl za leadra, ¢imzZ tito agenti urcuji referen¢ni trajektorii celé
skupiny. Jmenovani do pozice leadra je tedy chdpéno jako ziskédni externi infor-
mace o prub¢hu pozadované trajektorie, kterd je Casto reprezentovana pohybem
pridaného agenta. Znalost této trajektorie je pak orientovand hrana od ptidaného
agenta, ktery vSak neni soucasti pivodni skupiny. Podobné jako reprezentujeme
provazanost sousedd grafu matici Laplacidnu L, jsou vazby na pfidaného agenta
popisovdny pomoci matice G.

UvaZujme systém, jehoZ agenti jsou popsdni dynamikou (3.1). Referencni tra-
jektorie (Casovy prubéh pridaného agenta) bude popsana vztahem:

Xo(1) = uref(t)
Predpis fizeni pro i-tého agenta vypada nasledovné:

N
up = Xo + cz a;j(xj — x;) + gi(xo — x),
=1
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Pro mnozinu agentti, kterd ma vazbu na pridaného leadra plati g; = 1, jinak
gi =0,1. g € {0, 1}, Vi. Matice G je diagondlni matici, kterd je tvorena diagonal-
nimi prvky g;. Chovani vysledného systému lze zapsat jako:

x = —cLx — cGx + ¢cGxy,
X = —c(L + G)x + cGxy,

Pokud bychom uvazovali odchylku systému, podobné jako v prikladu 3.4,
ziskame:

Xi = Xi — Xo,
X; = X; — Xo,
N
X;=Xy+tc § a;j(xj — x;) + gi(xo — x;) — Xo,
J=1
N
Xi=c¢ § a;j(Xj — %) — gi%i.

=1
Chybu celého systému lze zapsat nasledovné:
¥ =—c(L+G)x

Pro zaruceni consensu na stavu leadra, resp. referencni hodnoté, musi byt
zaruCena stabilita matice —c(LL + G). Tento piedpoklad je splnén pro ¢ > 0 a
pozitivni semidefinitnost matice (L + G).

Priklad 3.6. Uvazujme systém, jehoZ agenti jsou popsani dynamikou (3.1) a jeho
grafova topologie je reprezentovana nasledujicim grafem.
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Obrazek 3.11: Graf G, popisujici topologii systému s externim leadrem. Tecko-
vand spojnice leadra a agenta reprezentuje moznou aditivni vazbu.

Matice Laplacianu L a matice G popisujici vazbu agentli na leadra vypadaji
nasledovné:

[ 2 -1 0 0 0 -1] [1 0 0 0 00

-1 2 -1 0 0 O 000O0O0O

L= 0O -1 2 -1 0 O G- 0 00O0OO
0O 0 -1 2 -1 0O 0 00O0OO

O 0 0 -1 2 -1 00 0O0O0O

| -1 0 0 O -1 2 | 00 00 00O

Zvolime-li referencni signél u,., = 0 pfi ndhodnych pocatecnich podminkach
stavill, systém by mél dosdhnout consensu ve stavu prvniho agenta. Ovéfime tento
predpoklad simulacné pro rtizné hodnoty parametru ¢, pricemz porovname i zpu-
sob zapojeni externiho leadra, kde porovndme dosavadni zapojeni a zapojeni s
aditivni vazbou z grafu G,.
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(a) Zakladni zapojeni leadra s paramet- (b) Aditivni zapojeni leadra s paramet-
remc = 5. remc = 5.

Pohyb 6 subsystemu s externim leadrem v case Pohyb 6 subsystemu s externim leadrem v case

O Pocatecni hodnota
05 % Koncova hodnota

Prubeh trajektorie i-teho agenta
04} — = Referencni trajektorie

O Pocatecni hodnota
x Koncova hodnota

Prubeh trajektorie i-teho agenta
— = Referencni trajektorie

0. 0.
0.2 0.2¢
0.1 0.1
0 5 10 15 5 10 15

tls] tls]

(c) Zakladni zapojeni leadra s paramet- (d) Aditivni zapojeni leadra s paramet-
rem c = 15. rem ¢ = 15.

Obrazek 3.12: Priibéh poloh agentt systému v ¢asové zavislosti s riznymi hodno-
tami navrhového parametru c. Obrazky (a) a (c) reprezentuji Casovy pribéh poloh
systému, jehoZ topologie je popsdna grafem G; bez aditivni hrany. Varianty (b)
a (d) jsou pribehy pro systém s topologii popsanou grafem G, vcetné aditivni
hrany.

Z prubéhid simulaci poloh systémi je patrné, Ze aditivni zapojeni ma pozi-
tivni vliv na rychlost konvergence, nebot’ informace o pozadované trajektorii je
prezentovana piimo vice agentim.

Priklad 3.7. Uvazujme systém v roviné (x,y), jehoZ agenti jsou popsani dyna-
mikou (3.1). Pozadavky na systém jsou, aby skupina agentl utvofila zadanou
formaci a nésledné opisovala referencni trajektorii. Systém tedy bude obsahovat
leadra, zvolime implementaci externtho leadra, u kterého uvidi polovina zbylych
agentl na jeho stav. Topologie systému bude popsdna grafem G:
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Obrazek 3.13: Graf G.

Lokalni zakon fizeni bude dan vztahem:

N
up=xo+c Z a;j((xj = Aj) = (x; = Ap) + gi(xo — xi),

J=1

kde x, predstavuje stav leadra, a;; jsou vdhové parametry tvofici topologii
systému a parametr ¢ je vahovy prvek urcujici rychlost konvergence.
Uvazujme chybu i-tého agenta, ktera je urCena nasledovné:

Xi = x; — A — Xo,

X; = % — Xo,
N
Xi=c Z[aij(fj - X) + gi(—=%)].
=1
Maticové Ize pak cely systém vyjadrit jako:
¥ =—cL + G)x.
PoZadovany pribéh stavli x pivodniho systému ziskdme zpétnym prepoctem:

X=X+ A+ xp.

Parametry, pro které byl model simulovén, jsou:
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(2 -1 0 0 0 -1 (1000 0 0]
-1 2 -1 0 0 0 000000
0 -1 2 -1 0 0 001000
L= , = , = 20,
000 -1 2 -1o] ““looooool ©
0 0 0 -1 2 -1 0000T10
| -1 0 0 0 -1 2 | (00000 O]
. | e || 25in( 1 A | [1-1-2-112]
T gy || 2c0sry |7 T T | Ay || 1731730 - 173 - 1.730] |

Priibéh trajektorii poloh jednotlivych agentd pro takto popsany systém vypada
nasledovné:

Pohyb 6 subsystemu v rovine

y[u]

-3r / O Pocatecni hodnota
x Koncova hodnota
Prubeh trajektorie i-teho agenta

-5} AN pd g

% 4 2 o 2 s 6
x [u]
(a) Priibéh dynamiky systému s nulovymi pocate¢nimi
hodnotami.

Pohyb 6 subsystemu v rovine

y[u]

-3 { O Pocatecni hodnota
x Koncova hodnota
Prubeh trajektorie i-teho agenta

L L L - L L L L
-6 -4 -2 0 2 4 6
x[u]

(b) Pribéh dynamiky systému s ndhodnymi pocatec-
nimi hodnotami.

Obrazek 3.14: Pribéh dynamiky systému s volbou parametru ¢ = 20.
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Parametr ¢ byl volen ¢ = 20 pro redukci odchylky agentd od pozadované
trajektorie. Podobné jako v prikladech 3.4 a 3.5 dochazi pii niz§ich hodnotich
parametru ¢ k trvalému biasu vSech agenti. Tento efekt je demonstrovan v na-
sledujici simulaci, kde je jedinym rozdilem oproti pfedchozi simulaci hodnota
parametru ¢ = 1.

Pohyb 6 subsystemu v rovine

y [u]
o

Y

\\ /

¢}
X

Pocatecni hodnota
Koncova hodnota

Prubeh trajektorie i-teho agenta

%

x[u]

(a) Prdbéh dynamiky systému s nulovymi pocate¢nimi

hodnotami.
Pohyb 6 subsystemu v rovine
4l
3l
2l
1r /
Z o |
> \
—1h
O Pocatecni hodnota
-2 % Koncova hodnota
Prubeh trajektorie i-teho agenta/\
-3r ) 7 \ |
| [ ) /
-4t %/ \\
N o /S S /
0 2

2 4 6

x [u]

(b) Prtbéh dynamiky systému s ndhodnymi pocate¢nimi
hodnotami.

Obrazek 3.15: Prabéh dynamiky systému s volbou parametru ¢ = 1.
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3.3 Linearni systémy vysSich radua

Postupy uvedené v predchozich sekcich miizeme s jistymi Gpravami zobecnit pro
linedrni systémy vyssich fada. U fizeni systémi vyssSich fada je cilem zajistit
shodu na vSech stavech systému. Naptiklad pro druhy fad diferencidlni rovnice
(2.2) je zapotiebi dosdhnout consensu na poloze a rychlosti, pro systémy vyssich
fadd bychom postupovali obdobné. Uvazujme nyni systém popsany diferencial-
nimi rovnicemi ve tvaru:

Xi = Vi
Vi = u;,
01 0 X;
Zi [00 i+ 1]%, Zi [Vi], (3.1D
—— ——
A B

Pfi implementaci consensu protokolu je zapotiebi zajistit stabilitu vysledné
uzaviené smycky. Distribuovany zdkon fizeni, pro i-tého agenta takto popsaného
systému vypada ndsledovné:

N N
= CZ a;j(x; — x;) + C)’Z a;;j(vi—vi),

J=1 j=1
N
(x; — x; ]
]Z “ [ (Vj )
u = CKZ a;(zj — ), (3.12)
=1

kde ¢ > O reprezentuje vdhu zpétné vazby daného uzlu a K = [1 ] re-
prezentuje zpétnovazebni matici. Chovani uzaviené smycky celého systému lze
vyjadrit jako:

HE IR E T D 3
. : 0 : : 0 0 --- 0 ¢K '
N 0 --- 0 Ay N 0 --- By N

(3.13)
Pokud jsou matice Ay,--- ,Ay a By, -+, By stejné, Ize chovani systému po-

psat nasledujicim zplsobem:
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2=[Iy®A) - c(Le®Ip) @Iy ®B)Iy®K)lz,
z=[Iy®A)-cL®BK]z=A_z, (3.14)

kde Iy oznacuje jednotkovou diagondlni matici velikosti N XN (pocet agenti),
I, oznacuje jednotkovou diagondlni matici velikosti D x D (D reprezentuje di-
menzi stavu jednoho agenta) a ® reprezentuje Kroneckertv soucin [1]. Pokud je
graf popisujici topologii systému souvisly, je jeho matice dynamiky uzavieného
systému podobnd blokové diagondlni matici ve tvaru [4]:

A 0 0

A~A, = 0 A-ch,BK : . (3.15)
: 0
0 0 A-c1,BK

Z tohoto zépisu plyne, Ze o stabilité celého systému rozhoduji matice {A, A —
c,BK, - A — cAyBK]}. Je dilezité si uvédomit, Ze stabilizujici zpétnd vazba
K musi individudlné stabilizovat vSechny subsystémy, ale uZ sama nerozhoduje
o stabilité celého systému. Ta zavisi na stabilité vSech dil¢ich agentd a topologii
propojeni subsystémil. Cilem je tedy najit hodnoty koeficientl ¢, K takové, aby
byla splnéna nésledujici lemma.

Lemma 3.1. [4] Necht’ A;, i=1,2,...,N jsouvlastni isla matice Laplacidnu
L. Systém (3.14) je asymptoticky stabilni pravé tehdy, kdyZ jsou v§echny matice

A-cABK, Vi

asymptoticky stabilni.

Dukaz Systém (3.14) je asymptoticky stabilni prdavé tehdy, leZi-li vSechna viastni
¢isla matice A, (3.15) v levé poloroviné komplexni roviny. Pro matici L existuje
Jordanitv rozklad pomoci reguldrni matice S € RV takovy, Ze:

L
S_I(L)S _ J _ an(/lZ) . ’

3 ()
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kde J,, ), ..., Jn, jsou Jordanovy bloky velikosti ny,ny,...,ny a ny + ny +
-+ +n = N. UvazZujme ndsledujici aplikaci Jordanova rozkladu:

SoL)'AS®L)=(SoL)'Iy®A - cLBK)(S®I,) =
SL) 'Iy2A4)SRL)-(S®L) ' (c<LBK)S®IL,) =
(S®L,) "' (S®A)—(S®L,) ' (c(LS®BK) = I,8A—(S~'cLS)®cBK = I,8A—cJRBK.

Oznacme prvky diagondly matice J jako {1, Ay, . .., Ay}, potom plati:

[/ll’/lZ""’/lN] = [Zlv"'9/_lla"~a/_lk"~-’/_lk]-

Tedy plati, Ze mnoZina vlastnich Cisel diagondlnich blokii J,, je totoind s
vlastnimi Cisly matice J. Z toho plyne, Ze matice A, je stabilni pouze pokud jsou
vSechny submatice A — cA,;BK, (i = 1,2, ..., N) stabilni.

Pokud je tato podminka splnéna, systém dosdhne shody pro:

N
pixi(0) + % > ipwi(0), (3.16)

J=1

<
1l
—_

=1

Il
2|
.MZ

pivi(0), G.17)

<lI

Il
Z| —
.Mz

1l
—_

J

kde x(0) a v(0) jsou po¢atecni hodnoty polohy a rychlosti, w; = [p; - -- py]” je
normalizovany levy vektor matice Laplacidnu L vlastniho ¢isla 4; = 0. Vysledna
shoda tedy zavisi na pocatecni poloze a rychlosti vSech agentd. To zptisobi, Ze
pokud bude mit jeden agent nenulovou pocétecni rychlost, rozpohybuje celou
skupinu ve sméru jeho pohybu.

Volba zpétnovazebni matice K a véhy ¢ zdvisi na konkrétni aplikaci a pozado-
vanych regulacnich vlastnostech. V ptipravné kapitole byly uvedeny dvé metody
navrhu, pfifazeni Jordanovy formy a linedrni kvadraticky regulator (déle oznaco-
van LQR). Pfi aplikaci téchto ndvrhovych metod na multi-agentni systémy vzni-
kaji omezujici poZadavky na vdhové parametry ¢ a cy. Pokud by subsystémy
popsany matici dynamiky A; byly stabilni, consensu bude dosazeno i pfi volbé
vahového parametru ¢ = 0, [4]. V pfipadé nestability dil¢ich subsystémi musi byt
k zachovani vysledné stability systému voleny vahové parametry ¢ > 0, cy > 0.

Priklad 3.8. Uvazujme systém, jehoZ agenti jsou popsani dynamickym popisem
(3.11) a topologie systému je reprezentovdna grafem G, z obrazku 3.1. Lokalni
protokol fizeni kaZzdého agenta je ddn vztahem (3.12). Vysledné chovéni celého
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systému je popsano rovnici (3.13). Zpétnovazebni matice K ur¢ime jak prifaze-
nim Jordanovy formy tak pomoci LQR, zatimco vahovy parametr ¢ = 1 zlstane
stejny pro vSechny pfipady. Matice K, byla ur€ena pfifazenim Jordanovy formy
L, ve tvaru:

3 1 0 0
0 -3 0 0
L““00—31
0 0 0 -3

Vyslednd matice K, byla vypoctena dle vztahu (2.4) nasledovné:
Kir=[-9 -6 ]

V pfipad¢ navrhu zpétnovazebni matice K, oz pomoci LQR, bylo feSeno kri-
téirum (2.6) pro nasledujici ndvrhové parametry Q a R:

S O O W
S O W o
S = O O
- O O
=
Il
—
—
=)
—_

Vysledkem byla zpétnovazebni matice:

Kior=| -V3 -2.1128 |.

48



Pohyb systemu s Newtonovskou dynamikou v case

y[ul
°
\I
|
x

O Pocatecni hodnota
x  Koncova hodnota

-08
‘ Prubeh trajektorie i-teho agenta

1 2 3 4 5 6 7
t[s]

(a) Chovéni systému se zpétnovazebni ma-
tici K, pro nulové pocatecni rychlosti.

Pohyb systemu s Newtonovskou dynamikou v case

y[u]
Y
-
\,
\| [

x  Koncova hodnota
Prubeh trajektorie i-teho agenta

‘ O Pocatecni hodnota

‘1 é 3 4 5 é 7

tls]
(c) Chovani systému se zpétnovazebni ma-
tici K;r pro nenulovou pocatecni rychlost
jednoho agenta.

Pohyb systemu s Newtonovskou dynamikou v case

©  Pocatecni hodnota
* Koncova hodnota
Prubeh trajektorie i-teho agenta

y[ul

t[s]

(b) Chovani systému se zpétnovazebni ma-
ticf Kz pr pro nulové pocatecni rychlosti.

Pohyb systemu s Newtonovskou dynamikou v case

y[ul

O Pocatecni hodnota
x  Koncova hodnota
Prubeh trajektorie i-teho agenta

i 2‘ 3 4 5 é 7

tls]
(d) Chovani systému se zpétnovazebni ma-
ticf Ky or pro nenulovou pocétecni rychlost
jednoho agenta.

Obrazek 3.16: Prubéh trajektorif dil¢ich subsystémil se stavovou zpétnou vazbou.
Agenti jsou rovnomérné rozmisténi mezi body [—1, 1]. Pro pfipady (a) a (b) maji
vSichni nulovou poc¢étecni rychlost. V simulacich (c) a (d) mé pouze jeden agent
nenulovou pocatecni rychlost vy, = 0.6 u/s (units/seconds neboli jednotek za vte-
finu).

Podle ocekavéni, volba zpétnovazebni matice K ovliviiuje rychlost kover-
gence. Pro obé uvazované moZznosti K;r a K. or je splnéna podminka stability
3.1, tudiZ je vysledny systém stabilni. V piipadech (c) a (d) je dosazeno consensu
pro nenulovou rychlost v§ech agentt, prestoze mél nenulovou pocate¢ni rychlost
pouze jeden agent.

Priklad 3.9. Uvazujme systém z predchoziho piikladu v roviné (x,y). Stavovy
popis (3.11) prejde do tvaru:
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R T T 8
S O O O
=l ol e
S O O =
S O = O

R R
o~ o o
N =)

Uvazujme zpétnou vazbu K, uréenou stejnym postupem jako v pfedchozim

prikladé. Pro takto popsany systém bude mit tvar:

-9

K]F:[ 0

0

-9 0

-6 0
)

|

Simulace pro vySe zavedeny systém v roviné (x, y) vypadd nasledovné:

Pohyb systemu s Newtonovskou dynamikou v rovine

N

d o

O Pocatecni hodnota
X Koncova hodnota
Prubeh trajektorie i-teho agenta

o

0
<

-1 -05 0
x[ul

05 1

(a) Simulace systému s pocatecnim rozmfs-
ténim agentd po kruZnici, kde maji vSichni
agenti nulovou poc¢étecni rychlost.

Pohyb systemu s Newtonovskou dynamikou v rovine

O Pocatecni hodnota
X Koncova hodnota
Prubeh trajektorie i~teho agenta

e

05 \

y ]

-1
-1 -05 0
x[u]

(b) Simulace systému s pocatecnim rozmis-
ténim agenti po kruznici, kde ma jeden
agent nenulovou pocatecni rychlost.

Obrazek 3.17: Priibéh simulace systému v roviné s odliSnymi poc¢atecnimi pod-
minkami. V pfipadé (b) ma pouze jeden agent nenulovou pocatecni rychlost

[Vi, vy] =[0.6,0.6] u/s.

3.3.1 Consensus protokol a rizeni do pozadované formace

V névaznosti na kapitolu 3.1.2 lze fidit do poZadované formace i systémy, jejichz

agenti jsou popsani dynamikou druhého fadu (obdobné plati i pro dynamiku vys-

Sich radt). Uvazujme systém, jehoZ agenti jsou popsani dynamikou (3.11). Zvo-
lime rozmisténi agentd do formace pomoci vektoru A a zavedeme lokaln{ proto-

kol fizeni ve tvaru:

u, ==«oc

>

J=1
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PoZzadavky na chovani agentl v systému lze vyjadfit nasledovné:

Xi — Aia j’.l’ =X — Ais

Vv, =V, V; = V.

Derivaci odchylek systému ziskdme:

Xi=Xi=vi=7,

N N
V== ) agl(n = A = (= AT+ ¢y D ay(vi = v,
j=1

J=1

N N
f}i = Cz a,-j()”cj — )~C,) + C’)/Z a,-j(\?j — \71)
=1 =1
Pro cely systém lIze psit:
X| X X
¥y Vi Vi
. 0 1 0
7= =|I,® -cL® [ 1 vy ] ,
. 00 ’ | R ]
Xn || *n — K Xn
2 A; ~ B; ~
L vl’l B | vl‘l i | vn i
7=(,®A - cL ® BK)z. (3.18)

Shody je dosaZeno v zadané formaci, pokud je tento systém (3.18) stabilni,
viz lemma 3.1.

3.3.2 Consensus protokol a rizeni do pozadované formace s
virtualnim leadrem

V kapitole 3.2.1 bylo ukdzéano, jak doplnit consensus protokol fizeni o pozadavek

na formaci a nésledné jak zavést do skupiny virtudlniho leadra.Dal$im krokem je

tyto pozadavky zkombinovat. V této kapitole navdZeme na tyto znalosti a budeme

se vénovat fizeni agentii do poZadované formace s ndslednym (resp. soucasnym)
sledovanim leadra. Uvazujme dynamiku i-tého agenta danou vztahem:

)'c,- = A)Cl' + Bui,

yi = Cx;.
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kde =1,..., N, pricemZ N oznacuje celkovy pocet agentli. Dynamika leadra
je dana vztahem:

Xo = Axo,
yo = Cxo,
ktery je opét autonomnim systémem, nebot’ jeho chovani neni ovlivnéno Zad-

nym sledujicim agentem. Pfiddnim pozadavku na formaci a sledovani virtudlniho
leadra, prejde lokélni protokol fizeni (3.12) na tvar:

u; = vo + yk,(vo — v;) + kp(xo + Aj — x;)+

N N
+c aij(xj—Aj)—(x,-—A,-))+C)/Za,~j(vj—v,-), (3.19)

=1 J=1
kde k, je vaha vazby i-tého agenta na rychlost leadra, k, je vaha vazby i-tého
agenta na polohu leadra a A predstavuje poZadovanou odchylku daného agenta.
Stavy jednotlivych uzli poté pii zachovani stability konverguji k nasledujicim

hodnotdm:

X;i — Xo +Al’,

Vi — V.
Pokud budeme uvazovat dynamiku i-t¢ho agenta A, B ndsledovné:

01
A= "
ool

aH

kde I, predstavuje jednotkovou matici potfebné dimenze a 0 nulovou matici
odpovidajicich rozméra. Odchylku systému (3.14) lze vyjadrit nasledovné:

Vi =V, = Vo,
0 I 0|
= [ —k,1, —)’/:vln ]Zl + I, ] Z caijl(x; = Ap) — (x; — A)) +y(v; — v)].
j=1
Ai B,‘

(3.20)
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Pro cely systém se vSemi agenty dohromady dostaneme:

2 AL 0 - 0|3 B ... 0
;! ()1 A : iy 01 : : K 0-- 0
Z

2 _ 2 2 —L® .
. . . ~0 ~' . ~0 0 0 CK
N 0 --- 0 Ay |Lzn 0 --- By

=1, ®A - cLBK)z = Az

O stabilité systému (3.14) 1ze opét rozhodnout na zakladé lemmy 3.1, ve které
musi byt splnéné nésledujici predpoklady:

cy>0, ¢>0, k,>0, k, >0.

Z predpokladu stability vyplyva, ze vSichni agenti musi znat polohu a rychlost
leadra.

Priklad 3.10. Uvazujme systém se 6-ti agenty, ktefi se pohybuji v prostoru. Dy-
namika téchto agentd je dana predpisem:

,Xi_

Vi

. 0 13 0 _ Zi
Pi = [ 0 0 :|pl +[ I3 :|ula Pi = Vi s (321)

Vi

| Vzi |

kde I predstavuje jednotkovou matici o rozmérech 3 X 3 a 0 uddva nulovou
matici stejnych rozmeéra.

Cilem ulohy je najit pfedpis distribuovaného fizeni, které zarucni stabilitu
systému obsahujiciho 6 agentl v predepsané formaci, kterd opisuje zadanou tra-
jektorii. Priibéh trajektorie je definovan virtudlnim leadrem, jehoz dynamika je

popséana rovnici:

X0

0

_l_
Po I,

. |0 L y _
Po = 0 0 refs Po = Vo
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Lokalniho predpis fizeni pro i-tého agenta je ur€en modifikaci vztahu (3.19).
Hlavni modifikaci je rozSiteni predpisu fizeni na potfebnou dimenzi, tedy:

Uyi = va + )/kv(va - vxi) + kp(-xo + Axi - xi)"'
N

N
+c ) aii(x;—Agj) — (xi—Agy) +cy Z a;j(Vaj = Vi),
J=1 j=1

Uy = Vy() + ykv(VyO - Vyi) + kp(yO + Ayi - yi)+
N

N
+e ) ay(i— Ay = Gi = A + ey D ay(vy; = vy,

J=1 J=1

Uy = Vo + )’kv(Vzo - Vzi) + kp(ZO + Azi - Zi)+
N

N
+c ) a;j(zj— Ay — (i —Ay) +cy Z a;j(Vzj — Vi),
= =

M¢jme chybu i-tého agenta danou vztahem p; = p; — po — A;, potom je dyna-
mika chyby celého systému ddna predpisem:

p=U®A - cL®BK)p,

) 0 I 0
A = B =
[ —kyIs  —vkI; ] [ I }

kde p = [P1,..., P12]". Matice L je uréena topologii systému a matice K je
navrzend zpétnovazebni matice stabilizujici subsystém (3.23):

pi = (A +BK)p;.

Uvazujme topologii systému danou nésledujicim grafem:

Obrazek 3.18: Graf G reprezentujici informacni provdzanost systému. Na pozici
agenta 0 uvazujeme virtudlniho leadra.
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Matice Laplacidnu L reprezentujici tuto topologii vypada nasledovné:

0 0 0 0 0 O]

3 -1 0 0 -1 -1

-1 3 -1 0 0 -1

L= 0 -1 3 -1 0 -1
0 0 -1 3 -1 -1

-1 0 0 -1 3 -1

Navrhnéme nyni zpétnovazebni matici K pomoci navrhové metody LQR po-
psané v kapitole 2.3.1. Hodnoty vdhovych matic Q a R zvolme nésledovné:

(10 0 0 0 0 O]
0 10 0 0 0 0O
1 00
0 0 10 0 0 0
Q_000100’R‘8(1)(1)
0 0 0 010
0 0 0 0 0 1|

Zpétnovazebni matici K ziskdme feSenim rovnice (2.6) ve tvaru:

-2.3166 0 0 —-1.5755 0 0
K= 0 -2.3166 0 0 —-1.5755 0
0 0 -2.3166 0 0 -1.5755

Zvolme referencni trajektorii leadra jako pohyb po kruznici ve zvolené vys-
kové hladiné, tj.:

sin(t)
cos(t)
1

Mref =

PoZadované usporadani agentli zvolme podobné jako v grafu G na obrazku
3.18, tedy rovhomérné rozmisténi po kruznici s leadrem ve stiedu, a pocatecni
podminky nulové. Simulace takto uvazovaného systému vypada nasledovné:
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Pohyb 6 subsystemu v rovine

2 |-
1 |-
= ol
>
_1 o
O Pocatecni hodnota
-2r x  Koncova hodnota
Prubeh trajektorie i-teho agenta
— - — Referencni trajektorie
_3 1 1 1 1 1 T T
-3 -2 -1 0 1 2 3
x [u]
Pohyb 6 subsystemu v rovine
l )
) o% V
0 1 1 1 & 1 1 1
-3 -2 -1 0 1 2 3
x[u]
Pohyb 6 subsystemu v rovine
1 777777 o)
=05
N
0 1
-3 2

y U]

Pohyb 6 subsystemu v prostoru

z [u]

y [u] X [u]

Obrazek 3.19: Prabéh trajektorii systému tvoreného 6-ti agenty, z nichZ jeden
predstavuje pouze virtudlniho leadra.
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3.3.3 Consensus protokol a rizeni do pozadované formace s ex-
ternim leadrem

V navaznosti na kapitolu 3.2.2 1ze princip externiho leadra aplikovat i na systémy
s dynamikou druhého fadu (¢i obecné vyssich fadd). Implementace principu ex-
terniho leadra probihd opét pomoci pficitini matice G k matici Laplacidnu L.
Uvazujme systém, jehoz agenti jsou popsdni dynamikou (3.11) a poZadované roz-
misténi agentli ve formaci je dano vektorem A= [A1,...,Ay]". Dynamika leadra
je popsédna vztahem:

Xo = Axo,

Yo = Cxo,

Zavedeme fizeni ve tvaru:

N
up=vo+c ) ail(x;—Ap)—(xi = A)] + gi(xo — x; + Ay).

Jj=1

Cilem je zajistit konvergenci i-tého agenta x; — xo + A;,vi — vo. Upravou
odchylky ziskdme:

Vi = v — Xo,

Xi =x — A — xo,

X; = X; — Xo,

N
X¥=c Z[aij()?j - X) + gi(=x)]

=1

Dynamiku odchylky celého systému lze zapsat jako:
£=[1I,®A - c(L + G) ®BK]z.

O stabilité systému (3.14) Ize opét rozhodnout na zédklad€ lemmy 3.1. Pfi na-
vrhu stavové zpétné vazby pomoci metody LQR je zapotiebi splnéni nésledujici
podminky k zaruceni asymptotického sledovani referencniho signalu, [4].

1

kde R(A;) predstavuje redlnou ¢ast vlastniho Cisla A; a min() predstavuje mi-
nimum z dané mnoZiny vlastnich ¢isel. V této préci cilime na cyklické, neoriento-
vané k-reguldrni grafy. Pro tento typ grafli jsou vlastni ¢isla Laplacianu L redlné
a jejich hodnota klesa s ptibyvajicim poctem agentli. Podminku (3.22) je tedy
zapotiebi kontrolovat a zohlediiovat prevazné u aplikaci s vétSim poctem agentd.
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Priklad 3.11. Uvazujme systém se 6-ti agenty, ktefi se pohybuji v prostoru. Dy-
namika téchto agentd je dana predpisem:

,Xi_

. 0 I3 0 _ Zi
Zi—[o 0]zz+[13]ul, 7= , (3.23)

kde I predstavuje jednotkovou matici o rozmérech 3 X 3 a 0 uddva nulovou
matici stejnych rozméra.

Cilem tlohy je najit predpis distribuovaného fizeni, které udrzi stabilné sys-
tém obsahujici 6 agentl v predepsané formaci, ktera opisuje zadanou trajektorii.
Trajektorie je definovand externim leadrem, jehoZ dynamika je popsédna rovnici:

X0

(oL
Zo—OOZ()

Predpis lokélniho fizeni pro i-tého agenta je zvolen jako:
N
g = Vo + ¢ ) ajllx; — A) — (x = A)l + gilxo — x; + A)).
=
Predpis fizeni v osdch y a z je obdobného charakteru, kde jsou zmény pouze
souradnicové veliiny (x — y, x — 2).
Topologie popisujici informacni provdzanost jednotlivych agenti je ddna gra-
fem G:

—_

Obrazek 3.20: Graf G reprezentujici informacni topologii systému, kde Sipky re-
prezentuji orientovanou hranu od leadra k danym agentim.
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Matice Laplacianu L a matice G reprezentujici vazby agentil na leadra vypa-
daji nésledovné:

[ 2 -1 0 0 0 -1] 1 0 0 0 0 O]
-1 2 -1 0 0 O 000O0O0O

L= 0O -1 2 -1 0 O G- 001000 '
0O 0 -1 2 -1 0 0 00O0OO
0O 0 0 -1 2 -1 000O0T1PO

-1 0 0 0 -1 2 |00 0 00 O]

Zaved’'me chybu i-tého agenta jako:
Zi=z-20— A

kde zy predstavuje ¢asovy pribéh pozadované trajektorie a A; udava pozado-
vanou odchylku uréujici rozmisténi formace. S vyuZitim vztahu (3.18) 1ze formu-
lovat chybu celého systému jako:

=1, ®A - c(L + G) ® BK)z,

100
_ 01 0

Z=27-20—A, A:[O 5], B:[I ], L=101 0],

3 00 1
3 -1 0 0 0 -1 (10000 0]
12 -1 0 0 0 010000
0 -1 3 -1 0 0 001000
L+G=1 0 0 21 2 1o "% 000100
0 0 0 -1 3 -1 000010
10 0 0 -1 2 (00000 1]

Zpétnovazebni matice K rozmérti 3 X 6 je urCena tak, aby stabilizovala sub-
systém (3.23). K urCeni pfesné hodnoty této matice vyuZijeme jednu z uvedenych
metod ndvrhu, tedy pfifazeni Jordanovy formy (2.4). Zvolime poZadované umis-
téni p6la uzavieného subsystému (3.23) jako:

[ -2 0 0 0 0 O |
0O -3 0 0 O O
7 - O 0 -4 0 0 O
0O 0 0 -5 0 O
0O 0 0 0 -6 0
| 0 0 0 0 0 -7




Resenim rovnice (2.5) ziskame stavovou zpétnovazebni matici K ve tvaru:

-13.0798 -3.3306 6.8028 -8.5190 -1.7741 1.3014
K=| 75301 -13.1429 9.9080 1.2645 -7.7023 1.8586
-6.3157  5.0223 -28.3872 -0.8198 1.8189 —10.7786

Zvolme referencni trajektorii leadra jako pohyb po kruznici ve zvolené vys-
kové hladiné, tj.:

sin(t)
Urer = | cos(t)
1

Pozadované usporadani agenti zvolme podobné jako v grafu G na obrazku
3.20, tedy rovnomérné rozmisténi po kruZznici, a po¢ate¢ni podminky nulové. Si-
mulace takto uvaZzovaného systému vypada nédsledovné:

Pohyb 6 subsystemu v rovine

25r O Pocatecni hodnota
x  Koncova hodnota
2 Prubeh trajektorie i-teho agenta
150 O Referencni trajektorie
i 2
0.5
SN
>
-0.5
Z X
1t
-15
_2 |-
-25
-3 -2 -1 0 1 2 3
X [u]
Pohyb 6 subsystemu v rovine
15
1 x
= 0.5 b
N ~
0 —
05 i i i i i i i
-3 -2 -1 0 1 2 3
x[u]
Pohyb 6 subsystemu v rovine
1.5
1
S 05 v
N
0
-0.5

-3 -2 -1 0 1 2 3
y [u]
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Pohyb 6 subsystemu v prostoru

y [u] x [u]

Obrazek 3.21: Pribéh trajektorii systému tvoreného 6-ti agenty.

3.3.4 Navrh stavové zpétné vazby

V pripravné kapitole 2 byly pfedstaveny metody ndvrhu stavové zpétné vazby po-
moci pfifazeni Jordanovy fromy a pomoci linearniho kvadratického regulétoru.
Pti aplikacich multiagentniho fizeni, kde jsou agenti vdzani dynamikou vysSich
radud, je zapotiebi zarudit stabilitu dilSich subsystémt, viz kapitola 3.3. Tvar vy-
sledné zpétné vazby se odviji od pozadavki na chovani uzavieného systému a
kazda z metod interpretuje tyto poZadavky jinym zptisobem.

UvaZujme systém, jehoZ agenti jsou popsdni dynamikou druhého tadu (3.11).
Pohyb systému uvaZujeme v roviné (x,y), tedy:

] [00 1 0][x] [0 0
v ooo t|ly] [0o0]|fu
_ , 24
il loooollx|Tl1 ol (3:24)
51 loooolly] o1
—_— ——— e ——
z A b4 B

Cilem je nalézt fizeni [u,u,]" takové, aby systém dosédhl consensu v zadané
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formaci, tedy:

N N

U, ==«= Z Cl,‘j[(Xj - ij) - ()C,' - Axi)] + C’)’Z aij(vxj - in)’
j=1 j=1
N N

Uy =c Z aiil(vj = Ay — (i — Al + CVZ a;jj(Vyj = Vyi),
j=1 j=1

Ukazme, Ze toto f{zeni zajisti shodu systému x; — Ay, y; — A, tedy:

Xi=x— Ay,

Vi=yi— Ay,

ﬁxt = Vxis

ﬁyi = Vyi,

561 = Vxis

yi= Vyis
N N

Vi = Uy = CZ a;j(X; — %) + C)’Z a;j(Vyj — Vi),
J=1 J=1
N N

Vyi =y = CZ a;j(y; = i) + ¢y E a;ij(Vyj — Vyi).
j=1 j=1

Pro cely systém lze psat (3.18):
=1, ®A - cL®BK)z

Ukolem je najit hodnoty parametrt ¢ a K takové, aby stabilizovaly pfislusny
systém. Problematika stability celého systému byla rozebirdna v lemmé 3.1. Za-
meéfime se na hledani zpétnovazebni matice K pfi pevné hodnoté parametru c.
Cilem je nalézt takovou zpétnovazebni matici K, ktera bude optimélni ve smyslu
rychlosti konvergence.

Rychlost konvergence siln€ souvisi i s provazanosti systému a poctem agentt,
zafixujme tedy tyto vlastnosti pevné nasledujicim grafem:
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Obrazek 3.22: Graf G reprezentujici topologie systému tvoreného deseti agenty.
Cyklicky graf G, ktery je 2-reguldrni, udava topologii systému popsaného
rovnici:

7=U0®A-cL®BK)z, (3.25)

Ac

kde I;, predstavuje jednotkovou matici dimenze 10 X 10. Necht' je vdhovy
parametr ¢ = 1. Vlastni ¢isla Laplacidnu L jsou nésledujici:

A(L) = [0, 0.382, 0.382, 1.382, 1.382, 2.618, 2.618, 3.618, 3.618, 4]".
Vlastni ¢isla celého systému jsou urCovéna dle lemmy 3.1, tedy:
AA)=A-cABK, i=1,2...,10.

Budeme-li urcovat zpétnovazebni matici K metodou prifazeni Jordanovy for-
mym vidime, Ze vlastni Cisla vysledného systému nebudou totozna s téma, ktera
pfifadime Jordanovou formou.

Zvolme poZadované rozmisténi agentii rovhomérné po obvodu kruznice o po-
loméru r = 1 a ndhodné pocatecni hodnoty Z(0). UkaZme chovani systému pro

ndsledujici mnozZinu pfirazenych Jordanovych forem (2.4):

(3 0 0 0 | (3 0 0 0 |
0 -4 0 0 0 -3 0 0

Z: Z:

a 0o 0 -5 o |° ™ 0 0 -5 0|
0 0 0 -6 0 0 0 -5]
(5 1 0 0| [ -3 0 |

0 -5 0 0 0 -3 0 0

Z=l g 0 =5 1" T o 0 -5 o1

0 0 0 -5] 0 0 0 -5]
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Prubeh odchylky systemu

y[ul

0 1 2 3 4 5
time [s]

(a) Pribéh chyby systému s pfifazenim Jor-
danovy formy Z, viem jeho subsystémam.

Prubeh odchylky systemu

4
3¢
2
1
2 N\ =
0 —
y
15 ///
&)
Y
-3

time [s]

(c) Priibéh chyby systému s pfifazenim Jor-
danovy formy Z. v§em jeho subsystémum.

Prubeh odchylky systemu

y[ul

0 1 2 3 4 5
time [s]

(b) Priibéh chyby systému s pfifazenim Jor-
danovy formy Z; viem jeho subsystémam.

Prubeh odchylky systemu

time [s]

(d) Prdbéh chyby systému s prifazenim Jor-
danovy formy Z,; v§em jeho subsystémim.

Obrazek 3.23: Priibéh odchylek agentl systému (3.25) v jedné ose.

Zprubéhu odchylek se jevi nejlépe varianta Z.. Pokud vykreslime tento pri-
béh simulace v roviné a porovndme ho napfiklad s varianout Z,, je patrné, Ze
agenti konverguji k zadané formaci po pifiméjsich trajektoriich.
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Pohyb systemu s Newtonovskou dynamikou v rovine

y[ul

O Pocatecni hodnota
*  Koncova hodnota
Prubeh trajektorie i-teho agenta

-15

X [u]

(a) Pribéh polohy systému pohybujiciho se
v roviné s prifazenim Jordanovy formy Z,
vSem jeho subsystémutm.

Pohyb systemu s Newtonovskou dynamikou v rovine

O  Pocatecni hodnota
| X Koncova hodnota

Prubeh trajektorie i-teho agenta

1
x[u]

2 3

(c) Pribéh polohy systému pohybujiciho se
v roving¢ s pfifazenim Jordanovy formy Z.
vSem jeho subsystémuim.

Pohyb systemu s Newtonovskou dynamikou v rovine

O Pocatecni hodnota

x  Koncova hodnota
Prubeh trajektorie i~teho agenta

1 2 3

X [u]
(b) Pribéh polohy systému pohybujiciho se
v roviné s prifazenim Jordanovy formy Z,
vSem jeho subsystémum.

Pohyb systemu s Newtonovskou dynamikou v rovine

4
/

/

(2

\x

u\\\of?\ ‘

O Pocatecni hodnota
x  Koncova hodnota
Prubeh trajektorie i-teho agenta

/

0
x[u]

1 2 3

(d) Prabéh polohy systému pohybujiciho se
v roviné s prifazenim Jordanovy formy Z,
vSem jeho subsystémutim.

Obrazek 3.24: Pribéh polohy agentl systému (3.25) v roviné konvergujicich do
poZadované formace po obvodu kruhu.

Pokud bychom pfifazovali pdly s mensi redlnou slozkou, chyba systému by
konvergovala rychleji. Tato rychlost by vSak byla za cenu vétSich energetickych
nakladd na fizeni. K urCeni rovnovahy mezi t€émito pozadavky slouzi navrhova
metoda LQR predstavend v kapitole 2.3.1. UvaZujme tedy zpétnou vazbu subsys-
témui uréenou pomoci metody LQR, kde zvolime vahové parametry Q a R. Pfi
hledani zpétnovazebni matice K feSenim kritéria (2.6) je klicCovy pomér vahovych
matic Q, R. Zvolme tedy pevnou matici R = I, a matici Q volme z nésledujici
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mnoziny:

(30 0 0]
0 400
Q 0050/
|0 0 0 6
[ 5 0 0 0]
0500
Qc‘ooso’
|0 0 0 5|

J

(30 0 0
0300
Q=1g050]
(000 5]
(5 0 0 0
0500
Q"‘0030‘
|00 0 3]

Pov§imnéme si, Ze varianty Q, a Q, nejsou stejné, nebot’ se v kritériu (2.6)
pfifazuje vaha konkrétnimu stavu. Jednou je tedy vétsi diiraz kladen na polohu a
jednou na rychlost. Pribéh poloh subsystému, kde byla zpétna vazba subsystémil
ur¢ena metodou LQR s pfisluSnymi vdhovymi maticemi, vypada nasledovné:

Prubeh odchylky systemu

time [s]

(a) Pribéh chyby systému, jehoZ agenti
maji prifazenou stavovou zpétnou vazbu
pomoci LQR s vdhovou matici Q,.

Prubeh odchylky systemu

y[u

time [s]
(c) Pribéh chyby systému, jehoz agenti
maji pfifazenou stavovou zpétnou vazbu
pomoci LQR s vdhovou matici Q..

Prubeh odchylky systemu

4 6 8 10
time [s]

(b) Pribéh chyby systému, jehoZ agenti
maji prifazenou stavovou zpétnou vazbu
pomoci LQR s vdhovou matici Q.

Prubeh odchylky systemu

y [

0 2 4 6 8 10
time [s]

(d) Prubéh chyby systému, jehoZ agenti
maji pfifazenou stavovou zpétnou vazbu
pomoci LQR s vdhovou matici Q.

Obrazek 3.25: Priibéh odchylek agentt systému (3.25) v jedné ose.



Povsimnéme si témér dvojndsobné doby ustdleni vSech variant simulaci pii
pouziti stavové zpétné vazby pomoci LQR oproti prifazeni Jordanovy formy.
Doba konvergence je delsi pro vSechny ukdzané vahy, nicméné trajektorie polohy
v prostoru danych agenti je pifimnéjsi nez v piipadé pouZiti pfifazeni Jordanovy
formy.

Pohyb systemu s Newtonovskou dynamikou v rovine
X
25 \ ¥ 25

Pohyb systemu s Newtonovskou dynamikou v rovine
x
[

O Pocatecni hodnota
X Koncova hodnota
Prubeh trajektorie i-teho agenta

O Pocatecni hodnota
x Koncova hodnota
Prubeh trajektorie i-teho agenta -1

-2 -15 -1 -05 0 0.5 1 15 2 25 -2 -1

(a) Priibéh trajektorie systému v roviné, je-
hoZ agenti maji pfifazenou stavovou zpét-
nou vazbu pomoci LQR s vdhovou matic{

Q..

Pohyb systemu s Newtonovskou dynamikou v rovine

O Pocatecni hodnota
* Koncova hodnota

Prubeh trajektorie i-teho agental

‘
‘ Iy )
-2 -1 0 1 2 3
x [u]

(c) Pribéh trajektorie chyby systému v ro-
viné, jehoZ agenti maji pfifazenou stavovou
zpétnou vazbu pomoci LQR s vdhovou ma-
tici Q..

X [u]
(b) Pribéh trajektorie systému v roving, je-
hoZ agenti maji pfifazenou stavovou zpét-
nou vazbu pomoci LQR s vdhovou matic{

Qy.

Pohyb systemu s Newtonovskou dynamikou v rovine

vl
¥
|

O Pocatecni hodnota

X Koncova hodnota
Prubeh trajektorie i-teho agental

-2 -1 0 1 2 3
x[u]

(d) Prdbéh trajektorie chyby systému v ro-
viné, jehoZ agenti maji pfifazenou stavovou
zpétnou vazbu pomoci LQR s vdhovou ma-
tici Qg.

Obrazek 3.26: Prabéh trajektorii agentl systému (3.25) v roviné konvergujicich
do poZadované formace po obvodu kruhu.

Vyuzitim poznatkl z pribéhu simulaci variant zpétné vazby pomoci LQR
a prifazeni Jordanovy formy miiZeme navrhnout zpétnou vazbu, kterd vyuZije
vlastnosti obou pristupti. NavrZzenim zpétné vazby pomoci ndvrhové metody LQR
ziskdme uzavienou smycku pro dany subsystém. Vypoctem vlastnich Cisel dané
smycky ziskdme poZadované rozmisténi pold, které vede na priméjsi trajektorie
pozadovanych odchylek. Posunutim danych péli do zapornéjSich hodnot ziskame
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rychlejsi konvergenci celého systému. Pro vahovou matici Q. ziskdme feSenim
LQR kritéria (2.6) zpétnovazebni matici K ve tvaru:

-2.2361 0 -3.0777 0

K= 0 —2.2361 0 —3.0777 |’

Subsystém (3.24) je ve tvaru:

7= (A + BK)zZ.

Jordanova forma matice dynamiky (A + BK) ma tvar:

~1.9021 0 0 0

~ 0  —1.9021 0 0

Ir= 0 0 ~1.1756 0
0 0 0  -1.1756

Prifadime-li tuto formu pfendsobenou vhodnym koeficientem, v naSem pfi-
padé Cislem 3, ziskdme pozadované umisténi poll ve tvaru:

-5.7063 0 0 0
0 -5.7063 0 0
J F =
0 0 —3.5268 0
0 0 0 -3.5268
Pfifazenim zpétné vazby pomoci vzthau (2.4) ziskdme zpétnovazebni matici
K ve tvaru:
-20.1250 0 -9.2331 0

K= 0 -20.1250 0 -9.2331 | (3.26)
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Prubeh odchylky systemu

25F

15F

0.5F

y [u]

time [s]

(a) Pribéh chyby systému pii pouziti ndvrhu zpétné vazby kombinaci
ndvrhovych metod LQR a pfifazeni Jordanovy formy.

Pohyb systemu s Newtonovskou dynamikou v rovine

25F
2L
15r
1tk
)
> 05
ot
-0.5F « O  Pocatecni hodnota
X Koncova hodnota
1t Prubeh trajektorie i-teho agenta
-2 -1 0 1 2 3
X [u]

(b) Priibéh polohy systému pii pouZiti ndvrhu zpétné vazby kombinaci
navrhovych metod LQR a pfifazeni Jordanovy formy.

Obrazek 3.27: Priibéh odchylek agentl systému (3.25) v rovin€ s vyuZitim zpét-
novazebni matice (3.26).

Z prubéhu simulace je patrné zlepSeni rychlosti konvergence oproti ndvrhové
metodé¢ LQR. Piimost trajektorie je hire méfitelnd, nicméné by $la stéle zlepsit.
ZlepSeni by bylo opé€t za cenu navySeni energetické naroc¢nosti na fizeni, coz
miZe byt v nékterych aplikacich nezaddouci.
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4 7Zaver

V této préci jsme se zabyvali problematikou distribuovaného kooperativniho
multi-agentniho fizeni, které je aplikovatelné na systémy tvofené mnoZinou
vzajemné propojenych agentil (subsystémi). Diskutovali jsme problémy navrhu
lokalniho protokolu fizeni jednotlivych agentd, kterym zajistime stabilitu celé
skupiny. Kli¢ovou vlastnosti k zaruceni stability celého systému je kromé
stability dil¢ich agentti i topologie jejich propojeni, kterd je popisovana pomoci
neorientovaného grafu pro pfipad consensu jednotlivych agentt a grafu s
nékolika vybranymi orientovanymi hranami v ptipadé uvazovani leadra.
Navrzené fizeni, které spliiuje tyto pozadavky, je demonstrovano pro systém
tvoreny agenty, jejichZz dynamika je popsdna diferencidlnimi rovnicemi prvniho
fadu. Pro toto fizeni je ndsledné ukdzano, jak zavést pozadavek shody systému
na zadané formaci a jak vhodnym pfipojenim leadra zavést poZadavek na
sledovani referencni trajektorie. Tyto poznatky jsou poté s ipravami aplikovany
pro linearni systémy vysSich fadd, u kterych jsme se soustfedili zejména na
pouZiti multi-agentniho fizeni pro systémy popsanymi diferencidlnimi
rovnicemi druhého fadu, nebot’ zobecnéni do vyssich dimenzi je jiz velice
podobné. V piipadé€ nestability dil¢ich subsystémi je ukazano, jak navrhnout
stabilizujici stavovou zpétnou vazbu pomoci metody linearniho kvadratického
reguldtoru a pomoci prifazeni Jordanovy formy. Vysledné fizeni stabilizujici
cely systém s agenty popsanymi dynamikou druhého fidu je pak tvofeno
kombinaci nalezené stavové zpétné vazby pro dil¢i Cleny a lokdlnim protokolem
fizeni, ktery ddva do souvislosti topologii propojeni celého systému. Pro toto
fizeni jsou ddle zobecnénim predchozich poznatkl zavedeny pozadavky shody
na zadané formaci systému a sledovani referencni trajektorie. Vysledné fizeni je
demonstrovéno na ptikladech systému, jehoZ agenti se pohybuji v
trojrozmérném prostoru. V posledni ¢asti je diskutovan navrh stavové zpétné
vazby, u kterého jsou porovnany metody ndvrhu pomoci linedrniho
kvadratického reguldtoru a pfifazenim Jordanovy formy. Zaméfili jsme se na
navrh stavové zpétné vazby, kterd vede na co nejvice pfimou trajektorii od
pocatecnich hodnot ke koncovému stavu agentd.
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