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Abstrakt

Tato práce se zabývá modelováním suchého tøení se zamìøením na aplikace v nume-
rických simulacích nárazu pøi vývoji automobilových sedaèek. Práce obsahuje pøehled sta-
tických a dynamických modelù tøení pou¾ívaných v dynamice poddajných tìles. Vybrané
modely byly implementovány v programu Matlab na rùzných úlohách. Souèástí práce je
pøehled existujících experimentálních mìøení provádìných za úèelem identi�kace parametrù
modelù tøení.

Dále je v práci popsán výpoèetní software LS-Dyna, princip výpoètù, integraèní me-
tody, kontaktní algoritmy, zahrnutí tlumení a tøení do simulací a pøíklady výpoètù z au-
tomobilového prostøedí. V programu LS-Dyna byly také provedeny výpoèty zamìøené na
nastavení kontaktních parametrù vèetnì koe�cientù tøení. Následnì bylo provedeno porov-
nání výsledkù získaných z programù Matlab a LS-Dyna. Vybrané úlohy se podaøilo v obou
programech úspì¹nì simulovat se srovnatelnými výstupy.

Ve spolupráci s oddìlením Testing spoleènosti Lear Corporation Czech Republic, s. r. o.
byl proveden návrh a realizace experimentálního mìøení za úèelem analýzy prùbìhu tøecí
síly pøi kontaktu tìles z rùzných materiálù. Z namìøených dat bylo provedeno urèení pa-
rametrù modelù tøení. Pøínos získaných výsledkù je jak v jejich aplikaci ve výpoètech, tak
i v návrhu samotné testovací metody, která mù¾e být v budoucnu pou¾ita pro stanovení
parametrù tøení u nových kombinací materiálù.

Abstract

This master thesis is aimed to study dry friction modeling focusing on applications in
impact numerical simulations during development of new car seats. It contains an overview
of static and dynamic friction models that are used in dynamics of elastic bodies. Selected
models were implemented in Matlab system in various examples. An overview of existing
experimental measurements performed to identify the parameters of friction models is also
included.

Further this work describes LS-Dyna computer software, the calculation principle, in-
tegration methods, contact algorithms, the inclusion of damping and friction in simulati-
ons and examples of calculations from the automotive industry. Calculations focused on
contact parameters, including friction coe�cients, were also performed in this software.
Subsequently, a comparison of the results obtained from Matlab and LS-Dyna programs is
presented. Selected tasks were successfully simulated using both programs with comparable
outputs.

An experimental measurement was designed and performed in cooperation with Testing
Department of Lear Corporation Czech Republic, s. r. o. in order to analyze the friction
force in the course of contact of bodies made from various materials. The parameters of
the friction models were determined from the measured data. The bene�t of the obtained
results is both in their application in numerical simulations and in the design of the test
method itself, which can be used as well in the future to determine the parameters of new
combinations of materials.
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1 Úvod

Poèítaèové modelování hraje v dne¹ní dobì nezastupitelnou roli pøi vývoji a implemen-
taci nových strojù a zaøízení v prùmyslovém prostøedí. Správné výsledky simulací pomá-
hají s dosa¾ením vysoké efektivity ve vyu¾ití èasu, �nanèních zdrojù i materiálù. Díky
poèítaèovým simulacím je mo¾né vyvíjet rychleji, levnìji a efektivnìji ve srovnání pouze
s fyzickým testováním prototypù. K zaji¹tìní takovýchto po¾adovaných výsledkù je ale
nutná vysoká kvalita modelu, který musí vìrnì simulovat reálná tìlesa nebo dìje. Za tímto
úèelem je potøeba znát geometrii modelu, materiálové vlastnosti v¹ech komponentù, poèá-
teèní a okrajové podmínky, popsat chování v kontaktech, správnì simulovat spoje a dal¹í.
Dùle¾itou souèástí výpoètu je simulace interakcí mezi jednotlivými komponenty modelu.
Na v¹echna tìlesa, která jsou spolu v kontaktu, pùsobí tøecí síla. Tøení je obecnì velmi
komplexní a nelineární jev, který pøedstavuje odpor tìles vùèi kluzu. Z tohoto dùvodu má
dùle¾itou roli v dynamice in¾enýrských systémù, a proto je potøeba ho správnì modelovat.

Motivací pro vznik této práce je zejména potøeba znalosti reálných parametrù tøení pro
numerické simulace nárazu pøi vývoji automobilových sedaèek. Mezi cíle práce patøí

(a) uvést pøehled modelù suchého tøení vèetnì mo¾ného experimentálního urèení mode-
lových parametrù,

(b) implementovat vybrané modely tøení v programu Matlab,

(c) popsat výpoèetní software LS-Dyna se zamìøením na problematiku kontaktních al-
goritmù a tøení,

(d) v programu LS-Dyna realizovat simulace vybraných úloh se zahrnutím tøení,

(e) porovnat výsledky simulovaných úloh z programù Matlab a LS-Dyna,

(f) navrhnout a realizovat experimentální metodu pro stanovení koe�cientù tøení a urèit
koe�cienty tøení vybraných kombinací materiálù z experimentálních dat.

Hlavní èást textu práce je rozdìlena do pìti kapitol. V kapitole 2 jsou popsány statické
a dynamické modely suchého tøení, jejich omezení i mo¾nosti vyu¾ití. Dále jsou pøedstaveny
experimentální soustavy, které slou¾í k získání potøebných parametrù tøení. Uvedeny jsou
obecné pøíklady i mìøení z oblasti automobilového prostøedí. V kapitole 3 je pøedstaven
výpoèetní program LS-Dyna, který je jedním z komerènì pou¾ívaných a ¹iroce roz¹íøených
softwarù pro aplikace výpoètù v prùmyslu i vìdì. S ohledem na téma práce je dùraz
kladen na kontaktní algoritmy a zahrnutí tøení do výpoètových modelù. Uveden je i pøehled
konkrétních výpoètù z prostøedí vývoje nových automobilových sedaèek.

V kapitole 4 jsou implementovány vybrané modely tøení v programu Matlab. Ze static-
kých modelù jde o Coulombùv model se Stribeckovým efektem a z dynamických o LuGre
model. Tyto modely jsou aplikovány v úlohách dobr¾ïování tìlesa s de�novanou poèáteèní
rychlostí a roztlaèování tìlesa konstantní a lineárnì rostoucí silou. Je zkoumáno, jaký vliv
mají jednotlivé parametry modelù tøení Na úlohách je testováno, jak úèinné a rychlé jsou
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pøi výpoètu rùzné varianty øe¹ièù z rodiny funkcí ODE. Dále je simulováno kinematické
buzení pøes pru¾ný èlen s uva¾ováním tuhosti a tlumení. Zkoumán je také vliv hodnoty
tuhosti a tlumení na výsledný pohyb tìlesa.

Kapitola 5 je rovnì¾ vìnována simulacím dobr¾ïování tìlesa s poèáteèní rychlostí a roz-
tlaèování lineárnì rostoucí silou, ale tentokrát v programu LS-Dyna. Úèelem simulací je
zkoumat vliv rùzných parametrù na výsledek a stabilitu výpoètu. Upravované parametry
jsou velikost koneèných prvkù v modelu, pou¾itý kontaktní algoritmus, èasový krok, tvar
tìlesa a dal¹í. Následnì jsou porovnány a diskutovány výsledky z výpoètù provedených
v Matlabu a LS-Dyna.

V kapitole 6 je popsán návrh a realizace dvou typù experimentálního mìøení dvanácti
kombinací materiálù. Pøi prvním testu je tìleso buzeno po èástech konstantní rychlostí. Pøi
druhém testu koná tìleso vlivem buzení periodický pohyb s promìnnou rychlostí. Výstupem
z obou testù je prùbìh tøecí síly pøi pøedepsaném kinematickém buzení. Z namìøených dat
jsou získány koe�cienty tøení, které jsou potøebné pro vybrané modely.
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2 Modely tøení pou¾ívané v dynamice poddajných
tìles

Tøecí síla se vyskytuje v pøípadì v¹ech mechanických systémù, které mají své povrchy
ve vzájemném kontaktu. Suché tøení je zpùsobeno drsností povrchù tìles v kontaktu. Veli-
kost tøecí síly se li¹í podle toho, zda jsou tìlesa vùèi sobì v klidu nebo v relativním pohybu.
Tøení pøi pohybu mechanických soustav je èasto ne¾ádoucím efektem, proto¾e na pøekonání
tøecích sil musí být vynalo¾ena práce, èím¾ se sni¾uje úèinnost dané soustavy. Vynalo¾ená
práce navíc vede k pøírùstku vnitøní energie, a tedy ke zvý¹ení teploty. V jiných pøípadech
je tøení naopak po¾adované pro správné fungování daného stroje. Tøení také hraje dùle¾i-
tou roli v øídicích systémech, proto¾e omezuje pøesnost polohovacích systémù a mù¾e vést
ke zvý¹ení nestability. Pøi simulaci mechanických systémù je vhodná volba modelu tøení
a nastavení jeho parametrù dùle¾itým faktorem, který mù¾e rozhodnout o shodì výpoèet-
ního modelu s reálnou soustavou a díky tomu o schopnosti pøedvídat chování systému na
základì výsledkù modelu (napø. energické ztráty pøi rùzných provozních stavech [1]).

Tøení je velmi komplexní a nelineární jev, který zahrnuje rùzné re¾imy a aspekty cho-
vání. K dispozici není ¾ádný model tøení, který by byl univerzálnì pou¾itelný pro libovolnou
simulaci. Pro rùzné provozní podmínky a vlastnosti mechanických systémù je tedy tøeba
volit rùzné modely tøení, proto¾e ka¾dý má svá omezení. Vhodný model je vybírán dle
výpoèetní efektivnosti algoritmu pro konkrétní úlohu a schopnosti adekvátnì simulovat
probíhající jevy, kterými mohou být statické tøení, Stribeckùv efekt, viskózní tlumení, ki-
nematické tøení a dal¹í. V této èásti práce je pøedstaveno nìkolik základních modelù tøení,
jejich porovnání a pøíklady vyu¾ití.

2.1 Statické modely tøení

Statické modely jsou obecnì jednodu¹¹í a popisují chování tøecí síly v ustáleném stavu.
Kvùli tomu není vìt¹ina tìchto modelù schopná správnì popsat v¹echny úèinky tøení na
tìleso. Nìkteré ze statických modelù jsou nespojité v okolí nuly, co¾ vede k problémùm pøi
numerických výpoètech.

Základním modelem popisujícím tøení je Coulombùv model [2], který de�nuje tøecí
sílu vztahem

F

{
≤ µsFn pro v = 0,
= −µdFnsgn(v) pro v 6= 0.

(1)

V rovnici (1) pøedstavuje v relativní rychlost mezi dvìma tìlesy, která jsou v kontaktu, µs
souèinitel klidového (statického) tøení, µd souèinitel smykového tøení a Fn kolmou tlakovou
sílu. Jak je ze vztahu patrné, velikost tøecí síly je aproximována konstantou Fd = µdFn
v pøípadì, ¾e je rychlost nenulová, a hodnotou Fs ≤ µsFn v pøípadì nulové rychlosti.
Ve vìt¹inì pøípadù platí, ¾e klidová tøecí síla má vy¹¹í hodnotu ne¾ smyková tøecí síla:
Fs > Fd. Odpovídající vztah platí i pro souèinitele tøení µs > µd. Dle Coulombova zákona
tøení není velikost tøecí síly závislá na velikosti rychlosti. Rychlost ovlivòuje pouze smìr
tøecí síly. Tøecí síla pùsobí proti pohybu tìlesa.
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Model tøení v tomto tvaru není v¾dy vhodný kvùli nespojitosti závislosti tøecí síly
na rychlosti pøi nulové rychlosti. Skoková zmìna tøecí síly je nefyzikální zjednodu¹ení.
Coulombùv model je pro svou jednoduchost bì¾nì pou¾íván napø. k výpoètu síly øezu
u mechanických nástrojù. Èasto mù¾e být ale problém s pou¾itím tohoto modelu z dùvodu
nepøesnì de�nované tøecí síly pro v = 0.

Spojitý pøechod mezi hodnotou Fd a Fs popisuje Stribeckùv efekt. Bensonùv model
tøení [3] je jeden z modelù, který Stribeckùv efekt zahrnují v nejjednodu¹¹í formì, tedy
pomocí jediného parametru. Tøecí síla je popsána rovnicí

F = −
(
Fd + (Fs − Fd)e−c|v|

)
sgn(v), (2)

kde c je exponenciální konstanta pøechodu. Stribeckùv jev popisuje fázi, kdy tøecí síla
klesá z hodnoty statického tøení Fs s rostoucí rychlostí na hodnotu dynamického tøení
Fd. V následující èásti budou pøedstaveny modely tøení, které rozvíjejí popsané základní
vztahy [4].

Hladký Coulombùv model (Smooth Coulomb model) [5] vychází z klasického Cou-
lombova modelu, ale odstraòuje jeho problém s nespojitostí v okolí nuly, která zpùsobuje
problémy pøi výpoètech. Prùbìh tøecí síly je aproximován spojitou køivkou, která mù¾e
být lineární, exponenciální nebo trigonometrická. Jako pøíklad je uvedena varianta vztahu
pro tøecí sílu s funkcí hyperbolický tangens

F = −Fd tanh
( v
vd

)
, (3)

kde vd je dynamická tolerance rychlosti. Tento model nelze pou¾ít pro popis statického
tøení, proto¾e síla je zde nulová pro nulovou rychlost, co¾ obecnì neodpovídá realitì.

Model zalo¾ený na rychlosti [6] má podobný prùbìh jako pøedchozí model, ale je
roz¹íøen o popis oblasti v okolí nulové rychlosti tak, aby modeloval i statické tøení. Vztah
pro tøecí sílu zahrnuje statickou tøecí sílu Fs a statickou toleranci rychlosti vs a mù¾e být
popsán vztahem

F = −Fs sin
[
C arctan(Bv)− E

(
(Bv)− arctan(Bv)

)]
. (4)

U øady modelù tøení platí, ¾e konkrétní tvar prùbìhu funkce tøecí síly v závislosti na
rychlosti je mo¾no tvarovat pomocí parametrù tak, aby se shodoval co nejlépe s expe-
rimentálními výsledky. U tohoto modelu se jedná o parametry C, B a E, uvedené ve
vztahu (4).

Na obr. 1 jsou gra�cky znázornìny prùbìhy tøecí síly v závislosti na relativní rychlosti
ètyø vý¹e uvedených statických modelù tøení.
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Obr. 1: Prùbìhy tøecí síly u vybraných statických modelù tøení pro statickou tøecí sílu
Fs = 3, N a pro dynamickou Fd = 2 N

Karnoppùv model [7] popisuje tøecí sílu v závislosti na velikosti rychlosti vztahem

F =

{
−min

(
max(−Fs, Fext), Fs

)
pro |v| ≤ vd,

−Fd sgn(v) pro |v| > vd.
(5)

Pro rychlost vìt¹í ne¾ vd je vztah pro tøecí sílu stejný jako u Coulombova modelu. Pro
relativní rychlost tìles v kontaktu |v| < vd je rychlost pova¾ována za nulovou a ve vztahu
pro hodnotu tøecí síly se ji¾ neprojevuje. Tøecí síla je pak rovna zápornì vzaté hodnotì,
která je v¾dy men¹í nebo rovna výsledné vnìj¹í síle Fext. Je dùle¾ité vhodnì volit toleranci
vd pro rozsah nulových rychlostí. Tento zpùsob modelování je výhodný z výpoèetního
hlediska. Pou¾ít lze ale pouze v pøípadì, ¾e je mo¾no urèit výslednou vnìj¹í sílu, co¾ není
snadné v pøípadì modelování mechanických systémù s tìlesy mající více kontaktù.

2.2 Dynamické modely tøení

Dynamické modely popisují tøení pøesnìji, proto¾e pracují s pøídavnou stavovou pro-
mìnnou, díky které doká¾ou popsat dal¹í fyzikální jevy, jako je závislost na rychlosti, visko-
zita a hystereze. Dynamické modely bývají slo¾itìj¹í a pro jejich pou¾ití je potøeba stanovit
více parametrù. Hodnoty parametrù se urèují porovnáním s experimentálním mìøením nebo
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empiricky. Nìkteré parametry si zachovávají svùj význam nezávisle na modelu tøení. Jen
málo z nich, napøíklad koe�cient tlumení, má rùzný efekt na základì pou¾itého modelu
tøecí síly [8].

Dahlùv model [9] je prvním pøíkladem dynamického modelu tøení. Dahlùv model
pøidává popis zpo¾dìní ve zmìnì tøecí síly bìhem pøepínání smìru pohybu. My¹lenku
Dahlova modelu je mo¾no demonstrovat na pøedstavì tìlesa jako¾to kartáèe se ¹tìtinami.
Ty, kdy¾ jsou zatí¾eny silou, jsou elasticky deformovány a vytváøejí odpor. Pohyb tìlesa
je mo¾ný a¾ po pøekonání tohoto odporu. Tøecí síla je tedy v tomto pøípadì popsána
analogicky jako síla pru¾iny závislá na tuhosti ¹tìtiny σ0 a relativním prodlou¾ení z, které
je vnitøní (stavovou) promìnnou,

F = −σ0z, (6)

kde pro stavovou promìnnou z platí

ż = v
(

1− σ0z

Fd
sgn(v)

)α
, (7)

kde α je parametr, kterým je mo¾no tvarovat prùbìh tøecí síly. Stavová promìnná z je sta-
novována numerickou integrací v prùbìhu simulace. Zavedením dal¹í promìnné do modelu
se eliminuje nespojitost v okolí nulové rychlosti.

S vyu¾itím Dahlova modelu je mo¾no modelovat statické tøení, nikoliv ale Stribeckùv
efekt, proto¾e tvar dynamické tøecí síly nezávisí na relativní rychlosti. Kdy¾ systém dosáhne
rovnová¾ného stavu, tak se tøecí síla zjednodu¹í na tvar popsaný v Coulombovì modelu.
Dahlùv model byl pou¾it pro simulaci leteckých systémù nebo ve stavebnictví k popisu
reakce konkrétních struktur na silná zemìtøesení. Z Dahlova modelu byla odvozena øada
dal¹ích modelù za úèelem zvý¹ení pøesnosti výsledkù simulace.

Pøíkladem modelu vzniklého roz¹íøením Dahlova modelu je LuGre model [10], který
ve vztahu pro tøecí sílu zahrnuje kromì tuhosti σ0 i mikro a viskózní tlumení σ1 a σ2, jak
je popsáno ve vztahu

F = σ0z + σ1ż + σ2v. (8)

Model opìt pracuje se stavovou promìnnou z, která je popsána

ż = v
(

1− σ0z

g(v)
sgn(v)

)
. (9)

V tomto vztahu je g(v) funkce závislá na rychlosti, proto mù¾e tento model kromì Cou-
lombova tøení reprodukovat i Stribeckùv efekt a tedy zahrnout i tzv. stick-slip pohyb. Jev
popsaný jako Stick-slip nastává v situaci, kdy na tìleso pùsobí vnìj¹í síla pøes pru¾ný pr-
vek. Síla roste plynule z nuly. Tìleso se nepohybuje, dokud se nepøekoná klidové tøení (stick
motion), následnì se tìleso trhavì posune do vzdálenosti, která odpovídá energii nahro-
madìné v pru¾ném prvku (slip motion). Poté se tìleso zastaví a dìj se opakuje. S ohledem
na bì¾nou aproximaci Stribeckova efektu je vhodné vyjádøit g(v) jako

g(v) = Fd + (Fs − Fd)e−(v/vS)γ . (10)
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Ve vztahu (10) je vS Stribeckova rychlost, pøi ní¾ tøení v ustáleném stavu zaèíná klesat.
Koe�cient γ je pro vìt¹inu pøípadù nastaven na γ = 2. LuGre model je mo¾né zjednodu¹it
do kvazistatického tvaru, kdy platí ż → 0.

Dal¹ím vylep¹ením LuGre modelu dostaneme Elasticko plastický model [11]. Tento
model je ji¾ schopen popsat statické tøení, které je de�nováno za podmínky, ¾e relativní
prodlou¾ení je men¹í ne¾ koe�cient odtr¾ení z < zba. V tomto pøípadì je pohyb povrchu
tvoøen pouze elastickým posunutím. Jedná se o jev popsaný jako pre-sliding. Hodnota
posunutí pøi odtr¾ení zba odpovídá pøetvoøení v okam¾iku, kdy zaèíná docházet k plastické
deformaci. Tøecí síla je opìt popsána vztahem (8), ale stavová promìnná je vypoèítávána
z rovnice

ż = v
(

1− α(z, v)
σz

g(v)
sgn(v)

)
, (11)

kdy α(z, v) je parametr, kterým se do modelu zavádí posunutí a statické tøení bìhem fáze
pøed kluzem (pre-sliding).

Dal¹í model, který pracuje se stavovou promìnnou z, je tzv. Stick-slip model [12].
Tøecí síla je opìt popisována jako síla pru¾iny. V tomto pøípadì je ale rozdìlena na
pøíspìvky ve statické fázi Fstiction a ve fázi v kluzu Fsliding

Fstiction = −(1− β)Fssgn(∆). (12)

Parametr ∆ v rovnici (12) odpovídá stavové promìnné z z Dahlova modelu. Parametr β
závisí na rychlosti

Fsliding = −Fdsgn(v). (13)

Dal¹í z pokroèilých modelù, který vychází z pøedstavy tøení jako chování ¹tìtin, je
Gonthierùv model [13]. Tøecí síla je opìt vyjádøena v závislosti na tuhosti σ0, tlumení σ1

a vnitøní stavové promìnné z
F = σ0z + σ1ż. (14)

Promìnná z se v tomto pøípadì skládá ze dvou slo¾ek, které odpovídají fázi, kdy je tìleso
tzv. pøilepeno k danému povrchu (sticking) a fázi pohybu tìlesa (sliding)

ż = sżst + (1− s)żsl, (15)

kde s je promìnnou, která umo¾òuje hladký pøechod mezi popsanými re¾imy. Maximální
hodnota statické tøecí síly závisí na dal¹í vnitøní stavové promìnné sdw

Fmax = Fd + (Fs − Fd)sdw. (16)

Promìnná sdw zahrnuje efekt prodlevy a závisí na èasové konstantì dynamiky prodlevy τdw
a dynamiky ¹tìtin τbr = σ1

σ0
. Gonthierovùv model je tedy pøíkladem pøístupu, který pracuje

s více vnitøními stavovými promìnnými (z, sdw) a pro jeho de�nování je ji¾ potøeba vy¹¹í
mno¾ství de�novaných parametrù (celkem sedm Fd, Fs, σ0, σ1, σ2, τdw, vStribeck).
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2.3 Experimentální identi�kace parametrù modelù tøení

Promìnné parametry v modelech z kapitoly 2 je mo¾né stanovit empiricky nebo na
základì dat z experimentálních mìøení. Koe�cienty tøení zále¾í na materiálech, které jsou
spolu v kontaktu, ale i na opracovanosti a opotøebovanosti jejich povrchu. Obecný postup
identi�kace parametrù rùzných modelù a jejich porovnání je následující:

(a) Získání experimentálních dat, napøíklad prùbìhu závislosti posuvu na èase x(t) pøi
daných podmínkách (budicí vnìj¹í síle, poèáteèní rychlosti, frekvenci oscilace . . .).

(b) Sestavení matematického modelu experimentálního zaøízení.

(c) Urèení hodnoty neznámých parametrù modelu srovnáním výstupu simulace a expe-
rimentu.

(d) Porovnání výsledkù více tøecích modelù podle pøedpovìdi posuvu, tøecí síly a relativní
rychlosti mezi tìlesem a podlo¾kou.

V následující èásti práce je pøedstaveno nìkolik variant experimentálních testù a pøí-
klady jejich vyu¾ití pøi odvození modelù uvedených v kapitole 2. Rabinowiczùv test je
pøíkladem mìøení, které zkoumá stick-slip jev [14]. Jedná se o tìleso na desce, pøipevnìné
ke kolmé stìnì pru¾inou o tuhosti k. Deska pod tìlesem je posouvána konstantní rychlostí
v. Na styèné plo¹e mezi tìlesem a deskou vzniká tøecí síla Ft. Pru¾ina stáhne tìleso zpátky
ve chvíli, kdy síla pru¾iny je vìt¹í ne¾ statická tøecí síla. Bìhem posouvání tìlesa po desce
pùsobí na tìleso dynamická tøecí síla, která je men¹í ne¾ statická. Po zastavení tìlesa za-
ène opìt pùsobit statická tøecí síla a dìj se opakuje. Schematicky je Rabinowiczùv test
znázornìn na obr. 2.

Obr. 2: Schéma Rabinowiczova testu

Znázornìné schéma mù¾e být roz¹íøeno o zapojení tlumièe paralelnì k pru¾inì, pøípadnì
uva¾ováním tlumicích úèinkù pru¾iny [15]. V takovém pøípadì je pak soustava popsána
rovnicí

mẍ+ bẋ+ kx+ µmg = 0, (17)

kde b je tlumení, µ souèinitel tøení a promìnná x je posuv hmoty v závislosti na èase.
Dal¹í varianta testovací soustavy je v literatuøe [4] popsána jako 3-DOF. Tento ná-

zev odkazuje na fakt, ¾e soustava má tøi stupnì volnosti (degrees of freedom). Jedná se
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o tøi tìlesa naskládaná na sobì a o pru¾inu pøipevnìnou k nejvy¹¹ímu z nich. Ve styèných
plochách mezi tìlesy je pøedpokládáno suché tøení Ft1, Ft2 a Ft3. Tento typ testu je pøí-
nosný pro zhodnocení, jak modely tøení zvládají popsat pøípad více tøecích sil pùsobících
na stejné tìleso. Schéma modelu je uvedeno na obr. 3.

Obr. 3: Schéma 3DOF testu

Experimentální soustavy se nemusejí odli¹ovat pouze v komponentech, které ji tvoøí,
ale i v budicích silách. Pøedkluzná testovací soustava (Pre-sliding test case) je tvoøena
jednoduchým systémem s jedním stupnìm volnosti [11]. Jak ukazuje obr. 4, jedná se o je-
diné tìleso na podlo¾ce, na které pùsobí vnìj¹í budicí síla, která je pro úèel tohoto testu
ve speciálním tvaru. Na zaèátku je velikost síly skokovì zmìnìna na hodnotu vy¹¹í, ne¾ je
statická tøecí síla. Tím dojde k þutr¾eníÿ tìlesa. Následnì velikost pùsobící síly harmonicky
kmitá. Po prvotní skokové hodnotì má vnìj¹í síla velikost men¹í ne¾ statická tøecí síla. Její
velikost tedy nestaèí k tomu, aby do¹lo k þutr¾eníÿ tìlesa, které by zaèalo konat posuvný
pohyb. Proto jediný pohyb, který je za takovýchto podmínek mo¾ný, je tzv. posunutí pøed
skluzem (pre-sliding displacement).

Obr. 4: Schéma pøedkluzné testovací soustavy (Pre-sliding test case)

Buzený duálnì tlumený oscilátor (Forced Dual-Damped-Oscillators) je experi-
mentální soustava, která obsahuje Coulombovo i viskózní tøení [16]. Jedná se o model
prùmyslového lineárního lo¾iskového systému s viskózním i suchým tøením. Jejich hodnoty
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jsou voleny tak, aby pøedstavovaly tlumení v kulièkových lo¾iskách. Schéma na obr. 5 zná-
zoròuje lineární oscilátor s jedním stupnìm volnosti s viskózním i Coulombovým tøením
a s buzením realizovaným pøes pru¾ný èlen.

Obr. 5: Schéma oscilátoru s viskozitou, Coulombovým tøením a vnìj¹ím buzením

Matematicky je soustava popsána diferenciální rovnicí 2. øádu

mẍ+ bẋ+ kx+ F (ẋ) = ky(t). (18)

Buzení je harmonické, tedy mù¾e být vyjádøeno vztahem: y(t) = Y0cos(ωt+ϕ). Coulombova
tøecí síla se rovná F (ẋ) = Fd sgn(ẋ) pro pøípad nenulové rychlosti (viz rovnice (1)).

Dal¹í experimentální soustava vyu¾ívá piezoelektrický pohon (piezoelectric stic-slip
actuators = PE-SSA) [17]. Testovací procedura poslou¾ila k porovnání rùzných pøístupù
k modelování mikro pohybu. Princip testu spoèívá v tom, ¾e na piezoelektrický pohon
(PEA) je aplikováno napìtí, které zpùsobí jeho relativnì pomalé rozpínání, je¾ posouvá
podstavec smìrem doprava. Tøení mezi podstavcem a koncovým efektorem zpùsobuje ulpí-
vání. Pøi rychlém odpojení pùsobícího napìtí je piezoelektrický pohon rychle smr¹tìn,
pøièem¾ dochází ke klouzání mezi podstavcem a efektorem díky setrvaènosti koncového
efektoru, který pøekonává tøecí odpor. Celý proces je periodicky opakován.

Experimentální soustava je zobrazena na obr. 6, kde jsou také oèíslovány komponenty,
ze kterých se skládá: rám (1), tøecí plechy (2), tepelný senzor (3), záva¾í (4), koncová za-
rá¾ka (5), senzor pohybu (6), podstavec (7), kolo (8), piezoelektrický pohon (9) a testovací
podlo¾ka(10), která je odizolovaná od vibrací, je¾ sni¾ují ru¹ení od okolí. Piezoelektrický
pohon je propojen z jedné strany s rámem a z druhé s podstavcem. Tøecí plechy jsou pøi-
pojeny ke koncové zará¾ce a s pomocí ¹roubù k podstavci. Záva¾í pomáhají pøizpùsobit
tlak mezi koncovou zará¾kou a podstavcem. Kolo je pou¾ito pro podepøení podstavce.
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Obr. 6: Experimentální soustava PE-SSA, pøevzato z [17]

Popsanou soustavu je mo¾no øídit regulací v otevøené smyèce. Bìhem experimentu bylo
na piezoelektrický pohon aplikováno napìtí s pilovitým prùbìhem pro zaji¹tìní periodic-
kého pohybu. Posunutí koncového efektoru bylo mìøeno s mimoøádnì pøesným rozli¹ením
0,01 mm. Následnì byl získaný prùbìh posuvu v závislosti na èase pou¾it ke stanovení para-
metrù v rùzných typech modelù. Vyhodnocení kvality modelù bylo provedeno porovnáním
shody v predikovaném posunutí, tøecí síle a rychlosti klouzání.

2.4 Experimentální soustavy z automobilového prùmyslu

Pøíkladem experimentálních studií tøení z automobilového prostøedí je mìøení zabý-
vající se stanovením koe�cientù tøení mezi �gurínou a sedaèkou. Pøesné stanovení tìchto
parametrù je velice dùle¾ité. Souèástí automobilu jsou aktivní a pasivní bezpeènostní prvky.
Sedaèka s pásem patøí mezi pasivní. Jedná o hlavní kontaktní body pasa¾éra s vozidlem
a tudí¾ hrají koe�cienty tøení mezi tìmito povrchy významnou roli pøi simulaci nárazu
(napø. pøední náraz, zadní náraz, ochrana pøed zavazadly { viz podkapitola 3.4). Koe�ci-
enty tøení sedadla jsou u¾iteèné pro výrobce pøi optimalizaci zádr¾ného systému cestujících
bìhem kolize automobilu. Celkový výsledek zátì¾ové zkou¹ky z hlediska bezpeènosti pa-
sa¾éra závisí na zpùsobu, kterým se osoba pøi nehodì pohybuje uvnitø interiéru vozidla.
To ovlivòuje pøedev¹ím kontakt pásu a tìla �guríny, zpùsob pohybu �guríny po sedaèce
a interakce �guríny s airbagem a dal¹ími zádr¾nými i jinými komponenty v automobilu.

První popsaný experiment má za úèel stanovit dynamický tøecí koe�cient mezi
rùznými materiály potahù sedaèky a odìvù �guríny [18]. První zkoumaná kom-
binace kontaktu je odìv �guríny a potah sedaèky (látka, látka se silikonovým pro¹íváním,
kù¾e). Druhá varianta je pak samotný materiál tvoøící �gurínu a odìv �guríny nebo látkový
potah sedaèky. Testovací soustava je slo¾ena z tìlesa, dlouhé kovové desky a pohonného sys-
tému, který pùsobí konstantní rychlostí v pøímém smìru. Schéma soustavy je znázornìno
na obr. 7.
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Obr. 7: Schéma testovací soustavy pro experimentální mìøení dynamického tøecího
koe�cientu mezi �gurínou a sedaèkou

Bìhem mìøení senzory zaznamenávají budicí sílu a teèné i normálové zrychlení. Dyna-
mický koe�cient tøení je stanoven jako podíl dynamické tøecí síly a tíhové síly, resp. podíl
zrychlení ve smìru pohybu tìlesa (teèný smìr) a normálového zrychlení

µd =
Fd
Fn

=
at
an
. (19)

Tento vztah je nazýván Amontosùv zákon. Pro rozsah zvolených pùsobících rychlostí
v ∈ [1, 7] m/s se získané výsledné hodnoty dynamického koe�cientu pro kontakt odìvu
�guríny a potahu sedaèky nacházely v rozsahu µd = 0,4 a¾ 0,7. Vy¹¹ím hodnotám budicí
rychlosti odpovídaly vy¹¹í hodnoty koe�cientu, a naopak. Statický koe�cient tøení mezi
odìvem �guríny a samotnou �gurínou vy¹el ve v¹ech pøípadech více ne¾ 1. U materiálù
jako je guma nebo tkanina se projevila vysoká citlivost na vlhkosti.

Dal¹í uvedené experimentální mìøení zkoumá statický i dynamický koe�cient
tøení mezi rùznými materiály potahù sedaèky a odìvu pasa¾éra [19]. Tento test je prová-
dìn pøímo s �gurínou a maketou sedaèky, která je pota¾ena zkoumaným materiálem. Na
�gurínu pùsobí vnìj¹í síla, její¾ velikost je v prùbìhu experimentu zaznamenávána.

Na zaèátku mìøení je sedaèka nejprve pevnì uchycena k rámu. Následnì je pota¾ena
zkoumanou tkaninou, na kterou je posazena �gurína. Ta¾né kabely jsou pøichyceny jak
k �gurínì, tak i k vrstvì tkaniny. Následnì je pøes ta¾né kabely aplikována vnìj¹í síla.
Snímací zaøízení zaznamenává pùsobící sílu, potenciometr mìøí lineární pohyb �guríny
a akcelerometr zaznamenává zrychlení. Mìøení je opakováno pro rùzné sedaèky a kom-
binace materiálù: bavlna, kù¾e, d¾ínovina, vlna a vinyl. Testovací procedura je nejprve
vhodnì otestována na materiálech se známými vlastnostmi a následnì je postup opakován
s tkaninami, jejich¾ parametry tøení je¹tì nejsou známy.

Statický koe�cient tøení je v tomto pøípadì stanoven na základì prùbìhu tøecího ko-
e�cientu na èase jako maximální hodnota v grafu. Dynamický koe�cient tøení je stanoven
ze stejného grafu, a to jako prùmìrná hodnota od výskytu statického koe�cientu tøení a¾
do chvíle, kdy �gurína spadne ze sedaèky. Tento okam¾ik je stanoven z prùbìhu rychlosti
na èase, jeliko¾ v okam¾iku pádu �guríny ze sedaèky dojde k prudkému nárùstu rychlosti.

Výsledky jsou stanoveny jako prùmìrné hodnoty z více rùzných mìøení. Vyhodnoceny
jsou i smìrodatné odchylky jednotlivých výsledkù. Ty ukazují, do jaké míry jsou mìøení
pøesná a opakovatelná. Na závìr byly zprùmìrovány výsledky mezi v¹emi materiály odìvù
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v kontaktu s látkovým, ko¾eným nebo vinylovým potahem sedaèky. Pro daný materiál èa-
lounìní vycházely nízké smìrodatné odchylky pro v¹echny odìvní textilie. Vìt¹í odchylky
tøení byly mezi jednotlivými materiály èalounìní (látka, kù¾e, vinyl). Tento výsledek uka-
zuje, ¾e odìvní materiál má malý dopad na tøení v kontaktu mezi odìvem a sedadlem,
zatímco materiál èalounìní má znaèný vliv. Tento závìr je pozitivní z hlediska vývoje se-
dadel v automobilu, proto¾e ukazuje, ¾e vhodnou volbou potahu sedaèky je mo¾né zajistit
dostateènì velké tøení mezi pasa¾érem a sedadlem bez ohledu na odìv, který má cestující
na sobì.
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3 Výpoèetní program LS-Dyna

LS-Dyna je pokroèilý multifunkèní softwarový program, který slou¾í k simulacím v ¹i-
roké oblasti aplikací. Patøí do skupiny komerèních softwarù, které pracují na principu
metody koneèných prvkù. Typické vyu¾ití je v automobilovém prùmyslu, kde se pomocí
tohoto programu simulují havárie zahrnující deformace karosérie, nafukování airbagu èi
napínání bezpeènostního pásu. Mo¾nosti simulací dále zahrnují výbuchy, tavení, lisování
nebo pádové zkou¹ky. Výpoèty v programu LS-Dyna jsou kromì automobilù souèástí vý-
voje i u autobusù, tramvají, vlakù, lodí, letadel èi kosmické techniky.

Program LS-Dyna byl vyvinut jako DYNA3D v Lawrensovì národní laboratoøi v Liver-
more ve Spojených státech v roce 1976 týmem vedeným Johnem O. Hallquistem. Pùvodní
úèel byl vytvoøit program schopný poèítat napì»ovou analýzu pøi rùzných zatí¾eních pro
3D elementy. Software nabízel mo¾nost simulovat 3D vazníky, membrány a rùzné vari-
anty objemových elementù. Souèasnì byla vyvinuta i dvoudimenzionální verze programu,
DYNA2D [27]. V následujících letech byly zveøejnìny dal¹í verze, které roz¹íøily mo¾nosti
provádìných výpoètù a¾ do dne¹ní podoby.

S ohledem na téma této práce jsou dále uvedeny dùle¾ité milníky ve vývoji tohoto
programu v rámci simulací tøení. Simulace tøení na rozhraní dvou tìles byla poprvé v pro-
gramu zahrnuta ve verzi 1986 [28]. Bìhem let 1989{1990 byla pøidána mo¾nost simulace
viskózního a Coulombovského tøení a následnì v letech 1991{1992 tøení v kontaktních prv-
cích. V roce 1995 bylo umo¾nìno, aby mìl v automatickém kontaktu ka¾dý komponent
unikátní parametry: statický (klidový) i dynamický souèinitel tøení, exponenciální kon-
stantu pøechodu, viskózní koe�cient tøení, volitelnou tlou¹»ku kontaktu, volitelný faktor
mìøítka tlou¹»ky a faktor lokální penalizace. Od let 1998{2000 je mo¾né volitelnì poèítat
tøecí energii rozhraní pøi generování tepla a výsledek zapisovat do výstupního souboru síly
rozhraní.

V letech 2001{2002 bylo pøidáno tøení spoje s vyu¾itím vyhledávací tabulky tak, ¾e
tøecí moment mù¾e být funkcí výsledné translaèní síly. Oproti pøedchozím verzím bylo
také umo¾nìno nastavit souèasnì statický i dynamický souèinitel tøení pro kluzné krou¾ky
u bezpeènostních pásù u sedaèky (seat belt slip ring). Mezi lety 2003{2005 byl vyvinut
pøíkaz *DEFINE FRICTION, který umo¾òuje nade�novat tøení mezi dvojicí komponent.
Pøíkaz *DEFINE FRICTION ORIENTATION byl vyvinut v období 2008{2010. Pomocí
nìj je mo¾né nade�novat souèinitel smykového tøení do zvoleného smìru speci�kovaného
vektorem a úhlem ve stupních. Navíc mù¾e být tøení stupòované podle velikosti tlaku
generovaného na rozhraní kontaktu.

V letech 2012{2013 byla vytvoøena verze uvedená pod oznaèením R7.0, která obsaho-
vala negativní faktor tøení nade�novaný v *AIRBAG PARTICLE. Èástice v airbagu jsou
díky tomu po kontaktu schopny odskoèit na trajektorii blí¾e k povrchu tkaniny. Pøíka-
zem *CONTACT ENTITY je umo¾nìno nastavit tøení jako køivku s prùbìhem hodnoty
souèinitele tøení v závislosti na èase. Pro nastavení parametru FS = 2 je tøení de�no-
váno ve formì tabulky. Takovým zpùsobem je mo¾né do prùbìhu tøení zahrnout kromì
závislosti na rychlosti i závislost na tlaku. Toto nastavení je doporuèeno pou¾ít spoleènì
s parametrem SOFT = 2 (viz oddíl 3.2.1).
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Dále bylo pøidáno mìøítko pro zmìnu tuhosti tøení pro kontakt. Jedná se o volitelný
parametr FRICSF na kartì E. Tato varianta je podporována pouze pro segmentovì zalo¾ený
kontakt (SOFT = 2). Motivací pro toto nastavení byla úloha smýkání gumy po silnici, kdy
tøení bylo de�nováno koe�cienty statickým, dynamickým a pøechodu. Rùst tøecí síly byl
pøíli¹ pomalý, tak¾e nebylo mo¾né dosáhnout Coulombovy statické hodnoty. Zvý¹ením ¹kály
tøecí tuhosti ji¾ tato hodnota byla dosa¾ena. Od verze z roku 2012 je také mo¾né zahrnout
do modelù kontaktní tøení pro hydrodynamiku hladkých èástic (SPH = Smooth Particle
Hydrodynamics). Jedná se o simulace mechaniky kontinuálního média, jako je mechanika
pevných látek a proudìní tekutin.

Dal¹í verze R7.1 vyvinutá v letech 2013{2014 umo¾nila pøemìnu energie tøecího kon-
taktu na teplo bìhem výpoètu tepelnì-mechanického problému SPH. Pøevod energie pro-
bíhá pøidáním parametru FRCENG = 1 v *CONTROL CONTACT [30]. S touto verzí
programu jsou provedeny simulace popsány v této práci (viz kapitola 5), a proto ji¾ násle-
dující aktualizace nejsou popsány.

3.1 Princip výpoètù

Jak ji¾ bylo uvedeno, LS-Dyna je obsáhlý program pracující na principu metody koneè-
ných prvkù. Výpoèty je mo¾no provádìt jak v explicitním, tak i implicitním módu. Pøe-
vá¾ná èást výpoètù v LS-Dyna je poèítána explicitnì. Obì varianty jsou popsány v následu-
jícím oddíle 3.1.2. Øe¹ené úlohy jsou jak z 2D, tak i 3D oblastí a spadají do nich dynamika
tuhých tìles, modální analýza, teplotní analýza, nelineární dynamika, analýzy poru¹ování
materiálu a ¹íøení trhlin, akustické problémy, radiace, elektromagnetismus, proudìní plynù
a dal¹í.

Poèítaèový model je zapsán v textovém souboru, který je pro úèely výpoètu v pro-
gramu LS-Dyna ve formátu .key. Tento soubor obsahuje souøadnice v¹ech uzlù, které jsou
v modelu pøítomny. Dále pak popisuje pou¾ité elementy, materiály, poèáteèní a okra-
jové podmínky, kontakty a parametry simulace. Jednotlivé pøíkazy se nazývají key wordy
a v textu jsou v¾dy uvedeny symbolem: *. Pøíkaz je popsán pomocí parametrù, kterých je
na jednom øádku a¾ osm. Pro jeden pøíkaz mù¾e být i více øádkù s parametry. Ka¾dý para-
metr je zadán a¾ osmi znaky. Varianty pøíkazù jsou roz¹íøené pøidáváním dal¹ích mo¾ností
(tzv. option) k základním pøíkazùm pøes symbol . Jednotlivé èleny stejného pøíkazu jsou
odli¹eny jedineèným ID èíslem, pod kterým jsou odkazovány v jiných pøíkazech.

Jednoduché úpravy modelu je mo¾né provádìt v textovém editoru. Pro sestavování
modelu a slo¾itìj¹í operace se vyu¾ívají preprocessingové softwary, pomocí kterých jsou
potøebné pøíkazy a parametry zadávány v u¾ivatelsky pøívìtivìj¹ím prostøedí, kde je mo¾né
model zároveò vizualizovat. Prvním krokem pøípravy modelu je proces sí»ování. Na základì
geometrie soustavy je vytvoøena sí» 1D (beam), plo¹ných (shell) nebo objemových (solid)
elementù. LS-Dyna obsahuje ¹irokou knihovnu koneèných prvkù: 1D elementy (beam),
které pøedstavují vazníky, kabely a svary, dále diskrétní prvky pøedstavující tlumièe nebo
pru¾iny, plo¹né elementy (shell), objemové elementy (solid), mezi které patøí ètyøstìny
o ètyøech nebo deseti uzlech (ve vrcholech a na hranách), pìtistìny se ¹esti uzly nebo
¹estistìny s osmi, pøedepínaèe, senzory a dal¹í. Materiálová knihovna pokrývá kovy, plasty,
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pìny, gumy, kompozitní materiály, kapaliny, sklo, keramiku, tkaniny i biologické materiály.
Tuhá tìlesa jsou modelována jako sí» uzlù, které tvoøí elementy. Mezi nimi jsou de�-

novány vazby. V tomto softwaru jsou implementovány kontaktní algoritmy, pøes které lze
zadat kontakty deformovatelných tìles (do v¹ech je mo¾no zadávat tøení), kontakt defor-
movatelného a tuhého tìlesa (rigid) a kontakt dvou tuhých tìles (rigid to rigid). Bìhem
výpoètu je mo¾né pøepínat mezi tuhým a deformovatelným tìlesem.

3.1.1 Èasový krok

Pøi spou¹tìní simulace je dùle¾itým parametrem èasový krok. Èasový krok mù¾e být
pro v¹echny elementy stejný anebo mohou být vytváøeny skupiny elementù s rùznými hod-
notami èasového kroku (metoda Subcycling, obecnì není doporuèována). V¹echny elementy
musí splnit Courant-Levyho kritérium stability [29]

∆tcrit =
Le

Q+
√

(Q2 + c2)
≈ Le

c
. (20)

Minimální velikost èasového kroku elementu závisí na jeho délce (L) a hustotì (ρ), která
ovlivòuje, jakou rychlostí se v materiálu ¹íøí vlny (c). V rovnici (20) je Q funkce koe�cientù
objemové viskozity C0 a C1. Le je charakteristická délka elementu, která závisí na jeho
tvaru. Pro elementy tvaru kvádru se spoèítá jako podíl objemu a maximální plochy prùøezu.
Pro elementy ve tvaru jehlanu se spoèítá jako násobek minimální vý¹ky (koe�cient násobení
závisí na formì elementu: ELFORM). Pro adiabatickou rychlost zvuku c platí

c =

√( 4G

3ρ0

+
∂p

∂ρ

)
s
, (21)

kde G je modul pru¾nosti ve smyku, ρ0 poèáteèní hustota, ∂p
∂ρ

derivace tlaku podle hus-
toty. Výpoèet je provádìn za konstantní entropie s. V pøípadì elastického materiálu závisí
rychlost zvuku na modulu pru¾nosti E, Poissonovì èísle ν a hustotì materiálu ρ

c =

√
E(1− ν)

ρ(1 + ν)(1− 2ν)
. (22)

Obecnì platí, ¾e krátká délka elementu, nízká hustota a zvý¹ená tuhost sni¾uje délku
èasového kroku. Pøi pøípravì modelu na simulaci je tedy zapotøebí vytvoøit pravidelnou sí»,
pou¾ívat skuteèné materiálové vlastnosti a brát v úvahu, ¾e zhu¹tìní sítì navý¹í výpoèetní
èas.

Na zaèátku výpoètu LS-Dyna automaticky spoèítá z podmínky (20) velikost èaso-
vého kroku pro v¹echny elementy v modelu. Do souboru D3HSP je následnì zapsáno
100 elementù, pro které vy¹el nejkrat¹í èasový krok. Èasový krok pou¾itý pro výpoèet se
pak spoèítá jako minimum ze v¹ech elementù pøenásobené ¹kálovacím faktorem TSSFAC,
který je standardnì roven 0,9, ale mù¾e být zmìnìn. Tento parametr se nachází v pøíkazu
*CONTROL TIMESTEP.
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U¾ivatel mù¾e nade�novat èasový krok parametrem DT2MS. Pøi zadání kladné hodnoty
se pøedepsaná velikost pøiøadí v¹em elementùm v modelu. Toto nastavení je pou¾íváno pro
kvazi-statické výpoèty a není vhodné pro dynamické simulace. Záporná hodnota parametru
pøiøadí nastavenou velikost jen tìm elementùm, které mají èasový krok ni¾¹í ne¾ uvedená
hodnota. Elementùm, které podmínku nesplní, je lokálnì navý¹ena hmotnost tak, aby
èasový krok odpovídal pøedepsané hodnotì. Tento proces se nazývá ¹kálování hmotností
(Mass scaling).

3.1.2 Explicitní a implicitní metoda

Pøi provádìní výpoètù platí dynamická podmínka rovnováhy sil ve tvaru

FS(t) + FD(t) + FE(t) = F(t). (23)

Na levé stranì rovnice (23) jsou setrvaèné síly FS = Mq̈, tlumicí síly FD = Bq̇ a elastické
síly FE = Kq. Na pravé stranì jsou pak vnìj¹í síly. Po dosazení je øe¹ena pohybová rovnice

Mq̈(t) + B(q, q̇)q̇(t) + K(q, q̇)q(t) = F(q, q̇, t). (24)

Pohybová rovnice (24) je èasovì závislá. Pøi numerickém øe¹ení se pøejde k èasové diskre-
tizaci. Je mo¾né zvolit implicitní nebo explicitní èasovou integraci.

Implicitní metoda [29] se pou¾ívá v LS-Dyna k výraznì men¹ímu mno¾ství aplikací
ne¾ explicitní a stále dochází k jejímu vývoji. Pomocí implicitní metody je mo¾no poèítat
statické úlohy, pøedepnutí nebo modální analýzu. Rychlost nárazu je v øádu do nìkolika
desítek m/s a rychlost pøetvoøení je v rozsahu do 10−1 s−1.

Implicitní èasová integrace (napø. Newmarkova metoda) øe¹í pohybovou rovnici v èase
tn+1, tedy na konci aktuálního èasového kroku

Mn+1q̈n+1 + Bn+1q̇n+1 + Kn+1qn+1 = Fn+1. (25)

Je pøedpokládána lineární zmìna zrychlení. Posuv a rychlost jsou aproximovány vztahy

qn+1 = qn + ∆tq̇n +
∆t

3
q̈n +

∆t

6
q̈n+1, (26)

q̇n+1 = q̇n +
∆t

2
q̈n +

∆t

2
q̈n+1. (27)

Po dosazení rovnic (26) a (27) do rovnice (25) a vyjádøení posuvu v èase tn+1 je získán
vztah

qn+1 =
Fn+1 + Mn

(
6

∆t2
qn + 6

∆t
q̇n + 2q̈n

)
+ Bn

(
3

∆t
qn + 2q̇n + ∆t

2
q̈n

)
(

6
∆t2

Mn+1 + 3
∆t
Bn+1 + Kn+1

) . (28)
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Dále je øe¹ena maticová soustava rovnic

K∗∆q = ∆ F. (29)

Pro pravou stranu platí ∆F = FExt − FInt a matice K∗ je funkcí matic hmotnosti M,
tlumení B, tuhosti K a èasu t. Matice tuhosti je na stranì neznámých, proto je slo¾ité øe¹it
velký poèet rovnic. Pro øe¹ení ve tvaru

∆q = K∗−1∆ F (30)

je potøeba vyjádøit inverzní matici K∗−1, která je øídká a nediagonální.
V pøípadì implicitní èasové integrace je získána soustava velkého mno¾ství rovnic. Volba

èasového kroku je podle po¾adované èetnosti ukládání výsledkù, je tedy obvykle del¹í ne¾
u explicitní metody. Pro lineární problémy je tato metoda v¾dy stabilní a nezávisí na délce
pou¾itého èasového kroku. Pro nelineární výpoèty se pak èasový krok musí volit dostateènì
malý, aby byla dosa¾ena konvergence.

Explicitní metoda [29] je v programu LS-Dyna pou¾ívána pro výpoèet rychlých
dynamických dìjù a dìjù, pøi kterých dochází k velkým deformacím. Pøi rychlostech nárazu
pøekraèujících 12 km/s a rychlosti pøetvoøení vy¹¹í ne¾ 108 s−1 mù¾e docházet k vypaøování
tuhých èástic.

Mezi typické pou¾ití explicitních øe¹ièù je mo¾né zaøadit simulace nárazu dopravních
prostøedkù, teplotní a elektromagnetické analýzy, jako je napøíklad tváøení plechù, sva-
øování èi indukèní ohøev. Simulováno je také ¹íøení rázových vln, proudìní stlaèitelných
i nestlaèitelných látek, prùstøely, výbuchy a dal¹í poru¹ování materiálu.

Explicitní èasová integrace (napø. Metoda centrálních diferencí) øe¹í pohybovou rovnici
v èase tn, tedy na zaèátku aktuálního èasového kroku

Mnq̈n + Bnq̇n + Knqn = Fn. (31)

Je pøedpokládána lineární zmìna deformace. Rychlost a zrychlení jsou aproximovány vztahy

q̇n =
1

∆tn+ 1
2

(qn+1 − qn), (32)

q̈n =
1

∆tn
(q̇n+ 1

2
− q̇n− 1

2
). (33)

Po dosazení rovnic (32) a (33) do rovnice (31) a vyjádøení posuvu v èase tn+1 je získána
rovnice

qn+1 =
Fn −

(
Kn − 2

∆t2
Mn

)
qn −

(
1

∆t2
Mn − 1

2∆t
Bn

)
qn−1

1
∆t2

Mn + 1
2∆t

Bn

. (34)

Dále je øe¹ena maticová soustava rovnic

D∆q = ∆ F. (35)
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Pro pravou stranu platí ∆F = FExt − FInt − K∆ q a matice D je funkcí matic hmot-
nosti M, tlumení B a èasu t. Pro øe¹ení je potøeba opìt vyjádøit inverzní matici D−1, ale
ta ji¾ nezávisí na tuhosti. Matice tuhosti K je na stranì známých. Øe¹ení je ve tvaru

∆q = D−1∆ F. (36)

Pøi explicitní èasové integraci obvykle nenastávají problémy s konvergencí. Stabilita je
pouze podmínìná, musí být zvolený dostateènì malý èasový krok, který závisí na nejvy¹¹í
vlastní frekvenci, jak je popsáno v podmínce stability

∆t 5
2

ωmax

. (37)

Pøi malém èasovém kroku (øádovì 10−6) dochází k malým pøírùstkùm, a tedy je výpoèet
stabilní. Dùsledkem je ale dlouhý výpoèet a velký nárok na výpoèetní i pamì»ovou kapacitu
poèítaèe.

3.2 Kontakty ve výpoèetním modelu

Souèástí sestavování výpoètu v programu LS-Dyna je popis kontaktních problémù mezi
rùznými èástmi modelu, který má podstatný vliv pøedev¹ím pøi simulacích s velkými defor-
macemi. Pro dobré predikèní schopnosti numerické simulace je dùle¾ité správné zahrnutí
chování kontaktních rozhraní mezi subjekty. Rozhraní lze v prostoru de�novat tak, ¾e se
v libovolném poøadí uvedou v¹echny trojúhelníkové a ètyøúhelníkové segmenty, které tvoøí
ka¾dou stranu rozhraní. V kontaktu dvou tìles nebo skupin tìles je jedna strana v¾dy
oznaèena jako hlavní (master) a druhá jako podøízená (slave). Stejnì tak uzly pøíslu¹né
daným povrchùm se dìlí na hlavní a podøízené.

V nìkterých pøístupech modelování kontaktu povrchù nemá toto rozdìlení dùsledek pro
výpoèet (napø. symetrická penaltová metoda). V jiných metodách jsou ale podøízené uzly
nuceny v pøípadì nárazu klouzat po hlavní plo¹e a musí na ní zùstat, dokud se mezi uzlem
a povrchem nevyvine tahová síla. Rozdìlení rozhraní na hlavní a vedlej¹í mù¾e být zadáno
u¾ivatelem nebo být provedeno automaticky. U modelù automobilových havárií je celkem
bì¾né zahrnout celé vozidlo v jedné jediné de�nici povrchového kontaktu, kde v¹echny uzly
a prvky v rámci rozhraní mohou interagovat. Kromì toho jsou de�novány dal¹í kontakty
mezi jednotlivými komponenty, které jsou spolu v kontaktu na poèátku simulace nebo se
pøedpokládá, ¾e k nìmu dojde v prùbìhu výpoètu. Pøi vytváøení sítì koneèných prvkù je
tøeba brát v úvahu tlou¹»ku kontaktu u plo¹ných elementù.

Pøítomnost poèáteèní penetrace v modelu mù¾e vést k záva¾ným numerickým pro-
blémùm, které zpùsobují nestabilitu výpoètu. Indikátorem existence poèáteèní penetrace
je èasto záporná kontaktní energie. Po spu¹tìní simulace jsou vypsány penetrující uzly
a elementy do výstupních souborù D3HSP a MESSAG. V pøípadì jednostranného kontaktu
jsou uzly penetrující i v druhém èasovém kroku vyjmuty z kontaktu a jsou zaznamenány
do varovné zprávy. Poèáteèní penetrace v modelu je mo¾né odstranit úpravou sítì, pokud
je to mo¾né s ohledem na pøedepsanou geometrii modelované soustavy. Dal¹í mo¾ností je
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pak upravit tlou¹»ku komponentu nebo kontaktní tlou¹»ku v pøijatelné míøe. Obecnì platí,
¾e dobrá kvalita sítì zlep¹uje výpoèetní stabilitu, schopnost nalézt kontaktní segmenty
i vyhledat penetrace.

V knihovnì LS-Dyna je obsa¾eno mnoho typù kontaktù. Nìkteré mají v¹estranné vy-
u¾ití, jiné jsou vytvoøeny pro konkrétní aplikace. Jako pøíklad je mo¾né uvést speciální
kontakt entity pro tuhé èásti �guríny (*CONTACT GEBOD), kontakt pro modelování sil-
nièních povrchù (*CONTACT RIGID SURFACE) nebo kontakt vnitøních hran elementù
mìkkých pìn (*CONTACT INTERIOR) [30]. Chování v kontaktu mezi komponenty mo-
delovanými v programu LS-Dyna je mo¾né popsat pomocí tøí rùzných algoritmù. Rozdíl je
dán rùzným pøístupem pøi výpoètu kontaktní tuhosti.

3.2.1 Kontaktní algoritmy v LS-Dyna

V tomto oddíle jsou pøedstaveny tøi algoritmy pro výpoèet kontaktní tuhosti v programu
LS-Dyna [29].

Standardní penaltová formulace (Standard Penalty Formulation) je nejobecnìj¹í
a nejèastìji pou¾ívaná. V kartì kontaktu je zadána parametrem SOFT = 0. Pøi její aplikaci
je ka¾dý uzel na podøízené stranì kontrolován na penetraci s hlavní stranou. Pøi nalezení
penetrace je aplikována kontaktní penaltová síla Fi, která tlaèí tìlesa zpátky od sebe, co¾ je
mo¾né pøedstavit si jako pøidání pru¾iny v rozhraní. Smìr pùsobení síly je ve smìru vnìj¹í
normály k hlavní stranì v kontaktním bodì a velikost této síly je pøímo úmìrná hloubce
prùniku yi a kontaktní tuhosti ki

Fi = yi · ki. (38)

Výpoèet kontaktní tuhosti je proveden pro ka¾dý uzel segmentu a li¹í se podle typu ele-
mentu. Ve výchozím nastavení je kontaktní tuhost vypoèítaná pro v¹echny uzly na hlavní
i podøízené stranì a následnì je pou¾itá minimální hodnota. Pro objemové elementy je
kontaktní tuhost získána z rovnice

ki =
fsiKiA

2
i

Vi
(39)

a pro plo¹né elementy z

ki =
fsiKiAi

max(shell diagonal)
. (40)

V rovnicích (39) a (40) se vyskytují tyto velièiny: modul objemové pru¾nosti (pøevrácená
hodnota stlaèitelnosti) Ki, objem elementu Vi a plocha kontaktního segmentu Ai. Para-
metr fsi je ¹kálovací faktor pro tuhost rozhraní (scale factor for the interface sti�ness).
Kontaktní tuhost je mo¾né zmìnit pro jednotlivé kontakty ¹kálovacími faktory SFS (scale
factor on default slave penalty si�ness) a SFM (slave factor on default master penalty
sti�ness) z výchozí hodnoty rovné 1. Tyto parametry ovlivòují kontaktní tuhost pro typ
kontaktu SOFT = 0 a SOFT= 2. Úpravu kontaktní tuhosti je mo¾no také provést globálnì
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pro v¹echny kontakty pøítomné v modelu pøes pøíkaz *CONTROL CONTACT nastave-
ním parametru SLSFAC (scale factor for sliding interface penalties). Výchozí hodnota je
SLSFAC = 0,1. Pro mìkké materiály vychází nízká hodnota kontaktní tuhosti a nastává
problém s vysokou penetrací. Pøi ¹kálování tuhosti na pøíli¹ vysokou hodnotu mù¾e dojít
k nestabilitì zpùsobené vibracemi s vysokou frekvencí.

Algoritmus penaltové metody je mo¾né pou¾ít nejen na pøíklady simulované metodou
koneèných prvkù, ale i pro výpoèty kombinující diskrétní a koneèné elementy. Metoda
diskrétních prvkù (Discrete element method) je numerická metoda na simulování chování
systému velkého mno¾ství malých nezávislých èástic. Jedná se o efektivní pøístup øe¹ení
technických problémù nespojitých materiálù. Ka¾dá èástice je numericky reprezentována
a identi�kována svými speci�ckými vlastnostmi (tvar, velikost, materiál. . .). Pøi aplikování
popsaného penaltového algoritmu je ka¾dý sférický diskrétní prvek pova¾ován za podøízený
uzel a povrchy koneèných prvkù za hlavní plochy [32].

Penaltová formulace s mìkkou vazbou (Soft Constraint Penalty Formulation)
slou¾í k eliminování výrazných penetrací pou¾itím jiného pøedpisu pro kontaktní tuhost ki.
Ta ji¾ nezávisí na materiálu nebo velikosti elementu, ale na èasovém kroku a hmotnosti.
V kartì kontaktu je tato formulace aktivována nastavením parametru SOFT = 1. Aplikace
tohoto algoritmu mù¾e být nezbytné, pokud komponenty, které tvoøí kontaktní plochy,
mají výraznì jiné materiálové vlastnosti, pøedev¹ím pak hustotu, tuhost a modul objemové
pru¾nosti Ki. Pøi výpoètu kontaktní tuhosti pomocí penaltové formulace s mìkkou vazbou
se vybírá maximální výsledek z hodnot kSOFT=0 a kCS

kSOFT=1 = max(kSOFT=0, kCS), (41)

kde kSOFT=0 je vypoèítaná kontaktní tuhost podle standardní penaltové formulace popsané
rovnicemi ((39) a (40)). Druhá hodnota kCS je zalo¾ena na Courantovì kritériu stability
a pøi jejím výpoètu zále¾í na hmotnosti a velikosti globálního èasového kroku ∆tc(t)

kCS(t) = 0,5 · SOFSCL ·m∗ ·
( 1

∆tc(t)

)2

, (42)

kde m∗ je funkcí hmotností podøízeného uzlu a hlavních uzlù. Parametr SOFCSL je ¹kálo-
vací faktor (scale factor for constraint forces of soft constraint), kterým je mo¾no upravovat
výslednou hodnotu ve volitelné kartì kontaktu. Popsaný pøedpis kCS(t) je èasovì závislý
z dùvodu pøítomnosti parametru ∆tc(t). Ten je na zaèátku simulace nastaven na poèáteèní
výpoètový èasový krok. V pøípadì, ¾e bìhem výpoètu èasový krok roste, je hodnota ∆tc(t)
zmìnìna na aktuální hodnotu èasového kroku, aby do¹lo k zamezení nestabilního chování.

Penaltová formulace s mìkkou vazbou obvykle dává mnohem vy¹¹í kontaktní tuhosti,
ne¾ jaké by bylo dosa¾eno standardní penaltovou metodou, kdy je výsledek úmìrný modulu
objemové pru¾nosti dle rovnic (39) a (40). Z tohoto dùvodu je tato metoda preferovanou
volbou napø. pøi interagování materiálu pìny s kovy, tváøení kovù s vysokým tlakem na
vnìj¹í plochy nebo pro kontakt velké plochy v rozsáhlém modelu s rùznými tuhostmi kon-
taktních dvojic, proto¾e pou¾itá hodnota je skoro stejná pro celý model. Pøi práci s pìnami
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je dùle¾ité kontrolovat, zda výsledná kontaktní tuhost není pøíli¹ vysoká, a tedy nevyvo-
lává velké síly, které vedou ke zborcení elementù. U¾ivatel je v takovém pøípadì informován
varovnou zprávou o negativním objemu v objemových elementech.

Segmentovì zalo¾ená penaltová formulace (Segment-based Penalty Formulation)
má podobný pøedpis a motivaci jako penaltová formulace s mìkkou vazbou. Hodnota kon-
taktní tuhosti opìt nezávisí na pou¾itém materiálu a objemu elementù, ale na èasovém
kroku a hmotnosti. Formulace je aktivována zadáním parametru SOFT = 2 v kartì kon-
taktu.

Pøi výpoètu kontaktní tuhosti je opìt vybíráno maximum z hodnot kSOFT=0 a kCS

kSOFT=2 = max(kSOFT=0, kCS). (43)

Pøedpis pro kCS má pro segmentovou formulaci tvar

kCS = 0,5 · SLSFAC · {SFS/SFM} ·
( m1m2

m1 +m2

)
·
( 1

∆tc(t)

)2

. (44)

Ve srovnání s rovnicí (42) pro SOFT = 1 se v tomto pøípadì ve výpoètu pracuje s hmotností
segmentù místo uzlù. Z toho plyne název této metody. Segmentová hmotnost je pro plo¹né
prvky rovna hmotnosti elementù a pro objemové elementy je polovièní. V tomto pøípadì je
mo¾né ¹kálovat tuhost nejen parametrem SLSFAC, ale také úpravou tuhosti podøízených
(SFS) nebo hlavních (SFM) segmentù v kontaktu stejnì jako pro variantu SOFT = 0.

Formulace se li¹í v procesu úpravy èasového kroku ∆tc(t). Ke zmìnì hodnoty z velikosti
poèáteèního èasového kroku dojde pouze v pøípadì, ¾e aktuální výpoètový èasový krok roste
o více ne¾ 5 %. Díky tomu zùstává parametr konstantní i v pøípadech, kdy dochází bìhem
výpoètu k nepatrnému rùstu èasového kroku. Tento algoritmus je vhodný napø. pro plo¹né
elementy s kontaktem hran nebo objemové elementy s volnými hranami v kontaktu. Pro
1D elementy není toto nastavení podporováno.

3.2.2 Tlumení v kontaktu

Mo¾nost pøidat do výpoètu viskózní tlumení je souèástí v¹ech typù kontaktù. Zadá-
váno je parametrem VDC (viscous damping coe�cient). V kolmém smìru ke kontaktnímu
povrchu je aplikováno kontaktní tlumení ξ, aby bylo zabránìno ne¾ádoucím oscilacím.
Hodnota tlumení je vyjádøena ve vztahu

ξ =
VDC
100

ξcrit. (45)

Parametr VDC je zadáván jako procentuální hodnota kritického tlumení ξcrit

ξcrit = 2mω, (46)

které závisí na vlastní frekvenci ω a na uzlové hmotnosti, která je minimem z hmotností
hlavního a podøízeného uzlum = min(mslave,mmaster). Vlastní frekvence pro podøízený uzel
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ω je dána vztahem

ω =

√
k(mslave +mmaster)

mslavemmaster

, (47)

kde m je hmotnost a k oznaèuje kontaktní tuhost. Pùvodním zámìrem zavedení parametru
VDC bylo tlumit oscilace bìhem modelování tváøení kovù. Pozdìji v¹ak bylo zji¹tìno,
¾e toto opatøení úèinnì funguje i pøi odstraòování vysokofrekvenèního ¹umu u simulací
nárazu [29].

3.3 Zahrnutí tøení do výpoètových modelù v programu LS-Dyna

Tøecí síla se vyskytuje v pøípadì v¹ech mechanických systémù, které mají své povrchy
ve vzájemném kontaktu, z tohoto dùvodu se tøení zadává v programu LS-Dyna v kartì
kontaktu. Simulace tøení v LS-Dyna je zalo¾ena na Coulombovì modelu tøení se zahrnu-
tím Stribeckova efektu. Závislost mezi tøecí silou a rychlostí je modelována pomocí tøí
parametrù

µ = µd + (µs − µd)e−c|v|, (48)

souèinitel klidového tøení µs, souèinitel smykového tøení µd a exponenciální konstanta pøe-
chodu c, která vyhlazuje pøechod mezi klidovým a smykovým souèinitelem tøení. Relativní
rychlost v mezi tìlesy je vyjádøena jako podíl mezi pøírùstkem pohybu ∆e a velikostí
èasového kroku ∆t (viz oddíl 3.1.1)

v =
∆e
∆t

. (49)

V pøíkazu *CONTACT jsou koe�cienty tøení zadány v kartì 2 jako parametry FS = µs
(statický koe�cient tøení), FD = µd (dynamický koe�cient tøení) a DC = c (exponenciální
konstanta pøechodu, také koe�cient rychlosti). Dynamický koe�cient tøení FD je aplikován,
pouze pokud je zároveò de�nován koe�cient DC.

Algoritmus výpoètu tøecí síly vyu¾ívá ekvivalenci s elasto-plastickou pru¾inou. Jed-
notlivé kroky výpoètu jsou popsány ní¾e. V uvedených vztazích je F ∗ zku¹ební síla, Fn
normálová síla, k kontaktní rozhraní (interface sti�ness, tj. tuhost rozhraní), µ souèinitel
tøení ze vztahu (48) a F n je tøecí síla v èasovém kroku n.

1. Výpoèet síly Fy (yield force)

Fy = µ|Fn| (50)

2. Výpoèet pøírùstku pohybu podøízeného uzlu jako rozdíl polohových vektorù vyjádøe-
ných v souøadnicích bodu kontaktu ξc a µc

∆e = rn+1(ξn+1
c , µn+1

c )− rn+1(ξnc , µ
n+1
c ) (51)
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3. Aktualizování síly rozhraní na zku¹ební hodnotu

F∗ = Fn − k ∆e (52)

4. Kontrola podmínky meze prokluzu

Fn+1 = F∗, pokud platí |F∗| ≤ Fy (53)

5. Pøe¹kálování zku¹ební hodnoty, pokud je pøíli¹ vysoká

Fn+1 =
FyF

∗

|F ∗ |
, pokud platí |F ∗| > Fy (54)

Dùsledkem Coulombova tøení vzniká smykové napìtí rozhraní (interface shear stress),
které mù¾e být v nìkterých pøípadech velmi vysoké. Mù¾e nastat pøípad, ¾e jeho velikost
pøekroèí hodnotu, kterou je materiál schopen snést. Z tohoto dùvodu je mo¾né zadat dal¹í
omezení pro velikost tøecí síly

F n+1 = min(F n+1
Coulomb, κAmaster), (55)

kde Amaster je oblast na hlavním segmentu a κ je viskózní koe�cient. Ke smykovému napìtí
rozhraní mù¾e pøispìt více ne¾ jen jeden uzel, proto v nìkterých pøípadech mù¾e napìtí
pøekroèit limit κ [29]. Tato hodnota je v pøíkazu *CONTACT zadána jako parametr VC = κ
(koe�cient pro viskózní tøení). Doporuèená hodnota κ je mez kluzu ve smyku κ = σ0√

3
, kde

σ0 je mez kluzu materiálu, který je v kontaktu [30].

3.4 Poèítaèové modelování rychlých dìjù v automobilovém pro-

støedí

Numerické simulace pomáhají rozpoznat a vyhodnotit vlastnosti modelovaných objektù
v brzké fázi vývoje, ani¾ by bylo nutné stavìt reálné konstrukce èi prototypy. Vývojový
proces nových prùmyslových zaøízení je s podporou numerických výpoètù èasto rychlej¹í
a efektivnìj¹í. S pomocí poèítaèového modelování se redukuje poèet potøebných proto-
typù, zvy¹ují se znalosti o vlastnostech zaøízení a návrhy na zmìny v designu je mo¾né
vyhodnocovat znaènì rychleji ne¾ v pøípadì fyzického testování.

Díky pokroèilým numerickým metodám, znalostem aplikované mechaniky a výpoèetním
technologiím je v dne¹ní dobì mo¾né simulovat komplexní dìje z automobilového prostøedí.
Tyto simulace slou¾í k analyzování a optimalizování funkènosti a bezpeènosti zaøízení.
V oblasti automotive jsou výpoèetnì i èasovì nejnároènìj¹í simulace nárazu. Velké úsilí je
vìnováno zlep¹ení odolnosti automobilù vùèi nárazu za úèelem zvý¹ení ochrany úèastníkù
silnièního provozu. Automobilová technika zahrnuje optimalizaci absorpce kinetické energie
pomocí vysoce so�stikovaných kombinací materiálù a konstrukèních øe¹ení. Bìhem vývoje
se pracuje s protichùdnými po¾adavky dosáhnout co mo¾ná nejvy¹¹í bezpeènosti pøi co
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nejni¾¹ích nákladech (mno¾ství a kvalita materiálù, pou¾ité technologie. . .) navíc v rámci
vymezeného èasu daném plánem projektu [21].

V této podkapitole je uveden pøehled simulací vyu¾ívaných pøi vývoji nových autose-
daèek. Pro sestavování modelu z automobilového prostøedí je tøeba získat in¾enýrské a vý-
poèetní vstupy. Mezi in¾enýrské vstupy se øadí geometrie modelu dodaná ve vìt¹inì pøípadù
z CAD systému. Dále pak materiálové vlastnosti jednotlivých komponent, de�nice spojù
(svary, ¹rouby, slepení. . .) a zátì¾ové parametry konkrétního simulovaného dìje (rychlost,
zrychlení, síla, èas. . .). Pøi modelování automobilových sedaèek je pak nutné znát i testo-
vanou pozici sedaèky a mít k dispozici model rámu èi karoserie vozu, do které je sedaèka
uchycena. Pøíklady zadní øady sedaèek uchycených k testovacímu rámu jsou na obrázcích
8a, 8b, 8d, 8f, 8g a 8h. Sedaèka uchycená pøímo do karoserie vyvíjeného automobilu je
zobrazena na obr. 8e.

Mezi výpoèetní vstupy patøí znalost fyzikálních jednotek, ve kterých po¾aduje zákazník
výpoèet provést. Dal¹ími vstupy jsou pak koe�cienty tøení v kontaktech a øídicí nastavení,
jako je délka simulace, typy výstupù a výstupní frekvence. Pøi simulacích s �gurínou je tøeba
dodateèných informací o po¾adované verzi, pozici �guríny (souøadnice H bodu (pomyslný
bod odpovídající poloze uprostøed, mezi kyèlemi cestujícího) a pat, úhel trupu, pozice
rukou. . .) a bezpeènostních pásech (pøedpìtí, polohy navíjeèe, pøezky, kluzného krou¾ku).

Po¾adavky a vyhodnocovací kritéria se li¹í podle konkrétního typu simulace. Obecné
po¾adavky na bezpeèné zvládnutí zátì¾ové zkou¹ky jsou: ¾ádné selhání v rámu nebo ukot-
vení sedaèky, v seøizovacích a posuvných systémech, ¾ádné uvolnìní zamykacích mecha-
nismù systémù, zadr¾ovací systémy se nesmí po¹kodit, ¾ádné ostré hrany, nepøipojené èásti
a pøemístìní mechanismu, ¾ádná zlomení ani trhliny. U simulací s �gurínou navíc musí �-
gurína zùstat po celou dobu na sedaèce a nesmí dojít k tzv. Submarining efektu, kdy se
kyèelní kloub dostane pod bøi¹ní èást bezpeènostního pásu (�gurína sklouzne dopøedu pod
pás). Pro testování sedadel urèených dospìlým pasa¾érùm se pou¾ívají tøi typy �gurín,
které se li¹í ve velikosti a hmotnosti. Figuríny mají takovou hmotnost, aby odpovídaly 5 %
nejlehèí èásti populace (5 %), prùmìrné váze (50 %) a 5 % nejtì¾¹í èásti populace (95 %).

Mezi základní výpoèty provádìné bìhem vývoje a testování automobilového sedadla
patøí osm typù zátì¾ových zkou¹ek. Paralelnì s virtuálními modely je provádìno i ex-
perimentální testování na prototypových sedadlech. Výsledky jsou následnì porovnávány
a slou¾í k validaci modelu, který je pak mo¾né spolehlivì pou¾ít pro ¹ir¹í mno¾ství vývojo-
vých variant, ne¾ pro které se provádí fyzické testy. Podoba testù a po¾adované výsledky
jsou speci�kovány v øadì norem a naøízeních státních i mezinárodních orgánù. Pro Severní
Ameriku, Evropu a Asii jsou platné normy Evropské hospodáøské komise OSN (United
Nations Economic Commission for Europe = UNECE). Tématem sedadel se pak zabývají
èísla 14 a 17. Norma 14 zahrnuje Jednotná ustanovení pro schvalování vozidel z hlediska
ukotvení bezpeènostních pásù, systémù ISOFIX a jejich horních popruhù (ECE14) [22].
Norma 17 øe¹í Jednotná ustanovení pro schvalování vozidel s ohledem na sedadla, jejich
ukotvení a jakékoli opìrky hlavy (ECE17) [23].

Pravidla pro uchycování dìtské sedaèky jsou de�nována v australské normì Ukotvení
dìtských zádr¾ných systémù (Australian design rule 34/02 = ADR34) [25]. Automobily
vyrábìné pro severoamerický trh musí také splòovat Federální bezpeènostní normy pro
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motorová vozidla (FMVSS). Ty jsou rozdìleny do tøech kategorií: zabránìní srá¾ce, odol-
nost proti nárazu a schopnost pøe¾ití po nárazu. Tématu automobilových sedaèek se vìnují
normy è. 207: Systém sedadel, è. 208: Ochrana pasa¾éra pøi nárazu, è. 209 a 210: Systém
bezpeènostního pásu a jeho ukotvení, è. 213 a 225: Systém dìtského zádr¾ného systému
a jeho ukotvení [24]. Dále jsou popsány konkrétní poèítaèové simulace pro testování seda-
èek bìhem vývojové fáze ve spoleènosti Lear Corporation. Pou¾ití simulací bìhem vývoje
je na základì dohody se zákazníkem s ohledem na platné normy nebo normy, které budou
platné v dobì uvedení nového automobilu na trh.

Model testující Úchyty dìtských zádr¾ných systémù je na obr. 8a. Tato zkou¹ka
provìøuje pøedev¹ím pevnost zadních sedadel a na nich umístìných úchytù pro dìtské se-
daèky. Mezi vstupy patøí poloha a provedení uchycení horního øemene a pøipevnìní klipu
k hornímu ukotvení. V pøípadì fyzického testu se jedná o statickou zkou¹ku, kdy jsou
úchyty ta¾eny dopøedu pøedepsanou silou. Odpovídající numerická simulace je provádìna
dynamicky z dùvodu vyu¾ití explicitního øe¹ièe. Porovnání výsledkù je provádìno na zá-
kladì prùbìhu posuvu a síly na èase. Po¾adovaný výsledek zátì¾e je, aby nedo¹lo k oddìlení
ukotvení od pøilehlé struktury sedaèky nebo karoserie a aby nenastalo ¾ádné obecné struk-
turální selhání [25].

Zkou¹ka ukotvení bezpeènostního pásu je zobrazena na obr. 8b. Soustava ob-
sahuje testovací zaøízení s minimálnì tøemi válci, které simulují �gurínu èi skuteèného
pasa¾éra. Pás je nata¾en kolem blokù pøedstavujících oblast ramene a klínu. Vstupy do
modelu jsou váha a tì¾i¹tì opìradla sedadla, délka a pozice pásu (navíjeè, pøezky, kluzný
krou¾ek) a souøadnice zatí¾ení jednotlivých komponentù zaøízení. V prvním kroku je pù-
sobeno silou na ramenní i klínový blok o velikosti 13,5± 0,2 kN. Amplituda síly v druhém
kroku zatí¾ení ji¾ závisí na po¾adavcích zákazníka. Úhel pùsobení síly je 10◦ nad hori-
zontální osou. Pøi vyhodnocování testu se zkoumá vychýlení opìradla sedadla. Dopøedné
posunutí horního ukotvení pásu nesmí pøesáhnou pøíènou rovinu procházející pøes H bod
sedadla. Horní ukotvení pásu má být umístìno nad horizontální rovinou, která prochází
bodem 450 mm kolmo nad H bodem [22].

Parametry zkou¹ky Výbuch airbagu jsou speci�kovány jednotlivými zákazníky (au-
tomobilové koncerny). Ve srovnání s minulostí obsahují nové automobily velké mno¾ství
airbagù. Ty jsou umístìny nejen v palubní desce, volantu a boèních sloupcích vozu, ale jsou
i pøímo integrované v boèních èástech sedaèek, co¾ by mìlo být v budoucnosti povinné pro
v¹echny novì vyrábìné automobilové sedaèky. Prùbìh výbuchu airbagu umístìného v se-
daèce je zobrazen na obr. 8c. Pøi nastavení testu je dùle¾ité uva¾ovat teplotu, proto¾e ta
ovlivòuje èas nafukování airbagu (expanzi vzduchu). Z tohoto dùvodu se fyzické testování
provádí v klimatických komorách za extrémního rozsahu teplot -40 a¾ +80 stupòù Celsia.
Pøi fyzickém i poèítaèovém testování je vedle sedaèky umístìna møí¾ka s ètverci o rozmìru
10 cm, která slou¾í k podrobnìj¹ímu pøehledu a srovnání prùbìhu pohybu rozevírajícího se
airbagu. Pøi vyhodnocování se zaznamenává první objevení se airbagového vaku a èas do
úplného rozevøení. Typická doba, která mezitím ubìhne, je pøi pokojové teplotì do 20 ms.

Statická zkou¹ka hlavové opìrky na obr. 8d testuje úèinnost hlavových opìrek.
Nastavitelná hlavová opìrka je umístìna do nejménì výhodné polohy (vìt¹inou nejvy¹¹í
pozice). Na zádovou èást sedaèky pùsobí silou zaøízení simulující záda pasa¾éra. Na hlavo-
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vou opìrku tlaèí sférická maketa hlavy o prùmìru 165 mm, která pùsobí momentem síly
373 Nm okolo H bodu. Následnì se zatí¾ení maketou hlavy zvý¹í na 890 N. Úspì¹ný výsle-
dek testu je, pokud nedoje k po¹kození opìrky hlavy a jejího ukotvení a pokud maximální
posunutí makety hlavy ve smìru osy x je do 102 mm.

Disipace energie nárazem do hlavové opìrky na obr. 8e se provádí dopadem
makety hlavy umístìné na dlouhém kyvadle. Sférická maketa hlavy má prùmìr 165 mm
a redukovanou hmotnost 6,8 kg soustøedìnou ve støedu. Nárazová rychlost je 24,1 km/h.
Smìr nárazu zále¾í na konkrétní testované pozici. V normì je de�nována oblast, která musí
splnit tuto zkou¹ku. Bì¾nì se na jedné sedaèce testuje a modeluje nìkolik desítek pozic.
Pozice se li¹í ve smìru pùsobení síly (zepøedu, zezadu, pod úhlem) i v místì nárazu (do
støedu hlavové opìrky, mimo støed hlavové opìrky, do horní èásti zádové pìny sedaèky. . .).
Schopnost disipace energie hlavové opìrky je mìøena pomocí zrychlení makety hlavy. Ma-
ximální dovolená hodnota zrychlení po dobu del¹í ne¾ 3 ms je 80 g. Po probìhnutí testu
nesmí vyènívat tuhé nebo nebezpeèné èásti polstrování hlavové opìrky nebo jejího pøipev-
nìní k opìradlu sedadla. Pøi porovnání výpoèetního modelu s fyzickým testem jsou v grafu
srovnávány prùbìhy zrychlení støedu makety hlavy v závislosti na èase. Dále je porovnán
prùbìh simulace pomocí videí z modelu a z testu a øezu modelem pøes video z testu.

Ochrana pøed zavazadly na obr. 8f je testovací procedura pro zaøízení urèené
k ochranì cestujících pøed pøemístìním zavazadel. Vstupy pro simulaci jsou pozice a úhel
podlahy zavazadlového prostoru, na kterém jsou postaveny dvì testovací kostky. Soustavì
je udìleno zrychlení smìrem vpøed. Dùle¾itým parametrem, který ovlivòuje vývoj simu-
lovaného jevu, je tøení mezi podlahou a testovacími kostkami. Jedná se o tuhé bloky se
støedem setrvaènosti v geometrickém støedu a zaoblenými hranami s prùmìrem 20 mm.
Pou¾ívány jsou dva typy kostek. Typ 1 má rozmìry 300 x 300 x 300 mm a hmotnost 18 kg.
Typ 2 má rozmìry 500 x 350 x 125 mm a hmotnost 10 kg. Testováno je vychýlení sedaèek.
Záda sedaèky nesmí protnout kolmou rovinu ve vzdálenosti 100 mm od H bodu a hla-
vová opìrka nesmí protnout rovinu ve vzdálenosti 150 mm od H bodu (viz obr. 8f). Dal¹í
po¾adavky jsou, aby testovací bloky zùstaly za opìradly sedadel a mechanismy sedaèky
a opìradla na svých místech.

Pøední náraz mù¾e být simulován s prázdným sedadlem nebo s obsazenými �gurí-
nami, jak je znázornìn na obr. 8g. Vstupy do simulace zahrnují nárazový pulz, který musí
dosahovat hodnoty zrychlení alespoò 20 g po dobu 30 ms. Model obsahuje dohodnuté
pøeká¾ky pro pohyb �gurín. U pøedních sedadel se jedná o palubní desku nebo volant.
U zadních sedadel jde o pøední sedaèky. Pøi vyhodnocování výsledkù se zamìøuje na síly
v pásech a napìtí a deformace na struktuøe. Pøi porovnání výsledkù simulace s experimen-
tálním testem jsou vyhodnocovány prùbìhy posuvù vybraných bodù v modelu, zrychlení
v oblasti hlavy, hrudi a pánve �guríny, video porovnání, pøekryv èi øez z levého, pravého
a horního pohledu.

Stejné výpoèetní vstupy a hodnocené výstupy má i Zadní náraz zobrazený na obr. 8h.
Rozdílný je pouze smìr pùsobícího zrychlení, které je v tomto pøípadì proti smìru jízdy.
Zvlá¹tì podstatné u této simulace je správné nastavení a modelování hlavové opìrky. Pra-
vidla pro sestavení testovací soustavy a po¾adované výsledky testù { Statická zkou¹ka
hlavové opìrky, Zkou¹ka disipace energie, Ochrana pøed zavazadly, Pøední náraz a Zadní
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náraz { jsou souèástí normy ECE17 [23].
Boèní náraz nepatøí mezi testy naøízené normami nebo pøedpisy. Jedná se ale o test,

který mù¾e být vy¾adován ze strany zákazníka (automobilové spoleènosti). Dùvodem mù¾e
být speci�cká konstrukce nebo materiálové slo¾ení sedaèky. V tomto pøípadì je sedaèka
ze strany udeøena zaøízením o pøedepsaném prùbìhu zrychlení. Pøi vyhodnocování se sle-
duje deformace èástí sedaèky. Pøi porovnání s fyzickým testem jsou srovnány prùbìhy
posuvù vybraných èástí sedaèky.

(a) Úchyty dìtských
zádr¾ných systémù

(b) Zkou¹ka ukotvení
bezpeènostního pásu

(c) Výbuch airbagu

(d) Statická zkou¹ka
hlavové opìrky

(e) Zkou¹ka disipace
energie

(f) Ochrana pøed zavazadly

(g) Pøední náraz
(h) Zadní náraz

Obr. 8: Pøehled typù modelovaných testù pøi vývoji automobilových sedaèek. Uvedené
modely pocházejí z archivních dat výpoèetního oddìlení spoleènosti Lear Corporation.
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3.5 Citlivost numerických simulací

Citlivostní analýza kvanti�kuje zmìny zkoumaných velièin v závislosti na zmìnì vstup-
ních parametrù. V pøípadì numerických simulací mohou být zkoumané velièiny poloha,
rychlost a zrychlení uzlù, síly, napìtí a dal¹í. Vstupní parametry jsou pak napø. velikost
sítì, typ elementu (objemové nebo plo¹né), pou¾itá varianta numerické integrace apod.
Pro praktické vyu¾ití numerických simulací v prùmyslovém prostøedí je dùle¾ité, aby byly
jejich výsledky spolehlivé a reprodukovatelné. V pøípadì modelování simulací nárazu, jaké
jsou popsány napø. v podkapitole 3.4, se ale jedná o nelineární a velmi komplexní simulace.
Malé zmìny ve vstupech (okrajové a poèáteèní podmínky, souøadnice uzlù, rychlost nárazu,
materiálové vlastnosti . . .) mohou vést k velkým rozdílùm ve výsledcích výpoètu. Toto je
zpùsobeno jak fyzikální nestabilitou, tak i numerickou. Fyzikální nestabilita je zpùsobena
napø. bifurkaèním chováním materiálù pøi asymetrickém zatí¾ení [20].

Výsledek simulace pracující s explicitní integrací mù¾e být ve srovnání s experimentál-
ním mìøením znaènì rozdílný pøi témìø identických poèáteèních hodnotách. Cílem simulací
je popsat celkové chování a vlastnosti modelu, spí¹e ne¾ získat výsledek jednotlivého vý-
poètu. Rozdíly v prùbìzích zkoumaných velièin pøi opakování fyzického experimentu nebo
od více variant modelu jsou oznaèeny jako rozptyl. Pøi vyhodnocování výsledkù simulací
je dùle¾ité rozli¹it vliv fyzikálního a numerického rozptylu. Snahou výpoèetního in¾enýra
je vyhnout se nefyzikálnímu rozptylu ve výsledcích simulace. Numerická citlivost v simu-
lacích nárazu je ovlivnìna formulací elementù, velikostí elementù, èasovým krokem (viz
oddíl 3.1.1), kontaktním algoritmem (viz oddíl 3.2.1), tlumením (viz oddíl 3.2.2), tøením
(viz oddíl 3.3) a dal¹ím.

Obzvlá¹tì dùle¾itý vliv na rozptyl výsledkù má èasová diskretizace a formulace kontaktù
(kontaktní tuhost). Èasový krok pou¾itý ve výpoètu musí být dostateènì krátký, aby splnil
podmínku stability (viz rovnice (37)). Zároveò je ale kladen po¾adavek na co nejkrat¹í
výpoèetní èas, tedy pou¾ití èasového kroku co nejdel¹ího. Pou¾itá hodnota by tedy mìla
le¾et tìsnì pod kritickou hodnotou. Volba èasového kroku v rozsahu stabilních hodnot
znaènì sni¾uje rozptyl výsledkù. Dal¹ími faktory, které ovlivòují stabilitu výpoètu a rozptyl
jeho výsledkù, jsou formulace elementù a tlumení, které pùsobí pouze na rotaèní stupnì
volnosti.

Na citlivost simulace mohou mít vliv nejen fyzikální vlastnosti a nastavení modelu,
ale i výpoèetní hardware. Existuje øada postupù i programù, jak tento vliv ve výpoètech
vyhodnocovat a øe¹it. Pøíkladem je nástroj DIFF-CRASH, který je schopný provést analýzu
stability simulací nárazu. Pomocí shlukového (klastrového) algoritmu jsou porovnávány
výsledky více simulací a tøídìny uzly do kategorií podle velikosti rozptylu v jejich polohách
v prùbìhu simulace. Na základì tìchto informací se identi�kuje skupina nejkritiètìj¹ích uzlù
a pøípadnì modi�kuje model. Klastrový algoritmus pomáhá najít skupiny uzlù a èasové
kroky (p, t), které vzájemnì souvisejí. Díky tomu je urychlen proces vyhodnocování modelu,
proto¾e není nutné porovnat mezi sebou kombinace pozic v¹ech uzlù ve v¹ech èasových
krocích [26].
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4 Simulace v Matlabu

Za úèelem vy¹etøování vlivù modelù tøecích sil byly v prostøedí Matlab zpracovány
základní testovací pøíklady. V této kapitole jsou uvedeny pohybové rovnice tìlesa, které
se pohybuje po desce pøi uva¾ování pùsobící tøecí síly. Vy¹etøen je nejprve pøípad pohybu
tìlesa s nenulovou poèáteèní rychlostí. Následnì je zpracován pohyb tìlesa pøi pùsobení
budicí síly, a to konstantní a lineárnì rostoucí. Ve tøetí podkapitole je popsán pøípad
kinematického buzení tìlesa. Jako poslední je uvedeno porovnání výpoètù ODE funkcí
v Matlabu.

4.1 Pohyb tìlesa s nenulovou poèáteèní rychlostí

Uva¾ujeme tìleso o hmotnosti m, které se pohybuje po podlo¾ce rychlostí v a se zrych-
lením a. Na poèátku má tìleso polohu x(0) = 0 a nenulovou poèáteèní rychlost v(0) = v0.
Na obr. 9 jsou znázornìny síly, které pùsobí na tìleso.

Obr. 9: Schéma modelu tìlesa pohybujícího se po desce pøi pùsobení tøecí síly T

Na tìleso pùsobí svisle dolù tíhová síla F = mg. V opaèném smìru pùsobí normálová
reakce N . Proti smìru pohybu pùsobí setrvaèná síla Fs = ma a tøecí síla Ft. Ze silové
podmínky rovnováhy mohou být sestaveny dvì rovnice

n∑
i=1

Fiy = 0, mg −N = 0, (56)

n∑
i=1

Fix = 0, ma+ T = 0. (57)

Z rovnice (56) plyne, ¾e normálová slo¾ka reakce je rovna tíhové síle. Pro teènou slo¾ku
reakce platí T = µN , tedy T = µmg, kde µ je koe�cient (souèinitel) tøení, jeho¾ hodnota
závisí na zvoleném modelu. Dosazením do rovnice (57) a její úpravou je získána pohybová
rovnice

mẍ+ µmg = 0, (58)

ẍ = −µg. (59)
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4.1.1 Statický Coulombùv model se Stribeckovým efektem

Pøi volbì Coulombova tøecího modelu se Stribeckovým efektem, který je popsán vzta-
hem (2), je získána výsledná diferenciální rovnice 2. øádu

ẍ = −
(
µd + (µs − µd)e−c|ẋ|

)
sgn(ẋ)g, (60)

ze které je mo¾né pøi uva¾ování poèáteèních podmínek zjistit dráhu a rychlost tìlesa. Pro
øe¹ení pohybové rovnice v prostøedí Matlab s vyu¾itím funkcí z rodiny ode je rovnice (60)
pøevedena na soustavu dvou rovnic

ẋ1 = x2, (61)

ẋ2 = −
(
µd + (µs − µd)e−c|x2|

)
sgn(x2)g, (62)

pro které platí: x1 = x a x2 = ẋ.
Øe¹ení popsané soustavy je gra�cky znázornìno na obr. 10 pro zvolené hodnoty nenulové

poèáteèní rychlosti v0 = 1 m/s a koe�cienty tøení µs = 0,5 a µd = 0,3. Z prùbìhu rychlosti
je vidìt, ¾e její hodnota klesá nejprve lineárnì, ale pro oblast nízké rychlosti je její pokles
ji¾ strmìj¹í. Dùvodem je nárùst tøecí síly v oblasti rychlosti blízké nule, kdy z hodnoty
dynamické tøecí síly Fd roste hodnota k statické tøecí síle Fs, jak je znázornìno na obr. 1
pro Bensonùv model. Výsledky této simulace nejsou závislé na hmotnosti tìlesa, proto¾e
hmotnost byla pøi úpravì rovnice (58) zkrácena a ¾ádná promìnná ve výsledném pøedpisu
pro zrychlení tìlesa (60) nezávisí na hmotnosti.

Obr. 10: Prùbìh posuvu a rychlosti pøi pohybu tìlesa se tøením pøi nenulové poèáteèní
rychlosti v0 = 1 m/s a koe�cientech tøení µs = 0,5, µd = 0,3 a c = 1
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Dále je ukázáno, jaký vliv mají na prùbìh posuvu a rychlosti tìlesa jednotlivé parametry
v modelu tøecí síly. Na obr. 11 je vidìt vliv dynamického koe�cientu tøení µd.
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Obr. 11: Vliv dynamického koe�cientu tøení µd na prùbìh posuvu a rychlosti tìlesa pøi
pohybu s poèáteèní rychlostí v0 = 1 m/s a se tøením s koe�cienty tøení µs = 0,5 a c = 1

Z výsledkù na obr. 11 je patrné, ¾e èím vy¹¹í je hodnota dynamického koe�cientu
tøení µd, tím pùsobí vy¹¹í tøecí síla, a tedy dojde rychleji k zastavení tìlesa, které proto
urazí krat¹í vzdálenost. Na obr. 12 je zobrazen vliv statického koe�cientu tøení µs.
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Obr. 12: Vliv statického koe�cientu tøení µs na prùbìh posuvu a rychlosti tìlesa pøi
pohybu s poèáteèní rychlostí v0 = 1 m/s a se tøením s koe�cienty tøení µd = 0,3 a c = 1
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Podle výsledkù na obr. 12 je patrné, ¾e èím vy¹¹í je hodnota statického koe�cientu
tøení µs, tím pùsobí vy¹¹í tøecí síla, a tedy dojde rychleji k zastavení tìlesa, které proto
urazí krat¹í vzdálenost. Ve srovnání s vlivem dynamického koe�cientu µd na obr. 11 je vliv
statického koe�cientu µs vìt¹í. Pøi stejnì ¹irokém zkoumaném rozsahu hodnot je rozdíl
v krajních hodnotách èasu zastavení témìø dvojnásobný. Vìt¹í rozdíl je i v prùbìhu polohy
tìlesa. Na obr. 13 je vidìt vliv exponenciální konstanty c.

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

R
yc

hl
os

t [
m

/s
]

-0.02

0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12

0.14

0.16

0.18

P
ol

oh
a 

[m
]

c = 0,1
c=1
c = 2
c=5
c=100

Obr. 13: Vliv statické exponenciální konstanty c na prùbìh posuvu a rychlosti tìlesa pøi
pohybu s poèáteèní rychlostí v0 = 1 m/s a se tøením s koe�cienty tøení µs = 0,5 a µd = 0,3

Výsledky na obr. 13 ukazují, ¾e pøi vy¹¹í hodnotì statického koe�cientu c pùsobí na
tìleso ni¾¹í tøecí síla, a tedy dojde k pozdìj¹ímu zastavení tìlesa, které díky tomu urazí
del¹í vzdálenost.

4.1.2 Dynamický LuGre model

Pro soustavu zobrazenou na obr. 9 a popsanou v podkapitole 4.1 je odvozen matema-
tický model s dynamickým modelem tøení. Opìt se vyjde ze silové podmínky rovnováhy

n∑
i=1

Fix = 0 mẍ+ Ft = 0 (63)

ẍ = −Ft
m

(64)

Za tøecí sílu je dosazeno podle LuGre modelu tøení pøedepsaného v rovnici (8)

ẍ = − 1

m
(σ0z + σ1ż + σ2v). (65)
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Rychlost v je mo¾no zapsat jako derivaci dráhy ẋ

ẍ = − 1

m
(σ0z + σ1ż + σ2ẋ). (66)

Rovnice je opìt pøepsána do soustavy rovnic

ẋ1 = x2, (67)

ẋ2 = − 1

m
(σ0x3 + σ1ẋ3 + σ2x2), (68)

ẋ3 = x2

(
1− σ0z

Fd + (Fs − Fd)e−(v/vS)γ
sgn(x2)

)
. (69)

kde platí x1 = x, x2 = ẋ jako u statického modelu. Soustava je roz¹íøena o stavovou
promìnnou x3 = ż, která je de�novaná v rovnici (9). Za parametr g(v) je dosazeno podle
rovnice (10). Výsledek simulace je zobrazen na obr. 14. Je patrné, ¾e fyzikálnì správný
výsledek dává model pouze pro kladné hodnoty rychlosti.
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Obr. 14: Prùbìh posuvu a rychlosti pøi pohybu tìlesa s nenulovou poèáteèní rychlostí
v0 = 1 m/s a s dynamickým modelem tøení s parametry σ0 = 100, σ1 = 2,5, σ2 = 0,3,

γ = 2, vstribeck = 3

4.2 Pohyb tìlesa pøi pùsobení budicí síly

V pøípadì druhého modelu uva¾ujeme opìt tìleso o hmotnosti m, které se pohybuje
po podlo¾ce rychlostí v a se zrychlením a. Na poèátku má tìleso polohu x(0) = 0 a poèáteèní
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rychlost tentokrát nulovou v(0) = 0. Jeho pohyb je vybuzen vnìj¹í silou Fext. Na obr. 15
jsou znázornìny síly, které pùsobí na tìleso.

Obr. 15: Schéma modelu tìlesa pohybujícího se po desce pøi pùsobení tøecí síly T a vnìj¹í
budicí síly Fext

Oproti prvnímu modelu se zmìní pouze pohybová rovnice ve smìru x, a to na tvar

n∑
i=1

Fix = 0 ma+ T − Fext = 0. (70)

Kromì setrvaèné síly Fs = ma a tøecí síly Ft = T pùsobí ve smìru pohybu (tedy opaènì
k pøedchozím dvìma silám) budicí síla Fext. Vztah (56) ze silové podmínky rovnováhy
ve smìru y platí u tohoto modelu stejnì jako v pøedchozí podkapitole.

Opìt platí: T = µN , tedy T = µmg, kde µ je koe�cient (souèinitel) tøení, jeho¾ hodnota
závisí na zvoleném modelu. Dosazením do rovnice (70) a její úpravou je získána pohybová
rovnice

mẍ+ µmg − Fext = 0, (71)

ẍ =
Fext
m
− µg. (72)

4.2.1 Statický Coulombùv model se Stribeckovým efektem

Pøi volbì tøecího modelu se Stribeckovým efektem, který je popsán vztahem (2), je
získána výsledná diferenciální rovnice 2. øádu

ẍ =
Fext
m
−
(
µd + (µs − µd)e−c|ẋ|

)
sgn(ẋ)g, (73)

jejím¾ øe¹ením je mo¾né pøi uva¾ování poèáteèních podmínek zjistit dráhu a rychlost tìlesa.
Pro øe¹ení této pohybové rovnice v prostøedí Matlab s vyu¾itím funkce ODE je rovnice (73)
pøevedena na soustavu dvou rovnic

ẋ1 = x2, (74)
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ẋ2 =
Fext
m
−
(
µd + (µs − µd)e−c|x2|

)
sgn(x2)g, (75)

pro které platí: x1 = x a x2 = ẋ.
Pro pøípad, kdy má budicí síla konstantní velikost, závisí øe¹ení této soustavy (74){(75)

na velikosti vnìj¹í budicí síly Fext ve srovnání se statickou tøecí silou Fs. Pokud bude tato
velikost men¹í ne¾ statická tøecí síla Fs, nedojde k roztlaèení tìlesa a poloha i rychlost
zùstanou nulové. Pro pøípad, kdy je uva¾ováno tìleso o hmotnosti m = 1 kg a statický
souèinitel tøení µs = 0,5, je tedy velikost hranièní síly pro roztlaèení tìlesa F hr

ext rovna

Fs = F hr
ext = m · g · µs = 1 · 9,81 · 0,5 = 4,905 N. (76)

Na obr. 16 je znázornìn prùbìh posuvu a rychlosti pøi konstantní vnìj¹í budicí síle
Fext = 5 N . Tato hodnota splòuje vý¹e popsanou podmínku pro roztlaèení tìlesa ji¾ od
zaèátku simulace, proto je mo¾né pozorovat nárùst síly i rychlosti. Tento model je ji¾
závislý na hmotnosti tìlesa. Jak je vidìt ve výsledné diferenciální rovnici (73), hmotnost m
ze vztahu nevymizí. Pro vìt¹í hmotnost tìlesa musí pùsobit vìt¹í budicí síla, aby do¹lo
k jeho roztlaèení. Mezi hmotností a vnìj¹í budicí sílou nutnou k uvedení tìlesa do pohybu
platí pøímá úmìra.
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Obr. 16: Prùbìh posuvu a rychlosti pøi pohybu tìlesa o hmotnosti m = 1 kg se tøením
s koe�cienty tøení µs = 0,5, µd = 0,3 a c = 1 a pøi pùsobení konstantní vnìj¹í budicí síly

Fext = 5 N

Na obr. 17 je zobrazen výsledek stejného modelu, ale pøi nekonstantní budicí síle Fext(t).
V tomto pøípadì je uva¾ována lineárnì rostoucí síla o hodnotì Fext(t) = 18 · t [N]. Smìrnice
rùstu vnìj¹í síly v závislosti na èase je volena 18 s ohledem na porovnání s výsledky
v oddíle 5.3.2.
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V pøípadì, ¾e má tìleso na poèátku nulovou rychlost v(0) = 0, je pohyb tìlesa iniciován
vnìj¹í budicí silou. K pohybu tìlesa dojde ve chvíli, kdy velikost vnìj¹í budicí síly dosáhne
vìt¹í hodnoty ne¾ statická tøecí síla. Ta má pro tento model hodnotu 4,905 N, jak bylo
ukázáno v rovnici (76). Vzhledem k pøedpisu lineárnì rostoucí tøecí síly tedy k pohybu
dojde v èase t = 4,905

18

.
= 0,27 s. Výsledek na obr. 17 tomu odpovídá s dobrou shodou.
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Obr. 17: Prùbìh posuvu a rychlosti pøi pohybu tìlesa o hmotnosti m = 1 kg se tøením
s koe�cienty tøení µs = 0,5, µd = 0,3 a c = 1 a pøi pùsobení lineárnì rostoucí vnìj¹í budicí

síly Fext(t) = 18 · t [N]

4.2.2 Dynamický LuGre model

Pro soustavu zobrazenou na obr. 15 a popsanou v podkapitole 4.2 je odvozen matema-
tický model s dynamickým modelem tøení. Opìt se vyjde ze silové podmínky rovnováhy

n∑
i=1

Fix = 0 mẍ+ Ft = Fext (77)

ẍ =
1

m
(Fext − Ft) (78)

Za tøecí sílu je dosazeno podle LuGre modelu tøení pøedepsaného v rovnici (8)

ẍ =
1

m
(Fext − σ0z + σ1ż + σ2v). (79)

Rychlost v je mo¾no zapsat jako derivaci dráhy ẋ

ẍ =
1

m
(Fext − σ0z + σ1ż + σ2ẋ). (80)
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Rovnice je opìt pøepsána na soustavu rovnic

ẋ1 = x2, (81)

ẋ2 =
1

m
(Fext − σ0x3 + σ1ẋ3 + σ2x2), (82)

ẋ3 = x2

(
1− σ0z

Fd + (Fs − Fd)e−(v/vS)γ
sgn(x2)

)
. (83)

kde platí x1 = x, x2 = ẋ jako u statického modelu. Soustava je roz¹íøena o stavovou pro-
mìnnou x3 = ż, která je de�novaná v rovnici (9). Za parametr g(v) je dosazeno podle
rovnice (10). Model popsaný v rovnicích (81){(83) je mo¾né pou¾ít jak pro konstantní,
tak i promìnný prùbìh vnìj¹í budicí síly Fext. Do modelu je mo¾né zahrnout i nenulo-
vou poèáteèní rychlost pøidáním poèáteèních podmínek. Výsledek simulace pohybu tìlesa
o hmotnosti m = 1 kg, které je buzeno konstantní vnìj¹í silou Fext = 5 N, je zobrazen na
obr. 18.
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Obr. 18: Prùbìh posuvu a rychlosti pøi pohybu tìlesa o hmotnosti m = 1 kgpøi pùsobení
konstantní vnìj¹í budicí síly Fext = 5 N a s dynamickým modelem tøení s parametry

σ0 = 1000, σ1 = 2,5, σ2 = 0,3, γ = 2, vstribeck = 1

Na obr. 19 je zobrazen výsledek stejného modelu, ale pøi nekonstantní budicí síle Fext(t).
V tomto pøípadì je opìt uva¾ována lineárnì rostoucí síla o hodnotì Fext(t) = 18 · t [N], se
smìrnicí s = 18 zvolenou s ohledem na oddíl 5.3.2. K roztlaèení tìlesa má opìt dojít vlivem
pùsobení vnìj¹í budicí síly v okam¾iku, kdy její velikost je rovna statické klidové síle. Ta
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má pro uvedený model hodnotu Fs = 4,905 N, jak bylo ukázáno v rovnici (76). Vzhledem
k pøedpisu lineárnì rostoucí tøecí síly má tedy k pohybu dojít v èase t = 4,905

18

.
= 0,27 s.

Výsledek na obr. 19 tomu odpovídá s dobrou shodou.
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Obr. 19: Prùbìh posuvu a rychlosti pøi pohybu tìlesa pøi pùsobení lineárnì rostoucí
vnìj¹í budicí síly Fext(t) = 18 · t [N] a s dynamickým modelem tøení s parametry

σ0 = 100000, σ1 = 2,5, σ2 = 0,3, γ = 2, vstribeck = 0,9

4.3 Kinematické buzení

V následujícím podkapitole je opìt uva¾ováno tìleso o hmotnosti m, které se pohybuje
po podlo¾ce rychlostí v a se zrychlením a. Na poèátku má tìleso polohu x(0) = 0 a poèá-
teèní rychlost tentokrát nulovou v(0) = 0. Jeho pohyb je vybuzen vnìj¹ím kinematickým
buzením u(t), které mù¾e mít v èase rùzný prùbìh. Tìleso je buzeno pøes pru¾ný èlen
o tuhosti k a tlumení b, jak je znázornìno na obr. 20.
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Obr. 20: Schéma modelu tìlesa pohybujícího se po desce pøi pùsobení tøecí síly T
a kinematického budièe u(t) pøipojeného pøes pru¾ný èlen o tuhosti k a tlumení b

Ze silové podmínky rovnováhy ve smìru osy y je získána rovnice

n∑
i=1

Fiy = 0, Fs + S +O + Ft = 0, (84)

kde se vyskytují setrvaèná síla Fs = ma, tøecí síla Ft = µmg a síla od pru¾ného prvku, která
v pøípadì lineárního matematického modelu je tvoøena èlenem od tuhosti S = k(x− u(t))
a tlumení O = b(ẋ−u̇(t)). Dosazením a úpravou je získán dal¹í tvar matematického modelu

mẍ+ bẋ+ kx+ µmg = ku(t) + bu̇(t), (85)

ẍ = − b

m
ẋ− k

m
x− µg +

k

m
u(t) +

b

m
u̇(t). (86)

Pøi volbì tøecího modelu se Stribeckovým efektem, který je popsán vztahem (2), je získána
výsledná diferenciální rovnici 2. øádu

ẍ = − b

m
ẋ− k

m
x−

(
µd + (µs − µd)e−c|ẋ|

)
sgn(ẋ)g + +

k

m
u(t) +

b

m
u̇(t), (87)

ze které je mo¾né pøi uva¾ování poèáteèních podmínek zjistit dráhu a rychlost tìlesa. Pro
øe¹ení této pohybové rovnice v prostøedí Matlab s vyu¾itím funkce ODE je rovnice (86)
pøevedena na soustavu dvou rovnic

ẋ1 = x2, (88)

ẋ2 = − b

m
x2 −

k

m
x1 −

(
µd + (µs − µd)e−c|x2|

)
sgn(x2)g +

k

m
u(t) +

b

m
u̇(t), (89)

pro které platí: x1 = x a x2 = ẋ. Matematický model uvedený v rovnicích (88) a (89) je
mo¾né aplikovat na libovolné buzení. V pøípadì, ¾e je tìleso buzeno harmonickým pohybem,
platí u(t) = A · sin(ω · t). V pøedpisu harmonického pohybu znaèí A amplitudu (maximální
výchylku) a ω úhlovou rychlost. Tìleso, které je buzeno harmonickým pohybem, koná také
harmonický pohyb s rozdílnou amplitudou A1 a s fázovým posunem ∆ϕ. Pohyb tìlesa se
dá tedy popsat vztahem x(t) = A1 · sin(ω · t+ ∆ϕ). Na obr. 21 je znázornìn prùbìh polohy
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a rychlosti tìlesa, které je buzeno pomocí kinematického pohybu s harmonickým prùbìhem
s pøedpisem u(t) = 0,1 · sin(4 · t).
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Obr. 21: Prùbìh posuvu a rychlosti pøi pohybu tìlesa o hmotnosti m = 1 kg se tøením
s koe�cienty tøení µs = 0,5, µd = 0,3 a c = 1 a pøi pùsobení kinematického buzení

u(t) = 0,1 · sin(4 · t) spojeným s tìlesem pru¾inou o tuhosti k = 100 N/m
a tlumení b = 1 Ns/m

Na obr. 22 a 23 je znázornìno, jaký vliv mají na pohyb tìlesa parametry pru¾iny, tj.
tuhost k a tlumení b. Z výsledkù je patrné, ¾e tuhost má na pohyb tìlesa velký vliv. Pokud
má pru¾ný èlen v soustavì pøíli¹ vysokou tuhost, kinematické buzení se pøená¹í jako tuhé
a tìleso koná témìø identický pohyb jako budicí zaøízení. Vliv tøení je pak velmi malý.
Napø. u modelu na obr. 22 se pro tuhost k3 = 500 N/m (teèkovanì) tìleso pohybuje skoro
stejnì jako buzení a pro vy¹¹í tuhost by byl rozdíl je¹tì men¹í.

Naopak pokud je tuhost pru¾iny pøíli¹ nízká, mù¾e nastat situace, kdy se pohyb na tìleso
vùbec nepøenese. Na obr. 22 je vidìt, ¾e pro tuhost k1 = 50 N/m (èárkovanì) se tìleso
vùbec nepohybuje (poloha i rychlost mají po celou dobu nulovou hodnotu). Pøi návrhu
experimentální soustavy zobrazené na obr. 20 je tedy tøeba volit vhodnou tuhost pru¾iny
s ohledem na hmotnost tìlesa, koe�cienty tøení a amplitudu a periodu buzení. Vliv tlumení
na pohyb tìlesa není pro nízké hodnoty koe�cientu tlumení b tak významný. Dùle¾ité je,
aby tlumení nebylo pøíli¹ vysoké, proto¾e potom vlivem jeho pùsobení disipuje energie
a není pak mo¾né snadno rozli¹it vliv ztráty energie z dùvodu tøení a z dùvodu tlumení.
Na obr. 23 je vidìt, ¾e pro hodnotu b3 = 10 Ns/m významnì klesá amplituda polohy
a rychlosti buzeného tìlesa.
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Obr. 22: Vliv tuhosti pru¾iny na pohyb tìlesa o hmotnosti m = 1 kg se tøením
s koe�cienty tøení µs = 0,5, µd = 0,3 a c = 1 a pøi pùsobení kinematického buzení

u(t) = 0,1 · sin(4 · t) spojeným s tìlesem pru¾inou o tuhosti k1 = 50 N/m, k2 = 100 N/m,
k3 = 500 N/m a tlumení b = 1 Ns/m
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Obr. 23: Vliv tlumení pru¾iny na pohyb tìlesa o hmotnosti m = 1 kg se tøením
s koe�cienty tøení µs = 0,5, µd = 0,3 a c = 1 a pøi pùsobení kinematického buzení
u(t) = 0,1 · sin(4 · t) spojeným s tìlesem pru¾inou o tuhosti k1 = 100 N/m a tlumení

b1 = 0,1 Ns/m, b2 = 1 Ns/m, b3 = 10 Ns/m
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4.4 Porovnání výpoètù ODE funkcí

V prostøedí Matlab je mo¾né vyu¾ít øadu funkcí pro øe¹ení obyèejných diferenciální
rovnic (Ordinary di�erential equation = ODE ). Øe¹ení v èase (t0, tf ) je získáváno itera-
tivnì. V ka¾dém kroku (iteraci) aplikuje øe¹iè pøíslu¹ný algoritmus na výsledky získané
z pøedchozích krokù. V pøípadì prvního kroku se vychází ze znalosti poèáteèních podmí-
nek. Øe¹ièe vracejí výsledek jako vektor èasových krokù t = [t0, t1, t2, ..., tf ] a pøíslu¹ných
øe¹ení y = [y0, y1, y2, ..., yf ] v daných èasových krocích.

Øe¹ièe ODE dostupné v programu Matlab øe¹í pouze diferenciální rovnice prvního øádu.
Rovnice vy¹¹ích øádù musí být pøepsány na ekvivalentní systém u¾itím generické substituce
y1 = y, y2 = y

′
, y3 = y

′′
, ..., yn = y(n−1). Tento postup byl aplikován i v pøípadì této práce,

konkrétnì pøi úpravách rovnic (60) a (73).
Pøi výbìru vhodného algoritmického zaøízení jsou zva¾ována dvì hlediska. Na jedné

stranì je potøeba dosa¾ení správného a dostateènì pøesného výsledku. Proti tomu stojí
výpoètová slo¾itost a èasová nároènost. V¾dy musí být zvá¾eno, zda potenciální pøínosy
slo¾itìj¹ího výpoèetního postupu stojí za zvý¹ené èasové a re¾ijní náklady [31]. Pro úlohy
uvedené v podkapitolách 4.1 a 4.2 bylo provedeno porovnání aplikovatelnosti a èasové ná-
roènosti sedmi ODE numerických øe¹ièù: ODE23, ODE23t, ODE23tb, ODE15s, ODE45,
ODE23s a ODE113. Øe¹ené úlohy byly: vy¹etøení pohybu tìlesa na podlo¾ce s nenulo-
vou poèáteèní rychlostí, s konstantní budicí silou a s lineárnì rostoucí silou pøi uva¾ování
Coulombovy tøecí síly se Stribeckovým efektem (parametry µs, µd, c).

Nejprve byla v¾dy provedena kontrola, zda daná funkce dává pro konkrétní úlohu
správné øe¹ení. Byl proveden jeden výpoèet vèetnì vykreslení výsledkù, které byly po-
rovnány s gra�ckými výstupy na obr. 10, 16 a 17 pro pøíslu¹né úlohy. Následnì bylo pro
ka¾dou úlohu a øe¹iè provedeno sedm výpoètù. Èasová nákladnost byla spoètena jako
prùmìr z pìti výsledkù. První dvì hodnoty nebyly uva¾ovány. Porovnání délek výpoètù je
zapsáno v tabulce 1.

øe¹ená úloha\ODE øe¹iè 23 23t 23tb 15s 45 23s 113

poèáteèní rychlost 55,6 ∼ 3,9 945,1 ∼ 0,06 20,0 1916,8 568,2
konstantní budicí síla 0,005 0,018 0,013 0,038 0,048 0,014 0,014
lineární rostoucí síla 200,4 >7000 X >7000 133,7 >7000 275,2

Tab. 1: Porovnání èasové nákladnosti ODE funkcí v prostøedí Matlab pøi øe¹ení rùzných
úloh problémù se tøením [s]

První øe¹enou úlohu, tedy vy¹etøování pohybu tìlesa s nenulovou poèáteèní rychlostí
po desce, zvládlo v rozumném èase dopoèítat v¹ech sedm testovaných funkcí. V pøípadì
øe¹ièe ODE23t a ODE15s ale nedo¹lo k vypoèítání správného výsledku. Obì numerické
metody dosahovaly správného øe¹ení a¾ do chvíle, kdy rychlost dosáhla nulové hodnoty.
Pro zvolené parametry øe¹ené úlohy jde o èas 3,2 s, jak je patrné z obr. 10. Funkce ODE23t
úlohu dopoèítala a¾ do konce (èas simulace 5 s), ale od zmínìného èasového okam¾iku místo
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nulové hodnoty rychlosti v a konstantní hodnoty posuvu x vypoèítala zápornou hodnotu
rychlosti, tedy klesající hodnotu posuvu, jak je vykresleno na obr. 24. Tento výsledek není
fyzikálnì správný. V reálu by to znamenalo, ¾e místo zastavení tìlesa vlivem tøení by do¹lo
k obrácení smìru jeho pohybu.

Výpoèet funkcí ODE15s je ukonèen v okam¾iku, kdy dosáhne rychlost nulové hod-
noty. Dle Matlabem vypsané varovné hlá¹ky nelze dosáhnout integraèní tolerance, ani¾ by
se velikost kroku zmen¹ila pod nejmen¹í povolenou hodnotu, která je na úrovni strojové
pøesnosti. Nedokonèený výsledek je zobrazen na obr. 25. I pøes krátký èas výpoètu (viz
tabulka 1) jsou tedy obì metody pro tuto úlohu nepou¾itelné. Z dal¹ích zkoumaných funkcí
pak èasovì nejlépe vychází ODE45 (s èasem 20 s) a ODE23 (s èasem 55,5 s).
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Obr. 24: Výpoèet funkcí ODE23t prùbìhu posuvu a rychlosti pøi pohybu tìlesa se tøením
pøi nenulové poèáteèní rychlosti v0 = 1 m/s a koe�cientech tøení µs = 0,5, µd = 0,3

a c = 1 Problém výpoètu: simulace pokraèuje do záporných hodnot rychlosti, místo aby
zùstala nulová rychlost a konstantní posuv
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Obr. 25: Výpoèet funkcí ODE15s prùbìhu posuvu a rychlosti pøi pohybu tìlesa se tøením
pøi nenulové poèáteèní rychlosti v0 = 1 m/s a koe�cientech tøení µs = 0,5, µd = 0,3

a c = 1, problém výpoètu: ukonèení simulace pøi dosa¾ení nulové rychlosti

Dal¹ím závìrem je, ¾e úlohu s konstantní budicí silou pùsobící na tìleso na desce zvládne
pro budicí sílu vìt¹í ne¾ statická tøecí síla Fext > Fs správnì dopoèítat ka¾dý ze sedmi
uvedených øe¹ièù. V¹echny funkce navíc výpoèet provedou ve velmi krátkém èase (øádovì
setiny sekundy). Jediná funkce, která je je¹tì o øád rychlej¹í, je ODE23 (tisíciny sekundy).

Poslední zkoumanou úlohou bylo roztlaèování tìlesa na desce pùsobením vnìj¹í bu-
dicí síly s lineárnì rostoucím prùbìhem. Tento pøípad byl numericky nejobtí¾nìj¹í. S jeho
správným doøe¹ením v rozumném èase mìla problém vìt¹ina zkoumaných funkcí. Øe¹ièe
ODE23t, ODE15s a ODE23s tuto úlohu nedopoèítaly ani po více jak dvou hodinách. Vzhle-
dem k triviálnosti výpoètu jsou tedy pro tento problém neaplikovatelné. Øe¹iè ODE23tb
se ukonèil s chybovou hlá¹kou ji¾ v èase 0,03 s. Dùvodem bylo opìt nedosa¾ení integraèní
tolerance, ani¾ by se velikost kroku zmen¹ila pod nejmen¹í povolenou hodnotu na úrovni
strojové pøesnosti. Výpoèet správnì provést dokázaly jen funkce ODE45 (134 s), ODE23
(200 s) a ODE113 (275 s).

Celkovým zhodnocením v¹ech tøí zkoumaných úloh je vy¹etøeno, ¾e univerzálnì lze
pou¾ít jen funkce ODE23, ODE45 a ODE113. Nejrychleji výsledky vypoèítá funkce ODE45,
následnì ODE23 a nejdel¹í èas výpoètu má ODE113. Vzhledem k závìru provedeného
srovnání budou tyto 3 funkce struènì popsány [31].

FunkceODE45 a ODE23 jsou zalo¾eny na explicitní Rungeovì-Kuttovì metodì. ODE45
je základní funkce pro úlohy s tuhými tìlesy. Bìhem výpoètu je zohledòována hladkost zob-
razeného øe¹ení. Komponenty øe¹ení se mohou v prùbìhu jednoho kroku podstatnì zmì-
nit. Hodnota vypoèítaná na konci kroku pak nemusí poskytovat dostateèné rozli¹ení pro
gra�cké zobrazení øe¹ení. Toto je øe¹eno výpoètem ètyø hodnot rozlo¾ených rovnomìrnì
v rozsahu ka¾dého kroku.

Ve výchozích tolerancích je obecnì ODE23 nákladnìj¹í ne¾ ODE45, nikoliv v¹ak zna-
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ènì. Je preferována pøi hrub¹í toleranci, díky tomu, ¾e má o polovinu ménì nákladný krok
ne¾ ODE45. Díky tomu je velikost kroku èastìji upravována. Pokud krok výpoètu sel¾e,
dojde ke ztrátì men¹í èásti vyhodnocení, co¾ je zvlá¹tì dùle¾ité v pøípadì mírné tuhosti,
kdy je mnoho selhávajících krokù.

Funkce ODE113 obsahuje explicitní Adams kód zalo¾ený na PECE implementaci me-
tody Adams-Bashforth-Moulton. Adamsovy metody jsou zalo¾eny na polynomiální inter-
polaci, která se pou¾ívá k získání výstupu ve speci�ckých bodech. Funkce ODE113 nedává
nejrychlej¹í výsledky, ale dosahuje vysoké pøesnosti díky peèlivému sledování prùbìhu in-
tegrace a vyu¾ití vzorcù vysokých øádù. Je také relativnì efektivní v pøítomnosti mírné
tuhosti [31].
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5 Simulace v LS-Dyna

V následující èásti práce je popsán model tìlesa pohybujícího se po podlo¾ce se tøením
a jeho simulace v programu LS-Dyna. Model je navr¾en a sestaven tak, aby odpovídal
matematickému modelu øe¹eném pomocí Matlabu v kapitole 4. Výsledky obou simulací
jsou následnì porovnány a diskutovány. Pøehled v¹ech 63 provedených výpoètù je v tabulce
v pøíloze A.

5.1 Preprocessing: pøíprava modelu

Popsaný model je sestaven v softwaru Hyper Mesh. Kontrola modelu je provádìna
v programu Oasys Primer. Jako první jsou vytvoøeny objemové elementy, ze kterých se
skládá deska a tìleso. V hlavním souboru s modelem (key �le) jsou vypsány souøad-
nice v¹ech uzlù pod pøíkazem *NODE. Ka¾dému elementu je pøiøazeno osm uzlù pøes
*ELEMENT SOLID. Vytvoøené elementy a uzly jsou pøiøazeny daným komponentám pøes
pøíkaz *PART. Sí» uzlù je sestavena tak, aby poèátek souøadnicového systému xyz [0, 0, 0]
le¾el v prostøedním uzlu spodní øady zadní strany tìlesa. Kladný smìr posuvu tìlesa je ve
smìru osy x.

Výpoèet je proveden v jednotkách pro hmotnost kilogramy (kg), pro délku milime-
try (mm) a pro èas milisekundy (ms). Odpovídající jednotky dal¹ích pou¾itých velièin jsou
pak pro sílu kilonewtony (kN), pro napìtí gigapascaly (GPa) a pro energii Jouly (J). Deska
má tvar kvádru a rozmìry 500 x 200 x 20 mm. Tìleso má tvar krychle o hranì 50 mm.
Cílová velikost strany elementu byla zvolena 5 mm. Vzhledem k jednoduché geometrii obou
tìles byla tato hodnota ve vìt¹inì pøípadù (viz dále zvednutí pøedních uzlù, obr. 33) spl-
nìna zcela pøesnì. Pohled na soustavu v rovinì v izometrickém pohledu xyz, v rovinì xz
a xy je uveden na obr. 26.
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Obr. 26: Diskretizovaný model desky a tìlesa

Pomocí pøíkazu *MAT PIECEWISE LINEAR PLASTICITY je zadán materiál desky.
De�nované parametry jsou hustota ρ = 800 kg/m3, modul pru¾nosti v tahu E = 2 GPa,
Poissonovo èíslo ν = 0,4 a mez kluzu σk = 0,002 GPa . Tato kombinace vlastností odpovídá
materiálu døevo. Materiál tìlesa je zadán pøíkazem *MAT ELASTIC. Zadané hodnoty jsou
pro zvolený materiál ocel: hustota ρ = 8000 kg/m3, modul pru¾nosti v tahu E = 210 GPa
a Poissonovo èíslo ν = 0,3. U obou komponentù modelu se jedná o objemové elementy.
Pomocí pøíkazu *SECTION SOLID je zvolen typ elementu ELFORM = 2. Jedná se o ¹es-
tistìn (hexahedron) s plnou integrací (8 integraèních bodù). Dále jsou vytvoøeny sety uzlù
*SET NODE LIST za úèelem nade�nování okrajových podmínek. Do prvního setu jsou
ulo¾eny v¹echny okrajové uzly desky, jak je znázornìno na obr. 27. Okrajová podmínka
*BOUNDARY SPC SET omezuje translaèní stupnì volnosti ve smìru x, y i z.

Obr. 27: Set uzlù pro nade�nování okrajové podmínky desky omezující pohyb ve smìru
os x, y a z
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Pro správné fungování kontaktu vèetnì tøecí síly je potøeba, aby v modelu fungovala
gravitace, proto¾e pøi vy¹etøování tøení mezi tìlesem a podlo¾kou je tøecí síla úmìrná
velikosti tíhové síly tìlesa. Gravitace je do modelu dosazena pøes pøíkaz *LOAD BODY Z,
který odkazuje na konstantní køivku *DEFINE CURVE o hodnotì 9,81 m/s2. Vzhledem
k jednotkám pou¾itým ve výpoètu je v modelu zadána hodnota 0,00981 mm/ms2.

Mezi tìlesem a podlo¾kou je v *CONTACT AUTOMATIC GENERAL nade�nován
jednopovrchový kontakt. Statický i dynamický koe�cient tøení je nastaven na µs = 0,5,
µd = 0,3. Koe�cient pøechodu je zadán c = 1. V pøípadì kontaktu kombinace materiálù
ocel a døevo mohou koe�cienty tøení le¾et v ¹irokém intervalu hodnot v závislosti na typu
døeviny, její opracovanosti, drsnosti povrchu ocele a vliv mù¾e mít i úhel mezi smìrem
vláken døeviny a smìrem kluzu. Napøíklad statický koe�cient tøení pøi posuvu oceli po døevì
mù¾e být s pískovaným (drsným) povrchem ve srovnání s le¹tìným hladkým povrchem a¾
trojnásobný (µs = 0, 2 pro hladký povrch,µs = 0, 6 pro drsný povrch) [33]. Zadané hodnoty
jsou voleny stejnì jako v kapitole 4 pro mo¾nost srovnání výsledkù. Opìt je vy¹etøován
pohyb tìlesa pøi nenulové poèáteèní rychlosti a pøi pùsobení budicí síly. V modelu LS-Dyna
se tyto dvì úlohy li¹í pouze v nade�nování následujícího pøíkazu.

(a) Nenulová poèáteèní rychlost

Pøíkazem *INITIAL VELOCITY GENERATION je tìlesu zadána poèáteèní rych-
lost ve smìru osy x o velikosti v0 = 1 m/s, tj. v0 = 1 mm/ms.

(b) Budicí síla

Pro pøípad roztlaèování tìlesa po desce pomocí pùsobící síly je vytvoøen set de-
víti uzlù (obr. 29). Na nì je aplikována síla pøíkazem *LOAD NODE SET. Simu-
lovány jsou varianty konstantní i lineárnì rostoucí budicí síly. Tyto dva pøípady
se li¹í pouze v prùbìhu zátì¾né køivky, která je opìt jako u gravitace popsána
v *DEFINE CURVE. Je potøeba brát ohled na to, ¾e pùsobící síla se násobí poètem
uzlù v setu, tudí¾ po¾adovaná hodnota budicí síly musí být vydìlena devíti.

Pro úèely pøehlednìj¹í práce s vìt¹ím modelem je v programu LS-Dyna mo¾né rozdìlit
model na samostatné soubory ve formátu key, které se volají z hlavního (master)
souboru pøíkazem *INCLUDE. V pøípadì úlohy roztlaèování tìlesa pùsobící silou byla
zátì¾ná køivka ulo¾ena do samostatného souboru (include) pro rychlé vyhledávání
a editaci.

V prùbìhu provádìní výpoètù na zadané úloze byl popsaný model dále roz¹íøen. Pro
variantu nenulové poèáteèní rychlosti i budicí síly bylo nutné zavést okrajovou podmínku
zamezující pohyb boèním uzlùm tìlesa ve smìru osy y, jak je ukázáno na obr. 28. Bez této
podmínky tìleso pøi pohybu vpøed zatáèí. Nejedná se pak o pøímoèarý pohyb a výsledek
neodpovídá výsledkùm simulace v Matlabu.
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Obr. 28: Set boèních uzlù tìlesa pro okrajovou podmínku omezení posuvu ve smìru osy y

Dal¹í úprava, která vyplynula z provedených výpoètù (viz podkapitola 5.3), je zmìna
pùsobi¹tì zatì¾ující síly. Set, na který pùsobí síla, je pøesunut z horní polohy do spodní
pro zamezení pøeklápìní tìlesa. Obì varianty setù s uzly jsou zobrazeny na obr. 29.

Obr. 29: Horní a dolní varianta setu s uzly pro pùsobení budicí síly

5.2 Výpoèet v programu LS-Dyna

Stejnì jako sí»ování a pøíprava modelu jsou i parametry analýzy zadávány v pro-
støedí Hyper Mesh. Èas trvání simulace *CONTROL TERMINATION je po nìkolika
spoèítaných variantách stanoven na 500 ms. Parametry èasového kroku jsou zadány pøes
*CONTROL TIMESTEP a ¹kálovací faktor pro vypoèítaný èasový krok TSSFAC je po-
nechán na výchozí hodnotì 0,9. Následnì je stanoveno, v jakém formátu a v jaké frekvenci
budou výsledky vypisovány pøíkazem *DATABASE BINARY D3PLOT. Frekvence vy-
pisování výsledkù pro v¹echny uzly a elementy je stanovena parametrem DT na 5 ms.
Po provedení simulace jsou výsledky zobrazeny v jednotlivých snímcích (frames). Po za-
dání v¹ech parametrù a vlastností potøebných ke spu¹tìní simulace je z programu Hyper
Mesh vyexportován textový soubor ve formátu .key, který je následnì pou¾it jako vstup
pro øe¹iè LS-Dyna.
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5.3 Postprocessing: vyhodnocení dat

Výsledky simulace jsou vypsány v textovém souboru ve formátu d3plot. Výstup obsa-
huje ve výchozím tvaru posuvy uzlù v prùbìhu simulace. Na základì toho je mo¾né vizua-
lizovat prùbìh pohybu soustavy tìles. Soubor výsledkù zahrnuje také rychlosti a zrychlení
v¹ech uzlù. Dále jsou vvypoèítané hodnoty tenzorù napìtí a deformace, které je mo¾no
gra�cky znázornit pomocí vrstevnicového grafu (contour plot).

Zpracování výsledkù je provedeno v programu Hyper View. V rámci postprocessingu
je mo¾no vyhodnocovat øadu velièin a parametrù simulace. Pøi odlaïování modelu byla
provedena série simulací. První úspì¹ný výpoèet pøi poèáteèní rychlosti v0 = 1 m/s a ko-
e�cientech tøení µs = 0,5 a µd = 0,3 je zobrazen na obr. 30. Jak je vidìt v gra�ckém
znázornìní prùbìhu posuvu a rychlosti, tìleso vlivem tøení postupnì zpomaluje. Prùbìh
rychlosti ve smìru osy x ale není hladký. Dùvodem je, ¾e se tìleso nepohybuje po pøímce,
ale bìhem simulace zatáèí, jak je vidìt v rovinì xy (pohled þshoraÿ) v posledním snímku
simulace.

Obr. 30: Prùbìh posuvu a rychlosti tìlesa ve smìru osy x pøi poèáteèní rychlosti
v0 = 1 m/s a koe�cientech tøení µs = 0,5, µd = 0,3 a c = 1 Problém: tìleso se nepohybuje

po pøímce.

Pro porovnání výsledkù simulace z programu LS-Dyna a Matlab je tøeba omezit pohyb
tìlesa pouze do smìru osy x. Z tohoto dùvodu je do modelu zaøazena dal¹í okrajová pod-
mínka pro set uzlù na okrajích tìlesa, která omezuje pohyb ve smìru osy y (viz obr. 28).
Pøesto¾e je vy¹etøován pohyb ve smìru x, musí být ponechán stupeò volnosti i ve smìru
z z dùvodu pùsobení gravitace. I tìleso, které je ponecháno v klidu (nulová poèáteèní rych-
lost, nulové budicí síly), má v prùbìhu simulace nenulový prùbìh posuvu ve smìru osy z.
Øádovì prvních 20 ms simulace dochází k þusazováníÿ tìlesa, a¾ poté se posuv ve smìru
osy z ustálí a na tìleso pùsobí plnì tíhová síla. Popsaná okrajová podmínka je aplikovaná
na model v pøípadì vy¹etøování obou úloh. Dále jsou v textu práce popsány výsledky
simulace zvlá¹».
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Obr. 31: Prùbìh posuvù ve smìru os x, y a z pøi simulaci tìlesa v klidu (nulová poèáteèní
rychlost, nulové budicí síly)

5.3.1 Pohyb tìlesa s nenulovou poèáteèní rychlostí

Dal¹í varianta výpoètu ukazuje problém s nenadálým pøeklápìním tìlesa. Prvních 50 ms
probíhá výpoèet podle oèekávání, rychlost se postupnì sni¾uje. Následnì se ale tìleso za-
ène pøeklápìt, dùsledkem èeho¾ je prùbìh rychlosti i posuvu neuspoøádaný. Vizualizace
pøeklápìní krychle je znázornìna na obr. 32.

Obr. 32: Prùbìh posuvu a rychlosti krychle ve smìru osy x pøi poèáteèní rychlosti
v0 = 1 m/s a koe�cientech tøení µs = 0,5, µd = 0,3 a c = 1 Problém: pøeklápìní krychle.

Po analýze problému je na dal¹ích výpoètech ovìøeno, ¾e kolize vzniká kvùli kontaktu
ostré hrany krychle a podlo¾ky. Odstranìní ne¾ádoucího pøeklápìní je provedeno pomocí
upravení sítì elementù na pøední spodní hranì krychle. Øada uzlù je zvednuta o 10 %
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délky elementu (tedy 0,5 mm), jak je ukázáno na obr. 33. Tímto je ostrá hrana zaoblena.
Zkrácení hrany o 10 % stále dostateènì respektuje krychlovou geometrii tìlesa.

Obr. 33: Úprava sítì krychle pro zamezení pøeklápìní tìlesa zaoblením hran (zvednutím
spodních uzlù o 10 % délky hrany elementu)

Po úpravì sítì se ji¾ tìleso posouvá po podlo¾ce bez pøeklápìní a¾ do zastavení. Prùbìh
posuvu a rychlosti a vizualizace pohybu tìlesa je mo¾no vidìt na obr. 34.

Obr. 34: Prùbìh posuvu a rychlosti krychle se zaoblenou hranou ve smìru osy x pøi
poèáteèní rychlosti v0 = 1 m/s a koe�cientech tøení µs = 0,5, µd = 0,3 a c = 1

Následná simulace obsahuje model nade�novaný stejnì, jak je popsáno v podkapi-
tole 5.1. Zmìnìné je pouze tìleso, které je upravené z krychle na kvádr o rozmìrech
100 x 50 x 50 mm. Jak je vidìt na obr. 35, pøi stejné poèáteèní rychlosti je prùbìh posuvu
a rychlosti témìø stejný. Toto plyne z nezávislosti posuvu na hmotnosti, jak je ukázáno
v rovnici (60).
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Obr. 35: Porovnání prùbìhu posuvu a rychlosti ve smìru osy x krychle a kvádru se
zaoblenou hranou pøi poèáteèní rychlosti v0 = 1 m/s a koe�cientech tøení µs = 0,5,

µd = 0,3 a c = 1

Pro variantu výpoètu s tìlesem tvaru kvádru je opìt porovnán vliv tvaru hrany tìlesa.
Na obr. 36 je vykreslen posuv a rychlost varianty kvádru se zaoblenou hranou (dle obr. 33)
a s ostrým pøechodem. Ostatní parametry modelu i simulace jsou zachovány. Jak je vidìt
z prùbìhu grafù i vizualizace, tvar hrany má výrazný vliv na chování tìlesa bìhem pohybu.
Ve výpoètu s krychlí vedla ostrá hrana k ne¾ádoucímu pøeklápìní tìlesa. V pøípadì kvádru
zùstává tìleso nepøeklápìno, ostrá hrana má ale za dùsledek rychlej¹í zastavení tìlesa,
a tedy krat¹í dráhu posuvu (øádovì o 10 %).

Obr. 36: Porovnání prùbìhu posuvu a rychlosti ve smìru osy x kvádru s ostrou
a zaoblenou hranou pøi poèáteèní rychlosti v0 = 1 m/s a koe�cientech tøení µs = 0,5,

µd = 0,3 a c = 1
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Dal¹ím parametrem modelu, který byl zkoumán, je velikost elementù sítì. První vari-
anta modelu, popsaná v pøedcházející èásti, byla vysí»ována objemovými elementy o hranì
5 mm. V následující èásti práce je model pøesí»ován men¹ími elementy o hranì délky 2 mm.
Úmìrnì tomu jsou upravené sety de�nující okrajové podmínky desky i tìlesa. Ostatní
nastavení modelu (materiály, poèáteèní podmínka, typ elementù apod.) zùstávají stejná.
Sní¾ení velikost hrany elementu má vliv na poèet elementù, a tedy i výpoèetní nároènost.
Celkové mno¾ství elementù v modelu stouplo z 9 000 na 256 525, tedy více jak 28x. Z to-
hoto dùvodu je pro dal¹í variantu výpoètù zmìnìn rozmìr desky z 500 x 200 x 20 mm
na 300 x 10 x 10 mm. Tento rozmìr je i nadále dostaèující pro vy¹etøení pohybu tìlesa
a umo¾òuje rychlej¹í výpoèet (na 16 CPU 1,5 hodiny místo 6,5 hodiny).

Oproti pøedchozím modelùm s velikostí elementu 5 mm se pøi stejných parametrech
v prùbìhu výpoètu u modelu s elementy o velikosti 2 mm vyskytuje problém s negativní
energií na nìkterých elementech. Z tohoto dùvodu výpoèet neprobìhne v po¾adovaném
èase 500 ms, ale skonèí døíve s chybovou hlá¹kou u¾ po 75 ms. Pøesto¾e tìleso zaèíná
svùj pohyb pøímo na desce a poèáteèní rychlost pùsobí rovnobì¾nì ve smìru osy x, dojde
v prùbìhu pohybu k rozkmitání tìlesa ve smìru osy z s rostoucí výchylkou a¾ na 2,5 mm
(125 % velikosti elementu). Pøed ukonèením výpoètu dojde k výrazné deformaci elementù
na hranì kostky a pøíslu¹ných elementù v kontaktu na desce, co¾ je mo¾né vidìt na obr. 37.

Obr. 37: Model se sítí o velikosti hrany elementu 2 mm
Deformace desky pøi pohybu kvádru se zaoblenou hranou s poèáteèní rychlostí

v0 = 1 m/s a koe�cientech tøení µs = 0,5, µd = 0,3 a c = 1

Dal¹í variantou výpoètu je spu¹tìní stejnì nastavené simulace, ale s tìlesem na zaèátku
zdvi¾eným o 0,1 mm nahoru, aby nebylo v tìsném kontaktu s podlo¾kou ji¾ od zaèátku
simulace. Doba prùbìhu výpoètu se výraznì prodlou¾ila z 75 na 330 ms, pøesto ale výpoèet
skonèil pøedèasnì s chybovou hlá¹kou, která opìt informovala o negativní energii nìkolika
objemových elementù. Pøi analýze výstupních dat se ukazuje výrazná oscilace rychlosti
tìlesa ve smìru osy x. Oèekávaný prùbìh rychlosti je od v0 = 0 m/s a¾ do zastavení
(v = 0 m/s). Místo toho rychlost kolísá v rozsahu -12 a¾ +16 m/s. Dal¹í problematické
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chování je, ¾e v prùbìhu simulace dochází k výkyvùm tìlesa ve smìru osy z. Prùbìh
simulace a popsané velièiny jsou znázornìny na obr. 38.

Obr. 38: Model se sítí o velikosti hrany elementu 2 mm
Porovnání prùbìhu posuvu ve smìru osy x a z a rychlosti ve smìru osy x kvádru se
zaoblenou hranou pøi poèáteèní rychlosti v0 = 1 m/s a koe�cientech tøení µs = 0,5,

µd = 0,3 a c = 1

Pøi zhodnocení prùbìhu globálních energií soustavy je vidìt, ¾e dùsledkem tohoto ne¾á-
doucího pohybu roste vnitøní energie tìlesa. To má také za dùsledek deformaci tìlesa pøed
ukonèením simulace, jak je vidìt na obr. 39.

Obr. 39: Model se sítí o velikosti hrany elementu 2 mm
Porovnání prùbìhu energie modelu a posuvu ve smìru osy z kvádru se zaoblenou hranou

pøi poèáteèní rychlosti v0 = 1 m/s a koe�cientech tøení µs = 0,5, µd = 0,3 a c = 1
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Dal¹í varianty výpoètu modi�kují parametry kontaktu ve snaze nalézt vhodné øe¹ení.
Bìhem analýzy chování modelu jsou vyu¾ita i data získaná ze souboru D3HSP, který je
souèástí výstupù simulace LS-Dyna a obsahuje celý popis interpretace vstupních souborù.
V tomto souboru je na zaèátku výpoètu stanoven a vypsán výpoèetní krok, který je potøeba
pro udr¾ení stability kontaktu (surface time step). Tento èasový krok by se mìl co nejvíce
shodovat s tím, který zvolí software na základì podmínky stability (37), viz oddíl 3.1.1
Èasový krok.

V pøípadì øe¹ených simulací je výpoètový èasový krok (2,63·10−4) men¹í ne¾ doporuèená
hodnota (4,64 · 10−4 ). Pøed ukonèením výpoètu s chybou navíc èasový krok je¹tì klesá
(a¾ k hodnotì 1,46 · 10−4). Takovýto pøípad, kdy je kontaktní výpoèetní krok vìt¹í ne¾
krok vlastního výpoètu, znamená, ¾e je kontakt pøíli¹ mìkký. Tato vlastnost je viditelná
i na získaných výsledcích na obr. 37. Vhodným øe¹ením je zvý¹ení kontaktní tuhosti (viz
podkapitola 3.3). Pro dal¹í variantu výpoètu jsou tedy zadány parametry SFS, SFM = 2
v pøíkazu *CONTROL CONTACT. Díky tomu se zvý¹í kontaktní tuhost, doporuèený
èas pro stabilitu výpoètu klesne na (3,28 · 10−4) a doba probìhlé simulace se prodlou¾í
na 365 ms. I nadále se ale projevuje problém s výrazným pohybem ve smìru osy z a¾ do
hodnoty 2,5 mm (125 % velikosti elementu).

Problém s ne¾ádoucí oscilací je øe¹en pomocí parametru viskózního koe�cientu tlumení
VDC (viz podkapitola 3.2). Pøi nastavení VDC = 20 ji¾ výpoèet dobìhne bez chybové
hlá¹ky. Výkyv ve smìru osy z se sní¾í na 0,8 mm (40 % velikosti elementu). Kombinací
parametrù VDC = 30 a SFS, SFM = 2 je získán výpoèet, který skonèí v po¾adovaném
èase a nevykazuje výraznou oscilaci ve smìru osy z. Výsledek této varianty je na obr. 40.
I nadále je patrná oscilace rychlosti, prùbìh posuvu je ale hladký a oscilace nezpùsobuje ve
výpoètu nestabilitu ani výraznì neovlivòuje výsledek. Dal¹í varianty se zvý¹ením viskózního
koe�cientu tlumení VDC na 50 nebo ¹kálovacích faktorù SFS a SFM na 3 nevykazovaly
zlep¹ení v chování modelu.
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Obr. 40: Model se sítí o velikosti hrany elementu 2 mm
Prùbìh posuvu a rychlosti krychle ve smìru osy x pøi poèáteèní rychlosti v0 = 1 m/s
a koe�cientech tøení µs = 0,5, µd = 0,3 a c = 1 pøi nastavení parametrù kontaktu

VDC = 30 a SFS, SFM = 2

Jako dal¹í byla vyzkou¹ena varianta výpoètu se zmìnou kontaktního algoritmu. Místo
standardní penaltové formulace (SOFT = 0), byl výpoèet spu¹tìn se segmentovì zalo¾enou
penaltovou formulací (SOFT = 2), viz oddíl 3.2.1. Ostatní nastavení modelu zùstalo stejné.
Pøi nastavení SOFT = 2 je za kontaktní tuhost vybrána hodnota stejná nebo vy¹¹í ne¾
pøi SOFT = 0 (viz rovnice (43)). Tøecí síla tedy podle vztahu (52) mù¾e být stejnì velká
nebo vy¹¹í. V pøípadì simulované úlohy vy¹el prùbìh posuvu u obou nastavení kontaktu
stejný. Rozdíl byl pouze v oscilaci rychlosti, která byla vy¹¹í pro SOFT = 2, jak je vidìt
na obr. 41.

Obr. 41: Porovnání výsledkù s kontaktním algoritmem SOFT = 0 a SOFT = 2, prùbìh
posuvu a rychlosti krychle ve smìru osy x pøi poèáteèní rychlosti v0 = 1 m/s

a koe�cientech tøení µs = 0,5, µd = 0,3 a c = 1pøi nastavení parametrù kontaktu
VDC = 30 a SFS, SFM = 2
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Na obr. 42 jsou zobrazené výsledky prùbìhu posuvu tìlesa s nenulovou poèáteèní rych-
lostí v0 = 0 m/s modelovaném v Matlabu a v programu LS-Dyna. Je patrné, ¾e modelùm
v Matlabu odpovídá v LS-Dyna z krychlí nejlépe varianta s velikostí elementù 5 mm a kon-
taktním algoritmem SOFT = 0. Pro variantu modelu v LS-Dyna s jemnìj¹í sítí o velikosti
elementù 2 mm je celková dráha, kterou tìleso urazilo, vy¹¹í pro kontaktní algoritmus
SOFT = 0 i SOFT = 2. V pøípadì tìlesa tvaru kvádru odpovídá výsledkùm v Matlabu va-
rianta se zaoblenou hranou (zvednutá pøední øada elementù). Ostrá hrana vná¹í do modelu
ne¾ádoucí døívìj¹í br¾dìní. Pøi porovnání statického a dynamického modelu z Matlabu je
zøejmé, ¾e oba odpovídají výsledkùm z LS-Dyna velmi dobøe. Dynamický model je mo¾né
upravovat více parametry ne¾ statický (Coulombùv se Stribeckovým efektem). Proto je
mo¾né dosáhnout je¹tì vìt¹í shody (viz obr. 42), je ale nutné pøidat podmínku, ¾e pøi
dosa¾ení nulové rychlosti zùstává posuv konstantní. Parametry statického i dynamického
modelu tøení v Matlabu jsou na obr. 42 stejné jako v podkapitole 4.1 na obrázcích 10 a 14.
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Matlab, dynamický LuGre model
LS Dyna, krychle, elementy 5 mm, SOFT = 0
LS Dyna, krychle, elementy 2 mm, SOFT = 0
LS Dyna, krychle, elementy 2 mm, SOFT = 2
LS Dyna, kvádr, elementy 5 mm, SOFT = 0, ostrá hrana
LS Dyna, kvádr, elementy 5 mm, SOFT = 0, zaoblená hrana

Obr. 42: Porovnání výsledkù z prùbìhu posuvu pøi poèáteèní rychlosti v0 = 1 m/s
a koe�cientech tøení µs = 0,5, µd = 0,3 a c = 1, dynamické parametry tøení σ0 = 100,

σ1 = 2,5, σ2 = 0,3, γ = 2, vstribeck = 3

5.3.2 Pohyb tìlesa pøi pùsobení budicí síly

Model roztlaèovaného tìlesa je sestaven podle popisu v podkapitole 5.1. Pøi vytváøení
modelu je uva¾ováno, ¾e posuv tìlesa je v pøípadì pùsobící budicí síly ji¾ závislý na hmot-
nosti, jak je popsáno v rovnici (73). Nade�novaný rozmìr a hustota tìlesa odpovídají hmot-
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nosti 1 kg, stejnì jako pøi simulaci v Matlabu v kapitole 4. Pøi vy¹etøování roztlaèování
tìlesa pùsobením lineárnì rostoucí budicí síly je uva¾ována síla na jeden uzel o pøedpisu
F = 2 · t. Na zaèátku simulace v èase t = 0 ms tedy pùsobí síla F = 0 N. V prùbìhu
simulace síla lineárnì roste a¾ do konce, kdy má v èase t = 500 ms velikost F = 1 N. Pøi
zapoètení v¹ech uzlù, na které síla pùsobí, pak platí F = 9 N. Tìleso se zaène pohybovat,
a¾ kdy¾ pùsobící síla pøekoná velikost klidové (statické) tøecí síly Fs. Z prùbìhu rychlosti
na obr. 43 je vidìt, ¾e k pohybu dojde poprvé v èase 300 ms, co¾ odpovídá budicí síle
5,4 N. Na základì výpoètu v rovnici (16) by pro dané parametry soustavy tato hodnota
mìla být 4,905 N. Pøi prvotní simulaci opìt dochází k problému s ne¾ádoucím pøeklápìním.
Na obr. 43 je znázornìn prùbìh posuvu a rychlosti tìlesa pøi pùsobení lineárnì rostoucí
budicí síly.

Obr. 43: Prùbìh posuvu a rychlosti kvádru ve smìru osy x pøi budicí síle
F = 0,018 · t [ms] N a koe�cientech tøení µs = 0,5, µd = 0,3 a c = 1

Problém: výchylka ve smìru osy z zpùsobuje ne¾ádoucí br¾dìní tìlesa

Jak je patrné z gra�ckého prùbìhu i vizualizace pohybu tìlesa, v èase 390 ms dochází
ke zvedání tìlesa ve smìru osy z. Prùbìh posuvu ve smìru osy z a pohled na soustavu
v rovinì xy (þz bokuÿ) je na obr. 44. Pøesto¾e se nejedná o tak zásadní pøeklopení jako
v pøípadì znázornìném na obr. 32, má i toto chování ne¾ádoucí dùsledek na zkoumané
výstupy. Rychlost tìlesa má nehladký prùbìh a hodnota posuvu je výraznì ni¾¹í, ne¾ by
mìla být, jeliko¾ se èást energie od pùsobící síly spotøebuje na pohyb ve smìru osy z,
nikoliv x. Jak je vidìt v grafu na obr. 44, maximální výchylka ve smìru osy z je pøibli¾nì
1,7 mm, co¾ odpovídá 34 % velikosti hrany elementu.
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Obr. 44: Prùbìh posuvu ve smìru osy z pøi budicí síle F = 0,018 · t a koe�cientech tøení
µs = 0,5, µd = 0,3 a c = 1. Problém: výchylka ve smìru osy z

Tato situace je následnì øe¹ena dvìma pøístupy. Nejprve je vyzkou¹eno stejné øe¹ení
jako v pøípadì nenulové poèáteèní rychlosti, tedy úprava sítì zvednutím spodní pøední øady
uzlù o 10 % velikosti hrany elementu, jak je znázornìno na obr. 33. Na rozdíl od pøedchozí
úlohy ale toto øe¹ení nevede ke správnému výsledku. Maximální výchylka ve smìru osy z
se sice øádovì zmen¹í na hodnotu 0,13 mm (2,6 % velikosti hrany elementu), nikoliv v¹ak
dostateènì na to, aby simulace dávala správné výsledky. Pøesto¾e ji¾ výchylka není vizuálnì
patrná, má opìt za dùsledek oscilování rychlosti, tentokrát dokonce i do záporného smìru,
jak je vidìt v grafu na obr. 45. Prùbìh výchylky ve smìru z navíc na konci simulace roste,
co¾ naznaèuje dal¹í nestabilitu v prùbìhu del¹ího výpoètu. Tento model také dává ménì
pøesné výsledky z hlediska zaèátku pohybu. K roztlaèení tìlesa dojde a¾ v èase t = 320 ms,
co¾ odpovídá pùsobící síle F = 5,76 N. Tato hodnota má oproti vypoèítané hodnotì 4,905 N
je¹tì vìt¹í odchylku ne¾ pøedchozí varianta modelu.
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Obr. 45: Prùbìh posuvu a rychlosti ve smìru osy x a posuvu ve smìru osy z pøi budicí
síle F = 0,018 · t [ms] N a koe�cientech tøení µs = 0,5, µd = 0,3 a c = 1 pøi úpravì sítì
zvednutím pøední øady uzlù. Problém: výchylka ve smìru z, výkyvy v rychlosti ve smìru

osy x, pozdìj¹í èas roztlaèení tìlesa

Jako dal¹í mo¾nost øe¹ení tohoto problematického chování je zvolen nový set uzlù, na
které pùsobí budicí síla. Na obr. 29 je znázornìna pùvodní (horní) a nová (dolní) skupina
uzlù. Výsledkem této varianty pøi zachování ostatních parametrù simulace stejných pak je
vychýlení ve smìru osy z pouze o 0,013 mm, tedy 0,26 % velikosti hrany elementu. Èas
rozjí¾dìní kostky také zùstává 300 ms.

Obr. 46: Prùbìh posuvu a rychlosti krychle ve smìru osy x a posuvu ve smìru osy z pøi
budicí síle F = 0,018 · t [ms] N a koe�cientech tøení µs = 0,5, µd = 0,3 a c = 1

V rámci provedených simulací byla otestována i kombinace tìchto pøístupù (zvednutí
øady uzlù a zmìna pùsobi¹tì síly). Výsledek byl ale velmi blízký pouze variantì se zmìnou
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pùsobi¹tì síly. Výrazné zlep¹ení není pozorováno ani v hladkosti prùbìhu síly, ani v èase
zaèátku pohybu tìlesa. Pøi návrhu experimentální soustavy je tedy uva¾ována informace
o tom, ¾e pro posuvný pohyb je vhodnìj¹í volit pùsobi¹tì síly pod tì¾i¹tì tìlesa. Pokud
by byla øe¹ena úloha, kdy je pùsobi¹tì síly ji¾ dané, mù¾e být øe¹ením pøi modelování ji¾
uvedená varianta zaoblení hran, pøípadnì dal¹í pøístupy.

Následnì byla provedena dal¹í série výpoètù se zmìnìným tìlesem, které se posouvá
po podlo¾ce. Stejnì jako v oddíle 5.3.1 byla krychle ve výpoètech nahrazena kvádrem
o rozmìrech 100 x 50 x 50 mm. Kvádr má oproti krychli dvojnásobný objem, a proto¾e se
jedná o homogenní tìleso, má i dvojnásobnou hmotnost. Prùbìh posuvu tìlesa pøi pùsobení
vnìj¹í silou ji¾ závisí na hmotnosti, jak je ukázáno v rovnici (72). Smìrnice rùstu síly je tedy
volena dvojnásobná, aby bylo mo¾né adekvátnì porovnat výsledky. Na obr. 47 je zobrazen
prùbìh posuvu a rychlosti. Pøi porovnání s výsledky simulace krychle na obr. 46 je patrné,
¾e dráha, kterou tìleso urazilo, dosahuje témìø shodné hodnoty. V prùbìhu rychlosti je
v pøípadì kvádru vìt¹í oscilace. Omezení oscilace mù¾e být opìt øe¹eno pomocí pøidání
parametru VDC do de�nice kontaktu.

Obr. 47: Prùbìh posuvu a rychlosti kvádru ve smìru osy x pøi budicí síle
F = 0,036 · t [ms] N a koe�cientech tøení µs = 0,5, µd = 0,3 a c = 1 pøi úpravì pùsobi¹tì

síly

Na obr. 48 je porovnání prùbìhu posuvu tìlesa roztlaèovaného lineárnì rostoucí silou
modelovaného v Matlabu a v programu LS-Dyna. Z gra�ckého zobrazení je patrná dobrá
shoda mezi výsledky obou softwarù. Odchylka mezi prùbìhem polohy kvádru a krychle
v LS-Dyna je minimální. Dráha, kterou tìleso urazilo v Matlabu pøi Coulombovì modelu
tøení se Stribeckovým efektem (statický model), je ve srovnání s posuvem spoèítaným
v LS-Dyna jen o málo vy¹¹í (øádovì o 6 %). Dynamický model je mo¾né upravovat více
parametry ne¾ statický. Proto je mo¾né dosáhnout je¹tì vìt¹í shody (viz obr. 48). Parametry
statického i dynamického modelu tøení v Matlabu jsou na obr. 42 stejné jako v podkapitole
4.2 na obrázcích 17 a 19.
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Matlab, dynamický LuGre model
LS Dyna, krychle, elementy 5 mm, SOFT = 0
LS Dyna, kvádr, elementy 5 mm, SOFT = 0

Obr. 48: Prùbìh posuvu tìlesa pøi budicí síle F = 18 · t ·m [N] a koe�cientech tøení
µs = 0,5, µd = 0,3 a c = 1, dynamické parametry tøení σ0 = 100000, σ1 = 2,5, σ2 = 0,3,

γ = 2, vstribeck = 0,9
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6 Experimentální mìøení a urèení parametrù tøení

V prùmyslovém èi výzkumném prostøedí nastávají situace, kdy je potøeba získat pro
úèely numerických simulací tøecí koe�cienty pro nové kombinace materiálù. Ne v¾dy je
mo¾né tuto hodnotu zjistit z literatury nebo empiricky. Pøi mo¾nosti validace modelu
pomocí fyzického testování je teoreticky mo¾né provést výpoèet opakovanì s rùznými hod-
notami koe�cientu tøení. Tento postup je ale velmi nároèný z hlediska výpoètové kapacity
a èasu na vyhodnocení výsledkù. Zároveò v pøípadì komplexního modelu je ve výpoètu
celá øada parametrù, které mají na výsledek znaèný vliv (viz podkapitola 3.5 Citlivost
numerických simulací).

V nìkterých pøípadech je tedy tøeba navrhnout vhodné experimentální mìøení ke sta-
novení parametrù tøení. V následující kapitole je popsán prùbìh návrhu a provedení expe-
rimentálního mìøení, dále pøehled výsledkù a proces urèení parametrù tøení z experimen-
tálních dat. Pøíprava a realizace mìøení byla provedena ve spolupráci s oddìlením Testing
spoleènosti Lear Corporation Czech Republic, s. r. o.

6.1 Návrh a provedení experimentálního mìøení

Snahou pøi de�nování testovací procedury je, aby byl experiment natolik jednoduchý,
aby bylo mo¾né jej modelovat s co nejmen¹ím mo¾ným poètem parametrù, které by ovli-
vòovaly výsledek. Uvedené experimentální mìøení má za úèel stanovit koe�cienty tøení
v kontaktu mezi dvìma materiály. Soustava se skládá z tìlesa na podlo¾ce, které je uvá-
dìno do pohybu kinematickým buzením. Schéma testovací soustavy je znázornìno na obr.
49. Dále jsou podrobnì popsány v¹echny komponenty testovací soustavy.

Obr. 49: Schéma experimentální soustavy pro mìøení koe�cientù tøení s tìlesem (1),
podlo¾kou (2), budicím zaøízením (3) a silomìrem (4)

6.1.1 Komponenty testovací soustavy

Jak je uvedeno na obr. 49 testovací soustava byla slo¾ena z tìlesa, podlo¾ky, budicího
zaøízení a silomìru. Jako tìleso, které se v prùbìhu experimentu pohybuje po podlo¾ce,
byla pou¾ita kostka z materiálu polyoximetylen (také ertacetal C, oznaèení POM-C). Ma-
teriál na tìleso byl dodán spoleèností EPP Plasty a.s., která deklaruje, ¾e se jedná o èistý
acetalový kopolymer (POM-C). Ertacetal C se velmi dobøe obrábí a je tedy vhodný pro
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výrobu pøesných mechanických souèástí. Mezi dal¹í u¾iteèné vlastnosti patøí vysoká mecha-
nická pevnost a tuhost, rázová hou¾evnatost, nízká absorpce vlhkosti, rozmìrová a tepelná
stabilita a obrobitelnost. Díky tomu je tento materiál hojnì vyu¾íván jak v prùmyslo-
vém prostøedí, tak i v potravináøství a lékaøství. Parametry materiálu zaji¹»ují konstantní
fyzikální vlastnosti v rùzných prostøedích a bìhem rùzného zatì¾ování, co¾ je pro experi-
mentální mìøení vhodné.

Tìleso pou¾ité v experimentu je tvaru kvádru o rozmìrech 15 x 15 x 10 cm se zaoblenými
rohy. Váha tìlesa je 3,15 kg. Tìleso bylo vyrobeno tak, ¾e uprostøed obsahuje otvor, do
kterého je mo¾né umístit nástavec na kotouèová záva¾í. Ta slou¾í k regulaci hmotnosti
celé soustavy. Pou¾ité tìleso bylo pøipraveno na míru pro úèely experimentu spoleèností
Koraform s. r. o. a je zobrazeno na obr. 50.

Obr. 50: Tìleso tvaru zaobleného kvádru z materiálu POM-C o rozmìrech 15 x 15 x 10 cm

V dal¹ích variantách mìøení byla kontaktní strana tìlesa opatøena látkovým nebo ko¾e-
ným potahem pro mo¾nost otestování více kombinací materiálù. Tìleso a jeho látkový
a ko¾ený potah je zobrazeno na str. 51. Celkem tedy byly mìøeny tøi varianty povrchu
na tìlese. Materiál kù¾e byl poøízen od spoleènosti BOXMARK Leather GmbH & Co KG
a jednalo se o typ Perlnappa DO. Látka byla dodána od spoleènosti Wilhelm Kneitz AG
a jednalo se o KARAT Micro s 3,5 mm laminací RG 38 a kruhovým úpletem 012. Jedná se
o materiály, které se pou¾ívají jako potahy na automobilové sedaèky i jiné èásti interiéru
vozu.
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(a) Tìleso z materiálu
polyoximetylen POM-C

(b) Ko¾ený potah typu
Perlnappa DO

(c) Látkový potah Karat
Micro s 3,5 mm laminací

Obr. 51: Pøehled tìlesa a jeho potahù (látka, kù¾e) pou¾itých pøi experimentálním mìøení.

Podlo¾ka slou¾í v experimentální soustavì k zaji¹tìní plochy pro pohyb tìlesa. Záro-
veò se jedná o druhou kontaktní stranu. Základním komponentem je deska o rozmìrech
70 x 16 cm. K dispozici byly bìhem mìøení desky z materiálu POM-C (stejný materiál
jako tìleso) a z hliníku. Dal¹í varianty kontaktní plochy vznikají pota¾ením povrchu lát-
kou a kù¾í (stejný materiál jako pro pota¾ení tìlesa). Celkem tedy bylo mìøení provedeno
pro ètyøi varianty povrchu na podlo¾ce. Pøehled kombinací v¹ech dvanácti materiálù na
kontaktní stranì tìlesa a podlo¾ky je uveden na obr. 52.

(a) POM-C na POM-C (b) POM-C na hliníku

(c) POM-C na látce (d) POM-C na kù¾i
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(e) Látka na POM-C (f) Látka na hliníku

(g) Látka na látce (h) Látka na kù¾i

(i) Kù¾e na POM-C (j) Kù¾e na hliníku

(k) Kù¾e na látce (l) Kù¾e na kù¾i

Obr. 52: Pøehled kombinací materiálù povrchu tìlesa a podlo¾ky v mìøených
experimentálních soustavách
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Kromì tìlesa a podlo¾ky byla experimentální soustava slo¾ena také z budicího za-
øízení, které tvoøilo elektrický válec ESBF-BS-50-800-5P, viz obr. 53a. Tento válec je
pohánìn vøetenem s kulièkovým závitem a zdvih 80 cm. Bìhem mìøení je mo¾né pøes ovlá-
dací program nade�novat elektrickému válci prùbìh rychlosti, se kterou se má pohybovat.
Válec je schopen pohybu se zrychlením minimálnì 0,002 m/s2 a maximálnì 0,2 m/s2. Válec
pøizpùsobuje pùsobící sílu tak, aby dodr¾el pøedepsaný pohyb. K válci je uchycen silomìr,
který zaznamenává prùbìh pùsobící síly. Silomìr v sobì obsahuje tenzometr a má mìøicí
rozsah od 0 do 500 N s tøídou pøesnosti 0,2. Tento rotaènì symetrický snímaè síly øady U3
splòuje nejvy¹¹í po¾adavky na stabilitu pøi boèním zatí¾ení s maximálním potlaèení vlivu
tìchto sil na mìøení a ¾ivotnost snímaèe. Jedná se o snímaè tahové i tlakové síly, který byl
dodán �rmou HBP mìøicí technika s. r. o., a je zobrazen na obr. 53b. Celá testovací sou-
stava pro mìøení síly pøi pohybu tìlesa po podlo¾ce za pøedepsané rychlosti je zobrazena
na obr. 53.

(a) Elektrický válec
ESBF-BS-50-800-5P

(b) Silomìr pro mìøení
prùbìhu pùsobící síly

(c) Uchycení elektrického válce
se silomìrem k tìlesu

(d) Testovací soustava pro mìøení síly pøi pohybu tìlesa po podlo¾ce za pøedepsané rychlosti

Obr. 53: Pøehled experimentální soustavy a jejích komponentù pro mìøení tøecí síly pøi
pohybu tìlesa po podlo¾ce
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Pro záznam prùbìhu polohy tìlesa na èase bìhem experimentálního mìøení slou¾í za-
øízení WS10 Cable Extension Position Sensor, který je na obr. 54b. Jedná se o mìøiè s na-
víjecím drátem, který je mo¾né uchytit k tìlesu pomocí pøipevnìného oèka, viz obr. 54a.
Rozsah zaøízení je 50 cm, proto byly provedené testy nade�novány tak, aby tuto hodnotu
amplituda pohybu nepøesáhla. Maximální síla ta¾ení je 5,5 N a tlaèení 2,8 N. Pøi pøíprav-
ném mìøení bylo zji¹tìno, ¾e toto zaøízení vná¹í do záznamu síly pro mìøený rozsah rychlostí
chybu zhruba 4 N, co¾ je vzhledem k mìøeným rozsahùm síly v øádech desítek Newtonù
velmi vysoká hodnota. Z tohoto dùvodu byl záznam prùbìhu polohy tìlesa bìhem expe-
rimentu odmìøen zvlá¹» pøed samotným mìøením síly. Vzhledem k preciznosti budicího
zaøízení byl prùbìh posuvu na èase pøi mìøení stejný bez ohledu na testovaném materiálu
povrchu tìlesa a podlo¾ky, zmìna byla pouze v prùbìhu pùsobící síly.

(a) Uchycení zaøízení pro mìøení
polohy k tìlesu

(b) Zaøízení WS10 Cable
Extension Position Sensor

(c) Experimentální soustava pro mìøení polohy tìlesa

Obr. 54: Pøehled èástí experimentální soustavy pro mìøení polohy tìlesa
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Pro variantu tìlesa v ko¾eném potahu pohybujícího se po podlo¾ce pota¾ené látkou byly
provedené dodateèné varianty testu se záva¾ím na tìlese. U této kombinace materiálù byly
pøidány dal¹í dvì sady testù s pøipevním záva¾ím o hmotnosti 2 kg a 5 kg. Opakováním
obou nade�novaných experimentálních mìøení (viz oddíl 6.1.3) bylo mo¾né získat více dat,
porovnat získané koe�cienty (viz podkapitola 6.2, tabulka 4) a na základì jejich shody
ohodnotit kvalitu provedení testu.

(a) Tìleso v ko¾eném potahu se
záva¾ím o hmotnosti 2 kg

(b) Tìleso v ko¾eném potahu se
záva¾ím o hmotnosti 5 kg

(c) Experimentální soustava tìlesa
v ko¾eném potahu se záva¾ím o hmotnosti

2 kg na podlo¾ce pota¾ené látkou

(d) Experimentální soustava tìlesa
v ko¾eném potahu se záva¾ím o hmotnosti

5 kg na podlo¾ce pota¾ené látkou

Obr. 55: Tìlesa v ko¾eném potahu se záva¾ími na látce a pøíslu¹né experimentální
soustavy

V tabulce 2 je uveden pøehled hmotností v¹ech variant tìlesa, které byly bìhem experi-
mentálních mìøení pou¾ity. Hmotnost tìlesa je dùle¾itým parametrem, proto¾e je úmìrná
tíhové síle, která je úmìrná tøecí síle, je¾ je hlavním pøedmìtem zkoumání tohoto mìøení.

71



varianta tìlesa celková hmotnost [kg]
kostka POM-C, viz obr. 51a 3,150

kostka POM-C v látkovém potahu, viz obr. 51b 3,200
kostka POM-C v ko¾eném potahu, viz obr. 51c 3,270

kostka POM-C kostka POM-C v ko¾eném potahu
se záva¾ím 2 kg, viz obr. 55a

5,340

kostka POM-C kostka POM-C v ko¾eném potahu
se záva¾ím 5 kg, viz obr. 55b

8,410

Tab. 2: Tabulka hmotností v¹ech variant tìlesa pøi experimentálních mìøení

6.1.2 Dal¹í varianta testovací soustavy

Dále byla zkoumána mo¾nost roz¹íøit testovací soustavu o pru¾ný èlen, který by byl
zaøazen mezi budicí zaøízení se silomìrem a tìleso. První mo¾ná varianta pru¾ného èlenu
v experimentální soustavì je kovová pru¾ina. Informace o výrobì a provedení pru¾in byly
získány z osobní konzultace ve spoleènosti IVEZA Výroba pru¾in Plzeò. Experiment je
navr¾en tak, ¾e tìleso má být buzeno periodickým pohybem. Pru¾ný èlen tedy musí být
schopen se smr¹»ovat i roztahovat. Vìt¹ina vyrábìných pru¾in je ta¾ná nebo tlaèná. Ta¾ná
pru¾ina je na zaèátku tvoøena závity, které jsou tìsnì u sebe. Není tedy mo¾né ji u¾
dále stlaèovat. Bìhem roztahování pru¾iny pùsobí proti smìru pohybu síla pru¾iny pøímo
úmìrná tuhosti a výchylce z rovnová¾né polohy. Po uvolnìní pru¾iny se vrátí do pùvodního
stavu. Ta¾ná pru¾ina mù¾e být bez pøedpìtí, co¾ znamená, ¾e závity mají mezi sebou malou
vùli (ideálnì nulovou). Druhé provedení ta¾né pru¾iny je s pøedpìtím, kdy je tøeba vyvinout
poèáteèní sílu, aby se pru¾ina zaèala natahovat. Konce tlaèných pru¾in mohou být otevøené
nebo uzavøené a obrobené nebo neobrobené.

Druhým typem je tlaèná pru¾ina slou¾ící k pru¾nému stlaèování. Mezi závity jsou me-
zery, tak¾e pøi pùsobení vnìj¹í síly se pru¾ina stlaèuje a pùsobí opìt silou proti smìru po-
hybu o velikosti úmìrné tuhosti pru¾iny a délce stlaèení. Kdy¾ na tlaènou pru¾inu pøestane
pùsobit vnìj¹í síla, vrátí se do svého rovnová¾ného stavu. Pokud by se za tlaènou pru¾inu
zatáhlo, do¹lo by k trvalé deformaci a pru¾ina by ji¾ nemìla svou pùvodní tuhost.

Ani jedna z tìchto pru¾in tedy není vhodná pro periodický pohyb v okolí rovnová¾né
polohy. Pru¾ina, která by byla vhodná, je tzv. ta¾no-tlaèná. Jedná se v podstatì o tlaènou
pru¾inu (mezi závity jsou v rovnová¾né poloze mezery), kterou je ale mo¾né také roztahovat
bez trvalé deformace. Takováto pru¾ina ale nemá obecnì symetrickou tuhost pro stlaèování
i roztahování, co¾ komplikuje modelování pohybu tìlesa, které je k ní pøichycené. Pøíklad
ta¾no-tlaèné pru¾iny je na obr. 56.
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Obr. 56: Pøíklad ta¾no-tlaèných pru¾in zakonèených celými otevøenými neobrobenými
oky, fotka poøízena ve spoleènosti IVEZA Výroba pru¾in Plzeò

V pøípadì objednání pru¾iny je tøeba poskytnout výrobci parametry pru¾iny: d prùmìr
drátu, D støední prùmìr vinutí (vnìj¹í prùmìr celé pru¾iny), i poèet èinných závitù, délku
tìla (závitové èásti), závìsnou délku (mezi vnitøky ok) a materiál. Standardní pru¾iny
jsou vyrobeny z pru¾inové oceli (patentovaný drát) nebo z nerezové oceli. V pøípadì, ¾e
zadavatel po¾aduje od pru¾iny urèitou tuhost, musí konkrétní parametry dopoèítat. Pro
úèely experimentu je dùle¾ité zvolit vhodnou tuhost, proto¾e pøi pou¾ití pru¾iny s pøíli¹
nízkou tuhostí nedojde k pøenesení pohybu od budicího zaøízení a zároveò pøíli¹ vysoká
tuhost pøená¹í pohyb jako tuhá vazba a sni¾uje se pak pøidaná hodnota pou¾ití pru¾iny
(viz obr. 22). Vzorec pro výpoèet tuhosti ¹roubové pru¾iny je [11]

k =
Gd4

iD3
, (90)

kde d je prùmìr drátu,D støední prùmìr vinutí, i poèet èinných závitù a Gmodul pru¾nosti
ve smyku. Pou¾ití pru¾iny jako pru¾ného èlenu pro experimentální soustavu se ukázalo
problematické nejen v nesymetriènosti tuhosti ta¾no-tlaèné pru¾iny a v komplikovanosti pøi
objednání vhodné pru¾iny, ale i v uchycení ke zbytku experimentální soustavy. Provedení
koncù pru¾in je pùl oko, celé oko, vmáèknuté oko nebo prodlou¾ené oko. Vzhledem k tomu,
¾e jsou pru¾iny zakonèeny oky, je tì¾ké je pevnì uchytit a zajistit pøímoèarý pohyb tak, aby
se pøipojené tìleso neodchylovalo od smìru buzení. Technické provedení uchycení pru¾iny
bez ne¾ádoucího ovlivnìní kvality mìøení nebylo v testovacím oddìlení mo¾né. Jako dal¹í
varianta pru¾ného èlenu byl zva¾ován tlumiè. Vysoká hodnota tlumení by ale vná¹ela
do experimentu disipaci energie a bylo by tì¾ké rozpoznat ztrátu energie vlivem tøení
a tlumení. Z tohoto dùvodu byla nakonec zvolena experimentální soustava bez pru¾ného
èlenu v podobì uvedené na obr. 49.
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6.1.3 Popis provedených experimentálních mìøení

Bìhem experimentálního mìøení byly provedeny dva typy testù. Jako první byla na-
de�nována procedura roztlaèování tìlesa konstantní rychlostí postupnì 5, 10, 15, 20, 25
a 30 mm/s. Ka¾dou rychlostí se tìleso v jednom cyklu pohybovalo po dráze 5 cm, celkem
tedy 30 cm, a mezi jednotlivými rychlostmi se na 1 sekundu zastavilo. Válci bylo pøi tomto
mìøení nastaveno maximální zrychlení 0,2 m/s2, co¾ pro daný rozsah rychlostí zajistilo do-
sa¾ení po¾adované rychlosti ve velice krátkém èasovém úseku (od 25 do 150 ms). Tento typ
testù byl stanoven za úèelem získání statického a dynamického koe�cientu tøení µs a µd.
Poté, co tìleso urazilo dráhu 30 cm, bylo válcem zata¾eno zpìt a pohyb se opakoval. V jed-
nom mìøení se zopakoval pohyb tøikrát a celkovì trval jeden test necelé dvì minuty. Prùbìh
posuvu pøi jednom mìøení tohoto experimentu je zobrazen na obr. 57. Ka¾dé mìøení bylo
provedeno tøikrát pro ka¾dou z dvanácti variant kombinací materiálù (viz obr. 52) a dvì
dal¹í se zmìnou hmotnosti tìlesa pomocí záva¾í (viz obr. 55). Celkovì byl tedy tento test
proveden ètyøicetdvakrát.
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Obr. 57: Prùbìh posuvu tìlesa pøi experimentálním mìøení è. 1

Jako druhý test byl nade�nován periodický pohyb s kinematickým buzením o maximální
rychlosti 15 mm/s. Tato hodnota rychlosti byla zvolena, proto¾e z testovaných rychlostí
vykazovala nejni¾¹í rozptyl v namìøených hodnotách síly. Válci bylo pro tento test nasta-
veno minimální mo¾né zrychlení 0,002 m/s2, aby bylo dosa¾eno pozvolnìj¹ího pøechodu
mezi rychlostmi. Díky tomu je mo¾né ze zmìøených hodnot prùbìhu síly na èase získat
kromì statického a dynamického koe�cientu tøení µs a µd také exponenciální konstantu
pøechodu c èi data �tovat na dal¹í modely s více parametry. Prùbìh posuvu pøi jednom
mìøení druhého experimentu je zobrazen na obr. 58, opìt se jednalo o tøi periody pohybu.
Celkový èas jednoho testu byl necelé tøi minuty. Ka¾dé mìøení bylo provedeno tøikrát pro
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ka¾dou z dvanácti variant kombinací materiálù (viz obr. 52) a dvì dal¹í se zmìnou hmot-
nosti tìlesa pomocí záva¾í (viz obr. 55). Celkovì byl i druhý test proveden ètyøicetdvakrát.

Pro sbìr ve¹kerých dat bìhem mìøení (èas, síla, poloha) byl pou¾it program catman
Data Acquisition Software. Po ka¾dém provedeném mìøení bylo tìleso vráceno do výchozí
polohy. V¾dy bylo pøekontrolováno dostateèné uta¾ení ¹roubù, které slou¾ily k uchycení
budicího zaøízení k tìlesu (viz obr. 53c). Pøed zaèátkem ka¾dého mìøení bylo zaji¹tìno,
aby silomìr mìøil hodnotu co mo¾ná nejblí¾e k nule pomocí jemného pozicování tìlesa
(drobné poklepávání na tìleso v potøebném smìru).
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Obr. 58: Prùbìh posuvu tìlesa pøi experimentálním mìøení è. 2

6.2 Výsledky experimentálního mìøení

Obì experimentální mìøení popsaná v oddíle 6.1 byla pro ka¾dou z dvanácti kombinací
materiálu provedena tøikrát za kontrolovaných podmínek. Výsledkem mìøení jsou data
prùbìhu síly na èase za pøedepsaného posuvu, který je zobrazen pro první test na obr. 57
a pro druhý test na obr. 58. V rámci zpracování dat i bìhem mìøení bylo vyhodnocováno,
zda si výsledky ze tøí opakování mìøení daného testu odpovídají. V pøípadì, ¾e do¹lo
k výrazné odchylce nìkteré mìøené varianty (napø. vlivem zneèi¹tìní povrchu), bylo mìøení
opakováno.

Na obr. 59a a 59b je ukázka výsledných dat mìøení prvního testu pro kombinaci mate-
riálù kù¾e na látce a POM-C na hliníku. Výsledky se pro jednotlivé kombinace materiálù
li¹í nejen ve velikosti pùsobící síly, ale i v prùbìhu, co¾ ukazuje komplikovanost jevu tøení.
V prùbìhu síly jsou patrné výkyvy bìhem roztlaèování tìlesa. Ty odpovídají statické tøecí
síle, která musí být pøekonána pro uvedení tìlesa do pohybu. Následný prùbìh síly pøi
konstantní rychlosti odpovídá dynamické tøecí síle. U varianty kù¾e na látce jsou vrcholy
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statické tøecí síly výraznìj¹í ne¾ u hlad¹í kombinace povrchu POM-C na hliníku.
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(a) Tìleso v ko¾eném potahu na látce
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(b) Tìleso z materiálu POM-C na hliníku

Obr. 59: Pøíklady prùbìhu pùsobící síly budicího zaøízení pøi experimentálním testu è. 1,
uvedené výsledky jsou pro tøi mìøení tøí period pohybu

Na obr. 60 je pøehled prùbìhu pùsobící síly bìhem jedné periody experimentu è. 1 pro
v¹ech dvanáct kombinací materiálù. Stejné materiály tìlesa jsou umístìny ve sloupcích nad
sebou a stejné materiály podlo¾ky jsou v øádku vedle sebe.
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(a) POM-C na POM-C (b) Látka na POM-C (c) Kù¾e na POM-C

(d) POM-C na látce (e) Látka na látce (f) Kù¾e na látce

(g) POM-C na hliníku (h) Látka na hliníku (i) Kù¾e na hliníku

(j) POM-C na kù¾i (k) Látka na kù¾i (l) Kù¾e na kù¾i

Obr. 60: Pøehled prùbìhu síly bìhem jedné periody experimentu è. 1
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Na obr. 61a a 61b je ukázka výsledných dat mìøení druhého testu pro kombinaci mate-
riálù kù¾e na látce a POM-C na hliníku. Výsledky se pro jednotlivé kombinace materiálù
opìt li¹í nejen ve velikosti pùsobící síly, ale i v prùbìhu, kdy napø. pøi pohybu kù¾e po
látce je dosa¾eno maximální síly tìsnì pøed zmìnou smìru pohybu tìlesa (zmìna znaménka
pùsobící síly na záporné), oproti tomu u mìøení POM-C na hliníku v polovièním èase.
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(a) Tìleso v ko¾eném potahu na látce
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(b) Tìleso z materiálu POM-C na hliníku

Obr. 61: Pøíklad prùbìhu pùsobící síly budicího zaøízení pøi experimentálním testu è. 2,
uvedené výsledky jsou pro tøi mìøení tøí period pohybu
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6.3 Urèení parametrù tøení z experimentálních dat

Na základì dat získaných z experimentálního mìøení popsaného v podkapitole 6.1,
jejich¾ pøíklady jsou uvedeny v podkapitole 6.2, byly urèeny koe�cienty tøení. V pøípadì
experimentálního mìøení è. 1 byly výsledné hodnoty stanoveny odeètením z grafu prùbìhu
síly na èase (viz obr. 59b a 59a). Statická tøecí síla Fs byla stanovena jako prùmìrná hodnota
v¹ech lokálních extrémù, které se v grafu objevily pøi roztlaèování tìlesa (viz poznámky
u køivek v grafu na obr. 62). Hodnota statického koe�cientu tøení µs byla pak stanovena
podìlením Fs tíhovou silou tìlesa

µs =
Fs
Fn

=
Fs
m · g

. (91)

Dynamický koe�cient tøení µd byl stanoven z dynamické tøecí síly Fd jako

µd =
Fd
Fn

=
Fd
m · g

. (92)

Velikost Fd byla získána jako prùmìrná hodnota z pùsobící síly mimo roztlaèování tìlesa
a èásti mìøení s nulovou rychlostí, tedy v pøípadì konstantní rychlosti (nulového zrychlení
tìlesa). Hmotnosti v¹ech variant tìles jsou uvedeny v tabulce 2. Za gravitaèní konstantu g
bylo dosazeno 9,81 m/s2.

Na obr. 62 je zobrazen pøíklad vyhodnocení dvou variant mìøení. Statická i dynamická
tøecí síla vychází v pøípadì pohybu POM-C po kù¾i vy¹¹í ne¾ po látce. Je patrné, ¾e prùbìh
síly na èase se pro stejné tìleso (v uvedeném pøíkladu POM-C) znaènì li¹í v závislosti na
materiálu podlo¾ky nejen ve velikosti síly, ale i v jejím prùbìhu. V pøípadì pohybu mate-
riálu POM-C po látce (viz obr. 62a) je pro mìøený rozsah rychlostí konstantní dynamická
tøecí síla (pøi konstantní rychlosti). Pro popis tøecí síly by tedy byl dostaèující Coulombùv
model. Oproti tomu pøi pohybu POM-C po kù¾i (viz obr. 62b) roste hodnota dynamické
tøecí síly s rostoucí velikostí rychlosti. Pro zahrnutí tohoto chování do simulace by tedy
bylo potøeba pou¾ít slo¾itìj¹í model tøení.

Dal¹ím rozdílem je, ¾e bìhem pohybu POM-C po látce se hodnota dynamického ko-
e�cientu tøení µd = 0,17 li¹í od statického µs = 0,22 pouze o malou hodnotu. V pøípadì
pohybu POM-C po kù¾i je rozdíl mezi koe�cienty výraznì vy¹¹í: µs = 0,80, µd = 0,47.
Získané koe�cienty tøení pro v¹echny kombinace materiálù jsou uvedeny v tabulce 3 a 4.
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(a) Vyhodnocení statické a dynamické tøecí síly pøi pohybu tìlesa materiálu POM-C po látce

(b) Vyhodnocení statické a dynamické tøecí síly pøi pohybu tìlesa materiálu POM-C po kù¾i

Obr. 62: Pøíklady vyhodnocení experimentu è. 1
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materiál povrchu materiál povrchu
µs µdtìlesa podlo¾ky

POM-C POM-C 0,40 0,27
POM-C hliník 0,19 0,15
POM-C látka 0,22 0,17
POM-C kù¾e 0,80 0,47
látka POM-C 0,26 0,21
látka hliník 0,22 0,17
látka látka 0,55 0,41
látka kù¾e 0,40 0,22
kù¾e POM-C 0,77 0,48
kù¾e hliník 0,91 0,90
kù¾e látka 0,58 0,37
kù¾e kù¾e 0,40 0,18

Tab. 3: Koe�cienty tøení tìles rùzných kombinací materiálu urèené z experimentálních dat

V tabulce 3 jsou výsledné koe�cienty tøení pro dvanáct kombinací materiálù tìlesa
a podlo¾ky. Nejni¾¹í hodnoty koe�cientù tøení vy¹ly pøi pohybu materiálu POM-C po
hliníku: µs = 0,19, µd = 0,15. Nejvy¹¹í hodnoty naopak dosáhla tøecí síla v pøípadì pohybu
kù¾e po hliníku: µs = 0,91, µd = 0,90. V tomto pøípadì vy¹la také hodnota statické a tøecí
síly témìø stejná.

Vzhledem k tomu, ¾e byl v mìøených variantách pou¾it stejný materiál pro pohybující
se tìleso i podlo¾ku, je mo¾né porovnat výsledné koe�cienty tøení pøi kontaktu stejných
dvojic materiálù POM-C s látkou, POM-C s kù¾í a látka s kù¾í. V kombinaci materiálù
POM-C a látka vy¹ly koe�cienty tøení µs = 0,22, µd = 0,17 a s tìlesem POM-C a µs = 0,26,
µd = 0,21 s tìlesem pota¾eným látkou. Hodnoty koe�cientù si tedy odpovídají dobøe. Na
obrázcích 60b a 60d je vidìt, ¾e i prùbìhy sil bìhem mìøení jsou velmi podobné. V obou
pøípadech je pøi v¹ech konstantních rychlostech velikost pùsobící síly také konstantní.

Pøi kombinaci materiálù POM-C a kù¾e vy¹ly koe�cienty tøení: µs = 0,80, µd = 0,47
s tìlesem POM-C a µs = 0,77, µd = 0,48 s tìlesem pota¾eným kù¾í. Hodnoty koe�cientù
si tedy odpovídají velmi pøesnì. Na obrázcích 60c a 60j je ale vidìt, ¾e prùbìh sil bìhem
mìøení je rozdílný. V pøípadì pohybu kù¾e po POM-C je pøi konstantní rychlosti velikost
síly také konstantí, zatímco pøi pohybu POM-C po kù¾i je síla vìt¹í pøi vy¹¹í rychlosti
a roste i bìhem pohybu s konstantní rychlostí.

V pøípadì kombinace materiálù látka a kù¾e vy¹ly koe�cienty tøení µs = 0,40, µd = 0,22
pro pohyb látky po kù¾i a µs = 0,58, µd = 0,37 pro pohyb kù¾e po látce. Zde je ji¾ rozdíl
mezi výsledky pomìrnì znaèný. Hodnota koe�cientù tøení pøi pohybu látky po kù¾i je
ale velmi blízká výsledným koe�cientùm pøi pohybu kù¾e po látce s tìlesem se záva¾ím
o hmotnosti 5 kg, kde jsou výsledky µs = 0,40, µd = 0,25, viz tabulka 4. Na obrázcích 60f
a 60k je vidìt, ¾e síly bìhem mìøení s materiály látka a kù¾e dosahují rùzné velikosti, ale
mají podobnou tendenci v prùbìhu. U obou kombinací materiálù je patrný nárùst pùsobící
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síly pro vy¹¹í rychlosti i bìhem pohybu s konstantní rychlostí.
V tabulce 4 jsou porovnány výsledky ze tøech rùzných mìøení síly pøi pohybu tìlesa

pota¾eného kù¾í po látkové podlo¾ce. Výsledné koe�cienty tøení v pøípadì tìlesa bez záva¾í
a se záva¾ím o hmotnosti 2 kg vy¹ly s dobrou shodou. V pøípadì se záva¾ím vy¹ly oba
koe�cienty o nìco ni¾¹í. U varianty s tì¾¹ím záva¾ím o hmotnosti 5 kg vy¹ly pøi srovnání
tøí variant v tabulce 4 koe�cienty tøení nejni¾¹í. Pro tuto kombinaci materiálù se tedy
ukázala tendence ni¾¹ího koe�cientu tøení pøi vy¹¹í tíhové síle.

hmotnost celková hmotnost
µs µdzáva¾í [kg] tìlesa se záva¾ím [kg]

{ 3,270 0,58 0,37
1,970 5,340 0,51 0,33
5,045 8,410 0,40 0,25

Tab. 4: Koe�cienty tøení látky s kù¾í urèené z experimentálních dat pohybu tìlesa
v ko¾eném potahu po látce pøi rùzných zatí¾eních
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7 Závìr

Tato diplomová práce se zabývala modelováním suchého tøení v numerických výpoè-
tech se zamìøením na rychlé dìje, pøedev¹ím pak simulace nárazu v rámci vývoje nových
automobilových sedaèek. Toto téma bylo zpracováno jak teoreticky, tak i prakticky imple-
mentováním simulace tøení v programu Matlab a LS-Dyna. Podaøilo se modelovat vybrané
dìje srovnatelným zpùsobem pomocí obou tìchto programù. V rámci práce bylo také na-
vr¾eno, realizováno a vyhodnoceno experimentální mìøení za úèelem stanovení koe�cientù
tøení ve vybraných modelech. Ze získaných dat mìøení dvanácti kombinací materiálù byly
úspì¹nì získány koe�cienty tøení. V následující èásti textu je zpracováno podrobnìj¹í shr-
nutí jednotlivých èástí práce a jsou uvedeny stì¾ejní závìry. Na základì uvedeného pøehledu
lze konstatovat, ¾e cíle vytyèené v úvodu práce byly splnìny.

Shrnutí teoretické èásti práce

Nejprve byla provedena studie modelù tøení pou¾ívaných v dynamice poddajných tìles.
V kapitole 2 byly pøedstaveny jako první statické modely tøení, které vycházejí z Cou-
lombova modelu se statickým a dynamickým koe�cientem tøení µs a µd. Dal¹í popsané
modely jsou Bensonùv model tøení, který ji¾ zahrnuje Stribeckùv efekt pomocí exponenci-
ální konstanty pøechodu c. Dále byly uvedeny Hladký Coulombùv model, Model zalo¾ený
na rychlosti a Karnoppùv model. Druhou skupinou popsaných modelù byly dynamické
modely tøení, které na rozdíl od statických pracují s vnitøní stavovou promìnnou. Mezi dy-
namické modely patøí modely Dahlùv, LuGre, Elasticko plastický, Stick-slip a Gonthierùv.
V kapitole následoval pøehled experimentálních mìøení, které slou¾í k získání potøebných
parametrù, které se v modelech vyskytují. Popsané experimentální testy byly Rabinowiczùv
test, test se tøemi stupni volnosti, pøedkluzná testovací soustava, buzený duálnì tlumený
oscilátor a experimentální soustava s piezoelektrickým pohonem. Jako dal¹í byly uvedeny
pøíklady testù z automobilového prostøedí. Jednalo se o testy, jejich¾ úèelem bylo stanovit
dynamické a statické koe�cienty tøení mezi rùznými materiály potahù sedaèky a odìvù
�guríny.

V kapitole 3 byl pøedstaven komerèní multifunkèní softwarový program LS-Dyna. Po-
psána byla historie jeho vývoje s ohledem na modelování tøení, jeho výpoèetní princip,
volba èasového kroku, explicitní a implicitní metoda èasové integrace. Dále bylo vysvìt-
leno de�nování kontaktu v modelu a tøi algoritmy, které slou¾í k výpoètu kontaktní tuhosti.
V dal¹ích oddílech bylo uvedeno, jakým zpùsobem je do simulací implementováno tlumení
a tøení. Souèástí popisu programu byl i pøehled typù výpoètù z oblasti vývoje nových
autosedaèek a diskuze o citlivosti numerických simulací.

Výsledky simulací v programu Matlab

V programu Matlab byl implementován vybraný statický i dynamický model tøení,
pøièem¾ výsledky byly uvedeny v kapitole 4. U statického modelu se jednalo o Coulombùv
model se Stribeckovým efektem a u dynamického o LuGre model. Tyto modely byly apli-
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kovány na úlohy dobr¾ïování tìlesa s poèáteèní rychlostí v0 = 1 m/s. Na obr. 11-13 byl
ukázán vliv parametrù µd, µs a c u statického modelu. Ukázalo se, ¾e v¹echny tøi parametry
mají na prùbìh polohy tìlesa v závislosti na èase významný vliv. Pro Coulombùv model se
Stribeckovým efektem byl také pøipraven model kinematického buzení tìlesa pøes pru¾ný
èlen. Na obr. 22 a 23 byl ukázán vliv parametrù pru¾ného èlenu (tuhost k a tlumení b).
Vìt¹í vliv na prùbìh polohy tìlesa vykazoval parametr tuhosti k. V závìru kapitoly bylo
porovnáno sedm øe¹ièù z rodiny funkcí ODE, které jsou v Matlabu dostupné. Ukázalo se, ¾e
øe¹it modelované úlohy v rozumném èase lze s vyu¾itím øe¹ièù ODE23, ODE45 a ODE113.

Výsledky simulací v programu LS-Dyna

V kapitole 5 byla popsána pøíprava, výpoèet a vyhodnocení modelu v LS-Dyna. Kom-
pletní pøehled v¹ech 63 výpoètù je uveden v tabulce v pøíloze A. Simulované úlohy byly
dobr¾ïování tìlesa s poèáteèní rychlostí v0 = 1 m/s a roztlaèování tìlesa lineárnì rostoucí
silou. Parametry modelu byly voleny stejnì jako v pøípadì simulací v Matlabu pro mo¾nost
porovnání výsledkù. Pro správné fungování tøení v modelu bylo dùle¾ité zahrnout gravi-
taci, aby se v modelu projevila tíhová síla. Bìhem výpoètu se objevil problém s ne¾ádoucím
natáèením tìlesa, které bylo vyøe¹eno pøidáním okrajových podmínek omezující posuv do
stran. Dal¹í øe¹ený problém bylo ne¾ádoucí pøeklápìní tìlesa. Toto bylo odstranìno pomocí
úpravy sítì modelu zaoblením ostrých hran kontaktu mezi tìlesy a v pøípadì roztlaèování
pùsobící silou zmìnou pùsobi¹tì síly.

Dále byly provedeny dal¹í varianty výpoètu s tìlesem tvaru kvádr místo krychle. Uká-
zalo se, ¾e rozdíl v posuvu pøi stejné poèáteèní rychlosti u obou tìles je minimální, co¾
odpovídá reálnému chování. U tìlesa tvaru kvádru byl vy¹etøen vliv zaoblení hrany. U kvá-
dru s ostrou hranou sice nedocházelo k ne¾ádoucímu pøeklápìní jako v pøípadì krychle,
ale zaoblení hrany mìlo podstatný vliv na ura¾enou vzdálenost. Pro úlohu dobr¾ïování
tìlesa byl vy¹etøen i vliv velikosti koneèných prvkù. Pøi zmen¹ení cílové velikosti elementu
z 5 mm na 2 mm mìl model pøi stejných parametrech problém se stabilitou a výpoèet
opakovanì skonèil pøedèasnì s chybovou hlá¹kou. Pro zvý¹ení stability bylo nutné pøidat
viskózní koe�cient tlumení VDC a také ¹kálovat kontaktní tuhost pomocí parametrù SFS
a SFM. S touto úpravou ji¾ výpoèet probìhl v poøádku. Dále byl porovnán vliv pou¾itého
kontaktního parametru, který se pro øe¹enou úlohu projevil jen minimálnì.

Porovnání výsledkù simulací v programech Matlab a LS-Dyna

Na obr. 42 jsou porovnány výsledky modelù dobr¾ïování tìlesa modelovaných v Matlabu
i v programu LS-Dyna. Podaøilo se dosáhnout velmi dobré shody mezi výstupy obou pro-
gramù. Dynamický LuGre model pøipravovaný v Matlabu mìl lep¹í shodu ne¾ Coulombùv
model díky vy¹¹ímu mno¾ství parametrù, které se dají upravovat. Tomuto výsledku od-
povídá i popsaný algoritmus tøení v LS-Dyna, který obsahuje mimo Coulombova tøení se
Stribeckovým efektem i vztah s vnitøní stavovou promìnnou a tuhostí rozhraní, podobnì
jako v pøípadì dynamického Dahlova modelu, ze kterého je LuGre odvozen. Na obr. 48 jsou
porovnány výsledky prùbìhu posuvu na èase pøi roztlaèování tìlesa lineárnì rostoucí silou
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F = 18 · t modelovaných v Matlabu i v programu LS-Dyna. Opìt bylo úspì¹nì dosa¾eno
velmi dobré shody pro statický i dynamický model. Výsledkùm z programu LS-Dyna opìt
lépe odpovídaly výsledky získané v Matlabu s dynamickým LuGre modelem.

Výpoèty v programu Matlab trvají ve srovnání s LS-Dyna krat¹í dobu. Je tedy mo¾né
rychleji porovnávat vliv vybraných parametrù, který je z výsledkù jasnì patrný. Dal¹í výho-
dou je, ¾e vzhledem k jednoduchosti modelu není výpoèet zatí¾en numerickou nestabilitou
(pøedèasným konèením s chybovou hlá¹kou). Pøi práci s vìt¹ím a slo¾itìj¹ím modelem ji¾
není mo¾né zapracovat do simulace v¹echny aspekty chování jednotlivých komponentù a in-
terakcí mezi nimi manuálnì. Je tedy potøeba vyu¾ít komerèní software. Rozsáhlý výpoèetní
program typu LS-Dyna pøiná¹í mo¾nost vytvoøit komplexní model, který poèítá s celou øa-
dou parametrù. Dal¹í výhodou výpoètù provedených v programu LS-Dyna je, ¾e výsledky
obsahují nejen graf s prùbìhy polohy a rychlosti na èase, ale i vizualizaci pohybu tìlesa
a dal¹í velièiny (napìtí, deformace, vnitøní energie. . .), které pomáhají s analýzou simulací.
Program Matlab je tedy vhodný pou¾ít pøi vy¹etøování konkrétního jevu nebo parametru.
Pøi práci na rozsáhlých modelech s velkým mno¾stvím komponentù, materiálù a kontaktù
je praktiètìj¹í provádìt výpoèty v programu LS-Dyna.

Experimentální mìøení a jeho výsledky

V kapitole 6 je popsáno experimentální mìøení, které se podaøilo navrhnout, pøipravit
a zrealizovat ve spolupráci s oddìlením Testing spoleènosti Lear Corporation Czech Re-
public, s. r. o. V této kapitole je podrobnì popsána celá experimentální soustava, která se
skládala z tìlesa, podlo¾ky, silomìru a budicího zaøízení. Souèástí testu bylo také mìøení
prùbìhu posuvu pomocí snímaèe polohy. Zkoumány byly kombinace materiálù polyoxi-
metylen (POM-C), kù¾e a látka na tìlese a POM-C, hliník, kù¾e a látka na podlo¾ce.
Celkem bylo testování provedeno na dvanácti rùzných kombinacích materiálù. Navr¾eny
a provedeny byly dva rùzné typy testù. Pøi prvním testu se tìleso pohybovalo po èástech
konstantní rychlostí. Vy¹etøována byla síla pøi roztlaèování tìlesa (statická tøecí síla) a síla
pro udr¾ení konstantní rychlosti tìlesa (dynamická tøecí síla). Pøi druhém testu se tìleso
nepohybovalo pouze s konstantní rychlostí, ale konalo kmitavý pohyb s prùbìhem rychlostí
støídavì od 0 mm/s do 15 mm/s. Druhý test se zamìøoval i na získání exponenciální kon-
stanty pøechodu c èi dal¹ích parametrù modelu zohledòující zmìnu tøecí síly v závislosti
na zmìnì rychlosti. Získaná data obsahují prùbìh pùsobící síly na èase pøi pøedepsaném
kinematickém buzení pro celkem 84 provedených mìøení.

Z namìøených dat prvního experimentu byly získány koe�cienty tøení pro Coulombùv
model, které jsou uvedeny v tabulce 3. Statický koe�cient tøení byl stanoven z prùmìrné
velikosti síly, která byla potøeba pro roztlaèení tìlesa. Dynamický koe�cient tøení byl vy-
poèítán z prùmìrné hodnoty síly, která pùsobila pøi konstantní rychlosti tìlesa. Ukázalo
se, ¾e pro nìkteré kombinace materiálù (POM-C na POM-C, látka na POM-C, kù¾e na
POM-C, POM-C na látce, látka na látce, POM-C na hliníku, viz obr. 60) je pùsobící síla
pøi konstantní rychlosti konstantní a tedy Coulombùv model dostateènì vìrnì popisuje
reálné chování systému. Pro ostatní kombinace materiálù je patrný nárùst pùsobící síly pøi
vy¹¹í rychlosti tìlesa, co¾ ukazuje, ¾e vìrné popsání reálného chování vy¾aduje slo¾itìj¹í
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model. Hodnoty statického koe�cientu tøení vy¹ly v rozsahu od 0,19 do 0,91 a hodnoty
dynamického koe�cientu od 0,15 do 0,9. Nejni¾¹í hodnotu koe�cientù tøení mìla kombi-
nace materiálù POM-C na hliníku. Nejvy¹¹í hodnotu pak kù¾e na hliníku. Bylo provedeno
porovnání výsledných koe�cientù tøení stejných dvojic materiálù pøi výmìnì materiálu na
tìlese a podlo¾ce. Pro materiály POM-C a látka si odpovídaly jak hodnoty koe�cientù
tak i prùbìhy sil bìhem mìøení. Pro materiál POM-C a látka si odpovídaly koe�cienty
tøení velmi dobøe, ale prùbìh síly byl rozdílný. V pøípadì kombinace kù¾e a látky vy¹el
velký rozdíl v namìøených koe�cientech pøi stejné váze tìlesa. Hodnoty si ale odpovídaly
velmi pøesnì pøi porovnání výsledkù pohybu tìlesa pota¾eného látkou po kù¾i a tìlesa se
záva¾ím 5 kg pota¾eném kù¾í po látce. V pøípadì tøení mezi kù¾í a látkou byla mìøena,
vyhodnocena a porovnána varianta tìlesa se záva¾ími 2 a 5 kg. Ukázalo se, ¾e pro vy¹¹í
hmotnost, a tedy tíhovou sílu, jsou koe�cienty tøení µs a µd ni¾¹í.

Data získaná bìhem experimentálních testù poskytují pøíle¾itost pro dal¹í zkoumání
jevu tøení a podrobnìj¹í identi�kaci parametrù. Navr¾ená experimentální procedura umo¾-
òuje v budoucnu získat parametry tøení pro nové kombinace materiálù.
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A Pøehled provedených výpoètù v programu LS-Dyna

V této pøíloze je uvedený pøehled v¹ech provedených simulací v programu LS-Dyna.
Jedná se o simulace pohybu tìlesa na desce, které je roztlaèované pùsobící silou nebo zpo-
maluje vlivem tøecí síly z poèáteèní rychlosti. Postup pøípravy modelu a výsledky jsou
uvedeny v kapitole 5 Simulace v LS-Dyna. V¹echny výpoèty byly provádìny ve verzi pro-
gramu LS-Dyna 7.1.2 na 16 centrálních procesorových jednotek (CPU). Délka simulace
byla nastavena u prvního výpoètu na 5 ms, pro 2.{11. na 2500 nebo 3500 ms a od 12. vý-
poètu dále na 500 ms. Èas výpoètu je odvislý od délky simulace a poètu elementù v modelu
(jemnost sítì). Pro uvedené simulace se øádovì pohyboval od 10 minut do 1,5 hodiny.

Tabulka obsahuje v prvním sloupci tzv. ID modelu ka¾dého výpoètu. První èást ID
je poøadové èíslo výpoètu a druhé èíslo oznaèuje simulaci, ze které se pøi pøípravì modelu
vycházelo. V druhém sloupci zatì¾ování je uvedeno, jaké byly ve výpoètu de�novány
poèáteèní nebo okrajové podmínky, tedy jaká byla velikost poèáteèní rychlosti nebo pù-
sobící síly. Ve tøetím sloupci úpravy je popsáno, jaké byly na modelu provedeny zmìny
oproti pøedchozí variantì (druhé èíslo v run ID). Ve sloupci výsledek je zaznamenáno
výsledné chování modelu. V posledním sloupci závìr jsou shrnuty poznatky pro dal¹í
variantu výpoètu.

model
ID

zatì¾ování úpravy výsledek závìr

01 00 v0 = 10 m/s deska, tìleso rovnomìrný
pohyb

zvìt¹it rozmìry
modelu,

prodlou¾it èas
02 01 v0 = 10 m/s del¹í výpoèetní

èas
tìleso sjede

z podlo¾ky, brzdí
moc pomalu

tøení nefunguje

03 02 v0 = 1 m/s sní¾ení poèáteèní
rychlosti v0

tìleso sjede
z podlo¾ky, brzdí
moc pomalu

tøení nefunguje

04 03 v0 = 0,1 m/s sní¾ení poèáteèní
rychlosti v0

tìleso brzdí moc
pomalu

pøidání gravitace

05 04 F = 5 N pøidání souboru
se zátì¾nou

køivkou, pùsobí
na set 9 uzlù

kostka se pøeklápí
a odkutálí se
z podlo¾ky

06 04 F = 4 N pøidání gravitace
*LOAD BODY Z

kostka se pøeklápí
a odkutálí
z podlo¾ky

07 04 v0 = 0,1 m/s pøidání gravitace
*LOAD BODY Z

po 1000 ms
kostka stoupá

gravitace po
celou dobu
simulace
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model
ID

zatì¾ování úpravy výsledek závìr

08 07 v0 = 1 m/s èas trvání
gravitace vy¹¹í

ne¾ délka
simulace

tøení funguje,
kostka zatáèí, viz

obr. 30

pøidat okrajové
podmínky na
kostce, viz
obr. 28

09 05 F = 5 N síla pùsobí na
v¹echny uzly na
zadní stranì

kostky

chybová hlá¹ka:
negativní objem

moc velká
pùsobící síla

10 05 F = 5 N síla pùsobí na
øadu uzlù na
zadní stranì

kostky

kostka se kutálí,
vystøelí nahoru

11 05 F = 5 N zmìna tøecích
koe�cientù

kostka se kutálí,
vystøelí nahoru

síla v zátì¾né
køivce se musí

dìlit poètem uzlù
12 05 F = 5 N síla v zátì¾né

køivce podìlené
poètem uzlù
v setu (9)

kostka se
nepohybuje

13 12 F (t) = 0,02 · t
[ms] N

lineárnì rostoucí
síla

kostka se rozjí¾dí
pro t = 300 ms,
tj. F = 5,4 N

vykreslovat
výsledky

z nekomprimova-
ných dat

14 08 v0 = 1 m/s úprava orientace
modelu

v prostoru,
natoèení do
smìru x

tøení funguje,
kostka zatáèí, viz

obr. 30

pøidat okrajové
podmínky na
kostce, viz
obr. 28

15 15 F (t) = 0,02 · t
[ms] N

úprava orientace
modelu

v prostoru,
natoèení do
smìru x

kostka se rozjí¾dí
pro t = 290 ms,
tj. F = 5,2 N

16 12 F = 5,5 N vy¹¹í konstantní
síla

mikro pohyb na
místì

vy¹¹í pùsobící síla

17 14 v0 = 1 m/s omezení posuvu
kostky ve smìru

osy y a z

zpomalení kostky
a¾ po 150 ms
konst. rychlosti

zkusit nastavit
tìleso jako tuhé,
zaoblit rohy
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model
ID

zatì¾ování úpravy výsledek závìr

18 15 F (t) = 5 + 0,05 · t
[ms] N

pomalej¹í nábìh
lineárnì rostoucí

síly

kostka se rozjí¾dí
pro t = 350 ms,
tj. F = 6,3 N

19 16 F = 6 N vy¹¹í konstantní
síla

mikro pohyb na
místì

20 17 v0 = 1 m/s tuhé tìleso:
*MAT RIGID

konst. rychlost
kostky 25 ms,

prudké zastavení
pro t = 40 ms

posuv omezit jen
ve smìru y, ne z,
nefunguje pak
gravitace

21 17 v0 = 1 m/s okrajová
podmínka pro

posuv ve smìru y

zpomalování,
v t = 50 ms

pøeklápìní, viz
obr. 32

zaoblit hranu
krychle (zvednutí
pøední øady uzlù)

22 15 F (t) = 0,018 · t
[ms] N

lineárnì rostoucí
síla

rozjí¾dìní kostky
pro t = 290 ms,
tj. F = 5,2 N,
¹kobrtnutí

v t = 390 ms
o 1,7 mm, viz
obr. 43, 44

set s uzly volit
ní¾e

23 22 F = 6 N úprava orientace
modelu, natoèení

do smìru x

problém: nedojde
k roztlaèení
kostky, mikro
pohyb na místì

þusazováníÿ
vlivem gravitace

trvá 20 ms

24 21 v0 = 1 m/s zaoblení hrany
krychle, viz
obr. 33

správné chování,
viz obr. 34

úprava hrany
krychle pomù¾e
ke správnému
výsledku

25 22 F = 0 N
t ∈ 〈0, 200〉 ms,

F =
0,054 · t− 10,8 N
t ∈ 〈200, 300〉 ms,
F = 0,018 · t N
t ∈ 〈300, 500〉 ms

set s uzly pro
pùsobení síly

ní¾e, viz obr. 29

správné chování,
rozjí¾dìní kostky
pro t = 300 ms,
tj. F = 5,4 N

zmìna setu pro
pùsobení síly

pomù¾e

26 22 F (t) = 0,018 · t
[ms] N

zaoblení hrany
krychle, viz
obr. 33

roztlaèení kostky,
¹kobrtnutí,

oscilace rychlosti,
viz obr. 45

zaoblení hrany
krychle

nepomù¾e
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model
ID

zatì¾ování úpravy výsledek závìr

27 25 F = 0 N chování modelu
bez zatì¾ování

mikro pohyb na
místì

þusazováníÿ
vlivem gravitace
trvá 20 ms,

zkusit nábìh síly
28 26 F = 0 N

t ∈ 〈0, 200〉 ms,
F =

0,054 · t− 10,8 N
t ∈ 〈200, 300〉 ms,
F = 0,018 · t N
t ∈ 〈300, 500〉 ms

lineární nábìh
síly a¾ po
prodlevì

oproti pøedchozí
variantì zhor¹ení:
vy¹¹í výkyv v z

nábìh síly
výsledek
nevylep¹il

29 23 F = 6 N set s uzly ní¾e,
viz obr. 29

problém: nedojde
k roztlaèení

kostky

pùsobení budicí
síly ní¾e
nepomù¾e

30 23 F = 0 N
t ∈ 〈0, 50〉 ms,
F = 6 N

t ∈ 〈50, 500〉 ms

konst. budicí síla
a¾ po prodlevì

problém: nedojde
k roztlaèení

kostky

prodleva
v pùsobící síle
nepomù¾e

31 26 F = 6 N zaoblení hrany
krychle, viz
obr. 33

problém: nedojde
k roztlaèení

kostky

zaoblení hrany
nepomù¾e

32 25 F = 0,6 · t [ms] N
t ∈ 〈0, 10〉 ms,
F = 6 N

t ∈ 〈10, 500〉 ms

lineární nábìh
síly prvních

10 ms

problém: nedojde
k roztlaèení

kostky

lineární nábìh na
konst. sílu
nepomù¾e

33 25 F = 0 N
t ∈ 〈0, 50〉 ms,

F = 0,6 · t− 30 N
t ∈ 〈50, 60〉 ms,

F = 6 N
t ∈ 〈60, 500〉 ms

prodleva +
lineární nábìh na

konst. sílu

problém: nedojde
k roztlaèení

kostky

prodleva +
lineární nábìh na

konst. sílu
nepomù¾e

34 28 F = 0 N
t ∈ 〈0, 50〉 ms,

F = 0,12 · t− 6 N
t ∈ 〈50, 100〉 ms,

F = 6 N
t ∈ 〈100, 500〉 ms

prodleva +
pomalej¹í lineární
nábìh na konst.

sílu

problém: nedojde
k roztlaèení

kostky

prodleva +
pomalej¹í lineární
nábìh na konst.
sílu nepomù¾e
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model
ID

zatì¾ování úpravy výsledek závìr

35 27 F = 0 N chování modelu
bez zatì¾ování,
bez omezení ve

smìru y

ustalování polohy
x, y, z, viz
obr. 31

þusazováníÿ
vlivem gravitace

trvá 20 ms

36 29 F = 6 N zvednutí tìlesa
o 1 mm nad

desku

bìhem dopadu
posuv na x, po
dopadu ji¾ ne

síla pùsobí, ale
po dopadu

kostku neroztlaèí
37 24 v0 = 1 m/s men¹í elementy:

2 mm
chyba po 75 ms:
negativní objem,
deformace desky,

viz obr. 37

nutná úprava
kontaktu

38 37 v0 = 1 m/s men¹í deska,
zvednutí tìlesa
0,1 mm nad

desku

chyba po 400 ms:
negativní objem

zvednutí tìlesa
prodlou¾ilo èas
do chyby, ale ne

dostateènì
39 38 v0 = 1 m/s výpis energií

(soubor binout)
chyba po 330 ms:
negativní objem,
viz obr. 38, 39

40 31 F = 6 N zaoblení v¹ech
spodních hran

kostky

kostka se rozjí¾dí
v 100 ms,

deformuje se,
pohyb ve smìru z

zaoblení v¹ech
hran nepomù¾e

41 40 F = 6 N zaoblení v¹ech
spodních hran +
zvednutí tìlesa

o 0,1 mm

posuv po x pouze
bìhem dopadu

zaoblení v¹ech
hran + zvednutí
kostky nepomù¾e

42 41 F = 9 N zvìt¹ení konst.
pùsobící síly na

9 N

posuv po x pouze
bìhem dopadu

ani vìt¹í konst.
síla kostku
neroztlaèí

43 39 v0 = 1 m/s parametr v
kontaktu
IGNORE

nastaven na 1
(ignorování
poèáteèních
penetrací)

chyba po 190 ms,
oscilace rychlosti
± 10 m/s a

posuvu v z a¾ 1,4
mm

zmìna parametru
IGNORE
nepomù¾e
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model
ID

zatì¾ování úpravy výsledek závìr

44 39 v0 = 1 m/s ¹kálovací faktory
SFS, SFM = 2

(místo 1)

chyba po 365 ms,
oscilace rychlosti,
posuvu v z a¾

2,5 mm

prodlou¾ení
výpoètu, ale ne
dostateènì,
problém

s oscilacemi
45 39 v0 = 1 m/s zmìna

kontaktního
algoritmu:

SOFT = 1 (viz
oddíl 3.2.1)

chyba po 190 ms,
oscilace rychlosti,
posuvu v z a¾

1,6 mm

zmìna
kontaktního
algoritmu
nepomù¾e

46 39 v0 = 1 m/s koe�cient
viskózního
tlumení

VDC = 20
(místo 0)

výpoèet skonèí
bez chyby,

oscilace rychlosti,
posuvu v z a¾

0,8 mm

parametr VDC
pomù¾e sní¾it

oscilace

47 45 v0 = 1 m/s SOFT = 1,
VDC = 20

chyba po 170 ms,
oscilace rychlosti,
posuvu v z a¾

5 mm

parametr VDC
s jiným

kontaktním
algoritmem
nezafungoval

48 46 v0 = 1 m/s parametry
kontaktu:
VDC = 30,

SFS, SFM = 2

výpoèet bez
chybové hlá¹ky,
oscilace rychlosti
ni¾¹í, viz obr. 40

dobré nastavení
parametrù
kontaktu

49 45 v0 = 1 m/s úprava
parametrù
v kontaktu
SOFT = 1

chyba po 365 ms,
oscilace rychlosti,
posuvu v z a¾

2,5 mm

úprava kontaktu
SOFT = 1
nepomù¾e

50 48 v0 = 1 m/s VDC = 30,
zvý¹ení

¹kálovacích
faktorù: SFS,
SFM = 3

výpoèet bez
chybové hlá¹ky,
oscilace rychlosti
a posuvu v z se

nezlep¹í

není lep¹í ne¾
pøedchozí
varianta

51 50 v0 = 1 m/s zvý¹ení koef.
viskózního
tlumení

VDC = 50,
SFS, SFM = 3

výpoèet bez
chybové hlá¹ky,
oscilace rychlosti
a posuvu v z se

nezlep¹í

není lep¹í ne¾
pøedchozí
varianta
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model
ID

zatì¾ování úpravy výsledek závìr

52 39 v0 = 1 m/s SOFT = 2 chyba po 120 ms,
rychlost na konci
prudce stoupne,
oscilace v z

zmìna
kontaktního
algoritmu

nezlep¹í výsledek
53 52 v0 = 1 m/s SOFT = 2,

VDC = 20
chyba po 165 ms,
rychlost na konci
prudce klesá,
oscilace v z

úprava nastavení
kontaktu
nefunguje

54 53 v0 = 1 m/s SOFT = 2,
VDC = 30,

SFS, SFM = 2

výpoèet bez
chybové hlá¹ky,
oscilace rychlosti

ni¾¹í

dobré výsledky,
ale del¹í dráha

ne¾ se SOFT = 0,
hor¹í shoda
s Matlabem

55 54 v0 = 1 m/s úprava
parametrù
v SOFT = 2

výpoèet bez
chybové hlá¹ky,
vy¹¹í oscilace

rychlosti a výkyv
na z

není lep¹í ne¾
varianta 54

56 25 v0 = 1 m/s del¹í èas výpoètu
(700 ms) pro
porovnání
výsledkù

s Matlabem

pohyb zaène
v 300 ms, krychle

urazí 26 cm

viz porovnání
s Matlabem

57 48 v0 = 1 m/s SOFT = 2 stejný posuv,
vy¹¹í oscilace
rychlosti, viz

obr. 41

vhodnìj¹í
SOFT = 0

101 24 v0 = 1 m/s zmìna tìlesa
z kvádru na
krychli:

100x50x50 mm

zpomalování
kvádru do

240 ms, urazí
11,2 cm

chování
v poøádku

102 101 v0 = 1 m/s zaoblení hrany
kvádru, viz
obr. 33

zpomalování
kvádru do

240 ms, urazí
12,5 cm viz
obr. 35

zaoblení vliv na
dráhu, viz

obr. 36, lep¹í
shoda

s Matlabem
103 102 F = 0,036 · t N roztlaèování

kvádru lineárnì
rostoucí silou

nedojde
k roztlaèení

tìlesa

pùsobení silou a¾
po prodlevì
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model
ID

zatì¾ování úpravy výsledek závìr

104 103 F = 0 N
t ∈ 〈0, 200〉 ms,

F =
0,108 · t− 21,6 N
t ∈ 〈200, 300〉 ms,
F = 0,036 · t N
t ∈ 〈300, 400〉

F =
0,01656 · t−648 N

roztlaèování
rostoucí budicí
silou s vìt¹í

smìrnicí rùstu
velikosti síly po

400 ms

roztlaèení v èase
300 ms, po 400
ms pøíli¹ prudký

pohyb

po 300 ms
lineární rùst síly

105 104 F = 0 N
t ∈ 〈0, 200〉 ms,

F =
0,108 · t− 21,6 N
t ∈ 〈200, 300〉 ms,
F = 0,036 · t N
t ∈ 〈300, 500〉

prùbìh pùsobící
síly jako pro
25 22, ale 2x
vy¹¹í (2x vìt¹í
hmotnost tìlesa)

kvádr urazí
3,5 cm, vìt¹í

oscilace rychlosti
ne¾ krychle, viz

obr. 47

prodlou¾it èas
simulace pro
porovnání
výsledkù

s Matlabem

106 103 F = 0 N
t ∈ 〈0, 200〉 ms,

F =
0,108 · t− 21,6 N
t ∈ 〈200, 300〉 ms,
F = 0,036 · t N
t ∈ 〈300, 500〉

del¹í èas výpoètu
(700 ms) pro
porovnání
výsledkù

s Matlabem

pohyb zaène
v èase 300 ms,
kvádr urazí

26 cm

viz porovnání
s Matlabem

97


