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Abstrakt

Tato préace se zabyva tlohou na vlastni ¢isla a Fucikovym spektrem radidlné symetrického Laplaceova ope-
ratoru s nelokdlni (integralni{) okrajovou podminkou v obecné dimenzi n.

Nejdrive vysetiime tilohu na vlastni ¢isla a odvodime prvni vétev Fuéikova spektra. Hlavni ¢asti této prace
je vSak regularni parametrizace celého Fucikova spektra ve treti dimenzi.

Klicova slova

radialni symetrie, nelokédlni okrajova podminka, vlastni ¢isla, Fuc¢ikovo spektrum, regularni parametrizace

Abstract

This thesis is devoted to studying of an eigenvalue problem of radially symmetric Laplace operator with a
nonlocal (integral) boundary condition in general dimension n. In addition, we are interested in describing
the so-called Fucik spectrum of the corresponding problem.

First, we deal with eigenvalue problem and an analytical description of the first branch of the Fucik
spectrum. The main result of our thesis is parametric description of the Fucik spektrum in the third di-
mension.

Keywords

radial symmetry, nonlocal boundary condition, eigenvalue problem, Fuc¢ik spectrum, regular parametrization
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Kapitola 1
Uvod

Zkoumani Fucikova spektra zacalo ve 20. stoleti pri vySetfovani feSitelnosti okrajovych tuloh se skakajici
nelinearitou (viz [4, S. Fuc¢ik] a [3] E. N. Dancer]). Od té doby vyslo mnoho ¢lédnki, ve kterych se studovalo
Fuéikovo spektrum jednotlivych okrajovych tloh. V této praci budeme navazovat predevsim na nasledujici
¢lanky: |2 M. Arias a J. Campos], ktery se zabyva Fuéikovym spektrem radidlné symetrického Laplaceova
operatoru s Dirichletovo okrajovou podminkou a [8, N. Sergejeval, ktery se zabyva Fuéikovym spektrem
Laplaceova operédtoru v jedné dimenzi s nelokalni (integréln{) okrajovou podminkou. Déle tato préce navazuje
na diplomovou préci [5, M. Hamécek], kterd je vénovéna spektralnim vlastnostem radidlné symetrického
Laplaceova operatoru s nelokdlnimi okrajovymi podminkami v obecné dimenzi n.
Clanek [2, M. Arias a J. Campos] se zabyva nésledujici tilohou

n —

u’(r) +

lu'(r) +aut(r) = pu(r) =0 pror € (0,1), (1)
-0,

@/ (0) = 0, u(1)

pri¢emz je zde ukdzino, ze Fucikovo spektrum této tlohy (v obecné dimenzi) lze zapsat jako sjednoceni
nekoneéné mnoha monoténnich analytickych kiivek. V prvni a tieti dimenzi je toto tvrzeni trividlni, jelikoz
zde lze najit analyticky predpis ptislusného Fucikova spektra.

My se budeme zabyvat tlohou, kde nahradime podminku u(1) = 0 integralni podminkou. Budeme tedy
zkoumat nasledujici tlohu na vlastni ¢isla

—1

u’(r) + t u'(r) + Au(r) =0 pro r € (0,1),
1 (1.2)

v’ (0) =0, / Ly (r)dr = 0,

0
a ulohou na Fucikovo spektrum
—1
u’(r) + r w(r) +out(r) —Bu(r)=0 pror € (0,1),

(1.3)



2 KAPITOLA 1. UVOD

V kapitole [3| odvodime vlastni ¢isla a vlastni funkce tlohy pro obecnou dimenzi. V obecné dimenzi
nezname analyticky predpis Fucikova spektra tlohy , jelikoz neumime urcit intervaly na kterych je funkce
u kladné (zdpornd), a tedy v kapitole |4 odvodime pouze predpis prvni vétve Fucikova spektra tlohy .
Jelikoz lze ve t¥eti dimenzi vyjadiit nulové body funkce u, v kapitole [f] odvodime celé Fuéikovo spektrum
tlohy (ve tfeti dimenzi). Déle nalezneme parametricky pfedpis tohoto spektra a ukdzeme, Ze ho lze
popsat souvislou reguldrni krivkou.



Kapitola 2

Formulace dlohy

V této praci se budeme zabyvat tlohou na vlastni ¢isla ve tvaru

—Au(x) = Au pro x € (,

. ) (2.1)
u je omezend funkce, / u(x)dx =0,
Q

kde
Q={xeR": x| <1}.

Zapis ||x|| znadi klasickou euklidovskou normu vektoru x. Budeme vsak pracovat pouze se specidlnim ptipadem
ilohy, ve kterém budeme predpokladat radidlné symetrické feseni

u(x) = u(([x]).
Muzeme tedy piepsat tlohu (2.1) do tvaru

u”(r)+n_ u'(r) + du(r) =0 pror € (0,1),
1 (2.2)
u'(0) =0, / " tu(r)dr = 0,
0
kde
r=x|.
PfidemZ budeme hledat klasické feseni tilohy (2.2). Vyzadujeme tedy u € C?(0,1).
Déle se v této praci budeme zabyvat Fucikovym spektrem tlohy
—1
W(r) + = () + aut (1) = fu= () =0 pror e (0,1),
(2.3)

1
u'(0) =0, / " tu(r)dr = 0,
0

kde
ut (r) = max{u(r),0}, v~ (r) = max{—u(r),0}.

3



4 KAPITOLA 2. FORMULACE ULOHY

Pfi¢emz Fucéikovym spektrem tlohy ([2.3) nazyvdme nésledujici mnozinu
Y= {(a, B) € R* : tloha (2.3) s parametry o, 8 m4 netrivialni klasické feéeni}. (2.4)

Lemma 2.1. Pokud funkce u je tesenim dlohy (2.3) s parametry (a, B), pak funkce —u je rTesenim dlohy

ED) s porumetry (8, a).
Dikaz. Predpoklddejme, Ze funkce u fesi ilohu (2.3)) s parametry (o, 8). Mame tedy

n—1

u’(r) + W' (r)+aut —Bu” =0 pro r € (0,1),

Po vynésobeni (—1) dostavame

A tedy vidime, ze —u Tesi dlohu (2.3)) s parametry (5, a). O
Odtud dostavame nasledujici vétu.

Véta 2.2. Dvojice (o, B) lezi ve Fucikové spektru dlohy (2.3|) pravé tehdy, kdyz (8, a) lezi ve Fudikove
spektru.



Kapitola 3

Uloha na vlastni &isla

V této Casti najdeme vlastni ¢isla a funkee tlohy (2.2)), pficemz budeme uvazovat obecnou dimenzi n.

3.1 Uloha na vlastni ¢&isla

Resme tedy tlohu ve tvaru

-1

u”(r) + & W' (r) + Au(r) =0 pro r € (0,1),

1
u'(0) =0, / " Lu(r)dr = 0.
0
Po piendsobeni rovnice z této tilohy vyrazem ™!, dostdvdme tlohu v ndsledujicim tvaru
(r"_lu’(r))l + M tu(r) =0 pro r € (0,1),

1 3.1
u'(0) =0, /o " Lu(r)dr = 0. 31)

Véta 3.1. Uloha (B.1) md netrividlni 7eseni pouze pro A > 0.
Diikaz. Predpoklddejme A\ < 0.
(i) Pro u(0) = 0 vyhovuje rovnici pouze trividlni FeSeni. Plyne z véty o jednoznacnosti feSeni (viz [9]
str. 783]).
(ii) Nyni predpoklddejme u(0) > 0. Po prendsobeni rovnice v tloze (3.1)) funkci w a integraci od 0

do r € (0,1) dostadvame

/OT ((s”_lu’(s))/ + )\s"_lu(s)) u(s)ds = 0. (3.2)



6 KAPITOLA 3. ULOHA NA VLASTNI CISLA

Po integraci per partes a prevedeni integralu na druhou stranu dostdvame

T

() (r) = /

; ST (U (s)) ds—l—(—)\)/o s u(s)ds.

(3.3)

Jelikoz funkce u nemuze byt konstantni (konstantni nenulovd funkce nespliiuje okrajovou podminku),
pravéd strana rovnosti (3.3)) musi byt ostie kladné. A tedy v kazdém bodé intervalu (0, 1) plati u(r) # 0.

Coz je spor s nulovosti integralni podminky v dloze (3.1)).

(iii) Pro u(0) < 0 je dtikaz obdobny.

Budeme tedy v nasledujicim vykladu automaticky predpokladat A > 0.

Nyni odvodime obecné feseni diferencidlni rovnice, se kterou budeme v nasledujicim textu casto pracovat.

Lemma 3.2. Obecngm resenim diferencidlni rovnice

ul/(r) + n

u'(r) +u(r) =0
je funkce ve tvaru
u(r) = Crr'F Juca (r) + Cor™ Yana (r),  C1,Co €R.

Diikaz. Besselovy funkce J,, a Y,, jsou definovany jako obecné feseni diferencidlni rovnice

Predpoklddejme teseni (3.4]) ve tvaru u(r) =r~= o(r).
Dosazenim u do (3.4 dostédvame

A po vydéleni vyrazem r—=z méame

P20 () + 1 (r) + < - (";2)2> v(r) = 0.

n—

Funkce v je tedy Fesenim (3.7)) (s parametrem m = TQ) Muzeme tedy psat

v(r) =Ch JnT—Q(T) + Cs YnT—Q('r'>,

2—n 2—n

u(r)=Cyr = Janz(r) +Cor 7 Yuz (r).



3.1. ULOHA NA VLASTNI CISLA 7

Obecné Teseni diferencialni rovnice z muzeme psat ve tvaru
u(r) = Clr%Tansz(ﬁr) + CQTQ‘_THYanz(\F)\T), 01,05 €R.
Po zohlednéni prvni okrajové podminky dostavame Co = 0. Mame tedy Feseni ve tvaru
u(r) = Clr%Tanz;z(\fAr).

Nyni vyjadiime integralni okrajovou podminku

0= /01 Crr#Jae (VAr)dr = Gy [r%J%(ﬁr)} = C1J2 (V).

1
0
Dostavame tedy posloupnost

>\k = M%Jﬁ ke N7

pricemz pz ) odpovida k-tému nulovému bodu funkee Jz.
Vlastni &isla tlohy (3.1)) jsou déna predpisem Ay = (pz ;) kde k € N.
2—n
Témto vlastnim ¢islim piislusi vlastni funkee ug(r) = r77 Ju_z (uz 5 7), kde k € N.
Grafy nékolika prvnich vlastnich funkeci mtZeme vidét na obr.@ B2 a3:3]

Poznamka 3.3. Uvedme nyni tvar vlastnich funkci pro n = 1, 2, 3, 4, 5. V lichych dimenzich 1ze vlastni
funkce zapsat pomoci goniometrickych funkei.

(i) Pro n =1 mame vlastni funkce ve tvaru
u(r) = cos(VAr).

Pro vlastni &sla lze psat Ay = p2 |, = (k)°.
2

k

(ii) Pro n = 2 mame vlastni funkce ve tvaru
u(r) = Jo(VAr).
(iii) Pro n = 3 mame vlastni funkce ve tvaru

sy = SO

(iv) Pro n = 4 méme vlastn{ funkce ve tvaru

(v) Pro n =5 mame vlastn{ funkece ve tvaru

u(r) = sin(vAr) —r cos(ﬁr).

3




KAPITOLA 3. ULOHA NA VLASTNI CISLA

n=3

n=4

n=>5

Obrézek 3.3: Tteti vlastni funkce tlohy (3.1) v prvni az paté dimenzi.
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Poznamka 3.4. Pokud bychom pro tlohu (2.1) nepfedpokladali radidlné symetrické feSeni, dostaneme
naptiklad v pripadé n = 2 (p¥i pouziti polarnich soufadnic a prepisu x = rcos(p), y = rsin(p)) dlohu
ve tvaru

1 1
Urr(ra 90) + ;’UJT(T’, QQ) + ﬁu¢¢(Ta (,0) + /\u(rr 90) =0 pror & (07 1)’ (Z8S [Ov 271—)5

1 27 (39)
u je omezend funkce, / / "~ u(r, ) dedr = 0.
o Jo
Pokud budeme uvazovat feSeni ve tvaru u(r, p) = R(r) ®(y), dostaneme nasledujici rovnici
R// 1 R/ 1 @//
0) LR 18
R(r) r R(r) 2 ®(p)
kterou lze zapsat jako soustavu dvou rovnic
R'(r) = R(r)
2 2 2
A—-C" =0 3.10
"R RO T ’ (310
"(p) | 2
+0? =0, 3.11
D(p) S

kde C e R.

Jelikoz vyzadujeme hladké FeSeni, musi pro ® platit ®(0) = ®(27), ®'(0) = &'(27), a tedy dostavdme
z rovnosti (3.11) mnozinu pripustnych hodnot C' = n, kde n € Ny. MuZeme tedy (pro A > 0) psat
R(r) = C1J.(Vr) + Co Y, (VAr). A tedy funkce ve tvaru

u(r, ) = (C’lJn(ﬁr) + CgYn(\[\r))(a cos(ny) + bsin(ngp)),

fesi diferencidlni rovnici v (3.9)).
Pokud nyni zohlednime prvni okrajovou podminku muzeme psat

u(r, @) = Cs I (VA1) cos(ng — ¢q).

Pokud bychom chtéli zohlednit integralni okrajovou podminku, zjistime, ze integral tihlové c¢asti feseni je
roven 0, a tedy vysledek integrélu nezavisi na volbé parametru \. Dostédvame tedy, Ze pro obecny (radidlné
nesymetricky) pfipad mnozina vlastnich ¢isel odpovidd mnoziné redlnych ¢isel — spojité mnoziné (pro zaporné
A je postup obdobny, avSak jako Teseni diferencialni rovnice dostédvame Besselovy funkce I a K).

Z tohoto divodu se v této praci zabyvame pouze radidlné symetrickym resenim.

Grafy dvou vybranych feSeni mizeme vidét na obr. [3:4] a 3.5
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u(z,y)

u(z,y)

Obrazek 3.5: Graf radidlné nesymetrického teseni s parametry n =2, A = 8.



Kapitola 4

Fucikovo spektrum

Nyni se budeme zabyvat Fuc¢ikovym spektrem ulohy

(r"flu'(r))/ +ar" tut(r) = gr Tty (r) =0 pro r € (0,1),
u'(0) =0, /01 " Lu(r)dr = 0.
Jelikoz pro funkci ve tvaru
U(T):Clr%TanT—2<T)+CQ’I"2_TnYnT—2(’I"), Cy,C2€R

neumime (v obecném piipadé) vhodné vyjadiit nulové body, odvodime v této ¢asti pouze prvni vétev Fucikova
spektra.

Celé spektrum lze odvodit v prvni dimenzi (viz [5, M. Hamécek] kapitola 3) a ve tfeti dimenzi (viz
kapitola [5)).

Odvozeni prvni vétve Fucikova spektra

Nyni odvodime prvni vétev Fucikova spektra v dimenzi n, pricemz odvozeni rozdélime do nékolika krokii.
V odvozeni budeme predpoklddat «(0) > 0 (pro u(0) < 0 je odvozeni obdobné).

(I) Vyjadiime FeSeni nedouréené dlohy pro «, 5 >0

n; lu’(r) + au+(r) _ BU_(T) =0 pror e (0, 1)7 (4.2)

4’ (0) =0, u(0) > 0.

u’(r) +

(II) Odvodime prvni vétev Fuéikova spektra tlohy (4.1)) pro a, 8 > 0.
(III) Zohlednime p¥ipad 8 = 0.

(IV) Zohlednime pfipad 8 < 0.

11



12 KAPITOLA 4. FUCIKOVO SPEKTRUM

Zavedme nyni znaceni, jez budeme v nasledujicim odvozeni pouzivat:
(i) uo odpovida prvni (kladné) Easti fesen{ (4.2)),
(i) u1 odpovidd druhé (zaporné) ¢asti feseni (4.2)),
(iii) ro odpovidd prvnimu nulovému bodu FeSeni tlohy na intervalu (0, +00),
)
)

(iv) r1 odpovidd prvnimu nulovému bodu feseni tlohy (4.2) na intervalu (rg, 4+00),

(v) zavedme mnozinu
N = {(a,ﬁ) : 8> 0, u je feSenim tlohy (4.2) a m4 prévé jeden nulovy bod na (0, 1)}7

pro fefeni u tilohy (4.2) s parametry (o, 3) € N, tedy plati ro < 1, r; > 1.
Pifklad funkce z mnoziny N;~ miizeme vidét na obr.

(vi) ozna¢me prvni Fuc¢ikovu vétev dlohy (4.1) zapisem
I = {(a,,@) :u(0) > 0, u je FeSenim tdlohy (4.1) a mé na intervalu (0,1) pravé 1 nulovy bod.},

Iy ={(a.8): (Ba) € I }.

u(r)

T

Obrézek 4.1: Piiklad funkce z mnoziny N; .

Piejdéme nyni k samotnému odvozeni. Nejprve ukdzeme, ze iloha (4.1)) mé netrividlni feseni pouze pro a > 0.
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Lemma 4.1. Uloha [@.1)) md netrividlni teseni pouze pro a > 0.
Diikaz. Staci ukdzat, Ze pro o < 0 nema tiloha (4.2)) nulovy bod. Diikaz je tedy obdobou diikazu Véty O

(I) Zacénéme tedy fesenim tlohy (4.2) (pro 8 > 0). Refeni této diferencidlni rovnice vyjadifme zvlast pro
kladnou a zdpornou ¢ast. A to tak, aby na sebe hladce navazovaly. Pro ug a uq muzeme psat

2—n

up(r) =r7z Janz(\/ar) pro r € (0, 7o),
ui(r) = Cy TZEV'LJanz(ﬂr) + Cy T%TnYanz(\/BT) pro r € (rg, 1),
Hn—=2 ,
kde r¢g = \;a

Jelikoz vyzadujeme klasické feseni, musi v bodé napojeni kladné a zaporné ¢éasti platit
up(ro) = u1(ro), ug(ro) = uy(ro). (4.3)
Poznamka 4.2. Podminka (4.3)) je dostacujici, jelikoZ po vyjadieni «” z rovnice v (4.2) mame

—u’(r) = i ; 1u’(7") +aut(r) — pu (r).

A tedy ze spojitosti funkef u a u’ dostavame spojitost funkce u” (neboli u € C?([0,1])).

Spojitost splnime volbou C; = CYanz (VBro), Co=—-C Juz (VBro), kde C € R.
Muzeme tedy psat

u(r)=C (Y% <\/Br0> rt Juz (\/Br) —Juz (\/Bro) Pt Y$(ﬁr)) .
Vyjddfeme nyni derivaci funkef ug a u; v bodé rg (pouzitim vztaht , a )
wh(ro) = — 7y vady (pazz ),
y (r0) = — CV/Brg ™ —

™ 57"0.

Z podminky na hladkost feseni plyne C'= 5 i n2 g Ja (u n2 1) . Dostavame tedy predpis pro zapornou ¢ast
funkce u ve tvaru

ui(r) = g”%,l‘]% (uanzJ) (Yanz (ﬂro) r%Janz(\/Br) —Jnz <\/E7"0> T%Y%z (ﬂr)) )

kde r € (rg, 71]-
Funkce v mé tedy préavé jeden nulovy bod na intervalu (0, 1), pokud plati u1 (r) < 0 na intervalu (rq, 1).

Muzeme tedy psat

Nj = {(a, B): Yo (unzal g) Juzs (V/Br) < Juzs (unfzz?l :g) Y2 (v/Br), r e (MT\L;;JJ) }
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1
(IT) Vyjadieme nyni pro jaké (o, 8) € N, plati / r*Lu(r)dr = 0.
0

Jelikoz predpokladame (o, 8) € N;7, miizeme psat

1 To 1
/ " (r)dr = / g (r)dr + / Ly (r)dr,
0 0 70

Pouzitim vztahu (B.1)) dostavdme

Pouzitim vztahu (B.1)) a (B.3)) dostdvdme

/,Ln;271

50y () [V (VBro) v 05 (VBr) =3z (V) r ¥y (VBD)]

2

Po dosazeni mezi a vyuziti vztahu (B.5) mame

T Mn=2 1

3 o5 U3 () ((Ynzz (VBro) 33 (VB) ~ Juzz (VBro) Y3 (V) - % )

_7T Bro

Dostavame tedy

pokud

Odtud méme

it > {(n:
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(ITI) Uvazujme nyni 8 = 0. Kladnd ¢4st je opét ddna predpisem

up(r) = rz

"Janz(\/ar) pro r € (0,7¢] .

Zaporna ¢ast musi splnovat nasledujici diferencialni rovnici

—1
L) =0,

uy (r) +

jejimz obecnym TeSenim je funkce uq(r) = C1 4+ Cs fr(r), kde

Jelikoz opét vyzadujeme klasické feseni (viz pozndmka , musi platit
uo(ro) = u(ro), ug(ro) = uj(ro).
Spojitost splnime prepsanim do tvaru
ur(r) = C (fu(r) — fulro)), kde C e R.
Mame tedy u}(r) = C [/ (r), odtud dostdvame nésledujici podminku

C fh(ro) = —7"02%" valy (M%J) :

A tedy muzeme psat u; ve tvaru

2—n

2
To
!
n

fh(ro)

ur(r) = —

Va s (pagz 1) (Falr) = Falro))

Nyni mtzeme psat
2—n

/o1 " lu(r)dr = /OTO r2Jy o (Var)dr - ;10(;0) VaJs (“”;“) /T: (r" " falr) = 1" fa(ro)) dr =

<
Cwlz
[
w3
A~
=
m‘x
N
-
N————
3
S |v
|
3
B
—
w3
N
=
‘:
|
M)
=
N———
N\
—
=} —
3
3
|
—
;ﬁ
—
=
—
o,
S
|
7 N
| =
|
<
|5
N~~~
;ﬁ
—
3
=)
N~—
N~

Odtud méme

1—-n 1
ffa{m, 92 o ([t - a0 o, a>u’i22,l,ﬂ=o}.
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(IV) Nyni uvazujme § < 0. Kladnd ¢4st je opét ddna predpisem
uo(r) = T%TanTq(\/ar) pro r € (0,7].
Zaporna c¢ast musi splnovat nasledujici diferencialni rovnici
W)+
jejimz obecnym FeSenim je funkce (viz lemma
ur(r) =C4 r%TnIanz(\/—ir)—&-CgT%TnKanz(\/—ir), (4.5)

kde I a K jsou modifikované Besselovy funkce. Jelikoz opét vyzadujeme klasické FeSeni (viz poznambka [4.2]),
musi platit

i (r) + Bua(r) =0, (4.4)

ug (ro) = u1 (ro), g (ro) = uj (ro).

Po zohlednéni prvni podminky dostavame
) =07 (16 (V70) e (V) <1 (Vo) Ko (V7)) e

Pouzitim vztaht (B.9), (B.11)) a (B.12) dostavdme
2_n 1 _n
wim) =CVTnT (oo ) =ont.

Muzeme tedy psat

uy(r) = —pnz ;g (“"772’1) e (K"zQ <\/jﬂro> les (\/jr) ~lap <\/jﬂr0) fog2 <\/j >>

2

Integral z kladné casti je stejny jako v predchozim pripadé. Nyni vyjadreme integral ze zdporné casti.

Pouzitim vztahu a dostavame
/T: fin2y Jz (H%?,l) (Kn; (\/jﬂ’fo) T%I% (\ﬁr) —In2 (\/ﬁ?‘o) T%an (\/TW') )dr =
S () [ (V) P2 (V) 4T (V) 1K (V)]

Po dosazeni mezi a vyuziti vztahu (B.12)) méme
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Nyni muzeme vyjidfit integral funkce u na intervalu (0,1) ve tvaru

1 r(? Jn (Mﬁ 1) n
/ rlu(r)dr = —— — - @Jﬂ (Mn;z 1) TG —
0 Va gz ’
Hrn=2 4

Sy (pegna) ( (5t (Vo) 12 (V) 1 (V) 5 (v9) )

Dostavame tedy

pokud

ML_QJ n
( NG ) 1 (M"f,l)?_ Pz
o g\ Va Vay—p3

(K_ (gun_z 1) Iy (V/=58) +1nz <\/¢?’““1> Ka (\/Tﬁ)> =0.

I > {(a, B): 1o T (Kua (VBr) 1y (VB) + Lzz (VoBro) Ky (VB)) =0,
a>u%22’l,ﬁ<0}.

Timto jsme odvodili nasledujici vétu.
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Véta 4.3. Proni vétev Fucikova spektra dlohy (4.1) lze zapsat ve tvaru

2—n

# 5 (e (VBra) 93 (V) ~3uzs (Viroa) v (V) =0

QI

it ={( )
(a, B) € Nf“}u

1 o b w(ron
{n s - ([ w20y —o as i -0

{(a, pe kLT (K (Vo) Ly (VER) L (Vo) Ky (VER)) =0,

a>u2"217ﬁ<0}7
5

Iy ={(e.8): (Ba) e I }.

kde
_ M
To,n \/a )
n172 n7é2’
fa(r) = "
In(r) n=2,
Hn=2
N1+ :{(a7 ﬁ) YnT—z <//4n;2,1 \/§> J"T—Z(\/BT) < JnT—2 (/Ln;271 \/z) YnT—z(\/B’r), re ( \;a’l,l>}.

Poznamka 4.4. Tlustraci prvni vétve Fucikova spektra v nékolika prvnich dimenzich miZeme vidét

na obr. [L.2H45]

Poznamka 4.5. Ve specidlnich pfipadech lze odvodit celé Fuc¢ikovo spektrum. V praci [5, M. Hamédek] je
odvozeno celé Fucéikovo spektrum ve specialnim pripadé n = 1. Celé spektrum lze odvodit i v pripadé n = 3,

tomuto piipadu je vénovana kapitola
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40 +
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Obrézek 4.2: Tlustrace prvni vétve Fucéikova spektra v prvni dimenzi .
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Obrézek 4.3: Tlustrace prvni vétve Fuc¢ikova spektra v druhé dimenzi .
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1()()5 53
2()}
N1+

. e el e N
20 40 60 80 100
-20~

—40 -

Obréazek 4.4: Tlustrace prvni vétve Fucikova spektra ve tfeti dimenzi .

100 ~
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Obrazek 4.5: Ilustrace prvni vétve Fucikova spektra ve étvrté dimenzi .



Kapitola 5

Parametrizace Fucikova spektra ve 3D

V kapitole {4 jsme odvodili prvni vétev Fuéikova spektra tlohy (1.3) v obecné dimenzi n. V této ¢4sti se
budeme vénovat specidlnimu pfipadu n = 3, pricemz ukédzeme, ze v tomto pripadé je Fucikovo spektrum
tlohy (1.3)) ekvivalentni s Fu¢ikovym spektrem tlohy

V' (r) +avt(r) = Bo(r)=0 pro r € (0,1),

T

1 / (5.1)
v(0) =0, [ v(r)dr— v(s)dsdr = 0.
[,

Tato kapitola tedy nepiimo navazuje na ¢lanek [6, J. Kadlec a P.Necesal], ktery se zabyvd Fuéikovym
spektrem tlohy

u’(r) + aut(r) — fu”(r) =0 pro r € (0, ),

u(0) =0, /07r u(r)dr =0,

a bakalaiskou praci [I0, P.Stumpfova], ktera se zabyva Fucikovym spektrem tlohy

W (r) + aut(r) — pu(r) =0 pro r € (0,1),

T

u(0) =0, u(s)dsdr = 0.
l

Hlavnim vystupem této kapitoly je tedy pievod tlohy (1.3) na tlohu (5.1) (ve smyslu tlohy na Fudi-
kovo spektrum) a nalezen{ explicitniho predpisu prislusného Fuéikova spektra. Déle odvodime parametrické
vyjadreni Fucikova spektra a ukazeme jeho regularitu.

21
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5.1 Formulace tlohy ve 3D

Uloha (T.3)) piechazi v p¥ipadé n = 3 do tvaru

u”’ (r) + %u'(r) +aut(r) = pu(r) =0 pro r € (0,1),
' (5.2)
u'(0) =0, /0 ru(r)dr = 0.

Oznacme Fucikovo spektrum této tlohy ¥. Budeme tedy hledat nasledujici mnozinu
Y ={(a, B) : tloha (5.2) m4 netrividlni feSeni } .

JelikoZ (o, B) € & < (B, @) €  (viz véta2.2)), budeme se naddle zabyvat pouze nésledujici mnozinou

YT ={(a, B) : u(0) >0 a tloha (5.2) m4 netrividln{ feseni } . (5.3)
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5.2 Zavedeni ekvivalentni tulohy

V této ¢asti ukdzeme, ze tloha na Fucikovo spektrum

' (r) +avt(r)—Bv(r)=0 pro r € (0,1),

v(O)zO,/O ro(r)dr =0

je ekvivalentni s tlohou (5.2)).
Lemma 5.1. Uloha na Fucitkovo spektrum tlohy (5.4) je ekvivalentni s ilohou (5.2).

Diikaz. Ditkaz spoéiva v pouziti substituce u(r) = 2,

Pfedpoklddejme nejprve, Ze funkce u fesf dlohu (5.2)). Pouzitim substituce prejde rovnice v tloze (5.2) do

tvaru
<@>/,+i(@>/+a(@>+ﬂ<@)0 pro 7 € (0,1),

pricemz po zderivovani a vynasobeni rovnice proménnou r dostavame
V" (r) +avt(r) = Bv(r) =0 pro r € (0,1).
Déle ze spojitosti funkce u plyne nasledujici prevod okrajové podminky
= 1. = 1. = U.
v(0) 7"_1)%14_’0(7‘) L ru(r) =0
Prevod integralni podminky je ziejmy.

Nyni predpokléddejme, ze funkce v fesi tlohu (5.4)). Ze spojitosti a diferencovatelnosti funkef w, v dostédvame
nasledujici prevod okrajové podminky

1 1 I 1 1 TU”(T)_i : — _ + —
WO = Jip () = i TG = gy T =5 B () —en () =0

Prevod diferencialni rovnice a integralni podminky je obdobny jako v predchozi ¢asti. Timto jsme ukazali

ekvivalenci tloh a . O
Lemma 5.2. Pro mnozinu X plati

Yt = {(a, B) : ¥'(0) > 0 a 1iloha ma netrividlni resent } . (5.5)
Diikaz. Dukaz plyne z lemmatu [5.1] a nésledujici nerovnosti

/ T / T /
v'(0) = rlg&v (r) = rlg& u(r) +ru'(r) > 0.

V nésledujici é4sti (pokud nebude feceno jinak) budeme vlastnosti mnozin 3 a X7 vySetiovat pomoci
ilohy (5.4).

Poznamka 5.3. Integralni podminku v tloze (5.4) 1ze pomoci integrace per partes (derivujeme r a integru-
jeme v) prepsat do nésledujictho tvaru

/1rv(7°)d7° = /lv(r)dr—jjﬂ(s)deT~
A 0 00
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5.3 Odvozeni explicitniho tvaru
Nejdifve odvodime nutnou podminku pro parametr « tak, aby (o, 8) € 7.
Lemma 5.4. Pokud dvojice (o, B) € XF, pak plati o > m2.

Diikaz. Ziejmé plati o > 0 (viz lemma [4.1)). Nyn{ ukédZeme o > 7.
Pro a > 0 a v'(0) > 0 dostavdme prvni (kladnou) ¢4st feSeni rovnice v tloze (5.4) ve tvaru

vo(r) = C sin(v/ar), kde C' € RY,

a tedy aby méla funkce i zdpornou ¢4st, musi platit /o > 7.

O
Pro zjednodusen{ zapist v nasledujici ¢dsti zavedme nové proménné a, b a b ve tvaru
a=+/«a pro a > 0,
b= VB pro 3 > 0, (5.6)
b=+/-p3 pro 8 < 0.

Abychom mohli popisovat Fuéikovo spektrum pomoci proménnych a, b, b (a ne jejich mocnin), zadefinujme
nasledujici mnoziny

M ={(a, b) e R" xR : (a®, b*) € ©T},
N ={(a, b) e Rt xR{ : (a?, —b*) € =T}.
(Pokud najdeme piedpis mnozin M a N, miZeme snadno zrekonstruovat mnozinu 3T, jelikoz plati
vt = {(a? b%) : (a,b) e M, } U {(a?, =0%) : (a, b) €N, }.)
Jelikoz pro (o, B) € ¥+ plati a > 72 (viz lemma ), budeme v nésledujici ¢4sti predpokladat a > .

Predpis mnoziny M

Nyni najdeme popis mnoziny M v explicitnim tvaru (budeme tedy uvazovat o = a?, 8 = b?). Hleddme tedy
pro jaké dvojice (a,b) existuje netrividlni feseni nésledujici ilohy
V(1) + a*vT(r) = bo (r) =0 pro r € (0,1),
1 (5.7)
v(0) =0, v'(0) >0, / rou(r)dr =0.
0

Hlavni ¢asti této podkapitoly je tedy diukaz nasledujici véty.
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Véta 5.5. Mnozinu M lze zapsat ve tvaru
M ={(a,b) : G(a,b) =0,a >m, b> 0},

kde

pricemz plati

Gi(a,b) = 2 (1—s(a,b)) + g <sin(az(a,b)) — cos(a s(a, b))> + (1 - s(a,b)) (b;a(l — s(a,b)) — 1) ,
Ga(a,b) :g (2 —2s(a,b) + g) + (1 - s(a,b)) <bﬁa(1 — s(a,b)) — 1> -

a sin (b (s(a,b) — =

5 <1+Z— s(a,b) + b 2)) — cos (b(s(mb) - Z))) ,

ab J?T(cH—b)
m(a +b) ab

s(a,b) =1 — {

(lz] znaci dolni celou édst cisla x.)
Pred samotnym dukazem véty dokdzeme nékolik pomocnych lemmat. Nejdiive zavedeme (pomocnou)
pocatecni tlohu

V" (r) + a*vT(r) = b2 (r) = 0 pro r € (0, +00),

5.8
v(0) =0, v'(0) = ab. (58)
Resenim pocatecni tlohy (5.8) je periodické funkce s periodou T’ = ~ 4 % ve tvaru
b sin (ar) pror € [0, z) ,
a (5.9)

v(r) =
—a sin (b (T,Z)) pror € {Z,T).
a a
Dvojice (a,b) tedy lezi v mnoziné M pravé tehdy, kdyz pro funkci v danou predpisem (5.9) plati

/01 ro(r)dr = 0.

Prejdéme tedy k zohlednéni integralni podminky. Jelikoz je funkce v periodickd, vyjadrime nejprve inte-
graly pres jednotlivé (celé) periody této funkce. Zavedme tedy ndsledujici znaceni

nT
7 / ro(r)dr pron € N,
n = (

n—1)T
0 pro n = 0.
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Pro I,, tedy mizeme psét

H THE
I, = / =) e+ [T o (- 1T) o =

™

2|

b /Ogu« 4 (n— DT) sin(ar)dr —a /O;: (r+ =0T+ 7) sinorydr =

b mwa

b a m b a b a 2

Vyjadreme nyni integréal pres vice period.

Lemma 5.6. Pro integrdl pres n € Ng period plati

/OnTrv(r)dr:nT <n (Z - Z) - 1).

Diikaz. Pro n =0 je dikaz zfejmy. Predpokladejme tedy dale n € N, pricemz plati

nT n
/ ro(r)dr = Zji‘
0 i=0

Jelikoz plati I,,41 — I, = 2T (3 — %), muzeme integral vyjadrit pomoci vzorce pro soucet aritmetické po-
sloupnosti. Mizeme tedy psat

(i) (0)3)
2 (G5) Gra) - (G) ronor

O

Diikaz véty[5.5 Nyni zbyvé vyjadiit integral funkce v (viz (5.9)) na intervalu (0, 1). JelikoZ jiz umime vyjadrit
integral pres vice period funkce v, budeme uvazovat integral v néasledujicim tvaru

G= /01 ro(r)dr = /OnT ro(r)dr 4+ /1 ro(r)dr.

nT

nT

Uvazujme nyni pevné a,b a n, pro které plati 1 € [nT, (n+1)T) ([, rv(r)dr tedy zohlediuje integraci
pres vSechny celé periody funkce v). Zadefinujme nyni s =1 — nT.
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Pro s € [0, ) dostdvame G ve tvaru

nT s
G = / ro(r)dr+b / (r+nT)sin(ar)dr =
0 0

2 (bmias) - cos(as)) + gnT T (n (Z - Z) - 1) = (5.10)
Pam9 2 (T - cosan)) + -0 (-0 1),

Pro s € [g, T) dostavame G ve tvaru

Gz/onTrU(r)dr—H)/Og(r—i—nT)sin(ar)dr—a/OS_Z <r+nT+g>sin(br)dr:
(o (2-3) ) o3 - s D]
10 () e G D) (G oo 1)) o)
)

2(2725+§)7% <1+Zs+sm(b(2_2)cos(b<sz>)> +(1-3s) (bﬂa(ls)l).

Jelikoz n odpovidéd poctu celych period funkce v, mizeme psat n = L%J Z rovnosti s = 1 — L%J T, kde

T = 7 + 7, dostdvame predpis pro s ve tvaru s = 1 — b(;‘ib)J (Z:b). O
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Piedpis mnoZiny N

Nyni najdeme popis mnoziny N v explicitnim tvaru (budeme tedy uvazovat o = a2, —f8 = b?). Hledédme tedy
pro jaké dvojice (a,b) existuje netrividlni feSeni nasledujici dlohy

V" (r) + a*ot(r) + b2 (r) =0 pro r € (0,1),

1 5.12
v(0) =0, v'(0) > 0, /0 ro(r)dr = 0. (5:12)

Hlavni ¢asti této podkapitoly je tedy dikaz nasledujici véty.
Véta 5.7. MnoZinu N lze zapsat ve tvaru
N ={(a,0): 24> = 3ma® + 7 —6r =0Aa>m}U
xb asinh (5 — %E) — abcosh (i) — %b) + 7b

(a,l?):a—2+ % =0Aa>7TAb>0

Zavedme podobné jako v pripadé 5 > 0 pomocnou pocatecni tilohu

V" (r) + a*ot(r) + 020 (r) =0 pro r € (0, +00),
/

v(0) =0, v'(0) = a. (5.13)

Uvazujme nejprve b = 0.
Reseni tlohy (5.13)) lze zapsat ve tvaru

o(r) = {sin(ar) pror € (O7 ﬂ ,

B —a(r—ﬂ) prore(g,—koo).

a
Lemma 5.8. V piipadé b =0 md dloha (5.12) netrividini resent pravée tehdy, kdyz plati

a>mA2a® —3na® + 7 — 67 = 0. (5.14)

1
Diikaz. Hleddme tedy, pro jaky parametr a plati / ro(r)dr =0.
0

™

! @ 1 0 342 5
/”(TW:/ Tsin(ar)dr—a/ (rQ—rﬁ)drzl_a?’a—WH.
0 0 x

Méme tedy

1
/ ro(r)dr =0 < 2a* — 3ra® + 1 — 67 = 0.
0
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Uvazujme nyni b > 0.
Reseni tlohy (5.13)) lze zapsat ve tvaru

sin(ar) pror € (0, Z} ,
a

U(T) = a . ~ m 7T
—Zsmh (b (7"—7)) pror € (5’—’_00)'

a

Lemma 5.9. V pripade b> 0 md tloha (5.12) netrividini resent pravé tehdy, kdyz plati

T a -0
CL>7T/\?+ i =0.

b asinh (~ — LE) — abcosh (B — %b) +7b

1
Diikaz. Hledame tedy dvojici a, b, pro kterou plati / ro(r)dr =0.
0

/Olrv(r)dr = /Ogr sin(ar)dr — Z[rlr sinh (b (r— g))dr =

T gabcosh(b—”b —asinh(b—%b)—wb

a

~— ®

a2 b ab2
Mame tedy
1 < asinh (i)— %B) — abcosh (~— %b) +7b
dr=0s -5 - — 0.
/0 ro(r)dr o = + -

Diikaz véty[5.7 Dukaz pfimo plyne z lemmat [5.8] 5.9
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5.4 Parametrizace

V této ¢4sti nalezneme parametrické vyjadreni viSe odvozenych explicitnich pfedpisit mnoZin M a N.
Pro jednoduchost zapisu v dalsich ¢astech zavedme funkei tifdy C1([—1,1]) ve tvaru

U(x) = cos (; arccos(x)) . (5.15)

Parametricky popis mnoziny M

Nyni ukéZeme, Ze mnozinu M lze parametrizovat pomoci posloupnosti kiivek (K1), ,, (k2.n).—,. Neboli

(@, b) lezi v mnoziné M pravé tehdy, kdyz (a, b) lezi na nékteré z kiivek ki, k2. Graf s t&mito krlvkaml
miizeme vidét na obr. Bl

Véta 5.10. Mnozinu M lze parametrizovat pomoci posloupnosti kiivek (k1) ~, a (k2.5)0— -
Pricem?z plati k1 n(x) = (a1,n(2), b1,0(2)) a ko pn(x) = (agn(x), ban(x)), kde
pron € N a x € [0, 7] mdme

D1 n(x) 3q1 n(l') 3 3x + (27’L — 1)71'
a1 p(z) =24/ ——"r—= U | == — + ,
1.n(7) 3 <2p1,n(m) pia() 3
n
b n = n y
nla) =)
n+1
n =7mbh n y
@2,n(¥) =7 b2 (@) bon(z) —z—7mn
P2.n(x) 3 q2.n(x) 3 3z + 2mn
bop(x) =24/ ——"+—= U | =2 — + ,
2.n(2) 3 (2 pon(@)\| pon(a) 3

pron =0 ax € (0,7] mdme
V3z
2W\p<27(bln(w)mos(wﬂ>

27 (3—3cos(x)) 2

aso(z) =7+

bao(z) =z + 7T\/3 3cos(x \IJ<27SID )—:ECOS(:S))>'
2

27(3 — 3cos(x))

Pricemz mdme

pin(z) = — %2 (4n* +n(2 — 3cos(z)) + 1),

Qin(7) = 7; (16mn® + n* (121 — 187 cos(z)) + n(27(sin(z) — z cos(z)) + 97 cos(z) — 6m) — 27) ,

pan(r) = %2 (4n* 4 3n (2 — cos(z)) + 3 — 3cos(z)) ,

Qo.n(7) = g—i (167n® + 18n*(2m — 7 cos(z)) + 9In(3(sin(z) — z cos(z)) + 2m(1 — cos(z))) + 27(sin(z) — z cos(z))) .
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Obrézek 5.1: Ilustrace jednotlivych ¢asti kiivky, jez popisuje mnozinu M.
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Dikaz této véty rozdélime do nékolika ¢asti.
(I) Odvozeni predpisu kiivek k1, (z) = (a1,n(x), b1.n(x)).
(IT) Dikaz pomocnych lemmat pouzitych v ¢asti |(I)]
(IIT) Odvozeni predpisu kiivek ks ,, () = (a2, (x), ban(x)).
(IV) Dtikaz pomocnych lemmat pouzitych v éasti|(T1T)

Prejdéme tedy k samotnému odvozeni.

s

(I) Nyni odvodime parametricky popis mnoziny, jez vyhovuje rovnici Gi(a,b) = 0 (pro s(a,b) € [0, Z]).
V predchozi ¢asti jsme uvazovali s(a,b) € [0, g), jelikoz je vSak funkce G; dobfe definovand a spojitd i na
uzévéru tohoto intervalu, budeme dédle uvazovat s(a,b) € [O, g] (k tomuto rozsifeni prechdzime, abychom
v nésledujicich ¢astech nemuseli pracovat se slozitymi limitnimi zépisy).

Vyjdéme z rovnosti G1(a,b) = 0 (viz véta

b (1-s(a,b))+ — , — cos(a s(a, b))) + (1 - s(a,b)) (b_a(l — s(a,b)) — 1) =0. (5.16)

a a m

meMme)

Uvazujme nyni dvojici a,b, kterd spliuje rovnost (5.16) a relaci s(a,b) € [0,Z]. A zavedme substituci
z = as(a,b), ¢imz dostavame

a a a a a

ba—xz b (sin(m)
- +
7T a

_m“m)+a—x<b—aa—

- 1) =0  proze 0] (5.17)

1

Z rovnosti s(a,b) =1 —nmw (g + %) plyne (n odpovidd poctu celych period funkce v, plati tedy n = L%J =

|5 ))
anmn

b= —— " (5.18)

a—mm—x
Po dosazeni ((5.18)) do (5.17)) dostédvame

(a —x)(a—z+7)(a—2mn — x) + 72n(acos(z) — sin(x))
ar(mn 4+ — a)

=0. (5.19)
Nyni ukdzeme, ze jsou vyrazy (5.18)) a (5.19) dobfe definoviny, neboli plati a > mn + .
Ziejmé plati
a
afﬂn>a77rn7mrg,

po jednoduché tpravé dostavame

a—ﬂn>a<1—7rn(i+l1)>> =as(a,b) = z.
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Méme tedy

a>7mn+ x. (5.20)

Miuzeme tedy psat

a® + a*(m — 2mn — 3z) + a (4mnz + wncos(z) — 2n°n + 3z* — 27x) —

2

2rna? + 2n%nx — w?nsin(z) — 23 + m2® =0,

ve které proménnou z povazujeme za parametr a fesime ji vzhledem k proménné a.
Pro zjednodusSeni zapisu uvazujme rovnici ve tvaru
3 2
a® + By p(x)a” + Cy p(x)a + D1 p(x) =0, (5.21)

kde
By (z) =7 —2mn — 3z,
(

Oy () = 4mna + mn cos(x) — 27°n + 322 — 2z, (5.22)

Dy . (7) = —27na? + 2n°nx — wnsin(z) — 2% + 72®.

Pro eliminaci kvadratického ¢lenu, pouzijme substituci

a=t-— M (5.23)
3
Po dosazeni mame
2+ prn (@)t + qun(z) =0, (5.24)
kde
B, (x)

p1n(x) = Crp(z) —
2 .
EBf,n

3 )
(x) . Bl,n(fﬂ)?)cl’n(l‘)

an(I) = +D1,n(x)-

Pro pevné n € N a o € [0, 7] dostdvdme kubickou rovnici v proménné ¢, piicemz po jejim vyfeseni (viz
lemma [B.5)) a provedeni zpétné substituce ([5.23)) dostdvame

n 1 n 2 2n — 1
o= 2] Panl@) L eos (B 0n(®) [ 3 ) 2 Be@eo DT o1,
3 3 2p1a(z)\l pra(x) 3 3

7 nerovnosti

a>Tmn+x,

1 3 qun(@) 3 2
cos | —arccos | —— — + —km | >0.
(3 (2 Pia(x) )\ Pirn() 3

plyne
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3 q1,n (%) _ 3
2 p1,n(x) p1,n ()

€ [0,1] (bude ukdzdno v lemmatu |5.12)), dostdvame
1 3 q1n(7) 3 [ ™ 77}
—arccos | = — — € |l—=,=

3 (2 P10 (2) D1 (T) 6’6

Odtud plyne k£ = 0, ¢imz dostavame parametrizaci jednotlivych vétvi Fucikova spektra ve tvaru
k1n(z) = (a1,n(2), b1n(x)), kde

n — 9 [ pin(z) W (§ q1,n(z) _ 3 ) 3x+(24"_1)77’
awn(@) 3 2pin(@) @) T 3 kden e N, z € [0,7].

bin(e) = 2o s

Jelikoz plati

(IT) Nyni ukézeme, Ze pii volbé koeficientt kubické rovnice ve tvaru (5.22) jsou vSechny vyse uvedené vyrazy
dobfe definovany v prostoru realnych cisel. Je tedy tfeba dokazat néasledujici dvé lemmata.

Lemma 5.11. Pron € N a z € [0, 7] plat{ p1 »(z) < 0.

Diikaz. Po rozepsani mame

2(1 — 2n)2 4 922 — 67 (1 — 2
pin(z) = 272 (2n — 1) + w°ncos(z) — 2720 + 32% — att n)” + 9§ 6ma( n)

Coz lze zjednodusit do tvaru

2 1 4 2 _ 4 2
p1n(7) = mncos(z) — 27°nx — —(+ ;L n) = —% (4n* +2n + 1 — 3ncos(z)) < 0.
O
s3q1n(z) /3
Lemma 5.12. Pron € N a z € [0, 7] plati e o € [0,1).

Dikaz. Zavedme si nyni pomocnou funkei wy (z) = %gigg — 3@). Pri¢emz po rozepsani dostavame
(@) \/ n

(2) 167n® — n?(187 cos(z) — 127) — n(—27sin(z) + 27z cos(z) — 9w cos(z) + 67) — 27
wi\xr) = .
27 (4n2? — 3ncos(z) + 2n + 1)%
Chceme ukazat wy(z) € [0, 1) na intervalu [0, 7] a pro libovolné n € N. To plyne z ndsledujicich vlastnosti
funkce wy:
(l) wl(o) < 15 wl(ﬂ-) < 17
(i) w1 (0) = wi(m) =0,
(iii) existuje pravé jeden nulovy bod xg funkce w] na intervalu (0, ),
) wi(0) <0, wy(m) <0,
)

wi (z) > 0 na intervalu [0, 7].

(iv

(v
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7 |(ii)} |(iii)| a dostévame, ze funkce w; je klesajici na intervalu (0, z() a rostouci na intervalu (zg, ),

a tedy z|(i)| dostdvame wy (z) < 1 na intervalu [0, 7]. Z zFejmé plyne wq(z) € [0,1) na [0, 7].

Prejdéme nyni k samotnému odvozeni vyse uvedenych vlastnosti.

(i) Vyjadreme tedy wq(0) a wq(7), pricemz dostavdme

_ 16mn® — 67n® + 3mn — 2m \/ 256n° — 192n5 + 132n* — 100n3 4 33n2 — 12n + 4

0) =
wi(0) 2 (4n? — n + 1)% 256n6 — 192n5 + 240n* — 100n3 + 60n2 — 12n + 4

B 16713 + 30mn2 + 127n — 27 B \/ 25615 4 960n° + 1284nt 4+ 65613 + 24n2 — 48n + 4

w ()
27 (4n% 4+ 5n 4+ 1)

3
2
(ii) Po zderivovani w; dostédvame

W' (z) = 27nsin(z) (2(n(4nz — 2an + 2z + 1) + x) — Insin(z) + n(r(2n — 1) + 3z) cos(z))
1 A7 (4n2 — 3n.cos(x) + 2n + 1)°/? '

pri¢emz ziejmé plati w}(0) = wi(w) = 0.

<
256n5 4+ 96015 + 1392n* + 98013 + 348n2 + 60n + 4

(5.25)

(iii) Nynf ukdzeme, Ze w} mé pouze jeden nulovy bod na intervalu (0, 7). Potfebujeme tedy ukdzat, ze rovnice

z (8n® + 3ncos(z) + 4n + 2) — 4mn® — 9nsin(z) + 7(2n — 1)ncos(z) + 2mn =0

mé pouze jedno feSeni na intervalu (0, 7).
To ukdzeme pomoci Banachovy véty o kontrakci. Pfepisme (5.26) do tvaru x = fi(x), kde

9sin(z) + (7w — 2mn) cos(x) — 3z cos(z) + 4mn — 27

h(z)=n 8n2 +4n + 2

Potrebujeme tedy dokazat, ze fi je kontrakce a zobrazuje z uzavreného intervalu do sebe.
Ukézeme tedy, ze pro n € N plati

(a) Vo € [0,7]: fi(z) € [0,7],

(b) 3¢ € (0,1) Vz € [0, 7] : | f1(z)| < q.

Prejdéme nyni k samotnému odvozeni.

(a) Ukazme nejprve fi(z) > 0.

Z (B.16) plyne

6sin(z) + 2(2mn — m) — (2mn — ) cos(x)

>
h(z) zn 8n2 +4n + 2

> 0.

Nyni ukdzeme f1(x) < .

9+ (m+2mn) 4+ 37 + 4mn — 27 6n’+ (2+2)n
<7 = <.
8n? +4n + 2 - 8n?4+4n+2 —

fi(z) <n

(5.26)
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(b) Pro f] plati

6 cos(z) + 3z sin(x) + (2mn — ) sin(z) '

I
hiz)=n 8n2 +4n + 2

Nyni ukdZeme |fi(x)| < 1 pro z € [0,71] an € N.
Pozndmka 5.13. Predpoklad |f;(z)| < 1 je dostatecny, jelikoz fi je spojitou funkei na uzavieném intervalu,
a tedy dle Weierstrassovy véty o nabyvani maxima (minima) existuje konstanta p < 1: |f{(z)| < p.
Ukazme nejprve fi(z) > —1.
Ztejmé plati

6 cos(x) n

_ e o g M o,
"SRt dn+2° A+ on+1

fi(z) =

Nyni ukdzeme fi(z) < 1.
Pouzitim nerovnosti (B.17) mtzeme pro x € [0, §] psat

2 .
6 cos(x) + (2mn + §) sin(z) < \/36 + 72 (2n + )" sin(z — 1) _

!
<
filz) <n 8n2 + dn + 2 =" 8n? + 4n 4 2 -
\/36 + 72 (2n + %)2 \/47r2n4 +2m2n3 + # + 36n2 V40n% + 20m3 + 39n2 1
< < <
8n2 +4n+2 7 \/64nt 4 64n3 + 48n2 + 16n +4 ~ V/64n2 + 64n3 + 48n2 + 16n + 4

VysSetfeme nyni chovani na intervalu [F, 7]. Vyjadfeme nejprve

((2n — 1) + 3x) cos(z) — 3sin(x) .

" o
p(@)=n 8n2 + 4n + 2

Ziejmé plati fi'(x) < 0 na celém intervalu [, ].
Odtud dostavame, Ze funkce f] je klesajici na intervalu [J, 7], a tedy |f{(z)| < 1 na intervalu [0, 7].

Funkce f; spliiuje predpoklady Banachovy véty, a tedy existuje pravé jedno FeSeni rovnice (5.26) na
intervalu [0, 7].

(iv) Vyjadfeme nyni hodnoty funkce wf v bodech 0 a 7. ZapiSme funkci w) ve tvaru
I (ZE) _ :u’l(x) 1/1(56)
&(z) 7
kde
w1 (x) = 27nsin(z),
vi(x) =2(n(dnz — 2mn + 22 + 7)) + ) — Insin(x) + n(7(2n — 1) + 3z) cos(x),
4

1
5/2
1 .

&i(x) =

Mizeme tedy psdt wy ve tvaru

7 (4n® — 3ncos(z) + 2n + 1)

w//(:B) _ Mll(x> V1 (l‘)
' &i(x) &1 (x) &i(z)
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Jelikoz p1(0) = pq(7) = 0 dostédvame

27n (2(n(=27n + 7)) + n(7(2n — 1))) _ 27n (—2mn? 4 mn)

wy(0) = <0,
! dr (4n? —n + 1) Am (4n2 — n + 1)/
W () = 2Tn (2(n(dnm — 27+ 27 + ) + ) — n(7(2n — 1) + 37)) _
A (4n2 4 5n +1)7/2
27n (4mn? + 6mn + 2w — n(2nT + 27)) . 2Tn (n®+2n+1) <0

A7 (4n2 + 5n +1)7/2 2 (4n2 4 5n + 1)°/?

(v) Nakonec ukézeme wq(z) > 0.
Pouzitim (B.16]) dostdvame

167n® + n?(127 — 187 cos(z)) + n(27sin(x) — 27z cos(z) + 97 cos(x) — 67) — 27
wy (z) = 3 >
2

27 (4n? — 3ncos(z) +2n + 1) B
167n3 + n?(127 — 187 cos(x)) + n(97 cos(z) — 67) — 27
27 (4n? — 3ncos(z) + 2n + 1)% .

Na intervalu [0, 7] mizeme psat

wi(z) > 16703 + n?(127 — 187 cos(z)) + n (97 cos(

27 (4n? — 3ncos(z) +2n + 1)

2713 + n2((12 + 6n)m — 187 cos(x)) + n(67n? — 67) + (2mn3 — 27)
27 (4n? — 3ncos(x) + 2n + 1)%

»;c) ™) -2

> 0.

Na intervalu [F, 7] miZeme psat

v

16703 + n?(127 — 187 cos(x)) + n(9m cos(z) — 67) — 27
wy () > 3
27 (4n? — 3ncos(xz) +2n + 1)2

16mn3 + 12mn? + n(97 cos(x) — 67) — 27 S

27 (4n? — 3ncos(z) + 2n + 1)% B

n3 + 10mn? + n(15n%7 + 97 cos(x) — 67) + (27n? — 27)
27 (4n? — 3n.cos(x) + 2n + 1)%

> 0.
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(ITI) Nyni odvodime parametricky popis mnoziny, jez vyhovuje rovnici Ga(a,b) = 0. Podobné jako u pred-

choziho odvozen{ budeme déle uvazovat s(a,b) € [Z, T].

Vyjdéme z rovnosti Ga(a,b) = 0.
Mizeme tedy (pro s(a,b) € [I,T]) psat

b—a

2(2_25(a,b)+§) . s(a,b))( (1- s(a,b))—1> -

T
. (5.27)
a T sin (b (s(a,b) — T)) T B
b(l—i—a—s(a,b)—i— 2 —cos(b(s(a,b)—;)) =0.
Uvazujme dvojici a, b, kterd splituje rovnost (5.27) (a relaci s(a,b) € [Z,T]).
Nyni pouzijeme substituci s(a,b) = ¥ + =, ¢imz dostdvame
b x 7 a x  sin(x) x 7\ (b—a x 7
72_27_7)_7 12 - (1_7_7) (1—f—f)—1 =0,
a( b a b< 5t Cos(z)>+ b a(ﬁ b a 0
coz lze zjednodusit do tvaru
(b—a)(b—2)(b—z+ )+ mabcos(z) — wasin(x) _0 pro & € [0, 7). (5.28)

b2

Jelikoz dale plati s(a,b) = 1—n7 (L + ) (kde n = {W(;‘ib)J ), dostévéme £ +Z =1—nm (L + %), a tedy

muzeme psat

br(n+1)
= — 2
@ b—mn—=x (5.29)

Po dosazeni (5.29) do ([5.28]) mame

(b—2)(b—a+7)(=b+2mn+x+7)—72b(n + 1) cos(z) + 7%(n + 1) sin(x)

7b(z 4+ mn — b) =0. (5.30)

Nyni ukdzeme, Ze vyrazy (5.29) a (5.29) jsou dobfe definovany, neboli plati b > 7mn + x. Zfejmé plati
b
b—mn>b—mn—(n+1)r—,
a
pricemz po jednoduché tpravé dostavame
1 1 m
b—mn>b (1 — Ny = (n+ 1)7r) =b (s(a, b) — 7> = 2. (5.31)

A tedy muzeme rovnici (5.30]) pfepsat do tvaru

b? + b*(—2mn — 3z) + b (dmna + 7°(n + 1) cos(z) + 7(—2n — 1) + 32%) +
+(m —z)z(2mn 4+ + 1) — 7%(n + 1) sin(x) =0,
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ve které proménnou z povazujeme za parametr a feSime ji vzhledem k proménné b.
Pouzijme podobné tpravy jako v predchozim ptipadé
By (z) = —2mn — 3z,
Con(x) = dmnz + 72(n + 1) cos(z) — 72(2n + 1) + 322,
Dy (%) = (7 — 2)z(2mn + 2 + 1) — 7% (n + 1) sin(z).

Resime tedy opét rovnici ve tvaru b% + Ba.n(2)b? + Co (2)b + Do (x) = 0. Dale pouZijme substituci

b=1t— B("%'(m), pfi¢emZ po dosazen{ dostavame 3 + po ()t + g2, () = 0, kde
Bs ,(2)?
pZ,n((E) = CZ,n((E) - ZT()a
2 s Bon(x)Co,(x
tonl@) = By (o)t — D200y, )

V piipadé n = 0, x = 0 dostdvadme rovnici ve tvaru t3 = 0. Jelikoz vSak v této ¢asti predpokladame b > 0
budeme se v pfipadé n = 0 zabyvat pouze piipadem z € (0, 7).
Pron e N,z € [0,7] & n =0,z € (0, 7] dostdvame TeSen{ ve tvaru

Pa,n(T) 1 3 q2,n(2) 3 2 3z + 2mn
b =24/ —== cos | —arccos [ —=— — 4+ -kn ]|+ —,k=0,1,2.
) 3 (3 ( p2n(@)\| p2n(®) ) 3 3

Z nerovnosti (5.31]) tedy dostédvame

1 3 g2,n() 3 2
cos | — arccos [ === — + —kmw | > 0.
(3 (2 p2,n(‘r) pQ,H(:E) 3

3 q2,n(w) 3

2 pa2,n () p2,n ()

1 3 qan(z) 3 T T
3afcc°s<2p2,n<x> o) €50

Odtud plyne k£ = 0, ¢imz dostavame parametrizaci jednotlivych vétvi Fucikova spektra ve tvaru

Jelikoz opét plati € [0,1] (viz lemma [5.15/a (5.17)), dostavame

ko n(z) = (agn(x), bon(x)). Pfitemz pro n € N mame

b p(z)m(n+1
azn(e) = IR

kde x € [0, 7].
_ _ p2.a(x) 3qn(x) /3 3z427 ’
bo(e) = 2y =240 W (§ ety [ i) o e,
A pro n =0 mame
ag,()(x) =7+ eI )
24/1—cos(z) W ZGin(@) =z cos(z))
( 27 (3—3 cos(x)) 2 kde z € (O,W].

— 2 — N, 27(sin(z)—z cos(x))
bao(x) =z + $7/3 — 3cos(x) P SrrRr——r

9
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(IV) Podobné jako v ¢4sti|(II)| ukdzeme, Ze vSechny vySe uvedené vyrazy jsou dobfe definovdny v prostoru
redlnych Cisel.

Lemma 5.14. Pron € N a z € [0, 7] plati pan(z) < 0.

Diikaz. Po rozepsani mame

4m?n? 4 92% 4 12
po.n(z) = dmnx + 7%(n + 1) cos(x) — 7*(2n + 1) + 32 — I e L

3
Coz lze upravit do tvaru
2 9
p2n(T) = 3 (4n” +6n+ 3 — 3(n + 1) cos(z)) < 0.
O
Lemma 5.15. Pron € N a x € [0, 7] plati %Zi:gg —m € [0,1].
Diikaz. Dikaz je obdobou ditkazu u lemmatu [5.12} a tedy je proveden v piiloze [C} O
Lemma 5.16. Pro « € (0, 7] plati pso(x) < 0.
Diikaz. Pro n =0 mame
2
poo(x) = -3 (3 —3cos(x)) < 0.
O

Lemma 5.17. Pro z € (0, 7] plati

3v/3(sin(x) — x cos(x))
27m(1 — cos(x))?

€ [0,1].

Diikaz. Oznacme
3v/3(sin(z) — x cos(z))
- o2r(1 — cos(x))?
Z (B.16) plyne wo(z) > 0 pro z € (0, w]. Vyjadfeme nyni
_ 3V/3sin(z)(2z + z cos(x) — 3sin(z))
47(1 — cos(x))5/2

wo(x)

wo(x)

Zadefinujme nyni z(x) = 2x + x cos(z) — 3sin(x), pficem? pro vyssi derivace dostdviame
Z'(x) =2 — wsin(z) — 2 cos(x),
2"(z) = sin(z) — x cos(x),
2" (z) =z sin(x).
Z lemmatu mame z(z) > 0, a tedy wp je rostouci funkei na = € (0, 7).
. ‘oz . 6 g . _ 3 /3 _ 27 . L.
Déle z (A.2)) dostdvame rl_l)r(r)lJr wo(z) = 2. Jelikoz plati wo(r) = Z\/g = 4/355 < 1 a wp je monoténni,

dostédvame pro z € (0, 7] nésledujici omezeni wo(z) € [0, 1]. O
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Méme tedy kompletni parametricky popis mnoziny M pomoci kfivek k; ,, a ks . Nyni ukdzeme hladkost
ktivek kl,n a kig,n.

Lemma 5.18. Pron € N a z € [0, 7] jsou krivky k1, a ko, hladké.
Pro x € (0,7 je krivka koo hladkd.

Diikaz. (i) Nejprve ukdzeme hladkost kfivky ki, pro n € N.
Argumenty odmocnin ve funkei ay ,, jsou ostfe kladné (viz lemma a argument funkce VU je z intervalu
[0,1) (viz lemma . Odtud dostédvame, ze funkce ai ,, vznikla slozenim hladkych funkei (odmocnina
a funkce U je na vySe zminénych intervalech hladkd), a tedy je hladka.
Jelikoz je jmenovatel funkce by ,, ostie kladny (viz (5.20))) a funkce a4, je hladkd, dostdvame hladkost
funkce by 5.
Odtud méme hladkost kiivky ki .

(ii) Dukaz hladkosti kfivky k2, pro n € N je obdobou €Casti priéemz pouzijeme lemmata
a nerovnost .

(iif) Dukaz hladkosti kiivky kg0 je obdobou ¢asti pri¢emz pouzijeme lemmata a

Parametricky popis mnoziny N
Nyni odvodime parametricky popis mnoziny N. Nejprve zohlednime p¥ipad b=0, ktery odpovida pripadu
B = 0. Poté prejdeme k odvozeni pro b > 0, coz odpovida pripadu 8 < 0.
Graf mnoziny N miiZeme vid&t na obr.
Véta 5.19. V piipadé b= 0 le3i v N prdvé jeden bod
kg :(as,O)7 pricemz

S|~

Diikaz. Zadefinujme funkci ve tvaru

3 3
fs(a) = a® — §7ra2 + % — 3m,

pti¢emz bod (as, 0) patii do N pokud fs(as) = 0 (viz vztah (5.14))).

Nejprve ukdzeme, Ze existuje pouze jedno feseni rovnice fs(a) = 0, kde a > 7. Po zderivovani fs dostdvdme

fi(a) = 3a® — 3ma = 3a(a — 7).

S
Mame tedy dva nulové body funkce f ve tvaru a; =0, ag = 7.
Jelikoz plati fs(m) < 0 a lir_sr_l fs(a) = 400, dostavame, Ze existuje pravé jeden nulovy bod funkce fs,
a—r+00
pro ktery plati a > .

Nyni stacf ukdzat fs (as) = 0. Jelikoz je vyjadreni technicky ndro¢né, je uvedeno v pifloze [C] O
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Véta 5.20. V pripadé b > 0 lezi v mnoZiné N pravé jedna krivka k. (x) = (a.(z),b.(x)), kde

(1.) =7+ \/g )
? ( ) N 3V3(sinh(x)—x cosh(z))
2m(cosh(z)—1) 2 €T € (0, =+ OO)

() = o+ 25 o) T (- 2Lblel oo )

(eaki

Obréazek 5.2: Ilustrace mnoziny N.

Diikaz. Vyjdéme za vztahu (5.14) a zavedme substituci z = b — =2 (odkud mame a = Bb” ), ¢imz dostavame

a -z

~ 7b? cosh(x) b sinh(z) 7

b—x)2 —— + — + b -

(b—2) bow  bew -0, kdeb>z>0.
b b2

Jelikoz b # 0 miiZeme psat

b(b — x)® + —n2b? cosh(z) + w2bsinh(x) + 72b(b — ) = 0,
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pricemz po zjednoduseni dostavame rovnici ve tvaru
b* — 3xb” + (32° — 7% cosh(z) + 7%) b+ (n® sinh(z) — 2® — 7°z) =0,
ve které proménnou z povazujeme za parametr a fesime ji vzhledem k proménné b.

Pouzijme podobné tpravy jako v piipadé g > 0.
Resime tedy rovnici ve tvaru b® + B, (2)b? + C.(x)b + D.(x) = 0, kde
B, (z) = -3z,

C.(z) = 32% — w* cosh(z) + 72,

D, (x) = 7 sinh(z) — 2* — 72x.

Déle pouZijme substituci b = ¢ — 323(1'), pii¢em? po dosazen{ dostavame 3 + p.(z)t + ¢.(x) = 0, kde

B2(x
pe(e) = Cula) - =2,
2 B.(z)C,(x
0-(0) = 2 Biw) - W | (o
27
Muzeme tedy psat feSeni ve tvaru
z 2 1 2 2
b =2 _p (2) cos | = arccos 3 ¢:(@) 3 + k7 | +x, kde £ =0,1,2,
3 3 2 p.(x) p2(x) 3
pricemz by, lze prepsat do tvaru
;o p2(x) 1 3 q.(x) 3 2 - m B
b =2 3 cos <3arccos <2pz(a:) 2@ +3k:7r + by, (1 a)’ kde k =0,1,2.

Jelikoz a > 0,b > 0 musi platit

1 3 ¢.(z) 3 2
cos | —arccos | — + —km ] > 0.
(3 <2 p= () pz($)> 3 )

JelikoZ podobné jako v pifpadé 8 > 0 plati & arccos (%Zzg; 5 3(@)> €[5, %), dostévame k = 0, a tedy
mame parametrizaci kiivky ve tvaru k. (z) = (a,(z), b.(z)), kde
a,(z) =7+ zv3

3V3(sinh(x)—= cosh(x
24/cosh(z)—1¥ | — ( () 0053( )

27 (cosh(z)—1)2

b.(z) =z + 27% cosh(z) —1W¥ (— 3\/§(Sinh(m)“"s.h(“7))) ,

27 (cosh(z)—1) 3
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Podobné jako v pripadé g > 0 ukazeme, ze vSechny vyse uvedené vyrazy jsou dobte definovany v prostoru
redlnych Cisel.

Lemma 5.21. Plati p,(x) < 0.
Dikaz.
p-(2) = —7?(cosh(z) — 1) < 0.

s 3 ‘IZ(:E) __3
Lemma 5.22. Plati 5 7= o €10,1].

Drikaz. Pro zjednoduseni zépisu zadefinujme funkci

3g:(x) | 3 _ 3v/3(x cosh(z) — sinh(x))
2pz(z) || p:(2) 2m(cosh(z) —1)3

Z (B.18)) zfejmé plyne w,(z) > 0. Dale ukdzeme w,(x) < 1. Jelikoz je funkce w, spojita a plati

w(z) =

o 3v3(z cosh(z) — sinh(z)) V6

z—0+ 2m(cosh(x) — 1)2 T
viz (A.2), existuje z¢ > 0, pro které plati w,(z) < 1 na intervalu (0, zo).

Nyni ukaZeme, Ze funkce w, je (na intervalu (0, +00)) klesajici. Vyjadfeme nejprve

, 3v/3sinh(z)(z(cosh(z) + 2) — 3sinh(z))
w, (‘T) == 5 .
47 (cosh(x) — 1)5/2

Zbjvé tedy dokazat
z(x) = x(cosh(x) + 2) — 3sinh(z) > 0.
Abychom ukézali tuto nerovnost, vyjadiime vyssi derivace funkce z

z(z) = z(cosh(x) + 2) — 3sinh(x),

2'(z) = xsinh(z) — 2 cosh(z) + 2
2" (x) = x cosh(x) — sinh(x),
2" (z) = zsinh(z).
Méme tedy z(0) = 2/(0) = 2”(0) = 2”(0) a 2””’(z) > 0 na (0,400]. Z lemmatu [B.4] tedy plyne z(z) > 0,

pricemz odtud déle dostdvame w,(z) € [0, 1].
O

Lemma 5.23. Pro z € (0,4+00) je krivka k, hladkd.

Diikaz. Argumenty odmocnin ve funkcich a, a b, jsou ostfe kladné (viz lemma E argument funkce ¥ je
z intervalu [0, 1) (viz lemma . Dostavame tedy (podobné jako v diikazu lemmatu |5.18)), Ze funkce a a b,
vznikly slozenim hladkych funkci, a tedy jsou hladké.

Odtud mame hladkost krivky k.. O
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5.5 Spojitost

V piedchozi podkapitole jsme odvodili parametricky popis mnozin M a N.
V této ¢asti ukdZeme, Ze jednotlivé mnoziny M a N lze popsat pomoci spojité kiivky.

Déle ukdzeme dulezitou rovnost lim kg o(z) = lim k.(z).
r—0+ r—0+

Spojitost mnoZiny M

Nejprve ukdzeme, ze kiivky ki, a k2, na sebe spojité navazuji. Potfebujeme tedy ukézat, Ze pro n € N plati

al,n(ﬂ') = a2,n(0)7 a2,n—1(7r) = al,n(0)7
b1 (m) = b2, (0), b2n—1(m) = b1,,(0).

Lemma 5.24. Pron € N dostdvame

a1 »(0) zg (Zn -1+ \/471274—1) ,
ara(m) =7 (n+ 14+ Va(+ 1)),
ban(0) =7 (n ++/n(n+ 1)) )
bo.n () :g (2n +3+ \/m) .
Diikaz. Dikaz je velmi technicky, a tedy je uveden v piiloze [C}
Lemma 5.25. Pron € N dostdvdme

b1n(0) =2 (2n +1+V4An2 + 1) :

2
bip(m)=m (n +vn(n+ 1)) ,

asn(0) =m (n +14++/n(n+ 1)) ,
g () = %w <2n +1+V4n% + 8n+ 5) .

Diikaz. Jednoduchym dosazenim dostavame

Lr(2n—14+Vin2 +1
b177l(0): al,n(O)wn _ 127T( n + n° + )7Tn :z<2n+1+~/4n2+1>,
a1 »(0) —mn 5T (2n —14+V4n2 + 1) —7m™

2
by () = ain(mmn mn (” +y/n(n+1) + 1)
L\ = () —n— 7 —7rn+7r(n+\/m+l) .
oo ) I ey
o ()70 (2n+3+/(2n+2)2 +1) 7(n+1)
oanl) = T : ((zn i3+ m; e M GRS

:w(n—i— n(n—&—l))7
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O

Lemma 5.26. Pron = 0 dostdvame

Diikaz. Dikaz je uveden v pifloze [C] O

Mame tedy pro n € N

kl,n(ﬂ') = kg,n(O)
Timto jsme odvodili nasledujici vétu.

Véta 5.27. Mnozinu M lze popsat pomoci spojité krivky.

Spojitost mnoziny N

V predchozim jsme ukézali, ze v pripadé § = 0 lezi ve spektru pouze jeden bod ve tvaru

301
Nyn{ ukdzeme k. (z) =2 k.

Pomoci (A.1) a (A.2)) spoc¢téme

lim_a.(x) = +\/§ -
SR =Ty Y T

Dale plati

3:1—1>I(r)1+ bz (LC) - acll%l—&- \/§ - 0’

x—0

a tedy k.(z) — ks.
Timto jsme odvodili nasledujici vétu

Véta 5.28. MnoZinu N lze popsat pomoci spojité krivky.
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5.6 Hladkost

V této casti ukazeme, ze smér tecného vektoru jednotlivych vétvi M je v bodech napojeni stejny. Déle
provedeme reparametrizaci tak, aby byla i velikost te¢nych vektori stejna.
Dal jadifme limity lim k! lim k. (x).
dle vyjédiime limity lim 20(7) a Jm, (x)

Regularita parametrizace mnoziny M

Nyni vyjadiime derivace kiivek k; ,, a k2, v bodech 0 a 7.

Pozndmka 5.29. JelikoZ jsou tyto kiivky definovdny na intervalu [0, 7], budeme v krajnich bodech automa-
ticky uvazovat jednostranné derivace. (Zapisem k1 ,,(0) je tedy mySlena derivace zprava a zépisem K} , () je
myslena derivace zleva.)

Lemma 5.30. Pron € N plati

’
k2n 1

(1 \/4712721 >
o (E)
o=

L,

7

n+1

)
k:'Q)n(O): ( n—i—l’l)

Diikaz. Dikaz je technicky a proto je proveden v pifloze [C] O

7

Smeér tecnych vektoru je v bodech napojeni stejny, ale potfebujeme zménit velikost normy vektoru k:’gn
Provedme nyni pro n € N reparametrizaci

llm(a:) - kl,n(a:)a
l27n($) = k2,n(§0n (x))a

kde

©n(0) =0, pn(m) =,

n o () = 1+/4n+1)2+4+1

2(n+1)

©n(z) budeme hledat ve tvaru

on(x) = miz® + moz? + maz + my.
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Dostavame tedy soustavu rovnic

0 =my,
™ :m1773 +m27r2 + m3m + my,
n
n+1
1+/4n+1)2+1
2(n+1)

=ms,

:3m17r2 + 2m27r —+ ms.

Po jejichz vyTeSeni mame
VA(n+1)2F141 L1 Ant1F14L 5 g
2(n+1) il 2(n+1) =Y
onle) = - Ve[
n

™

Pomoci pravidel pro derivovani slozené funkce lze snadno ukézat, ze pro kiivky 1y ,,, l2 5 plati

lll,n(ﬂ') = ll2,n(0)7 l/2,n(0) = lll,n+1(0)'

Nyni najdeme funkei ¢q tak, aby pro
la0(z) = k2,0(po(2))

platilo 15 o () =1} 1 (0). Hleddme tedy funkci s nasledujicimi vlastnostmi

500(0) =0, (pO(TF) =T,

h(0) = Ligp(m) = V2.

o budeme (podobné jako ¢,) hledat ve tvaru
wo(z) = nya® + nox® 4+ nax + ny,

pfi¢emz po zohlednéni podminek dostavame

VB-1, VB-1,
xr — X

272 27 e

po(x) =
Muzeme tedy zadefinovat hladkou kiivku

lon(z —2nm), x € (2nm, (2n + )7,

Linyi(z = (2n+ 1), z € ((2n+1)m,2(n+ 1)m], neNo.  (5.32)

1°(z) = (I5(2), 15(x)) = {

Nyni ukdzeme, ze kiivka I° je reguldrni. Je tedy tfeba dokdzat regularitu jednotlivych kiivek ki, k2.
a ostrou monotonii funkei ¢,.

Lemma 5.31. Pron €N az € [0,7] plati |k ,,(z)|| # 0 a ||k, (z)]| #0 .
Pro x € (0,7 plati ||k o(x)|| # 0.
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Diikaz. Nejprve ukézeme ||k} , ()| # 0.
Pokud a ,,(z) # 0, pak ziejmé plati ||k}, (z) # 0.
Piedpoklddejme tedy aj ,,(v) = 0, pro b} ,, dostavdme

(37) _ ﬂ_nal,n(aj) - 7.r?/)’a'/l,n(x) - ma/l,n(x) — al,n<x)
(a1,n(z) —7n — x)? (a1,n(z) —7n — )%

/
1,n

Jelikoz plati ay,,(x) > 0, dostavame b}, (x) # 0, a tedy musi platit ||k} ,(z)|| # 0.
Ditkaz pro ||k, (z)|| # 0 a ||ky(2)|| # 0 je obdobny.

Lemma 5.32. Pron € Ny a z € [0, 7] plati ¢),(x) > 0.
Diikaz. Rozdélme dikaz na dvé casti.

(i) Nejprve zohlednime piipad n > 1.
Funkce ¢,, je kubickou funkci, pficemz pro koeficient u kubického ¢lenu plati

VAn+1)2+1+1 1 9
2(n+1) + V= -

T2

<0,

(viz lemma . Plati tedy, ze kubicka funkce ¢,, je rostouci na souvislém intervalu. A tedy z
@1 (0) > 0, ¢! (m) > 0 dostavame ¢} (x) > 0 na x € [0, 7).

(ii) Nyni zohlednime n = 0. Vyjidieme
3 ., Vh-1

Resme nyni kvadratickou rovnici ve tvaru ¢ (z) = 0, pfi¢emz dostavdme diskriminant ve tvaru

P (L) - ()= B o) - (5-5) =5 (o) <0

™
Jelikoz funkece ¢} nemd zadny nulovy bod a koeficient u kvadratického ¢lenu je kladny, dostdvame

oo(r) >0 pro z € R.

Véta 5.33. MnoZinu M lze popsat pomoci requldrni kiivky 1°.

Diikaz. Plyne piimo z lemmat [5.31] a [5.32] O
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Vyjadreni tecnych vektord pro z — 0
Lemma 5.34. Pro komponenty krivky ks o plati

3 1
i azo(s )_w+\fw(f) (5.33)
zlg& ba,0(z) =0, (5.34)
lg&_ aj o(@) =0, (5.35)

2 V6
i () =1+ \/;r v (W) . (5.36)
Diikaz. Zapisme funkci az ¢ ve tvaru

V3 pa(x)
a =T+ — 5.37
20( ) 2 Va( )ga( ) ( )

(5.38)
kde

o (x

= U (1a(2)),
27(sin(z )—xcos(x))’
2m(3 — 3cos(x))?

Limity (5.33) a (5.34) plynou z limit (A.5)) a (A.6).

Piejdéme nyni k vypoctu limity (5.35)). Vyjéddfeme nejdifve tvar funkce aj
o) = Y3 i (u;(:v)va(w) C(@) _ pa(@)a(@) (@) pal@)va(@) f;<x>>
#=0+ 2 00\ () &(0)? (@) éa(@) (val) Eal)?
G (VImeW S e )
9 w0+ (1 —cos(x)) ¥ (n4(x)) /1= cos(x) T2 (nq(z))

Nyni z , , a dostavame

3:1—1>r61+ a2 O( ) 0-

Limitu (5.36]) vyjadfeme pomoci vztaha , , (A.9)

ol

)=

Vo(x) = /1 — cos(x),
)=
)=

Na(x

Jim V(o) =1+ o lim (VI cos(@) ¥ (n,(0))) =

vt 2ot (VI G80) 0 (a(0) 4 VT 05000 o () o)) =1+ e ({f) .
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Lemma 5.35. Pro funkce a’, a V), plati

. / _
Jimal (@) =0,

= 2 V6
. / o “
mg%l+bz(z) =1+ \/;71' v (71- ) .

51

(5.39)

(5.40)

Dikaz. Dtikaz je podobny jako dikaz lemmatu (vychdzi ze vztahu (A.1)), (A.2), (A.3), (A.12) a (A.16)).
O

Lemma 5.36. Pro z € (0,+oc) plati |k (x)|| # 0.

Diikaz. Pokud b.,(z) # 0, pak ziejmé plati ||k, (z)]| # 0.
Predpoklddejme tedy b, (x) = 0, pro a, dostavame

Jelikoz plati b, (x) > 0, dostdvame a’,(z) # 0, a tedy musf platit ||k, (z)|| # 0.

Véta 5.37. MnoZinu N lze popsat pomoct requldrni krivky U7, kde

k.(—zx), pro x > 0,

lz(aj) = (lf(l‘),l;(x)) = {(a O) pro z = 0.

Driikaz. Plyne pfimo z lemmatu a vyjadieni jednostrannych limit (5.39) a (5.40]).
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5.7 Rovina (a, f)

V predchozi ¢dsti jsme dokézali, Ze mnozinu M i N lze popsat pomoci regularni kiivky. V této ¢dsti ukdzeme,
ze mnozinu X1 lze také popsat pomoci reguldrni ktivky, a tedy celé Fuéikovo spektrum tlohy (5.2)) (mnoZinu
%) Ize popsat pomoci dvou reguldrnich kiivek. Graf mnozin X7 a ¥~ mutZeme vidét na obr.

JelikoZ plati (5.6) miZeme popsat mnoZinu X pomoci nésledujici k¥ivky
(& 2 & 2
(15@)", (15(2))°) . £>0,
z 2 z 2
(@) -(B@)*).  «<o.
I° a I” jsou hladké kiivky, a tedy i v hladkou kiivkou pro x # 0. Navic pro x # 0 plati

li(z) # 0, l5(z) # 0, [ (2) # 0, [5(x) # 0,
1@ @) | # 0,1l (1)) || # 0,

v(z) = (n(x),72(x)) =

odtud dostdvame pro = # 0 : ||v'(x)] # 0.
Vysetfeme nyni chovani na okoli bodu x = 0. Spoc¢téme derivaci pro x = 0 pomoci L’Hospitalova pravidla

Krivka v je tedy hladka, neni vSak regularni, jelikoz
17 (0)| = 0.
Musime tedy provést reparametrizaci tak, aby byl predpis kiivky regularni i v bodé z = 0.
Véta 5.38. Fucikovo spektrum X7 lze popsat pomoci requldrni krivky v (z) ve tvaru
Y () = (71 (2), 73 (@) = v(er(2)),
kde ¢, () = sign(z)+/]z].

Diikaz. Pro x # 0 plyne z regularity kiivky + a nenulovosti funkce (/.
Platnost pro z = 0 plyne z nasledujicich vlastnosti y"

lim (7](z)) = lim (y](x)) #0,

z—0+ z—0—
Jim (15(@)" = lim (33(2))" #0.

Samotné odvozeni téchto limit je velmi dlouhé a technické, a tedy je provedeno v pifloze [C] O
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Obrazek 5.3: Ilustrace mnoziny X.






Priloha A

Vypocty pomocnych limit

V této casti odvodime nékolik technicky naro¢nych limit, jez se pouzivaji v hlavni ¢asti prace.

Lemma A.1. Plati

()

(ii)

(iii)

(iv)

(v)

(vi)

lim 3V/3(z cosh(z) — sinh(z)) @
=0+ 27 (cosh(z) — 1)2 I

i <3\/§(a:cosh(m)—sinh(a:))> o

z—0+ 27 (cosh(x) — 1)2

3v3 i sinh(z) (22 4 x cosh(x) — 3sinh(z)) V3

— lm =

8T a—0+ (cosh(z) —1)3 207

3v/3(x cos(x) — sin(x)) @

im -
z—=0+  27(cos(x) —1)2

55

(A.3)
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(vii)

(viii)

(iz)

(z)

(zi)

(xiii)

(ziv)

(zv)

PRILOHA A. VYPOCTY POMOCNYCH LIMIT

_ (3V3(sin(z) — zcos(x)))
zl—l>r(rJl+ ( 27m(1 — cos(x))? ) -0 0

3V3 lim sin(x) (2¢ + z cos(x) — 3sin(x)) V3 (A.8)
8T w0+ (1 — cos(z))3 20m
. T_ V2
wlg&r ( 1-— cos(x)) =5 (A.9)
. li
i (3\/§(sln(m) - xcoz(m))) _o, (A.10)
T 27(1 — cos(z))?
] /
}1_{1; ( 1-— cos(a:)) =0, (A.11)
COSh(JJ) —_ 1= __@sinh(x)
lim 2 4/cosh(z)—1 -0 (A12)
0 cosh(z) — 1 ’
— 1 _ _zsinh(@)
_ Veosh(@) ~1 2 eosh(m)—1 /2
lim =——, (A.13)
70 z(cosh(z) — 1) 12
lim cos(x) _ 07 (A14)
20 1 — cos(zx)

— _ _asin@)
. W 24/1—cos(z) \/§
lim = — (A.15)
20 z(1 — cos(z)) 12
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(zvi)
| v
Il_l)%l_‘r ( cosh(z) — 1) =<5 (A.16)
Diikaz. (i) Z rovnosti cosh?(z) — sinh?(z) = 1 plyne sinh(z) = y/cosh?(z) — 1. Pouzijme nyni L’Hospitalovo
pravidlo
4/ cosh( h 1 1
lim ——2 =2 i Y (z) = —21 %z lim 4| ———— =2
=0 /cosh(z) — 1 2>0  sinh(z) =50 \| cosh (x)—1 «—0 |/ cosh(x) + 1

(ii) Dokazeme pomoci L'Hospitalova pravidla

m 3v/3(x cosh(z) — sinh(x))

a=0+  2r(cosh(z) —1)2
. 3v3 [(x cosh(z) — sinh(x))?2 3\[ (z cosh(x) — sinh(x))?
w504 27 (cosh(x) —1)3 z—>0+ (cosh(z) —1)3

3\[\/ xcosh( ) — sinh(z))x 3 \/ lim x cosh(x) — sinh(z) + 22 sinh(x) _
w0t 3(cosh(z) — 1) \fyr &0+ 2sinh(x)(cosh(z) — 1)

3 . x? . zcosh(z) — sinh(x)
—y/ lim —————— 4+ lim — =
27 \| =0+ cosh(z) — 1 = «—0+ sinh(z)(cosh(x) — 1)

3 ) 2z ) x sinh(x)
- lim -— t lim 2 2 =
27 \| =0+ sinh(x) ~ 2—0+ cosh®(z) — cosh(z) + sinh?(z)

. 2 . x . 1 B

27T\/x1—1>r(r)1+ COSh(x) + xgr(r)l-&- sinh(a:) xgr(r)l-&- wsh@]%h(m) +1 N
1 1 2 6

3 2+ lim lim :i 2—|—f:£.
o z—0+ cosh( ) z—0+ _cosh(z) +1 27 3 ™

cosh(z)+1
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(iii) Dokézeme pomoci rozvinuti do Taylorova polynomu

lim <3\/§(Jc cosh(z) — sinh(m)))/ _
=0+ 2m(cosh(z) — 1)2

3\f asinh(z)(cosh(z) — 1)2 — 3 (2 cosh(z) — sinh(z))(cosh(z) — 1)2 sinh(z) B
o mﬂ0+ (cosh(z) —1)3 B
3v3 lim sinh(z) (3sinh(x) — x cosh(z) — 2x)
dm e—0+ (cosh(z) —1)3
3 5 3 5 7 3 5 7
35 (245 + 5 106N) (3(a+5 + 5+ 5 +06)) - (v+5 + 5 + +5 +06) - 20)
4 lirgi 2 4 6 2 =
2(%F + 51+ 730 + 0%
z z° z° 27
3v/3 i (m+F+m+O(x7)) (—@—m‘i‘o(xg))
—— lim _ =
AT = ; ; 3
e (5 + 5 + 4 + O6Y)”
22 2t z2
im =0.
4 z—0+ 25 (% + + 720 + O(.’bG))

(iv) Dokdzeme pomoci rozvinuti do Taylorova polynomu jako v predchozim

33 sinh(z) (3sinh(x) — x cosh(x) — 2z)

8T ml—i>I(I)1+ (cosh(z) —1)3 =
3V3 (z4 5+ 55+06N) (3(e+5 + B+ 5 +0@") - (v 4% + 5 ++% +0(?)) - 2) )
8 0+ 2(%2 N % N 7$260 +O(x8))3
37\/3 lim (35-4-%—1—%—&-0@7)) (—%—#{20—1—0@9)) —
8T z—0+ (L;‘i‘%"‘%-‘rO(ZES))S
8T =0+ 26 (%+%§+%+O(ax6))3
() =
8 60 207

(v) Dokézeme pomoci L'Hospitalova pravidla

v 1— 1
lim T _ 2 lim - cos(z =2 lim — cos(@ 2 lim = V2.
20+ /1 — cos(x) o0+ sm(:c) o0+ \[ 1 — 0052 xao+ 1+ cos( )
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(vi) Dokézeme pomoci L’Hospitalova pravidla
x) —xcos(x))?

3v/3(sin(z) — 2 cos(z)) 3\[ (sin(x
I~>0+ (1—cos(z))®  2n

im -
z=0+  27(1 — cos(x))?2
sin(x) — x cos(z) 4+ 22 sin(x)

1
w504 (1 — cos(x))?

3 \/ . (sin(z) — z cos(x))x _

3 . L o sin(z) — x cos(x) _
\/ s x1—>0+ (1 — cos(z)) sin(z)

lim
=0+ 1 — cos(x)

3
o \[ a0 (1 — cos(z)) sin(x) T om
3 i 3 1
2+ lim — v sin(z) =— /24 lim — a: lim 5 =
27 e—0+ sin”(x) + cos(z) — cos?(z) 27 z—0+ sin(z) =—0+ 1 4 COS(f:i)I;?Zj (z)
1 V6
x—>0+ 1+ 15:2221&) T

/

(3\/§(sin(fv) — wcos(z)) ) _

(vil) Dokazeme pomoci rozvinut{ do Taylorova polynomu

lim
27(1 — cos(x)) 2

z—0+
33 lim zsin(z)(1 — cos(z))? — 3 (sin(z) — z cos(z))(1 — cos(z)) 2 sin(x) B
21 20+ (1 — cos(z))3 =
3V3 i sin(z) (2z + x cos(r) — 3sin(x))
dm a—0+ (1 — cos(z))?
x 15 ‘,1;3 1}5 1137 JIJ3 ZIJS 1137
EE (2% + 80— 06") 2o+ (¢ -5 +5 5 +06") =3(2— %5 + i~ 5 +06"))
im —
41 x—0 22 g4 26 2
T (% — 51 + 75 — O(=%))
23 25 5 =7
3V3 (“” 6 T2 0(337)) (% ~ 1260 T 0(339))
im _ =
- O(z®))?

4dr a0+ (% N U 2
6 z? z? 6 1 z?

(1 — % Tim — O )> (@ ~ 1260

5

2 4 2

5+ % - 0@}

+ O(x4)) »

33 7
lim

47 z—0+ 5 (1
2 (3 -

(viii) Dokézeme pomoci rozvinuti do Taylorova polynomu
sin(z) (2z + x cos(x) — 3sin(x))

% lim
8 z—0+ (1 — cos(x))3
v (1= 506 (b - Bw t06Y) 388 v
22 i 3 207
4 2o — 0(af)) 8r 60 207

— 11
8m x—0+ 26 (5 _

(ix) Dokazeme pomoci L’Hospitalova pravidla
' i 1 |1 - cos? 1 2
lim ( 1-— cos(x)) = lim sin(z) = lim - 1= cos*(z) = lim —+/1+cos(z) = £

-0+ e=0+ 2,/1 —cos(x) @=0+2\ 1—cos(x) 2—0+2 2
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(x) Dokézeme pomoci L’Hospitalova pravidla

!/

iy (25l

— 3(sin(z) — zcos(z))(1 — cos(z)) 2 sin(x)

Tr—T

it —
2w (1 = cos(x))3
3v/3 lim sin(x) (2x 4 x cos(x) — 3sin(x)) 0
4w a—m (1 — cos(x))? '
(xi) Po zderivovani dostédvame
, .
lim ( 1- cos(m)) = lim _ sin@) =0.
= z=7 2,/1 — cos(x)
(xii) Dokazeme pomoci rozvinut{ do Taylorova polynomu
— 1 _ _ xsinh(z)
I cosh(z) —1 2y/cosh(z)—1 lim 2 (cosh(z) — 1) — z sinh(x)
im =1li , =
0 cosh(z) —1 20 2(cosh(z) — 1)
) 2(”—;+%+ %JFO(Q:S)) - (x2+%4+§+0(x8))
im 3 =
z—0 T z 2
- 2(2+i+720+0( ))2
1‘4 X 4 —_ — =
lim kv o O(=’) = lim ( 2~ fw O )> =0.

0 2 6 E 0 2 4
2L+ L+ E 4+ 0(@8)? T2 (3 + 5+ 5+ 0(29))
(xiii) Doké&zeme pomoci rozvinuti do Taylorova polynomu (podobné jako v predchozim piipadé)

— 1 _ = sinh(x) 1 z2
COSh(Q?) 1 24/cosh(z)-1 .. at <_ﬁ ~ 180 + O(IA)) 7@

lim lim = .
z—0 h —1 z—0 132 zt 2 12
- z(cosh(z) 1) U2t (34 5+ T3 + 0(af))
(xiv) Dokézeme pomoci rozvinuti do Taylorova polynomu
1— cos(z) — —=sin@®) .
lim 2y/1-cos(a) _ 1. 2(1—cos(z)) —x §1n(x) _
0 1 — cos(x) z—0 2(1 — cos(z))2
2 4 6 (12'4 (176
. 2o 0@ f(x27?+m—0(x8)) B
wli% 2 z? zt 6 8)) 2 B
5 =5+ 35 — 0Y))
4 6 4(1 _ 2*
i & — 5+ 0(a®) . z (12 iso T O( )) 0
20 o (22 g4 | g6 3 250 1 a2, 24 3 '
2(5 — 51+ 7% — 0(%)” 2% (3 = 51 + 735 — 0(29))”



(xv) Dokézeme pomoci rozvinuti do Taylorova polynomu

lim = lim = 79
20 z (1 cos(z)) P09t (L -2 2l O(af))

/1 _ z sin(z) 1 22
1 COS({L‘) 2 4/1—cos(z) at (ﬁ ~ 180 + O(IA)) \/§
12°

(S

(xvi) Po zderivovani dostavame

1 sinh(x)

= - lim ———
2 250+  /cosh(z) — 1

cosh?(z) — 1 V2

lim ( cosh(x) — 1)/ =

x—0+

1
2 250+ cosh(z) —1  2°
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Priloha B

Pomocna lemmata

Nyni uvedme nékolik vlastnosti Besselovych funkci, které budeme potiebovat (zdroj [7, Kapitola 10]
a [1l Kapitola 9]).
Pro Besselovy funkce plati:

(i) pro m > 0 je J,, omezenou funkci a Y,, je neomezend na okoli nuly,
(ii) funkce J,,, je na intervalu (0, +00) analytickou funkei,

(iii) funkce J,, i Y,, maji spofetné mnoho nulovych bodi na [0,400), pfi¢emz vsechny nulové body jsou
jednoduché,

(iv) k-ty nulovy bod funkce J,,, oznacime pip, f,

(r"™Jm (1)) =" J 1 (1), (B.1)

(vi)
I () =~ I (1)), (B.2)

(vii)
(Y (1)) = 7Y 1 (1), (B.3)

(viii)
Y)Y = Y (1), (B.4)

()
T3 (9) Yo 1) = I (1) Yo () = — (B.5)
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Jm-1(r) + I (r) = 2Tme(r), (B.6)
(xi)
Jm-1(r) = Jms1(r) =237 (1), (B.7)
(xii) Funkee I,,, je v nule kone¢nd a pro r > 0 je rostouci funkei.

(xiii) Funkce K,, je neomezend v 0. Pro r > 0 je klesajici funkei a plati K,,(r) — 0 pro r — +oc.

(xiv)

(P L (7)) = ™1 (1), (B.8)

(xv)
(r" T (1) = 17" g (1), (B.9)

(xvi)
(F™Kpn (1)) = ="Ky 1 (r), (B.10)

(xvii)
(r"Km(r)" = ="K (r), (B.11)

(xviii)
L1 (r) K (1) + I (r) Kipga (r) = % (B.12)

Lemma B.1. Obecnym resenim diferencidlni rovnice

n—1

u”’(r) + ' (r) —u(r) =0 (B.13)

r
je funkce ve tvaru

u(r)zClr% Ianz(T)—FCQT% Kanz(r), C1,Cy € R. (B.14)
Diikaz. Modifikované Besselovy funkce 1,,, a K,,, jsou definovany jako obecné feseni diferencidlni rovnice

20" (r) + o' (r) — (r* + m?)v(r) = 0. (B.15)

Zbytek dikazu je obdobou dikazu véty [3:2} O



Lemma B.2. (i) Pro x € [0, 7] plati
sin(x) > x cos(z).

(ii) Pro libovolné a,b € R a x € R plati

asin(x) + beos(x) < Va2 + b2.

(i) Pro x >0 plati
x cosh(x) > sinh(z).
Diikaz. (i) Plyne z nerovnosti
tan(x) > .

Tato nerovnost zfejmé plati, jelikoz pro x = 0 plati = tan(z) a

1
tan'(z) = ——— > 1.
an'(z) cos?(x) —

(ii) Pouzijeme prepis pomoci skaldrniho souc¢inu a Cauchyovy — Schwarzovy nerovnosti

asin(z) + beos(z) = (a,b) (sin(z), cos(x)) < Va2 + b2 \/sin(z)? + cos(z)2.

(iii) Plyne z nerovnosti
x > tanh(zx).

Tato nerovnost zfejmé plati, jelikoz pro = 0 plat{ « = tanh(z) a

tanh’(z) = ;2 <1
cosh”(x)

Lemma B.3. Pro z € [—1,1] plati
3arccos(z) = arccos(4z® — 3x).

Diikaz. 7 rovnosti (cos(t) +1isin(t))? = cos(3t) + isin(3t) dostdvame

cos®(t) + 3icos?(t) sin(t) — 3cos(t) sin?(t) — isin®(t) = cos(3t) + isin(3t).

Pro realnou c¢ast tedy plati
4cos®(t) — 3cos(t) = cos(3t),
3t = arccos(4 cos®(t) — 3 cos(t)).
Pouzijme nyni substituci ¢ = arccos(z), ¢imz dostdvame

3arccos(z) = arccos(4z® — 3x).
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(B.16)

(B.17)

(B.18)

(B.19)

(B.20)

(B.21)

(B.22)

(B.23)

(B.24)



66 PRILOHA B. POMOCNA LEMMATA

Lemma B.4. Predpoklidejme f(a) >0, f'(a) >0 ... f*=Y(a) > 0.
Pokud f™(z) > 0 na M, pak f(x) > 0 na M, kde M je mnozina ve tvaru M = [a,b] nebo M = [a,c),
pricem?Z a,b € R a ¢ € R”.

Diikaz. Jelikoz plati f)(z) > 0, dostavame f("~1 je rostouci na M, a tedy z predpokladu f*~1(a) > 0
dostavame £~V (z) > 0 na M.
Stejnym postupem dostavame f(*~Y(z) >0, ..., f'(x) >0, f(x) > 0 na M. O

Lemma B.5. Koreny kubické rovnice
22+ pz+q=0, kde p #£ 0, (B.25)

lze vyjddrit v ndsledujicim tvaru

/ 1 3 3 2
zE =2 —g cos (3 arccos (2; _p) + Sk‘ﬂ') , kde k=0,1,2.

Drikaz. Dukaz tohoto lemmatu vychdazi z nasledujici identity
Vz € C:4cos’(z) — 3cos(z) — cos(3z) = 0. (B.26)
Pokusime se tedy upravit rovnici (B.25)) do tvaru (B.26]). Nejprve pouZijeme substituci ve tvaru

z=24/ —g cos(y),

kde ¢ € C (tato substituce je korektni, jelikoz predpokldadame p # 0 a funkce cos je v komplexni roviné celou
funkei). Dostédvdme tedy rovnici ve tvaru

—821 / —‘g cos® () + 2p —g cos(¢) +q=0. (B.27)

3
Po vynésobeni rovnosti (B.27) vyrazem —%% —% dostévame
3q 3
4cos?(p) — 3cos(p) — ==,/ —= = 0. B.28
()~ 3coste) 54y - (8.25)
A tedy z rovnosti (B.26)) dostdvdme
3
3p) =24, /-2
cos(3e) = 34,2,

odkud mame



Dostavame tedy

/ 1 3 3 2
zE =2 —g cos <3 arccos <2Z _p> + 3k7r> , keZ.

Jelikoz funkce cos je 27 periodickd, ma vyznam uvazovat pouze k = 0,1, 2.

Lemma B.6. Pron € N plati

n 1+4(n+1)2+1
+ <2.
n+1 2(n+1)

Dikaz. (B.29) je ekvivalentni s nasledujici podminkou

In—1 14++4n?2+1
Ay = o + i 2n—|— < 2, n > 2.
n n

67

(B.29)

Prepisme a,, pomoci skalarniho souc¢inu a provedme odhad shora pomoci Cauchyovy — Schwarzovy nerovnosti

2
In—1 1 V4An2 +1 n—1 1 Van? +1
ap = +—— -1, < +— | +|—
n 2n 2n n 2n 2n

-

1 1
AT
n n

Nyni staci ukazat

1 1 n—1
— 1= 0.
2n? n( n ><

0<1

Vyjdéme z

Pouzitim ekvivalentnich tprav dostavame

4n? —4n < 4n® —4An +1,

n71<1 1+ 1
n n  4n?’
n—1 1
<1l——,

n 2n

1 n—1

7<1_

2n n

Odtud plyne platnost (B.30)), a tedy i platnost (B.29).

n—1

n

).

(B.30)






Priloha C

Dikazy vybranych lemmat

Diikaz lemmatu

Zavedme funkci wy(z) = %Zzgg — 3(95)

. Po rozepsani dostavame

ws () 16713 + n?(36m — 187 cos(x)) + n(27 sin(z) — 27z cos(z) — 187 cos(x) + 187) + 27(sin(x) — z cos(z))
2 = 3 .
5

27 (4n? — 3(n + 1) cos(z) + 6n + 3)
Chceme ukézat wa(x) € [0,1] na intervalu [0, 7]. To plyne z nésledujicich vlastnosti funkce ws:
(1) w2(0) <1, wa(m) < 1,
(IT) w5 (0) = wy(m) = 0,
(III) existuje pravé jeden nulovy bod zg funkce w) na intervalu (0, 7),
(IV) w§(0) <0, wi(mr) <0,
(V) ws(x) > 0 na intervalu [0, 7].

Z (IID)] a dostavame, zZe funkce ws je klesajici na intervalu (0, zg) a rostouci na intervalu (zg, ),
a tedy z[(I)| dostavdme ws(z) < 1 na intervalu [0, 7).
Prejdéme nyni k samotnému odvozeni vyse uvedenych vlastnosti.

(I) Vyjadieme tedy wy(0) a ws(m), pFicemz dostavame

8n3 + 9n? 8n3 + 9n?
UJQ(O) = 3 < 17
(4n2 +3n)%  /(8n3 +9n2)2 + 27(n* + n3)
a
( 1613 + 54n2 + 63n + 27 1613 + 54n2 + 63n + 27
Wo\Tr) = =

- <1
2 (4n? + 9n + 6)% \/(16713 + 54n2 4 63n + 27)2 + 108n* 4 432n3 + 67512 + 486n + 135
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(IT) Po zderivovani we dostdvame

wh(z) = 27(n + 1) sin(z)(—2n(—4nz + 2mn — 6z + 7) — 9(n + 1) sin(x) + (n + 1)(27n + 3x) cos(x) + 6x)
’ 4m (4n? — 3(n+ 1) cos(x) + 6n + 3)5/2 ’

priemz ziejmé plati wh(0) = wh(mw) = 0.
(III) Nyni ukdZeme, Ze wj mé pouze jeden nul bod na intervalu (0, 7). Potfebujeme tedy ukézat, Ze rovnice
z (8n* 4 3(n + 1) cos(z) 4+ 12n + 6) — 9(n + 1) sin(z) + 2wn(n + 1) cos(z) — 2mn(2n + 1) = 0 (C.1)

mé pouze jedno FeSeni na intervalu (0, 7). To ukdzeme pomoci kontrakce. Piepisme (|C.1) do tvaru z = fa(x),
kde

_ 2mn(2n + 1) 4 9(n + 1) sin(z) — 3(n + 1)z cos(x) — 2mn(n + 1) cos(x)

B 8n? +12n +6 '

fa(z)

Nyni ukdzeme

(a) fo:]0,7] — [0, 7],
(b) |f5(x)| < 1, pro x € [0, 7).

Prejdéme nyni k samotnému odvozeni

(a) Ukazme nejprve fa(z) > 0.

Z (B.16) plyne
folz) = 2mn(2n + 1) + 9(n + 1) sin(z) — 3(n + 1)z cos(x) — 2mn(n + 1) cos(z) S
2= 8n% + 12n + 6 =
2mn(2n + 1) +9(n + 1) sin(z) — 3(n + 1) sin(x) — 27n(n + 1) cos(z) S
82+ 12n+6 -

2mn(2n + 1) — 2mn(n + 1)

> 0.
8n2 +12n 46

Nyni ukdZeme fo(x) < w. Jelikoz x € [0, 7], plati

2mn(2n + 1) + 9(n + 1) sin(z) — 3(n + 1)z cos(x) — 2n(n + 1) cos(z)

fal=) = 8n2 + 121+ 6 =
2rn(2n+1) +9(n+1) +3m(n+1) + 2na(n+1) _ 7TGnQ+ (7T+2)n+(3+2) -
8n? +12n+6 - 8n? +12n+6 -

(b) Plati

3xsin(x) 4+ 2wnsin(z) + 6 cos(x)
8n2+12n+6

folw) = (n+1)

Ukazme nejprve f4(z) > —1.
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Ztejmé plati
6 cos(z) (n+1)
"x) > 1 2 - -1
folz) = (n+ )8n2+12”+6_ 8n2+12n+6>

Nyni ukdzeme fj(z) < 1.
Na intervalu [0, 7] zfejmé plati

7 (2 + 2n) sin(z) + 6 cos(z) \/7T2 (3+ 2”)2 + 36 sin(z — zo)

fa() < (n+1) 82 7 120 16 =n+1) 8n2 + 12n + 6
< \/7r2 (2 +2n)” 436 \/47r2n4+147r2n3+(36+ B n2 4+ (72 + 22 ) n + 97 + 36
St e - V64nT 19203 + 240n2 + 144n + 36
V40n* + 13903 + 217n2 + 1761 + 59 _ V40nt + 13903 + 217n2 + 176n + 59

< =
T V64nt + 19203 4 240n% 4 144n 4+ 36 \/40n* + 16513 + 240n2 + (144n + 24n* + 8n3) + (36 + 19n3)

VySetfeme nyni chovani na intervalu [5, «]. Vyjiddfeme nejprve

n+1

3 (z) = B2 12m 56 ((27n + 3z) cos(x) — 3sin(x)).

Ziejmé plati fy/(x) < 0 na celém intervalu [3, ).
Dostavame tedy, ze funkce f; je klesajici na intervalu [5, 7], a tedy |f5(2)| < 1 na intervalu [0, 7].

(IV) Vyjadieme nyni hodnoty funkce wf v bodech 0 a 7. ZapiSme funkci w) ve tvaru
wh(z) = /JQ(-Z') V2('T),
2( ) 52 (I‘)
kde

pa(x) = 27(n + 1) sin(x),
—2n(—4nx + 27n — 62 + ) — 9(n + 1) sin(z) + (n + 1)(27n + 3z) cos(x) + 6,
5/2

Vo (.13) =

&(z) = 4m (4n* — 3(n + 1) cos(z) + 6n + 3)

Mizeme tedy psét wi ve tvaru

pa(@) va(w) | pia(w) vy() _ pa(2) va() &()
€a(x) §2() () '

wy () =

Jelikoz p2(0) = pa(r) = 0 dostédvame
_21(n+1)(—2n(27n +7) 4+ (n +1)(27n)) 2 27(n+1) <0

w//(o) —
? 47 (4n? 4+ 3n)*/? 2 (4n? + 371)5/2

27(n + 1) (—2n(—27n — 57) — (n + 1)(27n + 37) + 67)
A7 (4n2 4 9n + 6)°/2
27(n + 1) (47n? 4+ 10mn — 27n® — bwn — 3w +6m)  27(n+ 1) (2n® + 5n + 3)
- 47 (4n? + 9n + 6)°/2 - 4(4n? + 9n + 6)°/?

wf () = ~
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(V) Nakonec ukdzeme ws > 0, pficem?z z (B.16) plyne
we(x) =
167> + n?(36m — 187 cos(x)) + n(27 sin(x) — 27z cos(x) — 187 cos(x) + 187) + 27 sin(z) — 27x cos(x)
27 (4n? — 3(n + 1) cos(z) 4 6n + 3)%

>

16mn® + 187n?
27 (4n2? — 3(n + 1) cos(z) + 6n + 3)

>0

vl



Dikaz véty

V této Casti chceme ukdzat fs(as) = 0.
Po dosazeni dostdvame

1

fs(as):WB—I-S\/g?rQ +977 1 +3\/§ 1
cos (% arccos (@)) 2" cos? (% arccos (@)) 2V 2 o3 (% arccos (@))
1 3 1 3

3 2
——7m |7+ 2my/ = + =
2 2 cos <% arccos (@)) 2 cos? (% arccos (g))

w

Coz lze zjednodusit do tvaru

9 1 3 /3 1
fS(QS) =T + -1/ = — 3.
4 cos? (% arccos (‘/6)> 2V 203 (% arccos (@))

T

Po prendsobeni a pouziti (B.24]) dostavame

cos? (; arccos (f)) fu(as) = S cos (; arccos ({f)) 3 \/g 3 cos? <;arccos (f)) _
e (e () 54 e () (e ()

JelikoZ cos® (% arccos (@)) # 0, plati fs(as) = 0.

e

—&—%—371.
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Diikaz lemmatu [5.24]
V této ¢asti chceme ukézat

(i) a1,n(0) = Z (2n — 1+ V4n? + 1),

(i) ay (7)== <n+1+\/T>

(iii) b, (0) = 7r(n+ n(n+1)),

(iv) byo(m) = Z (2n+3+ \/m)

Pro lepsi prehlednost odvozeni pfipomenme tvar funkci a; , a ba

_ Pin(z) W (3 qin(z ) n 3x+(2n -7
pl n( ) 3 ’

)

3 2p1 n(a:)
o] P2n(z) 3 qo,n () 3x + 27
b2,n($>f2 \If<2p2n($> p2n( )>+ 3 s

aypn(z) =2

3
p1a(z) = %2 (4n* + n(2 = 3cos(z)) + 1),

Qin(7) = g—; (16mn® + n® (121 — 187 cos(z)) + n(27(sin(z) — z cos(z)) + 97 cos(z) — 6m) — 27) ,

Pan(z) = %2 (4n2 + 3n (2 — cos(x)) + 3 — 3cos(x)) ,

o0 () = 7; (167n® + 18n% (27 — 7 cos(x)) + In(3(sin(z) — a cos(x)) + 2 (1 — cos(x))) + 27(sin(z) — z cos(x))) -

Prejdéme nyni k samotnému odvozeni.
(i) Pod dosazeni z = 0 do ay ,, dostdvame

2 1
a1 »(0) = 37r 4n? —n + 1cos <3 arccos <

16mn® — 67n? + 3mn — 277)) (2n — )7 (C2)

2w(4n? —n + 1)% 3

Zadefinujme ag ve tvaru ag = % (2n —14++4n2 + ) Pomoci lemmatu lze odvodit nasledujici

rovnost

3ag — 2nmw + 3Van? +1+2n—1
Jarccos | ———) = 3 arccos =
2mVAn? —n+1 4An? —n+1
BVInT+i+2n—1)° 3(3VAnZ+1+2n—1)
arccos - =
16 (4n2 —n+1)% 4Van? —n +1

16n3 — 6n2 +3n — 2
arccos < .
2(4n?2 —n+1)2
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Dosazenim do (C.2|) dostédvame

2 3WVan2 +1+2n -1 2n—1
a1n(0) = 20 a7 ML L @n T T gy e ).
3 4v/4n?2 —n +1 3 2

(ii) Odvozeni je podobné jako v pripadé |(i)| Zadefinujme a; ve tvaru a; = 7 (n +1+4++/n(n+ 1)) a pro-

vedme nésledujici apravy

— - 1 1
3arccos( 3a; — 2mn — 27 > 3 arecos <n+ +3+y/n(n + ))

27v4n? +5n 4+ 1 2V4n? +5n +1
(BVInZ+1+2n—1)" 3(BVAZ+1+2n—1)
arccos — =
16 (4n2 —n + 1)* AAn? —n + 1

( 8n% 4+ Tn—1 )
arccos .
(dn+1)vV4n? 4+ 5n+1

A tedy muZeme psét

2 1+3 1 2 2
arn(m) = it o g 1A Svnln D) | 2t r=m(n+ 1+ aln+1)).
3 2v/4n?2 +5n+1 3

(iii) Odvozeni je podobné jako v pripadé H Zadefinujme by ve tvaru by = 7 (n +/n(n+ 1)) a provedme
nasledujici pravy

3 (n +/n(n+ 1)) — 27

3b0 —27n )
Jarccos | ————| = 3 arccos =
<2ﬂ' V4n? 4+ 3n 2mv/4n? + 3n
3
(37r (n +/n(n + 1)) - 27rn> 3 (37r (n +/n(n+ 1)) - 27m>
arccos - — _
273 (4n? + 3n)2 2mv4n? + 3n

A tedy muZzeme psét

37r<n+ n(n+1))—27m 9

2
A a2 4
ba n(0) = 371' 4n? + 3n PV + 37T’/l =T (n+ n(n + 1)) .

(iv) Odvozeni je podobné jako v piipadé |(i)} Zadefinujme by ve tvaru by = 5 (2n +3+V(@2n+2)2+ 1)
a provedme nasledujici dpravy
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3b1—27T7’L—37T % 2”+\/W+3) (2n + 3)
3 arccos ( = Jdarccos
27vV4n2 + 9n + 6 4n2 +9n +6
(3 (2n+ VEn+27+1+3) - 2n+3) 3(3(2n+ V@ +27+1+3) - (2n+3))

arccos

23 (4n2 + 9n + 6)* 2/4n® + 9n + 6

16n3 + 54n? +63n+27
arccos
2(4 n2+9n+6)

A tedy muZzeme psét

[SJ[°]

(2H+W+3) (2n+3) 9y 13

T
= 72 4 2 =
Pl = g2V 0O 2vV4n? +9n +6 N

g<2n+3+\/m).




7

Diikaz lemmatu [5.26!

V této céasti chceme ukdazat
(i) azo(m) = 5 (VB +1),
(ii) bao(m) = 5 (V5+3).

Vyjadireme nejprve

3z
)
2\/% N (27(sin(a;)a: cos(aé)) >

27 (3—3 cos(z)) 2

kao(z) = kde z € (0, 7).

aso(z) =7+

_ 2 — 3y U 27(sin(z)—x cos(:'c))
boo(x) =z + 57/3 — 3cos(z) ortosemend )

Prejdéme nyni k samotnému odvozeni

(i) Pro ago(m) mizeme psét

aso(m) =m+ V3 T+ V3 L
2,0(7) = — Y = .
’ 27n 2v/2 1 3v6
2\/5\11(%6%) cos(3arccos( % ))
Z lemmatu [B23] plyne
arccos (3\8/6> = 3arccos <; (\/64— \/30)) . (C.3)

A tedy muZzeme psét

V38w =2 (24v5-1) =

“2’°<”):”2\/5(\/6+M) 5 (\/5+1).

T
2

(if) Nyni odvodime bs (), pomoci vztahu (C.3))

bao(m) =m+ %wx/écos (;) arccos <3\8/6>> =7 +7r\/6% (\/6+ \/%) = g (\/54— 3) .
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Diikaz lemmatu [5.30]

V této ¢asti chceme ukazat, ze v pfipadé n = 0 mame

a pro n € N plati

1+ +v4n2 +1
all,n(o) =1, bll,n(o) = m ’
n
da(m) =1 bam) =/

b2,n(7r) =1

Pro prehlednost uvedme tvar funkci, se kterymi bude v této ¢asti pracovat

n(T 3+ (2n—1)mw

arn(z) =2 _Z%U U (wy () + %7
n
bn(@) = an(2) ain(z) —x —7mn’
n+1

aza(®) =7 ban(@) o e T

n(T 3r 4+ 2™
by () =2 —p2*3( ) g (wn (@) + =5,

o 7Tb270(33')

QQ,O(I) - bg’()(.’l?) — JJ’

boo(z) =z + gw 3 —3cos(z) W <27(Sin(x) — xcos@))) ’

2m(3 — 3cos(z))2

pia(r) = — % (4n* +n(2 — 3cos(z)) + 1),
16703 — n?(187 cos(z) — 127) — n(—27sin(z) + 27z cos(z) — 9 cos(z) + 67) — 27
win(®) = 27 (4n2% — 3ncos(z) + 2n + 1)% ’
pon(z) = — %2 (4n* 4 3n (2 — cos(z)) + 3 — 3cos(z)) ,
Wan () = 16713 + n? (367 — 187 cos(z)) + n(27sin(z) — 27z cos(z) — 187 cos(xz) + 187) + 27sin(z) — 27x cos(ac).
5

27 (4n? — 3(n + 1) cos(z) + 6n + 3)
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Odvozeni rozdélime do nékolika ¢asti.

(i) Nejprve ukdzeme

Jelikoz plati

dostavame z pravidel pro derivovani slozené funkce

(2 g (wl,nu)))

A tedy plati @} ,,(0) = @ ,(m) = 1.
Diikaz pro b ,,(0) = b} ,,(7) =1 a by o(7) = 1 je obdobny.

=0.

=0

(ii) Ve specidlnim piipadé n = 0 plati

by,0(2) (ban () — ) — bao(2)(byo(x) —1) _ bao(x) — xbyo(x)

“20(r) = (o) — )2 " (bao(@) — 22

Pro n € N mizeme psat

' () :Wnaﬁ,n(x)(am(m) —mn —x) — aya(@)(a)n(r) — 1) Fnal’n(z) _ ) (¢) — 2 (2)
1,n (a1,n(x) — T — x)2 (alm(x) —n — x)Z
ay ,(z) =7(n + 1)b2,n($)(bz,n(x) —mn —1x)— b2,n(2x)(b2,n(l’) —1) _

(bo,n(z) — ™n — x)
ba,n (@) — by, (z) — 2b) ()
(bo,n(z) — 0 — )2

=n(n+1)

(iii) Nyni{ miZeme vyjadrit derivace v krajnich bodech.
Pro n = 0 mame
() bao(m) —m T 2
aho(m)=m = = ,
0 (b2o(m) =m)* 3 (VB+3)—7m V541
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a pro n € N dostavame

r(0) = ™ _ ™m 1+ Van2 41
Lin a1,,(0) — 7m0 %77 (2n —1++V4n2 + 1) —1n 2n ’

1n(T) T ain(m) —m(n+1) W(n+1+ \/m) —r(n+1) “Vat1

, _omn41) m(n+1) _In+1
a2,n(0) - bg’n(()) —mn T (n+ n(n+1)) _ B n

d, (m) m(n+1) _ m(n+1) 2(n+1)

" bpa(m) —w(n+1) g(2n+3+\/m> —a(n+1) T /I t2) +5+41
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Dikaz véty

V této éasti ukazeme

lim (7](2)) = lim (y](x)) #0,

rz—0— x—04

lim (’yg(x))/ = lim (’yg(x))/ # 0.

r—0— x—0+

Prejdéme nyni k samotnému odvozeni.

(i) Spoctéme nejprve

kde c;(z) = ag o(2).
Pouzitim (A.8) a (A.15)) dostdvame
c1(v)

lim (’yf(x))/: lim aso(v/z) lim

x—04 x—04+ r—0+ \/E
\/_7 \/5 sin(v/x)
VB [ ViTes e e (V@) G (Vo) |

5 o ml_cos(m) V) V1 = cos(v/z) U (na(v/7))

/ (i) 3\/§§1n(f)(2\f+\/500§(f) 3s1n(f))
™ (1—cos(va) 3

*2 L | 12 g (?) 24/1 — cos(y/x) -
VB (ﬁ_ ¥ () 3/3sin(y/5) (2vE + VEcos(yE) — 3sin(v@) | _
2 z0\ 12 2 (@) 8T (1 — cos(y/x))?

R (f_ﬂ’ (ff))
T2 |12 207 g2 (@) '

Pro limitu zleva mizeme psat

lim (’y{(a:))/: lim U _ lim a; (V=) ca(v—x)

z—0— z—0— X r—0— xT z—0— \/ —x

kde ca(z) = al(x).
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Pouzitim (A.13]) dostédvame

Jm (i) = 1 -
VB o (VO T S A e (/) e ()

2 2—0| z(cosh(z) —1) U (n.(z)) W‘I’Q (n=(z))

, 33 sinh(\/f)(Z\/EjL\/fcosh(\/E)fS sinh(ﬁ))
V3 vz Y (7) am (cosh(v@)~1)%

2y/cosh(y/z) — 1

3 "= ) 3v/3sinh(y/z)(2y/Z + /x cosh(y/z) — 3sinh(y/z))
12 g2 (\/6) 87 (cosh(y/z) — 1)3

5 ( ffiﬁ))f (f”’(ﬁ))

—ag

V3 (\/5 v (
— lim
2 z—0

V6 12 207T\I,2<\/6)

™

Jeliko? piiblizné plati

dostavame

(if) Spoctéme nyni

. r r. -
m1—1>r61+ (72 (I)) o Il—lgl-‘r T o m1—1>%1+ \/E ’

kde

Mame tedy

. e s . bao
xg%l+ (72 (LU)) o 3:1—1>I(I)1+ 63(\/5) 3:1—1>I(I)1+ \/5 o

(1w () . (o G (™)) -

(e ()




Pro limitu zleva miZeme pséat

lim (’yg(x))/: lim = lim

r—0— x—0— x r—0—

kde c4(z) = ().
Méame tedy

lim ('yg(x))/: lim c4(v/x) lim

z—0—

r—0+

3v/3(y/x cosh(\/z
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z—0+ ﬁ

(15w () . (50

Jelikoz je U pozitivné definitni funkci dostavame

1\1/(

27 (cosh

o).

(Hf o(9))

lim ('yg(x))/ = lim ('yg(x))/ # 0.

z—0— z—0+
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