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Abstract

The thesis provides a comprehensive overview of the most famous math-
ematical inequalities and their application in the secondary education.
The text includes an analysis of relevant curriculum documents, an over-
view of the most well-known types of inequalities with their proofs and con-
crete examples of mathematical problems, which students may encounter.
There is also an overlap with college mathematics. Elementary types of in-
equalities are mentioned, such as the nonnegativity of the square of a real
number, the sum of a number and its reciprocal, the triangle inequality,
the Jensen inequality, Cauchy-Schwarz inequality and inequalities between
averages. The thesis also presents a summary of inclusion of these topics
in secondary education and a discussion of its adequacy.

Abstrakt

Prace poskytuje uceleny prehled nejznaméjsich matematickych nerovnosti
a jejich vyuziti na stfedni skole. Text obsahuje rozbor prislusnych kuriku-
larnich dokumenti, prehled nejznaméjsich typt nerovnosti i s jejich dikazy
a konkrétni priklady, se kterymi se studenti stfednich Skol mohou setkat.
Soucasti prace je také presah do vysokoskolské matematiky. V textu jsou
zminény jednoduché typy nerovnosti jako je nezapornost druhé mocniny re-
alného cisla a soucet ¢isla a jeho prevracené hodnoty, trojihelnikova nerov-
nost, Jensenova a Cauchyova-Schwarzova nerovnost i nerovnosti mezi pri-
meéry. Soucasti prace je také shrnuti soucasné situace a diskuze nad vhodnosti
zaclenéni tohoto tématu do stredoskolské matematiky.
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1 Uvod

Tato prace se zabyva vybranymi nerovnostmi, se kterymi se mohou setkat
stredoskolsti studenti. Soucasti je rovnéz analyza soucasné situace. Proto
bylo nejdrive potfeba nastudovat prislusné kurikularni dokumenty a na-
sledné se ponorit do u¢ebnic matematiky a patrat po konkrétnich prikladech.
Obdobnym zptsobem bylo patrano v zadani olympiad a korespondenc¢nich
seminait. Jelikoz se jedna o hrani¢ni téma, obsahuje prace také presah do
vysokoskolské matematiky.

V textu bude nejdiive predstaven systém kurikularnich dokument, podle
kterych se v soucasné dobé ¥idi vzdélavani v Ceské republice. Popsan bude
konkrétni vyskyt tématu ,,Nerovnosti“ v téchto dokumentech a také vysvet-
len rozdil mezi nerovnosti a nerovnici.

Nésledné budou uvedeny vybrané nerovnosti i s jejich ditkazy. Nejdiive
budou predstaveny jednoduché nerovnosti, které se casto uzivaji pti reSeni
bude pro jeji popularitu vénovan vétsi prostor. Kromé stredoskolského vy-
kladu vcetné ukazky konkrétnich tloh, kde se s ni mohou setkat studenti
stfednich odbornych skol i gymnézii, bude prostor vénovan také vysoko-
skolskému pohledu na toto téma. Dalsimi nerovnostmi, které budou v této
praci predstaveny, jsou Jensenova a Cauchyova-Schwarzova nerovnost. Ty
se sice pti béznych hodinadch matematiky priliS nevyskytuji, ale studenti je
mohou vyuzit pii feSeni tloh z riiznych matematickych olympiad a korespon-
dencnich seminaii. Také u Cauchyovy-Schwarzovy nerovnosti bude uveden
presah do vysokoskolské matematiky. Poslednimi typy nerovnosti, které bu-
dou v praci predstaveny jsou nerovnosti mezi prumeéry. Nejvice pozornosti
je vénovano nerovnosti mezi aritmetickym a geometrickym primeérem.

Na zavér je provedeno shrnuti aktudlni situace z pohledu vyskytu mate-
matickych nerovnosti na stfedni skole a nastinén mozny smér, kterym by se
soucasny stav mél dle autorky déle rozvijet.



2 Vyskyt tématu ve
stredoskolské matematice

Obsah a forma vjuky jsou v Ceské republice ifzeny prostiednictvim sys-
tému kurikularnich dokumentt a to v souladu se zakonem ¢. 561/2004 Sb.,
o predskolnim, zakladnim, stfednim, vyssim odborném a jiném vzdélavani,
ve znéni pozdéjsich predpisu (Skolsky zakon).

2.1 Kurikularni dokumenty

Kurikuldrni dokumenty obsahuji dvé trovné - statni a skolni. Na statni
tirovni se nachdzi Nrodni program rozvoje vzdélavani v CR (tzv. Bila kniha)
a ramcové vzdélavaci programy (RVP). Skolni tiroveni obsahuje $kolni vzdé-
lavaci programy (SVP). Pro vétsi ndzornost navaznosti kurikuldrnich do-
kumentti je na obrazku 2.1 uvedeno zjednodusené schéma stredoskolského
stupné vzdélavani.

NARODNI PROGRAM VZDELAVANI

Y

RAMCOVE VZDELAVACI PROGRAMY
RVP pro gymnézidlni vzd€élavani

RVP pro stfedni odborné vzdélavéani

Statni uroven

Skolni uroven

Y

SKOLNI VZDELAVACI PROGRAMY

Obrazek 2.1: Kurikularni dokumenty



Zatimco Bila kniha je jen jedna a obsahuje obecnou strategii v podobé
myslenkovych vychodisek, ramcové vzdélavaci programy jsou tvoreny pro
kazdy obor samostatné. RVP vymezuji zavazné ramce vzdélavani.

Skolni vzdéléavaci program se vztahuje vzdy ke konkrétni skole. Ta si jej
tvoli sama a nasledné podle nich uskutec¢nuje vzdélavani. Pokud se na dané
skole vyskytuje vice oborti ¢ vzdélavacich smért, je SVP vytvofeno samo-
statné pro kazdy z nich.

Vsechny tyto dokumenty jsou ze zdkona verejné a mély by byt pristupné
pro pedagogickou i nepedagogickou spole¢nost. Dokumenty ze statni arovné
jsou dostupné na Metodickém portalu RVP.cz a na strankach Ministerstva
skolstvi, télovychovy a mladeze. O formé zvefejnéni SVP si rozhoduje kazda
Skola sama. Casto lze dokumenty pohodIné najit na strankach gkoly, nékdy
je ale nutné navstivit skolu osobné a dokument si vyzadat.

2.2 Vyskyt tématu v kurikularnich dokumen-
tech

Jelikoz se v rdmcovych a skolnich vzdélavacich programech zpravidla primo
nehovori o nerovnostech, ale spise o feSeni nerovnic, je potfeba ujasnit si
rozdil mezi témito pojmy.

Jednim ze zédkladnich rozdili mezi nerovnosti a nerovnici je to, ze za-
timco nerovnice se Tesi, nerovnost se dokazuje.

Pii feseni nerovnice je cilem urcit mnozinu prvki, pro které je dana
nerovnice splnéna. Matematicka tiloha na nerovnice byva zadana ve stylu:
,Urcete, pro kterd z plati, ze 1 < z.“ Cilem je pak ur¢it vSechna z, pro

xr

ktera je zadana nerovnice pravdiva.

Na nerovnost lze pohlizet jako na vyrokovou formu, kterou je tieba
dokézat ¢i vyvratit. Uloha byvé zadéna ve stylu: ,Dokazte, Ze pro Vo > 1
plati, ze % < x.“ Cilem je prokazat ¢i vyvratit platnost tohoto tvrzeni jako
celku, tedy ze zadany vztah (% < ) plati/neplati pro vSechna = > 1.
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2.3 Gymnazia

gramu pro gymnézia) vyskytuje v okruhu CISLO A PROMENNA. Samotné
téma nerovnosti si 1ze pak predstavit jako soucast tématického okruhu AR-
GUMENTACE A OVEROVANI a to zejména pii feSeni dikazovych tloh.
Vyskyt priklada vyzadujicich feSeni nerovnic a nerovnosti lze zajisté oceka-
vat i behem probirani okruhu GEOMETRIE.

2.4 Stredni skoly

Réamcové vzdélavaci plany stiednich skol s maturitni zkouskou obsahuji okruh
Funkce a jeji pribéh. Reseni rovnic a nerovnic. Téma nerovnic je zizeno na

linedrni a kvadratické. V okruhu PLANIMETRIE byva pii realizaci vyuky
probirana Trojuhelnikovd nerovnost.

2.5 Uciliste

Ucebni obory zpravidla poskytuji nejmensi pocet hodin matematiky a od
toho se samoziejmé také odviji pozadovany rozsah vyuky. V nematuritnim
sttedoskolském vzdélavani byva zpravidla vyzadovano feseni jen linearnich
nerovnic a to z oboru realnych ¢isel. V okruhu PLANIMETRIE byva béhem
vyuky zminéna Trojihelnikovd nerovnost.

2.6 Dodatek

Veskeré vyse zminéné vymezeni je vsak velice obecné a konkrétni obsah vy-
uky zavisi predevs$im na uciteli ¢i ucitelich dané skoly a jejich uvazeni. Kromé
zékladnich hodin matematiky se zaci setkavaji s nerovnostmi a jejich doka-
zovanim také ve volitelnych matematickych seminarich a pfi reSeni raznych
korespondenc¢nich seminaru ¢i olympiad. K nerovnostem rozebiranym v této
praci budou uvedeny priklady, se kterymi se stfedoskolak mize setkat af uz
v rdamci hodiny matematiky, pii feseni korespondencéniho seminéie nebo pfti
ucasti na matematickych olympiadach.
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3 Jednoduché nerovnosti

3.1 Druha mocnina

Jednou z nejjednodussich nerovnosti, kterou se ué¢i zaci jiz na druhém stupni
zékladni skoly, je vztah mezi nulou a druhou mocninou libovolného realného
¢isla:

2% > 0. (3.1)
Rovnost nastava v ptripadé, ze x = 0. Ve vSech ostatnich pripadech je vyraz

2? kladny.

Navzdory (a moznd také diky) své jednoduchosti je tato nerovnost hojné

vvvvvv

tvrzeni.

Véta 3.1.1. Necht a a b jsou libovolnd redlnd cisla. Pak plati:
a’ +b* > 2ab. (3.2)

Diikaz s vyuZitim nezdpornosti druhé mocniny (3.3.1). Jak je uvedeno v [4],
nerovnost (3.2) lze odvodit tfemi jednoduchymi kroky:

1. Diky nezapornosti druhé mocniny libovolného realného ¢isla vime, ze
(a—b)? > 0. Také vime, Ze rovnost nastava pravé tehdy, kdyz je vyraz
pod mocninou roven nule, tedy a = b.

2. Po upravé levé strany nerovnosti podle vzorce:

(A+ B)*= A’ +2AB + B? (3.3)

ziskavame tvar:

a® —2ab +b* > 0. (3.4)

3. Nyni jiz staci pri¢ist k obéma strandm nerovnosti vyraz 2ab a ziska-
vame pozadovanou nerovnost: a? 4+ b> > 2ab. V prvnim kroku tohoto
diikazu byla zaroven uvedena podminka pro pripad rovnosti.

O
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Dikaz vety 3.1.1 lze provést také bez pouziti vzorce (3.3.1). Prikladem
muze byt nasledujici dikaz.

Graficky dikaz. Hlavni myslenka tohoto dikazu je prevzata z [23].

1. Predpokladejme, ze a # b. Nakresleme tsecku AC, jejiz velikost je
rovna souctu a 4+ b. Na této tsecce vyznacme bod B tak, ze plati
|AB| = a (na obrazku 3.1 ruzové) a |BC| = b (na obrazku 3.1 zluté).

D

Obrézek 3.1: Trojihelnik

2. Stfed strany AC oznaéme S, pak |AS| = %2, Vzdélenost |BS| (na
obrdzku 3.1 ¢ervend) mizeme vyjadrit jako |AS|—a neboli |BS| = %52

3. Dale sestrojme Thaletovu kruznici nad tseckou AC'. Z bodu S sestro-
jme kolmici na primku AC. Prusecik Thaletovy kruznice a kolmice
oznacme D.

a+b

7~ (na

4. Useka SD je polomérem Thaletovy kruznice, proto |SD| =
obrazku 3.1 modre).

5. Jelikoz je ABSD pravouhly, mtizeme s vyuzitim Pythagorovy veéty
vyjadrit stranu ¢ (na obrazku 3.1 zelené):

&= (“;b>2+<b;a>2 (3.5)

6. Po uziti vztahu (3.3) a nasledné tpravé ziskdvame tvar:

2_a2—|—b2
2

Cc
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a po odmocnéni

a* + b?
c=1/ .
2

Nyni mizeme vyuzit vlastnosti, Ze prepona je v pravoihlém trojihel-

[a? + b2 - a+b‘
2 - 2

Po umocnéni na druhou a vynasobeni 4 vychazi vztah:

niku nejdelsi. Proto

2a° +2b* > a® + 2ab + b°.
Nésledné staci odecist od obou stran predchozi nerovnosti a® a b? a
véta 3.1.1 je pro pripad a # b dokdzana.

Na zavér se zaméfme na piipad, kdy a = b (tedy B = S). Pro tento
pripad plati véta 3.1.1 trividlné a ve vztahu (3.2) nastava rovnost.

3.2 Soucet cisla a jeho prevracené hodnoty

Nasledujici véta s dukazem je prevzata z [23)].

Véta 3.2.1. Pro libovolné kladné redlné cislo c plati:

1
c+=>2 (3.6)
C

Diikaz. Postaci dva jednoduché kroky:

1.

Cislo ¢ mizeme vyjadfit jako 7, kde a,b jsou kladna redlna cisla. Tedy

samoziejmé také plati: 1 = 2.
(& a

’ ’ / ’, 1 s 4 . b
Nerovnost (3.2) vynasobime kladnym vyrazem - a ziskdme: §+2 > 2.

Nyni do predchozi rovnice dosadime proménnou c¢ a ziskdme dokazo-
vany tvar: ¢ + % > 2.

O
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3.3 Jednoduché nerovnosti na stredni skole

S vyse uvedenymi nerovnostmi se lze na stfedni skole setkat ve vice té-
matickych celcich. Rozsah jejich uziti je vSak velice zavisly na typu skoly.
Vzhledem k tomu, ze ve vzdélavacich planech pro ucilisté se viibec nevy-
skytuji kvadratické rovnice, neprekvapi, ze zaci ucilist béhem svého studia
pravdépodobné nevyuziji nezapornost druhé mocniny ani vétu 3.1.1.

3.3.1 Stredni odborné skoly

Na strednich odbornych skolach se s jednoduchymi nerovnostmi zaci setka-
vaji. I kdyz zéalezi na typu skoly a konkrétnim ucilisti a nejspise i konkrétnim
zakovi, nakolik si to uvédomi. Ptiklady byvaji totiz zadany stylem , Vyteste
nerovnici ...“ a zdk béhem tohoto Teseni casto aplikuje prvni zminénou
nerovnost této prace. Stfedoskolaci totiz védi, ze je kazda druha mocnina
realného cisla nezaporna. Tuto znalost vyuziji naptiklad v néasledujici dloze.

Uloha 1 (z [22]). Najdéte viechna feSeni nerovnice:

T 3z —4
z2+1 7 2241

Reseni. Pri feSeni této ulohy maji stfedoskolaci na vybér ze dvou moznosti
postupu:

1. Bud nejprve prevedou nerovnici na podilovy tvar:

0>39§—4_ v 2z -2)
2241 2241 x2+41°

Déle si pak uvédomi, ze vyraz na pravé strané nerovnosti je kladny
pravé tehdy, kdyz je ¢itatel i jmenovatel kladny nebo pokud je citatel
i jmenovatel zaporny. Ziskaji tedy dvé moznosti feSeni:

(a) Bud 2(z —2) > 0A 22 +1 > 0 (Po vyfeSeni této jednoduché
soustavy nerovnosti vychézi, ze x < 2.),

(b) nebo 2(z —2) < 0 A 22+ 1 < 0 (Refenim této soustavy nerov-
nosti je prazdna mnozina, nebot druhd nerovnost neni splnéna
pro zadné redlné ¢islo x.)

2. Nebo se ihned na pocatku Teseni zaméri na jmenovatele nerovnosti.
Uvédomf si, ze vyraz 22 je vidy nezaporny a kdyZ k nému navic piici-
tame jesté jednicku, je zfejmé, ze vyraz ve jmenovateli je kladny. Proto

15



mohou timto vyrazem obé strany nerovnosti vynasobit:
x> 3x — 4.

Vysledkem operace je linedrni nerovnice, coz celkovy vypocet znacné
zjednodusi.

V obou pripadech pochopitelné stredoskolaci dojdou ke stejnému zavéru:
x < 2. Druhy postup je vsak elegantnéjsi.

3.3.2 Gymnazia

Na gymnéziu se jiz vyskytuje vice prikladi na uziti téchto jednoduchych
nerovnosti. Podobné jako v predchozi tloze vyuzivali stredoskolaci neza-
pornost druhé mocniny redlnych cisel, gymnazisté ji aplikuji v nasledujicim
mirné komplexnéjsim prikladu.

Uloha 2 (z [5]). V R feste nerovnici: 422 + 4z + 1 < 0.

Resend. Kvadraticky trojélen 422 4+ 4z + 1 snadno upravime na ¢tverec:
1 2
4x2—|—4x+1:4(x+§) < 0.

Nyni pfichdzi na fadu vyuziti vztahu (3.1). Jelikoz je druhd mocnina jakého-

koliv realného ¢isla nezaporna, bude leva strana nerovnice ur¢ité nezaporna.

Nulova bude praveé tehdy, kdyz bude umocnovany vyraz nulovy. Zbyva ndm

tedy dofesit uz jen jednoduchou rovnici: x + % = 0 a nasledné dostavame
1

reseni z = —3

Gymnazisté mohou v ramci béznych hodin narazit také na jistou formu
aplikace vety 3.2.1:

Uloha 3 (z [5]). Pro ktera kladna &isla x plati: z + L < 2.

Resend. Pii feseni této tilohy lze zvolit dva zakladni postupy:

o Vyuzit toho, ze z je kladné ¢islo a vynasobit jim obé strany rovnice:
z? +1 < 2z, coZ snadno upravime na ¢tverec: (z — 1)? < 0. Nynf staci
podobné jako v predchozich ptripadech vyuzit vlastnost druhé mocniny
realného c¢isla. Aby byl zadany vztah platny, musi se x — 1 rovnat 0.
Neboli x = 1.

16



« Druhou moznosti, jak k prikladu pfistupovat, je vyuzit vztahu (3.6)
pro soucet cisla a jeho prevracené hodnoty. Se znalosti tohoto vztahu
muzeme ihned uzavrit, ze x = 1.

P1i feseni matematickych olympiad mtzeme narazit také na aplikaci véty
3.1.1. Nésledujici tloha je (véetné feseni) pievzata z domdaciho kola 43. roé-
niku matematické olympiady kategorie A.

Uloha 4. Najdéte nejmensi redlné ¢islo p, pii kterém nerovnost

a+b—p-vVab < Va®+ b2, (3.7)

plati pro libovolnou dvojici kladnych celych cisel a, b.

Reseni. Postup rozdélime do nésledujicich krokii:

1. Nejprve dosadime do nerovnosti nejmensi mozné a, b (a =b =1):
1+1—p-V1<VI+I,

ziskdme tak podminku pro hledané p: p > 2 — /2. Cislo p je tedy
kladné.

2. Zadanou nerovnost (3.7) upravime do podoby:
a+b<p-vVab+Va®+ b2

obé strany tohoto vztahu jsou kladné, proto je mozné ekvivalentné
umocnit na druhou:

a® + 2ab + b < pPab+ 2pVabva? + b2 + a® + b2
Nasledné provedeme nékolik tprav:
a® + 2ab + b> — pPab — a® — V? < 2pVabVa? + 12,

2ab — p?ab < 2pVabVa? + b2.

Nyni jiz zbyva jen na levé strané vytknout vyraz ab:
(2 — p*ab < 2py/ab(a? + b2).

17



3. Jelikoz mame najit nejmensi p, pro kterd je nerovnost 3.7 splnéna,
zkusime do predchoziho vztahu dosadit nejmensi mozné p (tedy p =
2 — \/2). Ziskdme tim nerovnost:

(2 — (2= v2)})ab < 2(2 — V2)y/ab(a? + ).

Nyni provedeme néasledujici apravy:
(2 — (4 —4vV2+2))ab < (4 — 2v2)y/ab(a? + b?)

(=4 + 4V2)ab < 2(2 — V/2)\/ab(a? + 1?)
A(—1+ V2)ab < 2V2(V2 — 1)\/ab(a? + ?)

V2ab < \Jab(a® + b?)
2a°b* < ab(a® + b*)

2ab < (a* + b?)

4. Na zavér prichazi uziti ocekavané nerovnosti (3.2). Nebot predchozi
nerovnost je s ni ekvivalentni a tedy platna pro libovolna prirozena a,
b. Hledanym nejmensim ¢islem p je tedy p = 2 — /2.
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4 Trojuhelnikova nerovnost

Jednim z Gc¢innych néstrojit pro TeSeni nejen geometrickych tloh je troj-
uhelnikova nerovnost. Ve své zakladni verzi se zaméruje na velikost stran
trojuhelnika v Eukleidovské geometrii. Aplikovat lze vSak i obecnéji.

4.1 Eukleidovsky prostor

V Eukleidovském prostoru lze trojihelnikovou nerovnost dle [4] vyslovit
takto:

Véta 4.1.1. Necht A, B a C jsou libovolné (rizné) body v roviné, pak plati:

|AC| + |CB| > |AB|. (4.1)

Situace v roviné pro piipad, kdy body A, B, C' nelezi na primce, je
znazornéna na obrazku 4.1. Obrazek 4.4 demonstruje variantu, kdy C' € AB.

c

c

Obrézek 4.1: Trojihelnik

Diikaz (viz [6]). Dle kolinearity bodi muzeme dikaz rozdélit nasledovné:

1. Body A, B, C' nelezi na primce.
Jelikoz ve vztahu (4.1) nesmi zdlezet na poradi vrcholi AABC, mi-
zeme si je libovolné preznacit. Lze tedy predpokladat néasledujici:

Predpoklad 1. |AB| > max{|AC|, |BC|}.

Rovnéz lze také sestrojit bod P jako prusecik kruznice k(C,a) a po-
loprimky AC. Z obrazku 4.2 je patrné, ze takto muzeme ziskat dva
body. Jako P oznac¢ime ten bod, ktery nenalezi tise¢ce AC. Spojenim
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bodi P a B pak ziskdvime AABP (viz obrézek 4.3). Z konstrukce
bodu P je patrné, ze |CP| = |CB|.

k

Obrazek 4.2: Sestrojeni bodu P

Vlastni dikaz véty 4.1.1 lze rozdélit na dvé c¢asti. Nejprve je potieba
odvodit, ze |[ZABP| > |ZAPB| a nasledné prokazat vztah mezi stra-
nami trojuhelnika. 7Z obrazku 4.3 je patrné, ze

|/ABP| > |Z/CBP]. (4.2)

Dale z konstrukce bodu P vyplyva, ze ABPC' je rovnoramenny troj-
thelnik. Proto

|/CBP| = |/BPA| = |/APB. (4.3)

Ze vztahu (4.2) a (4.3) plyne:

|ZABP| > |ZAPB|. (4.4)

B

Obrézek 4.3: Diikaz trojuhelnikové nerovnosti
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Pro libovolny trojihelnik ABC' plati, Ze vnitini tihel trojihelnika na-
proti delsi strané ma veétsi velikost nez vnitini tihel trojuhelnika naproti
kratsi strané. Odtud a ze vztahu (4.4) dostavame |AB| < |AP].

Z obrazku 4.3 je patrné, ze |AP| = |AC| + |C'P|. Z konstrukce bodu
P znazornéné na obrazku 4.2 vyplyva, ze |CP| = |CB|.

Tyto uvahy lze zapsat ve tvaru:

|AB| < |AP| = |AC| +|CP| = |AC| + |CB]|
a tim je dikaz hotov.

. Body A, B, C lezi na primce.
Opét vyuzijeme toho, ze by vztah (4.1) mél platit pro libovolné pre-
znaceni vrcholi. Miuzeme tedy predpokladat:

Predpoklad 2. |AB| > max{|AC|, |BC|}.

Jinymi slovy, vrchol C' se nachézi uvniti usecky AB (viz obrazek 4.4).
Pro tento pfipad nastéava ve vztahu (4.1) rovnost trivialneé.

C

b C a

Obrazek 4.4: Body A, B, C pro pripad, kdy C € AB

O

Trojtuhelnikova nerovnost zajimala matematiky jiz od praddvna. Dle [6]

byli vyse uvedeny ditkaz véty 4.1.1 schopni provést jiz staif Rekové. Od té

doby se objevila celd fada dalsich dikazi. Prikladem mtze byt metoda na-

vrzend pravé v ¢lanku [6], ktera vyuziva dvé kruznice ¢; a cs.

Diikaz pomoci kruznic (viz [6]). Tento dikaz se zaméfuje na variantu véty

4.1.1 s ostrou nerovnosti — tedy pripad, kdy lze sestrojit AABC.

Sestrojme kruznici ¢; se sttedem v bodé A a polomérem o velikosti strany

AC. Déle sestrojme kruznici ¢y se sttedem B a polomérem rovnym velikosti
strany BC' (viz obr. 4.5).
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Obrazek 4.5: Kruznice se stfedy v bodé A a B
Poté autor pokracuje sporem — pokud by platilo:

|AC| +|BC| < |AB, (4.5)

tedy soucet polomért kruznic by byl mensi nebo roven vzdalenosti jejich
stfedii, musela by nastat jedna z téchto situaci:

 Kruznice nemayji zadny spoleény bod dotyku (viz obr. 4.6).

« Kruznice maji pravé jeden spoleény bod (viz obr. 4.7).

Obrazek 4.6: Kruznice bez spoleéného bodu
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Obrazek 4.7: Kruznice s jednim spolecnym bodem

V obou téchto ptipadech usecky |AB|, |BC| a |AC| netvori trojuhelnik,
dochazi ke sporu a ostra varianta nerovnosti ve vété 4.1.1 je dokazana.
O

Dalsi geometrické dikazy této popularni nerovnosti je mozno cerpat
v [6].

4.2 Trojuhelnikova nerovnost na stredni skole

Ve stredoskolské matematice se setkdme s trojihelnikovou nerovnosti zejména
v oblasti Planimetrie.

4.2.1 Stredni odborné skoly

Na stfednich odbornych skolach se trojihelnikova nerovnost zpravidla nedo-
kazuje ani neodvozuje. Piikladem mozného zavedeni této nerovnosti miize
byt formulace z [15]:

, V trojuhelniku je soucet dvou stran vétsi neZ strana treti a rozdil dvou
stran mensi nez strana treti (trojuhelnikové nerovnosti). Napr. v trojihelniku
ABC, jehoz strany maji délky a, b, c, plati: a+b > ¢, |a —b| < c.©

Nésledné jsou priklady zaméreny zejména na vyuziti této nerovnosti pro
sestaveni konkrétni nerovnice pro konkrétni situaci. V [15] je uvedeno napfi-
klad toto zadani:

Uloha 5. Jakou délku miiZe mit strana c trojihelnika ABC, je-li strana a =
5cm a strana b = 8 em?
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Resend. Pii feSeni tohoto pifkladu se ocekéva, ze zak zné trojihelnikovou
nerovnost. Vyuzit mize vztahy |a—b| < ca a+b > c. Odtud ziska podminku
pro stranu c ve tvaru 3 < ¢ < 13.

4.2.2 Gymnazia

Na gymnaziich byva trojuhelnikova nerovnost odvozena postupnou tvahou
prevzatou z uebnice pro gymnézia [17]:

1. Poukéazani na skutecnost, ze pifima cesta z mista A do mista B je kratsi
nez cesta z A do B pres C. A to s jedinou vyjimkou, kdy C' lezi na
primo na cesté.

2. Pripomenuti, ze body trojihelnika nelezi na jedné primce.

3. Vyvozeni zéavéru: |AB| < |AC| + |BC|, neboli ¢ < a + b. Stejné tak
a<b+c,b<a-+c

4. Souhrnny zapis: |b—c| <a <b+c.

V zévislosti na konkrétni skole a uciteli je po zacich tento dikaz vyza-
dovan. Obvykle byva doplnén o grafickou ilustraci.

Spolu s vlastnosti polohy tézisté je trojihelnikova nerovnost dostateénym
nastrojem pro feseni nasledujictho spise nastavbového prikladu uvedeného
v [13].

Uloha 6. Dokazte, ze v kazdém trojihelniku ABC plati: 3/40 <t,+1t,+
t. < O, kde O je obvod trojuhelnika ABC.

Diikaz dle [13]. Oznacme tézisté A ABC' jako T. Dikaz lze rozlozit na dvé
¢asti.
1. Dikaz levé ¢asti (3/4 O < t, +t, +t.):
Z trojuhelnikové nerovnosti pro A ABT, A BCT a A ACT spolu

Vv

“ 202
a o S les
33
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2 2
b< —t, + =t,,

37" 3
<212
c< =ty + =tp.
3 37

Po secteni téchto tii nerovnosti ziskdme nerovnost:

+b+ <4t +4t —|—4t
a C 31, 30 3a-

Jelikoz je soucet stran a,b,c roven obvodu A ABC, dostavame po
vyndsobeni obou stran rovnice ¢islem 3/4 nerovnost:

3
0 <tatt +te (4.6)

. Diuikaz pravé ¢asti (¢, +t, +t. < O):
Pro tuto ¢ast je uzitecné doplnit si A ABC' na rovnobézniky ABXC,
BCY A a CAZB. Situace je znazornéna na obrazku 4.8.
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Obrazek 4.8: Doplnéni trojihelnika ABC na rovnobézniky

Po aplikaci trojihelnikové nerovnosti na vzniklé trojihelniky ABX,
BCY a ACZ ziskdme opét tii nerovnosti:

2t, < b+ c,

2ty < a + ¢,
2t. < a+b.

Také tyto nerovnosti je potfeba secist:

2t, + 2t, + 2t. < 2a + 2b 4+ 2c,

nyni stac¢i nerovnost vydeélit dvéma a ziskame tento tvar nerovnosti:

o +tp+t.<a+b+ec. (4.7)

Tim je dikaz hotov.
O
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4.3 Trojuhelnikova nerovnost na vysoké skole

4.3.1 Metricky prostor

Vyznam trojtihelnikové nerovnosti je patrny také z definice metrik a metric-
kych prostori. Nésledujici definice je prevzata z [7].

Definice 4.3.1. Metrickym prostorem nazyvame kazdou neprazdnou mno-
zinu X, na niz je definovano zobrazeni (tzv. metrika)

0: X xX—=R
splnujici podminky:
1. Ve,y € X : o(x,y) =0, o(z,y) =0 & x =y,
2. Vaz,y € X 1 o(x,y) = oy, ),

3. Vaz,y,z € X :o(z,y) + o(y, 2) > o(z, 2).

Metrikou tedy rozumime zobrazeni do nezapornych realnych ¢isel, které
je symetrické a splnuje trojihelnikovou nerovnost. Pricemz nulovy prvek zis-
kame pouze, pokud prvky x a y splyvaji. Vyznam slova metrika lze ztotoznit
se vzdalenosti. Jednou z nejznameéjsich metrik je Fukleidova vzddlenost, jejiz
dvourozmérna varianta byla rozebrana v predchozi kapitole a obecna vari-
anta je znazornéna v Prikladu 1.

Priklad 1 (Eukleidovska vzdalenost). Je dan prostor X = R™ a metrika

n

o(z,y) = \/(yl — 21+ (Yo — 22)? o (Yo — 20)? = (| D (5 — wi)2.

i=1

Trojuhelnikovou nerovnost lze tedy zapsat jako:

Jé(%‘ —yi)? + J ‘:(yi —2)? > J ‘

(SCZ‘ — ZZ‘)Q.
1

n

Dalsim prikladem vzdélenosti je Manhattanskd metrika, kterd je dle [1]
odvozena od pravouhlého systému ulic na Manhattanu. Cilem této met-
riky bylo urcit redlnou vzdalenost, kterou musi urazit automobil pti presunu

z jedné ulice do druhé. Matematicky zapis této metriky je uveden v Prikladu
2.
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Priklad 2 (Manhattanska metrika). Necht je dan prostor X = R" a metrika
o(@,y) = |y1 — 1|+ ly2 — @2 + .+ Yy — 20| = Z ly: — @il
i=1
Trojuhelnikovou nerovnost lze tedy zapsat jako:

n

Doy =il + Y |y =zl =) | — ail.
i=1 i=1

i=1

V informatice se v oblasti kédovani informace miizeme setkat s metri-
kou nazyvanou Hammingova vzddlenost. Vzdalenost dvou stejné dlouhych
fetézcu je dle této metriky urcena jako pocet mist, na kterych se znaky
téchto tetézct lisi. Jednoducha ukazka vypoctu je uvedena v piikladu 3.
Vice informaci a dalsi moznosti vyuziti Hammingovy vzdalenosti je mozno
cerpat v [10].

Priklad 3 (Hammingova vzdélenost). Na vstupu jsou obdrzena dvé binarni
slova stejné délky:
o slovo A = 01011

e slovo B = 01101

Tato slova mtzeme chapat také jako jednoduché binarni vektory:
e A= (ay,az,...,a,),a;, =0V1

i B - (bl,bg,...,bn), bz - O\/ 1

Obé tato slova maji stejné znaky na prvni, druhé a posledni pozici. Nao-
pak na pozicich tii a ¢tyti se znaky lisi. Proto bude Hammingova vzdalenost
téchto dvou slov urc¢ena jako dva.

Hammingova metrika je vlastné Manhattanska metrika omezena jen na
obor 0 a 1.
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Priklad 4 (L? metrika.). Necht je dan prostor X = L*(0,1) a metrika

o(f,9) = \// x))?dx,

kde f a g jsou funkce proménné x.

Trojuhelnikovou nerovnost lze tedy zapsat jako:

\// ) — gla 2dg;+\// 2dx>\// z))2dz.

4.3.2 Normovany linearni prostor

Podobné jako v pripadé metrickych prostort, také pro definovani normova-
ného linearniho prostoru je trojuhelnikova nerovnost klicova. Normou rozu-
mime funkci, jejiz obor hodnot jsou nezaporna cisla. Tato funkce kazdému
nenulovému prvku prirazuje kladné ¢islo, tzv. velikost. Nulovému prvku je
pak pritazena 0. Dtlezitou soucasti definice je prave platnost trojuhelnikové
nerovnosti.

Definice 4.3.2. Nechf X je linearni prostor nad télesem R. Zobrazeni p
s témito vlastnostmi:

x) > 0 pro vsechna z € X

x) = 0 pravé kdyz = = 0,

3. p(az) = |a|p(x) pro vsechna a € R a vSechna z € X,
4. p(x +y) < p(x) + p(y) pro vsechna z,y € X,

nazyvame normou na X. Dvojice (X, p) je normovany linedrni prostor nad
télesem R.

Norma p(x) se obvykle znac¢i symbolem ||z|| a plati ||z|| = o(x, 0).

Nejbéznéjsimi priklady normy je na prostoru R absolutni hodnota a na
prostoru R? Eukleidovskd norma. Nésledujici piiklady normovanych lineér-
nich prostoru jsou prevzaty z [7].
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Priklad 5 (Prostor s eukleidovskou normou). Necht je dén prostor X = R”
pricemz n € N a eukleidovskd norma

Izl = [[(z1, -y )l = /2 + ... + 22

Trojuhelnikovou nerovnost lze tedy zapsat jako:

VE 22 R 2 > (@ y)? e (2 )2

Priklad 6 (Prostor s maximovou normou). Necht je ddn prostor X = R”
pricemz n € N a maximova norma

[zl = (1 s )| = max{[z], ..., [2a]}.

Trojuhelnikovou nerovnost lze tedy zapsat jako:

max{ ||, ..., |Tn|} + max{|y1l, ..., |yn|} > max{|z1 + 1], .-, |20 + ynl}-

Priklad 7 (Prostor se supremovou normou). Nechf je dédn prostor X =
C'((0,1)) a supremova norma

z€(0,1

Il = sup [f(x)] = max |f(x)],
z€(0,1) )

pro f = C((0,1)).
Trojuhelnikovou nerovnost lze tedy zapsat jako:

sup [f(z)]+ sup [f(y)| = sup |f(z+y)l
z€(0,1) y€(0,1) z+ye(0,1)
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5 Jensenova nerovnost

Dalsi nerovnosti, se kterou se muzeme na stiedni skole v urcité mire se-
tkat, je Jensenova nerovnost. Jméno nese po danském matematikovi Johanu
Jensenovi a propojuje vice poznatkl z oblasti matematické analyzy. Ptred
vyslovenim samotné nerovnosti je nutné zavést nékolik pojm.

5.1 Konvexni a konkavni funkce

Definice 5.1.1. Necht f je spojitd funkce na intervalu I C R. Reknéme,
ze funkce f je konverni na intervalu I, pokud pro libovolna dvé ¢isla x1, 2
z intervalu I a libovolné A € (0,1) plati:

FOry + (1= Nag) < Af(z1) + (1= N)f(xg).

Definice 5.1.2. Necht f je spojitd funkce na intervalu I C R. Reknéme,
ze funkce f je konkdvni na intervalu I, pokud pro libovolna dvé ¢isla xq, x9
z intervalu [ a libovolné A € (0, 1) plati:

Jxy + (1= Nzo) > Af(z1) + (1= N) f(x).

Leva strana této nerovnosti predstavuje funkéni hodnotu ve vsech ¢islech
mezi x1 a r9. Na pravé strané vztaht v definicich 5.1.1 a 5.1.2 mame hodnoty
mezi f(x1) a f(z2). Spojime-li krajni body [z1, f(z1)] a [z2, f(22)] ziskdme
primku, ktera je secnou puvodni funkce. Na obrazcich 5.1 a 5.2 je zakreslena
prerusovaneé.

Pro konvexni funkci plati, ze funkéni hodnoty ve vSech cislech mezi x4
a 3 jsou mensi nez prislusné hodnoty mezi f(z1) a f(z2). Jinymi slovy,
zvolime-li si libovolny bod x takovy, ze x; < x < x5, a vyCteme z grafu
funkcéni hodnotu v tomto bodé a prislusnou hodnotu na sec¢né, bude vzdy
funkéni hodnota dané funkce mensi nez funkéni hodnota secny (viz obrazek
5.1).
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f(Ax+(1-A)xo)

Obrazek 5.1: Konvexn{ funkce; z = Azy + (1 — A)zp pro A = &

X1 X

15

P1i stejném vybéru x ziskdme pro konkavni funkei nerovnost obracenou.

Funkéni hodnota konkavni funkce v bodé z, 1 < x < 9, bude vétsi nez

funkéni hodnota seény v tomto bodé (viz obrazek 5.2).

Jinak Teceno, graf konvexni funkce je pod secnou a graf konkavni funkce

je nad sec¢nou.

y

35

3

e

f(Ax]+(1-A)x,)

AM(x)+(1-N)f(x,)

0.5

Obrazek 5.2: Konkavni funkce; z = Ax; + (1 — X)zp pro A = &
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Ve vysokoskolské a nékdy také stredoskolské matematice studenti urcuji,
zda je funkce konvexni ¢i konkavni, pomoci druhé derivace funkce. Pokud je
tato derivace kladna, pak je funkce v daném bodé konvexni. Pokud je druha
derivace zaporna, jedna se v tomto bodé o funkeci konkavni.

Pro konvexni funkci rovnéz plati, ze pokud existuje k dané funkci tecna,
pak je ,pod“ jejim grafem. Prikladem konvexni funkce, se kterou se sttfedo-
Skolsti studenti bézné setkdvaji, miiZe byt funkce 22. Situace je zndzornéna
na obrazku 5.3.

‘ \ / / X
Obrazek 5.3: Ukazka konvexni funkce

Podobné pro konkavni funkci plati, ze jestlize existuje k dané funkci

tecna, pak je ,nad“ jejim grafem. Piikladem miZe byt funkce —x?

razek 5.4).

(viz ob-

Obrazek 5.4: Ukazka konkavni funkce

33



5.2 Konvexni kombinace

Pred zavedenim samotné Jensenovy merovnosti je vhodné ujasnit si jesté
pojem konvexni kombinace. V [18] je uvedena nésledujici definice.

Definice 5.2.1. Méjme realnd cisla xy, xa,...,x,, n € N;n > 2. Dale méjme
¢isla Ay, Ag, ...,A, € (0,1), pri¢emz soucet téchto Cisel je roven jedné, tj.
Z A; = 1. Pak ¢islo
i=1

Z )\zxz = )\1$1 + )\2$2 + ...+ )\nxn

i=1

oznacCujeme jako konvexni kombinaci xi, xo,...,T,.

5.3 Jensenova nerovnost

Véta 5.3.1 (dle [18]). Predpoklidejme, Ze f je konvexni funkce na intervalu
1. Pro libovolnou konvexni kombinaci cisel x1, xo,...,x, 2z intervalu I plati:

Obdobné miizeme Jensenovu nerovnost zavést také pro konkavni funkei.

Véta 5.3.2. Predpoklidejme, Ze [ je konkavni funkce na intervalu I. Pro
libovolnou konvexni kombinaci cisel xq, xs,...,x, 2 intervalu I plati:

Zameérime-li se na vétu 5.3.1 ve zminéné souvislosti s definici konvexni funkce,
zjistime, Ze se jedna pouze o jeji modifikaci. Definice konvexni funkce hovorila
o konvexni kombinaci libovolnych dvou bodi, kdezto Jensenova nerovnost je
zobecnéna na konvexni kombinaci libovolného poc¢tu bodu. Toto pozorovani
je ostatné uvedeno uz v [18].

Diikaz véty 5.3.1 pomoct indukce dle [18] a [8]. Indukci budeme vztahovat
k poc¢tu prvki. Budeme tedy dokazovat, ze pokud nerovnost plati pro n,
plati také pro n + 1 prvku.
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1. Jak jiz bylo uvedeno vyse, pro n = 2 se jedna o definici konvexni
funkce.

2. Nyni tedy predpokladame, zZe nerovnost:
FOuxr + Xoxe + oo+ M) < A f(z1) + Aaf(x2) + oo + M f(20),
pro n prvku plati.

3. Uvazujme nyni funkéni hodnotu konvexni kombinace (n + 1) prvku
a nasledné z prvniho az n—tého ¢lenu argumentu funkce f vytkneme
vyraz (1 — Apg1):

Jz + Aoxo + o+ Ny + A1 20 41)

A An
f ((1 — Ant1) (1_—)1\”“% + 1_—/\n+l$n> + )\n+1xn+1>

4. 7 konvexity funkce f vyplyva, ze:

A An
f ((1 — Ant1) (1_—)\71“551 + 1_—>\n+193n) + >\n+193n+1>

<

A An
: 1+ ...+ —xn> + )\n+1f(xn+l)
n+1

(1_>\n+l)'f<1_>\n+l 1—\

5. 7 indukéniho predpokladu dale vyplyva, ze:

A An
(1 — /\n+1> . f (—11'1 + ...+ —.’En> + )\n+1f(«rn+1>
n+1

1— oy 11—\
<
A An
(1 - )‘n—l—l) —1f($1) + ..t —f(xn> + /\n—&-lf(xn—&-l)
1=t I— Ay

M f(x) + Aaf(z2) + o A1 f(@ng1)

Jensenova nerovnost je tedy dokadzana pro libovolna n > 2.
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Jako dusledek véty 5.3.1 dostaneme pii specialni volbé A\, = %, Vi =
1,2,...,n znéni Jensenovy véty uvedené v [11]:

Véta 5.3.3 (dle [11]). Predpokladejme, Ze f je konvexni funkce na intervalu
(a,b) € R. Pro libovolnd ¢isla x1, xa,...,x, z intervalu (a,b) plati:

1+ 2o+ ...+,
nf -

) < f(@1) + f(w2) + oo+ f20).

Pozndmka 1. Jinymi slovy funkéni hodnota aritmetického primeéru ¢isel xq,
Ta,...,T, z intervalu (a, b) je mensi nebo rovna aritmetickému priameéru funké-
nich hodnot téchto ¢isel. Aritmeticky prumér bude zaveden v kapitole 7.

Pro konkavni funkce plati véty 5.3.1 a 5.3.3 obdobné, jen jsou v nerov-
nostech otocena znaménka nerovnosti.

5.4 Jensenova nerovnost na stredni skole

V rdmci bézné vyuky se s Jensenovou nerovnosti na ucilisti, stfedni odborné
skole ani na gymnéaziu nesetkdme. To ovsem neznamena, ze jeji aplikaci zaci
nevyuziji pri feSeni matematickych olympiad a korespondencnich seminar.

Také proto nékteré stiedni skoly zavadi dobrovolné seminare, ve kterych
zakium tuto nerovnost predstavi. Jednim z prikladi, pri jehoz fesenim bylo
vhodné uzit pravé Jensenovu nerovnost, je nasledujici uloha, ktera byla stu-
dentim zadana v ramci tstfedniho kola 63. ro¢niku matematické olympiady.
Autorem zadéni i feSeni této tlohy jsou Tomas Jurik a Jaromir Simsa.

Uloha 7 (viz [9]). Pro libovolnd nezdporna realnd &sla a a b dokazte nerov-
nost

a b a+b
+ >
VB2+1  Va2+1 7 Vab+1
a zjistéte, kdy nastane rovnost.

(5.3)

Autori ulohy uvadi vice feSeni, jedno z nich vyuziva Jensenovu nerovnost
a prave to zde bude uvedeno. Dalsim z moznych feseni je aplikace Cauchyho
nerovnosti (viz kapitola 6).
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Resend (s vyuzitim Jensenovy nerovnosti (viz [9])). Nejprve se zamé&ime na
pripady, kdy a = 0 nebo b = 0 nebo a = b. Ve vSech téchto pripadech
plati vztah trividlné a nastava v ném rovnost. Dale uz uvazujeme, ze jsou

a, b rizna nenulova ¢isla. Obé strany nerovnosti (5.3) muzeme vynésobit
1.

vyrazem -

a 1 b 1 1
: + > :
a+b VB2+1 a+bya2+1 " Vab+1

(5.4)

Leva strana této nerovnosti napadné pripomina pravou stranu Jensenovy

. " . a - , a - v

nerovnosti. Oznacime nyni vyraz _%5 jako A; a vyraz —%5 jako Ap. Ocividne
plati:

a b a—l—b_

= =1.
a+b+a+b a+b

AL+ A =

Dale uvazujme funkei f(x) = —= a oznatme > + 1 = 21, > + 1 = w5.

Protoze je funkce f ryze konvexni a x1, zo jsou riznd kladna cisla, je leva
strana nerovnosti (5.4) pravou stranou Jensenovy nerovnosti (5.1).

Nyni je potieba prokazat, ze také prava strana dokazované nerovnosti
odpovida levé strané Jensenovy nerovnosti. Do levé strany Jensenovy nerov-
nosti muzeme dosadit za x1, o, A\ a Ay takto:

f(/\1x1+>\2x2):f< ¢ -(62+1)+L(a2+1)>.

a-+b a—+b

Po secteni a roznasobeni ziskadme:
a+ ab® + b+ a®b ab®> +a*b  a+b
f —f +
a+b a+b a+b

) = f(ab+1).

Konkrétné pro f(x) = \/LE ziskame pozadovanou pravou stranu nerovnosti
(5.1):
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Dalsi nadani stredoskolaci, ktefi narazi na Jensenovu nerovnost, jsou te-
sitelé matematického korespondencéniho seminare PRASE. Stredoskolakim
tento seminar poskytuje kromé zadani nejriznéjsi matematickych tloh také
doprovodny vyukovy serial, ktery je zaméreny vzdy na néjaké téma. A prave
Jensenovu nerovnost mizeme nalézt v seridlu Nerovnosti [20]. Zaci zde na-
jdou priméreny vyklad tématu a také nékolik ukazkovych prikladi.
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6 Cauchyovy—Schwarzova
nerovnost

Cauchyova-Schwarzova nerovnost je jednou z nejhojnéji uzivanych nerov-
nosti v matematice. Znama je také pod nazvy Cauchyho, Schvarzova nebo
Bunjakovského nerovnost. V dnesni dobé existuje fada dikazt i aplikaci této
nerovnosti. Zde budou uvedeny dikazy dva. Déle je mozno ¢erpat z [19].

6.1 Zavedeni Cauchyovy-Schwarzovy nerov-

nosti

Véta 6.1.1 (dle [11]). Méjme redlnd cisla ay, as, ..., a, a by, by, ..., by,
pricemz n > 2. Pak plati:

(a1by + agby + ... + anb,)? < (a] + a3+ ... +a)(b] + b3 + ... +12). (6.1)

Nerovnost mizeme také zapsat ve tvaru:

(Zn:(az‘bz‘)>2 < gafgb?- (6.2)

i=1

Diikaz uzitim kvadratické funkce dle [11]. Pfedpokladejme, ze mdme funkei:

f(x) = (@12 — b1)* + (agx — by)?* + ... + (anx — b,)? (6.3)

Po umocnén{ na druhou dle zndmého vzorce (A — B)?> = A2 — 2AB + B? a

naslednému vytknuti = a x? ziskdvame:
f(z) = (a2 +a5+...+a)z* —2(a1by+ashy+...4+a,b, )+ (DI +b°4...+b2) (6.4)

Z vyjadreni (6.3) plyne, ze je funkce f zcela jisté nezdporna. Tedy diskrimi-
nant kvadratického vyrazu v (6.4) bude nekladny, tj.:
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A(arby + agby + ... + apby)? —4(ad + a3 + ... +a2)(b; +b*r + ... +b2) < 0.

Jednoduchou tpravou dostavame:

(a1by + agby + ... + apb,)? < (a] + a5 + ... + a2)(b] + b*x + ... + b2)

Véta 6.1.1 je tedy dokézana.
O

Existuje cela tada ditkazii véty 6.1.1. Uvedme si zde jesté jeden, ktery
podobné jako predchozi ditkaz pouziva zejména znalosti stiedoskolské ma-
tematiky:.

Diikaz dle [21]. Méjme redlné ¢isla aq, ag, ..., a, a by, by, ..., b, priCemz
n > 2 a predpokladejme, Zze mame vyraz:

Z Z(aibj — ajbz-)2,

i=1j=1

tento vyraz mizeme snadno umocnit podle vzorce (A — B)*:

(aibj — a;b;)® = > > (aZb3 — 2a;bja;b; + a3b}) =
i=1 j=1 i=1 j=1
=2 Zb?+zb3za3 - 22%5 Z%
=1 j=1 =1 =

Pravou stranu nerovnosti lze prepsat do tvaru:

3 5o - =2 () (58) -2 (5]

i=1j=1

Leva strana rovnosti je diky druhé mocniné urcité nezaporné, proto musi
byt také prava strana nezaporna. Tedy:

(54) (54) 22 (5)

Jednoduchou tupravou dostavame:
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Véta 6.1.1 je tedy opét dokazana. O

6.2 Cauchyova-Schwarzova nerovnost na stredni

Skole

Podobné jako tomu je u Jensenovy nerovnosti, ani s Cauchyovou-Schwarzovou
nerovnosti se pri standardni vyuce na ucilisti, stfedni odborné skole ani gym-
naziu zpravila nesetkdme. Naopak pri feseni matematicky zamérenych olym-
piad a korespondenc¢nich seminai ji zaci vyuziji pomérné hojné. Vyklad této
nerovnosti zprostredkovava stredoskolaktim napriklad seridl jednoho z nej-
znaméjsi matematickych korespondencéni seminaiti nesouci nazev PRASE.
O Cauchyové-Schwarzové nerovnosti je pojednano v dile Nerovnosti [20].

Prikladem uziti Cauchyovy-Schwarzovy nerovnosti, je tloha, kterou je
mozno nalézt v [12]. Autorka uvadi, ze se jednd o priklad, ktery ptipravili
studenti Matematicko-fyzikalni fakulty Univerzity Karlovy.

Uloha 8 (viz [9]). Dokazte pro , y, z € RT nerovnost:

2 2 2
T Y n z >x+y+z.

6.5
y+z+z+x T4y 2 (6:5)

Reseni (s vyuzitim Cauchyovy-Schwarzovy nerovnosti (viz [12])). Pro feseni

této nerovnosti vyzijeme opét Cauchyovu-Swcharzovu nerovnost a to tak, ze
2 2 2 : o s @2y 22
za af, ay, az dosadime po fadé =, A=, ==

(y+ 2), (z+2), (x +y). Dostaneme:

a za b?, b3, b? dosadime po radé

( .712 y2 22

y+z+z+x+x+y>-((y+z)+(z+:c)+(:c—|—y))2(x—|—y+z)2.

Vyraz miizeme snadno upravit do podoby:

12 y2 22
+ + 2 (zt+yt+z)>2(rt+y+z2)-(x+y+2).
(ot ) ) 2 ) )
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Nyni mtzZeme obé strany nerovnosti vydélit kladnym vyrazem 2(x+y+z)

x? 2 22 TH+y+z
( LY )2( y+ 2)

y+z z+x x4y 2 ’

a ziskame:

coz je presné dokazovand nerovnost (6.5).

Nadani stredoskolaci se s Cauchyovou-Schwarzovou nerovnosti setkaji
také pri reseni matematické olympiady. Prikladem muze byt nasledujici
tloha pievzatd z ustfedniho kola 63. ro¢niku. Autory (vCetné Feseni) jsou
Jaromir Simsa a Tomas Jurfk. Tato tloha jiz byla rozebirdna v kapitole 5,
ve které bylo uvedeno feseni pomoci Jensenovy nerovnosti. Zde bude pred-
vedeno Teseni pomoci Cauchyovy-Schwarzovy nerovnosti, které je ale kom-
plikované¢jsi. Nicméné autori lohy uvadi obé moznosti feseni.

Uloha 9 (viz [9]). Pro libovoln nezaporna redlné ¢sla a a b dokazte nerov-
nost

a b a+b
+ >
V2+1  Va*+1~ Vab+1
a zjistéte, kdy nastane rovnost.

(6.6)

Reseni (s vyuzitim Cauchyovy-Schwarzovy nerovnosti (viz [9])). Nejprve se
zamérime na pripady, kdy a = 0 nebo b = 0. V obou téchto ptipadech plati
vztah trividlné a nastava v ném rovnost. Dale uz uvazujeme, zZe jsou a, b
kladna cisla a postupujme nasledovné:

1. Pomoci Cauchyovy-Schwarzovy nerovnosti, kterd pro ¢tyri realna cisla
ai, as, by, by vypada takto:

(ayby + agzby)? < (a3 +a3) - (b3 +b3), (6.7)

dokazeme platnost tohoto pomocného vztahu:

(% + g) + (au 4 bv) > (a+b)>. (6.8)
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Dosadme do nerovnosti (6.7) a1 = va-u, by = \/%, as = Vb-v a
by = /2, ¢imi ziskame:

R At (B (B

Coz snadno upravime do podoby:

(a+0b)* < (au +bv) - <%+%>

2. Nyni do nerovnosti (6.8) muzeme dosadit u = vb> + 1 a v =+a? + 1:

a n b
VI2+1 Va2 +1

(a+b)* < ( > (avb2 +1+bvVa2 +1). (6.9)

o Druhy ¢initel pravé strany vztahu (6.9) nejprve upravime do po-
doby:

(VB +1+ba2 +1) = Vavab® + a+ VbvVa2b + b

a nasledné muzeme uzitim (jiné) Cauchyovy-Schwarzovy nerov-
nosti, kde a; = v/a, by = Vab® +a, a; = Vb a by = Va?b+b ,

shora omezit pravou stranu predchozi rovnosti:

Vavab® + a + Vova2b + b < Va+ bVab? + a + a?b + b.
Jednoduchou tpravou ziskavame:

Va+bvVab? +a+a2b+b= \/a+b\/(a—|—b)(ab+1) = (a+b)Vab + 1.
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o Nyni vyuzijeme diive odvozeny vztah:
Vava? + a+Vova?b + b < (a + b)vab + 1.

Diky nému bude spolu s nerovnosti (6.9) platit také tato:

a n b
V2+1 Va2+1

(a+b)2§< )-(a+b)\/ab+1.

ODbé strany této nerovnosti muzeme vydélit kladnym vyrazem (a-+

b) - Vab+ 1:

(a+0b) 9 b
Vab+1~ V2 +1 Va2 +1

coz je pozadovana nerovnost.

3. Nyni se zaméfime na c¢ast zadani patrajici po rovnosti zadaného vztahu
(6.6). Jiz na zacatku feseni bylo urceno, Ze rovnost nastane pri nulo-
vém a nebo b. Pro ziskani dalsitho pripadu rovnosti se zamérime na
vztah (6.8).

Levou stranu této nerovnosti snadno prevedeme do tvaru:

a’uv + abv?® + abu? + b*vu

uv

> (a+b)>.

Déle muzeme pravou stranu vztahu upravit podle vzorce a vynasobit
obé strany nerovnosti kladnym vyrazem wuv:

a*uv + abv® + abu® + bvu > wa® + 2abuv + b*uw,

coz snadno upravime do podoby:

abv® + abu® > 2abuv.

Ziskany vztah muzeme vydélit kladnym vyrazem ab:

v? 4+ u? > 2uw.
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Nyni sta¢i vyuzit jednoduché nerovnosti, popsané v kapitole 3.1. Vyraz
totiz snadno upravime do tvaru:

v = 2uv +u? = (u—v)* >0,

z ¢ehoz vyplyva, ze rovnost nastane v pripadé, ze u = v. Coz znamena,
7e musi platit v/b2 + 1 = v/a? + 1, ¢ili tfetim piipadem rovnosti (kromé

variant @ = 0 nebo b = 0) je a = b.

6.3 Cauchyova-Schwarzova nerovnost na vy-

soké skole

Podobné jako trojuhelnikova nerovnost, také Cauchyova-Schwarzova nerov-
nost muze byt uzita v sirsim kontextu. Platna je totiz v kazdém unitarnim
prostoru. Unitarni prostor je takovy vektorovy prostor V', ve kterém plati,
ze ke kazdé dvojici prvkla u,v € V je jednoznacné pritazeno c¢islo, které na-
zyvame skaldarni soucin.

Pred zavedenim samotného skaldrniho soucinu a prostoru se skalarnim
sou¢inem je potreba definovat vektorovy prostor.

Definice 6.3.1 (dle [7]). Vektorovym prostorem nazyvame kazdou neprazd-
nou mnozinu X, na niz jsou definovany operace s¢itani (4) a nasobeni (-)
¢islem:

+: X x X =X,

CRx X o X
splnujici nasledujici podminky:
1. Vo,y € X : 4+ y =y + = (komutativita),
2. Va,y,z€ X : (x+y)+2=x+ (y+2) (asociativita vzhledem k ,+),
3. (0 € X)(Vz € X) : 2 + 0 =z (nulovy prvek),

4. (Vo € X)(3(—z) € X) : z + (—z) = 0 (opacny prvek),
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5. (Va, p € R)(Vx € X) : a(fz) = (af)x (asociativita vzhledem k -“),
6. Ve X :1 -2 =ux,

7. Va,p e R)(Ve,y € X))t alzv+y) =ar+ o, (a+ f)r = ar + Sz
(distributivita).

Nyni jiz mizeme prejit k samotné definici prostoru se skalarnim souci-
nem.

Definice 6.3.2 (dle [7]). Prostor se skaldrnim soucinem nazyvame kazdy
vektorovy prostor X = (X, +, ), na némz je definovano zobrazeni (tzv. ska-
larni soucin):

() X xX =R

spliujici podminky:
1. Yy € X : 2 — (z,y) je linedrni zobrazeni na X,
2. Vr,y € X : (x,y) = (y,x),

3. Ve e X : (z,x) >, (x,2) =0<= 2z =0.

Linedrnim zobrazenim nazyvame libovolné zobrazeni, které zachovava
operace nasobeni a s¢itani.

Dle [7] se d& snadno dokézat, ze je-li X prostor se skaldrnim soucinem,
je zobrazeni || - ||: X — R definované predpisem || z ||:= /(x, ) normou na
X indukovanou skaldrnim soucéinem.

Na vysoké skole se s Cauchyovo - Schwarzovou nerovnosti muzeme se-
tkat v takovéto podobé:

Véta 6.3.1 (dle [7]). Necht X je prostor se skaldrnim soucinem. Pak pro
kazdé x,y € X plati

| (z,9) 1< (@,2) - y) =l 2| |y ] -

Diikaz této véty z pohledu vysokoskolské matematiky je uveden v [7]. Ve

stejném pramenu jsou uvedeny i nasledujici priklady prostort, na kterych
plati vyse uvedena véta.
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1. Prostor X = R" se skalarnim souc¢inem

n

(2, y) =1y + oo + Tl = > (T, Yi),
k=1

kde x = (z1, ..., zpn), ¥y = (Y1, ---yn) € R™.

2. Prostor X = L?(0,1) se skalarnim souc¢inem

(1.9)= [ gy,

kde f,g € L*(0,1).
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7 Nerovnosti mezi primeéry

Vedle aritmetického priméru a geometrického primeéru se na nékterych
stfednich skolach vyskytuje také zminka o harmonickém a kvadratickém
prumeéru. Mezi témito ¢tyfmi priuméry existuji vztahy, které stiedoskolaci
hojné vyuzivaji zejména v matematickych olympiadach.

Vsechny tyto priméry se vzdy pocitaji na néjaké zadané mnoziné cisel,
oznac¢me ji nyni X. Pro aritmeticky primér na mnoziné X se uziva zkratka
A(X), pro geometricky pak G(X), oznaceni K (X) predstavuje kvadraticky
prumér a H(X) harmonicky primér na mnoziné X.

Definice 7.0.1. Necht X = {ay,as,...,a,} je mnozina realnych ¢isel. Pak
aritmeticky prumeér A(X) a kvadraticky prumeér K (X ) zavadime nésledovné:

_a1+a2+...—|—an
n

® A(X) = A(alaa2a "'>an)

ai+a3+...+a?

n

¢ K(X) = (a1, ) = AR )

cey Wpy

Definice 7.0.2. Necht X = {ay, ay, ..., a,} je mnozina redlnych nenulovych
¢isel. Pak harmonicky prumér H(X) definujeme takto:

n 1 1
H(X)=H(ai,a,..,a,) = = = ,
mtamteta AL .L) AR
1 v/ o 1 1 1
kde symbolem  zna¢ime mnozinu {;-, =, ..., --}.

Definice 7.0.3. Necht X = {ay, as, ..., a, } je mnozina nezédpornych realnych
¢isel. Pak geometricky pramér G(X) zavadime néasledovné:

G(X) = Gl(ay, a9, ...,a,) = Jaray...ap

7.1 AG nerovnost

Termin ,,AG nerovnost“ v matematice oznacuje vztah mezi aritmetickym
a geometrickym prumeérem. Zatimco aritmeticky pramér n prvka ziskame
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jejich souctem vydélenym n, geometricky prumeér je roven n — té odmocniné
soucinu prvki (viz vyse).

Véta 7.1.1. Pro aritmeticky a geometricky prumer libovolné mnozZiny X
nezapornych cisel plati:

G(X) < A(X). (7.1)

Dle [14] existuje velké mnozstvi ditkazi této popularni nerovnosti. Autor
se domniva, Ze nejstarsi dikaz predvedl A. L. Cauchy kolem roku 1820 a
dulezitost mu priklada také kvili uziti regresivni indukce.

Diikaz regresioni indukaci dle [14]. Dukaz lze rozdélit do nékolika kroki zejména
v zavislosti na poc¢tu prvkia mnoziny X.

1. Pron =2, tedy X = {ai, as}.
V kapitole 3 byla dokazana nerovnost:

ab < %(a2 + 1) (7.2)

pro vsechna nezaporna ¢isla a a b.

Nyni si lze zvolit @ = (/a; a b = /as. Tuto substituci dosadime do
nerovnosti (7.2) a ziskdme:

—_

a1Qa9 S —(CLl + CLQ), (73)

DO

neboli G(ay, az) < A(ay, asz).
2. Pron =4, tedy X = {ay,a9,...a4}.
Z predchoziho kroku vime, Ze plati

1
(a1 +a2) a asay < §(a3 + ay).

N | =

Varas <

Jelikoz se jednd o dvé nerovnice, jejichz obé strany jsou nezdporné, lze
provést jejich soucin a pak je odmocnit:

1 1
Yaiasaza, < \/§(CL1 + ag)é(ag + CL4). (74)
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Nyni pouzijeme substituci, tentokrat ve tvaru:

1 1
T = 5(&1 +CL2), Lo = 5(&5 +CL4).

Pro =1 a x5 pouzijeme (7.3) a ziskdme nerovnost:

N[

(CLl + a2) + %(03 + CL4>
5 .

1 1
\/5(01 + &2)§(CL3 +ay) <

Po tpravé pravé strany nerovnosti dostavame spolu s nerovnosti (7.4)
jiz. dokazovanou AG nerovnost:

CL1+CL2+CL3+CL4

Vaiaa3ay < 1 ;

neboli
G(X) < A(X).

. Pron = 2% neboli X = {ay,as, ..as}

Dalsim krokem je matematicka indukce, kterou lze dokazat AG nerov-
nost na mnoziné s poctem prvka rovnym mocniné dvou.

Budeme pifedpokladat, ze AG nerovnost plati pro n = 2* a chceme
dokézat, ze plati také pro m = 281 = 2. 28 = 2,

Necht X = {ay,az, ..., an, aps1, ..., a2, }, zvolme mnozinu Y a mnozinu
Z tak, ze Y = {ay,a9,...,a,} a Z = {ani1,an42, ..., a2, }. Pak (dle
induk¢niho predpokladu) plati:

G(Y) =G(ay,a9,...,a,) < Alay, ag, ...,a,) = A(Y)

G(Z) = G(CLn+1, Apt2y .-y CLQn) S A(CLn+1, Apt2y .-y CLQn) = A(Z)

Obé strany téchto nerovnosti jsou nezaporna ¢isla, proto je mozné je
vynasobit a odmocnit:

VG(Y)G(Z) < JAY)A(Z). (7.5)
Nyni v (7.3) substituujeme a; = A(Y) a ay = A(Z):
AN)A(Z) < 5(A(Y) + A(Z) (7.6)

Po spojeni nerovnosti (7.5) a (7.6) dostaneme tvar:

G(Y)G(Z) < LHA(Y) + A(Z)) neboli G(X) < A(X).
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4. Ostatni prirozena ¢isla n € N.
V tomto kroku pfijde pravé zminéna regresivni indukce, diky které
(mimo jiné) je tento dukaz (dle [14]) zajimavy. Uzitim zpétné indukce
tvrdime, ze pokud AG nerovnost plati pro mnozinu Y s n > 2 prvky,
plati také pro mnozinu s n — 1 prvky.

Necht X je libovolnd mnozina s n — 1 nezapornymi prvky . Tedy:

X = {a,aq,...,an_1}. Zkonstruujme mnozinu Y s n prvky tak, ze
a1+ ag + ... +ap_q

n—1

Y = {ai,a9,...,an_1,a,}, priCemz prvek a, =
Vsechny prvky mnoziny Y jsou tedy rovnéz nezdporné.

Dle indukéniho predpokladu plati nerovnost G(Y) < A(Y'):

a) +as + ... +ap—q
n—1

{I/CLlCLQ...CLn = {I/CLlCLQ...CLn_l C/

<

ar+az+..+ Ap_1
aptag+ ...+  artast ..+ a0,

- p—] (7.7)

Nerovnost (7.7) lze zapsat také jako:
(G(X))F (A(X))7 < A(X).

Po vyndsobeni obou stran nerovnosti kladnym vyrazem (A(X)) = do-
staneme tvar:

n—1

(G(X)™ < (A(X))F.

Nyni jiz staci obé strany nerovnosti umocnit vyrazem ”T_l a ziskavame
AG nerovnost na libovolné mnoziné X s n — 1 kladnymi prvky.

O

7.2 GH nerovnost

Vyrazem ,GH nerovnost“ (nebo téz ,,HG nerovnost“) oznaCujeme nerov-
nost mezi geometrickym a harmonickym primérem.

Véta 7.2.1. Pro harmonicky a geometricky prumér libovolné mnoziny X
kladnych cisel plati:

H(X) < G(X). (7.8)
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Jelikoz jsme jiz dokéazali ,AG nerovnost“, mizeme jeji platnost vyuzit i
v nasledujicim dikazu ,,GH nerovnosti®. Stejnym zptsobem k problematice
pristupuje i autor [14].

Diikaz s vyuZitim AG nerovnosti dle [14]. Postup lze rozdélit do nasleduji-
cich krokd:

1. Nejprve se zamérime na definici aritmetického a harmonického pri-
meéru. Vyplyva z ni, Ze:
1 1
ALyt 7o
X H(X) (7.9)

2. Nyni se budeme soustiedit na definici samotného geometrického pri-
méru. Vyplyva z ni, Ze:

G <%) _ ﬁ (7.10)

3. Jiz dokdzanou AG nerovnost (7.2) muzeme zapsat také takto:

5(x)=4 (%)

Levou stranu této nerovnosti upravime pomoci rovnosti (7.10) a pravou
stranu prepiSeme podle vztahu (7.9) a ziskdme:

(7.11)

4. Na zavér jiz zbyva jen obé strany nerovnosti (7.11) vynasobit kladnym
vyrazem G(X)- H(X) a véta 7.2.1 je dokazana.

O

7.3 KA nerovnost

Treti vyznamnou nerovnosti mezi prumeéry je tzv. /KA nerovnost®, ktera
vyjadiuje vztah mezi kvadratickym a aritmetickym primérem.

Véta 7.3.1. Pro kvadraticky a aritmeticky prumér libovolné mnoziny X
redlngjch cisel plati:

A(X) < K(X). (7.12)
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Diikaz s vyuzitim Cauchyovy-Schwarzovy nerovnosti [23]. V kapitole 6 byla
dokéazana Cauchyova-Schwarzova nerovnost. Nyni tedy predpokladame jeji
platnost a postupujeme pomoci nasledujicich kroku (viz [23]).

1. Nejprve do nerovnosti (6.1) dosadime b; =1, Vi = 1,2,...,n:

(aml+al+..+a,1)* <(af+aj+..+a2)(1P+12+...+1%).

n

2. Po roznasobeni ziskavame tvar:

(a1 +az + ... + a,)* < nat + naj + ... + na’.

3. Obé strany predeslé nerovnosti mizeme vydélit kladnym vyrazem n?:

(a1+a2+...+an)2< a?+a3+..+a?

n n

4. Nyni jiz zbyva jen obé strany nerovnosti odmocnit a dikaz je hotov.

O

V [23] je uveden také dikaz uzitim Jensenovy nerovnosti.

7.4 Nerovnosti mezi priméry na stredni skole

Ve standardni vyuce matematiky na stifedni skole se zpravidla setkdme jen
se zavedenim aritmetického a pripadné geometrického praumeéru. Ostatni pri-
meéry patii spise do nastavbového uciva.

Prikladem zadani tlohy na aritmeticky primér muze byt nasledujici cvi-
¢eni prevzaté z ucebnice matematiky pro stfedni skoly [16].
Uloha 10. (viz [16])

Aritmeticky pramér dvou ¢isel je 44. Jedno z nich je o 18 vétsi nez druhé.
Ktera jsou to ¢isla?
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Reseni. Zaci si pri Teseni ulohy pravdépodobné jedno ¢islo oznaci pismenem
x, druhé y a sestavi soustavu rovnic:
T+y
2
z— 18 =y.

44,

Snadno zjistime, ze x = 53 a y = 35.

Nejedna se tedy o ulohu primo na nerovnosti mezi praméry. Ty se vysky-
tuji spise v riznych nastavbovych zajmovych aktivitach jako jsou olympiady
a seminare.

Nasledujici uloha je prevzata z domdci ¢asti 68. rocniku matematické
olympiady kategorie C. Autorem zadéani i feSeni je Patrik Bak.

Uloha 11. (viz [3]) Necht a, b, ¢ jsou kladnd realna sla, jejichz soucet je 3,
a kazdé z nich je nejvyse 2. Dokazte, Ze plati nerovnost:

a® + b+ ¢ + 3abe < 9. (7.13)

Reseni (s vyuzitim AG nerovnosti (viz [3])). Vime, ze jsou viechna ¢&isla a,
b, a ¢ kladna ne v&tsf neZ 2. Proto plati: a? < 2a, b* < 2b a ¢? < 2¢. Pokud
seCteme tyto tfi nerovnosti, dostaneme vztah:

>+ b+ <2a+20+2c=2a+b+c)=2-3=6.

Uvazime-li navic, ze soucet ¢isel a, b, ¢ je roven tfem, vyplyne, zZe se
hrani¢ni hodnoté 2 muze rovnat nejvice jedno z téchto cisel. Proto plati
nerovnost:

a’ + b+ <6. (7.14)

Zamérime-li pozornost na dokazovanou nerovnost (7.13) a v souvislosti
s platnosti nerovnosti (7.14), zbyva dokézat, zZe:

3abc < 3. (7.15)
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- . a+b+c
Déle vyuzijeme obecné platnou AG nerovnost: Vabe < Er—

Jelikoz (dle zadéni tlohy) je soucet ¢isel a 4+ b+ ¢ = 3, ziskavame:

\3/ab0<Lb_*—C:§:1
— 3 3 Y

neboli: Vabe < 1, z éehoz vyplyva, ze dokazovana nerovnost (7.15) plati.

Uloha na AG nerovnost se vyskytla také v letosnim zadani matematické
olympiddy (70. roénik) a to v domdci ¢asti kategorie B. Autory zadéani i
reseni jsou Maria Domanyova a Patrik Bak.

Uloha 12. (viz [2]) Jak4 je nejvétsi mozna hodnota virazu V = xy—a3y—zy?,
jsou-li z, y kladna realna cisla?

Resend (s vyuzitim AG nerovnosti (viz [2])). Pro feseni tohoto ptikladu po-
uzijeme postupné dvée AG nerovnosti. Nejprve si vsak zadany vyraz lehce
upravime:

vy — 2Py —ayd = xy - (1 — 2% — ). (7.16)

Ze zadani vime, ze Cinitel xy je kladny, pokud ma byt tedy vyraz V =
xy - (1 — 2? — y?) co nejvétsi, potfebujeme aby byl druhy cinitel kladny.

Pro horni odhad vyrazu V vyuzijeme AG nerovnost, kterda ma pro dvé
realna kladna ¢isla a, b tvar:

Vab < a;b. (7.17)

« Nejprve odhadneme vyraz xy a to tak, ze do nerovnosti (7.17) dosa-
dime za a a b po fadé 22 a y?. Ziskdme:

4+ y?
5

Ty <
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Obé strany této nerovnosti mizeme vynéasobit kladnym vyrazem (1 —

2? — 9?), dostaneme:

Vo =ay-(1-2"—y°) <

e Nyni zamérime pozornost na druhy cinitel pravé strany nerovnosti
(7.18). Oznacime soucet z? + y? jako ¢ a budeme hledat maximum
funkce f(t) = t(1 —t) pro t € (0,1). Graf této funkce je zndzornén
v obrazku 7.1.

0.5
0.4
0.3

02 J(v)

0.1

-0.2 -0.1 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 1.1 1.2 1.3 1.4

=0.2]

-0.3

Obréazek 7.1: Funkce f(t)

Pro nalezeni maxima funkce f muzeme vyuzit opét AG nerovnost
(7.17), do které za a dosadime ¢ a za b dosadime 1 — t:

t1—t) <
Po umocnéni na druhou a dosazeni ¢t = 2% + y? dostaneme:

(@ +y%) - (1= (2" +y9)) <
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i

1
47 8

[N

Uvazime-li oba predchozi body dohromady, vyplyne, ze V' <

Zbyva ovérit, ze vyraz V muze skutecné hodnoty % nabyvat. Z uvede-
né¢ho postupu vyplyva, ze maximalni hodnoty nabude vyraz V' v pripadé, ze
?=y?>at=1—tprot=a?+y> A to proto, ze v AG nerovnosti (7.16)
nastava rovnost v pripadé, ze se prvky a a b rovnaji.

Po dosazeni t = 22 + 4% a 22 = y? do rovnosti t = 1 — ¢t dostaneme:
202 =1 — 222,

v v ’ v s 1.z X 1 ’ sz .
z Cehoz po tpravé ziskame: r = 5. Vyraz V' tedy nabyvd maxima pro
1

r =y =3 a to hodnoty %.
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8 Matematické nerovnosti
jako soucast vyuky na
stredni skole

8.1 Shrnuti soucdasné situace

V soucasné dobé se matematické nerovnosti ve vyucovacim procesu na stred-
nich gkolach piflis nevyskytuji. Castecnou vyjimkou je snad trojihelnikova
stfedni skole ji aplikuji v prikladech a prevazné na gymnéaziich se také obje-
vuje jeji dukaz.

Studenti stfedni skoly v prikladech vyuzivaji také nezapornost druhé
mocniny realnych ¢isel. Zejména na matematicky orientovanych stiednich
skolach se mizeme setkat i s dalsimi typy nerovnosti. Nerovnosti mezi pri-
méry byvaji vyuzivany v dikazovych tlohach pri procvicovani tématického
celku Argumentace a ovérovani.

Naopak s Jensenovou a Cauchyovou-Schwarzovou nerovnosti se na ces-
kych strednich skolach témér nesetkdme. Vyjimkou mizou byt rizné voli-
telné ¢i volnocasové seminare, které nékteré skoly nadanym studenttim po-
skytuji.

8.2 Namét na lepsi zitrky

V predchozi sekci bylo shrnuto, Ze nerovnosti lze ve stfedoskolské matematice
povazovat spise za okrajovou kapitolu. Studenti stfedni skoly nejsou zvykli
tento typ uloh Tesit a pokud se s né¢jakym zaddnim setkaji, casto je pro né
tézko srozumitelné. Coz je trosku skoda, nebot se pri feseni tohoto typu tloh
rozviji logické mysleni, student se uc¢i argumentovat a obecné hledat diukazy
ke svym tvrzenim. Osvojit si tento zptsob mysleni a argumentace je jisté
dilezité i pro bézné situace v realném zivoté.

Na druhou stranu vzdélavaci plany nejsou nafukovaci a uz nyni se casto
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setkavame s nézory, ze jsou zbyte¢né obsahlé. Studenti jsou presyceni infor-
macemi a zapominaji i zaklady. Téma nerovnosti urcité neni latka na par
hodin matematiky, jeho smysluplné zaclenéni by si vyzadalo spoustu hodin
vyuky. Neni zddouci navySovat pocet hodin, co studenti travi ve skole, ne-
bot se casto uz nyni blizi pracovni dobé dospélého clovéka. Logicky se tedy
dostavame k zavéru, ze by bylo nutné zkratit vyuku ostatnich témat v ma-
tematice nebo v jiném predmétu.

A nyni nastava otazka, zda bychom touto zménou nevyradili zakladnéjsi
témata a nenahradili je timto pomérné pokrocilym tématickym celkem.

Pro vétsinovou populaci je téma nerovnosti mozna az prilis abstraktni.
Mame tu ale také nadané zaky. A také jim je potfeba vénovat dostatec-
nou pozornost a podporu. Tak jako zakim s riznymi hendikepy pomahame
v ramci inkluze s jejich efektivni kompenzaci, méli bychom nadanym zakim
pomahat rozvijet jejich prirozeny talent a nadani. Ostatné s lehkou nadsaz-
kou pravé na nich muize zaviset kvalita naseho budouciho zZivota.

Na gymnéaziich a nékterych dalsich stfedni skolach se muzeme setkat
s volitelnymi ¢i zajmovymi seminari, ve kterych se studenti vénuji nadstav-
bovym tématim, jako jsou naptiklad nerovnosti. Studenti se zde pod vede-
nim ucitele uci resit rozmanité tlohy z matematicky zamérenych olympiad
a korespondenc¢nich seminéit. Casto se zde vzajemné motivuji ¢i mezi se-
bou soutézi. A to je pravé smér, ktery povazuji za spravny. Nadani zaci i
jen ti, které matematika bavi, zde maji prostor pro rozvoj svych znalosti a
dovednosti ve spole¢nosti podobné smyslejicich vrstevniki bez nechapavych
pohledti spoluzaki.

8.3 Navrh témat do rozsirujicich seminara

Jednim z moznych naméti do rozsitujictho seminare je Trojuhelnikova nerov-
nost. V kapitole 4 bylo uvedeno, ze nékteré typy dikazi byli schopni provést
jiz staif Rekové. Uplynulo spoustu let, béhem kterych se objevila celd fada
nejruznéjsich dikazt. Zejména ty zalozené na geometrickych principech by
mohly byt pochopitelné a zaroven atraktivni pro nadané stredoskolaky.

Na strednich skolach se studenti dozvi, Ze existuje vice ruznych typt pri-
meéru. Nekteré vyuzivaji ve fyzice pti zpracovani laboratornich protokoli.
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Vztah mezi jednotlivymi praméry jiz ale prilis zkouman nebyva. A pravée to
by mohlo byt studentiim vysvétleno naptiklad béhem nékolikahodinového
zajmového seminare.

vvvvv

matematickych olympidd a korespondencnich seminait, které na nékterych
skolach probihd jiz nyni. Tyto tlohy vsSak byvaji az uméle vytvorené, proto
by studenty mohlo zaujmout zpestieni vySe zminénymi navrhy.
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