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Abstrakt

Budeme se zabyvat dynamickymi systémy v diskrétnim prostfedi, které budeme modelovat
neorientovanymi grafy. Jako vychozi bod uvedeme zakon zachovani, z néhoz podrobné od-
vodime difuzni rovnici na daném grafu. Zanalyzujeme model, ktery je fizen linedrnim zdkonem
na grafu o dvou a vice vrcholech, jako pfiklady uvedeme rovnice na kruznici a cesté. V posledni
asti pfedstavime model difuze dané vybranym nelinedrnim zdkonem na grafu o dvou vrcho-
lech. Kromé difuze mezi vrcholy postupné pfiddme rtizné kombinace exponencidlni a logistické
vnitini dynamiky v jednotlivych vrcholech. Zaméfime se predevsim na kvalitativni vlastnosti
zkoumanych systémti, a to pfedevsim klidové stavy a jejich stabilitu.

Kli¢ova slova: diferencidlni rovnice, reakéné-difuzni rovnice, nelinedrni difuze, diskrétni pro-
stfedi, rovnice na grafech.
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Abstract

We deal with dynamic systems in a discrete structure, which we model by undirected gra-
phs. As a starting point, we present the conservation law, from which we deduce the diffusion
equation on a given graph in detail. We analyze the model, which is operated by a linear law
on a graph of two or more vertices, as examples we present equations on a cycle and a path. In
the last part, we present a model of diffusion operated by a selected nonlinear law on a graph
with two vertices. In addition to the diffusion between the vertices, we gradually add various
combinations of exponential and logistic internal dynamics in the individual vertices. We focus
mainly on qualitative properties of the investigated systems, especially on equilibria and their
stability.

Keywords: differential equations, reaction-diffusion equations, nonlinear diffusion, discrete spa-
tial structure, equations on graphs.
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Motivace
a zakladni poznatky

1.1 Zakon zachovani

Mnoho procesti v pfirodé a kolem nés funguje na zdkladé zdkonti zachovani rtiznych velic¢in.
Zkoumejme v této diplomové préci chovani latky, jeZ je uzavfena v urcitém prostoru.

Zatnéme pfipomenutim spojitého pfipadu, viz napt. [6, 8]. Pro jednoduchost uvazujme 1D
model, napfiklad usek trubice o kone¢né nenulové délce (b — a) orientované podél osy x v
prostoru, viz Obrazek 1.1. V této trubici bude proménnd koncentrace jisté latky dana funkci
u(x,t), kde x € Rat > 0. Tok této latky se bude Fidit funkci ¢(x, t). Uvazujme, Ze prifez této
trubice je konstantnf jednotkovy a koncentrace latky se ve sméru y ani z neméni, respektive
funkce u a ¢ jsou proménné pouze podél osy x a zavisi na ¢ase. Pak je celkova hmota latky v
daném Case a tseku urcena integralem

/ab u(x, t)dx.

JestliZe se hmota v Case trubici pohybuje, pak je ¢asovd zména celkové hmoty v ty¢i dadna
rozdilem latky, ktera vtece v bodé a a kterd vyte¢e v bodé b, t;.

b
% [ tydx = 90, ) — 9(e,1). (1.1)

Rovnice (1.1) se nazyva zdkon zachovani v integrdlnim tvaru. Mé&me podminku, Ze funkce u
a ¢ jsou hladké. Levou stranu rovnice (1.1) pak mizeme upravit

d b b 4 b 4
a/a u(x,t)dx—'/u Sulx,) x—/u ue(x, £)dx,

kde u; znadi parcidlni derivaci funkce u podle proménné ¢, a s vyuZitim fundamentalni véty
matematické analyzy

$(a,t) — (b, 1) = /b ¢x(x, )dx = —/ub ¢x(x, )dx.

Zakon zachovani v (1.1) ma tedy pak tvar

b b
/ u(x, t)dx = —/ $x(x,t)dx, (1.2)

1



KAPITOLA 1. MOTIVACE A ZAKLADNI POZNATKY 2

¢(a,t) = ¢(b,t) =

U i

Obréazek 1.1: Trubice o délce (b — a) orientovana podél osy x.

tedy
/ab (s (x, 1) + dx(x, 1)) dx = 0.
Tato rovnost plati pro vechny intervaly [, b], a musi tedy platit
ur(x, t) + ¢px(x,t) =0, (1.3)

kde x € Rat > 0. Rovnice (1.3) se nazyva lokalni zdkon zachovani.

Obdobné by slo zdkon zachovéani odvodit i ve vice dimenzich. Pak bychom uvaZovali prostor
o objemu V, koncentrace latky by byla dana funkci u(x, t) a tok latky by udévala vektorova
funkce ¢ (x, t). V piipadé 3D modelu by pak rovnice (1.1) s vyuzitim Gaussovy-Ostrogradského
véty méla tvar

%///Vu(x' t)dx = — //av¢(x' t)-n(x)dS = — // Vdivxgb(x, t)dx.

Po tipravé dostdvame
/// (up(x, t) + divegp(x, 1)) dx = 0.
14
JelikoZ tato zdkonitost musi platit p¥i kazdé volbé objemu V, musi platit
ur(x, t) + divegp(x,t) =0,

kde x € R3a t > 0, coZ je parcidlni rovnice uddvajici lokdlni zdkon zachovéni v prostoru.

1.1.1 Difuze

V 1D modelu jsme obdrzeli parcidlni diferencidlni rovnici (1.3), kdy u a ¢ na sobé nezavisi.
Maéme tak jednu rovnici pro dvé nezndmé funkce. Dopliime proto jesté tzv. konstitutivni vztah
mezi funkcemi ¢ a u, kdy ¢ bude operdtorem u.

Zvolme nejprve nejjednodussi pripad
p(x,t) =c-u(x,t),
kde ¢ € R. Pak je (1.3) ve tvaru

up(x,t) +c-uy(x,t) =0.
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v Y

Timto jsme ziskali vztah pro transportni rovnici. Jednd se o nejjednodussi rovnici, jejiz feSeni je
ve formé tzv. cestujici viny. PouZiva se napi. pro modelovéni Sifeni signalfi, atd., viz [8].

V této préci se budeme zabyvat difuzi, zvolme proto jiny konstitutivni vztah ve tvaru
P(x,t) = —d - ux(x,t), (1.4)
kde d > 0, &i ve vice dimenzich
¢(x,t) = —d-Vau(x,t),

kde V, je prostorovy gradient. Timto jsme ziskali tzv. Fickiv zdkon, ktery fikd, Ze hustota di-
fuzniho toku ¢ je tmérnd zdporné vzatému gradientu koncentrace u. Pak dosadme (1.4) do
(1.3) a ziskame

up(x,t) —d - uyx(x,6) =0 (1.5)

¢ ve vice dimenzich
ur(x, t) —d - Axu(x, t) =0,

kde Axu(x, t) = divy (Vxu(x,t)) je tzv. Laplacetuv operétor vzhledem k proménné x.

Obdrieli jsme difuzni rovnici, ktera v pi‘irodé popisuje napi‘iklad vedeni tepla. Druhy termo—
je rozdil teplot, tim rychlep pfenos tepla probihd. Obdobné se chova napiiklad i hmyz, jez se
pfesouvd z mist s vysokou koncentraci do mist, kde je mensi zastoupeni jeho druhu, ve sméru
nejvétsiho tbytku koncentrace, viz napf. [8].

1.1.2 Diskrétni prostfedi

Doposud jsme popisovali systém ve spojitém prostiedi. Z ur¢itého diivodu se ale mtize v p¥i-
rodé latka sifit i na prosttedi diskrétnim, naptiklad uved me neuronovou sif, souostrovi, riizné
biotopy, atd., viz napt. [10]. Pak je vhodné prostfedi reprezentovat diskrétni strukturou mo-
delovanou napiiklad grafem. Mé&me proto libovolny souvisly orientovany graf G bez smycek,
mnoZinu vrcholt ozna¢me V = {1,2, .., n} a mnoZinu hran E C V x V. Vyberme jeden vrchol
i, koncentraci zkoumané latky v tomto vrcholu v daném &ase ozna¢me x;(t), vSechny jeho sou-
sedy ozna¢me j, koncentraci ldtky v téchto vrcholech oznaéme x;(t).

Pak zaved me funkci

¢(i,j,t): ExRJ —R{,
ktera bude udévat tok po orientované hrané (i, j) € E v ¢ase t > 0. Funkce ¢(i, j, ) popisuje tok
po hrané z vrcholu i do vrcholu j, analogicky mé&me ¢(j, i, t) udévajici tok z j do i. Za¢indme
s tim, Ze graf G uvaZujeme orientovany, nebof v takové struktufe nelze formélné zavést tok
mezi vrcholy i a j a jeho smér pomoci neuspofddané dvojice {7, j}. Zména koncentrace ve vr-

cholu 7 je pak dana
xi(t)=Y, o(it)— Z qsz, , (1.6)
JENT (i) jEN—(

kde N7 (i) zna&i viechny sousedy j vrcholu i, z nichZ vede hrana do i, a N~ (i) znadi vSechny
sousedy j, do nichZ vede hrana z i.

Z formélnich dtivodti nyni proved me symetrizaci grafu G, konkrétné jestlize v G existovala
hrana z i do j, pak v novém grafu bude existovat hrana také z j do i (pokud jiZ neexistovala v G).
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Ozna¢me tento novy graf G = (V, E). Rozifme tok ¢ na graf G, tj. definujme ¢ : E x R — R
jako
- i,7,t), pokud (i,j) € E,

§ jinak.

Potom mtZeme prepsat (1.6) jako

Xty =Y, (@Git)—¢@,jt). (1.7)

Ozna¢me nové funkci D(i, j, t) jako
D(i,j,t) :== @i, t) — ¢ (i, j 1),
kde D : E x Rj — R. Ztejmé plati D(i,j,t) = —D(j,i,t).

Ukazme, Ze se celkovd hmota ) _;cy x;(t) v grafu s ¢asem neméni. Z linearity derivovani a vlast-
nosti funkce D(i, j, t) dostaneme

(Zm(ﬂ) =Y xt)=) Y (¢G.it)=¢ljt)= ) (D(i,]?f)JrD(]}irf)) =0.

iev icv i€V (i,j)eE (ij)eE 7

Ozna&ime-li celkovou hmotu zkoumané latky v daném Case jako s(t) := Y ;cy x(¢). Platis'(t) =
0, a tedy s(t) = s(0) pro vSechna t > 0.

Pozndmka 1.1. Zatim nic nebrani tomu, aby koncentrace byla zdporna. To zajisti aZ konkrétni
volba konstitutivniho vztahu mezi D a x (viz déle).

JelikoZ nyni mame diskrétni zdkon zachovani (1.7) popsany na symetrickém grafu G, lze na
toto nahliZet jako na vztah v neorientovaném grafu Gy = (V, Ey), kde bude dvojice hran (i, j)
a (j,i) z mnoziny E reprezentovéna jednou neorientovanou hranou {i,j} € Eg C (%), §. z (1.7)
a definice funkce D(i, j,t) dostaneme

xi(t) =Y, D(ijt), (1.8)

JENo (i)

kde Ny(i) zna¢i mnozinu v8ech vrcholt j, které jsou s i spojeny hranou v grafu Gy. Postup syme-
trizace grafu G je znazornén na Obrézku 1.2. Od ted budeme uvaZovat reprezentaci neoriento-
vanym grafem a funkci D, pro stru¢nost piSme déle pouze G = (V, E) misto Gy = (V, Ep). Upo-
zornéme ale, Ze ve funkci D zGstdva zachovana dand informace o tom, zda dany tok piispiva
do vrcholu i, ¢i do vrcholu j.

1.1.3 Tokova funkce

Obdobné jako ve spojitém piipadé jsme obdrZeli jednu rovnici (resp. jeden systém ODR) (1.8)
pro dvé nezndmé funkce x a D, kde x(t) = [x1(t), x2(t), ..., xn(t)]. Musime proto znovu dodat
vazbu mezi x a D.

Motivovani Fickovym zdkonem (1.4) zatnéme s tim, Ze tok ¢(i, ,t) z i do j bude dén

P, j,t) = d- (xi(t) —x;(t) ",
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¢(i,j,t) ¢, t) = ¢(i, ], t) D(i,j,t) = —=D(j i t)
N ) N TN
G =) Q) :ijj::i:f ) L JJ
¢(i,j,t) =0
G G Go

Obrézek 1.2: Ilustrace postupu symetrizace orientovaného grafu G.

tj. z i do j dochézi k toku, pokud x;(f) > x;(t), a naopak pro x;(t) > x;(t) dochdzi k toku
z j do i. Navic tento tok je linearné timérny rozdilu koncentraci mezi témito dvéma vrcholy,
viz [16]. Plati

D(i,j,t) = ¢ i, t) = §li, j, ) = d - (x;(t) — xi(£)) " —d- (xi(t) — x;(£)) " = —d - (xi(t) — x;(t)),
y. / N
xi(t) = ), D(ijt)=—d Y (xi(t) —x;(t)).
JEN() JEN(i)
Tento systém linearnich diferencidlnich rovnic 1ze ekvivalentné zapsat pomoci Laplaceovy ma-

tice Lg grafu G, viz [4], kterd je ddna pfedpisem

deg(i) proi=j,
Lj=1{ -1 proi # j takové, Ze {i,j} € E,
0 jinak,

jako
x'(t) = —Lgx(t). (1.9)
Analyza rovnice (1.9) je detailné uvedena v Kapitole 3.

Motivovani [9] budeme predevsim zkoumat také nelinedrni konstitutivni vztahy, konkrétné se
zaméfime na funkci ve tvaru

D(i,jt) = —d- (xi(t) — x;(£))x;(£)x;(t).

1.1.4 Reakce

V daném prostoru nemusi latka pouze difundovat, ale mtize i vznikat & zanikat ptisobenim
vnitfniho ¢i vnéjsiho zdroje. Dopliime proto ve spojitém pfipadé v 1D do rovnice (1.1) tzv.
zdrojovou funkci f, kterd bude zavisla na misté x, Case t a dané koncentraci u, tedy

% /b u(x, t)dx = ¢(a,t) — ¢(b,t) + /hf(x, t,u(x, t))dx. (1.10)

Pak je (1.3) ve tvaru

/ﬂb (ue(x,t) + Px(x, ) — f(x, t,u(x,t)))dx =0, (1.11)

resp.
ur(x, t) + px(x, t) = f(x,t,u(x,t)).
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Uup

Obrazek 1.3: Casovy pribéh feSeni rovnice (1.13) s pocate¢ni podminkou ug pro r > 0 (modfe)
ar < 0 (zeleng).

V diskrétnim prostfedi bychom obdobné dostali (1.8) jako
xi(t) = ), DGjb) + filt xi(t)), (112)
JEN(P)
kde f;(t, x;) popisuje zdroj ve vrcholu i.

V piipadé linearnich difuznich konstitutivnich vztahti ¢(x, t) = —d - ux(x, t) ve spojitém piipadé,
resp. D(i, ], t) = —d - (x;(t) — x;(t)) v diskrétnim p¥ipadé dostdvame

ur(x,t) = d - uge(x,t) + f(x, t,u(x, t)),

resp.
xi(t) = —d ) (xi(t) = x;(8)) + filt, xi(t)).
JEN(P)
Vénujme se nyni detailnéji dvéma moznym tvartim zdrojové funkce f, které v této praci zahr-
neme do déle zkoumanych popula¢nich modelt.

s

Pro tuto chvili uvazujme, Ze se latka prostorem nesiii a jeji zména je tedy dana pouze lokalnimi
zdroji. V nésledujicich odstavcich si detailné popiSme dva zdkladni modely, a to exponencidlni
a logisticky rtst.

Exponencidlni reakce

Thomas Robert Malthus polozil zaklady teorie popula¢niho rtistu. Na zakladé relativni miry
porodnosti a imrtnosti tvrdil, Ze rtst populace se ¥idi exponencidlnim zakonem

u'(t) =r-u(t), (1.13)
kde r € R je reakini parametr dany rozdilem miry porodnosti a umrtnosti a u(t) popisuje
velikost populace v case t.

Rovnice (1.13) ma feSent

u(t) = ug-e",

viz Obrazek 1.3. Budeme-li hledat tzv. klidové stavy systému (1.13), tj. stavy, kdy se velikost
populace s ¢asem neméni, snadno pro r # 0 obdrzime u(t) = 0, ktery je tzv. asymptoticky
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N>

Obrazek 1.4: Casovy prubeéh feSeni rovnice (1.14) s po¢ateéni podminkou ug pro 1y > k (modte),
prok > ug > % (Cervené) a ug < % (zeleneg).

stabilni (pro r = 0 je klidovym stavem jakykoliv pocate¢ni stav ug). Pro r > 0 feSeni systému
(1.13) exponencialné roste nade vSechny meze, pro r < 0 feSeni systému exponencidlné klesa
ke klidovému stavu u(t) = 0 (pro r = 0 ztstava u(t) konstantni rovno po¢atetnimu stavu).

Tento piistup ma ale mnoha tiskali, pfedevsim nijak nezahrnuje priibéh Zivota jedincti a ocekava
stale stejnou reprodukci. Taktéz pfedpokldda neomezené zdroje a prostor, ve kterém populace
Zije.

Logisticka reakce

Pierre Frangois Verhulst je spojen s popula¢nim modelem, ktery je popsén tzv. logistickou rov-

vvvvvv

prostiedi. Tato kapacita zohlediiuje mj. omezené zdroje a prostor, coZ ma vliv na rist velikosti
populace. Tento model ma tvar

u'(t)y=r-u(t)- <1 — uE{t)) , (1.14)

kde r > 0 je reakéni parametr (uvaZuje se, Ze malé populace maji tendenci rtist), k > 0 je
parametr udavajici zminénou kapacitu prostiedi a u(t) opét popisuje velikost populace v ¢ase .

Rovnice (1.14) ma feSenf
k ert
t — e,
M( ) up k+u0 (ert 71>

viz Obrazek 1.4. Klidové stavy systému (1.14) spliuji

r~u(t)-(1—u§:)> =0.

To plati pro u(t) = 0 a u(t) = k. Systém ma tendenci ustélit se pro t — oo na hranici kapacity
prostfedi k (a to tim, Ze ke k roste pro uy < k, resp. exponencidlné klesa pro ug > k).

Tim jsme si detailngji predstavili dvé funkce, jez v této praci budeme déle potiebovat. Jevi,
které ovliviiuji vnitini dynamiku populace, a funkci, jez toto popisuji, je nepfeberné mnozstvi.
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Obrazek 1.5: Graf funkce pravé strany tlohy (1.15) prok > s > 0 ar > 0 (vlevo). Hollingovy
funkce I. typu (modfe), II. typu (oranzové), IIL. typu (zelen€) (uprostted) a jejich prepocet na
jednoho jedince (vpravo).

Uved'me pro pfehled jesté alesponi dalsi dve.

Bistabilni dynamika modelovéna rovnici

u’(t):r-u(t)~( —ug))-(u(t)—l), (1.15)

S

kde r > 0 je reakéni parametr, k > 0 kapacita prostiedi a s € (0,k) tzv. kritickd hodnota, se

Mooz

pouziva k popisu tzv. Aleeho efektu, viz Obrazek 1.5.

Populace, které jsou mensi nez kritickd hodnota s zde vymiraji. Naptiklad rtizné druhy zvifat
zZiji ve smeckéch a nejsou schopny pfezit a ubranit se predatortim, nebo naopak lovit potravu
v malych skupinéch ¢i individualné. Dal$im d@ivodem miize byt nedostate¢ny pocet jedincti k
reprodukci, a proto populace zanikne. Tento problém mtizeme pozorovat i u rostlin, jeZ nejsou
samosprasné, tedy k opylovani je potiebny dalsi jedinec. JestliZze se tedy v dostate¢né malé
vzdalenosti nenachdazi dalsi jedinec, dochézi k thynu rostliny, viz [10].

Jakmile je velikost populace vy$si nez kritickd hodnota s, ¥idi se populace v podstaté logis-
tickym zakonem, viz (1.14), tedy velikost populace se v ¢ase ustéli na hodnoté kapacity prostre-
di k.

Jako dalsi uved'me skupinu tzv. Hollingovych funkdi, jez zahrnuji vliv vngjsich zdroji. Tyto
zdroje zptisobuiji vlastni dynamiku popsanou funkci, tzv. funkéni odpovéd'. V pifrodé se miize
jednat o predétora, jez ohroZuje zkoumanou populaci (kofist). Crawford Stanley Holling uva-
Zoval rtizné typy funkéni reakce, viz [6]. Ve vSech pifipadech se tato zdrojova funkce uvaZzuje se
zadpornym znaménkem.

Odezva typu I ve tvaru

fu)y=r-u, r>0,
popisuje linedrni narist spotteby kofisti vzhledem k velikosti populace u. Odezvy typu I zpti-
sobuji u kofisti imrtnost v pfepoctu na jedince nezavislou na hustoté.

Odezva typu Il uvazuje, Ze podil ulovené kofisti v pfepoctu na jedince klesa monoténné s hus-
totou kofisti. Funkéni odpovéd je dana

, r>0, h>0.
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Naopak odezva typu Il ve tvaru

f(u)—i r>0, h>0
_h+u2/ 7 7

uvaZuje, Ze podil ulovené kofisti na jednoho jedince nejdiive roste a od ur¢ité prahové hodnoty
monoténné klesd, viz Obrazek 1.15.

V ptipadé funkénich odpovédi se sleduje pouze vyvoj populace kofisti a vliv predédtora na ni
se uvazuje jako vnéjsi zdroj popsany funkéni odpovédi. Je pfirozené snazit se déle sledovat i

Vv

vyvoj populace predatora, coZ vede na sloZitéjsi tzv. interakéni modely, viz [10].

1.1.5 Znamé vysledky

Predstavili jsme si zdkladni fenomény pro tuto diplomovou praci, a to difuzi na diskrétnim
prostfedi a rizné reakce popisujici vnitini ¢i vnéjsi zdroje.

Motivovani populaénimi modely z pfedchozich odstavcti budeme uvaZovat, Ze nase modely
na grafech popisuji velikosti populaci v prostorové separovanych oblastech (napf. souostrovi,
atd.). Budeme tedy zkoumat popula¢ni model, kdy populace difunduje mezi jednotlivymi lo-
kalitami (vrcholy grafu) a jeji vnitfni dynamika v daném misté se bude fidit jednim z vyse
popsanych zdkonti (exponencidlni ¢i logisticky rast).

V préci [5] nalezneme vysledky pro model na dvou vrcholech, jeZ uvaZzuje linedrni difuzni
zékon, tedy

D(i,jt) = =d(xi(t) — x;(t)), d>0,
a navic rizné zdrojové funkce. K linedrni difuzi pfiddva exponencidlni, logistickou a bistabilni
dynamiku, kdy uvaZuje také jejich rizné kombinace na jednotlivych vrcholech. Studuje kvali-
tativni vlastnosti téchto modeld, pfedevsim klidové stavy a jejich stabilitu. UvaZuje rtizné pa-
rametry ovliviiujici reakéni funkce, jeZ vedou na existenci novych klidovych stavti, analyzuje
tedy vyskytujici se bifurkace vzhledem k p¥{ftomnym parametrim.

Dale zmitime préci [9], kde byly analyzovany modely difuze na diskrétnim prostfedi, nejdfive

na dvou vrcholech, a poté na libovolném neorientovaném grafu G, jez se fidily predevsim ne-
linedrnimi zdkony. Napiiklad zmifime tokovou funkci

D@, jt) = —d- (xi(t) = x;(£)) - (xi(t) — x;(£) = 1) - (xi(8) — x(8) + 1),

D@ jt) = —d-(xi(t) = xj(t)) - (1 = xi(t) + x(8)) - (1 + x3(8) — x;(¢))

(xi(t) = x5(8) —a) - (xi(t) — x;(t) + a),
kdy prvni z funkci popisuje v zdvislosti na znaménku parametru d model nelinedrni difuze ¢i
shlukovani a druhd z funkci modeluje pfipad koexistence populaci na jednotlivych vrcholech.
Autor se opét vénuje kvalitativnim vlastnostem, klidovym staviim a stabilité.

7 Yz

V této diplomové prdci se zaméfme na obdobné otazky, avsak v jeji hlavni ¢asti zvolme kombi-
naci pfistupt z [5] a [9].

Hlavnim vysledkem bude analyza nelinedrniho difuzniho zédkona v prostiedi neorientovaného
grafu o dvou vrcholech ve tvaru

D(ij,t) = —d - (xi(t) — x;(t)) - xi(t) - x;(8), (1.16)
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kde d > 0 je difuzni parametr. Obdobné jako v [5] budeme déle uvaZzovat k vyse popsané
nelinedrni difuzi v (1.16) vnitini dynamiku populace, tedy rtizné reakéni funkce, viz Kapi-

tolu 1.1.4. VySetfime klidové stavy a jejich stabilitu. Zaméfime se i na dalsi kvalitativni popis
FeSeni téchto systém.

1.2 Zakladni poznatky

V pfedchozi kapitole jsme doposud bez hlubsiho detailnitho vysvétlovani pouzivali vcelku 8i-
roky matematicky apardt. Zdmérem bylo uvést ¢tenafe do problematiky a motivovat zkou-
mané problémy. Neuvdadéli jsme proto pfesné definice a vlastnosti pouzivanych pojmt, jez jsme
potiebovali k odvozeni nékterych zakonitosti.

Nyni tedy pro tplnost stru¢né shriime definice a véty, které budeme v ramci studia difuze
v diskrétnim prostfedi nadéle potiebovat. Cerpali jsme piedevsim z literatury [1, 7, 14], kde Ize
najit i dalsi detaily.

DEFINICE 1.2. Systémem oby¢ejnych diferencidlnich rovnic (autonomnim) rozumime sou-
stavu
X' (t) = f(x(t)), telCR, (1.17)

kde x(t) = [x1(t), x2(t), ..., x4 (t)] je vektor nezndmych funkci a f : R” — R" je dand vektorova
funkce. Funkce x(t), kterd spliiuje (1.17), a navic x(tp) = xo je feSeni tzv. pocate¢ni alohy

{ X' (t) = f(x(t)), teICR, (1.18)

X(to) = Xp.

Reseni x(t) potate¢ni tlohy (1.18) definované na intervalu Iy C I se nazyva maximalni, po-

kud nelze rozsifit interval jeho existence, tj. neexistuje feSeni X(t) ulohy (1.18) definované na
intervalu Iy, kdy Iy C I, takové, Ze X|j, = x.

Pozndmka 1.3. Diferencialni rovnici (1.17) budeme také nazyvat dynamickym systémem a feSeni
trajektorii.

Déle uvedme diisledek tzv. Picardovy-Lindelofovy véty o existenci a jednoznacnosti FeSeni
pocéteéni tlohy (1.18).

VETA 1.4. Predpoklddejme, Ze f : R" — R" v (1.18) je vektorovd funkce t¥idy C'. Potom existuje

pravé jedno maximalni feSeni x(t) pocdtecni iilohy (1.18).

Poznidmka 1.5. Nechf je interval existence maximélniho feseni interval (g, b). Tento interval miize
byt omezeny i neomezeny. P¥i studiu asymptotickych vlastnosti, tj. chovani feSenf na okrajich
tohoto intervalu, tj. pro t — a+ ¢i t — b— budeme pro jednoduchost vZdy psat t — —co ¢i
t — Hoo0.

Existence a jednoznacnost feSeni plati za podminek, které budou v dalsim textu vzdy splnény.
Zaméime se proto na studium zminénych asymptotickych vlastnosti, tj. tzv. klidovych stavti
dynamického systému (1.17) a jejich stability.
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DEFINICE 1.6. Rekneme, 7e x* € R" je klidovy stav dynamického systému (1.17), pokud
plati
f(x*) =0.
Klidovy stav x* € R” je:
e stabilni, pokud pro v8echna ¢ > 0 existuje § > 0 takové, Ze vSechna Feeni x(t) tlohy
(1.17) spltiujici || xg — x*|| < J spliuji pro v8echna t > 0
Ix(8) =7 <&,

¢ asymptoticky stabilni, je-li stabilni a spliiuje x(t) — x* pro t — oo,
¢ nestabilni, neni-li stabilni.

Uved'me nyni definici systému linedrnich diferencialnich rovnic a tvrzeni, které rozlisuje (asym-
ptoticky) stabilni a nestabilni klidové stavy takového systému na zdkladé vlastnich ¢isel matice
soustavy.

DEFINICE 1.7. Systémem linedrnich diferencidlnich rovnic (autonomnim, s konstantnimi
koeficienty) rozumime soustavu

X' (t) = Ax(t), t€R, (1.19)
kde x(t) = [x1(t), x2(t), ..., xx(t)] je vektor nezndmych funkci a A € R"*" je dana matice.

VETA 1.8. Klidovy stav x* € R" dynamického systému (1.19) je:

2 vz

* asymptoticky stabilni, jestliZe vSechna vlastni ¢isla matice A maji zdporné redlné Cdsti,

* stabilni, jestliZe vSechna viastni ¢isla matice A maji nekladné redlné Cdsti a ke kaZdému vlastnimu
Cislu majicimu nulovou redlnou ¢dst a ndsobnost m € IN existuje m linedrné nezdvislych vlastnich
vektoril,

* nestabilni, jestliZe existuje alespoti jedno vlastni ¢islo matice A s kladnou redlnou Cdsti.

Nyni se vratme k nelinedrnimu systému (1.17). Uvedme tvrzeni obdobné Vété 1.8 pro ne-
linedrni systémy, které bude zaloZené na vlastnich ¢islech Jacobiovy matice zobrazeni f.

DUSLEDEK 1.9. Pfedpoklddejme, Ze f : R" — R" v (1.17) je vektorovd funkce t¥idy C' a f(x*) = 0.
Klidovyj stav x* je:

7 %z

* asymptoticky stabilni, jestlize vSechna vlastni ¢isla Jacobiovy matice J(x*) zobrazeni f v bodé x*
maji zaporné redlné cdsti,

* nestabilni, jestlize existuje alespori jedno vlastni ¢islo Jacobiovy matice J(x*) s kladnou redlnou
Cdsti.

Pozndmka 1.10. V piipadé nelinedrniho systému (1.17) nedokdZeme pomoci predchoziho Di-
sledku 1.9 rozhodnout o stabilité x* v ptipadé, Ze J(x*) md vlastni &islo s nulovou redlnou ¢asti.
V tomto piipadé se musi pouZit jiné techniky, napt. tzv. nulokliny, teorie Ljapunovovych funkci,
atd.
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Pozndmka 1.11. Pro nase potfeby budeme &asto pouZivat x(t) = [x(¢),y(t)] a

| fx(t),y(t))
f(x(t)) = { g(x(t),z(f)) ]’

neboli pro systém dvou diferencidlnich rovnic méjme

{ xX'(t) = f(x(t),y(t)),
y'(t) = g(x(t),y(t)).

Dale zminime dvé dilezité véty, které popisuji dalsi kvalitativni vlastnosti feSeni nelinedrniho
systému (1.17). Za¢néme Poincarého-Bendixsonovou vétou popisujici systém v roviné.

VETA 1.12. Mé&me dynamicky systém (1.17), kde x € R? a vektorovd funkce f : R?> — R? je tridy
C'. Predpoklddejme omezenou, uzavienou, neprazdnou mnoZinu M C R?. JestliZe néjakd trajektorie leZi
v M pro vsechna t > 0, pak tato trajektorie:

* je klidovyym stavem, ¢i uzavienou trajektorif, nebo
® se pro t — oo bliZi ke klidovému stavu &i uzaviené trajektorii leZici v M, nebo

® se pro t — oo bliZi k jinym trajektoriim spojujicim klidové stavy v M (tzv. homoklinickym ¢i
heteroklinickym trajektoriim).

V zévéru této kapitoly zmifime Bonyho vétu o invarianci, kterd ndm za urcitych predpokladt
zarudi, Ze dana trajektorie neopusti jistou vybranou mnozinu.

VETA 1.13. Nechf M C R" je uzaviend mnoZina a f : R" — R" je vektorovd funkce t¥idy C!.
Potom jsou ndsledujict tvrzent ekvivalentni:

* kazdé Feseni x(t) diferencidlni rovnice X' = f(x), pro které x(ty) € M, spliiuje x(t) € M pro
vsechna t > to, kde toto fesent existuje,

Xz

* pro kazdy bod x € OM a kazdy tzv. Bonyho vnéjsi normdlovy vektor v(x) k M v bodé x plati
v(x) - f(x) <O0.

Pozndmka 1.14. Necht M C R" je uzavfend mnoZina a x € 0M. Nechf B(y) C R" je oteviend
koule se sttedem y takovd, Ze x € 0B(y) a M N B(y) = @. Potom se vektor v(x) = y — x nazyva
Bonyho vnéj$im normalovym vektorem k M v bodé x.

Pozndmka 1.15. Mé&jme oblast M, jejiz hranici 9M Ize lokaIng popsat funkci t¥idy C'. Tato funkce
maé v kazdém bodé te¢nou nadrovinu. Pak existuje i (klasicky) vnéjsi normalovy vektor v kaz-
dém bodé hranice dM. Jestlize existuje (klasicky) vnéjsi normalovy vektor, pak Bonyho vnéjsi
normaélovy vektor neexistuje, nebo je libovolnym ndsobkem (klasického) vnéjsiho norméalového
vektoru. Jestlize Bonyho vnéjsi normélovy vektor neexistuje, pak je pfedpoklad Véty 1.13 splnén.

JestliZze Bonyho vnéjsi normalovy vektor existuje, staci ovéfit pfedpoklady Véty 1.13 pro (kla-
sicky) vnéjsi normalovy vektor.

Pozndmka 1.16. Mnozinu M C R", kterd m4 tu vlastnost, Ze je-li [xo, o] € M, potom FeSeni
(1.18) lezi v M pro vSechna t > 0, nazveme pozitivné invariantni, ¢i jen invariantni.

Pokud nebude feceno jinak, vzdy budeme chdpat veskeré funkce zavislé na case t, pro vétsi
pfehlednost vSak budeme v zdpisu vynechdvat nezavisle proménnou ¢, a psat tak pouze x misto
x(t), y misto y(t), atd.



Linearni difuze
na dvou vrcholech

V této kapitole si detailné shriime poznatky o nejjednodussim pfipadu, a to linedrni difuzi
na dvou vrcholech bez reakce. Tato ¢ast bude slouZit jako vychozi bod pro dalsi studium,
konkrétné nelinedrni difuzi s pfipadnymi reakcemi.

Pfipometime, Ze linedrni difuzi dostaneme volbou tokové funkce
D(i,j,t) = —d (x;(t) = xj(t)), d>0, @2.1)

mezi vrcholy i a j. V ptipadé grafu o dvou vrcholech, viz Obrazek 2.1, kde oznalime x(t) :=
x1(t) ay(t) := x2(t), dostaneme systém

{ = —d(x—vy), 22)

Yy =—d(y—x).

Na tvod uved'me, Ze skute¢né plati zachovéani populace zminéné v Kapitole 1.1.3, a navic plati,
Ze populace pfi volbé (2.1) zlistdva nezdporna.

LEMMA 2.1. Reseni soustavy (2.2) splituje
x(t) +y(t) =x0+yo provsechnat > 0.
Navic je-li xo > 0, yo > 0, plati
x(t) >0, y(t) >0 provsechnat> 0.
Diikaz. Oznaéme s := x + y. Potom
' =x'+y = D(xy) + D(y,x) = —d(x —y) —d(y —x) =

Ztejmé tedy s(t) = so, tj. x(t) + y(t) = x9 + yo, pro vSechna t > 0.

Zbytek tvrzeni jinymi slovy ¥ika, Ze prvni kvadrant fdzového prostoru je pozitivné invariantni.
Toto dokazme pomoci Bonyho véty 1.13. Hranici prvniho kvadrantu jsou nezdporné poloosy x
a y. Dokazme, Ze na téchto poloosach mifi vektorové pole dynamického systému (2.2) dovnitf

13
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D

v

Obrézek 2.1: Graf o dvou vrcholech. Funkce D udava zptsob, jakym dochdazi k $ifeni mezi
obéma vrcholy.

Mev s

prvniho kvadrantu. Nechf x > 0ay = 0, pak (f(x,¥),g(x,v)) = (—x,x) a vngjsi normélovy
vektor md tvar v(x,y) = (0, —1). Dostdvame tedy

(f(x,y),8(x,y) vixy) = (—x,x)-(0,—-1) = —x < 0.

Obdobné bychom toto obdrZeli pro nezdpornou poloosu y, a z Bonyho véty dostdvame poza-
dovanou invarianci prvniho kvadrantu. O

Systém (2.2) je linearni, a tedy jej l1ze vyfesit analyticky. Uvazujme x¢ 4+ yo = so, kde sp > 0
je celkovy soucet populace. Pak diky Lemmatu 2.1 plati y(t) = sp — x(t). Resme tedy pouze
rovnici

¥ (1) = —d(x(t) — (s0 — (1)) = —d(2x(t) — so).
Resent této diferencialni rovnice je
50
E/

analogicky pro y(t). Pro pocatetni podminku x, yo ma feSeni systému (2.2) tvar

x(t) = (xo - %) e 243 03
y(t) = (yo — %) e 2dt +3, so>0. .

x(t) =c-e 24 cER,

Klidovy stav x* = [x*, y*] spliiuje podminku
f(x*) =0,
kde f je funkce pravych stran (2.2). V pfipadé systému (2.2) se tato soustava redukuje pouze na

jednu rovnici
—d (x* —y*) =0. (2.4)

Ihned vidime, Ze (2.4) plati pro x* = y*, tedy
"y l=1Ippl, p=0.

Klidovych stavti je tak nekone¢né mnoho a leZi na ose prvniho kvadrantu fazového prostoru,
viz Obrézek 2.2. Budeme-li uvazovat dodate¢nou podminku xy 4 o = 1, pak pro vSechna t > 0
plati

x(t) +y(t) = 1.
Uvazujeme pak pouze pfimku v celém fazovém prostoru kolmou pravé na p¥imku klidovych
stavu [p, p], viz Obréazek 2.2. Celkové populace je tedy normovand a klidovy stav je

« o+ _ |Yo+tvo xo+yo| (11
A e e }—[2,2. (2.5)
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Obrézek 2.2: Fazovy prostor tilohy (2.2) (vlevo), s dodate¢nou podminkou x + y = 1 (vpravo).

VETA 2.2. Klidové stavy x* = [p,p], p > 0, rovnice (2.2) jsou stabilni. Navic pro xo +yo = 1
je klidovy stav [%, %] asymptoticky stabilni.

Diikaz. Systém (2.2) je linedrni a matice této soustavy je
1 -1
(1)

M=-2d, Ay=0

Vlastni ¢isla této matice jsou

a piislusné vlastni vektory
v1=(-11), v,=(11).

Pro d > 0, je klidovy stav x* podle Véty 1.8 stabilni, nebof vechna vlastni &isla jsou ne-
kladnd. Diky nulovému vlastnimu ¢&islu Ap v8ak tyto stavy nejsou asymptoticky stabilni, viz
Obrazek 2.2.

Navic pro xp + y9 = 1 uvazujeme pouze piimku ve fazovém prostoru kolmou na vektor vy,
a tedy klidovy stav [%, %} je s touto dodate¢nou vazbou asymptoticky stabilni diky Ay < 0. O

2.1 ZAavislost na sméru

OdraZme se v této kapitole od systému (2.2) a prozkoumejme jeho ,pfirozené” rozsiteni, kdy
difuze mezi vrcholy bude opét linedrné iimérna rozdilu velikosti jednotlivych populaci, avSak
s jinou konstantou imeérnosti. Méme tedy konkrétné systém

{ x'=—di(x—y),
y = —da(y —x).

(2.6)

UkaZme, Ze obdoba Lemmatu 2.1 o zachovéni celkové populace v tomto pfipadé neplati.
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Sy

Obrézek 2.3: Casovy priibéh jednotlivych slozek systému (2.2) tj. pro d > 0 (vlevo), resp.
systému (2.6) pro d; > dy > 0 (uprostied) a jeho fazovy portrét (vpravo).

Ozna¢me opét s := x + y a zvolme d; # dy = d; + 9,0 € R — {0}. Potom pro x¢ # yo

/

s = X4y =—di(x—y)—da(y—x)
= —di(x—y) = (diy—x) +d(y—x)) =d(x—y) #0.

Ztejmé tedy je-li xo # yo, plati s(t) # so, tj. x(t) + y(t) # xo + yo, pro vechna t > 0. Systém
(2.6) tedy pro dy # d; popisuje nejen difuzni proces, ale zahrnuje i uréitou interakci zavislou na
rozdilu parametrd d; a d; a na rozdilu poctu jedincti x a y v jednotlivych vrcholech.

Tento fakt je dan tim, Ze systém (2.6) nevzeSel ze zdkona zachovani (1.12). Tento ve své pod-
staté negativni vysledek zde uvaddime pro tplnost a dokresleni vyznamu zdkona zachovani
a dtilezitost peclivé volby tokové funkce D. Zaroven Ize na toto nahliZet jako na motivaci, pro¢
déle volime vZdy jednotny difuzni parametr.

Nicméné klidové stavy jsou opét x* = [p,p], p > 0, a jsou stabilni (neasymptoticky). Prava
strana linedrniho systému (2.6) je ddna matici

—di 4
dy —dy )’
AM=—di—dy, Ary=0.

01 = (—Z;,l) , Uy = (1,1).

x"=ppl, P20
je tedy podle Véty 1.8 stabilni. Situaci ilustrujeme na Obrazku 2.3.

Vlastni ¢isla této matice jsou

Vlastni vektory maji tvar

Klidovy stav

2.2 Zaporny difuzni parametr

V ptipadé spojité difuzni rovnice (1.5) nelze jednoduse oto¢it znaménko difuzniho parametru
(t. otocit smér béhu casu), napt. [2]. Je proto pFirozené se ptat, zda je toto mozné v diskrétnim
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Obrézek 2.4: Fazovy portrét systému (2.2) pro d < 0 (vlevo). Casovy pribéh jednotlivych slozek
systému (2.2) pro d < 0 (vpravo).

prostiedi. Motivaci pro nds muZe byt fakt, Ze v tomto pfipadé by tok mitil do mist, kde je vétsi
populace, a tedy by $lo o model shlukovéni, viz [9].

Zachovejme tvar systému (2.2) a difuzni parametr uvazujme zdporny, tedy

/I —d —v),
{ x (x—y) 27
Yy =—d(y—x),
kded < 0.

Pro systém (2.7) plati opét, Ze celkova populace se zachovavd, tedy x(t) + y(t) = xo + yo pro
vSechna t > 0.

Ovsem neplati jiZ, Ze pro nezdporné pocatecni podminky ztstdvaji populace nezdporné. Zde
pro xo # Yo dojde v kone¢ném ¢ase T > 0 ke shluknuti veskeré populace v jednom z vrcholt.
Rovnice (2.7) by vsak déle uvazovala ¢erpani dalsich jedninct z jiz prdzdné lokality (populace
v druhém vrcholu by zalala byt zapornd), viz Obrazek 2.4.

Klidové stavy se oproti (2.2) nezméni, jejich tvar je x* = [p, p], kde p > 0, av8ak zméni se jejich
stabilita. Prava strana systému (2.7) je opét ddna matici

()

AM=-2d, Ay=0.

Vlastni ¢isla této matice jsou stejnd

Klidové stavy
<y l=1prl P20,

jsou ale v tomto pt¥ipadé nestabilni, nebof existuje kladné vlastni &slo A; = —2d > 0diky d < 0.
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V Kapitole 4 budeme uvaZovat nelinedrni tokovou funkci

D(i,j,t) = —d(xi(t) — x;())xi(£)x;(t),

ktera tuto nepifjemnou vlastnost nema. Prvni kvadrant zde zlstdva invariantni i pro zdporné
parametry d < 0, a tedy 1ze v tomto pfipadé model pouZit také v p¥ipadé shlukovani.



Linearni difuze
na vice vrcholech

3.1 Linearni difuze na n vrcholech

Obecné se déle podivejme na libovolny neorientovany graf G o n vrcholech, ktery je souvisly
a bez smycek. JestliZe by se sklddal z nékolika komponent, bylo by mozné kazdou komponentu
povazovat za samostatny podgraf a zkoumat chovani systému na kazdém podgrafu jednotlivé.

Zvolme opét linedrni tokovou funkci (2.1). Ziskame systém, ktery lze zapsat pomoci matice
sousednosti Ag = (a;)nxn, kde

S 1 prod{ij} €E,
Y1 0 jinak.

Dostavame systém

n
xj=—dY aj(xj—x;), t>0, i=12,.,n @.1)
j=1

Jak jiz bylo uvedeno v Kapitole 1.1.3, ekvivalentné mtiZeme dlohu (3.1) zapsat ve tvaru
x' = —dLgx, (3.2)

kde x = [x1, xp, ..., xx] a L je Laplaceova matice grafu G, viz (1.9).

Pro nami zvolenou tokovou funkci se opét celkova populace zachovéva, tj. celkovy soucet po-
pulace je s ¢asem konstantni. Znovu také jednotlivé populace ztstavaji v ¢ase nezaporné.

Poznimka 3.1. Po¢ate¢ni podminky x;(0) dynamického systému (3.1) ozna¢me symbolem x; .
LEMMA 3.2. Resent tilohy (3.1) splituje
n n
x;(t) = Z Xjo provsechnat > 0.
i=1 i=1

Navic je-li x;g > 0 pro vSechnai =1,2,...,n, plati

xi(t) >0 provSechnat > 0avsechnai=1,2,...,n.

19
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Diikaz. Zvolme s := )" ; x;. Potom podle (3.1) je

n n
=) x= —d Y Y ai(x; — x)).

1 i=1j=1

=

Vzhledem k tomu, Ze matice sousednosti neorientovaného grafu G je symetricka a na diagonéle
nulovd, miiZeme uvazovat pouze horni trojithelnikovou matici, a tedy psat

n—1 n
S/ = —d Z Z (uij(xi — x]) + u]-l-(xj — xl-)) =0.
i=1 j=i+1
Ztejmé tedy s(t) = so, tj. Y q xi(t) = Ljq Xio, pro véechna t > 0.

Obdobné jako v Lemmatu 2.1 budeme déle dokazovat invarianci v tomto p¥ipadé kladného
ortantu, ktery si ozna¢ime jako mnoZinu M. Hranici 0M tvofi body x = [x1,xp,...,X,], kde
nékteré slozky jsou nulové a nékteré jsou kladné. Bez Gijmy na obecnosti pfedpoklddejme, Ze

xX1,%2,...,% =0 a xgp1,...,%,>0.

V tomto bodé miiZe existovat nekone¢né mnoho Bonyho vnéjsich normalovych vektord, vSechny
maji nicméné tvar

v(x) = (—a1, —ag,...,—a;,0,0,...,0),
kde ay, ..., ax > 0jsou libovolna. Pro vektorové pole f(x) = (f1(x), f2(x),..., fu(x)) plati

fi(x) = —d-deg(i)xj+d ) xj=0+d ) x>0, jeli i=12...,k
JEN(i) JEN(i)

Dostavame tedy
) vx) = (A0 e, fior (9, fulX) - (—1,—03, .., —25,0,0, ..., 0)
= —afilx) —afa(x) = — afi(x) < 0.
Z Bonyho véty 1.13 nyni dostdvame invarianci prvniho ortantu. O
Podrobnéjsi piistup k tomuto problému lze nalézt v [9].
Dale zformulujme tvrzeni, které nam poskytne informaci o rovnovaznych stavech systému (3.1)
a jejich stabilité.

VETA 3.3. Systém (3.1) md nekonecné mnoho klidovyjch stavii ve tvaru

So 50 -
X* = |:7/"'/ 7:| 7 50 = in,o Z 0/
nen i=1

1

které jsou stabilni. Navic pro } ! ; x;o = 1 jex* = {5, v ﬂ asymptoticky stabilni klidovy stav.

Diikaz. Dokazme, ze x* = [, ..., 2] je klidovy stav, tedy splituje f(x*) = 0. Regime pak rovnici
—dLgx = 0. (3.3)

Shrriime nyni pro nés uZzite¢né vlastnosti Laplaceovy matice Lg souvislého neorientovaného
grafu, viz napft. [4].
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O—0—)

Obrézek 3.1: Grafy o tfech vrcholech, kruznice K3 (vlevo) a cesta P5 (vpravo).

7 vz

* Matice Lg mé pouze jedno nulové vlastni ¢islo Ay = 0.
¢ Matice Lg ma vSechna dalsi vlastni ¢isla A,, ..., A, kladna.
e Vlastni vektor pfislusny nulovému vlastnimu &islu je vektor (1,1,...,1).
Homogenni soustava (3.3) mda tedy nekone¢né mnoho feSeni ve tvaru
x*=c-(1,1,...,1), ceR.

Podle Lemmatu 3.2 plati }! ; xj = Y/ x;9 = 5o, tedy 1 - ¢ = s, a tedy
* 50
=—-(1,1,...,1).
=2,

Navic z linearity a faktu, Ze matice —d - Lg md vSechna vlastni ¢isla nezdpornd, z ¢ehoZz praveé
jedno nulové, jsou tyto klidové stavy neasymptoticky stabilni.

Pokud Y ; xjp = 1, uvazujeme ve fazovém prostoru pouze nadrovinu kolmou na vektor
(1,1,...,1), a tedy ze zdpornosti ostatnich vlastnich ¢isel matice —dLg dostdvame asympto-
tickou stabilitu klidového stavu x* = [%, ey ﬂ . O

3.2 Linearni difuze na t¥ech vrcholech

Tvrzeni uvedend v Kapitole 3.1 nyni budeme ilustrovat na konkrétnich piikladech. Zvolme
grafy o 3 vrcholech.

Mgjme neorientovany souvisly graf G o tfech vrcholech bez smy¢ek. Tento graf mtize byt bud
kruznice, tedy tplny graf K3 = C3, nebo cesta P;. Ulohu mtizeme zapsat ve tvaru

x' = —dLgx,

kde x = [x,y, z] je vektor nezndmych a Lg je Laplaceova matice grafu G.

3.2.1 Linearni difuze na kruZnici o tfech vrcholech

Vysetfeme nejprve chovani systému, jestlize uvaZujeme kruZnici o tfech vrcholech. Po tipravach
ziskdvame soustavu diferencidlnich rovnic ve tvaru

¥ =d(-2x+y+2z),
Yy =d(x—2y+z), (3.4)
2 =d(x+y—2z).
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X, Y,z XY,z

- 3

Obrézek 3.2: Casovy pribéh feseni s potatetnimi podminkami systému (3.4) na kruznici G =
K3 (vlevo). Casovy pribéh feSeni s poc¢dte¢nimi podminkami systému (3.5) na cesté G = P;

(vpravo). Navic je zde v obou pfipadech znazornén klidovy stav [%, %, %} .

Uvedeme zde disledek Véty 3.3 o klidovych stavech systému (3.4), kde se navic vénujeme
vySetfeni jejich typu, viz [14].

DUSLEDEK 3.4. Klidovy stav x* = [p, p,p], p > 0, systému (3.4) je stabilni. Navic pro xo + yo +
zo = 1 je klidovy stav [%, %, %] asymptoticky stabilni typu hvézda.

Diikaz. Prvnitvrzenije pfimym disledkem Véty 3.3. Ukazme tedy typ klidového stavu [%, 1 %}
v piipadé xo + yg + zo = 1. Matice linedrni soustavy (3.4) md tvar

-2 1 1
d 1 -2 1
1 1 -2

Vlastni ¢isla jsou
)\1,2 =-3d, A3=0

a pfislusné vlastni vektory maji tvar

v =(-1,0,1), v,=(-110), v3=(1,1,1).
Je-li xp + yo +z0 = 1, pak uvaZujeme pouze rovinu kolmou na vektor v3. ProtoZe uvaZujeme
pouze d > 0, jsou vlastni ¢isla Ay, Ay zdpornd, a tedy klidovy stav [%, %, %} je asymptoticky

stabilni. Navic Ize Fict, Ze se jedn4 o stabilni klidovy stav typu hvézda, nebof A; = A, a vlastni
vektory piislusné témto vlastnim ¢isltim jsou linedrné nezévislé, viz Obréazek 3.3. O

3.2.2 Linearni difuze na cesté o tfech vrcholech

Odstranime-li hranu mezi prvnim a t¥etim vrcholem, vznikne z kruZnice cesta. Tuto situaci lze
popsat soustavou ve tvaru

¥ =d(—x+y),
Yy =d(x—2y+z), (3.5)
Z =d(y—z).
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Obrézek 3.3: Pramét fazového portrétu systému (3.4) na kruznici G = K3 (vlevo), a systému
(3.5) na cest¢ G = P3 (vpravo) za podminky xo + yo + 29 = 1 do roviny xy. Navic je zde

znazornén klidovy stav (%, %, %) (Cervene).

DUSLEDEK 3.5. Klidovy stav x* = [p, p,p], p > 0, systému (3.5) je stabilni. Navic pro xo + yo +

zo = 1 je klidovy stav [%, %, %] asymptoticky stabilni typu uzel.

Diikaz. Opét se vénujme pouze typu asymptoticky stabilntho stavu [%, %, %} v pfipadé xg +
Yo +zo = 1. Matice
-1 1 0
d ( 1 -2 1 ) .
0o 1 -1

M=-3d, A=-d, A3=0

ma vlastni &isla

a pfislusné vlastni vektory maji tvar
v =(1,-21), vn=(-101), v3=(1,11).

Pro xo 4+ yo + zg = 1 leZi p¥islusna trajektorie opét v roviné kolmé na vektor v3, a tedy klidovy
stav [%, 1, %} je asymptoticky stabilni uzel, nebof vlastni ¢isla Ay = —3d a A, = —d jsou pro
d > 0 zapornd rtzna, viz Obrazek 3.3. Navic diky A; < Ay < 0 se trajektorie bliZ{ pro t — o
k rovnovaznému stavu te¢né s vektorem v;. O

Odstranéni jedné hrany z grafu o tfech vrcholech tedy stabilitu systému nijak neovlivnilo.
Pouze se zménila rychlost priibéhu difuze, viz Obrazek 3.2.



Nelinearni difuze
na dvou vrcholech

4.1 Difuze

Vrafme se v této kapitole ke grafu o dvou vrcholech. Opustme nyni prostiedi, ve kterém se tok
fidi linedrnim zakonem (2.1). Motivovani [9] se vénujme detailné p¥ipadu, kdy se tok po hrané
mezi jednotlivymi vrcholy bude fidit vztahem

D(i,j,t) = —d(xi(t) — x;()xi(8)x;(t), d > 0. 1)

Rozdil mezi témito pfistupy ilustrujeme na Obrdzku 4.1, kde vidime, Ze v pfipadé (2.1) je di-
fuze nejsilngjsi, kdyZ se vzdalujeme od klidového stavu 3, oproti vztahu (4.1), kdy je difuze
nejsilnéjsi mezi klidovym stavem % a novymi klidovymi stavy, které odpovidaji situaci, kdy je
celd populace nashromézdéna v jedné z lokalit (detailné viz dale).

Studujme tedy systém

{ ¥ = —d(x —y)xy, @2)

y'=—d(y —x)xy.
Tento systém 1ze zjednodusit vydélenim obou rovnic systému (4.2) konstantou d > 0 a zave-
zﬂlen)im nového ¢asu T := d - t. VyuZitim x := % = % . % =x- % dostdvdme z prvni rovnice
4.2

/

x %=(y—x)xy,

t.
x = (y — x)xy.
Obdobné bychom postupovali u druhé rovnice (4.2). Pak po pfeznaleni x =: x/, y =: y/
ziskdvame systém bez parametrii ve tvaru
x'=(y—x)xy,
{ , y —x)xy @3)
y = (x—y)xy.

Pozndmka 4.1. Nelinearni systém (4.3) je pro x,y > 0 symetricky podle osy x = y.

Celkovd populace se v systému (4.3) opét zachovava.

24
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D D

Obrézek 4.1: Casovy priibéh grafu funkce D(x,1 — x) = 1 —2x (vlevo) a D(x,1—x) = (1 —
2x)(1 — x)x (vpravo).

LEMMA 4.2. Regeni soustavy (4.3) splituje
x(t) +y(t) = xo+yo provsechnat > 0.
Navic je-li xo > 0, yo > 0, plati

x(t) >0, y(t) >0 provsechnat> 0.

Diikaz. Pro s := x + y plati
s =x"+y = (y—x)xy+ (x—y)xy = 0.

Tedy s(t) = so, tj. x(t) + y(t) = x0 + yo, pro v8echna t > 0. Invarianci prvniho kvadrantu zde
dostdvéame z Bonyho véty 1.13 pifmo, nebof vektorové pole je na hranici prvniho kvadrantu
nulové. O

Klidové stavy tohoto systému vyhovuji podmince f(x*) = 0, tedy v tomto p¥ipadé opét jediné
rovnici
(y —x)xy =0.
To plati pro
x=lppl, p>0
xi =[p0], p=0,
x =[0p], p=0.

Uvazujeme-li dodate¢nou podminku xg + yo = 1, klidové stavy pak maji tvar

* _ | Xot+Yo Xot¥o | _ 71 1
xo—[ 2 /2 }—[irﬂ/

0], (4.4)
1

Definujme nyni nulokliny, jejichZ priinikem jsou klidové stavy systému. Tyto kfivky rozdéluji
fdzovou rovinu na oblasti, v nichZ zlistdvd znaménko derivace dané slozky stejné, viz Obra-
zek 4.2.
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Obrézek 4.2: Fazovy portrét tilohy (4.3) s vyznacenymi klidovymi stavy, respektive nuloklinami

danymi v (4.5) (¢erné), (vlevo). S dodate¢nou podminkou x + y = 1 (vpravo).

DEFINICE 4.3. Mnozina N, = {(x,y) € R% : f(x,y) = 0} se nazyva nuloklina vzhledem

k proménné x. Obdobné definujeme nuloklinu N;, vzhledem k proménné y.

LEMMA 4.4. Nulokliny systému (4.3) jsou
Ny =N, = {(x,y) 6]Ri:szVy=0Vx:y}.
Diikaz. Nuloklina Ny splituje x'(t) = 0, tedy

(y —x)xy =0.

Tato rovnost plati pro
x=0 nebo y=0 nebo x=y,

¢imz jsme ziskali mnoZinu Ny. Stejny vysledek bychom obdrZzeli pro nuloklinu Nj,.

VETA 4.5. Klidové stavy systému (4.3) jsou

x;=[ppl, p>0, stabilni,
xj =[p,0], p=>0, nestabilni,
x5 =1[0,p], p=>0, nestabilni.

Navic pro xo +yo = 1 je x5 = [%, %} asymptoticky stabilni.

(4.5)

Diikaz. Vysetfeme stabilitu klidovych stavii. Systém (4.3) je nelinedrni, pokusme se proto roz-

hodnout podle Diisledku 1.9. Jacobiho matice systému (4.3) je ve tvaru

2 2
. Y- —2xy —x°+2xy
Joy) = ( —y?+2xy  x?—2xy ) :
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Tedy
o -1 1

_i>
J(O,p>=r)2< . 8)

)\1 = —2p2, )\2 =0.

o o

J(P/0)=P2<

Vlastni ¢isla matice J(p, p) jsou

Vlastni vektory maji tvar
v =(-11), vy=(11).

Protoze p > 0, pak A; < 0. Vlastni ¢islo A, je nulové, pficemz systém (4.3) je nelinedrni, tedy
nelze rozhodnout o stabilité klidového stavu x;; na zdkladé linearizace. VyuZijme tedy znalosti
tvaru nuloklin v (4.5). Vektor pravych stran f(x) pro x > 0ay > 0 je kolmy na polopfimku
x =y, coZ plyne z Lemmatu 4.2 o zachovéni celkové populace, nebof se vzdy pohybujeme po
piimce x +y = sg. Proy > x mifi vektorové pole stejnym smérem jako vektor (1, —1), proy < x
pak s vektorem (—1,1). Poloptimka x = y ve fdzovém prostoru tedy opét tvofi stabilni klidové
stavy. Pro xp + 1o = 1 uvaZujeme pouze piimku ve fdzovém prostoru kolmou na vektor vy,
a tedy navic diky zadpornosti A1 je klidovy stav x; = [%, %] asymptoticky stabilni.

Vlastni ¢isla matice J(p, 0) jsou

AM=p? A=0.

Pro p > 0je pak A1 > 0, a diky tomu klidovy stav xj je nestabilni.

Stejné vlastni ¢isla matice J(0, p) jsou

Klidovy stav x; je pro p > 0 nestabilni.

Uvazujme jesté p = 0, pak vSechny tfi klidové stavy splynou v jeden bod fazového prostoru
[0,0]. Z nuloklin opét vidime, podobné jako vyse, Ze tento klidovy stav je stabilni. O
Pro pocatecni podminky spliiujici xg + yo = 1 se tak systém ustaluje v x; = [%, %} , hebo ztstane
v bodé xj = [1,0], pfipadné x5 = [0, 1], viz Obrazek 4.2.

Zachovejme dale tvar systému (4.3) a difuzni parametr uvazujme zaporny, tedy

{ ' =d(y—x)xy,

(4.6)
Yy =d(x—y)xy,

kde d < 0.V tomto piipadé se vlastné zméni vektorové pole systému (4.3) na opacné. Vymeéni
se tedy i stabilita klidovych stavii. Dochazi tedy pro xo # yo ke shlukovani populace v jednom
z vrchold. Nicméné oproti pfipadu s linedrni difuzi (2.7) k tomuto dochdzi az pro t — oo.
Populace tedy ztistavaji nezdporné i v piipadé zdporného d < 0, viz [9].
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4.2 Difuze s reakci

V tomto odstavci se vénujme situaci, kdy v jednotlivych lokalitich pfiddme vnitini zdroje.
Pripometime, Ze situace s linedrni difuzi a jednotlivymi kombinacemi reakénich funkci (expo-
nencidlni, logisticka a bistabilni dynamika) je studovana v [5].

V nasem piipadé se podivejme na pfipad nelinedrni difuze popsané tokovou funkci (4.1) a jed-
notlivé volby zdrojovych funkci. Zaéneme se studiem exponenciédlniho rtistu v obou vrcholech.

4.2.1 Exponencidlni rist

UvaZujme neorientovany graf o dvou vrcholech s nelinedrni difuzi, viz systém (4.3). V kazdém
vrcholu pfidejme exponencialni reakci zavislou na reakénim parametru r

{ = (y—x)xy+rx,
y' = (x—y)xy+ry.
Predpokladame r > 0, tento parametr nyni zahrnuje nejen reakéni parametr, ale noveé i difuzni
parametr d > 0, k ¢emuZ bychom dosli opét zavedenim nového ¢asu T = d - t a pfeznatenim
r:= 1L

d

4.7)

Pro v = 0 je reakce nulov4, a tedy mezi vrcholy probihad pouze difuze popsana v Kapitole 4.1.

Pozndmka 4.6. Nelinedrni systém (4.7) je pro x,y > 0 opét symetricky podle osy x = y.

VETA 4.7. Systém (4.7) md nestabilni klidovy stav x* = [0,0]. Nulokliny tohoto systému jsou

Nx:{(x,y)elRi:x:o\/x:y_i_i}’ o
Ny={(x,y) eRE:y=0Vy=x+1L}.
Diikaz. Nuloklina Ny splituje y'(t) = 0. Po tGipravé

y((x—y)x+7r)=0.
Tato rovnost plati pro
r
y=0 nebo y:x+;,
¢imz jsme ziskali mnoZinu Ny. Analogicky bychom obdrzeli nuloklinu Ny. Klidové stavy se
nachdzeji v pranicich téchto mnozin.

Vysetfeme nejprve priibéh funkce
ﬂ@:x+£,x>Q (4.9)

Obor hodnot této funkce je podmnozinou R+, nebof uvazujeme pouze r > 0 a x > 0. Prvni
derivace je ve tvaru

) =1— L.
7' (%) 2

Stacionarni bod této funkce spliuje 7/ (x) = 0, tedy x = /r a y(\/7) = 24/r. Z druhé derivace

7' (x) = 3

X
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Obrazek 4.3: Graf funkce y(x) v (4.9) se zndzornénym minimem a asymptotou x = y.

pro x > 0 pak mutZeme Fict, Ze funkce je pro x > 0 konvexni, a tedy dany stacionarni bod je
globalnim minimem. Dopliime jesté

Jlim y(x) =co 2 lim y(x) = oo.

Asymptotou funkce y(x) pro x — oo je osa x = y, viz Obrazek 4.3. Analogicky funkci y(y) =
y+ y znulokliny Ny bychom vysetfili obdobné. K¥ivky 7(x) a 7 (y) tedy nemaji Zddny spolecny
bod.

Klidovym stavem tak mtize byt pouze pocatek [x*, y*] = [0, 0], tj. prusetik pfimek x = 0ay = 0.

Proved me linearizaci systému (4.7). Jacobiho matice je ve tvaru

2 2
[y —=2xy+r —x"+2xy
J(x,y)-( —y*+2xy  x*—2xy+r )

J(0,0)—(S 2)

Pak

Vlastni ¢isla této matice jsou

)\1/2 =r>0.
Klidovy stav [x*,y*] = [0, 0] je nestabilni hvézda, nebof existuji dva linedrné nezdvislé ptislusné
vlastni vektory, napt. v; = (1,0) a v, = (0,1), viz Obrazek 4.4. O

Pro popis systému (4.7) nyni definujme kfivku, kterd prochdzi bodem, kde ma funkce y(x)
v (4.9), z nulokliny Ny, nulovou derivaci. Tato kfivka je jednoznaéné urcend jednou trajektorii
systému (4.7).

vz ¥

Nechf (xn(t), yn(t)) znadi feseni systému (4.7) s potatetni podminkou [xg, yo] = [/7,2V/7].
Definujme funkci 7(x) : [0, /7] — [0,21/7], kterd je ostie rostouci, plati 7(0) = 0a 7(/7) = 2/7
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/

Obrazek 4.4: Fazovy portrét systému (4.7).

a pro vSechna t € (—o0,0) je
yn(t) = glan(t)).!

Potom definujme ndsledujici mnoZinu

K= {(x,g(x)) ER2:0<x< \ﬁ}. (4.10)

Dale zadefinujme tfi oblasti ve fAizovém prostoru tlohy (4.7), viz Obrazek 4.6, diky kterym
budeme moci popsat monotonii trajektorif.

Pro y > x definujme

Qi={@y eR:(0<x<Vrr<y<gw)v(Vi<xx<y<x+l)}, @)
Q= {(x,y)E]Ri:(O<x§\/?,x+£Sy)\/(\/?<x,x+£<y)}, (4.12)
O = {(x,y) € RE :0 < x < V7, §(x) <y<x+£}. (4.13)

V nasledujici vété opét uvazujme pouze y > x, pro y < x plati analogicka tvrzeni diky symetrii
(viz Poznamku 4.6).

VETA 4.8. Nechf yg > xo > 0, Q, Qq, O jsou oblasti definované postupné v (4.11), (4.12) a (4.13)
anecht (x(t),y(t)) je resent systému (4.7) s poitecni podminkou (x(0),y(0)) = (xo,yo). Potom plati
x'(t) > 0 provSechnat > 0a

1. jestlize [xo,y0] € Qo, pak jey' (t) > 0 pro vSechna t > 0,

2. jestlize [xo,yo] € O, pak existuje t; > 0 takové, Ze y'(t) < 0 pro vsechna t € (0,t1) ay'(t) > 0
pro viechna t € (t1,00),

10bdobné jako v diikazu Véty 4.8 1ze dokézat, Ze oblast [O, \/?] X [0,2\/?} je negativné invariantni, viz Bonyho
vétu 1.13. Z Poincarého-Bendixonovy véty 1.12 pak plyne, Ze trajektorie (xn(t), yn(t)) pro t — —oo se musi bliZit ke
Klidovému stavu [0, 0], nebof v této oblasti neexistuje uzaviena trajektorie. Navic z nuloklin ihned dostdvame xy (t)’ >
0, yn(t)) > 0prot € (—o0,0), coz ovefuje existenci a vlastnosti funkce 7(x).
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Obrézek 4.5: Cervené znazornéna trajektorie (xn(t),yn(t)) systému (4.7), jejiz soulasti je
i kfivka K dédna v (4.10) (¢erné jsou znazornény nulokliny tohoto systémuy).

3. jestlize [xo,yo0] € Qo, pak existuji t,tp > 0 takovd, Ze y'(t) > 0 pro vSechna t € (0,t1),
y'(t) < O0provsechnat € (t1,tp) ay'(t) > 0 provsechna t € (t;,0).

Ditkaz. Uvazujeme y > x > 0, atedy y 4 > x. Podle Véty 4.7 je x'(t) = f(x(t),y(t)) > 0 pro
v8echna t > 0. Vyfe$me chovéni druhé slozky y(t). Proy = 0ay = x + £ je g(x,y) = 0, pro
dané x plati

je-liy e <O,x + ;) , pak g(x,y) >0

jeliy € (x + %,-I-OO) , pak g(x,y) < 0.

1. Necht [xo, 0] € Q. Chceme ukazat, Ze oblast ()y je pozitivné invariantni. VyuZijme
Véty 1.13. Zvolme
M :=QyU{[0,0]},

.
M := [0,0]UKU{(x,y) ERY x> \/F,y:x+£}U{(x,y) €RY :x =y}

Dokazme, Ze plati
v(x)-f(x) <0

pro vSechna x € oM.
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Obrézek 4.6: Oblasti )y, ()1 a (), se zvyraznénou kiivkou K (¢ervené) a ¢asti mnoziny Ny, pro

x,y > 0 (modfe).

Jestlize uvaZzujeme bod [0, 0], jsou pfedpoklady Véty 1.13 trividlné splnény, nebof se jedna
o klidovy stav, a tedy v(x) - f(x) = 0.

Pro (x,y) € K je te¢ny vektor ke kiivce K vektor (x/,y’), protoZe K je trajektorie, viz

Mo s

Obrazek 4.5. Pak Bonyho vnéj$i normalovy vektor v(x) je vektor kolmy na f(x), a tedy

opét

v(x) - f(x) = 0.

Pro (x,y) € {(x,y) €R2 : x > /1,y = x + L} je te¢ny vektor k nulokliné N, pro y > x
¥ ¥ + ¥ xJ) Y y proy

ve tvaru (x, 1-— %) . Bonyho vnéjsi normélovy vektor je
X

kdey = x + £, tedy

Pak pro x > /7 je

v(x) = (L -1, x)

x2

f(x) = (x/’O) = ((y - x)xy+rx, 0) ’

f(x) = <2rx + ::,0) .
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b y X, y X, y
Yo // Yo
~ —
//
Yor— — %o
Yo~ t toxXo t

Obrézek 4.7: Casovy pritibéh feseni systému (4.7) pro potatetni podminky [xo, yo] € Qg (vlevo),
[x0,¥0] € Q1 (uprostied), [xg, yo] € Oy (vpravo).

. Nechf [xq, yo] € Q1. Dokazme, Ze existuje t; > 0 takové, Ze y(t1) = x(t) +

Zbyla &ast {(x,y) € R% : x = y} hranice 9M je tvofena jednou z trajektorif (viz Pozndm-
ku 4.6), z ¢ehoZ okamzité dostdvame, Ze vektorové pole je zde kolmé na vnéjsi normalovy
vektor.

Tim jsme ovéfili pfedpoklady Véty 1.13 pro celou hranici mnoziny M. MnozZina M je tedy
pozitivné invariantni. Nebof bod [0, 0] je rovnovaznym stavem, je stejné tak pozitivné in-
variantni i mnoZina (). JelikoZ z nuloklin vime, Ze na Qg je y'(t) > 0, plati tvrzeni 1.

x(t1)”

Definujme opét mnoZinu
M:{(x,y)elRi: x>0 A x—i—%ﬁygyo}.

Jiz jsme vysetfili klidové stavy systému (4.7) ve Vété 4.7. V oblasti M neexistuje zadny
klidovy stav. Navic jelikoZ v této oblasti maji x'(t) a y/(t) vZdy stejné znaménko, nemtize
v M existovat ani uzaviend trajektorie. Z Poincarého-Bendixsonovy véty 1.12 dostavame,
Ze trajektorie zainajici v [xp, yo] musi v uréitém ¢ase t1 > 0 opustit mnoZinu M. Ze smérti
vektorového pole na hranici dM obdrZime, Ze toto musi nastat pfechodem nulokliny N,
bodem, kde x > /7, {j. y(t1) = x(t1) + T @ trajektorie prechazi do oblasti O, kde je
jeji chovani popséano v bodé 1.

. Nechf [xg, yo] € Q. Z obdobného diivodu jako v pfedchozim bodé existuje 1 > 0 takové,

Zey(t) = x(t) + A=, kde x(t) < /1.

x(t)’

Trajektorie tedy mé v t; praselik s nuloklinou N, v bodé§, kde x < /7, trajektorie tak
prechézi do oblasti (2, kde je jeji chovani popsédno v bodé 2. O

Tvrzeni Véty 4.8 ilustrujeme na Obrazku 4.7.

Prozatim jsme se vénovali situaci, kdy je dynamika v obou vrcholech identickd. Reakce je ovliv-
novana pouze parametrem r. Budeme-li uvazovat rizné exponencidlni reakce s riiznymi para-
metry, bude se systém chovat obdobné. Méjme tak pro r1,7, > 0 systém ve tvaru

{ x' = (y—x)xy+rx, @14)

/

¥ = (x —y)xy + roy.
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10 y
Obrazek 4.8: Fazovy portrét a nulokliny (¢erné) systému (4.14) pror, > rq > 0.

Tim porusime symetrii prvniho kvadrantu z Poznamky 4.6. Nulokliny systému (4.14) jsou

_ o o,
Nx—{(x,y)G]Rﬁ_.X—O\/x_y+?l}, s
Ny={(xy) ERL:y=0Vy=x+72}.

Zménou parametrii kvalitativné nezménime chovéani funkce y(x) v (4.9). Nulokliny N, a N,
dané v (4.15) maji pouze jediny prisecik, a to nestabilni klidovy stav x* = [0, 0].

Dale by bylo moZné dokdzat obdobné tvrzeni jako Vétu 4.8. Znazornéme proto chovani systému
(4.14) pouze na Obrazku 4.8.

4.2.2 Exponencidlni a logisticky rtst

Dale uvazujme opét neorientovany graf o dvou vrcholech, nelinedrni difuzi a v jednom vrcholu
pfidejme exponencidlni reakci zavislou na reakénim parametru r > 0 a v druhém obvyklou
logistickou reakci zavislou na stejném reakénim parametru r > 0 a kapacitnim parametru k > 0

{ ' =d(y —x)xy +rx,
Y =dx—yay+ry(1-%).

Tento systém je zavisly na tfech parametrech. Vydélenim obou rovnic parametrem d a substituci
u:=§av:={ ziskdme

(4.16)

.u/

k%(v —u)uv + fu,
1

"U/

- 3

s(u—v)uv+ o (1 —-0).

-
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. 2 2
Pregkalovanim ¢asu 7 := & -t a oznadenim 11 = % = 3/ . K ,0 = dv — o/ . £ dostaneme
k2 dt d drt d

=

{ k%u L(v—u)uo+ Ju,

&-0=5u—vuv+ fo(1-0).

=

Vyndsobenim obou rovnic k® a zpétnym preznatenim pak obdrZime systém zavisly pouze na

2
novém parametrur := % ve tvaru

(4.17)

!

{ x'=(y—x)xy+rx,
YV =(@x-yxy+ry(l-y).

Popisme nyni nulokliny systému (4.17) a vySetfeme, zda tento systém ma néjaky klidovy stav,
a pokud ano, tak jeho stabilitu.

VETA 4.9. Systém (4.17) md nestabilni klidové stavy xi; = [0,0], x; = [0, 1] a stabilni klidovy stav
x5, kde x3 > 0a y3 > 0.2 Nulokliny tohoto systému jsou

Nx:{(x,y)elR'j_:XZO\/x:y-i—ﬁ},

(4.18)
2
Ny={(xy) eRL iy =0vy =12},

Diikaz. Klidové stavy tohoto systému spltiuji x'(t) = 0, y/(t) = 0. Re$me tedy soustavu dvou
rovnic
x((y—x)y+r)=0,
y((x—y)x+r(1-y)) =0
To plati pro trividlné pro [x, y5] = [0,0]. Pro x = 0 ma druhd rovnice tvar
ry(1-y) =0,
a tedy(x], y;] = [0,1]. Tfeti klidovy stav [x}, 3], viz Obrazek 4.11, je pak prisecik kiivek

r
x:y+g,

r+ x?
r4+x’
Ve Vété 4.7 jsme jiz analyzovali chovéni funkee (y) = y + 7, proto

je-lix € (O,y—i— f) , pak f(x,y) >0,

(4.19)
je-lix € (y + ﬁ,oo) , pak f(x,y) <O0.
Dale vysetfeme chovani funkce
(r) = 1H2 (4.20)
vl =7 +x° :

Defini¢ni obor této funkce je R, nebof uvazujeme pouze x > 0. Prvni derivace ma tvar

ZPfesnd hodnota tohoto klidového stavu ma komplikovany tvar a lze jej analyticky vyjadfit napiiklad pomoci
software Wolfram Mathematica.
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Obrazek 4.9: Graf funkce ¢(x) v (4.20) se zndzornénou osou prvniho kvadrantu (¢drkované).

_ 24 2rx—r

¥ = (r+ x)2

Staciondrni bod splituje ¢’ (x) = 0, to nastava pro nezapornou hodnotu

Xs = \Vr24r—r.

Druhé derivace

woon 2r(1471)
V@)=
je pro x = x;
¢ (%) = —2— >0,

V2t

Staciondrni bod je tedy minimem této funkce, a proto

je-liy € (0, r;;f) , pak g(x,y) >0,

4.21)
ol lh r4a?
je-lliy € ( e ,oo) ,pak g(x,y) <0.

Dokazme jesté, Ze existuje pravé jeden prusecik kiivek x = y(y), y = ¢(x), a to pravé [x3,y3].
Dany prisecik spliiuje

r+ (y + 1)2
Y
YO =—F—5 =
Ziskdame kubickou rovnici
vy -2 —r=0. 4.22)

VyuZijme k jejimu vyfeseni Cardanovych vzorct, viz napt. [12]. Zaved me substituci

2
Z:y+§,
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Obrazek 4.10: Klidové stavy systému (4.17) (vlevo) a zjednoduSené zobrazeni smérti vekto-
rového pole systému (4.17) (vpravo).

¢imz eliminujeme kvadraticky ¢len. Rovnice (4.22) pak mé tvar tzv. redukované kubické rovnice

4 16
3 —_ =7 — —_— =
z 32 r o 0.

Ozna¢me 4
pi=-3 a qi=-T—og (4.23)

D = 814> + 12p°. (4.24)

Kubicka rovnice ma praveé jedno redlné feseni a dvé komplexni feSeni pro D > 0. V piipadé
(4.23) ziskame
D = 81r* 4+ 96r > 0

pro vSechna r > 0. Rovnice (4.22) ma tedy prave jeden redlny kofen. Z vySetfeni pribéhu funkci
v(y), resp. (x) dostdvame, Ze se tyto kiivky neprotinaji mimo prvni kvadrant, a tudiz prasecik
[x3,y3] lezi v prvnim kvadrantu.

Dokazme dale stabilitu klidovych stavi, viz Obrazek 4.11.

Proved'me linearizaci systému (4.17). Jacobiho matice m4 tvar

2 2
oy =2xy+r —x°+2xy
Jooy) = ( —y?+2xy x> —2xy+r—2ry ) :

1004 )

on=(17" 0,

—r

Pak

tedy existuje v obou pfipadech alespori jedno kladné vlastni ¢islo, a tedy v pifpadé xj, x] se



KAPITOLA 4. NELINEARNI DIFUZE NA DVOU VRCHOLECH 38

X
10k

Obrézek 4.11: Fazovy portrét systému (4.17).

jedna o nestabilni klidové stavy.

Vlastni &isla matice J(0,0) jsou Ay = Ay > 0, proto se jednd o nestabilni klidovy stav typu
hvézda. Vlastni &isla matice J(0,1) spltiuji Ay < 0 < Ay, proto je klidovy stav [0, 1] nestabilni
klidovy stav typu sedlo.

Vzhledem ke komplikovanému vyjadfeni [x3,y;] ukazme asymptotickou stabilitu tohoto kli-
dového stavu pomoci nuloklin systému (4.17). Zvolme si libovolné malé okoli bodu [x3,y3].
Z (4.19) a (4.21) plyne, ze vektorové pole miii dovnitié okoli tohoto bodu, a tedy [x3},y3] je
asymptoticky stabilni klidovy stav, viz Obrazek 4.10. O

4.2.3 Logisticky rtst

Méjme neorientovany graf o dvou vrcholech, nelinedrni difuzi mezi nimi a v kazdém vrcholu lo-
gistickou reakci zavislou na reakénim parametru r a kapacitnim parametru k (uvazujeme v obou
rovnicich tyto parametry stejné). Pro d, r, k > 0 méjme tlohu ve tvaru

{ X =d(y—x)xy+rx(1-%),

. y (4.25)
yV=dx—yxy+ry(1-1%).
Tento systém mtiZeme opét pfevést na jednoparametricky systém stejné jako v systému (4.16).

Zavedme tedy substituci u := § a v := % a preskdlujme ¢as T := ;5 - t. Po pfeznateni pak
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obdrZime systém zavisly pouze na novém parametru r := % ve tvaru

{ x/:(yfx)xy+1’.7((1*x)r (426)

y'=—yay+ry(l-y).
Pozndmka 4.10. Nelinedrni systém (4.26) je pro x,y > 0 symetricky podle osy x = v.
Zabyvejme se nyni nuloklinami systému (4.26) a jeho klidovymi stavy.

VETA 4.11. Systém (4.26) md nestabilni klidové stavy x; = [0,0], xj = [1,0] a x; = [0,1]
a asymptoticky stabilni klidovy stav x5 = [1, 1]. Nulokliny tohoto systému jsou

2
Nxz{(x,y)elRi:xzoch: r,iyy},

n . r+a? (4‘27)
Ny: {(xfy) G]R+ y:O\/y: r+x}'

Diikaz. Klidové stavy systému (4.26) spliiuji x'(t) = 0 a y/(t) = 0. Diky symetrii prvniho kvad-
rantu fe$me pouze y'(t) = 0, tedy
(x—y)xy+ry(1—y) =0.

r+x2
r+x

Toplatiproy=0ay = . Obdobné pro x/(t) = 0. Ihned dostaneme t¥i klidové stavy
[x0,yo] = [0,0],

[x1,y1] = [1,0],

[x2, 93] = [0,1].
Hledejme déle praseciky kiivek
2
x= "ty (4.28)
r+y
r+a? (4.29)
YT ‘

Funkci ¢(x) = ’rfr—xxz danou v (4.20) jsme jiz analyticky vysetfili ve Vété 4.9. Proto

o r+x?

jeliy € <0, r—i—x) ,pak g(x,y) >0
a 2

1 r+x

je-liy € (r—i—x ,oo) ,pak g(x,y) <0
Analogicky

ellix e (O r—l—y2> ak f(x,y) >0

] , r+y /P 'Y
a 2

je-lix € (Yri}; ,oo) ,pak f(x,y) <0,

viz Obréazek 4.12.
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Obrazek 4.12: Klidové stavy systému (4.26) (vlevo) a zjednoduSené zobrazeni smérti vekto-
rového pole systému (4.26) (vpravo).

Resme rovnici

2
- (32)
1) = ——F— =%
"+

po upraveé
(x—1) (x4 +3rx% 4+ 317 + r3) =0.

Tato rovnice je splnéna pouze pro
x=1,

nebot druha zévorka je pro x > 0, r > 0 vzdy kladna.

Tim jsme dokazali, Ze kiivky (4.28) a (4.29) maji prisecik pouze v bodé
x3 = [1,1].

Navic zlinearizujme systém (4.26). Jacobiho matice je ve tvaru

y? —2xy +r—2rx —x% 4+ 2xy >

](x,y):( —y? + 2xy x? —2xy +r—2ry

Pak
—1-—r 1
J(l’l)< 1 11*)’

kdy vlastni ¢isla maji tvar Ay = —r —2 a Ay = —r. Obé jsou tedy zdporna pro vSechna r > 0,
a proto je klidovy stav x§ = [1,1] stabilni typu uzel. Dale

J(1,0) = < _Or 1_—I—1r )’

o= (140,

—r
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Obrazek 4.13: Fazovy portrét systému (4.26).

1(0,0)=(6 S)

Ve vsech téchto pfipadech existuje alespoii jedno kladné vlastni ¢islo, a proto jsou klidové stavy
X}, X; a x3 nestabilni. Klidovy stav [0,0] je nestabilni hvézda, nebof Ay = Ay < 0,a [0,1]
a [1,0] jsou nestabilni klidové stavy typu sedlo, nebof pro oba z nich plati A1 < 0 < Ay, viz
Obrazek 4.13. O



Zaver

V tivodu jsme pfipomnéli zdkon zachovani, se kterym se v pfirodé setkavame v réiznych ob-
dobéach. V ptipadé diskrétniho prostfedi, které jsme reprezentovali neorientovanym grafem G,
miiZe mit tento zdkon tvar reakéné-difuzni rovnice

xi()) =), D(i,jt)+ fi(xi(t)), (4.30)

JEN()

kde funkce D(i, ], t) popisuje tok modelované latky mezi vrcholy i a j v grafu G a funkce
fi(x;) popisuji zdroje ve vrcholech grafu G. Z rozmanitych moznosti volby funkci f;(x;) jsme
pfedstavili nékolik moZnych reakci, a to exponencialni, logistickou a nap¥. bistabilni dynamiku.
Nejprve jsme prozkoumali ¢isté difuzni model bez reakénich funkci f;(x;), kdy difuze mezi jed-
notlivymi vrcholy zavisela linedrné na rozdilu koncentraci. Vénovali jsme se nejjednodussimu
grafu se dvéma vrcholy a poté obecné grafu na n vrcholech. Pfedevsim jsme se vSak zabyvali
modelem nelinedrni difuze, ktera byla dana tokovou funkci

D(i,j,t) = —d(x;(t) — xj(t))xi(t)xj(t), d>0. (4.31)

Poté jsme k nelinedrni difuzi p¥idali nékteré kombinace zdrojovych funkei f;(x;), tj. Fesili jsme
reak¢né-difuzni systémy na grafu o dvou vrcholech ve tvaru

{ X' =—d(x —y)xy + f1(x),
Y =—dy—x)xy+ fo(y),

kdy jsme konkrétné uvaZovali funkce fi, fo pochdzejici z modelu exponencidlniho ¢i logis-
tického rtistu. Vysetfili jsme nékteré kvalitativni vlastnosti téchto modelti jako klidové stavy,
stabilitu a monotonni chovani feSeni takovych systém.

Obecné lze Fici, Ze zakon zachovani (4.30) obsahuje tfi zakladni stavebni kameny, které mohou
vyznamnym zpiisobem ovliviiovat vysledné chovani konkrétniho modelu:

* tokovd funkce D, kterd urc¢uje vztah, jimz se ¥idi tok latky mezi danymi vrcholy (lze uvazovat
linedrni, nebo nelinearni),

¢ graf G, jehoz struktura rovnéz ovliviiuje difuzni proces,

e reakcni funkce f;, které mohou byt voleny velice rozli¢né a byt zdvislé na riznych parame-
trech.
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Nejen nas text, ale i dalsi prace, napt. [5, 9, 13], se vénuji nékterym konkrétnim kombinacim
vyse zminénych principi. Nicméné je zfejmé, Ze se otevira Siroky prostor otdzek, které budou
fesit zatim neprobadané sméry. Zmirime nékteré z nich.

Grafy

Mohli bychom se vénovat reakéné-difuznim rovnicim na obecném grafu G, a to jak s linearni,
tak nelinedrni difuzi. JelikoZ je v tomto pfipadé obtiZné, ¢i dokonce nemoZné ziskat nejen expli-
citni feSeni, ale také dal$i ndmi pouZzivané néstroje, napfiklad nulokliny, bude pravdépodobné
k tomuto studiu potfeba néjaky specidlni matematicky aparat.

Bylo by také moZné se podivat na nékteré specidlni tfidy grafdi, nap¥. triangulace pochazejici
z numerickych modelfi, rovinné grafy pochazejici z biologickych modelfi, stromy, atd. Zejména
je zajimavéa otdzka, zda bychom pfi studiu kvalitativnich vlastnost{ feSeni rovnic na takovych
grafech mohli vyuzit nékteré poznatky z teorie grafti (v nasi praci viz nap¥. Laplaceova matice
grafu). Jesté konkrétnéji bychom se mohli vénovat modelim na konkrétnich grafech o vice vr-
cholech pochézejicich napt. z biologickych aplikaci.

Dal3i reakéni funkce

V Kapitole 1.1.4 jsme uvedli kromé exponencidlni a logistické dynamiky i dalsi reakéni funkce
jako napf. bistabilni dynamiku, ¢i tzv. Hollingovy funkce. Takové zdroje spolu s nelinedrni di-
fuzi mohou také pfinést kvalitativné nové chovani pfislusnych reakcéné-difuznich rovnic na
grafech.

Parametry

Jiz v préci [5] bylo zjisténo, Ze linedrni difuze na grafu o dvou vrcholech s logistickymi ¢&i bis-
tabilnimi reakcemi vykazuji zajimavé chovani, a to bifurkace novych klidovych stavi vzhle-
dem k pifitomnym parametriim. Na grafu o n vrcholech s bistabilni reakci je toto ukdzano
v ¢ldnku [13]. V nasi praci jsme kombinovali exponencidlni a logistické reakéni dynamiky, které
po pfevodu do bezrozmérného tvaru zdvisely pouze na jednom parametru. Vzhledem k to-
muto parametru k bifurkacim nedochédzelo. Vyse zminéné vysledky vSak motivuji otazku, zda
k bifurkacim nedochdazi, budeme-li uvaZovat nelinedrni difuzi na dvou vrcholech a logistické
reakce s riznymi kapacitami, ¢i reakénimi parametry

' =—d(x—y)xy+rx (1

_ X
ky
y' = —dly = x)xy+ray (1-

7
4
a samozfejmé budeme-li uvaZovat dynamiku bistabilni.

Dalsi nelinedrni zdkony

V navaznosti na [9] jsme zvolili tokovou funkci (4.31). MoZnosti jak tokovou funkci volit je vSak
mnoho, a tedy déle by bylo zajimavé hledat systémy fizené jinymi tokovymi funkcemi, jeZ maji
napf. urcitou analogii v pfirodé.

Nakonec poznamenejme, Ze vSechny zminéné sméry lze opét v rovnici (4.30) kombinovat, a do-
stavat tak nové oteviené problémy.



Literatura

(1]

E.A. Coddington, N. Levinson: The Poincaré-Bendixson Theory of Two-Dimensional Au-
tonomous Systems, Theory of Ordinary Differential Equations (1955), 389-403.

P. Drabek, G. Holubova: Parcialni diferencidlni rovnice (Uvod do klasické teorie), ZCU,
2001.

P. Drébek: Introduction to Bifurcation Theory, ZCU, 2002.
C. Godsil, G. Royle: Algebraic Graph Theory, Springer, 2004.
J. Hesoun: Popula¢ni modely na diskrétnich oblastech, Bakalafska préce, ZCU, 2020.

C. Holling: The Components of Predation as Revealed by a Study of Small-Mammal Pre-
dation of the European Pine Sawfly, The Canadian Entomologist, 91 (1959), 293-320.

W.G. Kelley, A.C. Peterson: The Theory of Differential Equations, Springer, 2010.

J.D. Logan: An introduction to nonlinear partial differential equations, Wiley-Interscience,
2008.

J. Matas: Difuzni modely na grafech, Bakalaiska prace, ZCU, 2017.

[10] J.D. Murray: Mathematical Biology: I. An Introduction, Springer, 2002.

[11] J.D. Murray: Mathematical Biology: II. Spatial Models and Biomedical Applications, Sprin-

ger, 2003.

[12] L. Seifert: Kubické a bikvadratické problémy, P¥irodovédecké vydavatelstvi, 1951.

[13] P. Stehlik: Exponential number of stationary solutions for Nagumo equations on graphs,

Journal of Mathematical Analysis and Applications 455 (2017), 1749-—1764.

[14] P. Stehlik, J. Volek: Oby¢ejné diferencidlni rovnice, ZCU, 2019 (online).

[15] S.H. Strogatz: Nonlinear Dynamics and Chaos, Perseus Books, 1994.

[16] J. Volek: Parcidlni dynamické rovnice na diskrétnich prostorovych oblastech, Diserta¢ni

préce, ZCU, 2016.

44



	Motivace a základní poznatky
	Zákon zachování
	Difuze
	Diskrétní prostredí
	Toková funkce
	Reakce
	Známé výsledky

	Základní poznatky

	Lineární difuze na dvou vrcholech
	Závislost na smeru
	Záporný difuzní parametr

	Lineární difuze na více vrcholech
	Lineární difuze na n vrcholech
	Lineární difuze na trech vrcholech
	Lineární difuze na kružnici o trech vrcholech
	Lineární difuze na ceste o trech vrcholech


	Nelineární difuze na dvou vrcholech
	Difuze
	Difuze s reakcí
	Exponenciální rust
	Exponenciální a logistický rust
	Logistický rust


	Záver
	Literatura

