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Abstrakt

Předkládaná práce je zaměřena na kvalitativńı analýzu řešeńı systému
semilineárńıch parabolických rovnic typu

∂u1

∂t
−∆u1 = λf1(u2) v ΩT ,

∂u2

∂t
−∆u2 = λf2(u1) v ΩT ,

u1 = u2 = 0 na ∂ΩT ,
u1(x, 0) = u0

1 v Ω,
u2(x, 0) = u0

2 v Ω,

(1)

kde ΩT = Ω × (0, T ), T > 0 a Ω je omezená oblast v prostoru Rn s do-
statečně hladkou hranićı, f1, f2 jsou superlineárńı reakčńı členy, λ je reálný
parametr a u0

1, u
0
2 jsou počátečńı podmı́nky. Hlavńım ćılem práce je stu-

dovat lokálńı řešitelnost uvedené úlohy, zejména s ohledem na tzv. výbuch
řešeńı v konečném čase. K tomuto účelu využ́ıváme metodu horńıch a dolńıch
řešeńı. Hlavńı př́ınos práce je uveden v Kapitole 4, kde je odvozena postačuj́ıćı
podmı́nka, při které studovaný jev nastane.
Kĺıčová slova: semilineárńı difuzńı rovnice, výbuch v konečném čase, samo-
vzńıceńı, dolńı řešeńı, horńı řešeńı

Abstract

The thesis is devoted to the qualitative analysis of a semilinear system of
heat equations 

∂u1

∂t
−∆u1 = λf1(u2) v ΩT ,

∂u2

∂t
−∆u2 = λf2(u1) v ΩT ,

u1 = u2 = 0 na ∂ΩT ,
u1(x, 0) = u0

1 v Ω,
u2(x, 0) = u0

2 v Ω,

(2)

where ΩT = Ω × (0, T ), T > 0 and Ω is a bounded domain in Rn with suf-
ficiently smooth boundary, f1, f2 are super–linear reaction terms, λ is real
parameter and u0

1, u
0
2 are initial conditions. Mainly, we study the local solv-

ability in classical sense of given problem, especially the so–called blow–up
in finite time. The theory of lower and upper solutions is used for this pur-
pose. The main contribution to the topic is included in Chapter 4, where a
sufficient condition for such type of behaviour is derived.
Keywords: semilinear heat equation, finite time blow–up, self–ignition,
lower solution, upper solution
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Značeńı množin
N množina přirozených č́ısel
N0 N ∪ {0}
R množina reálných č́ısel
Rn n-dimenzionálńı prostor reálných č́ısel
Rn+ množina x ∈ Rn takových, že xn > 0
Ω otevřená omezená oblast prostoru Rn
∂Ω hranice oblasti Ω
Ω uzávěr oblasti Ω
ΩT časoprostorový válec Ω× (0, T )
∂ΩT hranice časoprostorového válec ∂Ω× (0, T )
∂pΩT parabolická hranice časoprostorového válce

{∂Ω× (0, T )} ∪ {Ω× {0}}
B(x0, R) koule se středem v bodě x0 ∈ Rn a poloměrem R > 0
‖x‖ norma vektoru x ∈ Rn
dist(x, ∂Ω) vzdálenost bodu x od hranice ∂Ω ve smyslu normy ‖·‖

Značeńı prostor̊u funkćı
C(Ω) prostor spojitých funkćı na Ω
C(Ω) prostor spojitých funkćı na Ω
C0(Ω) prostor spojitých funkćı s kompaktńım nosičem na Ω
Ck(Ω) prostor spojitě diferencovatelných funkćı na Ω až do řádu k;

k ∈ N
Ck(Ω) prostor spojitě diferencovatelných funkćı na Ω až do řádu k;

k ∈ N
C∞0 (Ω) prostor nekonečně–krát diferencovatelných funkćı s kom-

paktńım nosičem na Ω
Cγ(Ω) prostor γ–hölderovsky spojitých funkćı na Ω; γ ∈ (0, 1]
Ck,γ(Ω) prostor diferencovatelných funkćı na Ω s γ–hölderovsky spo-

jitou derivaci až do řádu k; k ∈ N, γ ∈ (0, 1]
Lp(Ω) prostor Lebesgueovsky integrovatelných funkćı s p–tou moc-

ninou; p ∈ [1,+∞)
L∞(Ω) prostor podstatně omezených funkćı
W k,p(Ω) prostor Lebesgueovsky integrovatelných funkćı s p–tou moc-

ninou takových, že slabé derivace až do řádu k jsou Lebe-
sgueovsky integrovatelné s p–tou mocninou; p ∈ [1,+∞),
k ∈ N

X ↪→ Y spojité vnořeńı prostoru X do prostoru Y
Daľśı značeńı
λ1 prvńı vlastńı č́ıslo Laplaceova operátoru na Ω s Dirichletovou

okrajovou podmı́nkou
ϕ1(x) prvńı vlastńı funkce Laplaceova operátoru na Ω s Dirichle-

tovou okrajovou podmı́nkou
n normálový vektor k hranici oblasti Ω

Značeńı kinetických a fyzikálńıch parametr̊u uhĺı
(pouze pro Předmluvu a Př́ılohu B)
ρ hustota
c měrná tepelná kapacita
k tepelná vodivost
C koncentrace reaktantu
Q0 reakčńı teplo
A pre–exponenciálńı faktor
R molárńı plynová konstanta
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Předmluva

Počátečně okrajové úlohy typu
∂u

∂t
−∆u = λf(u) v ΩT ,

u = 0 na ∂ΩT ,

u(x, 0) = u0(x) na Ω,

(3)

představuj́ı zjednodušené modely mnoha reálných problémů, které zahrnuj́ı reakci
a difuzi. Zde f je kladná spojitá funkce reálné proměnné a λ je reálný parametr.

Úloha (3) nacháźı četné aplikace v tzv. matematické teorii spalováńı. Tato teo-
rie studuje exotermické reakce, při nichž docháźı k uvolňováńı (zpravidla velkého)
množstv́ı tepla d̊usledkem reakce mezi palivem a kysĺıkem. V př́ıpadě organických
materiál̊u prob́ıhaj́ı tyto oxidačńı reakce i při ńızkých teplotách, ovšem v ńızké
intenzitě (viz [15], [41], [5], [18]). T́ım docháźı k produkci tepla a k ohřevu ma-
teriálu. Nár̊ust teploty pak urychluje reakce, jež vedou k daľśımu zvýšeńı teploty.
T́ım vzniká tzv. pozitivńı zpětná vazba (viz obr. 2). Na vzr̊ust teploty má mimo jiné
vliv poměr objemu a povrchu oblasti, kterou vyplňuje organický materiál. Teplo
se totiž tvoř́ı uvnitř oblasti, kterou materiál vyplňuje, zat́ımco je odváděno z po-
vrchu. Pokud jeho odváděńı do okoĺı neprob́ıhá dostatečně rychle, je překročena
zápalná teplota a docháźı k samovzńıceńı organického materiálu. Těmito úlohami
se zabývá tzv. teorie samovzńıceńı.

Z hlediska praktických úloh je obrovským problémem požárńı bezpečnost,
zejména při těžbě, skladováńı a př́ıpadném převozu uhĺı námořńımi loděmi. Známe
mnoho situaćı, které tento fakt potvrzuj́ı. Uved’me např́ıklad explozi v č́ınském
dole Benxihu (viz [10]), která byla zp̊usobena vzńıceńım uhelného prachu a směsi
s vysokým obsahem metanu se vzduchem. Zmı́něná exploze je dodnes považována
za jednu z největš́ıch katastrof v d̊ulńım pr̊umyslu. Ve státě Colorado bylo zjǐstěno
(viz [35]), že došlo k požáru uhelného dolu v d̊usledku změn v hladině podzemńıch
vod. Vlhkost uhĺı totiž při ńızkých teplotách zvyšuje jeho reaktivitu, č́ımž docháźı
k nezanedbatelnému nár̊ustu teploty materiálu. Při větš́ıch koncentraćıch vody
docháźı k znehodnoceńı uhĺı. Velkým problémem je tedy také hašeńı a samo-
vzńıceńı je nutné zabránit. Daľśı problémy mohou nastat při převozu uhĺı loděmi.
Je zřejmé, že přepravci jsou nuceni řešit nejr̊uzněǰśı optimalizačńı úlohy. V dnešńı
době je objem uhĺı v nákladovém prostoru rozdělen r̊uznými přepážkami tak, aby
se zmenšil pod́ıl objemu v̊uči povrchu. To vše je nutné samozřejmě provádět tak,
aby náklady vynaložené na přepravu byly co možná nejnižš́ı.
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Bohužel, problematika samovzńıceńı se netýká jen uhĺı a směśı v chemických
reaktorech. Je znám př́ıpad [28] z roku 2003, kdy v japonské prefektuře Kanagawa
došlo k požáru v nákupńım centru. Při tomto incidentu bylo zraněno několik
lid́ı. Následné vyšetřováńı ukázalo, že př́ıčinou tohoto požáru bylo samovzńıceńı
organického odpadu z kuchyně. Tato teorie je tedy s ohledem na praktické aplikace
velmi d̊uležitá.

Je známo, že termodynamickou teplotu Θ v mı́stě x a čase t v materiálu, který
vyplňuje oblast Ω, je možné modelovat pomoćı difuzńı rovnice

ρc
∂Θ
∂t
− k∆Θ = Q v ΩT ,

Θ = Θa na ∂ΩT ,

Θ(x, 0) = Θ0(x) na Ω,

(4)

kde ΩT = Ω × (0, T ), ρ je hustota, c měrná tepelná kapacita, k tepelná vodivost
a Q zdrojový člen. Okrajová podmı́nka Θa reprezentuje teplotu okoĺı a počátečńı
podmı́nka Θ0 odpov́ıdá počátečńı teplotě materiálu. Člen Q reprezentuje množstv́ı
tepla, které se vyprodukuje za jednotku času v jednotce objemu. Bude mı́t tedy
tvar

Q = CQ0K, (5)
kde C je koncentrace reaktantu (uvažujeme konstantńı), člen Q0 je nezáporné
reakčńı teplo a K je rychlost reakce. Z chemie je znám tzv. Arrheni̊uv zákon,
který stanovuje, že K = K(Θ) a plat́ı

K(Θ) = Ae−
E
RΘ , (6)

kde A je pre–exponenciálńı faktor, E je aktivačńı energie, R je molárńı plynová
konstanta a teplota Θ je měřená v Kelvinech.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.1

0.2

0.3

Θ

e−
1
Θ

Obrázek 1: Arrheni̊uv zákon

Celkově tedy dostaneme
ρc
∂Θ
∂t
− k∆Θ = CQ0Ae

− E
RΘ v ΩT ,

Θ = Θa na ∂ΩT ,

Θ(x, 0) = Θ0(x) na Ω.

(7)
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Pokud označ́ıme charakteristickou délku d a zavedeme nové proměnné

Chlazeńı

Nár̊ust teploty

Uvolněńı tepla

Exotermická reakce

Urychleńı reakce
e−

1
Θ

Obrázek 2: Diagram pozitivńı zpětné vazby.

ξ = x

d
, (8)

τ = kt

d2ρc
, (9)

dostaneme po dosazeńı (a zpětném přeznačeńı ξ na x a τ na t)
∂Θ
∂t
−∆Θ = d2

k
CQ0Ae

− E
RΘ v ΩT ,

Θ = Θa na ∂ΩT ,

Θ(x, 0) = Θ0(x) na Ω.

(10)

Uvažujme pro ilustraci např́ıklad nákladový prostor ve zmı́něných námořńıch
lod́ıch, které slouž́ı pro přepravu uhĺı. Tento prostor lze modelovat ve tvaru
kvádru, viz obrázek 3. Charakteristickou délku d oblasti Ω je možno zvolit r̊uznými
zp̊usoby, jednou z možnost́ı je např́ıklad volba d = h.

Matematická teorie spalováńı byla studována již od dvacátých let minulého
stolet́ı. Prvńı modely byly vyvinuty a studovány nositelem Nobelovy ceny za che-
mii N. N. Semjonovem [34], který se zabýval zejména teoríı dokonale mı́chaných
reaktor̊u. Vzhledem k dokonalému mı́cháńı je teplota směsi v reaktoru homogenńı
v prostoru a jedinou možnost́ı, jak může doj́ıt k samovzńıceńı je to, že objem
směsi překroč́ı nějakou kritickou hodnotu. S ohledem na (3) dostaneme rovnici
dokonale mı́chaného reaktoru ve tvaru obyčejné diferenciálńı rovnice

dΘ
dt = λf(Θ), t > 0,

Θ(0) = b ≥ 0.
(11)

S myšlenkou studovat problém samovzńıceńı v př́ıpadě, kdy ochlazováńı ma-
teriálu je zp̊usobeno pouze tzv. molekulárńım vedeńım tepla v nehybném prostřed́ı
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a1

a2 = h · a1

c 1

c 2
=
h
·c

1

b 1

b 2
=
h
· b 1

Obrázek 3: Geometrická podobnost nákladových prostor̊u s koeficientem
podobnosti h = 2.

podle Fourierova zákona, přǐsel poprvé D. A. Frank-Kameněckij [15] ve 30. le-
tech minulého stolet́ı. T́ım významně zobecnil teorii vybudovanou jeho školitelem
N. N. Semjonovem. Vzhledem k tomu, že k významnému rozvoji funkcionálńı
analýzy došlo až později, byly k jej́ımu studiu použ́ıvány zejména metody mate-
matické analýzy. Z tohoto d̊uvodu bylo nutné uvažovat mnohá zjednodušeńı, např.
speciálńı geometrii oblasti – nekonečný polopás, koule, válec apod. Na těchto ob-
lastech bylo možné využ́ıt r̊uzných symetríı, v d̊usledku čehož se p̊uvodńı parciálńı
diferenciálńı rovnice redukovala na rovnici obyčejnou, což bylo výhodné zejména
pro studium př́ıslušné stacionárńı úlohy.

Daľśı možnost́ı, jak usnadnit řešeńı zmı́něné úlohy, bylo zjednodušeńı pravé
strany, protože práce s funkćı typu exp(−1/Θ) je z analytického hlediska poněkud
těžkopádná. Uvažujme nejprve substituci u = Θ − Θa, kterou převedeme úlohu
(10) do tvaru 

∂u

∂t
−∆u = d2

k
CQ0Ae

− E
R(u+Θa) v ΩT ,

u = 0 na ∂ΩT ,

u(x, 0) = u0(x) na Ω.

(12)

Frank-Kameněckij ([15],[18]) následně navrhl následuj́ıćı aproximaci. Z Taylo-
rova rozvoje na okoĺı počátečńı teploty u0 dostaneme

exp
(
− E

R(u+ Θa)

)
≈ exp

(
− E

R(u0 + Θa)
+ E

R(u0 + Θa)2 (u− u0)
)

= exp
(
− E

RΘ0

)
exp

(
−Eu0
RΘ2

0

)
exp

(
Eu

RΘ2
0

)
.
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Po dosazeńı do (12) budeme řešit úlohu
∂u

∂t
−∆u = λeru v ΩT ,

u = 0 na ∂ΩT ,

u(x, 0) = u0(x) na Ω,

(13)

kde

λ = d2

k
CQ0A exp

(
− E

RΘ0

)
exp

(
−Eu0
RΘ2

0

)
, (14)

r = E

R(Θ0)2 . (15)

Právě odvozený vztah dobře aproximuje p̊uvodńı Arrheni̊uv zákon pro hodnoty
u� E/(2R)−Θa; jde o inflexńı bod funkce s 7→ exp(−E/(R(s+Θa)). Pro mnoho
problémů v teorii spalováńı je ovšem hodnota konstanty E/R řádově 103−104 K.
Je tedy zřejmé, že k př́ıpadnému vzńıceńı dojde při mnohem nižš́ıch teplotách,
proto neńı nutné nepřesnost aproximace pro u ≥ E/(2R)−Θa zohledňovat. Také
to je jeden z d̊uvod̊u, proč se s touto aproximaćı pracuje i v dnešńı době.

V současnosti nenacháźı modely typu (3) uplatněńı pouze v matematické teo-
rii spalováńı. Odkažme např́ıklad na problematiku mikrovlnného ohřevu dle [20],
kde se objevuj́ı i obecněǰśı nelinearity, než je exponenciálńı funkce. I v př́ıpadě
mikrovlnného ohřevu se setkáváme s pozitivńı zpětnou vazbou, nebot’ č́ım vyšš́ı
je teplota ohř́ıvaného materiálu, t́ım v́ıce tepelné energie dokáže materiál absor-
bovat. Vznikaj́ı pak přehřátá mı́sta (angl. hot spots), kde docháźı k poškozeńı
materiálu. Z těchto d̊uvodu je vhodné a nutné se modely (3) zabývat co nejo-
becněji a nejpodrobněji.
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KAPITOLA 1

Úvod

Uvažujme úlohu 

∂u1
∂t
−∆u1 = λf1(u2) v ΩT ,

∂u2
∂t
−∆u2 = λf2(u1) v ΩT ,

u1 = u2 = 0 na ∂ΩT ,

u1(x, 0) = u0
1 v Ω,

u2(x, 0) = u0
2 v Ω,

(1.1)

kde u : ΩT → R2, u(x, t) = (u1(x, t), u2(x, t)), Ω ⊂ Rn je omezená oblast, pro
T > 0 znač́ıme ΩT := Ω× (0, T ), ∂ΩT := ∂Ω× (0, T ), x je prostorová souřadnice,
t je časová souřadnice, ∂

∂t
je parciálńı derivace podle proměnné t, ∆ je prostorový

Laplace̊uv operátor ∆u = ∇·∇u, λ ∈ R, f1, f2 : R→ (0,+∞) jsou zdrojové členy
a u0

1, u
0
2 ≥ 0 jsou počátečńı podmı́nky. Parabolickou hranici časoprostorového

válce ΩT budeme značit ∂pΩT a definovat ∂pΩT := {∂Ω× (0, T )} ∪ {Ω× {0}}.
Z matematického hlediska je fenomén samovzńıceńı chápán jako tzv. výbuch řešeńı
v konečném čase. Tento pojem bude precizně uveden v Definici 3.1.

Celá práce je tedy motivována jednak reálnými aplikacemi, ale také článkem
[9], ve kterém je studována existence stacionárńıch řešeńı systému (1.1). Autoři
v tomto článku ukazuj́ı, že pro některé hodnoty λ neexistuj́ı žádná stacionárńı
řešeńı, což s ohledem na parabolickou úlohu (1.1) okamžitě přináš́ı mnohé otázky
ohledně existence globálńıho omezeného řešeńı.

Nyńı shrneme obsah celého textu. V následuj́ıćı kapitole uvedeme základńı
informace ohledně funkčńıch prostor̊u, teorie zhlazováńı funkćı a lineárńıch elip-
tických a parabolických parciálńıch diferenciálńıch rovnic. Většina těchto výsledk̊u
je všeobecně známá, zařazujeme je však proto, že jsou d̊uležité k pochopeńı daľśıch
část́ı práce a nebylo by bez nich možné pokračovat.

Ve třet́ı kapitole shrneme známé výsledky z teorie semilineárńıch parabo-
lických a eliptických rovnic. Budeme se věnovat skalárńı úloze a za určitých
předpoklad̊u na nelineárńı pravou stranu ukážeme, jak kvalitativńı chováńı těchto
úloh souviśı s př́ıslušnými stacionárńımi úlohami. K tomuto účelu nám poslouž́ı
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zejména tzv. metoda horńıch a dolńıch řešeńı, ale také koncept velmi slabého
řešeńı. Vše bude pečlivě definováno v této kapitole.

Čtvrtá kapitola bude věnována aplikováńı vybudované teorie na systém (1.1).
Zde navážeme na existenčńı výsledky pro eliptické úlohy z [9] a ukážeme, že pro
určité hodnoty λ, za daľśıch předpoklad̊u na funkce f1, f2, vybuchuj́ı řešeńı (1.1)
v konečném čase. Zároveň najdeme horńı a dolńı odhady času výbuchu.

Př́ıloha A bude věnována ilustračńımu př́ıkladu, na kterém budeme demon-
strovat vyloženou problematiku. Uvedeme zde jednak analytickou metodu, která
je použitelná pro určitou tř́ıdu nelinearit, ale také některé numerické ilustrace.
V př́ıloze B pak využijeme kinetické parametry uhĺı k výpočtu kritického objemu
(ve smyslu, který bude specifikován dále) skladovaćıho prostoru.
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KAPITOLA 2

Teoretické poznatky

2.1 Prostory funkćı

V této sekci připomeneme některé prostory funkćı a jejich základńı vlastnosti.
Čerpat budeme zejména z [19], [39].

Definice 2.1 ([11], Definition 3.2.22, str. 136)
Necht’ Ω je otevřená množina v Rn. Řekneme, že funkce f : Ω × R → R splňuje
Carathéodoryho podmı́nku, pokud

1. ∀y ∈ R je funkce x 7→ f(x, y) Lebesgueovsky měřitelná na Ω

2. pro skoro všechna x ∈ Ω je funkce y 7→ f(x, y) spojitá na R

Koncept tzv. kvazimonotonie je d̊uležitý zejména při práci se systémy parabo-
lických rovnic. Ukazuje se totiž, že některé teoretické výsledky nelze bez tohoto
předpokladu pro systémy rovnic zobecnit i přes to, že pro skalárńı úlohy platné
jsou.

Definice 2.2 ([5], Definition 4.1, str. 90)
Řekneme, že funkce f(s) = (f1(s), f2(s), . . . , fn(s)), f : Ω ⊂ Rn → Rn,
s = (s1, s2, · · · , sn) je kvazimonotónně neklesaj́ıćı, pokud fi je neklesaj́ıćı v sj , pro
i 6= j. Podobně definujeme také kvazimonotónně nerostoućı (klesaj́ıćı, rostoućı)
funkce.

Označme tzv. multiindex α := (α1, α2, · · · , αN ) a jeho délku |α| :=
N∑
i=1

αi.

Dále pro u definované na Ω označme

Dαu := ∂|α|u

∂xα1
1 ∂xα2

2 · · · ∂x
αN
N

,

Dtu := ∂u

∂t
,

Dα
t u := Dα (Dtu) = Dt (Dαu) .

Pro x ∈ Ω ⊂ Rn definujme tzv. nosič funkce u jako

suppu(x) = {x ∈ Ω : u(x) 6= 0}. (2.1)
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Pro k ∈ N0 znač́ıme Ck(Ω) (Ck(Ω)) prostor spojitě diferencovatelných funkćı u
až do řádu k na Ω (Ω). Normu na prvńım jmenovaném prostoru budeme značit

‖u‖Ck(Ω) :=
∑
|α|≤k

sup
x∈Ω
|Dαu| (2.2)

a vzhledem k této normě jde o Banach̊uv prostor. Dále Ck0 (Ω) znač́ı prostor spojitě
diferencovatelných funkćı až do řádu k na Ω, které maj́ı kompaktńı nosič v Ω.
Prostor C∞0 (Ω) definujeme jako pr̊unik těchto prostor̊u, tj. C∞0 (Ω) =

⋂
k

Ck0 (Ω).

V př́ıpadě k = 0 budeme vždy horńı index vynechávat. Také prostor funkćı C∞(Ω)
(C∞(Ω)), které maj́ı derivace všech řád̊u v Ω (Ω) definujeme jako pr̊unik Ck(Ω)
(Ck(Ω)) přes všechna př́ıpustná k.

Řekneme, že funkce u : Ω → R je γ-hölderovsky spojitá (γ ∈ (0, 1]), pokud
existuje konstanta c tak, že

|u(x)− u(y)| ≤ c ‖x− y‖γ pro všechna x, y ∈ Ω.

Výraz ‖·‖ znač́ı klasickou normu v prostoru Rn. Poznamenejme, že pokud γ = 1,
pak jde o Lipschitzovsky spojité funkce.

Označme tzv. seminormu

[u]γ := sup
x,y∈Ω
x 6=y

|u(x)− u(y)|
‖x− y‖γ

(2.3)

a prostor Cγ(Ω) := {u : [u]γ < +∞}. Norma na tomto prostoru je potom dána
jako

|u|γ := ‖u‖C(Ω) + [u]γ .

Nyńı můžeme definovat prostor diferencovatelných funkćı až do řádu k, které jsou
γ-hölderovsky spojité v Ω. Znač́ıme Ck,γ(Ω). Zavedeme-li normu vztahem

‖u‖Ck,γ(Ω) := ‖u‖Ck(Ω) +
∑
|α|≤k

sup
x,y∈Ω
x 6=y

|Dα(u(x)− u(y))|
‖x− y‖γ

, (2.4)

jedná se opět o Banachovy prostory pro každé k.
Při práci s klasickými řešeńımi parabolických rovnic jsou d̊uležité tzv. pa-

rabolické Hölderovy prostory. Pro body P (x, t), Q(y, s) ∈ ΩT definujme funkci
d : ΩT × ΩT → R předpisem

d(P,Q) =
√
‖x− y‖2 + |t− s|.

Funkci d se v některé literatuře ř́ıká parabolická vzdálenost. Pro u : ΩT → R
označ́ıme

[u]γ,γ/2 = sup
P,Q∈ΩT
P 6=Q

|u(P )− u(Q)|
dγ(P,Q) , (2.5)

což je seminorma. Cγ,γ/2(ΩT ) bude označovat prostor všech funkćı u, pro která je
seminorma [u]γ,γ/2 konečná. Normu na tomto prostoru lze zavést vztahem

|u|γ,γ/2 := ‖u‖C(Ω) + [u]γ,γ/2. (2.6)
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Opět pro k ∈ N0 označme

C2k+γ,k+γ/2(ΩT ) := {u : DnDr
tu ∈ Cγ,γ/2(ΩT ), ∀n, r : |n|+ 2r ≤ 2k},

seminormy

[u]2k+γ,k+γ/2 :=
∑

|n|+r=2k
[DnDr

tu]γ,γ/2,

[u]2k,k :=
∑

|n|+r=2k
[DnDr

tu]0

a normy

|u|2k+γ,k+γ/2 :=
∑

|n|+r≤2k
|DnDr

tu|γ,γ/2,

|u|2k,k/2 :=
∑

|n|+r≤2k
|DnDr

tu|0.

I tyto prostory jsou Banachovy vzhledem k takto definovaným normám.
Pro daľśı účely je také nutné definovat oblasti tř́ıdy Ck,ν . Bez dostatečné

regularity oblasti totiž neńı možné některá tvrzeńı odvodit.

Definice 2.3 ([19], str. 94)
Řekneme, že omezená množina Ω ⊂ Rn (včetně jej́ı hranice ∂Ω) je tř́ıdy Ck,ν ,
k ∈ N0, ν ∈ [0, 1], pokud v každém bodě x0 ∈ ∂Ω existuje koule B(x0, R), R > 0
a bijektivńı zobrazeńı ψ : B → D ⊂ Rn takové, že

1. ψ(B ∩ Ω) ⊂ Rn+,

2. ψ(B ∩ ∂Ω) ⊂ ∂Rn+,

3. ψ ∈ Ck,ν(B), ψ−1 ∈ Ck,ν(D)

Při řešeńı okrajových úloh je mnohdy třeba pracovat i s jinými typy řešeńı.
Proto je třeba definovat Lebesgueovy a Sobolevovy prostory.

Definice 2.4 ([11], str. 33)
Definujme množinu funkćı integrovatelných s p−tou (p ∈ [1,∞)) mocninou

L p(Ω) := {u : Ω→ R : u je měřitelná a
∫

Ω
|u|p dx < +∞}. (2.7)

Pokud p = ∞, pak L∞(Ω) znač́ı množinu podstatně omezených funkćı na Ω,
tedy omezených až na množinu nulové mı́ry.

Problém předchoźı definice je, že nedokážeme rozlǐsovat funkce, které se lǐśı
pouze na množině nulové mı́ry. Označme

N(Ω) := {u : u = 0 skoro všude v Ω}.

Definice 2.5 ([11], str. 33)
Pro p ∈ [1,∞] definujeme Lebesgue̊uv prostor Lp(Ω) jako faktor prostor

Lp(Ω) := L p(Ω)|N .
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Pokud zavedeme normy na prostorech Lp(Ω) jako

‖·‖p =
(∫

Ω
| · |p dx

) 1
p

pro p ∈ [1,∞),

‖·‖∞ = ess sup
Ω
|·| pro p =∞,

kde ess supu := inf{C ≥ 0 : µ({x : |u(x)| > C}) = 0} je tzv. podstatné supre-
mum, pak Lp(Ω) jsou Banachovy prostory. Klasická derivace může být v některých
př́ıpadech přehnaně silný požadavek, dále proto zavád́ıme tzv. slabou derivaci.

Poznámka 2.6
Funkćı u ∈ L1

loc(Ω) je v daľśı definici myšlena taková funkce u, která je integro-
vatelná na každé kompaktńı podmnožině K ⊂ Ω.

Definice 2.7 ([11], str. 38)
Slabou α-derivaćı funkce u ∈ L1

loc(Ω) nazveme funkci g ∈ L1
loc(Ω), pokud plat́ı∫

Ω
uDαφ dx = (−1)|α|

∫
Ω
gφ dx, ∀φ ∈ C∞0 (Ω). (2.8)

Nyńı, když máme k dispozici slabé derivace, můžeme definovat Sobolevovy
prostory W k,p(Ω) jako

W k,p(Ω) := {u ∈ Lp(Ω) : Dαu ∈ Lp(Ω), ∀α : |α| ≤ k}

Standardńı normou v Sobolevových prostech je

‖u‖Wk,p(Ω) :=
∑
|α|≤k

‖Dαu‖p (2.9)

a vzhledem k úplnosti Lp(Ω) jsou také Sobolevovy prostory úplné.
Prostor W k,p

0 (Ω) definujeme jako zúplněńı prostoru Ck0 (Ω) vzhledem k normě
‖·‖Wk,p(Ω).

Dále uvedeme potřebnou větu o spojitém vnořeńı.

Věta 2.8 ([1], Theorem 4.12, str. 85)
Necht’ Ω je tř́ıdy C0,1 (tj. Ω má Lipschitzovsky spojitou hranici). Pro k, m ∈ N
takové, že mp > n > (m− 1)p plat́ı následuj́ıćı spojité vnořeńı:

W k+m,p(Ω) ↪→ Ck,γ(Ω) pro 0 < γ < m− n

p
.

2.2 Zhlazováńı lokálně integrovatelných funkćı

Tuto sekci zařazujeme z toho d̊uvodu, že dále budeme aproximavat jistou funkci
pomoćı funkćı hladkých. Následuj́ıćı teorie bude sloužit k tomuto účelu. Výsledky
zde obsažené jsme převzali z [13].

Pro otevřenou množinu Ω ∈ Rn tř́ıdy C2,ν a ε > 0 označme

Ωε := {x ∈ Ω : dist(x, ∂Ω) > ε}.

Definujme funkci φ(x) ∈ C∞(Rn) vztahem

φ(x) =

C exp
(

1
‖x‖2 − 1

)
pro ‖x‖ < 1,

0 pro ‖x‖ ≥ 1,
(2.10)
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kde C > 0 je zvolena tak, aby
∫
Rn
φ dx = 1. Pro každé ε položme

φε(x) = 1
εn
φ

(
x

ε

)
. (2.11)

Potom φε ∈ C∞(Rn),
∫
Rn
φε dx = 1 a suppφε ⊂ B(0, ε).

Nyńı pro f : Ω→ R, f ∈ L1
loc(Ω) položme

fε(x) := (φε ∗ f)(x), (2.12)

kde

(φε ∗ f)(x) =
∫

Ω
φε(x− y)f(y) dy =

∫
B(0,ε)

φε(y)f(x− y) dy pro x ∈ Ωε.

Věta 2.9 ([13], Theorem 6, str. 630)
Necht’ fε, f jsou jako v předchoźım. Potom plat́ı

1. fε(x) ∈ C∞(Ωε).

2. lim
ε→0

fε(x) = f(x) skoro všude v Ω.

3. Pokud f ∈ C(Ω), pak lim
ε→0

fε(x) = f(x) a limita je stejnoměrná na kom-
paktńıch podmnožinách Ω.

4. Pokud p ∈ [1,∞) a f ∈ Lploc(Ω), potom lim
ε→0

fε(x) = f(x) v Lploc(Ω).

2.3 Eliptické PDR

V této sekci uvedeme d̊uležité definice a tvrzeńı potřebné pro práci s eliptickou
úlohou {

−∆u = f(x, u) v Ω,
u = g(x) na ∂Ω.

(2.13)

Definice 2.10
Klasickým řešeńım úlohy (2.13) nazveme funkci u(x) ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω), která
splňuje formulaci (2.13) bodově v Ω s ohledem na okrajové podmı́nky.

Vzhledem k tomu, že (2.13) nemuśı mı́t obecně jednoznačné řešeńı, je vhodné
alespoň odlǐsit ty, které pro nás budou mı́t daľśı význam.

Definice 2.11
Minimálńım řešeńım úlohy (2.13) nazveme takové řešeńı w(x), pro které plat́ı
w(x) ≤ u(x), kde u(x) jsou libovolná daľśı řešeńı úlohy (2.13).

Důležitou vlastnost́ı, kterou budeme dále využ́ıvat, je tzv. slabý princip ma-
xima.

Věta 2.12 ([13], Theorem 2, str. 329)
Necht’ u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) a −∆u ≥ 0. Potom min

Ω
u ≥ −max

∂Ω
u+.

Nyńı budeme věnovat pozornost lineárńı teorii. Důležitá bude zejména exis-
tence a jednoznačnost řešeńı.
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Věta 2.13 ([19], Theorem 6.14, str. 107)
Necht’ f(x, u) ≡ f(x) ∈ Cγ(Ω), Ω je oblast tř́ıdy C2,ν a g(x) ∈ C2,γ(Ω). Potom
úloha (2.13) má jednoznačné řešeńı u(x) ∈ C2,γ(Ω).

Ukazuje se, že mnohé principy, které jsou známé pro lineárńı eliptické rovnice,
lze využ́ıt i pro úlohy nelineárńı. Jde zejména o tzv. Schauderovu teorii.

Věta 2.14 ([19], Theorem 6.6, str. 98)
Necht’ f(x, u) ≡ f(x) ∈ Cγ(Ω), Ω je oblast tř́ıdy C2,ν a g(x) ∈ C2,γ(Ω). Pokud
u(x) ∈ C2,γ(Ω) je řešeńı úlohy (2.13), potom

|u|2,γ ≤ C(|u|C(Ω) + |g|2,γ + |f |γ). (2.14)

Poznámka 2.15
Nerovnost (2.14) se nazývá globálńı apriorńı Schauder̊uv odhad. Uvedená věta
plat́ı i pro obecněǰśı typy úloh, tzv. kvazilineárńı úlohy (viz [19]). Jako speciálńı
d̊usledek dostaneme platnost této věty pro operátor Lu := −∆u− cu, c > 0. Tento
výsledek využijeme dále.

Velmi d̊uležitá jsou taktéž tzv. velmi slabá řešeńı eliptických úloh. Z jejich
existence lze totiž źıskat mnoho informaćı o chováńı řešeńı úloh parabolických.

Definice 2.16 ([7], Definition 1, str. 73)
Necht’ f(x, u) ≡ f(u). Velmi slabým řešeńım úlohy (2.13) budeme nazývat funkci
u ∈ L1(Ω) takovou, že f(u)dist(x, ∂Ω) ∈ L1(Ω) a plat́ı

−
∫

Ω
u∆ψ dx =

∫
Ω
f(u)ψ dx, ∀ψ ∈ C2

0 (Ω). (2.15)

Poznámka 2.17
Integrál

∫
Ω
f(u)ψ dx má smysl, nebot’ |ψ(x)| ≤ Cdist(x, ∂Ω), x ∈ Ω, C > 0.

Velmi slabé řešeńı může být v jistých př́ıpadech zbytečně omezuj́ıćı. Z toho
d̊uvodu dále zavád́ıme také tzv. silná řešeńı.

Definice 2.18 ([19], str. 219)
Silným řešeńım úlohy (2.13) nazveme funkci u(x) ∈W 1,2

0 (Ω)∩W 2,p(Ω) pro vhodné
p ∈ [1,+∞], která splňuje formulaci (2.13) skoro všude v Ω.

Nyńı budou následovat známé Greenovy identity, zobecněné pro prvky Sobo-
levových prostor̊u, které budeme využ́ıvat v některých d̊ukazových technikách.

Věta 2.19 ([32], Theorem 1.31, str. 21)
Necht’ Ω je tř́ıdy C0,1. Pro v ∈W 1,p(Ω) a z ∈W 1,q(Ω), kde 1

p
+ 1
q

= 1, plat́ı∫
Ω

(v∇ · z + z · ∇v) dx =
∫
∂Ω
v(z · n) dS (2.16)

Zvoĺıme–li v předchoźı identitě z = ∇u, dostaneme po dosazeńı∫
Ω

(v∆u+∇u · ∇v) dx =
∫
∂Ω
v
∂u

∂n dS. (2.17)

Pokud nyńı provedeme záměnu u a v v tomto vztahu a obě identity od sebe
odečteme, dostaneme druhou Greenovu identitu∫

Ω
u∆v − v∆u dx =

∫
∂Ω
u
∂v

∂n − v
∂u

∂n , dS (2.18)

která je platná pro u, v ∈W 2,2(Ω).
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2.4 Parabolické PDR

Tato sekce bude věnována rovnićım parabolickým. Většina tvrzeńı z předchoźı
sekce má př́ımou analogii i v př́ıpadě úlohy

∂u

∂t
−∆u = f(x, u) v ΩT ,

u = g(x) na ∂ΩT ,

u(x, 0) = h(x) v Ω.

(2.19)

V celé práci se omeźıme pouze na klasická řešeńı, proto je nutné je přesně defino-
vat.

Definice 2.20
Klasickým řešeńım úlohy (2.19) nazveme funkci u(x, t) ∈ C2,1(ΩT ) ∩ C(ΩT ), která
splňuje formulaci (2.19) bodově s ohledem na počátečńı a okrajové podmı́nky.

Nemuśı být vždy zajǐstěno, že klasické řešeńı existuje až do nekonečného času.
Pokud to ale plat́ı, je vhodné taková řešeńı nějakým zp̊usobem odlǐsit.

Definice 2.21
Globálńım řešeńım u(x, t) úlohy (2.19) nazveme takové klasické řešeńı, které exis-
tuje pro všechna t ∈ [0,+∞).

Nyńı uvád́ıme opět užitečnou analogii slabého principu maxima.

Věta 2.22 ([13], Theorem 9, str. 369)
Necht’ u ∈ C2,1(ΩT ) ∩ C(ΩT ) a necht’ v ΩT plat́ı

ut −∆u ≥ 0.

Potom
inf
ΩT

u ≥ − sup
∂pΩT

u−.

Schauderova teorie je platná také pro parabolické úlohy a i v tomto př́ıpadě
jej́ı výsledky dále aplikujeme na nelineárńı úlohy. Bez tzv. podmı́nky kompatibility
však tyto výsledky neńı možné využ́ıvat.

Definice 2.23
Řekneme, že funkce g, h ∈ C2,γ(Ω) splňuj́ı podmı́nku kompatibility (jsou kompa-
tibilńı), pokud

h(x) = g(x) pro x ∈ ∂Ω. (2.20)

Nyńı již můžeme uvést avizovanou Schauderovu teorii.

Věta 2.24 ([39], Theorem 7.2.24, str. 231)
Necht’ Ω je tř́ıdy C2,ν , f(x, u) ≡ f(x) ∈ Cγ(Ω), g(x), h(x) ∈ C2,γ(Ω) a necht’
funkce g, h splňuj́ı podmı́nku kompatibility. Potom existuje jednoznačné řešeńı
úlohy (2.19) takové, že u(x) ∈ C2+γ,1+ γ

2 (ΩT ). Nav́ıc existuje C > 0 tak, že plat́ı

|u|2+γ,1+ γ
2
≤ C(|u|C(Ω) + |f |γ + |g|2,γ + |h|2,γ). (2.21)

Techniky, které využ́ıváme v daľśıch sekćıch jsou založeny na tzv. metodě
dolńıch a horńıch řešeńı.
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Definice 2.25 ([5], Definition 3.1, str. 48)
Řekneme, že funkce u = u(x, t) ∈ C2,1(ΩT ) ∩ C(ΩT ) je dolńım řešeńım úlohy
(2.19) v ΩT , pokud 

∂u

∂t
−∆u ≤ f(x, u) v ΩT ,

u ≤ g(x) na ∂ΩT ,

u(x, 0) ≤ h(x) v Ω.

(2.22)

Obdobně řekneme, že funkce u = u(x, t) ∈ C2,1(ΩT ) ∩ C(ΩT ) je horńım řešeńım
úlohy (2.19) v ΩT , pokud

∂u

∂t
−∆u ≥ f(x, u) v ΩT ,

u ≥ g(x) na ∂ΩT ,

u(x, 0) ≥ h(x) v Ω.

(2.23)

V př́ıpadě, že jsou nerovnosti ostré mluv́ıme o striktńım dolńım nebo striktńım
horńım řešeńı.

Poznámka 2.26
Obdobným zp̊usobem definujeme dolńı, striktńı dolńı, horńı a striktńı horńı řešeńı
také pro eliptické úlohy typu (2.13).

Za určitých předpoklad̊u je řešeńı úlohy (2.19) monotonńı v čase.

Věta 2.27 ([5], Theorem 3.3, str. 49)
Pokud −∆h ≤ f(x, h), tj. počátečńı podmı́nka je dolńı řešeńı, pak u(x, t) je
neklesaj́ıćı funkćı v proměnné t pro každé pevné x.

Na závěr uvedeme srovnávaćı princip pro obyčejné diferenciálńı rovnice, který
bude potřebný pro ilustračńı př́ıklad v př́ıloze A.

Věta 2.28 ([37], Theorem 1.3, str. 27)
Necht’ f(s) je lokálně Lipschitzovsky spojitá ve své proměnné a necht’ x(t), y(t)
jsou diferencovatelné funkce takové, že

x(t0) ≤ y(t0) a x′(t)− f(x(t)) ≤ y′(t)− f(y(t)), t ∈ [t0, T ).

Potom x(t) ≤ y(t) pro všechna t ∈ [t0, T ).
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KAPITOLA 3

Skalárńı úloha

3.1 Výbuch řešeńı v konečném čase

Nejprve se budeme zabývat skalárńı úlohou
∂u

∂t
−∆u = λf(u) v ΩT ,

u = 0 na ∂ΩT ,

u(x, 0) = u0(x) ≥ 0 v Ω,

(3.1)

kterou źıskáme z (1.1), když zvoĺıme f ≡ f1 ≡ f2. V celé této kapitole budeme
předpokládat, že f : R→ (0,+∞) je

1. neklesaj́ıćı,

2. hladká,

3. konvexńı,

a že hranice oblasti Ω je tř́ıdy C2,ν , ν ∈ [0, 1]. Posledńı předpoklad je nezbytný
k využ́ıváńı Schauderovy teorie, což se ukáže výhodné dále. Veškerá pozorováńı
provedeme nejprve pro tuto úlohu, následně je zobecńıme i pro systém dvou rov-
nic typu (1.1). Vždy budeme pracovat pouze s kladnými řešeńımi př́ıslušných
nelineárńıch úloh. Tento požadavek a platnost principu maxima ve Větě 2.22 (str.
17) pak implikuje, že pouze λ > 0 jsou př́ıpustné hodnoty.

Uvažujme obyčejnou diferenciálńı rovnici{
u′(t) = λf(u(t)), t > 0,
u(0) = b ≥ 0,

(3.2)

na které budeme demonstrovat některé vlastnosti. Z nezápornosti funkce f plyne
pro všechna t ≥ 0 nerovnost u′(t) > 0. Existence a jednoznačnost (lokálńıho)
řešeńı plyne ze standardńı teorie obyčejných diferenciálńıch rovnic. Toto řešeńı
je tedy rostoućı ve své proměnné a mohou nastat pouze dvě možnosti - bud’ je
řešeńı u(t) definované globálně a lim

t→+∞
u(t) = +∞, anebo je řešeńı pouze lokálńı,
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tj. existuje čas T0 takový, že lim
t→T−

0

u(t) = +∞. Z tohoto pozorováńı plyne, že

charakter řešeńı př́ımo záviśı na nelinearitě f . Obdobné chováńı se dá očekávat
i v př́ıpadě úlohy (3.1), ačkoliv uvid́ıme, že se objevuj́ı některé daľśı vlastnosti,
vznikaj́ıćı z toho d̊uvodu, že řešeńı je nav́ıc ovlivněné okrajovou podmı́nkou, di-
fuzńım členem a dimenźı prostoru. Tyto vlastnosti samozřejmě v teorii obyčejných
diferenciálńıch rovnic nejsou možné.

Definice 3.1 ([38], str. 247)
Necht’ u(x, t) je nezáporné klasické řešeńı úlohy (3.1). Pokud

lim
t→T−

0

(
sup
x∈Ω

u(x, t)
)

= +∞, (3.3)

pak řekneme, že u(x, t) vybuchuje v konečném čase T0 < +∞.

Pokud výbuch řešeńı v konečném čase nastane, je také vhodné rozlǐsit, v jakém
prostorovém bodě k tomu došlo.

Definice 3.2 ([38], str. 247)
Necht’ u(x, t) je nezáporné klasické řešeńı úlohy (3.1), které vybuchuje v konečném
čase T0. Pokud existuj́ı posloupnosti xn ⊂ Ω, tn ⊂ (0, T0) takové, že

lim
n→+∞

xn = x0,

lim
n→+∞

tn = T0,

lim
n→+∞

u(xn, tn) = +∞,

pak řekneme, že x0 je bodem výbuchu řešeńı u(x, t) v konečném čase.

Obecně je extrémně obt́ıžné určit, zda jde pouze o jeden bod nebo zda jich
je v́ıce. Přesná lokalizace těchto bod̊u je známá pouze pro oblasti s jednoduchou
geometríı. Pokud Ω = B(0, R), R > 0 a počátečńı podmı́nka u0 je radiálně
symetrická, bylo ukázáno (při některých daľśıch předpokladech na chováńı funkce
f), že t́ımto bodem x0 je pouze střed uvažované koule [29]. Ukazuje se také, že
mezi všemi oblastmi je to právě koule, pro kterou je čas výbuchu řešeńı nejmenš́ı
[4]. Vysvětleńım je to, že řešeńı vybuchuje ve středu koule, ale tento střed je př́ılǐs
vzdálen (ve smyslu funkce dist(x, ∂Ω)) od jej́ı hranice, kde docháźı ke chlazeńı.

Vrat’me se ještě ke zmı́něné obyčejné diferenciálńı rovnici. Pokud zaṕı̌seme
(3.2) v separovaném tvaru, dostaneme po integraci pravé strany∫ u(t)

b

1
f(s) ds = λt. (3.4)

Pro výbuch řešeńı (3.2) v konečném čase je tedy nutnou a postačuj́ıćı podmı́nkou
konečnost levé strany (3.4), nebot’ pravá strana je pro konečné t vždy omezená.
Tuto nutnou podmı́nku zmı́nil poprvé Osgood v roce 1898 ve svém článku [30].

Bohužel, pokud uvažujeme i vliv difuze, nemuśı podobná podmı́nka k výbuchu
řešeńı v konečném čase stačit. Pro lepš́ı představu odkažme na jednoduchý př́ıklad
do př́ılohy A. Z tohoto př́ıkladu je zřejmé, že otázka, zda řešeńı rovnice (3.1)
vybuchuje v konečném čase, záviśı na několika daľśıch faktorech - jednak na ne-
lineárńı pravé straně, ale zároveň také na velikosti oblasti Ω, která je v jistém
smyslu reprezentována prvńım vlastńım č́ıslem Laplaceova operátoru v Ω a také
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na počátečńı podmı́nce. Pro některé úlohy (respektive hodnoty parametru λ) bude
také nutné zohlednit dimenzi prostoru.

Metoda, kterou jsme na tomto př́ıkladu ukázali, byla poprvé použita v [22]
a poskytuje postačuj́ıćı podmı́nku pro výbuch řešeńı v konečném čase. Bohužel,
jak je patrné, je možno ji použ́ıvat jen pro konvexńı pravé strany. Pro obecněǰśı
funkce je nutné hledat jiné postačuj́ıćı podmı́nky.

Obdoba nutné podmı́nky, kterou jsme ukázali v př́ıpadě úlohy (3.2) ale plat́ı
vždy i pro parciálńı diferenciálńı rovnice typu (3.1).

Věta 3.3 ([5], Theorem 3.8, str. 54)
Pokud jednoznačné řešeńı u(x, t) úlohy (3.1) vybuchuje v konečném čase, pak∫ +∞

b

1
f(s) ds < +∞, pro b ≥ 0. (3.5)

Důkaz. Pro spor předpokládejme
∫ +∞

b

1
f(s) ds = +∞. Označme u řešeńı úlohy

u′(t) = λf(u) s počátečńı podmı́nkou b. Potom u(x, t) ≤ u(t), tj. u je horńı řešeńı.
Vzhledem k předpokladu ale u(t) (a tedy také u(x, t)) existuje pro všechna t ≥ 0,
což je spor.

S ohledem na zmiňovanou fyzikálńı interpretaci budeme vždy pracovat s tzv.
superlineárńımi nelinearitami, tj. těmi, které splňuj́ı předpoklad

(P1) lim
s→+∞

f(s)
s

= +∞.

Bohužel se ukazuje, že existuj́ı funkce, které jsou superlineárńı a integrál (3.5)
konečný neńı. Pro názornost lze uvažovat funkci s 7→ s ln s. Pak zřejmě

lim
s→+∞

s ln s
s

= +∞,

zároveň ale ∫ +∞

e

1
s ln s ds = +∞.

Superlinearita f tedy nestač́ı ke konečnosti (3.5) a tuto abstraktńı podmı́nku
muśıme vždy při konkrétńı aplikaci ověřit. Při práci s parabolickými úlohami bu-
deme vždy požadovat, aby superlinearńı nelinearita splňovala i nutnou podmı́nku
(3.5).

3.2 Stacionárńı úloha

Studium parabolických úloh úzce souviśı s př́ıslušnou stacionárńı úlohou{
−∆u = λf(u) v Ω,
u = 0 na ∂Ω.

(3.6)

Úlohami (3.6) a jejich vazbou na (3.1) se zabývalo velké množstv́ı autor̊u.
Daľśı informace a výsledky je možno nalézt např́ıklad v [7], [24] a [23].

V [7] je studováno velmi slabé řešeńı úlohy (3.6) a jeho souvislost s výbuchem
řešeńı (3.1) v konečném čase.
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Věta 3.4 ([7], Theorem 1, str. 74)
Necht’ f je superlineárńı a necht’ existuje globálńı klasické řešeńı nestacionárńı
úlohy (3.1) s počátečńı podmı́nkou u0 ∈ C2,γ(Ω). Pak existuje velmi slabé řešeńı
stacionárńı úlohy (3.6).

Předchoźı Věta poskytuje d̊uležitý d̊usledek – pokud plat́ı nutná podmı́nka
(3.5) a pokud neexistuje velmi slabé řešeńı stacionárńı úlohy (3.6), pak řešeńı (3.1)
vybuchuje pro (v jistém smyslu) dostatečně velkou kladnou počátečńı podmı́nku
v konečném čase. Bez nutné podmı́nky (3.5) lze źıskat následuj́ıćı výsledek.

Věta 3.5 ([7], Theorem 2, str. 74)
Pokud má úloha (3.6) kladné minimálńı velmi slabé řešeńı w, pak pro každou
počátečńı podmı́nku u0 ∈ C2,γ(Ω), 0 ≤ u0 ≤ w, má (3.1) globálńı řešeńı.

Dále lze ukázat [7], že existuje hodnota λ∗ taková, že:

• Pro každou hodnotu λ ∈ (0, λ∗) existuje kladné minimálńı klasické řešeńı
(viz Definice 2.11, str. 15) u(λ) rovnice (3.6).

• Zobrazeńı λ→ u(λ) je neklesaj́ıćı.

• Pro λ > λ∗ neexistuje klasické řešeńı (3.6).

• Pokud λ = λ∗ a plat́ı (P1), pak existuje velmi slabé řešeńı u∗ a zároveň
u∗ = lim

λ→λ∗
u(λ).

Poznámka 3.6
Existenci hodnoty λ∗ lze ukázat při slabš́ıch předpokladech na funkci f . Konkrétně
stač́ı, když f je γ−hölderovsky spojitá (viz [5], Theorem 2.7, str. 19). Je však
zřejmé, že daľśı uvedené výsledky platit nemuśı.

Řešeńı u∗, které př́ısluš́ı hodnotě λ∗, je tzv. extremálńı řešeńı a bĺıže se jimi
zabýval např. Brezis a Vázquez v [6]. Ukazuje se, že v tomto př́ıpadě řešitelnost
úlohy (3.6) v klasickém smyslu záviśı nejen na pravé straně f a tvaru oblasti Ω,
ale zejména také na dimenzi prostoru n.

Poznámka 3.7
Je d̊uležité si uvědomit, že z předchoźıch bod̊u plyne, že muśı existovat hodnota λ∗
taková, že studovaná úloha má klasické řešeńı pro všechna λ ∈ (0, λ∗]. V některých
př́ıpadech je skutečně λ∗ = λ∗, ale tato rovnost neplat́ı zdaleka vždy, viz Př́ıklad
3.2.1 ńı̌ze.

Př́ıklad 3.2.1. Uvažujme tzv. Gelfandovu úlohu, tj. (3.6) s konkrétńı pravou
stranou f(u) = exp(u) na Ω = B(0, 1). Řešitelnost této úlohy je dnes již poměrně
dobře známá a výsledky jsou následuj́ıćı (pro v́ıce informaćı např. [31] nebo [12]).

• Pro každé n ≥ 1 existuje hodnota λ∗ taková, že Gelfandova úloha má alespoň
jedno kladné klasické řešeńı pro každé λ < λ∗ a žádné řešeńı pro λ > λ∗.
Tento výsledek je v souladu s poznámkami pod Větou 3.5.

• Pro n ∈ {1, 2} jsou tato řešeńı omezená v prostoru W 1,2(Ω).

• Pro n ≥ 3 se objevuje tzv. singulárńı řešeńı ve tvaru S(x) = −2 ln |x|, které
př́ısluš́ı hodnotě λ0 := 2(n− 2) (viz bifurkačńı diagram ńıže).
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λ∗ λ∗
λ

‖u‖∞

Obrázek 3.1: Jeden z možných bifurkačńıch diagramů pro př́ıpad, kdy λ∗ 6= λ∗.

• Extremálńı řešeńı je pro n ≤ 9 klasické, viz [27].

• V př́ıpadě n ≥ 10 byl ukázán následuj́ıćı zaj́ımavý výsledek. Jednak plat́ı
λ0 = λ∗ = 2(n − 2) a zároveň S(x) = u∗(x), tj. u∗(x) nyńı neńı klasické
řešeńı, viz [21]. Protože ale funkce s 7→ exp(s) splňuje (P1), jde o velmi
slabé řešeńı. To je nav́ıc minimálńı.

λ λ λ

‖u‖∞‖u‖∞ ‖u‖∞

λ0 λ
∗

λ
∗

λ
∗

1 ≤ n ≤ 2 3 ≤ n ≤ 9 n ≥ 10

Obrázek 3.2: Bifurkačńı diagram Gelfandovy úlohy (převzato z [12], upraveno).

Dle Věty 3.5 (klasické řešeńı je zároveň velmi slabé) existuje pro λ ∈ (0, λ∗)
globálńı řešeńı parabolické Gelfandovy úlohy pro každou počátečńı podmı́nku,
pro kterou u0 ≤ w, kde w je minimálńı řešeńı stacionárńı Gelfandovy úlohy.

Je zaj́ımavé, že pro některé počátečńı podmı́nky

u0 ≥ w, u0 6≡ w (3.7)

již podobný výsledek neplat́ı. Autoři článku [31] se zabývali studiem chováńı pa-
rabolické Gelfandovy úlohy pro počátečńı podmı́nky, které byly jistou perturbaćı
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singulárńıho řešeńı S. Konkrétně uvažuj́ı, že n ≥ 10 a u0 ≥ S, u0 6≡ S. Tato volba
vede k zaj́ımavému výsledku – řešeńı je identicky nekonečné pro libovolné t > 0.
Z toho plyne, že neexistuje dokonce ani lokálńı slabé řešeńı (viz [31] pro definici
slabého řešeńı parabolické úlohy). Tento stav je označován jako tzv. okamžitý
výbuch řešeńı.

V souladu s předchoźım se ihned nab́ıźı otázka, jak je to s omezenost́ı řešeńı
parabolické úlohy (3.1) pro λ > λ∗, čemuž se budeme věnovat dále.

3.3 Metoda horńıch a dolńıch řešeńı

V této sekci uvedeme dva stěžejńı výsledky, které budeme dále využ́ıvat. Kromě
již zmı́něných předpoklad̊u necht’ f nav́ıc splňuje

(P2) ∃ a, b > 0 ∀s ∈ R : f(s) > as+ b.

Důležitost předpokladu (P2) se ukazuje v tom, že umožňuje přesně lokalizovat
č́ıslo λ∗ := λ1/a. Jde o obecněǰśı skutečnost, která plat́ı i pro systém dvou rov-
nic, tud́ıž d̊ukaz uvedeme až v posledńı kapitole, kde se systémům věnujeme po-
drobněji.

Věta 3.8 ([5], Theorem 3.1, str. 48)
Necht’ existuj́ı horńı a dolńı řešeńı úlohy (3.1) taková, že u(x, t) ≤ u(x, t) v ΩT .
Potom úloha (3.1) má klasické řešeńı u(x, t) a plat́ı

u ≤ u ≤ u v ΩT . (3.8)

Důkaz spoč́ıvá v sestrojeńı vhodného iteračńıho procesu. Pak je nutné ukázat,
že nalezené iterace konverguj́ı k řešeńı úlohy (3.1). Tento d̊ukaz uvedeme v daľśı
sekci, protože je možné snadné zobecněńı - jak pro systémy v́ıce rovnic, tak také
pro obecněǰśı pravé strany.

Poznámka 3.9
Předpoklad bodové nerovnosti mezi dolńım a horńım řešeńı v předchoźı větě neńı
možné vynechat. Amann [3] uvedl v roce 1976 následuj́ıćı protipř́ıklad pro eliptic-
kou úlohu.

Uvažujme úlohu {
−∆u = λku+ ϕk(x) v Ω,
u = 0 na ∂Ω,

(3.9)

kde λk znač́ı k−té vlastńı č́ıslo př́ıslušné vlastńı funkci ϕk(x).
Předpokládejme, že existuje klasické řešeńı u úlohy (3.9) a vynásobme tuto

formulaci funkćı ϕk(x). Provedeme–li integraci přes oblast Ω, dostaneme∫
Ω

(−∆uϕk − λkuϕk) dx =
∫

Ω
ϕ2
k dx > 0.

Levou stranu lze dále upravit s využit́ım Greenovy identity∫
Ω
−(∆uϕk + λkuϕk) dx =

∫
Ω

(u∆ϕk −∆uϕk) dx =∫
∂Ω

(
u
∂ϕk
∂n − ϕk

∂u

∂n

)
dS = 0,
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vzhledem k tomu, že jak u, tak ϕk jsou na ∂Ω nulové. Posledńı rovnost tedy dává
spor a neńı možné, aby řešeńı existovalo. Na druhou stranu je ale možné naj́ıt
K > 0 tak, že u(x) = Kϕ1(x) a u(x) = −Kϕ1(x) jsou dolńı a horńı řešeńı.

Důležitost předchoźı existenčńı věty spoč́ıvá v tom, že nám poskytuje návod,
jak ukázat, že řešeńı u(x, t) úlohy (3.1) vybuchuje v konečném čase. Pokud nalez-
neme dolńı a horńı řešeńı taková, že u ≤ u, která vybuchuj́ı v konečných časech
T , T , potom nerovnost (3.8) implikuje, že také u vybuchuje v konečném čase T0.
Nav́ıc plat́ı T ≤ T0 ≤ T .

3.3.1 Diskuze o jednoznačnosti

Jednoznačnost řešeńı parabolických parciálńıch diferenciálńıch rovnic je i v dnešńı
době stále studovanou oblast́ı. Studiem této vlastnosti se zabývalo mnoho autor̊u,
např. Fujita, Watanabe [17] nebo Friedman [16]. Pro názornost uvažujme
parabolickou úlohu s Neumannovou okrajovou podmı́nkou

∂u

∂t
−∆u = f(u) v ΩT ,

∂u

∂n = 0 na ∂ΩT ,

u(x, 0) = 0 v Ω,

(3.10)

kde zvoĺıme speciálně f(u) = u
1
2 . S ohledem na Neumannovu okrajovou podmı́nku

je možné hledat řešeńı úlohy (3.10) jakožto řešeńı obyčejné diferenciálńı rovnice
du
dt = u

1
2 , t > 0,

u(0) = 0.
(3.11)

Je zřejmé, že obě úlohy řeš́ı jednak u(t) ≡ 0, ale také funkce u(t) = t2/4.
V tomto př́ıpadě je nejednoznačnost klasického řešeńı zp̊usobena tzv. ne-

konečnou intenzitou zdroje v počátku. Z teorie počátečńıch úloh pro obyčejné
diferenciálńı rovnice je známo, že k zajǐstěńı jednoznačnosti řešeńı stač́ı, aby f
byla Lipschitzovsky spojitá. Problém nelinearity, která vystupuje ve zmı́něné rov-
nici je to, že na libovolném intervalu, který obsahuje počátek, tato funkce lipschi-
tzovskost ztráćı. Na druhou stranu lze snadno nahlédnout (separaćı proměnných
a substitućı u = z3), že počátečńı úloha

du
dt = 1 + u

2
3 , t > 0,

u(0) = 0,
(3.12)

jednoznačně řešitelná je, ačkoliv funkce s 7→ 1 + s
2
3 opět neńı Lipschitzovsky

spojitá v okoĺı bodu nula. Z toho plyne, že lipschitzovskost pravé strany neńı
podmı́nkou nutnou. Kromě lipschitzovskosti byly odvozeny i jiné podmı́nky, které
jsou v́ıce či méně omezuj́ıćı. Tyto výsledky shrnuje např. [2].

Friedman [16] se ve svém článku zabýval studiem podmı́nek pro zajǐstěńı jed-
noznačnosti řešeńı parabolických úloh. Uvedl zde, že pokud f je nerostoućı funkćı,
stač́ı to k tomu, aby řešeńı bylo jednoznačné. V našem př́ıpadě je ale zcela ne-
vhodné pracovat s nerostoućımi nelinearitami. Je tedy nutné hledat jiné podmı́nky,
které jednoznačnost řešeńı zajist́ı. Inspiraci je možné hledat v teorii obyčejných
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diferenciálńıch rovnic. Ukazuje se, že i v př́ıpadě parciálńıch diferenciálńıch rovnic
plat́ı obdobné výsledky.

Budeme tedy požadovat, aby nelineárńı funkce f splňovala jednostrannou
Lipschitzovu podmı́nku, tj. aby existovala konstanta L > 0 tak, že

f(s1)− f(s2) ≤ L(s1 − s2) pro s1 ≥ s2. (3.13)

Tato podmı́nka je slabš́ı než klasická lipschitzovskost, ale stač́ı k tomu, aby řešeńı
námi studovaných úloh bylo jednoznačné.

3.3.2 Konstrukce dolńıho řešeńı

Ke konstrukci dolńıho řešeńı úlohy (3.1) využijeme myšlenku, která byla uvedena
v [26].

Definujme funkci u(x, t) = z(v(x, t)) tak, že plat́ı{
zv = f(z),
z(0) = 0.

(3.14)

Poznamenejme, že jde o korektńı definici dolńıho řešeńı, nebot’ existence a jedno-
značnost lokálńıho klasického řešeńı plyne ze standardńı teorie obyčejných dife-
renciálńıch rovnic.

Dále př́ımo z definice funkce u plyne

ut = zvvt = f(z)vt,

∆u = ∇ · ∇u = ∇(zv∇v) = ∇(f(z)∇v)

= f ′(z)∇z∇v + f(z)∆v = f ′(z)f(z)|∇v|2 + f(z)∆v,

a tedy
ut −∆u = f(z)(vt −∆v)− f ′(z)f(z)|∇v|2. (3.15)

Z nezápornosti výrazu f ′(z)f(z)|∇v|2 plyne, že nyńı stač́ı vhodně zvolit funkci
v a u bude dolńı řešeńı. Tento speciálńı tvar dolńıho řešeńı má mnoho výhod,
zejména pak to, že umožňuje definovat postačuj́ıćı podmı́nku pro výbuch řešeńı
úlohy (3.1) v konečném čase.

Věta 3.10 ([26], Theorem 1, str. 138)
Necht’ T ∗ > 0 a necht’ existuje v(x, t) takové, že u(x, t) = z(v(x, t)) je dolńı řešeńı
(3.1). Pokud plat́ı nutná podmı́nka (3.5) a

sup
x∈Ω

v(x, T ∗)− I ≥ 0, (3.16)

kde
I :=

∫ +∞

0

1
f(s) ds, (3.17)

potom u vybuchuje v konečném čase T ≤ T ∗.

Důkaz. Př́ımo z definice funkce z plyne

sup
x∈Ω

v(x, t) = sup
x∈Ω

∫ z

0

1
f(s) ds = sup

x∈Ω

(∫ +∞

0

1
f(s) ds−

∫ +∞

z

1
f(s) ds

)
.

Protože sup
x∈Ω

(
−
∫ +∞

z

1
f(s) ds

)
< 0 pro t < T , dolńı řešeńı vybuchuje v konečném

čase T ≤ T ∗ při platnosti předpokladu (3.16) z dokazované věty.
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V následuj́ıćım Lemmatu zodpov́ıme otázku, jak je možné volit funkci v(x, t).
Lemma 3.11
Necht’ k ≥ 0, λ ≥ λ∗(1 + k) =: λk a v(x, t) je řešeńım úlohy

vt −∆v = λ∗(1 + k)ϕ1(x), v ΩT

v = 0, na ∂ΩT

v(x, 0) = 0 na Ω.
(3.18)

Pokud aI < 1 + k, potom u vybuchuje v konečném čase

T ≤ − 1
λ1

ln
(

1− aI

1 + k

)
. (3.19)

Důkaz. Nejprve ověř́ıme, že skutečně jde o dolńı řešeńı. Vyjdeme z (3.15), kam
dosad́ıme vyjádřeńı (3.18). Zvoĺıme-li ϕ1(x) tak, že sup

x∈Ω
ϕ1(x) = 1 a použijeme–li

předpoklad λ ≥ λk, potom dostaneme

ut −∆u = λ∗(1 + k)ϕ1(x)f(z)− f ′(z)f(z)|∇v|2 ≤ λf(z) = λf(u), (3.20)

kde jsme, vzhledem k vlastnostem f, využili nezápornosti členu f ′(z)f(z)|∇v|2.
Okrajová podmı́nka na ∂Ω je splněna triviálně, nebot’ v = 0 na ∂Ω. Taktéž
požadovaná nerovnost v počátečńı podmı́nce je splněna, protože

u(x, 0) = z(v(x, 0)) = z(0) = 0 ≤ u0.

Jde tedy skutečně o dolńı řešeńı. Nyńı ověř́ıme postačuj́ıćı podmı́nku ve Větě 3.10.
Vzhledem ke speciálńımu tvaru pravé strany lze řešeńı v hledat v separovaném
tvaru v(x, t) = ϕ1(x)q(t), kde q je vhodná funkce. Dosazeńım do (3.18) tuto
funkci snadno dopoč́ıtáme a dostaneme

v(x, t) = 1 + k

a
ϕ1(x)

(
1− e−λ1t

)
. (3.21)

Nyńı stač́ı ukázat existenci T ∗ > 0 tak, že

sup
x∈Ω

v(x, T ∗)− I ≥ 0, (3.22)

což je ekvivalentńı tomu, že
1 + k

a

(
1− e−λ1T ∗)− I ≥ 0, (3.23)

z čehož dostaneme
T ∗ ≥ − 1

λ1
ln
(

1− aI

1 + k

)
, (3.24)

právě tehdy, když aI < 1+k, jak plyne z definičńıho oboru funkce s 7→ ln s. Nav́ıc
dostáváme horńı odhad času výbuchu

T ≤ − 1
λ1

ln
(

1− aI

1 + k

)
. (3.25)

Z předchoźıho Lemmatu vyplývá několik skutečnost́ı. Pokud nelinearita f
roste do nekonečna dostatečně rychle (tj. aI < 1), pak pro každé λ ≥ λ∗ docháźı
k výbuchu dolńıho řešeńı v konečném čase T ≤ − ln(1− aI)/λ1.

Naopak, pokud je tento r̊ust pomaleǰśı (tj. k > 0), potom existuje hodnota
λk > λ∗ taková, že dolńı řešeńı u vybuchuje v konečném čase pro všechna λ ≥ λk.
Je zřejmé, že č́ım větš́ı bude k, t́ım větš́ı bude také λk.
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3.3.3 Konstrukce horńıho řešeńı

Z Amannova protipř́ıkladu v předchoźı sekci plyne, že při konstrukci horńıho
řešeńı je nutné postupovat obezřetně. Bohužel, obecně by mohlo být velice složité
dokázat, že pro danou dvojici funkćı u, u skutečně plat́ı požadovaná nerovnost.
Z tohoto d̊uvodu je velice užitečný následuj́ıćı srovnávaćı princip.

Věta 3.12 ([5], Theorem 4.1, str. 88)
Necht’ u, u ∈ C2,1(ΩT ) ∩ C(ΩT ) jsou takové, že

ut −∆u− λf(u) < ut −∆u− λf(u) v ΩT ,

u < u na ∂pΩT .

Potom
u < u v ΩT . (3.26)

Důkaz. Označme d(x, t) = u(x, t) − u(x, t) a předpokládejme, že tvrzeńı věty
neplat́ı. Pak muśı existovat t1 > 0 takové, že d(x1, t1) = 0 pro nějaké x1 ∈ Ω.
Nav́ıc d(x, t) > 0 pro (x, t) ∈ Ω × [0, t1) a dt(x1, t1) ≤ 0. Funkce d(x, t1) nabývá
svého minima v x = x1, tj. ∆d(x1, t1) ≥ 0. Nicméně ale plat́ı

dt(x1, t1) = ∂

∂t
(u(x, t)− u(x, t)) > ∆u−∆u− λf(u) + λf(u) ≥ 0, (3.27)

což je spor a tedy muśı být u(x, t) < u(x, t) v ΩT .

Nyńı zbývá ukázat, že existuje horńı řešeńı, které také vybuchuje v konečném
čase.

Zvoĺıme u(x, t) = θ(t), kde θ je řešeńım úlohyθ
′(t) = λf(θ(t)) + ε, t > 0,
θ(0) = ε,

(3.28)

pro ε > max
x∈Ω

u0(x).

Věta 3.13
Funkce u(x, t) = θ(t) definovaná úlohou (3.28) je striktńı horńı řešeńı úlohy (3.1).

Důkaz. Korektnost definice plyne opět jako v př́ıpadě dolńıho řešeńı ze stan-
dardńı teorie obyčejných diferenciálńıch rovnic. Př́ımým osazeńım do (3.1) dosta-
neme 

∂u

∂t
−∆u = λf(θ(t)) + ε > λf(θ(t)) = λf(u) v ΩT ,

u(x, 0) = θ(0) = ε > max
x∈Ω

u0(x) ≥ u0(x) v Ω,
(3.29)

tj. u je striktńı horńı řešeńı.

Lemma 3.14
Pro dolńı řešeńı u a striktńı horńı řešeńı u definované vztahy (3.14), resp. (3.28)
plat́ı u < u v ΩT .
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Důkaz. Protože plat́ı

ut −∆u− λf(u) ≤ 0 < ut −∆u− λf(u) v ΩT ,

u = 0 < ε = u na ∂pΩT

a u, u maj́ı požadovanou hladkost, lze použ́ıt Větu 3.12 a dostaneme dokazované
Lemma.

Nyńı uvedeme tvrzeńı, kterým shrneme výsledky uvedené v této sekci.

Věta 3.15
Necht’ f je neklesaj́ıćı hladká funkce, která splňuje nutnou podmı́nku (3.5) a
předpoklady (P1) a (P2). Zvolme nejmenš́ı k ≥ 0 takové, že aI < 1 + k, kde
I je definováno v (3.17). Potom pro λ ≥ λk vybuchuje jednoznačné řešeńı u(x, t)
úlohy 

∂u

∂t
−∆u = λf(u) v ΩT ,

u = 0 na ∂ΩT ,

u(x, 0) = u0(x) ≥ 0 v Ω

v konečném čase T0. Pro čas výbuchu nav́ıc plat́ı odhad

T =
∫ +∞

ε

1
λf(s) + ε

ds ≤ T0 ≤ −
1
λ1

ln
(

1− aI

1 + k

)
= T . (3.30)

λkλ∗
?

+∞ +∞

λ

‖u‖∞

Obrázek 3.3: Oblasti globálńıch a neomezených řešeńı. V regionu označeném
otazńıkem neńı garantováno, že pro malé hodnoty ‖u‖∞ nedojde k výbuchu

řešeńı v konečném čase.

Poznámka 3.16
Ilustračńı obrázek plat́ı v př́ıpadech, kdy Ω je konvexńı oblast a f(s) = 1 + sq, kde
1 < q < σ = n+ 2

n− 2 pro n ≥ 3 d́ıky apriorńım odhad̊um z článku [14]. Dále také v

př́ıpadě, kdy Ω je kruh v R2 a f(s) = exp(s), [21].
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Pokud λ ≤ λ∗ a počátečńı podmı́nka u0 ≤ w, kde w je minimálńı řešeńı
stacionárńı úlohy, pak řešeńı u(x, t) bude omezené, globálńı a nav́ıc

u(x, t)↗ w(x) pro t→ +∞ stejnoměrně v Ω.

Dále pokud λ ∈ (λ∗, λk), potom řešeńı vybuchuje v konečném čase pro dostatečně
velkou počátečńı podmı́nku u0 ve smyslu normy ‖·‖∞, ale na druhou stranu, pro
malé počátečńı podmı́nky neńı výbuch řešeńı v konečném čase garantován. Pro
λ ≥ λk vybuchuje řešeńı u v konečném čase pro každou u0 ≥ 0.
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KAPITOLA 4

Systém dvou rovnic

V této kapitole uvedeme hlavńı výsledky celé práce. Motivováni článkem [9], bu-
deme studovat kvalitativńı vlastnosti řešeńı systému

∂u1
∂t
−∆u1 = λf1(u2) v ΩT ,

∂u2
∂t
−∆u2 = λf2(u1) v ΩT ,

u1 = u2 = 0 na ∂ΩT ,

u1(x, 0) = u0
1(x) ≥ 0 v Ω,

u2(x, 0) = u0
2(x) ≥ 0 v Ω.

(4.1)

Vždy budeme předpokládat, že oblast Ω je tř́ıdy C2,ν , ν ∈ [0, 1]. I zde se budeme
zabývat výhradně klasickými řešeńımi studované úlohy, proto je nutné zahrnout
také požadavek u0

1, u
0
2 ∈ C2,γ(Ω), γ ∈ (0, 1]. Nav́ıc tyto funkce muśı splňovat

podmı́nku kompatibility. Na tomto mı́stě ještě upozorněme na značeńı. Vždy bu-
deme značit u = (u1, u2), f = (f1, f2) a podobně. Př́ıpadně operace mezi takto
značenými funkcemi budeme vždy chápat po složkách, nebude–li řečeno jinak.
Daľśı předpoklady budeme specifikovat v daľśıch sekćıch. Strukturálně budeme
postupovat identicky jako v předchoźı kapitole. Nejprve uvedeme výsledky, které
byly dosaženy pro stacionárńı úlohu a poté ukážeme, že maj́ı př́ımé d̊usledky pro
parabolickou úlohu.

4.1 Stacionárńı úloha

Ve zmı́něném článku autoři studovali existenci silných řešeńı úlohy
−∆u1 = λf1(u2) v Ω,
−∆u2 = λf2(u1) v Ω,
u1 = u2 = 0 na ∂Ω

(4.2)

na omezené množině Ω ⊂ Rn s hranićı tř́ıdy C2,ν v dimenzi n ≥ 2. Předpokládali,
že f1, f2 : R → (0,+∞) jsou neklesaj́ıćı spojité funkce, které dále splňuj́ı tyto
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předpoklady:

(P1) lim
s→+∞

f1(s)
s

= +∞ = lim
s→+∞

f2(s)
s

,

(P2) ∃ a, b > 0 ∀s ∈ R : f1(s), f2(s) > as+ b.

Silným řešeńım byla myšlena trojice

(λ, (u1, u2)) ∈ R× E, (4.3)

kde E :=
[
W 1,2

0 (Ω) ∩W 2,p(Ω)
]2

pro p > n s normou

‖(u1, u2)‖E := ‖u1‖W 2,p(Ω) + ‖u2‖W 2,p(Ω) . (4.4)

Obdobně jako ve skalárńım př́ıpadě, který jsme studovali v minulé kapitole, bylo
ukázáno, že za platnosti výše uvedených předpoklad̊u existuje hodnota λ∗ taková,
že úloha (4.2) nemá žádné řešeńı pro λ ≥ λ∗.

Pokud zvoĺıme ϕ1 tak, že je kladná v Ω, předpoklad (P2) nám pak umožňuje
přesně lokalizovat hodnotu λ∗.

Věta 4.1 ([9], Theorem 1.1, str. 5721)
Necht’ spojité funkce f1, f2 splňuj́ı předpoklad (P2). Potom úloha (4.2) nemá pro
λ ≥ λ∗ := λ1/a řešeńı.

Důkaz. Uvedeme d̊ukaz z [9]. Necht’ (λ, u1, u2), λ > 0 je silným řešeńım (4.2).
Z principu maxima pak muśı být u1, u2 > 0. Sečteńım obou rovnic dostaneme

−∆
(
u1 + u2 + 2b

a

)
= −∆(u1 + u2) > aλ

(
u1 + u2 + 2b

a

)
,

kde jsme použili předpoklad (P2).
Označ́ıme–li w := u1 + u2 + 2b

a
, pak w > 0 v Ω̄, −∆w > aλw v Ω a plat́ı∫

Ω
(ϕ1∆w−w∆ϕ1) dx <

∫
Ω

(−aλwϕ1+λ1wϕ1) dx = (−aλ+λ1)
∫

Ω
wϕ1 dx. (4.5)

Na druhou stranu z Greenovy identity (2.18)∫
Ω

(ϕ1∆w − w∆ϕ1) dx =
∫
∂Ω

(ϕ1∇w − w∇ϕ1) · n dS, (4.6)

která je použitelná, protože w je silné řešeńı, tedy w ∈ W 1,2
0 (Ω) ∩ W 2,p(Ω) a

ϕ1(x) ∈ C2,ν(Ω) dle Schauderovy teorie. Protože∫
∂Ω
∇ϕ1 · n dS =

∫
Ω

∆ϕ1 dx = −
∫

Ω
λ1ϕ1 dx < 0, (4.7)

dostaneme ∇ϕ1 · n < 0 na ∂Ω, ϕ1 = 0 na ∂Ω, inf
∂Ω
w > 0 a tedy v (4.6)∫

∂Ω
(ϕ1∇w − w∇ϕ1) · n dS = −

∫
∂Ω
w∇ϕ1 · n dS > (4.8)

− inf
∂Ω
w

∫
∂Ω
∇ϕ1 · n dS > 0.

Z (4.5) a (4.8) pak plyne, že pokud má být trojice (λ, u1, u2) řešeńım, nerovnost
λ ≥ λ1

a
= λ∗ nesmı́ nastat.
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Daľśım d̊uležitým výsledkem bylo prokázáńı existence silných řešeńı pro hod-
noty λ < λ∗. Označme S množinu trojic (λ, (u1, u2)) ∈ R× E takových, že tyto
trojice řeš́ı (4.2) a

Projλ∈[0,+∞) := {λ ∈ [0,+∞) : ∃(u1, u2) ∈ E takové, že (λ, (u1, u2)) ∈ K },

kde K ⊂ S je tzv. kontinuum řešeńı. Kontinuem je myšlena souvislá uzavřená
množina.

Věta 4.2 ([9], Theorem 1.2, str. 5721)
Necht’ f1, f2 jsou spojité a splňuj́ı předpoklad (P1). Pak existuje neomezené kon-
tinuum řešeńı K ⊂ S a plat́ı:

1. (λ, (u1, u2)) ∈ K je nezáporné řešeńı právě tehdy, když λ ∈ (0, λ∗),

2. pro λ = 0 je prvek (0, 0, 0) jediným prvkem, který nálež́ı do K ,

3. Projλ∈[0,+∞) ⊂ [0, λ∗),

4. Existuje posloupnost řešeńı (λn, (u1n, u2n)) ∈ K taková, že λn ∈ (0, λ∗) pro
všechna n a ‖(u1n, u2n)‖E → +∞ pro n→ +∞.

Prvńı bod plyne snadno z principu maxima a Věty 4.1, druhý bod je pak
d̊usledkem principu maxima samotného. Třet́ı a čtvrtý bod implikuj́ı existenci
alespoň dvou nezáporných řešeńı pro každé λ ∈ (0, λ∗). Jejich d̊ukazy jsou ne-
triviálńı, využ́ıvaj́ı aproximaci (4.2) pomoćı asymptoticky positivně homogenńıho
systému. Pro podrobný d̊ukaz odkažme na [9].

Zmı́něný článek také dále rozšǐruje výsledky, které byly dosaženy pro skalárńı
rovnice s hladkou pravou stranou na konvexńı oblasti. Jmenovitě bylo dokázáno
následuj́ıćı tvrzeńı.

Věta 4.3 ([9], Theorem 1.3, str. 5721)
Necht’ f1, f2 jsou neklesaj́ıćı hladké funkce splňuj́ıćı (P1) a Ω je konvexńı oblast.
Pokud bud’

1. n = 2 a existuj́ı kladná č́ısla K, q1, q2, a q1 + q2 < 2 jsou taková, že pro
všechna s ∈ R plat́ı

f1(s) ≤ K exp(|s|q1) a f2(s) ≤ K exp(|s|q2), (4.9)

anebo

2. n ≥ 3, Ω je tř́ıdy C3 a existuj́ı kladná č́ısla b1, b2 tak, že

lim
s→+∞

f1(s)
sp1

= b1 a lim
s→+∞

f2(s)
sp2

= b2, (4.10)

kde p1, p2 > 1 jsou takové, že

1
p1 + 1 + 1

p2 + 1 >
n− 2
n

, (4.11)

pak bod λ∞ = 0 je jednoznačným bifurkačńım bodem kontinuaa řešeńı K
z nekonečna.
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Bod λ∞ je nazýván bifurkačńım bodem systému (4.2) z nekonečna, nebot’ je
to takový bod, pro který množina řešeńı S obsahuje posloupnost λn takovou,
že λn → λ∞ a ‖(u1n, u2n))‖E → +∞ pro n → ∞. Předchoźı věta zobecňuje
výsledky źıskané pro skalárńı úlohu. I v př́ıpadě systému dvou rovnic (při plat-
nosti zmı́něných předpoklad̊u) tedy bifurkačńı diagram vypadá obdobně, jako
jsme uvedli na Obrázku 3.1.

Od tohoto mı́sta budeme pracovat se silněǰśım předpokladem pro funkce f1, f2,
konkrétně

(P3) f1, f2 jsou γ − hölderovsky spojité funkce, γ ∈ (0, 1).

Od těchto funkćı budeme vyžadovat splněńı jednostranné Lipschitzovy podmı́nky
(3.13), tj. předpokládejme, že existuj́ı konstanty Li > 0 tak, že

fi(s1)− fi(s2) ≤ Li(s1 − s2) pro s1 ≥ s2, (4.12)

pro i = 1, 2. Ostatńı předpoklady z̊ustanou nezměněny.
Důvodem pro ześıleńı předpoklad̊u je to, že spojitost pravé strany obecně ne-

muśı pro existenci klasického řešeńı eliptických úloh stačit. Hölderovská spojitost
nám ale umožňuje ukázat, že silná řešeńı muśı být rovněž klasická. Jednostranná
Lipschitzova podmı́nka zajist́ı jednoznačnost řešeńı, viz Sekce 3.3.1.

Lemma 4.4
Necht’ (λ, (u1, u2)) je silné řešeńı (4.2). Pokud f1, f2 jsou γ−hölderovsky spojité
funkce, pak (λ, (u1, u2)) je klasické řešeńı.

Důkaz. Provedeme modifikaci d̊ukazu dle Lemmatu A.1 na straně 4991 v [8].
Pro fixńı hodnotu λ je u2 ∈W 1,2

0 (Ω) ∩ W 2,p(Ω), p > n. Protože Ω je tř́ıdy C2,ν ,
plat́ı následuj́ıćı spojité vnořeńı (Věta 2.8, str. 14).

W 2,p(Ω) ↪→ C1,γ1(Ω) pro 0 < γ1 < 1− n

p
. (4.13)

Funkce z prostoru C1,γ1(Ω) je zároveň Lipschitzovsky spojitá a z γ–hölderovské
spojitosti funkce f1 plyne, že

|f1(u2(x))− f1(u2(y))| = |f1(u2(x))− f1(u2(y))|
|u2(x)− u2(y)|γ |u2(x)− u2(y)|γ

≤ [f1]γ |u2(x)− u2(y)|γ

≤ [f1]γc
γ ‖x− y‖γ ∀x, y ∈ Ω,

kde c je Lipschitzova konstanta. Z tohoto odhadu tedy plyne f1(u2) ∈ Cγ(Ω).
Protože nyńı plat́ı rovnost −∆u1 = f1(u2), lze využ́ıt Schauderovy odhady pro
lineárńı eliptické úlohy a dostaneme u1 ∈ C2,β(Ω) pro β ∈ (0, γ). Z toho plyne, že
u1 je klasické. Pro u2 se postupuje analogicky.

4.2 Metoda horńıch a dolńıch řešeńı

Nyńı se vrat’me k nestacionárńımu systému (4.1). Nalezneme dolńı a horńı řešeńı
a ukážeme existenci klasického řešeńı u takového, že u ≤ u ≤ u. Nejprve však
uvedeme d̊ukaz sĺıbené obdoby Věty 3.8 na straně 24.
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Věta 4.5 ([39], Theorem 12.1.1, str. 327)
Necht’ Ω je tř́ıdy C2,ν , ν ∈ [0, 1], u0

1, u
0
2 ∈ C2,γ(Ω) splňuj́ı podmı́nku kompatibility,

neklesaj́ıćı funkce f1, f2 splňuj́ı předpoklad (P3) a jednostrannou Lipschitzovu
podmı́nku (3.13). Necht’ existuj́ı horńı a dolńı řešeńı taková, že u(x, t) ≤ u(x, t).
Potom existuje jednoznačné řešeńı u(x, t) systému (4.1) takové, že

u(x, t) ≤ u(x, t) ≤ u(x, t) v ΩT .

Důkaz. Nast́ıńıme nejprve myšlenku d̊ukazu. Pro k ∈ N definujme posloupnost
u(k)(x, t) = (u(k)

1 (x, t), u(k)
2 (x, t)), tak že u(k) je řešeńım úlohy

∂u
(k)
1
∂t
−∆u(k)

1 = λf1(u(k−1)
2 ) v ΩT ,

∂u
(k)
2
∂t
−∆u(k)

2 = λf2(u(k−1)
1 ) v ΩT ,

u
(k)
1 = u

(k)
2 = 0 na ∂ΩT ,

u
(k)
1 (x, 0) = u0

1(x) ≥ 0 v Ω,

u
(k)
2 (x, 0) = u0

2(x) ≥ 0 v Ω.

(4.14)

Na tomto mı́stě upozorněme čtenáře na značeńı - u(0) bude značit nultý prvek
posloupnosti u(k) (tedy počátečńı podmı́nku iteračńıho procesu), kdežto u0 potom
počátečńı podmı́nku systému (4.1).

Pokud zvoĺıme u(0) = (u(0)
1 , u

(0)
2 ) ∈ C2+γ,1+ γ

2 (ΩT ) ∩ C(ΩT ), pak pro každé
k ∈ N jde o systém lineárńıch úloh a z Schauderovy teorie (Věta 2.24 na straně
17) plyne existence právě jednoho klasického řešeńı. Nav́ıc z Schauderova odhadu
(2.21) potom źıskáme informaci o regularitě řešeńı, konkrétně

u(k) ∈ C2+γ,1+ γ
2 (ΩT ) ∩ C(ΩT ), (4.15)

pro k ∈ N. Jako počátečńı podmı́nku pro iteračńı proces (4.14) lze zvolit dolńı
řešeńı úlohy (4.1), tj. u(0) = (u(0)

1 , u
(0)
2 ) = (u1, u2). Takto vzniklou posloupnost

označ́ıme u(k) = (u(k)
1 , u

(k)
2 ). Tato volba ovšem neńı jediná. Je totiž možné zvolit

také horńı řešeńı, tj. u(0) = (u(0)
1 , u

(0)
2 ) = (u1, u2), kdy obdobně tuto posloupnost

označ́ıme u(k) = (u(k)
1 , u

(k)
2 ).

Nyńı ukážeme, že pro k ∈ N ∪ {0} v ΩT plat́ı

u(k)(x, t) ≤ u(k+1)(x, t) ≤ u(k+1)(x, t) ≤ u(k)(x, t). (4.16)

Pro i = 1, 2 označme w(0)
i = u

(0)
i − u

(1)
i = ui − u(1)

i a v ΩT dostaneme

∂w
(0)
1
∂t
−∆w(0)

1 =

∂u1
∂t
−∆u1 −

(
∂u

(1)
1
∂t
−∆u(1)

1

)
≥ λf1(u2)− λf1(u2) = 0,

∂w
(0)
2
∂t
−∆w(0)

2 =

∂u2
∂t
−∆u2 −

(
∂u

(1)
2
∂t
−∆u(1)

2

)
≥ λf2(u1)− λf2(u1) = 0,
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kde jsme využili definici horńıho řešeńı a (4.14). Dále zřejmě

w
(0)
i = u

(0)
i − u

(1)
i = ui − u(1)

i ≥ 0 na ∂Ω,

w
(0)
i (x, 0) = ui(x, 0)− u(1)

i (x, 0) ≥ u0
i − u0

i = 0 v Ω.

Z principu maxima tedy wi ≥ 0 v ΩT , tj. ui ≥ u
(1)
i . Zcela stejným postupem

bychom ukázali, že v ΩT plat́ı u(1)
i ≥ ui, pokud bychom jako počátečńı podmı́nku

iteračńıho procesu zvolili dolńı řešeńı.
Nyńı označme v(1)

i = u
(1)
i − u

(1)
i . Potom v ΩT

∂v
(1)
1
∂t
−∆v(1)

1 =

∂u
(1)
1
∂t
−∆u(1)

1 −
(
∂u

(1)
1
∂t
−∆u(1)

1

)
= λf1(u(0)

2 )− λf1(u(0)
2 ) ≥ 0,

∂v
(1)
2
∂t
−∆v(1)

2 =

∂u
(1)
2
∂t
−∆u(1)

2 −
(
∂u

(1)
2
∂t
−∆u(1)

2

)
= λf2(u(0)

1 )− λf2(u(0)
1 ) ≥ 0,

kde jsme využili kvazimonotonii funkce f = (f1, f2). Obdobně i nyńı plat́ı

v
(1)
i = u

(1)
i − u

(1)
i = 0 na ∂Ω,

v
(0)
i (x, 0) = u

(1)
i (x, 0)− u(1)

i (x, 0) = u0
i − u0

i = 0 v Ω.

Z principu maxima potom i nyńı plyne nerovnost u(1)
i ≥ u

(1)
i v ΩT . Celkově tedy

v ΩT

u(0) ≤ u(1) ≤ u(1) ≤ u(0).

Nyńı předpokládejme, že pro k ≥ 2 v ΩT plat́ı

u(k−1) ≤ u(k) ≤ u(k) ≤ u(k−1).

Označme w(k)
i = u

(k)
i − u

(k+1)
i . Stejným zp̊usobem jako v předchoźım dostaneme

∂w
(k)
1
∂t

−∆w(k)
1 =

∂u
(k)
1
∂t
−∆u(k)

1 −
(
∂u

(k+1)
1
∂t

−∆u(k+1)
1

)
= λf1(u(k−1)

2 )− λf1(u(k)
2 ) ≥ 0,

∂w
(k)
2
∂t

−∆w(k)
2 =

∂u
(k)
2
∂t
−∆u(k)

2 −
(
∂u

(k+1)
2
∂t

−∆u(k+1)
2

)
= λf2(u(k−1)

1 )− λf2(u(k)
1 ) ≥ 0,

tedy v ΩT bude u(k+1)
i ≤ u

(k)
i . Obdobným zp̊usobem lze snadno ukázat platnost

nerovnost́ı u(k+1)
i ≥ u(k)

i a u(k+1)
i ≤ u(k+1)

i . Nyńı tedy nerovnost

u(k)(x, t) ≤ u(k+1)(x, t) ≤ u(k+1)(x, t) ≤ u(k)(x, t), (4.17)
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plyne z principu matematické indukce. Protože posloupnost u(k) (u(k)) je shora
(zdola) omezená a neklesaj́ıćı (nerostoućı), existuj́ı bodové limity

lim
k→+∞

u(k)(x, t) =: u∞(x, t),

lim
k→+∞

u(k)(x, t) =: u∞(x, t).

Ze spojitosti f = (f1, f2) plyne konvergence funkćı f1(u(k)
2 ), resp. f2(u(k)

1 ) k li-
mitńımu prvku f1(u2), resp. f2(u1) (bez ohledu na to, jak zvoĺıme nultý prvek
iteračńıho procesu, proto nyńı znač́ıme u1, u2 ”standardně“). Ze Schauderových
odhad̊u pak plyne avizovaná regularita (4.15). Z Schauderových odhad̊u také plyne
stejnoměrná omezenost (pro každé k) posloupnosti u(k) v prostoru

C2+γ,1+ γ
2 (ΩT ) ∩ C(ΩT ), (4.18)

tj. jde skutečně o řešeńı systému (4.1).
Nyńı ukážeme, že u∞(x, t) = u∞(x, t). V ΩT označme wi = u∞i − u∞i pro

i = 1, 2. Po dosazeńı do předpisu iteračńıho procesu (4.14) dostáváme

∂(w1 + w2)
∂t

−∆(w1 + w2) =

∂u∞1
∂t
−∆u∞1 −

(
∂u∞1
∂t
−∆u∞1

)
+ ∂u∞2

∂t
−∆u∞2 −

(
∂u∞2
∂t
−∆u∞2

)
=

λ (f1(u∞2 )− f1(u∞2 ) + f2(u∞1 )− f2(u∞1 )) ≥ λ(L1 + L2)(w1 + w2) ≥ 0,

kde v posledńı řádku jsme využili jednostrannou Lipschitzovsku podmı́nku (4.12).
Z principu maxima pak plyne w1 + w2 ≥ 0, ale zároveň wi ≤ 0 (dle nerovnosti
(4.17)). Z toho plyne, že w ≡ 0 tj. u∞(x, t) = u∞(x, t). Nalezené řešeńı je tedy
jednoznačné.

Poznámka 4.6
V některých situaćıch m̊uže být požadavek regularity počátečńıch dat

u(0) ∈ C2+γ,1+ γ
2 (ΩT ) ∩ C(ΩT )

zbytečně př́ısný. Ukazuje se, že je možné zvolit u(0) z prostoru

C2,1(ΩT ) ∩ C(ΩT )

a iteračńı proces i v tomto př́ıpadě konverguje k požadovanému řešeńı. Jedinou
odlǐsnost́ı je to, že nyńı bude

u(1) ∈ Cγ,
γ
2 (ΩT ) ∩ C(ΩT ),

u(k) ∈ C2+γ,1+ γ
2 (ΩT ) ∩ C(ΩT ),

pro k > 1. Prvńı iterace tedy ztrat́ı prostorovou i časovou hladkost, daľśı iterace
se ale už ovšem (d̊usledkem platnosti Schauderových odhad̊u) v očekávaných pro-
storech nacháźı.

Ukazuje se, že takto źıskané řešeńı je definované pouze pro t < T , tj. jen do
času výbuchu eventuálńıho horńıho řešeńı. Pokud máme k dispozici dolńı řešeńı,
je možné u(x, t) lokálně prodloužit. Je zřejmé, že pokud požadujeme opět klasické
řešeńı, je toto prodloužeńı možné pouze pro t < T , což je čas výbuchu dolńıho
řešeńı. Z tohoto d̊uvodu je potřeba daľśı tvrzeńı o lokálńı existenci.

37



Věta 4.7 ([25], Theorem 8.2, str. 200, reformulováno pro systém dvou rovnic)
Necht’ t0 > 0, Ω je tř́ıdy C2,ν , ν ∈ [0, 1], u0

1, u
0
2 ∈ C2,γ(Ω) splňuj́ı podmı́nku

kompatibility, f1, f2 splňuj́ı předpoklad (P3). Označ́ıme–li

Ωt0 := {(x, t) ∈ ΩT : t− t0 < T}, (4.19)

pak existuje t0 takové, že úloha (4.1) má klasické řešeńı v Ωt0 .

V citované literatuře je toto tvrzeńı uvedeno pouze pro skalárńı rovnici, ale
vzhledem k d̊ukazové technice (Schauderova věta o pevném bodě) je možné źıskat
totožný výsledek i pro systémy v́ıce rovnic.

Poznámka 4.8
V některých př́ıpadech je možné takto źıskané řešeńı prodloužit v zobecněném
(např́ıklad slabém) smyslu i pro t > T . Otázky, zda je to možné a př́ıpadně zda je
toto rozš́ıřeńı jednoznačné, jsou ovšem extrémně obt́ı̌zné. Nav́ıc je třeba některých
daľśıch požadavk̊u na hladkost a r̊ust funkce f .

4.2.1 Globálńı omezená řešeńı

V této sekci se budeme zabývat hledáńım hodnot λ takových, že systém (4.1) má
globálńı omezené řešeńı. Analýza stacionárńı úlohy z minulé sekce naznačuje, že
pro každé λ ∈ [0, λ∗) by mělo být možné naj́ıt globálńı klasické řešeńı př́ıslušné
parabolické úlohy.

Věta 4.9
Necht’ Ω je tř́ıdy C2,ν , ν ∈ [0, 1], u1

0, u
2
0 ∈ C2,γ(Ω) splňuj́ı podmı́nku kompatibility

a f1 f2 jsou neklesaj́ıćı funkce, které splňuj́ı (P1) a (P3). Dále necht’ λ ∈ [0, λ∗) a
(u0

1, u
0
2) ≤ (w1(x), w2(x)), kde w(x) = (w1(x), w2(x)) je minimálńı klasické řešeńı

stacionárńı úlohy (4.2). Potom úloha (4.1) má globálńı klasické řešeńı.

Důkaz. Existence kladného minimálńıho klasického řešeńı w(x) = (w1(x), w2(x))
plyne z Věty 4.2 a Lemmatu 4.4. Stač́ı tedy zvolit

(u1(x, t), u2(x, t)) = (0, 0) ≤ (w1(x), w2(x)) = (u1(x, t), u2(x, t)).

Pak jde zřejmě o dolńı a horńı řešeńı systému (4.1). Na základě Věty 4.5
dostaneme existenci globálńıho klasického řešeńı parabolické úlohy (4.1).

Dále se budeme zabývat řešeńımi, která př́ısluš́ı hodnotám λ ≥ λ∗. S ohledem
na zkušenosti se skalárńımi úlohami lze očekávat, že nyńı bude existovat pouze
lokálńı řešeńı.

4.2.2 Výbuch řešeńı v konečném čase

Využijeme myšlenky uvedené v Sekci 3.3.2 předchoźı kapitoly a ukážeme, že exis-
tuje dolńı řešeńı, které vybuchuje v konečném čase.

Konstrukce dolńıho řešeńı

Naš́ım ćılem je ukázat, že u(x, t) = (u1(x, t), u2(x, t)) = (z(v(x, t)), z(v(x, t))), kde{
zv = gε(z),
z(0) = 0,

(4.20)
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pro vhodné gε(z) (značeńı bude zřejmé dále) je dolńı řešeńı. Pokud totiž provedeme
dosazeńı takto definované funkce do (4.1), dostaneme obdobně jako ve skalárńım
př́ıpadě

∂u1
∂t
−∆u1 = gε(z)(vt −∆v)− g′ε(z)gε(z)|∇v|2,

∂u2
∂t
−∆u2 = gε(z)(vt −∆v)− g′ε(z)gε(z)|∇v|2,

(4.21)

pro vhodné v(x, t). Pokud gε(z) bude neklesaj́ıćı, kladná a diferencovatelná funkce
a pokud v(x, t) zvoĺıme stejně jako v Lemmatu 3.11, pak je zřejmé, že stač́ı gε(z)
volit tak, aby platilo

gε(z) ≤ f1(z) a gε(z) ≤ f2(z), (4.22)

k tomu, aby u = (u1, u2) bylo dolńı řešeńı. Naivńı volbou by na prvńı pohled
mohla být funkce min(f1(z), f2(z)). Bohužel, tato funkce neńı diferencovatelná.
K dosažeńı požadovaného výsledku ji proto aproximujeme posloupnost́ı hladkých
funkćı zdola.

Pro daľśı potřeby označme q(s) := min(f1(s), f2(s)), g(s) = q(s) − δ, pro
0 < δ < b (viz předpoklad (P2)) a připomeňme, že pro ε > 0 znač́ı φε zhlazovaćı
jádro (viz. Sekce 2.2) a existuj́ı Ki ≥ 0 tak, že

|fi(s1)− fi(s2)| ≤ Ki|s1 − s2|γ , pro všechna s1, s2 ∈ R, i = 1, 2. (4.23)

Věta 4.10
Necht’

0 < δ < b,

0 < ε ≤
(

δ

K1 +K2

) 1
γ

,

λ ≥ λk = λ∗(1 + k) pro k ≥ 0.

Necht’ dále

• z je řešeńım (4.20), kde gε(z) := (φε ∗ g)(z) a

• v(x, t) je řešeńım (3.18).

Potom funkce u(x, t) = (u1(x, t), u2(x, t)) = (z(v(x, t), z(v(x, t)) je dolńı řešeńı
systému (4.1), které vybuchuje v konečném čase

T ≤ − 1
λ1

ln
(

1− aI

1 + k

)
, (4.24)

kde jsme označili
I :=

∫ +∞

0

1
gε(s)

ds. (4.25)

K d̊ukazu tohoto tvrzeńı potřebujeme následuj́ıćı technické lemma.

Lemma 4.11
Necht’ f1, f2 jsou neklesaj́ıćı a splňuj́ı předpoklad (P3). Potom

1. q je neklesaj́ıćı a splňuje předpoklad (P3),

2. gε(s) ∈ C∞(R),

39



3. lim
ε→0

gε(s) = g(s) stejnoměrně na kompaktńıch podintervalech R,

4. gε(s) je neklesaj́ıćı v proměnné s na R,

5. pro každé pevné s ∈ R : gε(s)↗ g(s) pro ε↘ 0,

6. pro všechna 0 < ε ≤
(

δ

K1 +K2

) 1
γ

a všechna s ∈ R plat́ı gε(s) ≤ f(s) .

Důkaz. K d̊ukazu prvńı části prvńıho bodu vezměme s1 < s2 a ukažme, že plat́ı
q(s1) ≤ q(s2).

Necht’ nejprve plat́ı f1(s1) ≤ f2(s1). Potom z vlastnost́ı minima muśı být
q(s1) = f1(s1). Nyńı pro bod s2 mohou nastat dvě možnosti.

(a) f1(s2) ≤ f2(s2)
V tomto př́ıpadě q(s1) = f1(s1) ≤ f1(s2) = q(s2).

(b) f1(s2) ≥ f2(s2)
Potom q(s1) = f1(s1) ≤ f2(s1) ≤ f2(s2) ≤ f1(s2) = q(s2).

Nyńı naopak necht’ plat́ı f1(s1) ≥ f2(s1). Pro bod s2 nastává

(a) f1(s2) ≤ f2(s2)
V tomto př́ıpadě q(s1) = f2(s1) ≤ f1(s1) ≤ f1(s2) ≤ f2(s2) = q(s2).

(b) f1(s2) ≥ f2(s2)
q(s1) = f2(s1) ≤ f2(s2) = q(s2).

K d̊ukazu druhé části tohoto bodu využijeme identitu

q(s) = min(f1(s), f2(s)) = 1
2(f1(s) + f2(s)− |f1(s)− f2(s)|)

a dále pro s1, s2 ∈ R dostaneme

|q(s1)− q(s2)| =∣∣∣∣f1(s1) + f2(s1)− |f1(s1)− f2(s1)|
2 − f1(s2) + f2(s2)− |f1(s2)− f2(s2)|

2

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣f1(s1)− f1(s2)
2 + f2(s1)− f2(s2)

2 + |f1(s2)− f2(s2)− |f1(s1)− f2(s1)|
2

∣∣∣∣ ≤
|f1(s1)− f2(s2)|+ |f2(s1)− f2(s2)| ≤ (K1 +K2)|s1 − s2|γ .

Druhý a třet́ı bod plyne snadno z definice gε(s) a z vlastnost́ı zhlazovaćıch
jader uvedených v Sekci 2.2.

Čtvrtý bod plyne z bodu prvńıho – q je neklesaj́ıćı a vzhledem k definici gε(s)
pak pro pevné s a ε→ 0 plyne, že derivace se může maximálně zvětšit.
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Dále, protože plat́ı
ε∫

−ε

φε(y) dy = 1, q je neklesaj́ıćı a y ∈ (−ε, ε), dostaneme

gε(s)− q(s) =(φε ∗ g)(s)− q(s) =
ε∫
−ε

φε(y)(g(s− y)− q(s)) dy =

ε∫
−ε

φε(y)(q(s− y)− q(s)− δ) dy ≤

ε∫
−ε

φε(y)(q(s+ ε)− q(s)− δ) dy.

Protože funkce q je ale také γ–hölderovsky spojitá, dostaneme v posledńım řádku∫ ε

−ε
φε(y)(q(s+ ε)− q(s)− δ) dy ≤ (K1 +K2)εγ − δ ≤ 0,

pro

0 < ε ≤
(

δ

K1 +K2

) 1
γ

.

Nyńı již můžeme dokázat Větu 4.24.

D̊ukaz Věty 4.24. Vyjdeme z (4.21). Dle předchoźıho Lemmatu je funkce gε(z)
neklesaj́ıćı a hladká, z čehož plyne nezápornost členu g′ε(z)gε(z)|∇v|2. Protože
nyńı skutečně plat́ı (4.22), s využit́ım konstrukce funkce v z Lemmatu 3.11,
předpokladu λ ≥ λk = λ∗(1 + k) pro k ≥ 0 a Lemmatu 4.11 dostaneme

∂u1
∂t
−∆u = gε(z)(vt −∆v)− g′ε(z)gε(z)|∇v|2 ≤ λf1(u2),

∂u2
∂t
−∆u = gε(z)(vt −∆v)− g′ε(z)gε(z)|∇v|2 ≤ λf2(u1).

(4.26)

Nerovnosti v okrajových a počátečńıch podmı́nkách jsou splněny beze změny
oproti skalárńı úloze. Čas výbuchu dolńıho řešeńı dostaneme opět s využit́ım
postačuj́ıćı podmı́nky z Věty 3.10.

Konstrukce horńıho řešeńı

Nyńı uvedeme konstrukci horńıho řešeńı. K bodovému srovnáńı dolńıho řešeńı s
řešeńım horńım by bylo vhodné mı́t k dispozici analogii srovnávaćıho principu,
který byl uveden ve Větě 3.12 na str. 28. Bohužel se ukazuje, že bez doplňuj́ıćıch
předpoklad̊u tento výsledek pro systémy rovnic neplat́ı. Pokud je ovšem nelinea-
rita f = (f1, f2) kvazimonotónně neklesaj́ıćı funkce (Definice 2.2 na str. 11), pak
obdoba Věty 3.12 plat́ı. Tento fakt je nutné zohlednit zejména v př́ıpadech, kdy
se monotonie funkćı f1, f2 lǐśı (tj. např. f1 je neklesaj́ıćı a f2 nerostoućı).

Věta 4.12 ([5], Theorem 4.3, str. 90)
Necht’ f = (f1, f2) je kvazimonotónně neklesaj́ıćı,

u, u ∈ C2,1(ΩT ) ∩ C(ΩT )
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jsou takové, že

ut −∆u− λf(u) < ut −∆u− λf(u) v ΩT ,

u < u na ∂pΩT .

Pak u(x, t) < u(x, t) v ΩT .

Důkaz. Důkaz je obdobný jako v př́ıpadě skalárńı úlohy ve Větě 3.12.

Nyńı již můžeme přistoupit ke konstrukci horńıho řešeńı. Zvolme proto

u(x, t) = (u1(x, t), u2(x, t)) = (θ(t), θ(t)), (4.27)

kde θ je řešeńım úlohyθ
′(t) = λmax(f1(θ), f2(θ)) + ε, t > 0,
θ(0) = ε,

(4.28)

pro ε > max
x∈Ω
{u0

1(x), u0
2(x)} =: M .

Věta 4.13
Funkce u(x, t) = (u1(x, t), u2(x, t)) = (θ(t), θ(t)) definovaná úlohou (4.28) je
striktńım horńım řešeńım systému (4.1).

Důkaz. Př́ımým dosazeńım do (4.1) dostaneme
∂u1
∂t
−∆u1 = λmax(f1(θ), f2(θ)) + ε > λf1(θ) = λf1(u2),

∂u2
∂t
−∆u2 = λmax(f1(θ), f2(θ)) + ε > λf2(θ) = λf2(u1).

Budeme–li ověřovat požadované nerovnosti v počátečńıch podmı́nkách, dostaneme

u1(x, 0) = θ(0) = ε > M ≥ u0
1,

u2(x, 0) = θ(0) = ε > M ≥ u0
2.

Skutečně tedy jde o striktńı horńı řešeńı.

Nyńı, když máme dolńı i horńı řešeńı, můžeme, obdobně jako ve skalárńım
př́ıpadě, využ́ıt Větu 4.12 a dostaneme, že u < u i v př́ıpadě systému (4.1). Nyńı
již shrneme dosažené výsledky.

Věta 4.14
Necht’ f = (f1, f2) je kvazimonotónně neklesaj́ıćı funkce, jež splňuje předpoklady
(P1), (P2), (P3), nutnou podmı́nku (3.5) a jednostrannou Lipschitzovu podmı́nku
(3.13). Zvolme nejmenš́ı k ≥ 0 takové, že aI < 1 + k, kde I < +∞ je definováno
v (4.25). Potom pro λ ≥ λk vybuchuje jednoznačné řešeńı úlohy

∂u1
∂t
−∆u1 = λf1(u2) v ΩT ,

∂u2
∂t
−∆u2 = λf2(u1) v ΩT ,

u1 = u2 = 0 na ∂ΩT ,

u1(x, 0) = u0
1 v Ω,

u2(x, 0) = u0
2 v Ω.
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v konečném čase T0. Pro časy výbuchu nav́ıc plat́ı odhad

T =
∫ +∞

ε

1
λmax(f1(s), f2(s)) + ε

ds ≤ T0 ≤ −
1
λ1

ln
(

1− aI

1 + k

)
= T .

Důkaz. Jako počátečńı data pro iteračńı proces (4.14) zvoĺıme dolńı řešeńı kon-
struované ve Větě 4.10, tj.

u(0) = (u(0)
1 , u

(0)
2 ) = (u1(x, t), u2(x, t)) = (z(v(x, t)), z(v(x, t))).

Dle Poznámky 2.15 na straně 16 plat́ı ϕ1(x) ∈ C2,ν(Ω) pro prvńı vlastńı funkci
Laplaceova operátoru s Dirichletovou okrajovou podmı́nkou. Na základě tohoto
výsledky potom z Schauderovy teorie pro parabolické rovnice (viz (2.21) na straně
17) dostaneme v(x, t) ∈ C2+γ,1+ γ

2 (ΩT ). Z diferencovatelnosti z plyne Lipschi-
tzovská spojitost této funkce a tedy (obdobně jako v d̊ukazu Lemmatu 4.4)
z(v(x, t)) ∈ C2+γ,1+ γ

2 (ΩT ). Existence a jednoznačnost řešeńı tedy následně plyne
z Věty 4.5. Odhady čas̊u výbuchu potom plynou z Vět 4.10 a 4.13.
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Shrnut́ı

Teorie samovzńıceńı je d̊uležitá oblast aplikovaného výzkumu, která je široce
využitelná v praxi. Bohužel, vzhledem ke složitosti těchto úloh, je nutné uvažovat
mnohá zjednodušeńı, které jsme zmı́nili v úvodńı sekci. I přes tato zjednodušeńı
ale neńı známo mnoho výsledk̊u, které by postihli reakčně difuzńı úlohy (nejen) se
superlineárńı nelinearitou v maximálńı možné obecnosti. Většina studíı se zabývá
pouze konkrétńımi typy nelinearit, např. exponenciálńımi nebo mocninnými.

S ohledem na reálné aplikace je nutné nejenom zjistit, zda k výbuchu řešeńı v
konečném čase může doj́ıt, ale také je potřeba tento čas bĺıže specifikovat.
Z hlediska kvalitativńı analýzy (nejen) těchto úloh je použitelná v́ıceméně pouze
námi zmiňovaná metoda horńıch a dolńıch řešeńı. I přes jej́ı nesporné výhody má
taktéž několik nedostatk̊u. Zejména pak to, že horńı a dolńı řešeńı daného systému
neńı dané jednoznačně. To znamená, že najdeme–li tuto dvojici, jež v konečném
čase vybuchuj́ı, máme také odhad intervalu (T , T ), kde se nacháźı skutečný čas
výbuchu. Problém nastává, pokud je jedno z řešeńı (dolńı nebo horńı) zvoleno
nevhodně. Metoda pak sice poskytne informaci o tom, že skutečné řešeńı vybuchne
v konečném čase, ale uvedený interval může být značně široký.

Z hlediska numerické analýzy reakčně difuzńıch rovnic se superlineárńımi neli-
nearity se setkáváme s několika obt́ıžemi. Jednak oblast, na které je úloha modelo-
vaná, může mı́t poměrně složitou geometrii a jej́ı diskretizace nemuśı být snadná.
Daľśım problémem je chováńı takového systému na okoĺı času výbuchu T0. Zde
docháźı k prudkému nár̊ustu funkčńıch hodnot řešeńı, profil řešeńı je strmý a
řešeńı ztráćı hladkost. Zvláště pak v př́ıpadech extrémně rychlého r̊ustu pravé
strany je numericky nemožné řešeńı rekonstruovat.

Z těchto d̊uvod̊u je vždy nutné kombinovat numerický a analytický př́ıstup pro
źıskáńı maximálńıho možného množstv́ı informaćı o chováńı studovaného systému.
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PŘ́ILOHA A

Ilustračńı p̌ŕıklad – Kaplanova metoda

Pro názornost uvažujme úlohu s konkrétńı nelinearitou a s obecnou počátečńı
podmı́nkou 

ut −∆u = λ
(
u2 + 1

)
v ΩT ,

u = 0 na ∂ΩT ,

u(x, 0) = u0(x) ≥ 0 v Ω.
(A.1)

Zvolme funkci ϕ1 tak, že je kladná v Ω a
∫

Ω
ϕ1(x) dx = 1. Rovnici (A.1)

vynásob́ıme funkćı ϕ1 a integrujeme přes oblast Ω. Pak s využit́ım Greenovy
identity dostaneme∫

Ω
ut(x, t)ϕ1(x) dx+ λ1

∫
Ω
u(x, t)ϕ1(x) dx = λ

∫
Ω

(u2(x, t) + 1)ϕ1(x) dx. (A.2)

Označ́ıme-li w(t) =
∫

Ω
u(x, t)ϕ1(x) dx, potom dostaneme

|w(t)| ≤
∫

Ω
|u(x, t)ϕ1(x)| dx ≤ |Ω| sup

x∈Ω
|u(x, t)|, (A.3)

kde |Ω| je Lebesgueova mı́ra oblasti Ω. S využit́ım Jensenovy nerovnosti dostaneme
diferenciálńı nerovnostw

′ ≥ λ
(
w2 − λ1

λ
w + 1

)
, t > 0,

w(0) = w0(x),
(A.4)

kde w0(x) :=
∫

Ω
u0(x)ϕ1(x) dx. Poznamenejme, že záměna derivace a integrálu

je možná, nebot’ u je klasické, tj. parciálńı derivace existuj́ı a jsou spojité. Nyńı
vezměme úlohu v

′ = λ

(
v2 − λ1

λ
v + 1

)
, t > 0,

v(0) = v0 ≥ 0,
(A.5)
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kde v0 = w0. Na tuto úlohu aplikujeme srovnávaćı princip pro obyčejné dife-
renciálńı rovnici z Věty 2.28, str. 18, ze kterého plyne w(t) ≥ v(t). Stač́ı tedy
vyšetřovat řešeńı úlohy (A.5).
Separujeme–li v (A.5) proměnné a provedeme–li integraci,∫ dv

λ
(
v2 − λ1

λ v + 1
) =

∫
dt, (A.6)

dostaneme řešeńı ve tvaru

v(t) =
λ1 +B tan

(
B
2 t+ arctan

(
2λv0−λ1

B

))
2λ , (A.7)

kde B :=
√

4λ2 − λ2
1 6= 0. Nyńı rozlǐsme tři př́ıpady.

1. λ > λ1
2

V tomto př́ıpadě je B ∈ R a vzhledem k definičńımu oboru funkce t 7→ tan t
docháźı k výbuchu řešeńı v konečném čase T0 pokud

lim
t→T−

0

B

2 t+ arctan
(2λv0 − λ1

B

)
= π

2 ,

z čehož źıskáme

T0 = 2
B

(
π

2 − arctan
(2λv0 − λ1

B

))
.

2. λ < λ1
2

Nyńı je B = i
√
λ2

1 − 4λ2 ryze imaginárńı, tj. po dosazeńı dostaneme

v(t) =
λ1 + i

√
λ2

1 − 4λ2 tan
(

i
√
λ2

1−4λ2t
2 + arctanh

(
i 2λvo−λ1√

λ2
1−4λ2

))
2λ .

Využijeme-li identity

arctan(it) = −i arctanh(t),
tan(it) = i tanh(t),

platné pro každé reálné t, lze źıskat řešeńı ve tvaru

v(t) =
λ1 −

√
λ2

1 − 4λ2 tanh
(√

λ2
1−4λ2

2 t− arctanh
(

2λv0−λ1√
λ2

1−4λ2

))
2λ ,

které je konečné jen tehdy, když

−1 < 2λv0 − λ1√
λ2

1 − 4λ2
< 1,

tj.
λ1 −

√
λ2

1 − 4λ2

2λ < v0 <
λ1 +

√
λ2

1 − 4λ2

2λ , (A.8)

jak plyne z definičńıho oboru funkce t 7→ arctanh t.
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3. λ = λ1
2

V tomto př́ıpadě nemá řešeńı tvar (A.7). Namı́sto toho lze opět separaćı
úlohy po dosazeńı hodnoty λ = λ1

2 dospět k

v(t) = 2(1− v0)
2 + λ1(1− v0)t + 1, (A.9)

a snadno źıskáme, že pro v0 > 1 řešeńı vybuchuje v čase

T0 = 2
λ1(1− v0) < +∞. (A.10)

Je zaj́ımavé, co se děje v př́ıpadě kritické hodnoty λ1/2. Pokud zvětšujeme oblast
Ω, pak se jistě zmenšuje prvńı vlastńı č́ıslo λ1, tj. kritická λ∗ hodnota se přibližuje
hodnotě λ = 0. Čas výbuchu řešeńı se bude taktéž zvětšovat.

Pro potřeby numerické ilustrace zvolme v uvedeném př́ıkladu Ω =
(
−π2 ,

π

2

)
.

Prvńı vlastńı č́ıslo Dirichletova Laplaciánu na tomto intervalu je λ1 = 1. Kritická
hodnota je potom rovna λ∗ = 1

2, jak plyne z nerovnosti s2 + 1 > 2s+ ε1, ε1 > 0.

Nyńı zvoĺıme jednu hodnotu λ = 1
4, počátečńı podmı́nku u0(x) = 1

15 sin 4
π
x2

a stacionárńı řešeńı označme w(x).
V následuj́ıćıch obrázćıch je naznačena konvergence u(x, t) ke stacionárńımu

−1 1

0.1

0.2

0.3 w(x)

u0(x)
x

−1 1

0.1

0.2

0.3

t = 2

t = 0
x

u(x, ·)

Obrázek A.1: Stacionárńı řešeńı w(x), počátečńı podmı́nka u0(x) a profil řešeńı
pro hodnotu frac12 na některých časových hladinách.

řešeńı w(x) pro t → +∞. To je očekávané chováńı, nebot’ v́ıme, že pro zvole-
nou hodnotu λ existuje globálńı řešeńı.

Dále zvolme hodnotu λ = 1.58. V souladu s Větou 3.15 plat́ı

I =
∫ +∞

0

ds
f(s) =

∫ +∞

0

ds
s2 + 1 = π

2 .

Je tedy třeba naj́ıt hodnotu k takovou, že zároveň plat́ı

λ ≥ λ∗(1 + k)) a aI < 1 + k. (A.11)

Dosazeńım dostaneme 1.58 ≥ 1/2(1 + k) a zároveň π < 1 + k. Takový systém
nerovnost́ı má jistě neprázdný pr̊unik a tedy hledané č́ıslo k existuje.
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Obrázek A.2: Prostorový graf řešeńı u(x, t) pro hodnotu λ = 1
2.

Volba λ = 1.58 tedy vede k výbuchu řešeńı v konečném čase. Tento čas je zdola
omezen dle nerovnosti (3.30), ze které dostaneme

T (ε) =
∫ +∞

ε

ds
1.58(s2 + 1) + ε

. (A.12)

Lze ověřit, že lim
ε→0+

T (ε) = 1. Obrázek A.3 ukazuje profil řešeńı. Z monotonie
řešeńı v čase je zřejmé, že k problémům z hlediska numerického výpočtu docháźı
v čase mnohem menš́ım, že jsme dostali analytickým postupem. V tomto př́ıpadě
docháźı již pro t = 0.676 k extrémńımu nár̊ustu funkčńıch hodnot, profil řešeńı je
strmý a numerická rekonstrukce řešeńı neńı snadná.

0
−1

1x 0.674

0.675

0.676

0

4000

8000

u(x, t)

t

Obrázek A.3: Profil řešeńı pro t ∈ (0.674, 0.676).
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PŘ́ILOHA B

Ilustračńı p̌ŕıklad – skladovaćı prostor

Pro představu uvažujme zmı́něný nákladový prostor v námořńı lodi, v němž je
přepravováno jisté množstv́ı uhĺı. Pro potřeby této sekce budeme body prostoru
R3 značit standardně, tj. souřadnicemi (x, y, z).

Uvažujme množinu Ω := [0, π]3 v prostoru R3, viz následuj́ıćı obrázek.

π

π

π

Obrázek B.1: Ilustračńı obrázek k př́ıkladu.

Bez újmy na obecnosti lze uvažovat, že délky stran jsou rovny π. Tato skutečnost je
výhodná při výpočtu prvńıho vlastńıho č́ısla Laplaceova operátoru na této oblasti.

Prvńı vlastńı č́ıslo úlohy spolu s vlastńı funkćı{
−∆u = λu v Ω,
u = 0 na ∂Ω,

(B.1)

budeme hledat separaćı proměnných, tj. u(x, y, z) = V1(x)V2(y)V3(z), u 6≡ 0.
Dosazeńım zpět do definičńı úlohy dostaneme

−
(
V ′′1 (x)
V1(x) + V ′′2 (y)

V2(y) + V ′′3 (z)
V3(z)

)
= λ. (B.2)

Z tohoto řádku plyne, že každý z výraz̊u na levé straně muśı být roven konstantě
mi, i = 1, 2, 3. Hodnota λ potom bude dána součtem λ = m1 +m2 +m3. Po zo-
hledněńı okrajových podmı́nek potom dostaneme funkce Vi jako řešeńı okrajových
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úloh pro obyčejné diferenciálńı rovnice{
−V ′′i = miVi, x, y, z ∈ (0, π),
Vi(0) = Vi(π) = 0,

(B.3)

pro i = 1, 2, 3.
Ze standardńı teorie obyčejných diferenciálńıch rovnic plyne, že

u(x, y, z) = sin(
√
m1x) sin(

√
m2y) sin(

√
m3z),

λk,l,n = k2 + l2 + n2, k, l, m ∈ N.

Potom tedy λ1 := λ1,1,1 = 3.
Kinetické parametry uhĺı jsme převzali z článku [40], který je podložen ame-

rickou studíı z roku 1987 [36]. Autoři prvńıho zmı́něného článku pomoćı CFD mo-
delu studovali vývoj teploty uhĺı v komoře, kam by bylo možné umı́stit přibližně
12000 kg uhĺı. Počátečńı teplota byla stanovena na 300 K a uvažovaným reaktan-
tem byl pouze kysĺık, jehož koncentrace ve vzduchu je přibližně 20.95 %. Nav́ıc
autoři uvažuj́ı, že komora má otvor, kudy do ńı proud́ı vzduch. T́ım byla zajǐstěna
stálá koncentrace kysĺıku v objemu komory, ale docháźı t́ımto zp̊usobem také ke
chlazeńı. Bylo zjǐstěno, že asi po 25 dnech by došlo k prudkému nár̊ustu teploty
materiálu na teplotu kolem 500 K, což by vedlo k nezvratné reakci.

Pro naše ilustračńı účely budeme uvažovat po celou dobu experimentu kon-
stantńı 20.95% koncentraci kysĺıku v komoře. Počátečńı teplota vzduchu i ma-
teriálu bude 300 K, tj. Θ0 = Θa = 300 K, což je přibližně pokojová teplota. Z této
volby plyne (viz odvozeńı v sekci Předmluva), že u0 = 0. Kinetické a fyzikálńı
vlastnosti studovaného uhĺı (lignit, tj. hnědé uhĺı, označeno jako No. 80–2, obsa-
huje 65.2 % uhĺıku, 5.9 % vod́ıku, 1.6 % duśıku, 0.7 % śıry, vlhkost je 11 %) jsou
uvedeny v následuj́ıćı tabulce.

Parametr Hodnota Jednotka
Hustota uhĺı ρ 1240 kg ·m−3

Sypná hustota 870 kg ·m−3

Měrná tepelná kapacita c 1003.2 J · kg−1 ·K−1

Tepelná vodivost k 0.1998 W ·m−1 ·K−1

Reakčńı teplo Q0 300 kJ ·mol−1

Aktivačńı energie E 66.5 kJ ·mol−1

Pre–exponenciálńı faktor A∗ 1.9 · 106 K · s−1

Pr̊uměr uhĺı 2 cm
Univerzálńı plynová konstanta R 8.3144598 · 10−3 kJ ·K−1 · mol−1

Tabulka B.1: Tabulka fyzikálńıch a kinetických parametr̊u, převzato z [40].

Mimo složeńı uvažovaného uhĺı je také d̊uležitá jeho vlhkost. Tepelná vodivost
vody je totiž až 25–krát větš́ı než tepelná vodivost vzduchu, tj. vlhké uhĺı bude
mı́t větš́ı reaktivitu.

Uvedená tabulka neposkytuje všechny hodnoty, které budou k výpočtu nutné.
Některé tedy budeme muset dopoč́ıtat. Molárńı objem vzduchu při teplotě 300
K a atmosferickém tlaku je 24.62 mol · l−1. Koncentrace kysĺıku ve vzduchu (tj.
počet mol̊u na litr vzduchu) potom bude

C = 0.2095
24.62 = 0.00851 mol · l−1 = 0.00851 kmol ·m−3. (B.4)
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Daľśı veličinou, kterou je nutno dopoč́ıtat je pre–exponenciálńı faktor A. Hodnota
A∗, která je uvedena v tabulce, odpov́ıdá reakci nultého řádu. Dle odhad̊u z [33]
je ale pro zvolený druh uhĺı reakce přibližně řádu 0.61. Vztah mezi hodnotami A
a A∗ je pak dle [40] dán jako

A = ρc

Q0C0.61A
∗ ≈ 1.44273 · 105 s−1. (B.5)

Pro daľśı výpočet potom použijeme

E

R
≈ 7998.11 K,

CQ0 ≈ 2553000 J ·m−3,

k = 0.1998 W ·m−1 ·K−1,

Θ0 = 300 K,

r = E

RΘ2
0
≈ 0.089 K−1.

S ohledem na Větu 3.4 na str. 22 potom řešeńı této úlohy vybuchuje z nulové
počátečńı podmı́nky, pokud λ ≥ λ∗. Pokud dosad́ıme všechny uvedené hodnoty
do (14), tj.

λ = d2

k
CQ0A exp

(
− E

RΘ0

)
exp

(
−Eu0
RΘ2

0

)
,

λ∗ = λ1
r
,

dostaneme d ≈ 2.63, jakožto kritickou hodnotu nerovnosti λ ≥ λ∗.
Vzhledem k definici č́ısla d (viz (8) na straně 5) potom bude kritický objem oblasti
Ω roven

V = (2.63 · π)3 m3 = 565.28 m3. (B.6)

Protože sypná hustota analyzovaného vzorku je 870 kg ·m−3, kritická hmotnost
je přibližně 491 t uhĺı daných vlastnost́ı. V tomto př́ıpadě je objem V skutečně
kritický, nebot’ hodnota λ∗ je horńı meźı, pro kterou může existovat klasické řešeńı.
V př́ıpadě oblasti tvaru krychle neńı známo, zda plat́ı rovnost λ∗ = λ∗, (značeńı
dle Poznámky 3.7 na straně 22), ovšem to zjǐstěnou skutečnost nijak neovlivńı.
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a general approach to extinction and blow–up for quasilinear heat equations.
Zh. Vychisl. Mat. Mat. Fiz., 33:246–258, 1993.

[39] Wu, Z., Yin, J., Wang Ch.: Elliptic & Parabolic Equations. World Scientific,
2006.

[40] Yuan, L., Smith A. C.: CFD modeling of spontaneous heating in a large–
scale coal chamber. Journal of Loss Prevention in the Process Industries,
22(4):426–433, 2009.

[41] Zeldovich, Y. B.: Selected Works of Yakov Borisovich Zeldovich. Princeton
University Press, 2016.

57


