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Abstrakt

Predkladand préace je zaméfena na kvalitativni analyzu feSeni systému
semilinedrnich parabolickych rovnic typu

ou
aitl — Aul = )\fl(UQ) \% QT,
5‘u2
— — Aug = Q
o1 U2 >\f2(ul) viir, (1)
Uy = Ug = O na aQT,
up(x,0) = ul v Q,
ug(x,0) = ug v Q,

kde Qr = Q@ x (0,T), T > 0 a Q je omezena oblast v prostoru R" s do-
statetné hladkou hranici, f1, fo2 jsou superlinearni reakéni Cleny, A je redlny
parametr a u{,uJ jsou pocateéni podminky. Hlavnim cilem prace je stu-
dovat lokdlni fesitelnost uvedené tlohy, zejména s ohledem na tzv. vybuch
feSeni v kone¢ném case. K tomuto tucelu vyuzivame metodu hornich a dolnich
feSeni. Hlavni pfinos prace je uveden v Kapitole 4, kde je odvozena postacujici
podminka, pti které studovany jev nastane.

Kli¢ova slova: semilinearni difuzni rovnice, vybuch v kone¢ném case, samo-
vzniceni, dolni feseni, horni feseni

Abstract

The thesis is devoted to the qualitative analysis of a semilinear system of
heat equations

ou
aitl — Aul = )\f]_(U/Q) \% QT,
8uQ
— — Aug = Q
5 ug = Afo(ur) v Qr, @)
up =ug =0 na 0Qr,
up(z,0) = ul v Q,
uz(z,0) = u) v Q,

where Qp = Q x (0,7), T > 0 and  is a bounded domain in R" with suf-
ficiently smooth boundary, fi, fo are super—linear reaction terms, X is real
parameter and u?, ug are initial conditions. Mainly, we study the local solv-
ability in classical sense of given problem, especially the so—called blow—up
in finite time. The theory of lower and upper solutions is used for this pur-
pose. The main contribution to the topic is included in Chapter 4, where a
sufficient condition for such type of behaviour is derived.

Keywords: semilinear heat equation, finite time blow—up, self-ignition,
lower solution, upper solution
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Znaceni mnozin

N
Np
R
R?’L

dist(x, 0Q)

mnozina prirozenych ¢isel

Nu {0}

mnozina realnych cisel

n-dimenzionalni prostor redlnych c¢isel

mnozina x € R" takovych, ze x, > 0

oteviend omezend oblast prostoru R"

hranice oblasti €2

uzaveér oblasti (2

casoprostorovy valec Q x (0,7

hranice ¢asoprostorového valec 02 x (0,T)
parabolickd hranice ¢asoprostorového valce

{09 x (0, 7))} U{Q x {0}}

koule se stfedem v bodé xzy € R"™ a polomérem R > 0
norma vektoru x € R"

vzdélenost bodu z od hranice 992 ve smyslu normy ||-||

Znaceni prostora funkci

C()
C(Q)
Co(2)
CH(Q)

LP(Q)

L(Q)
Whe(Q)

X —Y
Dalsi znaceni

A1

e1(z)

n

prostor spojitych funkci na 2

prostor spojitych funkef na Q

prostor spojitych funkci s kompaktnim nosicem na
prostor spojité diferencovatelnych funkci na €2 az do radu k;
keN

prostor spojité diferencovatelnych funkci na Q az do tadu k;
keN

prostor nekonecné-krat diferencovatelnych funkci s kom-
paktnim nosi¢em na )

prostor y-holderovsky spojitych funkef na ; v € (0, 1]
prostor diferencovatelnych funkei na Q s y—holderovsky spo-
jitou derivaci az do fadu k; k € N, v € (0, 1]

prostor Lebesgueovsky integrovatelnych funkci s p—tou moc-
ninou; p € [1, +00)

prostor podstatné omezenych funkci

prostor Lebesgueovsky integrovatelnych funkci s p—tou moc-
ninou takovych, ze slabé derivace az do radu k jsou Lebe-
sgueovsky integrovatelné s p-tou mocninou; p € [1,+00),
keN

spojité vnoreni prostoru X do prostoru Y

prvni vlastni ¢islo Laplaceova operatoru na €2 s Dirichletovou
okrajovou podminkou

prvni vlastni funkce Laplaceova operatoru na €2 s Dirichle-
tovou okrajovou podminkou

normalovy vektor k hranici oblasti €2

Znaceni kinetickych a fyzikalnich parametra uhli
(pouze pro Pfedmluvu a Prilohu B)

:U:BEOQ;TQE

hustota

mérna tepelnd kapacita
tepelna vodivost
koncentrace reaktantu
reakéni teplo
pre—exponencialni faktor
molarni plynova konstanta
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Predmluva

Pocatecéné okrajové tulohy typu

ou

— — Au = \f(u) v Qr,

ot

u=20 na o€, (3)
u(z,0) = up(z) na €,

predstavuji zjednodusené modely mnoha redlnych problém1, které zahrnuji reakci
a difuzi. Zde f je kladna spojitd funkce redlné proménné a A je redlny parametr.

Uloha (3) nachézi etné aplikace v tzv. matematické teorii spalovdni. Tato teo-
rie studuje exotermické reakce, pfi nichz dochazi k uvoltiovéani (zpravidla velkého)
mnozstvi tepla dlisledkem reakce mezi palivem a kyslikem. V piipadé organickych
materialil probihaji tyto oxidaéni reakce i pri nizkych teplotdach, ovsem v nizké
intenzité (viz [15], [41], [5], [18]). Tim dochazi k produkeci tepla a k ohfevu ma-
teridlu. Narust teploty pak urychluje reakce, jez vedou k dalsimu zvyseni teploty.
Tim vznika tzv. pozitivni zpétnd vazba (viz obr. 2). Na vzrist teploty ma mimo jiné
vliv pomér objemu a povrchu oblasti, kterou vyplinuje organicky material. Teplo
se totiz tvori uvnitt oblasti, kterou material vyplnuje, zatimco je odvadéno z po-
vrchu. Pokud jeho odvadéni do okoli neprobihé dostateéné rychle, je prekrocena
zapalna teplota a dochézi k samovzniceni organického materidlu. Témito tlohami
se zabyva tzv. teorie samouvzniceni.

7 hlediska praktickych tloh je obrovskym problémem pozirni bezpecnost,
zejména pri tézbé, skladovani a pripadném prevozu uhli ndmornimi lodémi. Zname
mnoho situaci, které tento fakt potvrzuji. Uvedme napiiklad explozi v énském
dole Benxihu (viz [10]), kterd byla zptusobena vznicenim uhelného prachu a smési
s vysokym obsahem metanu se vzduchem. Zminéna exploze je dodnes povazovana
za jednu z nejvétsich katastrof v dilnim primyslu. Ve staté Colorado bylo zjisténo
(viz [35]), ze doslo k pozéaru uhelného dolu v disledku zmén v hladiné podzemnich
vod. Vlhkost uhli totiz pti nizkych teplotach zvysuje jeho reaktivitu, ¢imz dochézi
k nezanedbatelnému narastu teploty materidlu. Pii vétsich koncentracich vody
dochéazi k znehodnoceni uhli. Velkym problémem je tedy také haseni a samo-
vzniceni je nutné zabranit. Dalsi problémy mohou nastat pii prevozu uhli lodémi.
Je ziejmé, Ze prepravci jsou nuceni Fesit nejriznéjsi optimalizacni iilohy. V dnesni
dobé je objem uhli v ndkladovém prostoru rozdélen riznymi prepazkami tak, aby
se zmensil podil objemu vi¢i povrchu. To vSe je nutné samoziejmé provadét tak,

evv s



Bohuzel, problematika samovzniceni se netyka jen uhli a smési v chemickych
reaktorech. Je zndm piipad [28] z roku 2003, kdy v japonské prefektuie Kanagawa
doslo k pozaru v nakupnim centru. Pri tomto incidentu bylo zranéno nékolik
lidi. Nésledné vysetfovani ukazalo, ze pficinou tohoto pozaru bylo samovzniceni
organického odpadu z kuchyné. Tato teorie je tedy s ohledem na praktické aplikace
velmi dtlezita.

Je znamo, ze termodynamickou teplotu © v misté x a case t v materidlu, ktery
vyplnuje oblast 2, je mozné modelovat pomoci difuzni rovnice

00

pc— — kAO = Q v Qr,

ot
0 =0, na 6Qr, (4)
O(z,0) = Oy(z) na €,

kde Qp = Q x (0,7, p je hustota, ¢ mérné tepelnd kapacita, k tepelnd vodivost
a @ zdrojovy c¢len. Okrajovd podminka ©, reprezentuje teplotu okoli a poc¢atecni
podminka ©y odpovida pocatecni teploté materialu. Clen @ reprezentuje mnozstvi
tepla, které se vyprodukuje za jednotku ¢asu v jednotce objemu. Bude mit tedy
tvar

Q = CQoK, (5)
kde C' je koncentrace reaktantu (uvazujeme konstantni), ¢len Qo je nezdporné
reakéni teplo a K je rychlost reakce. Z chemie je zndm tzv. Arrhenitv zdkon,
ktery stanovuje, ze K = K(O) a plati

K(©) = Ae 76, (6)

kde A je pre—exponencialni faktor, F je aktivacni energie, R je molarni plynova
konstanta a teplota © je méfend v Kelvinech.

®
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0 02 04 06 08 1
Obréazek 1: Arrheniuv zdkon

Celkové tedy dostaneme

pc% — kAO = CQpAe~ T v Qp,
0 =0, na 9, (7)
©(z,0) = Oq(x) na Q.



Pokud oznac¢ime charakteristickou délku d a zavedeme nové proménné

Chlazeni

A

Y

Narust teploty

A

Y

Uyolnéni tepla Urychlem1 reakce

e ©

A

Exotermicka reakce

A

Obrazek 2: Diagram pozitivni zpétné vazby.

x
== 8
£=2, ®)
kt
— _ 9
TS g (9)
dostaneme po dosazeni (a zpétném preznaceni { na x a 7 na t)
d2
%(? —AO = ?cQer*% v Qr,
0 =0, na 0§, (10)
O(z,0) = Oy(x) na Q.

Uvazujme pro ilustraci naptiklad nakladovy prostor ve zminénych ndmotnich
lodich, které slouzi pro prepravu uhli. Tento prostor lze modelovat ve tvaru
kvadru, viz obrazek 3. Charakteristickou délku d oblasti 2 je mozno zvolit riznymi
zpusoby, jednou z moznosti je napriklad volba d = h.

Matematickd teorie spalovani byla studovana jiz od dvacatych let minulého
stoleti. Prvni modely byly vyvinuty a studovany nositelem Nobelovy ceny za che-
mii N. N. SEMJONOVEM [34], ktery se zabyval zejména teorii dokonale michanych
reaktort. Vzhledem k dokonalému michéni je teplota smési v reaktoru homogenni
v prostoru a jedinou moznosti, jak muze dojit k samovzniceni je to, Ze objem
smési prekro¢i néjakou kritickou hodnotu. S ohledem na (3) dostaneme rovnici
dokonale michaného reaktoru ve tvaru obycejné diferencidlni rovnice

do
E:/\f(G), t>0, (11)
©(0)=b>0.

S myslenkou studovat problém samovzniceni v pripadé, kdy ochlazovani ma-
teridlu je zptisobeno pouze tzv. molekuldrnim vedenim tepla v nehybném prostredi



CQZh-Cl

&1

|
N

a1

a2:h~a1

Obrazek 3: Geometrickd podobnost nédkladovych prostorti s koeficientem
podobnosti h = 2.

podle Fourierova zékona, ptisel poprvé D. A. FRANK-KAMENECK1J [15] ve 30. le-
tech minulého stoleti. Tim vyznamné zobecnil teorii vybudovanou jeho skolitelem
N. N. SEMJONOVEM. Vzhledem k tomu, ze k vyznamnému rozvoji funkcionalni
analyzy doslo az pozdéji, byly k jejimu studiu pouzivany zejména metody mate-
matické analyzy. Z tohoto divodu bylo nutné uvazovat mnoha zjednoduseni, napr.
specialni geometrii oblasti — nekoneény polopds, koule, valec apod. Na téchto ob-
lastech bylo mozné vyuzit riznych symetrii, v disledku ¢ehoz se pavodni parcidlni
diferencidlni rovnice redukovala na rovnici obycejnou, coz bylo vyhodné zejména
pro studium ptislusné stacionarni tlohy.

Dalsi moznosti, jak usnadnit feseni zminéné lohy, bylo zjednoduseni pravé
strany, protoze prace s funkei typu exp(—1/0) je z analytického hlediska ponékud
tézkopadna. Uvazujme nejprve substituci u = © — 0,, kterou prevedeme tlohu
(10) do tvaru

2
9w ny = T ogoae mten v Q.
ot k
u = na 0, (12)
u(z,0) = up(z) na Q.

FRANK-KAMENECKIJ ([15],[18]) nésledné navrhl nésledujici aproximaci. Z Taylo-
rova rozvoje na okoli pocatecni teploty ug dostaneme

o (‘3@%@) ~exn - R(uo]i 0 " R(uof 6" )

E EUO Fu
—exp (<6 ) o (~ g ) o0 (g2 )
0 0



Po dosazeni do (12) budeme tesit ilohu

?: — Au = Xe™ v Qr,
u=20 na 0Qrp, (13)
u(z,0) = up(x) na €,
kde
d? E FEug

A= ?CQ()A exp <—R@0> exp <_R@%> 5 (14)

E
= . 1
"= R6oy .

Pravé odvozeny vztah dobre aproximuje ptuvodni Arrhenitv zdkon pro hodnoty
u < E/(2R) —0,; jde o inflexn{ bod funkce s — exp(—FE/(R(s+0,)). Pro mnoho
problému v teorii spalovani je ovSem hodnota konstanty FE/R tddové 10° —10* K.
Je tedy zfejmé, ze k pripadnému vzniceni dojde pii mnohem nizsich teplotich,
proto neni nutné nepresnost aproximace pro u > E/(2R) — ©, zohlednovat. Také
to je jeden z duvodi, proc se s touto aproximaci pracuje i v dnesni dobé.

V soucasnosti nenachazi modely typu (3) uplatnéni pouze v matematické teo-
rii spalovani. Odkazme napriklad na problematiku mikrovlnného ohrevu dle [20],
kde se objevuji i obecnéjsi nelinearity, nez je exponencidlni funkce. I v piipadé
mikrovinného ohfevu se setkdvdme s pozitivni zpétnou vazbou, nebot éim vyssi
je teplota ohrivaného materialu, tim vice tepelné energie dokdze material absor-
bovat. Vznikaji pak prehfatd mista (angl. hot spots), kde dochdzi k poskozeni
materidlu. Z téchto duvodu je vhodné a nutné se modely (3) zabyvat co nejo-
becnéji a nejpodrobnéji.






KAPITOLA 1

Uvod
Uvazujme tlohu

8(;;1 — Auyp = A\ f1(u2) v Qr,

ou

72 — AUQ = )\fQ(’U,l) \% QT,

ot (1.1)
Uy = Uy = 0 na 8QT,
ui(z,0) = ul v,
u2($70) :Ug VQ>

kde u : Qp — R? u(z,t) = (ui(z,t),us(x,t)), @ C R™ je omezena oblast, pro
T > 0 zna¢ime Qp := Q x (0,7T), 0Qp := 9Q x (0,T), x je prostorova souradnice,
t je Casova souradnice, g je parcidlni derivace podle proménné ¢, A je prostorovy
Laplaceuv operator Au = V-Vu, A € R, f1, fa:R — (0,+00) jsou zdrojové ¢leny
a u?,ug > 0 jsou pocatecni podminky. Parabolickou hranici ¢asoprostorového
valce Q7 budeme znacit 9,Qr a definovat 9,Q7 := {02 x (0,7)} U {Q x {0}}.

Z matematického hlediska je fenomén samovzniceni chapan jako tzv. vgbuch reseni
v konecném case. Tento pojem bude precizné uveden v Definici 3.1.

Cela prace je tedy motivovana jednak redlnymi aplikacemi, ale také clankem
[9], ve kterém je studovéna existence stacionarnich feseni systému (1.1). Autofi
v tomto ¢lanku ukazuji, ze pro nékteré hodnoty A neexistuji zadné stacionarni
reseni, coz s ohledem na parabolickou tlohu (1.1) okamzité prindsi mnohé otazky
ohledné existence globalniho omezeného reseni.

Nyni shrneme obsah celého textu. V néasledujici kapitole uvedeme zakladni
informace ohledné funkénich prostort, teorie zhlazovani funkci a linearnich elip-
tickych a parabolickych parcidlnich diferencialnich rovnic. Vétsina téchto vysledki
je vSseobecné znama, zarazujeme je vsak proto, ze jsou dulezité k pochopeni dalsich
casti prace a nebylo by bez nich mozné pokracovat.

Ve treti kapitole shrneme znamé vysledky z teorie semilinedrnich parabo-
lickych a eliptickych rovnic. Budeme se vénovat skalarni tdloze a za urcitych
predpokladi na nelinedrni pravou stranu ukazeme, jak kvalitativni chovani téchto
uloh souvisi s prislusnymi staciondrnimi tlohami. K tomuto tcelu nam poslouzi



zejména tzv. metoda hornich a dolnich rTeseni, ale také koncept wvelmi slabého
reseni. VSe bude peclivé definovdno v této kapitole.

Ctvrta kapitola bude vénovéna aplikovan{ vybudované teorie na systém (1.1).
Zde navazeme na existencni vysledky pro eliptické tlohy z [9] a ukdZzeme, Ze pro
urc¢ité hodnoty A, za dalsich predpokladu na funkce fi, fo, vybuchuji feseni (1.1)
v kone¢ném case. Zaroven najdeme horni a dolni odhady ¢asu vybuchu.

Priloha A bude vénovéna ilustra¢nimu piikladu, na kterém budeme demon-
strovat vylozenou problematiku. Uvedeme zde jednak analytickou metodu, ktera
je pouzitelna pro urcitou tfidu nelinearit, ale také nékteré numerické ilustrace.
V priloze B pak vyuzijeme kinetické parametry uhli k vypoctu kritického objemu
(ve smyslu, ktery bude specifikovan déle) skladovaciho prostoru.

10



KAPITOLA 2

Teoretické poznatky

2.1 Prostory funkci

V této sekci pripomeneme nékteré prostory funkci a jejich zakladni vlastnosti.
Cerpat budeme zejména z [19], [39].

Definice 2.1 ([11], Definition 3.2.22, str. 136)
Necht € je oteviend mnozina v R". Rekneme, Ze funkce f : 2 x R — R spliiuje
Carathéodoryho podminku, pokud

1. Yy € R je funkce = — f(x,y) Lebesgueovsky métitelna na 2

2. pro skoro vSechna = € Q je funkce y — f(x,y) spojitda na R

Koncept tzv. kvazimonotonie je dulezity zejména pri praci se systémy parabo-
lickych rovnic. Ukazuje se totiz, ze nékteré teoretické vysledky nelze bez tohoto
predpokladu pro systémy rovnic zobecnit i pres to, ze pro skalarni tlohy platné
jsou.

Definice 2.2 ([5], Definition 4.1, str. 90)

Rekneme, 7e funkce f(s) = (f1(s), f2(s), ..., fa(s)), f: Q CR® = R",

s = (81,82, -+, Sp) je kvazimonoténné neklesajici, pokud f; je neklesajici v s;, pro
i # j. Podobné definujeme také kvazimonoténné nerostouci (klesajici, rostouci)
funkce.

N
Ozna¢me tzv. multiindex o := (a1,09, -+ ,an) a jeho délku |af = Zai.
i=1

Déle pro u definované na €2 oznac¢me

olely
D%y =
“ 0t 0z - - O’
ou
D= —
tu 8t 9

Dfu := D (Dyu) = Dy (D) .
Pro z € Q C R" definujme tzv. nosi¢ funkce u jako

suppu(z) = {z € Q : u(x) # 0}. (2.1)

11



Pro k € Ny znaéime C*(Q) (C*(Q)) prostor spojité diferencovatelnych funkei u
az do fadu k na Q (). Normu na prvnim jmenovaném prostoru budeme znagéit

”UHck(ﬁ) = Z sup |D%ul (2.2)

a vzhledem k této normé jde o Banachiiv prostor. Déle CF(Q) znadf prostor spojité

diferencovatelnych funkci az do fadu k£ na €2, které maji kompaktni nosi¢ v €.

Prostor C3°(€2) definujeme jako prunik téchto prostoru, tj. C5°(2) = ﬂ CE(Q).
k

V piipadé k = 0 budeme vzdy hornf{ index vynechdvat. Také prostor funkef C* ()
(C*°(2)), které maji derivace vech fadi v Q () definujeme jako primik C*(Q)
(C*(%2)) pies viechna piipustnd k.

Rekneme, ze funkce u : Q@ — R je y-holderovsky spojita (v € (0, 1]), pokud
existuje konstanta c tak, ze

lu(z) —u(y)| < cllz —yl|” pro vsechna z,y € Q.

Vyraz ||-|| znaci klasickou normu v prostoru R". Poznamenejme, ze pokud v = 1,
pak jde o Lipschitzovsky spojité funkce.
Oznacme tzv. seminormu

[u@) —u(y)]

[u], := sup (2.3)
T ayea =yl
TFY
a prostor C7(Q) := {u : [u]., < +oo}. Norma na tomto prostoru je potom ddna
jako
faly = ull oy + [,

Nyni muzeme definovat prostor diferencovatelnych funkei az do fadu k, které jsou
~y-hélderovsky spojité v . Znaéime C*7(Q). Zavedeme-li normu vztahem

D (u(@) — u(y))]
lullero ) = lulorg) + 2. sup
Ck(Q) Ck(Q) I();k%yeg |z —y|[”
- aFy

, (2.4)

jedna se opét o Banachovy prostory pro kazdé k.

Pri préaci s klasickymi feSenimi parabolickych rovnic jsou dulezité tzv. pa-
rabolické Holderovy prostory. Pro body P(z,t),Q(y,s) € Qp definujme funkci
d: Qp x Qp — R predpisem

2
A(P.Q) = /llz —ylP + 1t — .
Funkci d se v nékteré literature rikd parabolickd vzdélenost. Pro v : Qp — R

oznacime u(P) Q)
U —u
u = sup — 2 2.5
thar = 50, T BP.Q) 29
P#£Q

coZ je seminorma. C/2 (Qr) bude oznacovat prostor viech funkei u, pro kterd je

seminorma [u] +/2 konecnd. Normu na tomto prostoru lze zavést vztahem

|l 2 = ||U||c(§) + [ul, 4 2- (2.6)
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Opét pro k € Ny oznacme

02k+7’k+7/2(§T) :={u:D"Dju € C”’V/Q(QT),VTL,T D n| 4+ 2r < 2k},

seminormy
[u]2k+’y,k+'y/2 = Z [Dn‘D;u]%y/27
[n|+r=2k
[U]Qk,k = Z [D" Dyl
[n|4+r=2k
a normy

|2kt ptry2 = Z | D" Diuly 2,
In|+r<2k

ulok k2 =Y [D"Djulo.
[n|+r<2k

I tyto prostory jsou Banachovy vzhledem k takto definovanym normam.
Pro dalsi tcely je také nutné definovat oblasti t¥idy C*V. Bez dostatetné
regularity oblasti totiz neni mozné néktera tvrzeni odvodit.

Definice 2.3 ([19], str. 94)

Rekneme, Ze omezend mnozina 2 C R™ (véetné jeji hranice 9Q) je t¥idy C*”,
k € Ny, v € [0,1], pokud v kazdém bodé zy € 0N existuje koule B(zg, R), R > 0
a bijektivni zobrazeni ¢ : B — D C R" takové, ze

1. »(BNQ) CR",
2. (BN IN) C OR",
3. ¢ e CP(B),_, € C*V (D)

Pri feseni okrajovych tloh je mnohdy tfeba pracovat i s jinymi typy Feseni.
Proto je tteba definovat Lebesgueovy a Sobolevovy prostory.

Definice 2.4 ([11], str. 33)
Definujme mnozinu funkei integrovatelnych s p—tou (p € [1, 00)) mocninou

ZLP(Q) :=={u:Q — R:u je méritelnd a / |ulP dz < +oo}. (2.7)
Q

Pokud p = oo, pak Z*°(£2) znaéi mnozinu podstatné omezenych funkei na €,
tedy omezenych az na mnozinu nulové miry.

Problém predchozi definice je, ze nedokazeme rozliSovat funkce, které se lisi
pouze na mnoziné nulové miry. Oznac¢me

N(Q) :={u : u = 0 skoro vsude v Q}.

Definice 2.5 ([11], str. 33)
Pro p € [1, x| definujeme Lebesguetv prostor LP(2) jako faktor prostor

IP(Q) := ZP(Q)|y.
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Pokud zavedeme normy na prostorech LP(Q2) jako

1
= (f1-par)’ pro p € [1,00),

1l o ZGSSSHPI'\ pro p = 0o,

kde esssupu := inf{C > 0 : p({z : |u(z)] > C}) = 0} je tzv. podstatné supre-
mum, pak LP(€) jsou Banachovy prostory. Klasicka derivace muze byt v nékterych
pripadech prehnané silny pozadavek, dale proto zavadime tzv. slabou derivaci.

Poznamka 2.6
Funkci u € LIIOC(Q) je v dalsi definici myslena takovd funkce u, kterd je integro-
vatelnd na kazZdé kompakini podmnozine K C Q.

Definice 2.7 ([11], str. 38)
Slabou a-derivaci funkce u € Li..(Q) nazveme funkci g € Li..(Q), pokud plati

/ uD%¢ dz = (—1)l°! / godz, Yo e CE(Q). (2.8)
Q Q

Nyni, kdyz mame k dispozici slabé derivace, mizeme definovat Sobolevovy
prostory W*P(Q) jako
WEP(Q) := {u € LP(Q) : D € LP(Q),Va : |a| < k}

Standardni normou v Sobolevovych prostech je

el = D I1D%ull, (2.9)

o] <k

a vzhledem k tplnosti LP(2) jsou také Sobolevovy prostory tplné.
Prostor VVSg P(Q) definujeme jako ziplnéni prostoru C&(Q) vzhledem k normé

[l (2)-
Dale uvedeme potfebnou vétu o spojitém vnoreni.

Véta 2.8 ([1], Theorem 4.12, str. 85)
Necht Q je tiidy C%' (tj. Q m4d Lipschitzovsky spojitou hranici). Pro k, m € N
takové, ze mp > n > (m — 1)p plati ndsledujici spojité vnoreni:

Wktmr(Q) — CF1(Q) pro0 <y <m— L
p

2.2 Zhlazovani lokalné integrovatelnych funkci

Tuto sekci zarazujeme z toho duvodu, ze dale budeme aproximavat jistou funkci
pomoci funkci hladkych. Nésledujici teorie bude slouzit k tomuto tcelu. Vysledky
zde obsazené jsme prevzali z [13].

Pro otevienou mnozinu Q € R™ ti{dy C*" a € > 0 oznaéme

Qe = {x € Q: dist(x,00) > €}.

Definujme funkci ¢(x) € C*°(R") vztahem

c ( . ) ]l < 1

exp| ——— pro ||x ,

$(x) = lz]|* — 1 (2.10)
0 pro ||z| > 1,

14



kde C' > 0 je zvolena tak, aby / ¢ dx = 1. Pro kazdé € polozme
Rn

sl =50 (%), (2.11)

Potom ¢, € COO(]R"),/ ¢e dz =1 a supp ¢ C B(0,¢).
R’I’L
Nyni pro f: Q = R, f € LL.(R2) polozme

Je(x) = (¢e  f)(2), (2.12)

kde
G @) = [ G- dy= [ af@-ydy  prozen.
QO B(0,¢)

Véta 2.9 ([13], Theorem 6, str. 630)
Necht f., f jsou jako v predchozim. Potom plati

1. fe(z) € C(8).
2. lim fe(z) = f(x) skoro vsude v (.

e—0
3. Pokud f € C(Q), pak 1in(1) fe(z) = f(x) a limita je stejnomérnd na kom-
e—
paktnich podmnozinach €.

4. Pokud p € [1,00) a f € LI (Q), potom h_I}I(l)fJ:E) = f(x) v L}

loc loc

Q).

2.3 Eliptické PDR

V této sekci uvedeme dilezité definice a tvrzeni potiebné pro préci s eliptickou
tlohou

{_Au:f@ﬂo v £, (2.13)

u=g(x) na O0€.

Definice 2.10
Klasickym fesenim tlohy (2.13) nazveme funkci u(z) € C%*(Q) N C(Q), kterd
spliiuje formulaci (2.13) bodové v © s ohledem na okrajové podminky.

Vzhledem k tomu, ze (2.13) nemusi mit obecné jednoznacéné feseni, je vhodné
alespon odlisit ty, které pro nas budou mit dalsi vyznam.

Definice 2.11
Minimalnim FeSenim tlohy (2.13) nazveme takové feseni w(x), pro které plati
w(z) < u(x), kde u(z) jsou libovolnd dalsi feseni dlohy (2.13).

Dtlezitou vlastnosti, kterou budeme dale vyuzivat, je tzv. slaby princip ma-
xima.

Véta 2.12 ([13], Theorem 2, str. 329)

Necht u € C%(Q) N C(Q) a —Au > 0. Potom minu > — max ul.
)

Nyni budeme vénovat pozornost linearni teorii. Dulezita bude zejména exis-
tence a jednoznacnost reseni.
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Véta 2.13 ([19], Theorem 6.14, str. 107)
Necht f(z,u) = f(z) € C7(Q), Q je oblast tridy C*" a g(x) € C*7(Q). Potom
tiloha (2.13) ma jednoznacné resenf u(x) € C%7(Q).

Ukazuje se, ze mnohé principy, které jsou znamé pro linearni eliptické rovnice,
lze vyuzit i pro tlohy nelinearni. Jde zejména o tzv. Schauderovu teorii.

Véta 2.14 ([19], Theorem 6.6, str. 98)
Necht f(z,u) = f(x) € C7(Q), Q je oblast tiidy C*" a g(z) € C*7(Q). Pokud
u(z) € C*7(Q) je fedent tlohy (2.13), potom

|u‘2,'y < C(|U|C(§) + |g|2;y + |f|7) (2.14)

Poznamka 2.15
Nerovnost (2.14) se nazyvd globdlni apriorni Schauderiv odhad. Uvedend véta
plati i pro obecnéjsi typy uloh, tzv. kvazilinedrni dlohy (viz [19]). Jako specidlni
dusledek dostaneme platnost této véety pro operdtor Lu := —Au — cu, ¢ > 0. Tento
vysledek vyuZijeme ddle.

Velmi dilezitd jsou taktéz tzv. velmi slabd resent eliptickych tloh. Z jejich
existence 1ze totiz ziskat mnoho informaci o chovani feseni tloh parabolickych.

Definice 2.16 ([7], Definition 1, str. 73)
Necht f(x,u) = f(u). Velmi slabym feSenim tlohy (2.13) budeme nazyvat funkci
u € LY (Q) takovou, ze f(u)dist(z,d0Q) € L1(Q) a plati

—/ wA da = / Flwde, Y € C2(9). (2.15)
Q Q

Poznamka 2.17
Integrdl / f(u) dx md smysl, nebot |¢(z)| < Cdist(z,09Q), z € Q, C > 0.
Q

Velmi slabé feseni miize byt v jistych pripadech zbytecné omezujici. Z toho
divodu déle zavadime také tzv. silnd resent.

Definice 2.18 ([19], str. 219)
Silngm FeSenfm tlohy (2.13) nazveme funkci u(z) € Wy 2 (2)NW2P(Q) pro vhodné
p € [1,400], kterd spliiuje formulaci (2.13) skoro vsude v Q.

Nyni budou nésledovat znamé Greenovy identity, zobecnéné pro prvky Sobo-
levovych prostorti, které budeme vyuzivat v nékterych dtkazovych technikach.

Véta 2.19 ([32], Theorem 1.31, str. 21)
1 1

Necht Q je tiidy C™'. Prov € W'P(Q) a z € WH(Q), kde — + — = 1, plati
P q

/ (vV-z+2z- Vo) dx:/ v(z-n)dS (2.16)
Q o0
Zvolime-li v predchozi identité z = Vu, dostaneme po dosazeni
/ (vVAu + Vu - Vv) de = v% ds. (2.17)
Q o0 On

Pokud nyni provedeme zdménu u a v v tomto vztahu a obé identity od sebe
odecteme, dostaneme druhou Greenovu identitu

ov ou
/QuAv—vAu da:—/aQua—n—va—n, ds (2.18)

kterd je platnd pro u, v € W2%(Q).
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2.4 Parabolické PDR

Tato sekce bude vénovana rovnicim parabolickym. Vétsina tvrzeni z predchozi
sekce mé pfimou analogii i v pfipadé tlohy

?:—Au—f(x,u) v Qr,
u=g(x) na 9, (2.19)
u(x,0) = h(x) v Q

V celé praci se omezime pouze na klasicka feseni, proto je nutné je presné defino-
vat.

Definice 2.20
Klasickym Fesenfm tlohy (2.19) nazveme funkci u(z,t) € C*1(Q7) N C(Qr), kterd
spliiuje formulaci (2.19) bodové s ohledem na pocatecni a okrajové podminky.

Nemusi byt vzdy zajisténo, ze klasické reseni existuje az do nekoneéného casu.
Pokud to ale plati, je vhodné takova feseni néjakym zptisobem odlisit.

Definice 2.21
Globalnim feSenim u(x,t) tlohy (2.19) nazveme takové klasické reseni, které exis-
tuje pro vSechna ¢ € [0, +00).

Nyni uvadime opét uzitecnou analogii slabého principu maxima.

Véta 2.22 ([13], Theorem 9, str. 369)
Necht u € C*1(Qr) N C(Qr) a necht v Qr plati

up — Au > 0.

Potom
infu>—sup u".
Qr 8,Qr
Schauderova teorie je platna také pro parabolické ilohy a i v tomto piipadé
jeji vysledky déle aplikujeme na nelinearni tlohy. Bez tzv. podminky kompatibility
vsak tyto vysledky neni mozné vyuzivat.

Definice 2.23
Rekneme, Ze funkce g, h € C%7(Q) splituji podminku kompatibility (jsou kompa-
tibiln{), pokud

h(z) = g(x) pro x € 0N. (2.20)

Nyni jiz mtzeme uvést avizovanou Schauderovu teorii.

Véta 2.24 ([39], Theorem 7.2.24, str. 231)

Necht Q je tiidy C*¥, f(x,u) = f(z) € C'(Q), g(x), h(z) € C*'(Q) a necht
funkce g, h spliuji podminku kompatibility. Potom existuje jednoznacné reseni
tlohy (2.19) takové, ze u(z) € C**1F3 (Qp). Navic existuje C > 0 tak, Ze plati

uloyy 143 < Cllulg + [fly + lgl2n + [hl2)- (2.21)

Techniky, které vyuzivame v dalsich sekcich jsou zalozeny na tzv. metodé
dolnich a hornich feseni.
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Definice 2.25 ([5], Definition 3.1, str. 48)
Rekneme, ze funkce u = u(z,t) € C*Y(Qr) N C(Qr) je dolnim FeSenim tlohy
(2.19) v Qp, pokud

8—* Au < f(z,u) v Qp,
u < g(x) na 0, (2.22)
u(w,0) < h(z) v e

Obdobné fekneme, Ze funkce @ = @(z,t) € C*1(Qr) N C(Qr) je hornim Fesenfm
tlohy (2.19) v Q, pokud

g—?fAu>f(x,u) v Qr,
7> (0 s 98 (223)
u(z,0) > h(x) v 2

V pripadé, ze jsou nerovnosti ostré mluvime o striktnim dolnim nebo striktnim
hornim fesend.

Poznamka 2.26
Obdobnym zptusobem definujeme dolni, strikini dolnt, horni a striktni horni reseni
také pro eliptické ulohy typu (2.13).

Za urcitych predpokladi je Feseni tlohy (2.19) monotonni v case.

Véta 2.27 ([5], Theorem 3.3, str. 49)
Pokud —Ah < f(z,h), tj. pocatecni podminka je dolni feSeni, pak u(x,t) je
neklesajici funkci v proménné t pro kazdé pevné x.

Na zavér uvedeme srovnavaci princip pro obycejné diferencidlni rovnice, ktery
bude potrebny pro ilustra¢ni priklad v priloze A.

Véta 2.28 ([37], Theorem 1.3, str. 27)
Necht f(s) je lokdlné Lipschitzovsky spojitd ve své proménné a necht x(t),y(t)
jsou diferencovatelné funkce takové, ze

z(to) < y(to) a a'(t) — f(z(t) <y/(t) — f(y(®),  tE[to,T).

Potom xz(t) < y(t) pro vSechna t € [ty,T).
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KAPITOLA 3

Skalarni Gloha

3.1 Vybuch reseni v konecném case

Nejprve se budeme zabyvat skalarni lohou

Z—Au:)\f(u) v Qr,
u=20 na 0Qr, (3.1)
u(z,0) = up(z) >0 v Q,

kterou ziskdme z (1.1), kdyz zvolime f = f; = fa. V celé této kapitole budeme
predpoklddat, ze f : R — (0, +00) je

1. neklesajici,
2. hladks,
3. konvexni,

a ze hranice oblasti Q je tiidy C*, v € [0,1]. Posledni predpoklad je nezbytny
k vyuzivani Schauderovy teorie, coz se ukaze vyhodné dale. Veskera pozorovani
provedeme nejprve pro tuto tlohu, nasledné je zobecnime i pro systém dvou rov-
nic typu (1.1). Vzdy budeme pracovat pouze s kladnymi fesenimi piislusnych
nelinearnich tloh. Tento pozadavek a platnost principu maxima ve Vété 2.22 (str.
17) pak implikuje, ze pouze A > 0 jsou pripustné hodnoty.

Uvazujme obyc¢ejnou diferencidlni rovnici

w0)— b (3.2)

o

)

na které budeme demonstrovat nékteré vlastnosti. Z nezapornosti funkce f plyne
pro viechna t > 0 nerovnost u'(t) > 0. Existence a jednoznaénost (lokalniho)
feSeni plyne ze standardni teorie obycejnych diferencidlnich rovnic. Toto reSeni
je tedy rostouci ve své proménné a mohou nastat pouze dvé moznosti - bud je
feseni u(t) definované globalné a tli?oo u(t) = +o0, anebo je feseni pouze lokalni,
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tj. existuje ¢as Tp takovy, ze lim wu(t) = +oo. Z tohoto pozorovani plyne, Ze
=Ty

charakter feseni piimo zavisi na nelinearité f. Obdobné chovani se d& ocekavat

i v pfipadé tlohy (3.1), ackoliv uvidime, Ze se objevuji nékteré dalsi vlastnosti,

vznikajici z toho divodu, zZe feSeni je navic ovlivnéné okrajovou podminkou, di-

fuznim ¢lenem a dimenzi prostoru. Tyto vlastnosti samoziejmé v teorii obycejnych

diferencidlnich rovnic nejsou mozné.

Definice 3.1 ([38], str. 247)
Necht u(z,t) je nezdporné klasické fesen{ tlohy (3.1). Pokud

lim (sup u(x,t)) = 00, (3.3)

t—=Ty e
pak fekneme, Ze u(x,t) vybuchuje v koneéném case Ty < +oc.

Pokud vybuch feseni v koneéném Case nastane, je také vhodné rozlisit, v jakém
prostorovém bodé k tomu doslo.

Definice 3.2 ([38], str. 247)
Necht u(z,t) je nezdporné klasické feseni tilohy (3.1), které vybuchuje v konetném
case Tp. Pokud existuji posloupnosti z, C Q,t, C (0,Tp) takové, ze

lim =z, = zo,
n—-+00

lim tn = To,
n—-+00

ngr—&r-loo u(Zn, tn) = +00,

pak fekneme, Ze xg je bodem vybuchu feseni u(x,t) v koneéném case.

Obecné je extrémné obtizné urcit, zda jde pouze o jeden bod nebo zda jich
je vice. Presné lokalizace téchto bodt je zndma pouze pro oblasti s jednoduchou
geometrii. Pokud Q = B(0,R), R > 0 a pocatetni podminka ug je radidlné
symetricka, bylo ukazano (pti nékterych dalsich predpokladech na chovani funkce
f), ze timto bodem x( je pouze stied uvazované koule [29]. Ukazuje se také, zZe
mezi vSemi oblastmi je to pravé koule, pro kterou je ¢as vybuchu feseni nejmensi
[4]. Vysvétlenim je to, ze Teseni vybuchuje ve stfedu koule, ale tento stied je prilis
vzdélen (ve smyslu funkce dist(x,0€2)) od jeji hranice, kde dochazi ke chlazeni.

Vratme se jesté ke zminéné obyCejné diferencidlni rovnici. Pokud zapiSeme
(3.2) v separovaném tvaru, dostaneme po integraci pravé strany

01 ds = At 3.4
Lot 34
Pro vybuch feseni (3.2) v koneéném ¢ase je tedy nutnou a postacujici podminkou
konecnost levé strany (3.4), nebot prava strana je pro konetné ¢t vzdy omezena.
Tuto nutnou podminku zminil poprvé Osgood v roce 1898 ve svém clanku [30].
Bohuzel, pokud uvazujeme i vliv difuze, nemusi podobna podminka k vybuchu
feseni v kone¢ném case stacit. Pro lepsi predstavu odkazme na jednoduchy priklad
do prilohy A. Z tohoto piikladu je zfejmé, ze otézka, zda TeSeni rovnice (3.1)
vybuchuje v koneéném case, zavisi na nékolika dalsich faktorech - jednak na ne-
linearni pravé strané, ale zaroven také na velikosti oblasti €2, kterd je v jistém
smyslu reprezentovana prvnim vlastnim ¢islem Laplaceova operdtoru v € a také
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na pocate¢ni podmince. Pro nékteré tlohy (respektive hodnoty parametru \) bude
také nutné zohlednit dimenzi prostoru.

Metoda, kterou jsme na tomto prikladu ukézali, byla poprvé pouzita v [22]
a poskytuje postacujici podminku pro vybuch reseni v koneé¢ném case. Bohuzel,
jak je patrné, je mozno ji pouzivat jen pro konvexni pravé strany. Pro obecnéjsi
funkce je nutné hledat jiné postacujici podminky.

Obdoba nutné podminky, kterou jsme ukézali v pfipadé ulohy (3.2) ale plati
vzdy i pro parcidlni diferencidlni rovnice typu (3.1).

Véta 3.3 ([5], Theorem 3.8, str. 54)
Pokud jednoznacné reSeni u(z,t) tlohy (3.1) vybuchuje v kone¢ném case, pak

+oo 1
—— ds < 400, prob > 0. 3.5
L (3

+o0o
DUKAZ. Pro spor predpoklddejme / m ds = 400. Ozna¢me w feSeni dlohy
b s
u'(t) = \f(u) s poc¢atetni podminkou b. Potom u(z,t) < u(t), tj. u je horn{ feseni.
Vzhledem k piedpokladu ale u(t) (a tedy také u(zx,t)) existuje pro vsechna ¢t > 0,
COZ je Spor. ]

S ohledem na zminovanou fyzikalni interpretaci budeme vzdy pracovat s tzv.
superlinedrnimi nelinearitams, tj. témi, které splnuji predpoklad

(P1) lim L)

s—+o00 8§

:+OO

Bohuzel se ukazuje, ze existuji funkce, které jsou superlinedrni a integral (3.5)
kone¢ny neni. Pro nazornost lze uvazovat funkci s — slns. Pak zfejmé

. slns
lim = +00,
s—+00 S
zaroven ale
+oo 1
/ ds = +o0.
e slns

Superlinearita f tedy nestaci ke koneénosti (3.5) a tuto abstraktni podminku
musime vzdy pri konkrétni aplikaci ovérit. Pti praci s parabolickymi tilohami bu-
deme vzdy pozadovat, aby superlinearni nelinearita spliovala i nutnou podminku

(3.5).
3.2 Stacionarni uloha
Studium parabolickych tiloh tzce souvisi s prislusnou stacionarni tilohou

{—Au = Af(u) v Q, (3.6)

u=20 na 0f).

Ulohami (3.6) a jejich vazbou na (3.1) se zabyvalo velké mnoZstvi autorii.
Dalsi informace a vysledky je mozno nalézt napiiklad v [7], [24] a [23].

V [7] je studovéno velmi slabé feseni ulohy (3.6) a jeho souvislost s vybuchem
feseni (3.1) v kone¢ném case.
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Véta 3.4 ([7], Theorem 1, str. 74)

Necht f je superlinedrni a necht existuje globalni klasické FeSeni nestaciondrni
tilohy (3.1) s pocdtecni podminkou ug € C*7(Q). Pak existuje velmi slabé fesent
staciondrni tlohy (3.6).

Predchozi Véta poskytuje dulezity dusledek — pokud plati nutnd podminka
(3.5) a pokud neexistuje velmi slabé feSeni stacionarni tlohy (3.6), pak Feseni (3.1)
vybuchuje pro (v jistém smyslu) dostateéné velkou kladnou pocéteéni podminku
v kone¢ném case. Bez nutné podminky (3.5) lze ziskat nasledujici vysledek.

Véta 3.5 ([7], Theorem 2, str. 74)
Pokud ma uloha (3.6) kladné minimélni velmi slabé reseni w, pak pro kazdou
pocdtecni podminku ug € C?7(Q), 0 < ug < w, mé (3.1) globalni Fesen.

Dale lze ukézat [7], Ze existuje hodnota \* takova, Ze:

e Pro kazdou hodnotu A € (0,\") existuje kladné minimdlni klasické Feseni
(viz Definice 2.11, str. 15) u(\) rovnice (3.6).

e Zobrazeni A — u(\) je neklesajici.
e Pro A > \" neexistuje klasické feseni (3.6).

e Pokud A = A\* a plati (P1), pak existuje velmi slabé feseni u* a zaroven
*

= li A).
ut = g, ul)
Poznamka 3.6
Ezistenci hodnoty \* lze ukdzat pri slabsich predpokladech na funkci f. Konkrétné
stact, kdyz f je y—holderovsky spojitda (viz [5], Theorem 2.7, str. 19). Je vsak
zrejmé, zZe dalsi uvedené vysledky platit nemusi.

Resent u*, které prislusi hodnoté \*, je tzv. extremdini reseni a blize se jimi
zabyval napf. BREZIS a VAZQUEZ v [6]. Ukazuje se, Ze v tomto ptipadé feSitelnost
ulohy (3.6) v klasickém smyslu zavisi nejen na pravé strané f a tvaru oblasti Q,
ale zejména také na dimenzi prostoru n.

Poznamka 3.7

Je dulezité si uwvédomit, Ze z predchozich bodu plyne, Ze musi existovat hodnota A
takovd, Ze studovand uloha ma klasické reseni pro vsechna A € (0, \i]. V nékterjch
pripadech je skutecné N\, = N\*, ale tato rovnost neplati zdaleka vzdy, viz Priklad
3.2.1 nize.

Priklad 3.2.1. Uvazujme tzv. Gelfandovu ilohu, tj. (3.6) s konkrétni pravou
stranou f(u) = exp(u) na = B(0, 1). Resitelnost této tlohy je dnes jiz pomérné
dobre znamé a vysledky jsou néasledujici (pro vice informaci napt. [31] nebo [12]).

e Pro kazdén > 1 existuje hodnota A* takova, ze Gelfandova tiloha m4 alespon
jedno kladné klasické Feseni pro kazdé A < A* a zddné TeSeni pro A\ > \*.
Tento vysledek je v souladu s poznamkami pod Vétou 3.5.

e Pro n € {1,2} jsou tato feSeni omezena v prostoru W12(€).
e Pron > 3 se objevuje tzv. singuldrni reseni ve tvaru S(z) = —21In|z|, které

prislusi hodnoté \g := 2(n — 2) (viz bifurkaéni diagram nize).
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|
A A*

Obrézek 3.1: Jeden z moznych bifurka¢nich diagramt pro piripad, kdy A, # \*.

e Extremadlni feseni je pro n <9 klasické, viz [27].

e V piipadé n > 10 byl ukdzan nésledujici zajimavy vysledek. Jednak plati
Ao = A" = 2(n —2) a zéroven S(x) = u*(x), tj. v*(x) nyni neni klasické
feSeni, viz [21]. Protoze ale funkce s +— exp(s) spliuje (P1), jde o velmi
slabé feseni. To je navic minimalni.

[ pss lull o el o
A ' A

>

>/ - e e m e Em o e W o wm e e o

1<n<2 n > 10

Obrazek 3.2: Bifurkaéni diagram Gelfandovy tlohy (prevzato z [12], upraveno).

Dle Véty 3.5 (klasické fesSeni je zaroven velmi slabé) existuje pro A € (0, \")
globalni Teseni parabolické Gelfandovy tlohy pro kazdou pocatetni podminku,
pro kterou ug < w, kde w je minimélni feSeni stacionarni Gelfandovy tlohy.

Je zajimavé, ze pro nékteré pocateéni podminky

ug > w, Uy W (3.7)

jiz podobny vysledek neplati. Autofi ¢lanku [31] se zabyvali studiem chovéni pa-
rabolické Gelfandovy tlohy pro pocateéni podminky, které byly jistou perturbaci
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singuldrniho feSeni S. Konkrétné uvazuji, ze n > 10 a ug > S, ug #Z S. Tato volba
vede k zajimavému vysledku — feseni je identicky nekonecné pro libovolné ¢ > 0.
Z toho plyne, Ze neexistuje dokonce ani lokélni slabé feseni (viz [31] pro definici
slabého Feseni parabolické tlohy). Tento stav je oznaCovan jako tzv. okamZity
vybuch resent.

V souladu s predchozim se ihned nabizi otdzka, jak je to s omezenosti feseni
parabolické tlohy (3.1) pro A > \*, ¢emuz se budeme vénovat déle.

3.3 Metoda hornich a dolnich reseni

V této sekci uvedeme dva stézejni vysledky, které budeme dale vyuzivat. Kromé
jiz zminénych piedpokladt nechf f navic spliiuje

(P2) Ja,b>0VseR: f(s) >as+b.

Dulezitost predpokladu (P2) se ukazuje v tom, Ze umoznuje presné lokalizovat
¢islo A* := A\ /a. Jde o obecnéjsi skutecnost, kterd plati i pro systém dvou rov-
nic, tudiz dikaz uvedeme az v posledni kapitole, kde se systémum vénujeme po-
drobnéji.

Véta 3.8 ([5], Theorem 3.1, str. 48)

Necht existuji horni a dolni feseni tilohy (3.1) takova, Ze u(z,t) < u(z,t) v Qr.
Potom tloha (3.1) méd klasické reseni u(z,t) a plati

u<u<avQr. (3.8)

Dtikaz spociva v sestrojeni vhodného iteraéniho procesu. Pak je nutné ukézat,
ze nalezené iterace konverguji k feseni tlohy (3.1). Tento dukaz uvedeme v dalsi
sekci, protoze je mozné snadné zobecnéni - jak pro systémy vice rovnic, tak také
pro obecnéjsi pravé strany.

Poznamka 3.9
Predpoklad bodové nerovnosti mezi dolnim a hornim reseni v predchozi vete neni
mozné vynechat. AMANN [3] uvedl v roce 1976 nasledujici protipriklad pro eliptic-
kou lohu.

Uvazujme tlohu

(3.9)

—Au = A\pu + () v £,
u=0 na OS2,

kde A\ znaci k—té vlastni ¢islo prislusné vlastni funkci @i (x).
Predpokladejme, Ze existuje klasické reseni u ulohy (3.9) a vyndsobme tuto
formulaci funkci i (x). Provedeme-li integraci pres oblast 2, dostaneme

/(—Augpk — Apupy) doe = / @2 dz > 0.
Q Q

Levou stranu lze ddle upravit s vyuzitim Greenovy identity

/Q—(Augok + Apupy) de = /Q(uAgok — Aupy) dz =
8gok ou N
/aQ (u on (pkan> ds =0,
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vzhledem k tomu, Ze jak u, tak g jsou na O nulové. Posledni rovnost tedy ddvad
spor a meni mozné, aby reseni existovalo. Na druhou stranu je ale mozné najit
K >0 tak, Ze u(x) = Kp1(z) a u(z) = —Ke1(z) jsou dolni a horni resent.

Dtlezitost predchozi existenéni véty spociva v tom, ze nam poskytuje navod,
jak ukazat, ze feseni u(z,t) dlohy (3.1) vybuchuje v kone¢ném case. Pokud nalez-
neme dolni a horni Teseni takova, ze u < u, kterd vybuchuji v kone¢nych ¢asech
T, T, potom nerovnost (3.8) implikuje, Ze také u vybuchuje v koneéném ¢ase Tp.
Navicplati T < Ty < T.

3.3.1 Diskuze o jednoznacnosti

Jednoznacnost feseni parabolickych parcidlnich diferencidlnich rovnic je i v dnesni
dobé stéle studovanou oblasti. Studiem této vlastnosti se zabyvalo mnoho autort,
napf. FuiitA, WATANABE [17] nebo FRIEDMAN [16]. Pro ndzornost uvazujme
parabolickou lohu s Neumannovou okrajovou podminkou

ou

E_Au:f(u) VQT;

9u =0 na 0, (3.10)
on

u(xz,0) =0 v Q,

kde zvolime specidlné f(u) = uZ. S ohledem na Neumannovu okrajovou podminku

je mozné hledat Feseni tlohy (3.10) jakozto FeSeni obycejné diferencidlni rovnice
2, t>0

_— = 2

dt u ) )

u(0) = 0.

(3.11)

Je zfejmé, ze obé tlohy fesi jednak u(t) = 0, ale také funkee u(t) = t2/4.

V tomto pripadé je nejednoznacCnost klasického reseni zpusobena tzv. ne-
konecnou intenzitou zdroje v pocatku. Z teorie pocatecnich tiloh pro obycejné
diferencidlni rovnice je znamo, ze k zajisténi jednoznac¢nosti feseni staci, aby f
byla Lipschitzovsky spojita. Problém nelinearity, ktera vystupuje ve zminéné rov-
nici je to, ze na libovolném intervalu, ktery obsahuje pocatek, tato funkce lipschi-
tzovskost ztrdci. Na druhou stranu lze snadno nahlédnout (separaci proménnych
a substituci u = 2%), Zze po¢ateéni tiloha

du 2

R I

a e - (3.12)
u(0) =0,

jednozna¢né tesitelna je, ackoliv funkce s — 1 + 55 opét neni Lipschitzovsky
spojitd v okoli bodu nula. Z toho plyne, zZe lipschitzovskost pravé strany neni
podminkou nutnou. Kromé lipschitzovskosti byly odvozeny i jiné podminky, které
jsou vice ¢ méné omezujici. Tyto vysledky shrnuje napft. [2].

FRIEDMAN [16] se ve svém ¢ldanku zabyval studiem podminek pro zajisténi jed-
noznac¢nosti reseni parabolickych tloh. Uvedl zde, Zze pokud f je nerostouci funkci,
sta¢i to k tomu, aby Feseni bylo jednoznacné. V nasem pripadé je ale zcela ne-
vhodné pracovat s nerostoucimi nelinearitami. Je tedy nutné hledat jiné podminky,
které jednoznacnost reseni zajisti. Inspiraci je mozné hledat v teorii obycejnych
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diferencidlnich rovnic. Ukazuje se, ze i v pripadé parcidlnich diferencidlnich rovnic
plati obdobné vysledky.

Budeme tedy pozadovat, aby nelinedrni funkce f splnovala jednostrannou
Lipschitzovu podminku, tj. aby existovala konstanta L > 0 tak, ze

f(s1) = f(s2) < L(s1 — s2) pro s; > sa. (3.13)

Tato podminka je slabsi nez klasické lipschitzovskost, ale stac¢i k tomu, aby feseni
nami studovanych tloh bylo jednoznaéné.

3.3.2 Konstrukce dolniho reseni

Ke konstrukei dolniho feseni tlohy (3.1) vyuzijeme myslenku, kterd byla uvedena
v [26].
Definujme funkei u(z,t) = z(v(z,t)) tak, ze plati

{ 2y :f(Z),

0 0. (3.14)

Poznamenejme, Ze jde o korektni definici dolniho Feseni, nebot existence a jedno-
znacnost lokalniho klasického Teseni plyne ze standardni teorie obyc¢ejnych dife-
rencidlnich rovnic.

Déle primo z definice funkce u plyne

Up = 2Vt = f(Z)Utv
Au =V - -Vu=V(z,Vv) =V(f(2)Vv)
= ['(2)V2Vu + f(2)Av = f'(2) f(2)|Vo* + f(2)Av

a tedy

—Au= f(2)(ve = Av) = ['(2) f(2)| Vo] (3.15)
7 nezapornosti vyrazu f'(z)f(z)|Vu|? plyne, Ze nyni staéi vhodné zvolit funkci
v a u bude dolni feseni. Tento specialni tvar dolniho feseni m& mmnoho vyhod,
zejména pak to, ze umoznuje definovat postacujici podminku pro vybuch feseni
tlohy (3.1) v koneéném case.

Véta 3.10 ([26], Theorem 1, str. 138)
Necht T* > 0 a necht existuje v(x,t) takové, ze u(z,t) = z(v(z,t)) je dolni reseni
(3.1). Pokud plati nutnd podminka (3.5) a

supv(x,T) — 1 >0, (3.16)
e
kde
I / ™1y (3.17)
= — ds, :
o f(s)

potom u vybuchuje v konecném case T < T™.

DUKAZ. Piimo z definice funkce z plyne

oo ] d oo ] d
sup v(z,t) = sup / sup(/ s—/ s)
z€Q € f z€Q 0 f(S) z f( )
+o00o
Protoze sup ( / 7 ( ] ds) < 0 prot < T, dolni feseni vybuchuje v kone¢ném
e z
case T' < T pri platnosti predpokladu (3.16) z dokazované véty. O
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V nésledujicim Lemmatu zodpovime otazku, jak je mozné volit funkei v(z, ).

Lemma 3.11
Necht k >0, A\ > \*(1+k) = A\* a v(x,t) je Feenim tilohy

vy — Av = X1+ k)e1(z), v Qr
v =0, na 0Qr (3.18)
v(z,0) =0 na .
Pokud al < 1+ k, potom u vybuchuje v konecném case
1 al
T<—-——In{1l- . 1
== Aln( 1+k> (3.19)

DUKAZ. Nejprve ovéfime, ze skutecné jde o dolni feSeni. Vyjdeme z (3.15), kam
dosadime vyjadieni (3.18). Zvolime-li ¢1(x) tak, Ze sup p1(z) = 1 a pouzijeme-li
e

predpoklad A > A¥, potom dostaneme
u, — Au= X1+ k)p1(2)f(2) = f'(2) f(2)|[Vo]? <Af(2) = Af(w),  (3.20)

kde jsme, vzhledem k vlastnostem f, vyuzili nezapornosti clenu f(z)f(z)|Vol|?.
Okrajovd podminka na 9Q je splnéna trividlné, nebot v = 0 na 9. Taktéz
pozadovana nerovnost v pocatecni podmince je splnéna, protoze

u(z,0) = z(v(x,0)) = 2(0) =0 < up.

Jde tedy skutec¢né o dolni feseni. Nyni ovéiime postacujici podminku ve Vété 3.10.
Vzhledem ke specidlnimu tvaru pravé strany lze feseni v hledat v separovaném
tvaru v(z,t) = ¢1()q(t), kde ¢ je vhodnd funkce. Dosazenim do (3.18) tuto
funkci snadno dopoc¢itame a dostaneme

1+k _
v(@,t) = ——epi(x) (1-et). (3.21)
Nyni sta¢i ukdzat existenci T* > 0 tak, ze
supv(z, T%) =1 >0, (3.22)
z€e
coz je ekvivalentni tomu, ze
1 + k —AlT*
Lk ooy _rso, (3.23)
z ¢ehoz dostaneme ) I
a
"> ——In(1- 3.24
> - (1- %), (3:24)

prave tehdy, kdyz al < 14k, jak plyne z defini¢niho oboru funkce s — In s. Navic
dostavame horni odhad ¢asu vybuchu

1 al
T<——In(1l- . 2
o )\111( 1+k‘> (3:25)

O

7 predchoziho Lemmatu vyplyva nékolik skuteénosti. Pokud nelinearita f
roste do nekone¢na dostatecné rychle (tj. al < 1), pak pro kazdé A > \* dochéazi
k vybuchu dolniho FeSeni v koneéném ¢ase T’ < —1In(1 — al)/A;.

Naopak, pokud je tento rust pomalejsi (tj. £ > 0), potom existuje hodnota
A > \* takovd, Ze dolni FeSeni u vybuchuje v koneéném ¢ase pro viechna \ > M
Je zfejmé, Ze ¢im vétsi bude k, tim vétsi bude také AE.
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3.3.3 Konstrukce horniho reseni

Z Amannova protipiikladu v predchozi sekci plyne, Ze pri konstrukci horniho
feseni je nutné postupovat obezretné. Bohuzel, obecné by mohlo byt velice slozité
dokazat, ze pro danou dvojici funkci u, w skuteéné plati pozadovana nerovnost.
7 tohoto duvodu je velice uzitetny nasledujici srovnavaci princip.

Véta 3.12 ([5], Theorem 4.1, str. 88)
Necht u,w € C*1(Q7) N C(Qr) jsou takové, Ze

—Au— Af(u) <a — Au — \f(a) v Qr,
u<u na 0pSlr.

Potom

u<u v QT. (3.26)
DUKAZ. Ozna¢me d(z,t) = u(x,t) — u(x,t) a predpoklddejme, Ze tvrzeni véty
neplati. Pak musi existovat ¢; > 0 takové, ze d(x1,t;) = 0 pro néjaké z; € Q.
Navic d(z,t) > 0 pro (z,t) € Q x [0,t1) a d(x1,t1) < 0. Funkce d(z,t;) nabyva
svého minima v z = x1, tj. Ad(x1,t1) > 0. Nicméné ale plati

di(z1,t1) = gt(u(x,t) —u(x,t)) > At — Au— \f(u) + Af(u) >0, (3.27)

coz je spor a tedy musi byt u(x,t) < u(z,t) v Qr. O

Nyni zbyva ukazat, ze existuje horni reseni, které také vybuchuje v kone¢ném
case.
Zvolime u(z,t) = 0(t), kde 6 je Fesenim ulohy
0'(t) = Mf(O(1)) +e, t>0,
() = AF(6(2) 52
6(0) = e,

pro € > max ug(z).
€

Véta 3.13
Funkce u(z,t) = 6(t) definovand tlohou (3.28) je striktni horni reseni ilohy (3.1).

DUKAZ. Korektnost definice plyne opét jako v pripadé dolniho feseni ze stan-
dardni teorie oby¢ejnych diferencidlnich rovnic. Pfimym osazenim do (3.1) dosta-
neme

ou
— —Au=Af(0(t)) +e> Af(0 Af v Qr,
L (0(1) (0(1)) = A7) 0
u(x,0) = 0(0) = € > maxug(z) = uo(x) v Q,
e
tj. @ je striktni horni reseni. O
Lemma 3.14

Pro dolni reseni u a striktni horni feseni w definované vztahy (3.14), resp. (3.28)
plati u <@ v Q7.
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DUKAZ. Protoze plati

uy — Au— Mf(u) <0 < T — AT — Af(T) v Or,
u=0<e=1 na 0p{lr

a u,w maji pozadovanou hladkost, lze pouzit Vétu 3.12 a dostaneme dokazované
Lemma. ]

Nyni uvedeme tvrzeni, kterym shrneme vysledky uvedené v této sekci.

Véta 3.15

Necht f je neklesajici hladkd funkce, kterd spliiuje nutnou podminku (3.5) a
predpoklady (P1) a (P2). Zvolme nejmensi k > 0 takové, ze al < 1+ k, kde
I je definovéno v (3.17). Potom pro A > A* vybuchuje jednoznacéné reseni u(z,t)
ulohy

E—Au—kf(u) v Qrp,
U= na 0Qrp,
u(z,0) = ug(z) >0 v Q

v kone¢ném case Ty. Pro ¢as vybuchu navic plati odhad

_ +oo 1 1 al
= _ < < —— — =1T. .
T / VO LE Al1n<1 1+k> T (3.30)
foa[pes
400 0 400
S
! : ! A
A* Ak

Obrazek 3.3: Oblasti globalnich a neomezenych feseni. V regionu oznaceném
otaznikem neni garantovano, ze pro malé hodnoty ||u|| ., nedojde k vybuchu
feseni v kone¢ném case.

Poznamka 3.16

Tlustracni obrdzek plati v pripadech, kdy  je konvexni oblast a f(s) =1+ s?, kde

2
nt 5 brom > 3 diky apriornim odhadim z clanku [14]. Ddle také v

l<qg<o=

pripadé, kdy Q je kruh v R? a f(s) = exp(s), [21].
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Pokud A < X a pocdtecni podminka uy < w, kde w je minimdlni reseni
staciondrni dlohy, pak reseni u(x,t) bude omezené, globdlni a navic

u(z,t) S w(z) prot — +oo stejnomérné v Q.

Ddle pokud X € (\*, )\k), potom Tesent vybuchuje v konecném case pro dostatecne
velkou pocdtecni podminku ug ve smyslu normy |||, ale na druhou stranu, pro
malé pocdtecni podminky neni vybuch reseni v konecném case garantovdn. Pro
A > \¥ wybuchuje Tesent u v koneéném éase pro kazdou ug > 0.
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KAPITOLA 4

Systém dvou rovnic

V této kapitole uvedeme hlavni vysledky celé prace. Motivovani ¢ldnkem [9], bu-
deme studovat kvalitativni vlastnosti feseni systému

8’LL1
ﬁ — Aul = )\fl (UQ) v QT,
ou
(97752 — AUQ = )\fg(ul) v QT,
(4.1)
Ul :u2:0 na aQT,
up (2,0) = uf(z) > 0 v,
ug(x,0) = ud(z) >0 v Q.

Vzdy budeme predpokladat, ze oblast Q je titdy C*",v € [0,1]. I zde se budeme
zabyvat vyhradné klasickymi feSenimi studované tlohy, proto je nutné zahrnout
také pozadavek ul,ud € C*7(Q), v € (0,1]. Navic tyto funkce musi splitovat
podminku kompatibility. Na tomto misté jesté upozornéme na znaceni. Vzdy bu-
deme znadit u = (uy,uz2), f = (f1, f2) a podobné. Piipadné operace mezi takto
znacenymi funkcemi budeme vzdy chépat po slozkach, nebude-li feceno jinak.
Dalsi predpoklady budeme specifikovat v dalSich sekcich. Strukturalné budeme
postupovat identicky jako v predchozi kapitole. Nejprve uvedeme vysledky, které
byly dosazeny pro stacionarni tilohu a poté ukazeme, ze maji ptimé disledky pro
parabolickou tlohu.

4.1 Stacionarni tiloha

Ve zminéném ¢lanku autofi studovali existenci silnych feSeni tlohy

—Auy = Afi(u2) v Q,
—Aug = A fa(u1) v, (4.2)
uy =ug =0 na 0f)

na omezené mnoziné Q C R™ s hranici tifdy C* v dimenzi n > 2. Pfedpokladali,
ze fi,f2 : R — (0,400) jsou neklesajici spojité funkce, které déle splnuji tyto
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predpoklady:

s—+oco S s—+oo S
(P2) Ja,b>0VseR: fi(s), fa(s) > as+b.

Silnym TeSenim byla myslena trojice
()‘a (ulau2)) €Rx E7 (43)
1,2 2 2
kde E := {WO’ QnNw ’p(Q)} pro p > n s normou

[(ur, w2)ll g = Nz o) + lluzllwzreq) - (4.4)

Obdobné jako ve skaldrnim pripadé, ktery jsme studovali v minulé kapitole, bylo
ukdzdno, ze za platnosti vySe uvedenych predpokladi existuje hodnota A* takov4,
ze tloha (4.2) nem4 zadné feSeni pro A > \*.

Pokud zvolime ¢; tak, ze je kladné v €2, predpoklad (P2) ndm pak umoznuje
presné lokalizovat hodnotu \*.

Véta 4.1 ([9], Theorem 1.1, str. 5721)
Necht spojité funkce f1, fo spliiuji pfedpoklad (P2). Potom tloha (4.2) nem4 pro
A > X" = \i/a reseni.

DUkAz. Uvedeme diikaz z [9]. Necht (X, u1,u2), A > 0 je silnym FeSenim (4.2).
7Z principu maxima pak musi byt uy,us > 0. Se¢tenim obou rovnic dostaneme

2b 2b
—-A (ul +U2+a> = —A(uy + ug) > a\ (ul +uz+a> ,
kde jsme pouzili predpoklad (P2).

2b ~
Oznacime—li w := uy +us + —, pak w > 0 v Q, —Aw > alw v  a plati
a

/((plAw—wAgal) dz < / (—a wpr+Awer) de = (—a/\+)\1)/ wey dz. (4.5)
Q Q Q

Na druhou stranu z Greenovy identity (2.18)
/ (p1Aw — wAp;) de = / (p1Vw —wVer) -ndS, (4.6)
Q 19)

kterd je pouzitelnd, protoze w je silné FeSeni, tedy w € Wol’2(Q) NW?P(Q) a
©1(z) € C**(Q) dle Schauderovy teorie. Protoze

Vi -ndS = / Ay dx = —/ A1 dx < 0, (4.7)
a0 Q Q

dostaneme V1 -n < 0 na 02, ¢1 = 0 na 092, iargw >0 a tedy v (4.6)

/ (p1Vw —wVei) -ndS = —/ wVer -ndS > (4.8)
o0 [2}9]

—%gw/(ngal-ndS>0.

Z (4.5) a (4.8) pak plyne, ze pokud mé byt trojice (A, uj,ug) feSenim, nerovnost

A > 2L — A* nesmi nastat. O
a
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Dalsim dulezitym vysledkem bylo prokazani existence silnych feseni pro hod-
noty A < A*. Ozna¢me . mnozinu trojic (A, (u1,us2)) € R x E takovych, Ze tyto
trojice Tesi (4.2) a

P1oj)c(o,400) = {A € [0, 4+00) : 3(u1,u2) € E takové, ze (A, (u1,uz)) € K},

kde £ C & je tzv. kontinuum FeSeni. Kontinuem je myslena souvisld uzaviena
mnozina.

Véta 4.2 ([9], Theorem 1.2, str. 5721)
Necht fi, fo jsou spojité a spliiuji predpoklad (P1). Pak existuje neomezené kon-
tinuum reseni # C . a plati:

1. (N (u1,u2)) € A je nezaporné reseni pravé tehdy, kdyz A € (0, \),
2. pro A =0 je prvek (0,0,0) jedinym prvkem, ktery nalezi do &,
3. Proj)\G[O;FOO) C [O, )\*),

4. Existuje posloupnost reseni (A, (u1,,u2,)) € H# takovd, ze \,, € (0, A*) pro
vSechna n a ||(u1y, u2y,)|| p = +00 pron — +oo.

Prvni bod plyne snadno z principu maxima a Véty 4.1, druhy bod je pak
dusledkem principu maxima samotného. Treti a ¢tvrty bod implikuji existenci
alesporni dvou nezapornych feseni pro kazdé A € (0, \*). Jejich dukazy jsou ne-
trividlni, vyuzivaji aproximaci (4.2) pomoci asymptoticky positivné homogenniho
systému. Pro podrobny dikaz odkazme na [9].

Zminény c¢lanek také dale rozsituje vysledky, které byly dosazeny pro skalarni
rovnice s hladkou pravou stranou na konvexni oblasti. Jmenovité bylo dokéazano
nasledujici tvrzeni.

Véta 4.3 ([9], Theorem 1.3, str. 5721)
Necht fi, fo jsou neklesajici hladké funkce spliujici (P1) a §) je konvexni oblast.
Pokud bud

1. n = 2 a existuji kladna ¢isla K, q1, q2, a q1 + g2 < 2 jsou takova, Ze pro
vsechna s € R plati

fi(s) < Kexp([s|™) a fas) < K exp(|s|*), (4.9)

anebo
2. n >3, Q je tridy C? a existuji kladna ¢isla by, by tak, Ze

im S g w28y, (4.10)

s—+4oo gP1 s——4oo  gP2

kde p1, p2 > 1 jsou takové, Ze

1 1 n—2
+ >
pr+1 pa+1 n

, (4.11)

pak bod Ao = 0 je jednozna¢nym bifurkacnim bodem kontinuaa reseni %
z nekonecna.
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Bod A\ je nazyvan bifurka¢nim bodem systému (4.2) z nekonecna, nebot je
to takovy bod, pro ktery mmnozina reseni . obsahuje posloupnost A, takovou,
ze Ap = Ao @ ||(U1p,u2,))||p = +00 pro n — oo. Pfedchozi véta zobecnuje
vysledky ziskané pro skaldrni ulohu. I v pfipadé systému dvou rovnic (pfi plat-
nosti zminénych predpokladi) tedy bifurkacni diagram vypada obdobné, jako
jsme uvedli na Obrazku 3.1.

Od tohoto mista budeme pracovat se silngjsim predpokladem pro funkce fi, fo,
konkrétné

(P3) f1, f2 jsou v — holderovsky spojité funkce, v € (0, 1).

Od téchto funkci budeme vyzadovat splnéni jednostranné Lipschitzovy podminky
(3.13), tj. predpokladejme, ze existuji konstanty L; > 0 tak, ze

fi(s1) — fi(s2) < Li(s1 — s2) pro s1 > sa, (4.12)

pro ¢ = 1, 2. Ostatni pfedpoklady ziistanou nezménény.

Duvodem pro zesileni predpokladu je to, Ze spojitost pravé strany obecné ne-
musi pro existenci klasického feseni eliptickych tloh stacit. Holderovské spojitost
nam ale umoznuje ukazat, ze silnd feseni musi byt rovnéz klasicka. Jednostranna
Lipschitzova podminka zajisti jednoznac¢nost feseni, viz Sekce 3.3.1.

Lemma 4.4
Necht (), (u1,uz)) je silné feseni (4.2). Pokud fi, fo jsou y—hélderovsky spojité
funkce, pak (X, (u1,us)) je klasické reseni.

DUKAZ. Provedeme modifikaci dikazu dle Lemmatu A.1 na strané 4991 v [8].
Pro fixnf hodnotu A je ug € Wy2(Q) N W2P(Q), p > n. Protoze Q je t¥idy C>",
plati nasledujici spojité vnotreni (Véta 2.8, str. 14).

W2P(Q) > CYM(Q)  pro0<y <1-— % (4.13)

Funkce z prostoru ' () je zéroven Lipschitzovsky spojita a z v-holderovské
spojitosti funkce f1 plyne, ze

_ [ filue(z)) — fi(ua(y))]
|f1(uQ(x))—f1(uQ(y))|— |u2( )_u2( )‘7

< [Al, lua(z) — ua(y)]

<Al Nz =yl Vryeq,

[ua(x) = ua(y)[”

kde c je Lipschitzova konstanta. Z tohoto odhadu tedy plyne fi(u2) € C?(Q).
Protoze nyni plati rovnost —Au; = fi(u2), lze vyuzit Schauderovy odhady pro
lineérn{ eliptické tilohy a dostaneme u; € C*%(Q) pro 3 € (0,). Z toho plyne, Ze
uy je klasické. Pro uy se postupuje analogicky. O

4.2 Metoda hornich a dolnich reseni
Nyni se vratme k nestaciondrnimu systému (4.1). Nalezneme dolni a horni feseni

a ukazeme existenci klasického feseni u takového, ze u < u < wu. Nejprve vsak
uvedeme diikaz slibené obdoby Véty 3.8 na strané 24.
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Véta 4.5 ([39], Theorem 12.1.1, str. 327)

Necht Q je tridy C*V, v € [0,1], u?,u € C?7(Q) spliiuji podminku kompatibility,
neklesajici funkce f1, fo spliuji predpoklad (P3) a jednostrannou Lipschitzovu
podminku (3.13). Necht existuji horni a dolni feseni takovd, ze u(x,t) < u(z,t).
Potom existuje jednoznacné reseni u(x,t) systému (4.1) takové, ze

u(z,t) <wu(x,t) <u(x,t) v Qr.

DUKAZ. Nastinime nejprve myslenku dikazu. Pro k& € N definujme posloupnost
u® (z,t) = (ugk) (x,t),ugk) (2,1)), tak ze u®) je FeSenim tlohy

duy” (k) (k=1)

L Auy” = Mi(uy ) v Qr,

ot

(k)

&éi - Al = afo(u) v,
(4.14)

ugk) = ugk) =0 na O€r,
ugk)(sv,O) =ud(z) >0 v Q,
ugk)(:v,()) =ud(z) >0 v Q.

Na tomto misté upozornéme Ctenare na znaceni - u® bude znagit nulty prvek
posloupnosti u®) (tedy pocéateéni podminku itera¢niho procesu), kdezto u” potom
pocatecni podminku systému (4.1).

Pokud zvolime u(®) = (ugo),ugo)) e C**1*3(Qr) N C(Qr), pak pro kazdé
k € N jde o systém linedrnich dloh a z Schauderovy teorie (Véta 2.24 na strané
17) plyne existence pravé jednoho klasického feseni. Navic z Schauderova odhadu
(2.21) potom ziskdame informaci o regularité feseni, konkrétné

u®) e P E(Qr) N O@Qy), (4.15)

pro k € N. Jako pocate¢ni podminku pro iteracni proces (4.14) lze zvolit dolni
Feseni tlohy (4.1), tj. v(® = (ugo),ugo)) = (u;,us). Takto vzniklou posloupnost
oznadéime u®) = (y(lk), E(Qk)) Tato volba ovsem neni jedina. Je totiz mozné zvolit
také horni TeSeni, tj. u® = (ugo),ugo)) = (@1, u2), kdy obdobné tuto posloupnost
oznacime u*) = (ﬂ(k) ﬂ(k))
- 1 »%2 /) o
Nyni ukézeme, ze pro k € NU {0} v Qp plati

u® (2, 1) < u* D (2 t) < a2 8) <ua®(z, ). (4.16)

(0) _ (0 _ (1) ()

Pro i = 1,2 ozna¢me w; =u; —u; ~ a v Qp dostaneme

ow'? 0

o~ A =
oty _ aagl) (1) _ _
E*Aulf ot — Ay > Mfi1(u2) — Afi(uz) = 0,
ow? 0

o A =
Otua _ 8@&1) (1) _ _
W*AUQ* ot — Aty > Af2(W) — Afe(wr) = 0,
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kde jsme vyuzili definici horniho FeSeni a (4.14). Déle ziejmé

(0) =a”) — ") =7, —a") >0 na 02
w@uunzmumMJ#kamZu@—w:o v o

Z principu maxima tedy w; > 0 v Qp, tj. w; > ﬂgl)

bychom ukazali, ze v Q7 plati %(1) > u;, pokud bychom jako poc¢atecni podminku
itera¢niho procesu zvolili dolni feSeni.

(W) _ () (1)

Nyni ozna¢me v;

. Zcela stejnym postupem

. Potom v Qrp

e
o At

ou!) W [ow (1) (

5 AU | T ~Au | =AM@T) — M) 20,
9y

o A

ouD 9uld
3§-—Au§”‘<3i-—AuS>:=Aﬁx¢“>—xh@£”>zo

kde jsme vyuzili kvazimonotonii funkce f = (f1, f2). Obdobné i nyni plati

vl) = H-l) — gl(-l) =0 na 0f2,

( (
07 (@,0) = (2,0) -y (@, 0) =} —uf =0 v

7 principu maxima potom i nyni plyne nerovnost @(1) > gl(-l) v Q7. Celkové tedy

\4 QT

Nyni pfedpoklddejme, ze pro k > 2 v Qp plati

w0 < k) < k) < k-1,

(]) _ (k) _ (etD)

Ozna¢me w,”’ = u; . Stejnym zpiisobem jako v pfedchozim dostaneme

ow'® L

5~ o =

(k) —(k+1)
32 _A¢“_<&%t—A¢““>—Af(ml>—xﬁw?>>a
o' L

o Aus’ =

(k) —(k+1)
f; _A@“—<&%t—A¢““>—Af(“1>—xbw9>>&

tedy v Q7 bude ﬁgk b < Hl(k). Obdobnym zpiisobem lze snadno ukazat platnost

(k1) 5 () 5 (b4D)

nerovnost{ u, < ﬂgkﬂ) . Nyni tedy nerovnost

u® (2, ) <u® (@, 1) <a* D (2,1) <a® (2, 1), (4.17)
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plyne z principu matematické indukce. Protoze posloupnost u*) (H(k)) je shora
(zdola) omezend a neklesajici (nerostouci), existuji bodové limity

lim ™ (z,t) = u™(z,1),

k——+o00
lim a®) (z,t) = 7°(x,t).

Jm w(z,t) =z, )
Ze spojitosti f = (f1, f2) plyne konvergence funkeci fl(ugk)), resp. fg(ugk)) k li-
mitnimu prvku fi(us2), resp. fa(u1) (bez ohledu na to, jak zvolime nulty prvek
itera¢niho procesu, proto nyni znaéime u, us ,standardné*). Ze Schauderovych
odhadu pak plyne avizovand regularita (4.15). Z Schauderovych odhadu také plyne
stejnomérnd omezenost (pro kazdé k) posloupnosti u®) v prostoru

C**E Q) N CQy), (4.18)

tj. jde skutecné o Feseni systému (4.1).
Nyni ukdzeme, ze u™(x,t) = u™(x,t). V Qr oznatme w; = u° — U;° pro
i =1, 2. Po dosazeni do predpisu itera¢niho procesu (4.14) dostdvame

a(wla_: UJ2) — A(w1 + ’LUQ) —

a@?o 00 65?0 —00 a@go o] auQ _
T s (G -]+ G- s - (T - sn) =
A (i) = Fu(@E) + o) = f2(@)) = ML1 + L) (wg +w2) > 0,

kde v posledni fadku jsme vyuzili jednostrannou Lipschitzovsku podminku (4.12).
Z principu maxima pak plyne w; + we > 0, ale zaroven w; < 0 (dle nerovnosti
(4.17)). Z toho plyne, ze w = 0 tj. u™(x,t) = u™(z,t). Nalezené reseni je tedy
jednoznacné. O

Poznamka 4.6
V nékterygch situacich mize byt pozadavek reqularity pocatecnich dat

u® e CPHHI(Qr) N C([@Qp)
zbytecné prisny. Ukazuje se, Ze je mozné zvolit u® 2 prostoru
C*1(Qr) N C(Qr)

a iteracni proces i v tomto pripadé konverguje k poZadovanému reseni. Jedinou
odlisnosti je to, Ze nyni bude

uM e C72(Qr) N C(Qr),
u®) e C21T3(Qr) N C(Qr),

pro k > 1. Prunt iterace tedy ztrati prostorovou i casovou hladkost, dalsi iterace
se ale uz ovsem (disledkem platnosti Schauderovych odhadi) v ocekdvanygch pro-
storech nachdzi.

Ukazuje se, Ze takto ziskané feseni je definované pouze pro t < T, tj. jen do
casu vybuchu eventualniho horniho feseni. Pokud méme k dispozici dolni Feseni,
je mozné u(z,t) lokdlné prodlouzit. Je ziejmé, Ze pokud pozadujeme opét klasické
feseni, je toto prodlouzeni mozné pouze pro t < T, coz je ¢as vybuchu dolniho
feSeni. Z tohoto divodu je potieba dalsi tvrzeni o lokalni existenci.
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Véta 4.7 ([25], Theorem 8.2, str. 200, reformulovano pro systém dvou rovnic)
Necht to > 0, Q je tridy C*", v € [0,1], u},uy € C%7(Q) spliuji podminku
kompatibility, f1, fo spliuji predpoklad (P3). Oznacime—li

Qto = {($,t) eEQr:t—ty < T}, (4.19)
pak existuje to takové, ze tiloha (4.1) ma klasické reseni v Q.

V citované literature je toto tvrzeni uvedeno pouze pro skaldrni rovnici, ale
vzhledem k dikazové technice (Schauderova véta o pevném bodé) je mozné ziskat
totozny vysledek i pro systémy vice rovnic.

Poznamka 4.8

V nékterych pripadech je mozné takto ziskané resSeni prodlouzit v zobecnéném
(napriklad slabém) smyslu i pro t > T. Otdzky, zda je to mozné a pripadné zda je
toto rozsireni jednoznacné, jsou ovsem extrémne obtizné. Navic je treba nékterych
dalsich pozadavku na hladkost a rist funkce f.

4.2.1 Globalni omezena resSeni

V této sekci se budeme zabyvat hleddnim hodnot A takovych, Ze systém (4.1) mé
globalni omezené teseni. Analyza stacionarni tlohy z minulé sekce naznacuje, zZe
pro kazdé A € [0, \*) by mélo byt mozné najit globalni klasické Feseni prislusné
parabolické tlohy.

Véta 4.9

Necht 2 je tiidy C*", v € [0,1], uy, u3 € C*7(Q) sphiuji podminku kompatibility
a f1 fo jsou neklesajici funkce, které spliiuji (P1) a (P3). Déle necht \ € [0, \*) a
(uf, uy) < (wi(x),ws(x)), kde w(z) = (wy (), ws(z)) je minimalni klasické Fesent
staciondrni tlohy (4.2). Potom iiloha (4.1) m4 globalni klasické reseni.

DUKkAz. Existence kladného minimélniho klasického Feseni w(z) = (w1 (x), we(x))
plyne z Véty 4.2 a Lemmatu 4.4. Staci tedy zvolit

(Ql(xvt)?g2(xvt)) = (070) < (wl(x)’wQ(Jj)) = (ﬂl(J:?t)vﬂ?(l"t))‘

Pak jde ziejmé o dolni a horni feSeni systému (4.1). Na zakladé Véty 4.5
dostaneme existenci globalniho klasického feseni parabolické tlohy (4.1). O

Dale se budeme zabyvat feSenimi, kterd prislusi hodnotdm A > A\*. S ohledem
na zkusenosti se skalarnimi tlohami lze oc¢ekavat, Zze nyni bude existovat pouze
lokalni feseni.

4.2.2 Vybuch reseni v kone¢ném case

Vyuzijeme myslenky uvedené v Sekci 3.3.2 predchozi kapitoly a ukazeme, ze exis-
tuje dolni feseni, které vybuchuje v konetném case.

Konstrukce dolniho reseni

Nasim cilem je ukdzat, ze u(z,t) = (u;(x,t), us(x,t)) = (z(v(z, 1)), z(v(x,t))), kde

Zy = gE(Z),
{ ol (4.20)
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pro vhodné g.(z) (znaceni bude zfejmé déle) je dolni feseni. Pokud totiz provedeme
dosazeni takto definované funkce do (4.1), dostaneme obdobné jako ve skalarnim
pripadeé

ou

S~ Ay = ge(2) (v — Av) — gl(2)ge(2) Vo,

o (4.21)
=7 Ay = ge(2) (v — Av) = gL(2)ge(2)| VP,

pro vhodné v(z,t). Pokud g.(z) bude neklesajici, kladna a diferencovatelnd funkce
a pokud v(z,t) zvolime stejné jako v Lemmatu 3.11, pak je ziejmé, ze staci g(z)
volit tak, aby platilo

9e(2) < f1(2) a ge(2) < fa(2), (4.22)

k tomu, aby u = (u;,uy) bylo dolni Feseni. Naivni volbou by na prvni pohled
mohla byt funkce min(f1(2), f2(z)). Bohuzel, tato funkce neni diferencovatelna.
K dosazeni pozadovaného vysledku ji proto aproximujeme posloupnosti hladkych
funkei zdola.

Pro dalsi potfeby oznacme ¢(s) := min(fi(s), fa(s)), g(s) = q(s) — 4§, pro
0 < ¢ < b (viz predpoklad (P2)) a pfipomenme, Ze pro € > 0 znad¢i ¢, zhlazovaci
jadro (viz. Sekce 2.2) a existuji K; > 0 tak, ze

|fi(s1) — fi(s2)| < Ki|s1 — sa|7, pro vSechna si,s2 € R,i=1,2.  (4.23)
Véta 4.10
Necht
0<d<b,

0<6§(‘5>ﬁ
K + Ko
A> A= \*(1+k) pro k> 0.
Necht déle
e 2 je fesenim (4.20), kde g.(2) := (¢ x g)(2) a
e v(x,t) je resenim (3.18).

Potom funkce u(z,t) = (uy(x,t),us(z,t)) = (2(v(z,t), z(v(x,t)) je dolni reseni
systému (4.1), které vybuchuje v kone¢ném case

1 al
T<-——In(1- 4.24
== Aln( 1+k>’ (424)
kde jsme oznacili
+oo 1
1 ::/ ds. (4.25)
0 ge(s)

K dtikazu tohoto tvrzeni potfebujeme nasledujici technické lemma.

Lemma 4.11
Necht fi, fo jsou neklesajici a spliiuji predpoklad (P3). Potom

1. q je neklesajici a spliiuje predpoklad (P3),
2. g(s) € C(R),
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3. 1irr(1) ge(s) = g(s) stejnomérné na kompaktnich podintervalech R,
e—

4. gc(s) je neklesajici v proménné s na R,

5. pro kazdé pevné s € R: g.(s) / g(s) pro e \,0,

o

6. pro vsechna 0 < ¢ < | ———
P - (K1 + Ky

)W a vsechna s € R plati g.(s) < f(s) .

DUKAZ. K dikazu prvni ¢asti prvniho bodu vezméme s; < sy a ukazme, Ze plati
a(s1) < als2).

Necht nejprve plati fi(s1) < fa(s1). Potom z vlastnosti minima musi{ byt
q(s1) = fi1(s1). Nyni pro bod s2 mohou nastat dvé moznosti.

(a) fi(s2) < fals2)
V tomto pifpadé g(s1) = fi(s1) < fi(s2) = q(s2).

(b) fi(s2) = fa(s2)
Potom ¢(s1) = f1(s1) < fa(s1) < fa(s2) < fi(s2) = q(s2).

Nyni naopak necht plati fi(s1) > f2(s1). Pro bod sy nastava

(a) fi(s2) < fa(s2)
V tomto pripadé ¢(s1) = fa(s1) < fi(s1) < fi(s2) < fa(s2) = q(s2).

(b) fi(s2) > fa(s2)
q(s1) = fa(s1) < fa(s2) = q(s2).

K dikazu druhé ¢asti tohoto bodu vyuzijeme identitu
. 1
q(s) = min(fi(s), f2(s)) = 5(fi(s) + fa(s) = |f1(s) = fa(s)])
a déle pro s1, s2 € R dostaneme

lq(s1) — q(s2)| =

fi(s1) + fa(s1) — [ fi(s1) — fa(s1)] B f1(s2) + fa(s2) — | f1(s2) — f2(82)|‘
2 2

IA

2 2 2

fi(s1) — fi(s2) N f2(s1) — fa(s2) N !f1(82)—f2(82)—\fl(Sl)—fQ(Sl)l‘

|f1(s1) = fa(s2)| + [ f2(s1) = fa(s2)| < (K1 + Ka)|s1 — s2|”.

Druhy a tfeti bod plyne snadno z definice g.(s) a z vlastnosti zhlazovacich
jader uvedenych v Sekci 2.2.

étvrty bod plyne z bodu prvniho — ¢ je neklesajici a vzhledem k definici g.(s)
pak pro pevné s a ¢ — 0 plyne, ze derivace se miize maximalné zvétsit.

40



€
Dale, protoze plati /qﬁe(y) dy = 1, ¢ je neklesajici a y € (—e¢, ), dostaneme
—€

9e(s) — q(s) =(de x g)(s) — a(s) =

Protoze funkce g je ale také y—holderovsky spojita, dostaneme v poslednim radku

“odw)lals +6) ~ als) ~ 8) dy < (K + Ka)e? ~ 8 <0,

pro

2=

1)
0<e< | ———
6_(K1+K2>

Nyni jiz mtizeme dokazat Vétu 4.24.

Duikaz Veéty 4.24. Vyjdeme z (4.21). Dle predchoziho Lemmatu je funkce gc(z)
neklesajici a hladka, z ¢ehoz plyne nezapornost ¢lenu g’ (2)g.(z)|Vo|?. Protoze
nyni skute¢né plati (4.22), s vyuzitim konstrukce funkce v z Lemmatu 3.11,
predpokladu A > A¥ = A*(1 + k) pro k > 0 a Lemmatu 4.11 dostaneme

8(;11 — Au = g(2)(v; — Av) — ¢1(2)ge(2)|V|? < Mi(uy),

4.26)
Ouy , . 5 (
o Au = ge(2)(vy — Av) — g.(2)g°(2)|Vu|” < Afa(uy).

Nerovnosti v okrajovych a pocateénich podminkach jsou splnény beze zmény
oproti skalarni tloze. Cas vybuchu dolniho feseni dostaneme opét s vyuzitim
postacujici podminky z Véty 3.10. O

Konstrukce horniho reseni

Nyni uvedeme konstrukci horniho feseni. K bodovému srovnani dolniho fesSeni s
feSsenim hornim by bylo vhodné mit k dispozici analogii srovnavaciho principu,
ktery byl uveden ve Vété 3.12 na str. 28. Bohuzel se ukazuje, ze bez doplnujicich
predpoklad tento vysledek pro systémy rovnic neplati. Pokud je ovsem nelinea-
rita f = (f1, f2) kvazimonoténné neklesajici funkce (Definice 2.2 na str. 11), pak
obdoba Véty 3.12 plati. Tento fakt je nutné zohlednit zejména v pripadech, kdy
se monotonie funkei fi, fo lis (tj. napf. f1 je neklesajici a fo nerostouci).

Véta 4.12 ([5], Theorem 4.3, str. 90)
Necht f = (f1, f2) je kvazimonoténné neklesajici,

u, T € C*HQr) N C(Qr)
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jsou takové, ze
uy — Au— Af(u) <u — Au— Af(w) v Qr,
u<u na O0pSdr.
Pak u(z,t) <u(z,t) v Qr.
DUKAzZ. Dukaz je obdobny jako v piipadé skalarni dlohy ve Vété 3.12. 0
Nyni jiz mtzeme pristoupit ke konstrukci horniho reseni. Zvolme proto
a(z,t) = (w(,t),u2(z, 1)) = (0(t),0(¢)), (4.27)
kde 0 je fesenim tlohy

{9/@) = Amax(f1(0), f2(0)) +¢, >0,

00) — <. (4.28)

pro € > max{ul(x),ud(x)} =: M.
e

Véta 4.13
Funkce u(x,t) = (ui(z,t),uz(z,t)) = (0(t),0(t)) definovana tlohou (4.28) je
striktnim hornim resenim systému (4.1).

DUKAZ. Piimym dosazenim do (4.1) dostaneme

T A = Amax((0), f2(0)) + ¢ > A(6) = \a(7),
3;2 ~ ATy = Amax(f1(0), f2(0)) + € > Afa(8) = Afo(w1).

Budeme-li ovérovat pozadované nerovnosti v poc¢atecnich podminkach, dostaneme

1 (2,0) = 0(0) = e > M >,
Ta(z,0) = 0(0) = € > M > ul.

Skutec¢né tedy jde o striktni horni feseni. O

Nyni, kdyz mame dolni i horni feseni, mtzeme, obdobné jako ve skalarnim
pripadé, vyuzit Vétu 4.12 a dostaneme, ze u < @ i v pripadé systému (4.1). Nyni
jiz shrneme dosazené vysledky.

Véta 4.14

Necht f = (f1, f2) je kvazimonoténné neklesajici funkce, jez spliiuje predpoklady
(P1), (P2), (P3), nutnou podminku (3.5) a jednostrannou Lipschitzovu podminku
(3.13). Zvolme nejmensi k > 0 takové, ze al < 1+ k, kde I < +o0o je definovdno
v (4.25). Potom pro A > \¢ vybuchuje jednoznacné reseni tlohy

ou

87751 — Aul = )\fl (UQ) A% QT,
ou

87152 — AUQ = )\fg(ul) v QT,
U1 :U2:0 na 6QT,
ul(fll',O) :u(l] VQ7
u(z,0) = u v Q.
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v konecném case Ty. Pro ¢asy vybuchu navic plati odhad

_ —+o00 1
= / Nmax(f1(s), f2(s))

1 al
ds<Top<——1In(1- =1T.
R R G e Rk
DUKAZ. Jako pocdteéni data pro iteraéni proces (4.14) zvolime doln{ feSeni kon-
struované ve Vété 4.10, tj.

u® = (W, uf) = (uy (2, 1), us (2, £) = (2(0(z, 1)), 2(v(z, 1))).

Dle Pozndmky 2.15 na strané 16 plati ¢;(x) € C**(Q) pro prvni vlastni funkci
Laplaceova operatoru s Dirichletovou okrajovou podminkou. Na zdkladé tohoto
vysledky potom z Schauderovy teorie pro parabolické rovnice (viz (2.21) na strané
17) dostaneme v(z,t) € C**'*2(Qyp). Z diferencovatelnosti 2 plyne Lipschi-
tzovskd spojitost této funkce a tedy (obdobné jako v dikazu Lemmatu 4.4)
z(v(x,t)) € C’2+7’1+%(§T). Existence a jednoznacnost reseni tedy nédsledné plyne
z Véty 4.5. Odhady ¢asti vybuchu potom plynou z Vét 4.10 a 4.13. O

43



44



Shrnuti

Teorie samovzniceni je dilezitd oblast aplikovaného vyzkumu, kterd je Siroce
vyuzitelnd v praxi. Bohuzel, vzhledem ke slozitosti téchto tloh, je nutné uvazovat
mnohé zjednoduseni, které jsme zminili v tvodni sekci. I pres tato zjednoduseni
ale neni zndmo mnoho vysledki, které by postihli reakéné difuzni dlohy (nejen) se
superlinearni nelinearitou v maximalni mozné obecnosti. Vétsina studii se zabyva
pouze konkrétnimi typy nelinearit, napt. exponencidlnimi nebo mocninnymi.

S ohledem na redlné aplikace je nutné nejenom zjistit, zda k vybuchu feseni v
konecném cCase muze dojit, ale také je potieba tento Cas blize specifikovat.
Z hlediska kvalitativni analyzy (nejen) téchto tloh je pouzitelnd viceméné pouze
nami zminovana metoda hornich a dolnich feSeni. I pres jeji nesporné vyhody ma
taktéz nékolik nedostatki. Zejména pak to, ze horni a dolni feseni daného systému
neni dané jednoznacné. To znamenad, zZe najdeme-li tuto dvojici, jez v kone¢ném
¢ase vybuchuji, mdme také odhad intervalu (T, T), kde se nachazi skuteény cas
vybuchu. Problém nastédva, pokud je jedno z feseni (dolni nebo horni) zvoleno
nevhodné. Metoda pak sice poskytne informaci o tom, ze skuteéné reseni vybuchne
v konecném case, ale uvedeny interval muize byt znac¢né Siroky.

7Z hlediska numerické analyzy reakéné difuznich rovnic se superlinedrnimi neli-
nearity se setkdvame s nékolika obtizemi. Jednak oblast, na které je iloha modelo-
vanda, muze mit pomérné slozitou geometrii a jeji diskretizace nemusi byt snadna.
Dalsim problémem je chovani takového systému na okoli ¢asu vybuchu Ty. Zde
dochazi k prudkému nartstu funkénich hodnot feseni, profil reseni je strmy a
feSeni ztraci hladkost. Zvlasté pak v pripadech extrémné rychlého rustu pravé
strany je numericky nemozné reseni rekonstruovat.

7Z téchto davodu je vzdy nutné kombinovat numericky a analyticky pristup pro
ziskani maximalniho mozného mnozstvi informaci o chovani studovaného systému.
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PRILOHA A

llustracni priklad — Kaplanova metoda

Pro ndzornost uvazujme tlohu s konkrétni nelinearitou a s obecnou pocétecni
podminkou

ut—Au:/\(uz—Fl) v Qp,
uw=0 na 07, (A1)
u(z,0) = up(z) >0 v Q.

Zvolme funkci ¢ tak, ze je kladnd v Q2 a / v1(z) de = 1. Rovnici (A.1)
Q

vynasobime funkci ¢; a integrujeme pres oblast 2. Pak s vyuzitim Greenovy
identity dostaneme

/Qut(a:,t)gol(:v) dz + M\ /Qu(x,t)gol(x) dr = )\/Q(UQ(:E,t) + Dpi(z) de. (A.2)
Oznacime-li w(t) = / u(z,t)e1(z) dz, potom dostaneme
Q

lw(t)] < /Q u(x, t)pr(z)| dz < \Qli}elg u(x, t)], (A.3)

kde || je Lebesgueova mira oblasti €. S vyuzitim Jensenovy nerovnosti dostaneme
diferencialni nerovnost

A1
">\ ( - 1) t>0
w = w h w+1/, ) (A.4)
w(0) = wo(x),
kde wo(z) := / uo(z)p1(z) de. Poznamenejme, ze zdména derivace a integralu
Q

je moZné, nebot u je klasické, tj. parcidlni derivace existuji a jsou spojité. Nyni
vezméme tlohu
A
U’ZA(UZ—A%H), t>0,
v(0) =vg > 0,

(A.5)
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kde vg = wg. Na tuto tlohu aplikujeme srovnavaci princip pro obycejné dife-
rencidlni rovnici z Véty 2.28, str. 18, ze kterého plyne w(t) > v(t). Staci tedy
vysetfovat feSeni tlohy (A.5).

Separujeme-li v (A.5) proménné a provedeme-li integraci,

/A(v2 o) /dt (A.6)

dostaneme feSeni ve tvaru

v(t) _ A1 + Btan (gt —;irctan (%)) | (Aj)

kde B := \/4\2 — A\? # 0. Nyni rozliSme t¥i pifpady.

A
1. A > —
>2

V tomto pripadé je B € R a vzhledem k definicnimu oboru funkce ¢ +— tant
dochéazi k vybuchu feseni v kone¢ném case Ty pokud

. B 2)\1)0 - )\1 m
lim —t+4 arctan | ————— | = —,
=T, B 2

2 2 g — A
Ty = B (ﬂ — arctan (11031)) .

7 ¢ehoz ziskame

A1
2. 0< —
< 2

Nyni je B = iy/A? — 4\2 ryze imagindrni, tj. po dosazeni dostaneme

A1 +11/A2 — 4X2 tan ( 7”>\24>\2t + arctanh ( %))

vlt) = 2\

Vyuzijeme-li identity
arctan(it) = —iarctanh(t),
tan(it) = itanh(¢),

platné pro kazdé realné t, lze ziskat Teseni ve tvaru

A1 — /A — 4X2tanh ( v t — arctanh (%))

u(t) = :

2\
které je konecné jen tehdy, kdyz
2X\vg — A
—1 < L < 17
A2 —4)\2
t].
A1l — /A? — 4)2 AL+ /AT — 4)2
! <y < ! (A.8)

2\ 2\ ’
jak plyne z defini¢niho oboru funkce t +— arctanht.
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A1
A= —
3 2

V tomto piipadé nemd feseni tvar (A.7). Namisto toho lze opét separaci

A
ulohy po dosazeni hodnoty A = 51 dospét k

2(1 - 1)0)
t)=—7—F7""—+1 A9
U( ) 2+)\1(1—’U0)t+ ’ ( )
a snadno ziskdme, zZe pro vg > 1 feseni vybuchuje v ¢ase
2
Th = ——— < 4o0. A.10
)\1(1 - Uo) ( )

Je zajimavé, co se déje v pripadé kritické hodnoty A;/2. Pokud zvétsujeme oblast
Q, pak se jisté zmensSuje prvni vlastni ¢islo A1, tj. kritickd A* hodnota se priblizuje
hodnoté A = 0. Cas vybuchu feseni se bude taktéz zvétsovat.

273
Prvni vlastni ¢islo Dirichletova Laplacianu na tomto intervalu je A = 1. Kriticka

T T
Pro potteby numerické ilustrace zvolme v uvedeném prikladu €2 = ( > .

hodnota je potom rovna \* = > jak plyne z nerovnosti s +1 > 2s 4+ ¢, €, > 0.

1 1 4
Nyni zvolime jednu hodnotu A = n pocatecni podminku ug(z) = 'H sin — a2
™

a staciondrni feSeni ozna¢me w(z).
V nésledujicich obrézcich je naznacena konvergence u(z,t) ke staciondrnimu

1 1 1 1

Obrézek A.1: Stacionarni feSeni w(x), pocatetni podminka ug(z) a profil feseni
pro hodnotu fracl2 na nékterych casovych hladinach.

feseni w(z) pro t — +oo. To je ofekdvané chovéni, nebot vime, Ze pro zvole-
nou hodnotu A existuje globalni reseni.
Déle zvolme hodnotu A = 1.58. V souladu s Vétou 3.15 plati

/+°° ds /+°° ds ™
I g _— = _—
0 f(s) 0 s2+1 2
Je tedy tieba najit hodnotu k takovou, ze zaroven plati
A>N(1+k)aal <14k (A.11)

Dosazenim dostaneme 1.58 > 1/2(1 + k) a zaroven m < 1 + k. Takovy systém
nerovnosti mé jisté neprazdny prinik a tedy hledané cislo k existuje.
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1
Obrazek A.2: Prostorovy graf feseni u(z,t) pro hodnotu A = 3

Volba A = 1.58 tedy vede k vybuchu Teseni v kone¢ném case. Tento ¢as je zdola
omezen dle nerovnosti (3.30), ze které dostaneme

T o ds A2

(€) _/6 158(s2+ 1)+ ¢ (4.12)

Lze ovérit, ze 1i%1+ T(e) = 1. Obrézek A.3 ukazuje profil feseni. Z monotonie
e—

feSeni v Case je zfejmé, ze k problémtm z hlediska numerického vypoc¢tu dochéazi
v ¢ase mnohem mensim, ze jsme dostali analytickym postupem. V tomto pripadé
dochézi jiz pro t = 0.676 k extrémnimu nartstu funkénich hodnot, profil feseni je
strmy a numerickd rekonstrukce feseni neni snadné.

0.676

v 1 ©0.674
Obrazek A.3: Profil feseni pro ¢ € (0.674,0.676).
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PRiLOHA B

llustracni priklad — skladovaci prostor

Pro pfedstavu uvazujme zminény ndkladovy prostor v ndmoini lodi, v némz je
prepravovano jisté mnozstvi uhli. Pro potieby této sekce budeme body prostoru
R? znacit standardné, tj. soufadnicemi (z,v, 2).

Uvazujme mnozinu € := [0, 7] v prostoru R?, viz nésledujici obréazek.

Obrazek B.1: Ilustracni obrazek k prikladu.

Bez Gjmy na obecnosti lze uvazovat, ze délky stran jsou rovny 7. Tato skutec¢nost je
vyhodnad pri vypoctu prvniho vlastniho ¢isla Laplaceova operatoru na této oblasti.
Prvni vlastni ¢islo tlohy spolu s vlastni funkci

—Au =\ Q
{ U U v €}, (B.1)

u =0 na 0§,

budeme hledat separaci proménnych, tj. u(z,y,z) = Vi(x)Va(y)Va(z), u # 0.
Dosazenim zpét do defini¢ni tllohy dostaneme

U O IAC) I ©2)
Vi(z) ~ Valy)  Va(2)
7 tohoto radku plyne, ze kazdy z vyrazu na levé strané musi byt roven konstanté

m;, ¢ = 1, 2, 3. Hodnota A potom bude dédna sou¢tem A = mq + msy + ms. Po zo-
hlednéni okrajovych podminek potom dostaneme funkce V; jako reseni okrajovych
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uloh pro obycejné diferencialni rovnice

{_‘/i” = mi‘/iv T,Y,z € (0,71')7

Vi(0) = Vilm) =0,

proi =1, 2, 3.
Ze standardni teorie obycejnych diferencidlnich rovnic plyne, ze

u(z,y, z) = sin(y/miz) sin(y/may) sin(y/msz),
Megn = k2 + 12+ n?, k, I, meN.

Potom tedy A; := )\17171 = 3.

Kinetické parametry uhli jsme prevzali z ¢lanku [40], ktery je podloZen ame-
rickou studii z roku 1987 [36]. Autofi prvniho zminéného ¢ldnku pomoci CFD mo-
delu studovali vyvoj teploty uhli v komore, kam by bylo mozné umistit priblizné
12000 kg uhli. Pocateéni teplota byla stanovena na 300 K a uvazovanym reaktan-
tem byl pouze kyslik, jehoz koncentrace ve vzduchu je priblizné 20.95 %. Navic
autori uvazuji, ze komora mé otvor, kudy do ni proudi vzduch. Tim byla zajisténa
stala koncentrace kysliku v objemu komory, ale dochazi timto zptsobem také ke
chlazeni. Bylo zjisténo, ze asi po 25 dnech by doslo k prudkému nartstu teploty
materidlu na teplotu kolem 500 K, coz by vedlo k nezvratné reakci.

Pro nase ilustra¢ni tcely budeme uvazovat po celou dobu experimentu kon-
stantni 20.95% koncentraci kysliku v komore. Pocateéni teplota vzduchu i ma-
terialu bude 300 K, tj. ©¢g = 0, = 300 K, coz je priblizné pokojova teplota. Z této
volby plyne (viz odvozeni v sekci Pfedmluva), ze uy = 0. Kinetické a fyzikalni
vlastnosti studovaného uhli (lignit, tj. hnédé uhli, oznaceno jako No. 802, obsa-
huje 65.2 % uhliku, 5.9 % vodiku, 1.6 % dusiku, 0.7 % siry, vlhkost je 11 %) jsou
uvedeny v nasledujici tabulce.

Parametr Hodnota Jednotka
Hustota uhli p 1240 kg -m >

Sypné hustota 870 kg -m >

Meérna tepelnd kapacita c 1003.2 J kg7t Kt
Tepelna vodivost k 0.1998 W-m . K!
Reakéni teplo Qg 300 kJ - mol™*
Aktivacni energie 66.5 kJ - mol !
Pre—exponencidlni faktor Ax 1.9-10° K-s!

Primér uhli 2 cm

Univerzalni plynové konstanta R | 8.3144598 - 107 | kJ- K~ - mol™*

Tabulka B.1: Tabulka fyzikalnich a kinetickych parametru, prevzato z [40].

Mimo slozeni uvazovaného uhli je také dtlezita jeho vlhkost. Tepelnd vodivost
vody je totiz az 25—krat vétsi nez tepelna vodivost vzduchu, tj. vlhké uhli bude
mit vétsi reaktivitu.

Uvedena tabulka neposkytuje vSechny hodnoty, které budou k vypoc¢tu nutné.
Nékteré tedy budeme muset dopocitat. Moldrni objem vzduchu pti teploté 300
K a atmosferickém tlaku je 24.62 mol - 17! Koncentrace kysliku ve vzduchu (tj.
pocet moli na litr vzduchu) potom bude

_0.2095

== 0. 1 mol-1"1 =0. 1 kmol - m~3. B.4
591,62 0.00851 mo 0.00851 kmol - m (B.4)
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Dalsi veli¢inou, kterou je nutno dopocitat je pre—exponencialni faktor A. Hodnota
A*, kterd je uvedena v tabulce, odpovidé reakci nultého fddu. Dle odhadu z [33]
je ale pro zvoleny druh uhli reakce priblizné faddu 0.61. Vztah mezi hodnotami A
a A* je pak dle [40] dan jako

pc

A= Qo061

A* ~1.44273 -10° s71. (B.5)
Pro dalsi vypocet potom pouzijeme

E
— &~ 7998.11 K
R )

CQo ~ 2553000 J - m~3,
k=0.1998 W-m~!. K™
0 = 300 K,

r ~0.089 K~ L.

_FE
RO}
S ohledem na Vétu 3.4 na str. 22 potom feSeni této tlohy vybuchuje z nulové
pocatecni podminky, pokud A > A*. Pokud dosadime vSechny uvedené hodnoty
do (14), tj.

d2 E EUO
A= —CQoA - -——
FCQve (oo (~ s )
Y
r
dostaneme d =~ 2.63, jakozto kritickou hodnotu nerovnosti A > \*.
Vzhledem k definici ¢isla d (viz (8) na strané 5) potom bude kriticky objem oblasti
2 roven
V = (2.63-7)° m® = 565.28 m”. (B.6)

Protoze sypna hustota analyzovaného vzorku je 870 kg - m~3, kritickd hmotnost
je priblizné 491 t uhli danych vlastnosti. V tomto pfipadé je objem V skute¢né
kriticky, nebot hodnota A* je horni mezi, pro kterou miize existovat klasické feseni.
V pripadé oblasti tvaru krychle neni znamo, zda plati rovnost A* = A, (znaceni
dle Poznamky 3.7 na strané 22), ovSem to zjiSténou skutecnost nijak neovlivni.
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