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Abstrakt

Diplomova prace je vénovana zékladnim tloham vyskytujicim se v pfepravni
logistice. Jako prvni je zpracovana tloha obchodniho cestujiciho a jeji roz-
§ffeni na ulohu vicera obchodnich cestujicich. Dale se podrobnéji zabyvame
problémem okruznich jizd s kapacitami a tilohou plnéni zasobnikii, respektive
tlohou o batohu. Jsou zpracoviany matematické modely téchto uloh a metody
jejich TeSeni. Je zaveden dynamicky MILP model pro ulohu okruznich jizd
s kapacitami a pojem (A, «)-optimality feseni. Také je popsan vztah feSeni
jednotlivych modela pro tlohy, kde ocenéni hran grafu spliuje trojihelniko-
vou nerovnost.

Jsou otestovany standardné dostupné feSice pro nekomercéni vyuziti
na stfedné velkych modelovych tlohach. Cilem je porovnat kvalitu feSeni
ziskanych pomoci téchto fesic¢i a pripadné doporuceni nékterého z nich pro
vyuziti v praxi.

Abstract

The diploma thesis is dedicated to basic tasks occurring in transport logistics.
The first is the traveling salesman problem and its extension to the multiple
traveling salesman problem. Further we deal in more detail with vehicle rou-
ting problem with capacities and bin packing problem, respectively knapsack
problem. Mathematical models of these problems and methods of their solu-
tion are worked out. We introduce MILP model for vehicle routing problem
with capacities and a concept of (A, a)-optimality of soluton. There is also
described a relationship between solutions of models, where costs of edges
meet the triangular inequality.

Standardly available solvers for non-commercial use on medium-sized mo-
del tasks are tested. The aim is to compare the quality of solutions obtained
using these solvers and possible recommendations of any of them for use in
practice.
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1 Uvod

Zamérime se na tlohy, které jsou spojeny s prepravni logistikou, a to hlavné
na okruzni dopravni problém s kapacitami (CVRP, Capacity Vehicle Rou-
ting Problem), s kterym souvisi tloha plnéni zasobniki (BPP, Bin Packing
Problem). K tuloze CVRP dojdeme hierarchicky v névaznosti na tlohy ob-
chodniho cestujiciho (TSP, travelling salesman problem) a vicera obchodnich
cestujicich (m-TSP, multiple travelling salesman problem). Stejné tak uloha
BPP bude navazovat na tlohu o batohu (KP, Knapsack Problem).

V prvnich nékolika sekcich se budeme zabyvat teorii potfebnou pro feseni
vybranych problému. Jedna se o pojmy z teorie grafli, popis linearniho, ce-
lo¢iselného a smiSeného linedrniho programovéani a popis metod, kterymi lze
dané tulohy resit.

Poté piimo popiSeme modely pro zakladni prepravni ulohy (TSP,
m-TSP a CVRP). UkdZeme mozny prevod CVRP, m-TSP na TSP a rovnéz
vztah optimalnich TeSeni téchto problémi. Vzhledem ke slozitosti primych
metod budou zminény i nékteré z nejznaméjsich aproximacnich, heuistickych
a evoluc¢nich algoritmu. Také je uréen vztah mezi optimalnim feSenim TSP,
m-TSP a CVRP, pokud jsou feSeny na stejném grafu, jehoz ohodnoceni spl-
nuje trojuhelnikovou nerovnost. K pojmu A-optimality, kterd je urcujici pro
TSP, zavedeme pojem (A, «)-optimality pro CVRP. Jako posledni bude zpra-
covana tloha KP a BPP. Pro KP popiSseme princip dynamického programo-
vani a tilohu BPP rozdélime na 1D, 2D a 3D problémy.

Vybrané modely jsou implementovany a jejich feseni je otestovano pomoci
dostupného softwaru. Otestujeme je na mensSich a stfedné velkych tlohéach,
které se podobaji problémim feSenym ve stfedné velkych firmach. Vzhledem
k vyuzivani prevazné softwaru pro nekomerc¢ni vyuziti, bude hlavnim cilem
implementacni ¢asti posouzeni vhodnosti jednotlivych pfistupti a metod pro
velikosti tloh (pocet zékaznikt, vozidel, kapacity, pozadavky) vyskytujicich
se pri realném dennim provozu a nikoli pifimé feseni realné ulohy.

2 Historie

Lidé uz kdysi prisli na to, Ze ne kazda cesta k dosazeni cile je ta spravna nebo
nejrychlejsi. Popisem optimalizace se vice zacali zajimat v druhé poloviné 18.
stoleti. Mezi prvni slavna jména spojena s hledanim optimélniho feseni patii
napft. J. B. J. Fourier nebo C. F. Gauss, jehoz elimina¢ni algoritmus je vSem
v oboru dobfe zndm. Jako dalsi lze zminit H. Minkowského, ktery se zabyval
studiem konvexnich mnozin, které maji v linearnim programovani velkou roli.

Velkému zajmu se linedrni programovani zacalo tésit po druhé svétové



vélce, kde bylo zapotiebi co nejrychleji vzpamatovat firmy a podniky, aby se
obnovily dodavky vseho potfebného. Pri vyvojich optimalizacnich postupt
pro americké letectvo vyvinul -otec linedrniho programovéani- G. B. Dantzig
v roce 1947 znamy simplexovy algoritmus. Podrobnéji je historie zpracovana
v clanku [25].

Byt se tento algoritmus ukézal efektivni, tak v roce 1972 Klee a Minty
na nékolika piikladech ukézali, Ze v nejhorsim pripadé muze k nalezeni opti-
maéalniho TeSeni vést exponencialni pocet iteraci, tj. nejedna se o polynomialni
algoritmus. Ostatni matematici nezahéleli a snazili se prijit s lepsimi algo-
ritmy. V roce 1979 byl predstaven Chaciantv elipsoidovy algoritmus, ktery
je polynomidlni, ale v praxi je stale rychlejsi simplexovy algoritmus. Dalsi
vylepSeni prislo v roce 1984, kdy Karmarkar uvedl polynomialni algoritmus
pod nézvem metoda vnitiniho bodu, viz [33].

Optimalizovat se d& v fadé odvétvi, simplexovy algoritmus byl napf. tes-
tovan na tzv. dietnim problému, ktery fesi, z jakych surovin poskladat stravu,
aby obsahovala potfebné mnozstvi zivin za co nejmensi cenu [25]. Myslenka
maximalizace zisku ¢i minimalizace naklad za urcitych podminek se da apli-
kovat také v dopravnich problémech, na které se v této praci zamérime.

Nejvice prozkoumanou a studovanou tlohou je problém obchodniho ces-
tujiciho, ktery byl uz v 18. stoleti studovan irskym matematikem Sirem W.
R. Hamiltonem a britskym matematikem T. P. Kirkmanem. Od té doby byla
sepsana cela fada ¢lanku a odbornych texti, viz [29].

Z problému obchodniho cestujiciho byla ¢asem odvozena rada tloh, znama
pod nazvem okruzni dopravni problémy, na kterych je i dnes postavena op-
timalizace v logistickém planovani. Prvni ¢lanek o "truck dispatchingu"byl
publikovan v roce 1959 Dantzigem a Ramserem [4].

Spolu s presnymi algoritmy, které jsou povétsinou pomalé, obzvlast pii fe-
Seni rozsahlych problémii, byly vyvijeny heuristické algoritmy. Ty sice nejsou
zarukou nalezeni optimalniho feSeni, ale jsou rychlé, a pokud naleznou né-
jaké Teseni, nebyva daleko od optima. Nejvice vyuzivanymi jsou metoda
Clarke-Wrighta z roku 1964 a Lin-Kernighantuv algoritmus, ktery vychéazi
z A-optimalizace z roku 1965 [4]. Z trochu jiné oblasti lze zminit evoluéni
algoritmy, které jsou inspirovany biologickymi principy. Jejich vznik mizeme
datovat do 60. let, kdy se jimi zacal zabyvat J. Holland (1962) [1].

3 Zadefinovani grafovych pojmiu
Definice 1. Necht’ V' je kone¢na mnozina. Dvojice G = (V(G); H(Q)),

kde H(G) C (V(G) x V(G)) U (V(f)) se nazyva smiSeny graf. Je-li speci-
alne H(G) C V(G) x V(G), potom G nazveme orientovanym grafem, pokud



H(G) C (V(2G)), pak se G nazyva neorientovany (prosty) graf. Prvky mnoziny
V(G) budeme nazyvat vrcholy (uzly), prvkim mnoziny H(G) budeme fikat
hrany grafu G.

Poznamka 1. Vyraz (V(QG)) v predchozi definici zna¢i mnozinu vSech moz-

nych riznych dvojic vrcholi z mnoziny V.

Definice 2. Symetrizaci orientovaného grafu G nazveme neorientovany graf
G, kde V(@) = V(G) a H(G) = {{a,y}: (x.y) € H(GY.

Definice 3. Necht G je neorientovany graf, v € V(G). Potom ¢&islo
dg(v) = [{u € V(G);{v,u} € H(G)}|
se nazyva stupen vrcholu v v grafu G.

Definice 4. Necht G je orientovany graf, x € V(C_j) Vstupnim stupném vr-
cholu x v G nazveme (Eislo d*Gl(ac) = |{v e V(G); (v,x) € {—I(G)}\, V}’fstulim’m
stupném vrcholu v G nazveme ¢&islo d;(z) = [{v € V(G); (z,v) € H(G)}|.

Definice 5. Pravidelnym grafem stupné k nazveme graf, ve kterém jsou
vSechny vrcholy stupné k.

Definice 6. (Specialni grafy)

Uplny graf: G = ({172’_._%}’ ({1,27.2..,71}

Kruznice délky n > 3: ¢ = ({1,2,...,n}, {{i,i+1},i=1,....,n— 1} U{{n,1}}).
Cesta délky n > 0: P = ({1,2,...,n+1},{{i,i+1},i=1,...,n}).

Definice 7. Necht G, Gy jsou grafy. f{ekneme, 7ze (G1 je podgrafem grafu
Gy, znacime G; C Gs, jestlize V(Gy) C V(G2) a soucasné H(G,) C H(G3).
Rekneme, Ze Gy je faktorem grafu Ga, jestlize V(Gy) = V(Ga)

Definice 8. Graf G je souvisly pravé tehdy, kdyz v G existuje cesta mezi
kazdymi dvéma vrcholy z,y € G.

Definice 9. Souvisly graf, ktery neobsahuje jako podgraf zadnou kruznici,
se nazyva strom.

Definice 10. Faktor grafu G, ktery je stromem, se nazyva kostra grafu G.

Definice 11. Necht G je orientovany graf. Funkee ¢ : H(G) — (0, 0) se na-
zyva hranové ohodnoceni grafu GG. Graf se zadanym ohodnocenim se nazyva
ohodnoceny graf.



Definice 12. Necht G je orientovany graf, ¢ jeho hranové ohodnoceni. Potom

—

matici C'(G) definovanou piedpisem

. _feli.j) pokud (i,5) € H(G),
E 0 jinak,

nazveme vazenou matici sousednosti nebo také cenovou matici grafu G.

Poznamka 2. Pro neorientovany graf definujeme ohodnoceni hran i cenovou
matici stejnym zptsobem.

Definice 13. (A-nerovnost)
M¢éjme tplny ohodnoceny neorientovany graf GG s ohodnocenim c. Pokud pro
kazdou trojici vrchola ¢, 7, k plati

c(i, ) +c(j, k) = c(i, k),
pak ohodnoceni ¢ spliuje A-nerovnost.

Definice 14. (Hamiltonovska kruznice)

Podgraf K grafu G s n uzly je hamiltonovskou kruznici v G, pravé tehdy,
kdyz plati, ze K mé n uzli, n hran, je souvisly a je pravidelnym grafem
stupné 2.

4 Linearni programovani

Dilezitym a uzite¢nym nastrojem pro TeSeni optimaliza¢nich tuloh, jako je
optimalizace vyrobnich plant, miSeni surovin a optimalizace dopravnich pro-
blémt, kterymi se budeme zabyvat, je linedrni programovani, anglicky Linear
Programming, dale LP. V takovych tlohach fesime maximalizaci (zisku) nebo
minimalizaci (ndkladi) linearni u¢elové funkce za podminek, které jsou dané
soustavou lineadrnich nerovnic. MiiZeme se setkat s nékolika rtznymi tvary
uloh LP, viz tabulka 1. Kde ¢ € R" je vektor cen jednotlivych proménnych

Kanonicky tvar Standardni tvar
min ¢’x max c’x min ¢’x max c’x
Ax>Db Ax<b Ax=Db Ax=D
x>0 x>0 x>0 x>0

Tabulka 1: Rizné tvary uloh LP.
z vektoru x, matice A € R™" je matice podminek typu m x n a b € R™ je

4



vektor pravych stran. Vektor proménnych x pozadujeme nezaporny, protoze
vyjadiuje mnozstvi poptipadé vzdélenost, a ta logicky nemtze byt zaporna.
V praxi se samoziejmé muzeme setkat s tlohami, kde jsou podminky tvoreny
rovnostmi i nerovnostmi. Da se ukézat, ze uvedené formulace jsou navzajem
ekvivalentni, viz napt. [24].

Ulohu LP lze fegit graficky, kde jednotlivé podminky, fadky soustavy
AXxS b, ohrani¢uji pfipustnou mnozinu feSeni. V praxi je tato metoda pou-
zitelna pouze pro tlohy se dvéma proménnymi, se tfemi proménnymi se déa
zobrazit ve 3D grafu, ale je to nepfehledné. Ostatni tilohy s vice proménnymi
graficky Tesit nelze. Proto se tlohy LP nejcastéji fesi zndmym simplexovym
algoritmem, nebo metodami vnitintho bodu. Pro pokrocilejsi techniky se
v LP vyuziva nasledujici véta.

Véta 1. (Minkowského véta)
Pro kazdou soustavu Ax < b existuji vektory v, v, ..., vM aw! w? ... w
s nasledujici vlastnosti: vektor x* vyhovuje Ax* < b pravé tehdy, kdyz

M N
* r S
X = § v+ § qsw -,
r=1 s=1

kde p1,p2,...,Prm & q1,Q2, ..., qN JSOU nezaporna ¢isla a plati ZPT = 1.

4.1 Simplexovy algoritmus

Popis algoritmu je zaloZeny na textu prednéasek [28] a publikaci [38], kde se 1ze
docist vice informaci. Uvazujme tedy tlohu minimalizace LP ve standardnim
tvaru, viz tabulka 1,

min ¢’'x

Ax=Db
x >0,

kde A je typu m x n a plati m < n. Déle budeme vzdy predpokléddat, ze hod-
nost matice A je rovna m (tento predpoklad prakticky nesnizuje obecnost).

Definice 15. Je-li B = {Aj1, Ajs, ..., Aj,} mnozina m linearné nezavislych
sloupct matice A, pak vektor x€ R", splijici podminky

- z;=0pro A; € B,
- a1, je k-ta slozka vektoru B™'b, kde B= [A;, |, pro k= 1,...,m,

se nazyva bazické feSeni prislusné mnoziné B.



Poznamka 3. Bazické feseni dostaneme takto:

1. zvolime mnozinu B linearné nezavislych sloupct matice A, (tj. nékterou
bézi sloupcového prostoru matice A),

2. polozime rovny nule vSechny slozky vektoru x odpovidajici sloupcim,
které nejsou v mnoziné B,

3. fesime vzniklou soustavu rovnic s regularni matici (jez mé pravé jedno
feseni)
Definice 16. Bazické feSeni, pro které plati z; > 0, j = 1,...,n, se nazyva

piipustné bazické Teseni.
Dé se dokéazat nésledujici véta, viz [38].

Véta 2. Optimalni feSeni tlohy LP je nékteré z jejich pripustnych bazickych
reSeni.

Soustavu muzeme do simplexové tabulky zapsat tak, aby prvnich m sloupct
tvorilo bézi sloupcového prostoru matice A, tj. ve tvaru:

C1 Co ... Cm Cmt1 -+ Cpn | 2
ain G2 ... Qum Qimg1 --- Qip | b1
Qg1 A22 ... d2m A2m41 ... Q2p by ,
L Um1 Am2 -+ Omm Omm4+l ---  Amn bm |
kde prvni radek je tzv. nulty fadek, ve kterém ¢y, ..., ¢, oznacuji relativni

ceny a Z aktuélni hodnotu tcelové funkce. Vice si o nich fekneme pozdéji.
Pomoci Gauss-Jordanovy eliminace ziskdme konkrétni hodnoty bazického
fegeni, xp = [21,23,...,2-,0,...,0]7. Soustavu tak upravime do nasleduji-

cfho tvaru:

o1 ~1 ~1 ~1 ~1 ~1
¢, Co Con C1m 41 c{1 21
0 0 a%m 41 ai, x%
1 0 a9y Aoy, | Lo
1 1 1

i 0 0 I apmit Uy, | Ty |



Ptechodu k jinému piipustnému bazickému feSeni dosdhneme vyménnou
nékteré bazické proménné za jinou, nebazickou. Otazkou zustava, kterou pro-
ménnou z baze vyjmout, a kterou tam naopak vlozit.

Zatneme otazkou, jakou proménnou se vyplati vlozit do béze. Aby byl
algoritmus efektivni, chceme v kazdém kroku dosahnout snizeni hodnoty tce-
lové funkce, ozna¢me ji z = cyx1+coxa+- - -+ ¢, x,. Pro zvolené bazické reSeni
X g ma ucelové funkce hodnotu zy = ;21 + coxs + - - - + ¢ Ty, . Pokud bychom
pritadili proménnym x,,,11, Ty, - - ., T, libovolné hodnoty, miizeme z tvaru
soustavy po Gauss-Jordanové eliminaci vyjadfit bazické proménné jako:

n
1 1
T1= Ty — E A%y,

j=m+1
n

1 1
Ta= Ty — § ALy,

j=m+1 (1)

n

Tpp= T} — E ainjxj.

j=m+1

Dosazenim (1) do rovnice pro cilovou funkci ziskdme vyraz
2=20— (Zme1 — Cont1)Tims1 — - - — (20 — Cn) T, (2)
kde
zj:a%jcljta;j@%—---—l—a,lnjcm, m+1<j<n. (3)

Je-li néktery z vyrazt (z; —¢;), j € {m+1,...,n}, kladny, pak se s rostouct
hodnotou z; > 0 snizuje hodnota tucelové funkce.

Pravidlo 1. Jestlize pro ¢-ty sloupec plati nerovnost z, — ¢, > 0, pak g-tou
proménnou zahrneme do nové béaze.

Hodnota z, — ¢, se nazyva relativni cena g-té nebazické proménné vzhledem
k dané bézi.

Uz vime, kterou proménnou je vhodné pridat do béaze, a ptame se, za jakou
z bazickych proménnych ji vyménime. Oznacime si sloupce matice A jako as,
s=1,2,...,n. Pro bazické feSeni xp plati

r1a; + x0a9 + - - - + A, = b, (4)



kde b = [z}, 23, ... ,a:,ln]T. Reknéme, Ze jsme si za vstupni proménnou vybrali
x4, ¢ > m. Prislusny sloupec a, lze vyjadrit jako linedrni kombinaci bazickych
vektori:

a, = aiqal + aéqag +- 4 a}nqam. (5)
Prenéasobenim vztahu (5) proménnou € > 0 a ode¢tenim od (4) dostaneme
(71 — eaj)ar + (v2 — cag)ag + - - - + (T — €0y, ) + 23, =b.  (6)

Vektor b je pro libovolné € > 0 linearni kombinaci nanejvys m + 1 vektort.
Pro € = 0 obdrzime pivodni bazické feSeni. Pro dostateéné malé kladné e
dava (6) pripustné, ale nikoli bazické feseni. Hodnota koeficienti (x; — ca;q)
roste nebo klesa v zavislosti na hodnoté €. Pokud nékteré hodnoty koeficientu
klesaji, mizeme ¢ nastavit na prvni hodnotu, pfi které se jeden nebo vice
koeficientu vynuluji, tj.

. Ty
8:m1n{—1;aiq>0}. (7)
7 a:
q
Takto ziskdme nové bazické reseni s vektorem a,, kterym jsme nahradili vek-
tor a,, kde p je hodnota indexu minima (7). Tim dostavame, Zze proménna
x4 se dostane do baze a nahradi tak proménnou z,,.

Pravidlo 2. Zahrnujeme-li do nové baze proménnou z,, tak ji nahradime tu
bazickou proménnou z,, pro kterou je vyraz ;Tp minimalni nezaporny.
rq
Prvku a}oq fikdme pivot a upravime podle néj simplexovou tabulku tak,
ze koeficient z, je v p-tém radku roven 1 a ostatni prvky v ¢g-tém sloupci jsou

nulové:
( ;1

Cc
2 _ 1 7 ~1
=G al €qs
Pq
al.
2 _ 1 p) 1
Q5 = Q5 — al (jq 7 #pv
rq
al.
Q2 = v
pJ al ’
\ pq

Pomoci téchto pravidel upravujeme simplexovou tabulku, dokud nedo-
sahneme optima, nebo nezjistime, Ze tiloha nemé feseni.

Véta 3. Jestlize pro vSechny sloupce plati z, — ¢, < 0, pak je toto pfipustné
bazické feSeni optimalni.



Mohou nastat ptripady, kdy zjistime, ze feSeni neni jediné, Ze tloha nema
feSeni, nebo Ze se pohybujeme v kruhu. VSechny tyto ptipady se daji rozpo-
znat ze simplexové tabulky. Pokud existuje vice optiméalnich feseni, tak maji
stejnou hodnotu tcelové funkce.

Tvrzeni 1. Je-li v konecné simplexové tabulce relativni cena u nékteré neba-
zické proménné nulovéa, pak mé tloha LP vic nez jedno optimélni feSeni. Pro
vSechna optimélni feSeni pak plati, Ze maji stejnou hodnotu ucelové funkce.

Uloha je nefesitelna, pokud je mmnozina piipustnych feSeni neomezena
ve sméru optimalizace, tj. neni omezena zdola v pripadé minimalizace a na-
opak u maximalizace.

zaporné, pak funkce c¢’x neni zdola

Tvrzeni 2. Jsou-li vSechny vyrazy

Qiq
omezend a uloha LP nemé4 feSeni.

V pripadé, Ze se simplexovy algoritmus zacykli a nastava problém s jeho
konecnosti, tak fikame, Zze tloha je degenerovana. Degenerovanost tulohy se
da rozpoznat z tvaru piipustného bazického feseni, neboli podle pravé strany
v simplexové tabulce.

Tvrzeni 3. Pripustné bazické feSeni xp se nazyva nedegenerované, pokud je
kazda bazicka slozka tohoto FeSeni nenulovi. V opacném piipadé fikdme, Ze
pifpustné bazické feseni je degenerované. Uloha LP se nazyva degenerovana,
pokud ma alespon jedno degenerované piipustné bazické reseni, jinak se tato
tloha nazyva nedegenerovana.

Véta 4. Pro nedegenerované tlohy je zékladni simplexovy algoritmus ko-
necny.
Ze je uloha degenerované, neznamenad, ze je nefeSitelna. K feSeni téchto

tloh slouzi anticyklické metody, mezi néz patii napf.:

e Perturba¢ni metoda, kde provedeme malou zménu parametriu, ktera ma
za nésledek, ze tloha prestane byt degenerovana.

e Metoda nejmensich indexi, kde vybirame sloupce a rfadky ne podle
hodnoty ale podle indexu v tabulce.

4.2 Dualita linearniho programovani

Zajimavou otazkou pri feSeni tloh linedrniho programovani je, zda mizeme
stanovit horni, respektive dolni, odhad optimalni hodnoty tcelové funkce pro
ilohu maximalizace, respektive minimalizace.



Uvazujme tlohu minimalizace v kanonickém tvaru z tabulky 1.

minciry + CaToy + - - - + ¢, 7y,

1171 + Q12T + - -+ a1, Ty > by

A91%1 + AoaTo + - -+ + AopTy > by

Am1T1 + Am2T2 + -+ Amndn Z bm

Horni hranici hodnoty tcelové funkce lze nazvat kazdé uhadnuté pripustné
feent, tj. vektor x = [z1,...,7,], jehoZ slozky jsou nezaporna realna &isla
a vyhovuji vSem zadanym podminkam. Jak ale urc¢it dobrou dolni hranici?

Tim, Ze jsou podminky nerovnosti typu >, a pokud by pro néktery radek
i€ {1,2,...,m} platilo a;; < ¢j, 7 = 1,2,...,n, dala by se za dolni hra-
nici povazovat prava strana dané nerovnosti. Nejedna se ale o dobry odhad.
Mnohem lepsi odhad ziskdme linedrni kombinaci vSech nerovnosti.

anT + a1pTs + -+ a1, > by /-y

a21%T1 + Aoa%o + -+ - + A2p Ty > ba /- Yo

Am1T1 + +am2x2 + - AmnTn Z bm / “Ym

1 (allyl + - +am1ym)++xn (alnyl + +amnym) 2 blyl ++bmym

<c < cp — max

Myslenka zistava stejnéd, porovnavame koeficienty u jednotlivych z;,
j = 1,...,n, a hleddme nasobky jednotlivych radki soustavy y; > 0,
i=1,...,m, tak, ze (a1;y1 + - - + @m;¥m) < ¢;. Linearni kombinace pravé
strany pak dava dolni odhad hodnoty tucelové funkce. Aby byl nejlepsi, chceme
ur¢it nejvétsi z dolnich odhadt, tj. dostavame tlohu maximalizace linearni
kombinace pravé strany za podminek danych porovnanim koeficienti pro-
ménnych z;.

max biyy + bayo + -+ - 4 by,
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anyr + a2 + -+ ApilYm < C1
121 + a2y + -+ + AmaYm < Co

A1pY1 + A2pY2 + ++  F QnYm < Cp

Ulohu minimalizace nazveme primarni ilohou a ziskanou tlohu maxima-
lizace tlohou k ni dualni. Pokud bychom hledali dlohu dualni k dualni tloze,
obdrzime puvodni primarni tlohu. V pfipadé, Ze primarni tloha je ve stan-
dardnim tvaru, podminky jsou tvaru rovnosti, je mozné uvazovat y; € R.
Tvary téchto tloh jsou v tabulce 2.

Plati tedy, ze kazdé pripustné feseni maximaliza¢ni tlohy je dolni odhad
optima minimaliza¢ni tlohy, naopak kazdé pripustné feSeni minimalizac¢ni
tlohy je horni odhad optima maximalizacni dlohy. Z toho lze odvodit, Ze
pokud najdeme pripustné feseni primarni dlohy x a pripustné feseni dualni
tlohy y a hodnoty tucelovych funkeci se budou shodovat, jedna se o reSeni
optimalni.

Kanonicky tvar Standardni tvar

Primarni Dualni Primarni Dualni
min ¢’x max b’y min c¢’x max b’y
Ax>Db ATy <c Ax=b Afy<c
x>0 y>0 x>0 y € R™
max c!x min b’y max c’x min b’y
Ax<b ATyZC Ax=Db ATyZC
x>0 y>0 x>0 y € R"

Tabulka 2: Dualita LP.

Véta 5. (Slaba véta o dualité)
Jestlize x = [z1,..., 2,  ay = [y1,...,ym]|” jsou pFislusna pifpustné Feseni
primarni a dualni ulohy, pak plati ¢’x > b’y.

Véta 6. (Silna véta o dualité)

Primérni tiloha méa kone¢né optimalni feseni x* = [23,...,27]" pravé tehdy,
kdyZz dualni tloha ma koneéné optimalni feseni y* = [y7,...,y"]". Pro opti-
malni feSeni plati ¢’ x* = bl y*.

Vice se lze docist v [36] nebol38|.
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4.3 Dualni simplexoviA metoda

P1i sestavovani nebo vypoctu simplexové tabulky miize nastat situace, Ze
nulty fadek neobsahuje zadné kladné ¢islo (nelze vybrat pivot), ale ziskané
feSeni neni pripustné, tj. obsahuje zaporny prvek. Resen{ neni pripustné pro
primarni dlohu, ale je dudlné ptipustné. Nez sestavovat novou tabulku pro
duéalni tlohu, je lepsi pouzit dudlni simplexovou metodu,viz [38|, ktera pra-
cuje s tabulkou pro primarni ilohu. Sestava se z nékolika kroku:

1. Méjme dualné pripustné bazické Teseni xp. Jestlize xg > 0, jedna se
o TeSeni optimalni. Pokud ne, vybereme tadek ¢ tak, ze i-ta slozka
vektoru xp je zadporna, xg; < 0.

2. Pokud jsou vSechny prvky v ¢-tém radku simplexové tabulky nezédporné,
pak dualni tloha nemé maximum. V opa¢ném pripadé vybereme slou-
pec podle

Ck .G
= min ——

£=— :
lai] 5 |ag)

kde e méa podobny vyznam jako € u simplexové metody (7).

3. Vytvorime novou bazi B nahrazenim i-tého sloupce k-tym. S touto
novou béazi urc¢ime piislusné bazické pripustné feseni xp a vratime se
ke kroku 1.

4.4 Metody vnitifniho bodu

Na rozdil od simplexové metody, kde se Tfeseni hleda prichodem pres krajni
body pripustné mnoziny, zac¢ind metoda vnitintho bodu uvnitt pripustné
mnoziny a postupnymi iteracemi se blizi k optiméalnimu bodu. Body, po kte-
rych se pohybujeme, tvoii tzv. centralni cestu. V primarni tloze mluvime
o priméarni centralni cesté, v dualni tloze o duélni centralni cesté. Centralni
cesta je tvoTena za pomoci technik pro feseni nelinearnich tloh, které jsou
zalozeny na derivaci funkci. Metody vnitfniho bodu jsou zalozeny konkrétné
na Karush-Kuhn-Tuckerovych podminkach optimality [38].

Véta 7 (KKT podminky — obecné). Budte f, g;, h; spojité diferencovatelné
na oteviené mnoziné obsahujici mnozinu pripustnych feseni S. Funkce g; jsou
funkce nerovnostnich omezeni a funkce h; rovnostnich. Bud x* bod lokalniho
minima takovy, ze vektory Vg;(x*),i=1,...,p,a Vh;(x"), j =1,...,t, jsou
linedrné nezavislé. Pak plati KKT podminky:

L gi(x*)>0,Vi=1,...,p, h;(x*)=0,7=1,...,t,

12



2. existuji \; > 0av; €R, j=1,...,¢, tak, ze \;g;(x") = 0 pro v8echna
1=1,...,pa

3. Vf(x —i—Z)\VgZ +ZVJVh =0.

Definice 17. (Konvexni funkce)
Konvexni funkci rozumime takovou funkci, pro jejiz libovolné dva body plati,
7e jejich spojnice lezi nad grafem této funkce mezi zminénymi body.

Definice 18. (Afinni funkce)
Funkce f : R" — R je afinni, pokud f(x) = a’x + b, pro néjaké a € R"
abelR.

Véta 8. Jsou-li funkce f, g; konvexni a h; afinni, pak jsou KKT podminky
i postacujici.

Pro tlohu miglf(x), kde S = {x | ¢i(x) < 0,7 =1,...,p, hj(x) = 0,
Xe

j=1,...,t} definujeme Lagrangeovu funkci predpisem
L(x, A v) = f(x) + X'g(x) + v"h(x), (8)
91(x) ha(x)
ke g = | #% | ango = |
(%) (%)

KKT podminky pak miZzeme napsat (za predpokladu diferencovatelnosti)
jako:

1. V)\L(X*, )\, I/) S 0,
2. V,L(x", A\, v) =0,
3. Vo L(x*, A, v) =0,

4. Mg(x*) = 0.

Vyuzivame zde potencialovou funkei W(x Z log gj(x), které je defi-

novana na vnittku pfipustné mnoziny S. Pro prlmarm a dudlni dlohu vytvo-
fime pomoci této funkce bariérové tlohy s parametrem p > 0, viz tabulka 3.

13



Pavodni uloha

Primérni Duélni
min c¢’x max bTy
Ax=Db ATy +s=c
x>0 s>0
Bariérova tloha
Primarni Dualni
min c¢’'x — Z log x; max b’y + Z log s;
j=1 j=1
Ax=Db Ay +s=c
x>0 s>0

Tabulka 3: Uprava na bariérovou tilohu pro primarni a dualni problém.

4.4.1 Primarni centralni cesta

Jelikoz mame v tloze pouze omezeni typu rovnosti, vytvorime Lagrangeovu
funkci pro bariérovou tlohu ve zjednoduseném tvaru:

Lp(x,y) =c"x —p > logz; —y" (Ax —b), 9)

J=1

kde y ma vyznam v z (8). Pouzitim KKT podminek (v tomto pfipadé pouze

2. a 3.) a vyuzitim substituce s; = — obdrzime soustavu
L
xos=pul
Ax=D
ATy +s=c,
kde x 08 = 1151, 2259, . .., Tns,]” a 1 je vektor samych jednicek velikosti n.

Resenim této soustavy je vektor (x(u)), jehoz hodnoty pro jednotliva p tvori
body primarni centralni cesty.

4.4.2 Dudlni centralni cesta

Obdobné jako pro primérni tulohu vytvorime Lagrangeovu funkci a sestavime
KKT podminky:

Lp(y,s)=y'b+p) logs; — (y'A+s"—c")x, (10)

j=1

14



zde ma x vyznam v. Obdrzime totoZnou soustavu rovnic

xos=ul
Ax =D
ATy +s=c,

jejimz FeSenim je vektor (y(u),s(u)).

4.4.3 Primarné-dualni centralni cesta

Primarné-duélni centralni cesta je déna vektorem (x(u),y(u),s(p)), ktery
vyhovuje soustavé rovnic

xos=pul
Ax=Db
Ay +s=c
x>0,s>0.

4.5 Vypocetni slozitost LP

U kazdého algoritmu nés zajiméa jeho efektivita a hlavné rychlost (udana
poc¢tem iteraci). V prubéhu zkouméni simplexového algoritmu se podafilo
ukazat, zZe v nejhorsim piipadé roste pocet iteraci exponencialné s rozmérem
ilohy. AvSak v prameéru je algoritmus vcelku rychly, pfi nékterych numeric-
kych experimentech se ukézalo, ze tiloha LP s m omezujicimi podminkami se
da vytesit 2 — 3m iteracemi simplexového algoritmu. Dantzig obdrzel, Ze pro
problémy s m < 50 a n < 20 je pocet iteraci béZné méné nez 1.5m [38|. Zda
existuje polynomialni verze simplexového algoritmu neni dosud znamo.

Na druhou stranu se v roce 1979 podarilo L. G. Chacijanovi publikovat
elipsoidovy algoritmus, ktery teoreticky dokazuje polynomialitu tlohy LP.
Pro praktické vyuziti je ale stale lepsi simplexovy algoritmus. V roce 1984
se podafilo Karmarkovi vyvinout zaklad metod vnitintho bodu, o kterych
se ukazalo, ze jsou rychlé jak z praktického hlediska, tak se povedlo dokézat
polynomialnost téchto metod.

Vypocetni slozitost zde nebudeme formalizovat, uvedeme pouze praktické
piiblizeni. Pokud pro néjakou tlohu (napf. TSP) uvazujeme urcity vstup
(vstupni graf), mluvime o instanci I dané ulohy. Velikosti |I] této instance
pak minime délku zapisu (pocet cifer, biti) v8ech nutnych vstupnich dat
(napf. seznam vrchold, hran, ohodnoceni hran a dalsi parametry) zakodova-
nych v binérni soustavé.
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V préci uvazujeme deterministické a nedeterministické algoritmy. U de-
terministického je v kazdém kroku jasné dany postup, u nedeterministického
se muze vypocet vétvit (a uvazuji se pak vSechny vétve).

Algoritmus je pak polynomialni, pokud pocet jeho kroki je shora omezen
hodnotou néjakého (pevného) polynomu p v bodé |I|, tj. hodnotou p(|1]),
pro vSechny mozné instance I.

Uloha je polynomialni, pokud pro ni existuje polynomiélni algoritmus.
Mnozina vSech téchto tloh, u kterych navic muze jako vysledek byt pouze
,ano* nebo ,ne* (rozhodovaci tloha), pak tvoii t¥idu P.

Trida NP se definuje jako tfida rozhodovacich tloh, u kterych je poten-
cialné nejvyse exponencialni mnozstvi kandidati na reSeni (exponencialné
v |I|) a ovéfeni spravnosti kazdého z kandidati zabere polynomialni mnoz-
stvi krokt v |[I]. V NP jsou tedy tlohy, které lze FeSit nedeterministicky
a polynomialné lze ovérit feSent.

Plati P C NP a velkou otevienou otéazkou je, zda je tato inkluze vlastni,
coz je tzv. problém P = NP.

Ulohu A nazveme NP-t&zkou, pokud je na ni mozné pevést kazdou tlohu
v NP. Nemusi byt A € NP.

5 Celociselné a smisené linearni programovani

Specialnim pripadem LP je celo¢iselné linearni programovani, anglicky In-
teger Linear Programming, tedy dale ILP, pfipadné smiSené linearni pro-
gramovani, MILP - Mixed Integer Linear Programming. Na proménné z;,
u smiSeného programovani jen na nékteré, je zde kromé nezépornosti jesté
kladena podminka celociselnosti.

Definice 19. Ulohou ILP rozumime

min ¢’ x

Ax=D

x; celocCiselné,

kde ce R", A je realn& matice typu m x n a be R™.

16



Definice 20. Ulohou MILP rozumime

min c¢'x

Ax=Db
x; celoCiselné, i € N C {1,...,n}

x; redlné,i ¢ N,
kde ce R", A je realn& matice typu m x n a be R™.

Specifickym pfipadem ILP, ktery budeme dale vyuzivat, je tzv. binarni
programovani, kde proménné x; nabyvaji pouze hodnot 0 a 1, tj. x; € {0, 1}.

Po kratkém zamysleni je zfejmé, Ze celo¢iselné pripustnd mnozina reSeni
ulohy ILP je podmnozinou pfipustné mnoziny stejné tilohy bez podminky
celo¢iselnosti, toho se vyuziva pfi feseni tloh ILP. Pokud fesime tlohu, kde
jsme upustili od celo¢iselnosti, fikdme, ze Tesime jeji LP relaxaci. Jednou
z nejznaméjsich a nejpouzivanéjsich metod pro feseni ILP je metoda vétvi
a mezi, kterd v kombinaci s metodou generovani sloupcu tvori metodu vétvi
a cen, a kombinace s Gomoryho fezy se nazyva metoda vétvi a fezi. Pro ILP
neplati véty o dualité.

5.1 Metoda vétvi a mezi (Branch and Bound)

7 nazvu metody lze usuzovat, ze v pribéhu algoritmu budeme tlohu vétvit
a hledat jeji horni a dolni omezeni pro hodnotu ucelové funkce. Vyuzivame
zde vySe zminéného vztahu mezi tlohou ILP a jeji LP relaxaci. V kazdém
kroku tedy vyresime tlohu LP relaxace a provedeme nasledujici dva kroky:

1. Pokud optimalni feSeni obsahuje neceloc¢iselnou slozku #;, rozvétvime
podle ni tlohu na dvé dalsi, kde predchozi tlohu doplnime v jednom
ptipadé podminkou z; < |#;] a v druhém z; > [#;]. (Cast vétveni)

2. Pri vétveni nachazime i celo¢iselné feSeni a pamatujeme si to s nejnizsi
(u minimalizace) hodnotou ucelové funkce, jakékoliv jiné nalezené fe-
Seni pak porovnavame s timto doc¢asné nejlepsim reSenim. Regent, ktera
maji hodnotu horsi nez je doc¢asna nejlepsi, jiz dale nevétvime. (éést
urcovani mezi)

Jestlize neexistuje zadna vétev s lepsi hodnotou cilové funkce, kterd by se
dala dale vétvit, algoritmus ukonéime. Vice v [37].
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5.2 Metoda vétvi a cen (Branch and Price)

Metoda vétvi a cen je kombinaci principu vétveni z metody vétvi a mezi
a metody generovani sloupcti.

5.2.1 Metoda generovani sloupci

Metoda generovéani sloupct neboli Dantzig-Wolfeho dekompozice je zaloZzena
na faktu, ze kazda uloha LP

max ¢’ x
Ax=DbD
I<x<u

se da prevést na tzv. hlavni problém

T

"
A
M

ma.

A

b
I

b
0,

M
AV2

kde A mé méné Tadki ale vétsinou vice sloupcii nez ptivodni matice A.
v o . . v . / /i 2
Rozdélime matici A,,x, libovolné na matice A, ., a A}, a problém
prepiSeme do tvaru

n xXn

max CTX

A'x =1
A//X — b//
1 <x <u.

Podle Minkowského véty 1 déale urc¢ime bazickd pripustna feseni vyhovujici
A’x =b", 1 < x < ujako v',v? ..., vM™ a bazické pifpustné sméry jako
Wl,w2, . ,WN ve tvaru

M N
X = E Tka—i— g Ska,
k=1 k=1

kde ry,7r9,...,7m, S1,S2,..., SN jsOou nezaporna Cisla a E rr = 1. Dosazenim
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do zbylych vztahi dostaneme problém ve tvaru

M N
max ¢’ E rkvk—{— E skwlg
k=1 k=1

coz je popis hlavniho problému s proménnymi 74, sx. Vektory vF a w* nejsou
v této formulaci znamy a hledani bazickych feseni hlavniho problému se pro-
vadi Fesenim pomocnych tuloh LP, viz [17].

5.3 Metoda vétvi a fezi (Branch and Cut)

Metoda vétvi ezt je kombinace vétveni z metody vétvi a mezi a technikou
fezu.

5.3.1 Gomoryho fezy

V principu ofezavaji pfipustnou mnozinu LP relaxace problému, az se dosta-
neme k celo¢iselnému feSeni.

e Gomoryho fezy 1. typu

1. Vytesime problém bez celoc¢iselnych omezeni, tedy jeho LP rela-
xaci. Obdrzime TeSeni x*, pokud existuje. Nastavime index p := 1.

2. Pokud jsou vSechny slozky feseni x* celo¢iselné kladné, pak je toto
feSeni optimalni. Pokud ne, pokrac¢ujeme na krok 3.

3. Uréime 7, = min{r;,|ri, := b; — [bi]; 7, > 0}, fadek ¢ se nazyva
(2
zdrojovy tadek.

4. Vytvorime nové omezeni (fez) z fadku ¢ s pfidavnou proménnou

*

Yp-

* o~
Yp — § Tg;Tj = Tqos

j:mbu
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kde 74, 1= ag, — [ag;] a nbv je zkratka pro nebazické proménné.
Pridame Tez k aktualni simplexové tabulce a urc¢ime pivot podle
duélni simplexové metody a provedeme potfebny pocet operaci.

5. Pokud existuje pfipustné feseni rozsifeného problému, nastavime
p :=p+ 1 a pokracujeme krokem 2. V opa¢ném piipadé kon¢ime,
jelikoz neexistuje pripustné celociselné feseni.

e Gomoryho Fezy II. typu
Tato metoda je zalozena na opakovaném pouziti dudlni simplexové me-
tody na celo¢iselnou tabulku. Pokud by se méla tabulka stat necelocisel-
nou, je pridano nové omezent (fez). Opét popiseme metodu v krocich.
Resime dany problém P:
min c¢’x
Ax < b
x € Ny
b € R™.
1. Jsou-li vSechny prvky simplexové tabulky celociselné, definujeme
a;j = Qi;, b; = b; pro vSechna i, j a pokracujeme krokem 3. Pokud
ne, jdeme na krok 2.
2. Uvazujeme koeficienty i-t¢ho omezeni a uréime jejich spolecny dé-
litel ¢;. Vypocitame a,; = a;;¢; a b; = b;q; pro vSechna 1, j.

3. Ptipravime simplexovou tabulku pro problém P:
min c¢’x + Oy
Ax + y < b
x € Ny
y € R
b e R™
a nastavime index p := 1.

4. Je-li b; > 0 pro vSechna i, kon¢ime, jelikoZz jsme nalezli optimélni
celoc¢iselné Teseni. Pokud ne, pokrac¢ujeme krokem 5.

5. Uréime provizorni pivot a, s podle dualni simplexové metody.

6. Pokud existuje a, s < 0, pokracujeme krokem 7. V opa¢ném pii-
padé neexistuje pripustné reseni.

7. Plati-li a,vs, = —1, nastavime a,; = a,7s a pokracujeme krokem 9.
Jinak jdeme na krok 8.
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8. Vytvorime nové omezeni (fez) z r'-tého radku s piidavnou pro-
w *,
ménnou yy:

[l = L)

kde A := min{a,;} a pfidame toto omezeni k aktualni simplexové
jmbv

tabulce. Bud tohle r-ty fadek. Zapomeneme na provizorni pivot
a, s a ur¢ime novy podle dualni simplexové metody. Nastavime

p:=p+ 1
9. Provedeme jeden krok dualni simplexové metody a jdeme na krok
4.

Existuje cela fada jinych Fezu, viz [17].

5.4 Vypocetni slozitost ILP

Zatimco u tlohy LP bylo prokazano, Ze ji lze TeSit v polynomialnim case,
tedy rychle, podminka celo¢iselnosti v tiloze ILP situaci zna¢né komplikuje.

D4 se ukazat, ze rozhodovaci verze tulohy ILP (tj. otdzka na existenci
piipustného FeSeni s omezenou hodnotou cilové funkce) patii do tiidy NP,

Y v

6 Zakladni prepravni/dopravni problémy

Klicovou otézkou kazdého distributora je, jak obslouzit vsechny své zdkazniky
efektivné a s co nejmensimi naklady. Prirozenym pozadavkem je nejlevné;jsi
cesta, coz vétsinou znamena ta nejkratsi. Problém lze interpretovat na grafu
(def. 1), ktery je zakladnim objektem teorie grafi. Je tvofen mnoZinou vr-
choltt & mnozinou hran. Vrcholy zastupuji zakazniky a depo a hrany, které
je spojuji, jsou cesty mezi nimi. Do takového grafu muzeme zanést vSechny
potfebné informace a pozadavky. Cenu trasy mezi dvéma body ur¢ime pii-
fazenim ohodnoceni piislusné hrany (def. 11). Kazdému vrcholu lze prifadit
poptavka daného zékaznika.

V této praci zacneme od nejjednodussiho pozadavku, a tim je nalézt nej-
levnéjsi okruzni trasu mezi depem a zakazniky. Toho se tyka problém ob-
chodniho cestujictho. Ten rozsifime na problém vicero obchodnich cestuji-
cich. Pridanim dalSich pozadavka na poptavku zakazniku a kapacitu vozidel
dojdeme k optimalizaci riznych variant okruzniho dopravniho problému.
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Priklad 1. Nésledujici ilohy budeme ilustrovat na jednodussim umélém pii-
kladu [26]. Mé&jme tedy uplny neorientovany graf na 10 vrcholech ozna¢enych

1,1 = 1,2, ...,10, se symetrickou matici vzdalenosti:
0 12 11 10 10 9 8 6 12
12 0 8 9 12 14 16 17 22
11 8 0 15 17 8 18 14 22

10 9 15 0 3 17 7 15 18
10 12 17 3 0 18 6 15 15
9 14 8 11 17 18 0 16 8 16
§ 16 18 12 7 6 16 0 11 11
6 17 14 12 15 15 8 11 0 10
1222 22 17 18 15 16 11 10 O

7
5
9
7T 5 9 0 7 9 11 12 12 17
7
9

V piipadé potieby je za depo povazovan vrchol ¢. 1, pro ostatni vrcholy jsou
znamy hodnoty poptavky d;:

e (1021314 15(6|78/9](10
d; 01101518173 |5|9|4| 6

Kapacita vozidla @) = 40.

Regent jednotlivych modela ziskame pomoci softwaru MATLAB a Gurobi.
Vypocty provedeme na notebooku HP 250 G3 s procesorem INTEL Pentium
(N3530 s frekvenci 2 160 MHz) a paméti RAM 4GB. U vykreslenych grafu
hrany neodpovidaji vzdéalenostem.

6.1 Problém obchodniho cestujiciho

Problém obchodniho cestujiciho, anglicky Traveling Salesman Problem, bu-
deme pouzivat zkratku TSP, se zabyva tim, jak objet pozadovana mista
s co nejmensimi naklady. Naklady lze interpretovat vzdalenosti, kterou mu-
sfme urazit, abychom navstivili vSechna mista a zaroven se do kazdého podi-
vali pouze jednou. V terminologii teorie grafii hledame hamiltonovskou kruz-
nici (def. 14) na v8ech n vrcholech uplného ohodnoceného neorientovaného
nebo orientovaného grafu G, kterd ma nejmensi soucet ohodnoceni hran c¢;;
(def. 1, 6, 11 ). V piipadé neorientovaného grafu a rovnosti ¢;; = ¢;; mlu-
vime o symetrickém problému v opaéném piipadé o nesymetrickém. Uvodem
popiseme nékolik modelti pro popis nesymetrické verze problému a poté se
zaméiime na symetrické modely, vice k témto modelam v [29].
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6.1.1 Dantzig-Fulkerson-Johnsoniav model (1954)

Model DFJ je formulovan pomoci celoc¢iselného linedrniho programovani,
ktery pocita s n(n — 1) binarnimi proménnymi x;;. Ukolem je minimalizovat
ucelovou funkei (11) za podminek (12) - (15).

miniicz’jxija i # 7, (11)

i=1 j=1

D ay =1, j=1,...,n, i#j (12)
=1

Z%’jzl, i=1...,n, i#], (13)

j=1

> w < —1, SCV, |S|#0, i#j,  (14)
€S jes

xlje{oal}u Z7]:177n7 Z%.% (15>

kde x;; = 1 pouze, pokud je hrana (4, j) sou¢asti optimalni okruzni trasy (ang-
licky tour). Podminky (12) a (13) zajistuji, ze kazdy vrchol navstivime a opus-
time pouze jednou. Podminky (14) jsou tzv. podminky eliminujici (okruzni)
podtrasy (anglicky Subtour Elimination Constraints, zkracené SECs). Mno-
zina S je postupné kazda vlastni podmnozina vrcholi mnoziny V. Podminky
SECs kontroluji, ze mezi |S| vrcholy, které patii do mnoziny S, je maxi-
malné |S| — 1 hran, tj. neni mozné, aby na nich lezela kruznice, (kruznice
na k vrcholech ma k hran).

Nepiijemnou vlastnosti této formulace je, Ze zatimco podminek (12) a (13)
je v zavislosti na po¢tu vrchola 2n, poc¢et podminek (14) roste exponencialné
v zavislosti na n, tj. 2" — 2.

6.1.2 Polynomialni Miller-Tucker-Zemlintiv model (1960)

Model MTZ je dan podobné jako DFJ vyrazy (11) - (13) a (15), podminky
(14) jsou nahrazeny podminkami

uz—u]—l—(n—l):cwﬁn—?, Z?j:277n727éj7 (16>

kde u;, i = 2,...,n, je libovolné redlné ¢islo oznacujici poradi uzlu i, ve kte-
rém byl navstiven na optimélni trase. Model byl prvotné predstaven bez
omezeni na proménné u;, ale pozdéji bylo pridano omezeni 1 < u; <n—1.
Vyhodou podminek (16) je, ze oproti SECs je jejich pocet polynomiélni, a to
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2(",") = (n = 1)(n - 2).

Priklad
Model jsme aplikovali na ptiklad 1. Doba vypoctu a vysledky jsou shrnuty
v nasledujici tabulce 4, graf feSeni je na obrazku 1.

Pocet z;; | Sestaveni matice | Doba vypoctu | Celkovy cas Resenf
99 0,003s 0,49s 0,493s 73

Tabulka 4: Vysledky k piikladu 1 k modelu MTZ.

Obrazek 1: Reseni TSP z prikladu 1.

6.1.3 Gavish-Gravesiiv model (1978)

Model GG je formulace problému obchodniho cestujiciho, ve které jsou okruz-
ni podtrasy eliminovany pfidanim n(n — 1) nezapornych proménnych g;;,
i=2,...,n,j =1,...,n. Model GG je tvofen vyrazy (11) - (13) a (15)
a nésledujicimi podminkami

Zgzj—Zgﬁ:l, i=2,...,n, i 7], (17)
Jj=1 J=2

0<g;j <(n—1uxz;, i=2,...,n,5=1,...,n, i #j, (18)



kde g;; znaci pocet hran na cesté mezi vrcholem 1 a hranou (7, j) na optimalni
trase.

Priklad
Model jsme aplikovali na ptiklad 1. Doba vypoctu a vysledky jsou shrnuty
v nasledujici tabulce 5, graf feSeni je na obrazku 1.

Pocet x;; | Sestaveni matice | Doba vypoctu | Celkovy cas Resenf
180 0,007s 0,65s 0,657s 73

Tabulka 5: Vysledky k pifikladu 1 k modelu GG.

6.1.4 Symetricky problém obchodniho cestujiciho

V symetrické verzi TSP miizeme v modelu DFJ snizit pocet proménnych z;;
na polovinu a model upravit:

n—1 n

min Y Y ey, i<, (19)

i=1 j=2

i Tig + i T =2, k=1,...,n, (20)

1=1,i<k 71=2,4>k
i€S jeSs
I’UE{O,l}, i,jzl,...,n, Z?éj (22)

U ostatnich modeli pocet proménnych x;; pro symetricky problém zre-
dukovat nelze.
Priklad
Model jsme aplikovali na priklad 1. Doba vypoctu a vysledky jsou shrnuty
v nésledujici tabulce 6, graf feSeni je na obrazku 1.

Pocet z;; | Sestaveni matice | Doba vypoctu | Celkovy cas Regent
45 2,77s 3,13s 5,90s 73

Tabulka 6: Vysledky k prikladu 1 k modelu symetrického DFJ.
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6.2 Eukleidovsky problém obchodniho cestujiciho

Tento problém je specificky v tom, Ze jeho vrcholy jsou umisténé v d-dimen-
zionalnim Eukleidovském prostoru R?. Vzdalenost mezi libovolnymi dvéma

d 1/2
vrcholy 7 a j je definované jako Eukleidovska vzdalenost, tj. <Z(zk - jk)2> .
k=1

Definice 21. (Konvexni obal)
Necht X = {x1,...,X,}, x; € R¢. Konvexnim obalem mnoziny X rozumime

mnozinu conv(X) = {Z Bix;| Zﬁl =1,0; € ]R}.
i=1 i=1

Optimalni feSeni Eukleidovského TSP ma nasledujici vlastnosti:

e Hrany optimalni trasy se neprotinaji.

Pokud by se libovolné dvé hrany protinaly, lze je diky trojuhelnikové
nerovnosti nahradit dvéma nekfizujicimi se hranami tak, ze vysledna
trasa je kratsi.

e Cast z n vrcholu tvori konvexni obal celé mnoziny. Poradi téchto m
vrcholli v optimalnim FeSeni je shodné s poradim, v jakém se vyskytuji
na konvexnim obalu.

Druhéa vlastnost je pfimym disledkem té prvni. Obé vlastnosti zaroven re-
dukuji pocet pripustnych tras, vice v [36], [35].

6.3 Problém vicero obchodnich cestujicich

Zde uvazujeme, ze mame jedno depo, ale m obchodnich cestujicich, m > 1,
ktef{ mohou obslouzit zdkazniky. Odtud m-TSP (Multiple Traveling Salesman
Problem) [21]. Nehleddme tedy jednu trasu, ale m tras, které za¢inaji a konci
v depu.

Pokud oznac¢ime depo jako 1, lze tulohu popsat modelem celo¢iselného
linearntho programovani:

min i i CijTij 1 % j, (23)

i=1 j=1
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quzjzlu ]:277n7 Z%j? (24>

i=1

> ay =1, i=2,...,n, i#], (25)

j=1
Zl’il =m, (26)
=2
> my=m, (27)
=2
> w8 -1, SCV\{1}, S#0, i#j, (28
1,JES
iy € {0,1}, ii=1,....n, i#j (29)

Z tvaru SECs (28) je patrné, Ze jejich pocet roste exponencialng, stejné jako
u modelu DFJ 6.1.1 popisujici TSP. Polynomialniho po¢tu podminek dosah-
neme pouzitim MTZ podminek, které jsou pro m-TSP dany vztahem:

w —uj +pry; < p-—1, 2<1+#j<mn, (30)
1<u; <p-—1, i=2,...,n, (31)

kde p oznacuje maximéalni pocet zédkazniki, které mize jeden obchodni cestu-
jici obslouzit. Proménné u; ; maji stejny vyznam jako u modelu MTZ 6.1.2.
Model oznac¢ime jako m-MTZ.

Priklad

Model jsme aplikovali na piiklad 1, pocet vozidel jsme volili m = 3. Doba
vypoctu a vysledky jsou shrnuty v nasledujici tabulce 7, graf feSeni je na ob-
razku 2, kde je zelené vyznacena trasa 1-9-1.

Pocet x;; | Sestaveni matice | Doba vypoctu | Celkovy cas Regent
99 0,001s 0,32s 0,321s 91

Tabulka 7: Vysledky k prikladu 1 k modelu m-MTZ.

6.4 Okruzni dopravni problém

Okruzni dopravni problém, anglicky Vehicle Routing Problem, budeme pou-
zivat zkratku VRP, je rozsifenim a zobecnénim problému obchodniho cestu-
jiciho, jelikoz kromé vzdalenosti (ceny trasy) se berou v uvahu dalsi aspekty
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Obrazek 2: Resent m-TSP z piikladu 1.

tykajici se distribuce zbozi a sluzeb od dodavatele k zakaznikovi. Zékladnim
rozsitenim je okruzni dopravni problém s kapacitami, kde jsou znamy kapa-
city @) vSech m vozidel a poptavané mnozstvi d; od zékazniki. Poté je tkolem
najit m tras, které zac¢inaji a konci v depu tak, ze soucet poptavaného mnoz-
stvi na kazdé trase nepiekracuje kapacitu () prislusného vozidla, a vSechna
vozidla najedou minimalni potifebnou vzdélenost. Dale se daji napt. pridat
pozadavky na Casova okna, tj. Ze obsluha zakaznika probiha v daném ¢asovém
intervalu a vozidlo se u néj zastavi na predem dany cas, tim se ale zabyvat
nebudeme. Podrobnéjsi popis problému a jeho rozsifeni je k dispozici v [33].

My se zaméfime na okruzni dopravni problém s kapacitami, CVRP (Ca-
pacity Vehicle Routing Problem). Jednotlivé okruzni trasy se tvoii tak, aby
vozidlo, které tuto trasu objede, uvezlo vSechno zbozi, které zakaznici popté-
vaji. Opét muzeme ulohu rozdélit na nesymetrickou a symetrickou. Model
pro nesymetricky CVRP mé nasledujici tvar:

i=1 j=1
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> a =1, j=2,....n, i#], (33)

=1
injzl, i=2,...,n, i %], (34)
j=1
Zl’il = M, (35)
=2

lej =M, (36)
%y > (). SCV\I), S#0, i#j (37

igS jeSs
l‘ijG{O,l}, z',jzl,...,n, Z;é] (38)

Podminky (33) a (34) zarucuji, ze pies kazdy vrchol vede pouze jedna trasa.
Podminky (35) a (36) zase vyzaduji, Ze z a do vychoziho bodu vede pravé
m tras. Podminky (37) jsou takzvané Capacity Cut Constraints (CCCs),
kde r(S) predstavuje minimalni pocet vozidel potiebny k obslouzeni vrchola
z mnoziny S. Podminky CCCs hlidaji spojitost trasy jako SECs a navic
i pozadavky na kapacitu. Bohuzel jejich pocet roste exponencialné s poctem
proménnych. Polynomialni po¢et podminek, které maji stejnou vlastnost jako
CCCs, ziskame tpravou MTZ podminek pro klasicky TSP:

Ui—uj‘i‘Qming_dj, iaj:2>"'7n7 Z#]? (39)

Pomocna spojita proménné wu; predstavuje zatizeni vozidla po navstéve vr-
cholu .

V symetrické verzi CVRP staci pracovat s proménnymi x;;, kde 7 < j.
Problém nastane, pokud bude néktera z poptavek tak velké, ze vozidlo bude
moci obslouzit jen tohoto jediného zakaznika. Mezi proménnymi mame jen ty
ve tvaru 1, chybi ndm hrana z;;. Napravime to pfidanim podminky (46),
kde proménné z;; nabyva hodnoty 2 v piipadé, Ze je soucasti optimalniho
feseni na trase (1,7,1).

n—1 n

min Y Y ey, i<, (41)

i=1 j=2
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Z Z xki—FZ Z %L'jZQT(S),

i€S k<ikgS i€S j>i,j¢S

Lij € {07 1}7
xlj c {O, 1,2},

Priklad

i=2,...,n, (42)

(43)

SCV\{1}, S#0, i#7,

(44)
ij=2,...,m, 1 <j, (45)
j=2,...,n (46)

Model jsme aplikovali na priklad 1. Doba vypoc¢tu a vysledky jsou shrnuty
v nasledujici tabulce 8, graf feSeni je na obrazku 3, kde je zelené vyznacena
trasa 1-4-1.

Pocet z;; | Sestaveni matice

Doba vypoctu | Celkovy ¢as Resenf

45

5,64s

11,76s 97

Tabulka 8: Vysledky k pfikladu 1 z modelu symetrického CVRP.

Obrazek 3: Regenf symetrického CVRP z prikladu 1.
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Dalsim moznym modelem pro zapis CVRP je dvouindexovy tokovy model
[23], kde mame mnoZinu zakazniki, které oznacime 1, ..., n. Depo reprezen-
tuji dva vrcholy oznacené jako 0 a n + 1 a pozadujeme, aby vSechny trasy
vychézely z vrcholu 0 a kon¢ili ve vrcholu n + 1. Model zapiSeme jako:

n+1l n+1

i=0 j=0

n+1
 wy=1, i=1,...,n, i#], (48)
j=1

> wm— Y =0, h=1,...,n, (49)
i=0,i#h j=1,j#h

Zwoj S M, (50)
j=1
Yj > yi + djry — Q(1 — wy5), 4, =0,...,n+1, (51)
i € {0,1}, i,j=0,...,n+1, (53)

kde y; je spojitd proménné, kterd vyjadiuje soucet poptavek na trase z vr-
cholu 0 do 3.

Obrazek 4: Regeni tokového CVRP z pitkladu 1.
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Priklad
Model jsme aplikovali na piiklad 1. Doba vypoctu a vysledky jsou shrnuty
v nésledujici tabulce 9, graf feSeni je na obrazku 4.

Pocet x;; | Sestaveni matice | Doba vypoctu | Celkovy cas Resenf
110 0,002s 1,031s 1,033s 97

Tabulka 9: Vysledky k piikladu 1 z tokového modelu CVRP.

V predchozich modelech CVRP obdrzime feseni, z kterého vidime, pres
které vrcholy povedou jednotlivé okruzni trasy. Ale neni zfejmé, které vozidlo
je pritazeno k jaké trase. Prislusnost vozidla k trase ur¢ime pridanim indexu
m a binarni proménné y;,, do modelu. Index m, m = 1,..., M, oznacuje
vozidlo a binarni proménna y;,, je rovna jedné, pokud je zakaznik ¢ obslouzen
vozidlem m. Ziskdme tak model ILP pro tlohu nesymetrického CVRP:

n n M
min Z Z Cij Z Tijm, i # 7, (54)

i=1 j=1  m=1

M

Z%mzl, 222,,71,, (55>
m=1

M

ZyOm—Ma (56>
m=1

sz]m_zszm Yim, 1 =1, ,n, m=1, aM7 (57)
j=1 j=1

=1

SN wim <181 -1, SCV\{1}, $>2 m=1,...,M, (59)
i€S jeS

yim € {0, 1}, i=1,...,n, m=1,..., M, (60)
Tijm € {0,1}, ,7=1,....n, m=1,..., M. (61)

Podminky (55)-(57) zajistuji, ze kazdy vrchol je navstiven pouze jednou, Ze
z vychoziho bodu vyjelo pravé M vozidel, a zZe stejné vozidlo, které ptijelo
k danému vrcholu, ho taky opusti. Podminky (58) jsou pro hlidani nepiekro-
¢eni kapacity vozidla a podminky (59) jsou znamé SECs, které lze nahradit
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zobecnénymi MTZ podminkami:

uim—ujm—l—QxiijQ—dj, i,j:2,...,n, 275], (62>
dl—‘—d]SQ, mzl,...,M,
di < upm < Q, i=2,....,n, m=1,..., M, (63)

které zaroven nahrazuji podminky kapacity (58).
Z jiného thlu pohledu se VRP problémy fesi metodami vyuZzivajicimi
rozklad mnozin, v angli¢tiné znamé jako set partitioning, viz [23].

7 Prevodové techniky mezi VRP a TSP

Pokud bychom u problému VRP nebo m-TSP nahradili vychozi bod zy vr-
choly z§, 3, ..., x0", které lezi na soutadnicich bodu xy, pak problém m tras
pievedeme na problém jedné trasy, ktera za¢ina v 5, po nékolika zakaznicich
se dostane do xg atd., az se nakonec zpét vrati do xé. Obdrzime tak tulohu
s N 4+ m vrcholy a omezenimi pro kazdou z cest mezi novymi sklady, které
vychazi z podminek v ptvodni tiloze VRP. Prevodu se vyuziva hlavné proto,
ze efektivni aproximac¢ni algoritmy jsou predné vyvijeny pro TSP. Zvlaste
uzitecné jsou A-optimalni algoritmy jako Lin-Kernighaniv algoritmus 10.3.

Transformace dosdhneme tpravou matice vzdélenosti D (popiipadé ce-
nové matice). Vysledna matice je tvofena ¢tyimi bloky, viz obrazek 5. Do le-
vého horniho rohu umistime ¢tvercovou matici velikosti m, které je slozené
z prvki 7, v pravém dolnim rohu bude pivodni matice D, zbylé fadky v horni
¢asti matice jsou shodné s prvnim fadkem piivodni matice a stejné tak sloupce
v levém dolnim bloku jsou shodné s prvnim sloupcem ptivodni matice D.

’y DY ’>/
. . do]

Obréazek 5: Upravena matice transformace.

Podle zvolené hodnoty ~ bude feseni TSP odpovidat riznym zadanim
pivodniho problému VRP. Rozlisujeme piipady:
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[ "}/ =
Tato hodnota vyjadiuje, ze pfima cesta mezi sklady neni povolena. Re-
seni TSP, pokud existuje, pak obsahuje m oddélenych cest zac¢inajicich
a koncicich v prislusném depu.

e y=—00
Za predpokladu, ze m je libovolné ¢islo vétsi nez nejmensi mozny pocet
vozidel, pro ktery ma VRP piipustné feseni, bude feseni TSP obsahovat
vSechny mozné primé trasy mezi depy, coz povede na pouziti minimal-
niho poctu vozidel. Jinymi slovy feseni odpovida problému VRP s tko-
lem nalézt nejmensi mozny pocet vozidel, pti kterém jsou obslouzeni
vSichni zakaznici. Zejména pokud je v hodné velké, ale ne nekonecné
zaporné ¢islo, pak se pii feseni TSP nejprve minimalizuje pocet vozidel,
az poté délka trasy.

e v=0
Zde neni zvyhodnéno ani penalizovano odebrani vozidla. Reseni TSP
odpovida problému VRP s tikolem co nejlevnéji obslouzit vSechny za-
kazniky.

[ ] ’}/ = —£
Pokud jsou z finan¢niho hlediska fixni néklady vozidla ekvivalentni
zkraceni trasy o € ujetych kilometra za den, pak feseni TSP odpovida
problému VRP, kde se minimalizuji celkové néklady (fixni i variabilni).

v v

Takto formulovana tloha TSP je tézsi nez stejné velkd uloha klasického

v s

zminéno, jsou pro ni znamé efektivni aproximacni algoritmy, vice v [16].

8 Vztahy mezi tlohami v metrickém pripadé

V metrickém pripadé jsme schopni popsat vztah mezi optiméalnimi feSenimi
jednotlivych tloh v pfipadé, Zze jsou feSeny na stejném grafu.

8.1 Vztah mezi TSP a m-TSP

Ukézeme nyni souvislosti feSeni tloh TSP a m-TSP v metrickém pripadé.

Véta 9. Bud G tuplny ohodnoceny neorientovany graf. Bud w: £ — R
prislusné ohodnoceni. Predpokladejme, Ze w spliuje A-nerovnost. Pak plati:
hodnota optimalniho feSeni (minima) tlohy TSP je dolnim omezenim pro
hodnotu optimalniho feseni ulohy m-TSP (pro m > 1).
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Navic, pokud m < m/, je optimum (minimum) tlohy m-TSP nejvyse
rovno optimu tlohy m/-TSP

Dikaz. Bud T trasa odpovidajici optimu tlohy m-TSP. Jsou-li a a b dva vr-
choly této trasy sousedici s depem d, pak odstranénim hran ad = f
abd = f' z T a pridanim hrany ab = e ziskame trasu 7" s délkou |T"| < |T|
vzhledem k platnosti trojihelnikové nerovnosti.

Ziejmé je m < n — 1, kde n je pocet vrcholi uvazovaného grafu, viz
obrazek 6. Chybéjici hrany maji vysoké ohodnoceni. O]

Obréazek 6: Ilustrace k dikazu pro tvrzeni o vztahu TSP a m-TSP.

Pro obecné ohodnoceni mohou byt optima tlohy TSP a m-TSP v rtizném
vztahu, viz obrazek 7. V prvnim pripadé neplati A-nerovnost, ve druhém
pripadé ano, modfe jsou optimélni okruzni trasy.

depo depo

Obrazek 7: Vliv trojihelnikové nerovnosti na optimalni feSeni.

8.2 Vztahy pro CVRP
Ziejmé plati.
Tvrzeni 4. Mame-li dvé tlohy CVRP lisici se pouze kapacitami vozidel @)

a @', pak je-li Q < @', tak je optimum tlohy s kapacitou Q" nejvyse rovno
optimu ulohy s kapacitou Q).
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9 Aproximacni algoritmy

7 aproximacnich algoritmt obdrzime pripustné feseni, které je blizké optimél-
nimu feSeni, zna¢ime OPT, a bylo ziskdno v kratkém case. Kvalitu ziskaného
feseni uréuje funkce § : Z* — Q" a mluvime o d-aproximaénim algoritmu.

Definice 22. (d-aproximacni algoritmus)

Mgjme minimaliza¢ni (maximaliza¢ni) problém P a funkci § > 1 (§ < 1).
Algoritmus A je d-aproximacni algoritmus pro problém P, pokud pro kazdou
instanci I problému P da algoritmus pfipustné feseni s takové, ze

fe(l,s) < o(|1]) - OPT(I) (fp(1,s) = &(|1]) - OPT(I)),

a vyTesi ho v ¢ase omezeném pevnym polynomem v |I|, kde |I| je velikost
ulohy, kterou rozumime pocet bitt potfebny k jejimu zapsani, za predpo-
kladu, ze jsou vSechna ¢isla v tloze zapsédna binarné. Ziejmé, ¢im blize je
funkce 0 k jednicce, tim lepsi je algoritmus. Uzitecné piipady jsou prede-
vSim, pokud se pro néakou tlohu povede ukazat, Ze pro ni existuje aproxi-
madni algoritmus, kdy 0 je konstantni funkce. Mluvime pak o aproximac¢nim
algoritmu s konstantnim faktorem 0. Napr. pro metrickou tlohu TSP existuje

3 o, . R . o Lo
5 —aproximacni algoritmus. Aproximac¢nimi algoritmy se podrobné zabyva V.

V. Vazirani [36].

9.1 Aproximacni schéma

Pri praktickych aplikacich se vyplati misto pfesného algoritmu pouzit apro-
ximaci, obzvlast u NP-tézkych problém.

Definice 23. (Aproximaé¢ni schéma)
Necht P je NP-tézky optimaliza¢ni problém s ucelovou funkei fp. Aproxi-
maé¢nim schématem tlohy P nazveme algoritmus A, ktery pii vstupu (7, )
da TeSeni s tak, ze

e fp(I,s) < (14¢)-OPT, pokud P je minimaliza¢ni problém,

e fp(I,s) > (1—¢)-OPT, pokud P je maximaliza¢ni problém,
kde I je instance optimaliza¢niho problému a € > 0 je chybovy parametr.

Algoritmus A nazveme polynomiélni aproximac¢ni schéma (polynomial
time approximation scheme - PTAS), pokud pro kazdé pevné ¢ > 0 probéhne
v polynomialni case v zavislosti na velikosti tlohy I. Nevime ale, jak cas
prubéhu algoritmu zavisi na . Pfidanim pozadavku, aby ¢as béhu algoritmu
zavisel polynomialné na velikosti tilohy I a na 1/e, ziskdme plné polynomialni
aproximacni schéma (fully polynomial time approximation scheme - FPTAS),
podrobnéji v [36].
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10 Reseni problémi pomoci heuristik

Heuristika pochéazi z feckého heuristiké, tj. uméni hledat [15]. Pri FeSeni
optimalizacnich tloh jde v zasadé o polynomiélni postup, ktery neprobere
vSechny moznosti, ale jeho feSeni miize byt optimalni nebo velice blizké op-
timalnimu TeSeni dané dlohy. Vystupem heuristického algoritmu muze byt
i nejednoznacna odpovéd, kdy neni zfejmé, zda feSeni existuje, a nelze pro-
kazat, ze neexistuje. U heuristik je velmi c¢asto dokdzano, Ze predstavuji
d-aproximacni algoritmy [34], kde 0 je rostouci funkce, (tj. hodnota reSeni
urc¢eného heuristikou muze byt libovolné daleko od hodnoty optimalniho fe-
Seni). Heuristiky délime na konstrukéni (postupné tvoii feseni) a vylepSujici
(vylepsuji ndhodné urcené feSeni).

Dalsim rozsitenim jsou tzv. metaheuristiky, napf. evolu¢ni algoritmy, které
se inspirovaly u prirodnich procesi genetiky. Zajimavym vyuzitim heuristik
a metaheuristik je vzit ziskané feseni jako startovaci bod pro ptresny algorit-
mus. Heuristik pro feSeni TSP i CVRP existuje velké mnoZstvi, viz [33], my
popiseme nékolik z nich.

10.1 Metoda nejblizsiho souseda

Jednou z nejjednodussich heuristik pro TSP je metoda nejbliz§itho souseda
(Nearest Neighbor), viz [32], kde za¢iname v libovolném bodé a do trasy pii-
davame nejblizsi vrchol, ktery jesté nebyl navstiven. Po nalezeni posledniho
volného vrcholu se vratime do vychoziho, coz vétSinou byva dlouhé hrana,
ktera zpusobuje, ze jsme nenalezli optimalni trasu.

10.2 Metoda Clarke Wrighta

Metoda Clarke Wrighta (metoda CW) patii mezi nejznaméjsi konstrukéni
heuristiky pro feseni VRP, ale da se pouzit i pro klasicky TSP, nebo m-TSP.
Je zalozena na myslence rezerv, které vznikaji pii spojovani okruznich tras,
které zacinaji a konci ve vychozim bodu (depu) oznaceném jako vrchol 1. Pfi
spojeni tras (1,...,4,1) a (1,4,...,1) vznikne okruzni trasa (1,...,4,7,...,1)
a rezerva (uSetfend vzdalenost) s;; = ¢;1 + ¢1; — ¢;;. Postup algoritmu se da
popsat dvéma kroky:

1. Napocitame vSechny rezervy s;; pro¢,j =1,...,n, i # j, a vytvoriime
n — 1 okruznich tras ve tvaru (1,7,1) pro i = 2,...,n. Rezervy s;;
sefadime v nerostoucim smyslu.

2. (Paralelni verze) Za¢neme od prvni rezervy ze sefazeného seznamu re-
zerv a zjistime, zda existuji dvé okruzni trasy, z nichZ jedna obsahuje
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hranu (1,7) a druha hranu (i,1), které lze propojit tak, ze vznikla
okruzni trasa bude pripustna ve smyslu zadani tlohy. Je-li tomu tak,
spojime je vymazanim hran (1, j), (¢, 1) a ptidanim hrany (7, j). Postup
opakujeme, dokud existuji propojitelné okruzni trasy.

2. (Sekvené¢ni verze) Uvazujeme postupné kazdou trasu (1,4,...,7,1). Ur-
¢ime prvni rezervu si; nebo sj pro pripustné spojeni aktuélni trasy
s jinou, ktera obsahuje hranu (k, 1), nebo hranu (1,1). Provedeme spo-
jeni tras a postup opakujeme. Pokud jiz neni Zadné spojeni mozné,
uvazujeme dalsi trasu.

Pti porovnani druhych krokua se ukéazalo, Zze je lepsi pouzivat paralelni ver-
zi [33]. Metodu CW s paralelni verzi jsme naimplementovali v softwaru
MATLAB.

Metoda mé ale také své nedostatky [16]. A to pFedevsim fakt, Ze poc¢atec¢ni
feSeni (krok 1) je nepfipustné, jelikoz je obvykle pocet vozidel mensi nez
pocet zakaznikl. Také nerozlisuje mezi tlohami najit nejlevnéjsi trasy a nebo
minimalizovat pocet vozidel.

10.3 Lin-Kernighantiv algoritmus

Lin a Kaernighan predstavili sviij algoritmus v roce 1971. Vylepsili jeden z al-
goritmil, ktery patii mezi algoritmy fesici symetricky TSP tak, ze vylepsuje
nédhodné zkonstruovanou trasu na danych vrcholech. Jde o A-opt algoritmus,
ktery v kazdém kroku nahradi A\ hran trasy jinymi A hranami tak, ze vy-
sledné trasa je kratsi, pro A = 2 je takové prohozeni na obrazku 8. Vymény
probihaji, dokud jiz neni zadné dalsi vylepSeni mozné. Tento algoritmus je
zaloZzeny na myslence A-optimality.

Obrazek 8: Prohozeni hran pro 2-opt algoritmus.

Tvrzeni 5. O okruzni trase fekneme, Ze je A-opt (A-optimélni), jestlize uz
neni mozné dalsim prohozenim A hran ziskat kratsi trasu.
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Nevyhodou je, ze hodnota A musi byt predem znama. Je tézké urcit A
tak, abychom nasli kompromis mezi rychlosti vypoctu a kvalitou ziskaného
reSeni.

Lin a Kernighan tuto nevyhodu odstranili zavedenim variabilntho A-opt
algoritmu, kde se hodnota A urc¢uje v kazdém itera¢nim kroku. Zakladni mys-
lenkou algoritmu je, ze mame nahodné zvolenou pocatec¢ni okruzni trasu T’
a snazime se najit dvé mnoziny hran, ozna¢me je X = {xy,...,2,} € T
aY = {y,...,y.} & T, tak, Ze kdyZz hrany z mnoziny X vymaZzeme
a nahradime je hranami z Y, dostaneme lepsi okruzni trasu. Mnoziny X a 'Y
se tvori hranu po hrané za dodrzeni nasledujicich podminek.

e Hrany z; a y; museji mit spole¢ny vrchol a stejné tak y; a x;, 1. Oznac¢ime-
li 1 jeden z koncovych vrcholi hrany z;, tak dale obecné plati predpis
z; = (toi—1,t2), Yi = (t2i, toir1) & i1 = (toiq1, toise) pro i > 1.
Nutnou, ale ne postacujici, podminkou, aby vyména hran X s Y vy-
ustila v trasu, je, ze Fetézec (x1,y1,22,...,T,,Y,) je uzavieny, tedy
yr = (tor t1).

e Hranu x; = (f9;_1,ts;) vybirame tak, ze pokud je t9; spojeno s ti, vy-
sledny Tetézec je trasou. Toto kritérium piipustnosti se pouziva pro
1 > 3 a zarucCuje moznost uzavieni trasy.

e Hranu y; vybirdme s ohledem na hodnotu zisku G;, ktery chceme kladny.
Zisk z vymény hran z; a y; definujeme jako g; = c(z;) — c(y;), G; je pak
souctem gy + go + -+ - + g;-

e Mnoziny X a Y nemaji zadnou spole¢nou hranu.

Zakladni algoritmus lze popsat néasledujicimi kroky:.

Algoritmus 1. (LK)

1. Vygenerujeme nahodnou pocatecni trasu 7.
2. 1 =1, vybereme vrchol t;.
3. Vybereme hranu zy = (t1,t3) € T

4. Vybereme hranu y; = (t9,t3) € T tak, ze Gy > 0. Pokud takova neni,
jdeme na krok 12.

o. 1 =1+ 1.

6. Vybereme x; = (t9;_1,19) € T tak, ze
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a) je-li ty; spojeno s t1, vysledna konfigurace je okruzni trasa 1", a
b) x; # ys Vs < i.

Pokud je T' lep#i trasa nez T, volime T'= T" a jdeme na krok 2.
7. Vybereme y; = (to;, ta;r1) € T tak, ze
a) G; >0,
b) y; #x, Vs < i, a
c) x4 existuje.
Pokus takové y; existuje, jdeme na krok 5.
8. Existuje-li nevyzkouSena varianta pro ys, ¢ = 2 a jdeme na krok 7.
9. Existuje-li nevyzkousena varianta pro x,, ¢ = 2 a jdeme na krok 6.
10. Existuje-li nevyzkousené varianta pro y;, ¢ = 1 a jdeme na krok 4.
11. Existuje-li nevyzkouSena varianta pro x;, ¢ = 1 a jdeme na krok 3.
12. Existuje-li nevyzkousené varianta pro ¢;, jdeme na krok 2.
13. Stop, (nebo jdeme na krok 1).

Nyni se spise vuzivd LKH algortimus, kde H odkazuje na K. Helsgauna,
ktery ho jesté vylepsil, viz [13].

10.3.1 (A, a)-postoptimalizace

U Lin-Kernighanova algoritmu byl zaveden pojem A-optimality v souvislosti
s A-opt algoritmem pro feSeni tlohy TSP. Pii feSeni tloh CVRP hraji roli
nejen délky hran, ale rovnéz poptavky mist.

Zavedeme zde proto analogicky a-okoli feseni x jako mnozinu vsech reseni
ziskatelnych z x pomoci a-opt operace.

Operaci a-opt definujeme pro tlohu CVRP nésledovné. Méjme uplny graf
G s vrcholovym ohodnocenim d; (poptavky mist), kapacitu vozidla @ a pocet
vozidel m. Uvazujme pokryti (rozklad) vrcholu grafu G vzajemné disjunkt-

nimi mnozinami Cj, i = 1,...,m. Mnoziny C; tedy spliuji C; N C; = 0
m ‘Cz‘

a UCi = V(G). Navic Zdj <Qprokazdéi=1,...,m.
i=1 j=1

Vezmeéme a-prvkovou podmnozinu D mnoziny V(G). Pro razné i, j uva-
zujme D N C; a DN C; a bez tjmy na obecnosti necht |D N C;| < |D N Cyl.
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Provedeme vymény kazdé ze vSech podmnozin mnoziny D N C; se vSemi
podmnozinami mnoZiny D N C; s tim, Ze po vyméné jsou splnény kapacitni
C3l IC3

omezeni pro nové podmnoziny C; a Cj'», tj. plati pak Zpk <Q@a ij <Q.
k=1 j=1

Definice 24. Rekneme, Ze FeSeni tlohy CVRP je (A, a)-optimalni, pokud
v jeho A-okoli a a-okoli neexistuje feSeni s lepsi hodnotou cilové funkce.

Jedna se o pojem lokalni optimalnosti feseni. Ackoli je (A, av)-okoli rela-
tivné veliké, pti konstantnich A a « je prohledani tohoto okoli polynomiélnim
algoritmem. Navic casto A = 2 a v praktické aplikaci v ¢asti 14 rovnéz vo-
lime a = 2. (V praktické ¢asti ukdzeme, ze feSeni z LKH fesi¢e neni obecné
a-optimalni.)

10.4 Evoluc¢ni metody s operatorem EAX

Zkratka EAX znamena Edge-Assembly Cross-over, do ¢estiny prelozeno jako
kfizeni skupin hran. Tzv. operator EAX se vyuziva v evolu¢nich algoritmech,
které jsou navrzeny pro feseni TSP. Evoluéni algoritmy jsou navody, jak
z rodi¢t (nékterych moznych feSeni) ur¢it potomka/ky (nova lepsi feseni).
EAX byl vytvofen Nagatou a Kobayashim [30] a je bran jako efektivni kiizeni
pro TSP. Postup kiizeni hran lze popsat takto:

1. Na vrcholech daného grafu si ozna¢ime par rodi¢u jako trasu A (Gerné)
a trasu B (Cervend) a definujeme graf G 45, viz obrazek 9 vlevo nahofte,
ktery je tvoreny sloucenim obou tras.

2. Rozdélime hrany v G 45 na AB-cykly, tj. na kruZznice na G 4p, kde se
st¥idaji hrany z trasy A s hranami z trasy B. Prikladem takového AB-
cyklu je kruznice na obrazku 9 vpravo nahote.

3. Vybereme urcity pocet AB-cyklu podle zvoleného pravidla a jejich
hrany ulozime do mnoziny E. Napt. vlozime do mnoziny £ AB-cyklus
z predchoziho kroku. Z trasy A odebereme jeji hrany, které jsou obsa-
Zeny v mnoziné F, a pridame k ni hrany trasy B z mnoziny F, viz ob-
réazek 9 vpravo dole. Nebo lze stejnym zptisobem vyménit hrany v trase
B, coz je na obrazku 9 vlevo dole.

4. Pokud po vyméné hran vzniknou podtrasy, tj. vysledkem neni hamil-
tonovska kruznice, pospojujeme je v pripustnou trasu napi. 2-opt al-
goritmem.
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Obrazek 9: Aplikace operatoru k¥izeni EAX na ¢ernou a ¢ervenou hamiltonovskou kruznici.

X &3

Pravidel, jak vybrat AB-cykly do mnoziny F je nékolik, viz [30]. Je mozné vy-
brat pouze jeden AB-cyklus, nebo ndhodné ¢i specifickym postupem nékolik
z nich.

11 Ulozeni nakladu

Po rozvrhnuti optimalni trasy pro rozvoz, je dalsim krokem optimalni a bez-
pecné ulozeni nakladu do vozidla tak, aby byla tlozna plocha vyuzita efek-
tivné, a aby se zbozi neposkodilo. Jednou ze zakladnich a zndmych tloh je
tloha o batohu kde nefeéime jak pfedméty do batohu naskladat, ale jde nam
Dalsurn krokem jsou naptiklad ulohy o plnéni zésobnik, které se déli na 1D,
2D a 3D problémy.

11.1 Uloha o batohu

V angli¢tiné je tato tloha znamé pod pojmem Knapsack problem (KP).
V tloze mame n predméti, které chceme nalozit do batohu o nosnosti L.
U kazdého pfedmétu je znama jeho hmotnost w; a uzitek w;, ¢ = 1,...,n.
Zavedeme binarni proménnou x;, ktera oznacuje, zda je dany predmét vlozen
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do batohu ¢ nikoli. Ulohu zapiSeme pomoci ILP v nasledujicim tvaru:

n
max E U; Ty,
=1

n
Z wz; < L,
i=1

x; € {0, 1}

Jde tedy o tlohu, kde ma matice A pouze jeden fadek. Uloha je ¢asto pouzi-
vana jako priklad pro ukadzku metody vétvi a mezi 5.1 nebo na demonstraci

dynamického programovéni.

11.1.1 Dynamické programovani pro tlohu o batohu

Dynamické programovani je zaloZeno na rozdéleni problému na podproblémy
a kombinaci jejich TeSeni ziskat celkové feseni. Dilezity je pozadavek, Ze po-
kud maji podproblémy néjakou ¢ast spole¢nou, je feSena pouze jednou. Vy-
sledky podproblémt jsou zaznamenévany do tabulky a daji se tak zpétné

pouzit. Postup algoritmu si rozdélime do nékolika krokii:

1. Rozdéleni problému na podproblémy.

Vytvorime si matici V' typu (n + 1) x (L 4 1). Jednotlivé prvky (pole)
ozna¢ime Vi, w], které pro 1 < i < n a0 < w < L budou obsahovat
maximélni uzitek z nalozenych pfedméti vahy nejvyse w. Vysledny
uzitek bude obsazen na pozici V[n, L.

. Rekurzivni urc¢eni optimélniho feSeni.
Na zacatku nastavime

VI[0,w] =0, 0<w<L,

Vi, w] = —o0, w < 0.

Dalsi hodnoty pro 1 <7 < n a0 < w < L uréujeme z rekurzivniho
vztahu

V]i,w] = max{V[i — 1,w],u; + V[i — 1,w — w]}.

Pokud je vétsi hodnota V[i —1, w], znamena to, Ze pfedmét ¢ do batohu
nevkladame a naopak.

Vypocet provadime fadek po radku, az dostaneme konec¢nou hodnotu
celkového uzitku na pozici Vn, L].

43



3. Urceni nalozenych predmétia
Ve vyse popsanych krocich se nikam neuklada, jaké predméty jsou vlo-
zeny do batohu, a vysledek tika pouze hodnotu maximalniho uzitku.
Vytvofime pomocnou matici k, kde na pozici k[i, w]| zaznamename,

zda jsme na pozici V[i,w] pfidali predmét ¢, k[i,w] = 1 ¢ nikoliv,
k[i,w] = 0. Mnozinu nalozenych pfedmétt 7" uré¢ime néasledujicim al-
goritmem:
K=1L;
for i=mn,...,1)
if (kfi, K] ==1)
{i €T,

Podrobnéji je dynamické programovani popsano v [5].

Priklad 2. M¢&jme batoh o kapacité L = 10 a ¢tyti pfedméty s prislusnymi
hmotnostmi a uzitky.

l 1 2 3 4
u; 10 40 30 50
w; o5 4 6 3

Pomoci dynamického programovani jsme ziskali matici V:

Nw| 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0Op 0p Oy 09 Op 10, 10, 10; 10, 10; 104
Op Op Op 0Oy 40, 40, 40, 40, 40, 50, 50,
0p O0p Op 0Oy 40y 40, 40, 40, 40, 500 70,
0p Op 09 5O; 50; 50, 50; 90, 90, 90, 90,

=W N

Cervené indexy vyznacuji hodnoty matice k[i, w], z které jsme uréili, ze do ba-
tohu byly vlozeny predméty 2 a 4 s celkovym uzitkem 90. Dynamické pro-
gramovani jsme téz implementovali v softwaru MATLAB. Pomoci néj pak
v praktické ¢asti odhadujeme minimalni potfebny pocet vozidel pro tlohu
CVRP.

11.2 FPTAS pro tlohu o batohu

Budeme predpokladat, ze vSechna ¢isla vyskytujici se v uloze I jsou zapséna
binarné. Pripomenme, Ze velikosti tlohy |/| rozumime pocet bitt potiFebny
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k jejimu zapsani. Pokud budou ¢isla v tloze mala, bude velikost tlohy po-
lynomialni, a tedy i ¢as, po ktery algoritmus pobézi. Ziskani FPTAS (plné
polynomialniho aproximac¢niho schématu) 9.1 je zaloZeno na myslence, Ze po-
kud vynechame urcity pocet nejméné dulezitych bitt v zavislosti na hodnoté
parametru €, mizeme na upravené hodnoty pohliZzet jako na ¢isla ohranic¢ené
polynomem v n a 1/e. To ndm umozni ziskat feseni, kde celkovy uzitek je
alespon (1 — €)-nasobek optiméalni hodnoty, a které je nalezeno v ¢ase ohra-
ni¢eném polynomem v n a 1/e.

Algoritmus 2. (FPTAS pro ulohu o batohu)

U
1. Prodané e > 0 bud K = “—, kde U = max{w;}, i = 1,...,n.
n

. o Us;
2. Pro kazdy predmét i uréime u; = {—ZJ
K
3. Pro uzitky w; pouZijeme dynamické programovani k nalezeni nejuzitec-
né&jsi mnoziny S’

4. Vystup S’
Déa se dokézat nésledujici véta, viz [36].

Véta 10. Algoritmus 2 je plné polynomialni aproximacni schéma pro ulohu
o batohu.

11.3 Plnéni zasobnikua

V tloze o batohu nebereme v potaz, jak predméty do batohu ukladame. A to
by mohlo zptisobit, ze uzitecnou véc poskodime, je tedy vhodné klast pod-
minky i na uloZeni pfedméti. Plnéni zasobniki, anglicky Bin Packing Pro-
blem (BPP), bere tyto podminky v potaz. Touto problematikou se zabyva
napf. diplomova prace [32]. Podle toho v kolika rozmérech se lisi predméty
k ulozeni, rozlisujeme jedno, dvou a trojdimenzionalni problém. Tyto pro-
blémy se vétsinou fesi pomoci heuristik, na bazi hladovych algoritmi, které
se podle predzpracovani predmeétii k ulozeni déli na dvé skupiny:

e On-line metody: O ukladanych predmétech dopfedu nic nevime a po-
stupné je ukladdme do zasobniki.

e Off-line metody: Pfed nakladanim zname presny pocet predméti
a jejich rozméry. Podle toho si je muZzeme dopredu pfipravit a dosah-
nout tak lepsiho FeSeni.
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11.3.1 1D problém

Nejjednodussim problémem je BBP, kde se predméty lisi pouze v jednom
rozméru, napt. ve vysce, kterd nesmi byt vyssi nez je vyska pouzivanych
zasobnik.

Definice 25. 1D-BPP

Méjme n predmétt s vyskou hj, sitkou w; a hloubkou d;, 7 = 1,...,n, pro
které plati h; < H, w; =W a d; = D, kde H,W a D jsou konstanty a H je
vyska zasobniku.

Pro predstavu uvedeme tlohu, kde mame n predmétii s vyskou h; € (0, 1],
a chceme je ulozit do co nejméné zasobnikd o jednotkové velikosti. K feSeni
muzeme pouzit heuristiku First-Fit (on-line metoda), kde bereme predméty
v libovolném pofadi a umistujeme je do prvniho zasobniku, kam se vejdou,
neni-li misto v zddném z ¢asteéné naplnénych zasobniki, umistime predmét
do nového prazdného. Pokud je vysledkem, Ze pouzijeme m zasobniku, bude
alespon m — 1 z nich z vice jak poloviny plnych, tj.

- -1
Y e (67)
=1 2

Vime, Ze soucet velikosti je dolni mez pro optimum, pak m — 1 < OPT, tzn.

m < 20PT. (68)
Jedna se tedy o 2-aproximacni algoritmus. Plati néasledujici véta, viz [36].

Véta 11. Pro libovolné £ > 0 neexistuje pro problém plnéni zasobniki apro-
ximaé¢ni algoritmus, ktery by zarucoval (3/2 — ¢)-nasobek optima, za pred-
pokladu P # NP.

Jako dalsi on-line heuristiky lze uvést Last-Fit, ktera je opakem k First-
Fit, Best-Fit, kde vkladdme do prvniho mozného nejvice zaplnéného zésob-
niku, nebo Worst-Fit, ktera je opakem k Best-Fit. Off-line heuristiky vyché-
zeji z jmenovanych on-line heuristik, kde pred samotnym vkladanim nejprve
predméty sestupné sefadime.

11.3.2 2D problém

Predméty se 1isi ve dvou rozmérech a praktickym prikladem miize byt sklé-
déni zbozi na palety.
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Definice 26. 2D-BPP

Méjme n prfedmétt s vyskou hj, sitkou w; a hloubkou d;, 7 = 1,...,n, pro
které plati h; < H, w; <W a d; = D, kde H,W a D jsou konstanty, H je
vyska zasobniku a W jeho sitka.

K teseni muzeme pouzit heuristiku Bottom Left Fit. Pfedméty si nejprve
sestupné sefadime podle vysky h; a poté je zacneme vkladat do zasobniku
od levého spodniho rohu vedle sebe, dokud jejich spolec¢né sitka nepresahne
sitku W. Tak vytvofime prvni troven a dalsi za¢ne ve vysSce prvniho predmétu
z predchozi irovné. Postup opakujeme tak, abychom neprekrocili vysku H.

Predméty v jednotlivych trovnich se daji poté jesté preskupit pomoci
algoritmii pro 1D-BPP.

Tuto heuristiku jsme naimplementovali v softwaru MATLAB, viz imple-
mentacni ¢ast 14.

11.3.3 3D problém

Definice 27. 3D-BPP

Méjme n predméti s vyskou hj, Sitkou w; a hloubkou d;, j = 1,...,n,
pro které, za predpokladu, ze pfedméty nerotuji, plati h; < H, w; < W
ad; < D, kde H,W a D jsou konstanty, H je vyska zasobniku, W §itka a D
jeho hloubka.

12 Dynamické modely prepravnich aloh

Vyse uvedené modely byly formulovany jako statické, tj. model je kompletné
formulovan jesté pred jeho reSenim. Sestaveni kompletniho modelu pro vétsi
tlohy zabira prilis mnoho paméti.

Uvedeme jednu z uzitecnych technik, ktera v pripadé, ze pocet omezeni
je velky, vyrazné snizuje pamétové naroky.

12.1 OdlozZzena omezeni

V tadé modelt vyuzivajicich popis pomoci LP, resp. MILP, jsou omezujici
podminky sestaveny napt. pro vSechny podmnoziny mnoziny vrcholi uva-
zovaného grafu (napf. i v uvedenych modelech piepravnich/transportnich
tuloh).

P1i velkém mnozstvi omezujicich podminek, které roste exponenciilné
s po¢tem vrcholi uvazovaného grafu (pocet vSech podmnozin n prvkové mno-
ziny je 2"), je jen jejich vygenerovani témér nemozné.
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Uzitecnou technikou v takovém piipadé je moznost rozdéleni omezujicich
podminek do dvou skupin na zakladni, které jsou soucéasti statického popisu
modelu, a dynamickou, ktera obsahuje podminky generované ad hoc. V pii-
padé, ze stavajici feSeni nespliuje tuto podminku, je podminka pfefazena do
statické skupiny. Prefazend podminka tak zavisi na aktualnim reSeni.

Velmi ¢asto tak neni nutné uvazovat vsechny podminky modelu, i v pri-
padé dopocteni tlohy do optima.

Témto dynamicky ad hoc dovytvarenym podminkdm se fika odlozené
podminky (angl. lazy constraints). S jejich pomoci 1ze také napf. fesit okruzni
dopravni problém 6.4 s riznymi kapacitami vozidel (kterému jsme se nevé-
novali).

V dalsim bude tato technika vyuzita jak v pripadé, ze omezujicich podmi-
nek neni exponencialné mnoho (oznaéi se tak podminky ve statickém popisu
modelu), tak v pfipadé dynamicky dogenerovavanych podminek.

V pripadé ILP a MILP tloh muze byt pii pouziti této techniky problémem
viibec nalezeni pripustného feSeni. Jeji vyhodou je nizka pamétova narocnost
vypoctu.

Tento typ techniky neni popsédn v béznych textech o optimalizaci. Po-
pséany jsou v manualech napt. systémi CPLEX [6] a Gurobi [12].

12.2 Dynamicky MILP model pro ilohu CVRP

V této ¢asti popiSeme navrzeny postup s vyuzitim odloZenych podminek,
ktery jsme rovnéz vyuzili u DFJ modelu ulohy TSP.

Dynamicky model DFJ typu Idea je zalozena na pfevodu tlohy
m-TSP na TSP pomoci vytvoreni umélych dep (viz sekce 7). Pro uvazovanou
tilohu CVRP odhadneme pocet nutnych vozidel na zakladé ulohy o batohu
11.1.1 popsané vyse. S timto poc¢tem vozidel fesime pak lohu mTSP s tim, ze
se pri hledani tras kontroluje dodrzeni kapacit nasazenych vozidel na téchto
trasach. Pokud je kapacita na urcité trase prekrocena, je sestavena prislusné
omezujici podminka a tato trasa je v dalsim postupu eliminovana.

Mame zadanu tlohu CVRP, tj. je dan ohodnoceny graf, vrchol urcujici
depo, jsou zadané poptéavky vrchold, kapacita vozidla (jednotlivych vozidel).
Postup je pak néasledujici.

1. Uréi FeSenim talohy bin-packing (loha o batohu) nutny pocet vozidel.
2. Je-li nutny pocet vozidel vyssi nez pocet dostupnych vozidel, skonci.

3. Napocti feseni tlohy m-TSP se ziskanym poc¢tem vozidel. Vysledné
feSeni pouzij jako vstup do tlohy CVRP.
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4. Sestav piislusny model DFJ pro rozsifenou matici (ziskanou pridanim
umélych dep k pivodni tloze) bez SEC podminek. Toto lze pro neori-
entovany i orientovany graf.

5. Iterativné tes tlohu pomoci metody vétvi a mezi.
6. P1i nalezeni celoc¢iselného reSeni over:

e podminky eliminace podtras (SEC),

e podminky dodrzeni kapacit na podtrasach.
7. V pripadé poruseni ptidej podminky k modelu.
8. Pokracuj v metodé vétvi a mezi.

Krok 3 je volitelny.

V piipadé grafu, jehoz hranové ohodnoceni spliuje trojuhelnikovou nerov-
nost, by pii pouziti vétstho nez nutného poctu vozidel mélo piislusné reseni
vy$si hodnotu. Neni tedy v tomto piipadé tfeba ménit pocet pouzitych vozi-
del (se stejnou kapacitou).

Kroky zalozené na tloze bin-packing jsou popsané spolu s implementaci
dynamického programovéani v sekci 11.1.1.

13 Software pro reSeni dopravnich optimalizac-
nich aloh

Ke zpracovani dat a pro vytvofeni programii jsme nejprve zvolili software
MATLAB. Z pseudorealnych dat byla vybrana mnozina, ktera velikosti od-
povida rozvozim vétsi firmy se dvéma depy za jeden den. K prvnimu depu je
prifazeno 221 zakazniku a k druhému 361. Jsou znamy GPS soufadnice dep
i zadkazniki a poptavky zakazniki. Na zakladé téchto udajua byl ke kazdému
skladu vytvoren tplny neorientovany ohodnoceny graf, kde jako cena hrany
byla zvolena vzdélenost mezi zdkazniky.

Podle tvarti modelt jsme napsali jednotlivé programy, které maji za tkol
sestrojit matici A, vektor pravych stran b a vektory omezujici proménné
modelu. Matice jsme odvodili na zékladé tvarti matic pro malé dlohy, jelikoz
pokud se dodrzuje stejny vzorec vytvareni rovnic, maji matice sviij charakte-

n

risticky tvar. Napf. rovnice tvaru E xzi; =1,1=1,...,n, 1% j jsou fazeny
=1
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postupné podle i

T+ 213+ + 21, =1

To1 + oz + -+ 2o =1

Tl +Tp2 + -+ Tppo1 = 1

Samotné sestaveni matic pro rozsahlé problémy zabira mnoho ¢asu i pa-
méti, nemluveé o vypoctu feSeni. To se projevilo pfi pokusu spustit programy
na osobnim poé¢itac¢i HP 250 G3 s procesorem INTEL Pentium (N3530 s frek-
venci 2 160 MHz) a paméti RAM 4GB. Proto byla vyzkouSena varianta, Ze
se sestavené matice vkladaji do softwaru Gurobi, ktery nabizi rozhrani i pro
MATLAB, ktera také neni vhodna pro slabsi pocitace.

Sestrojili jsme programy pro modely symetrického TSP (DFJ, MTZ, GG),
m-TSP (m-MTZ), symetricky CVRP a tokovy CVRP. Také program dyna-
mického programovani pro tlohu KP, ktery jsme vyuzili pro stanoveni mini-
maéalniho poc¢tu vozidel pro tlohy m-TSP a CVRP. Z heuristik jsme sepsali
program pro metodu Clark-Wrighta a Bottom Left Fit heuristiku k feSeni
2D BPP. Vzhledem k vysledkiim je jasné, ze rozhodnuti vyuzivat software
MATLAB nebylo uplné stastné. VyzkousSeli jsme proto i jiné softwary a pro-
gramy, které jsou rychlejsi a efektivnéjsi. Programy jsme spoustéli na stroji
pilleus katedry matematiky Zapadoceské univerzity v Plzni. Jedna se o
obecné tesice Gurobi, CPLEX, MOSEK a fesice LKH 3 Solver a Concorde
Solver, které jsou zamérené na TSP a jeho zobecnéni.

13.1 Gurobi Optimization

Vyvojari Gurobi si davaji za tkol poskytnout co mozné nejlepsi a nejefek-
tivnéjsi software pro feSeni distribu¢nich optimaliza¢nich uloh. Pro studenty
je dostupnéa bezplatna akademicka licence. Vyhodou je, ze Gurobi obsahuje
rozsifeni pro spolupraci s jinymi softwary a programovacimi jazyky, jako je
C, C++, Java, .NET, Python, MATLAB nebo R. Na webovych strankach
[12] se muZeme doéist, Ze v benchmarkingovych prizkumech vychazi Gurobi
jako:

e nejrychlejsi mezi feSici linearniho programovani,
e nejrychlejsi mezi feSi¢i smiSeného celo¢iselného programovéani,

nejrychlejsi pii feseni smisenych QP /QC problémd,
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e nejrychlejsi v detekci nefeSitelnosti modelu.

Gurobi obsahuje vice nez 100 volitelnych parametrii, které umoznuji upravit
vykon podle konkrétniho modelu, a také nastroj automatického ladéni (Au-
tomatic Tuning Tool), ktery efektivné prozkouma riznéa nastaveni parametri
a vrati navrh pro zadany model.

13.2 CPLEX Optimizer

CPLEX je produktem IBM analytiku [6] a poskytuje flexibilni, vysoce vy-
konné fesice linearniho programovani, smiseného celoc¢iselného programovani,
kvadratického programovani a kvadraticky omezeného programovéani. Pii fe-
Seni obtiznych problémi mohou algoritmy pro smisené celociselné programo-
vani vyuzivat vice procesorii. Mezi kladné vlastnosti patii to, ze poskytuje
vysoky vykon a skalovatelnost, vyviji a zavadi nové optimaliza¢ni modely
a je dostupny pro testovani zdarma pres Community Edition. Zaméruje se
na podnikové rozhodovaci procesy, jako operaé¢ni, taktické a strategické plano-
vani. Lze ho vyuzit ve vyrobé, energetice, verejnych sluzbéch, financich a v lo-
gistice. Uzivatel miize pracovat v grafickém uzivatelském prostiedi na miru
a mé pristup k dalsim pokrocilym funkcim, jako je prediktivni analyza a stro-
jové uceni, aniz by se musel starat o zakladni technologii optimalizace, vice
v dokumentaci [7].

13.3 MOSEK

Optimalizacni software MOSEK [22] je navrzen, aby byl schopen fesit roz-
sahlé problémy linedrniho, konvexniho kvadratického, smiSeného a semide-
finitniho programovani. Velikost problému je limitovana pouze velikosti do-
stupné paméti, nabizi priméarni a dualni simplexovou metodu pro tlohy LP,
a metodu vétvi a mezi a Fezil pro smiSené celociselné programovani, disponuje
vysoce u¢innym predresicem ke sniZzeni velikosti problému pred samotnou op-
timalizaci.

Nejsilnéjsi strankou MOSEKu je nejmodernéjsi optimalizace pomoci me-
tod vnitfniho bodu pro spojité linearni, kvadratické a kuzelové problémy.
Nabizi rozsiteni pro C, Javu, .NET, Python, toolbox pro MATLAB, balicek
pro R a prosttedi pro prikazovou fadku. Neumi fesit nekonvexni tlohy. Zvlada
pouze konvexni problémy obsahujici jedno nebo vice celoc¢iselnych omezeni.

13.4 LKH Solver

Tento software je efektivni implementaci heuristiky Lin-Kernighanova algo-
ritmu pro Feseni STSP, viz 10.3. Byl schopen nalézt optimalni feSeni pro

ol



vSechny velké tlohy, na kterych byl zkousen. Mezi problémy byl i problém
7 397 mést, tj. nejvetsi netrivialni problém, pro ktery bylo nalezeno optimalni
feSeni. Navic dokazal najit lepsi feSeni u problému s neznamym optimem,
napf. problém 85 900. Existuji verze 1, 2 a v roce 2017 bylo vydano rozsifeni
programu na verzi LKH-3, ktera je schopna fesit vice problémii. Z predchozi
verze jsou to problémy STSP, ATSP, problém hamiltonovské kruznice a cesty.
Ptibyly vySe zminéné problémy m-TSP, CVRP a jejich dalsi rozsifeni, vice
na [14].

13.5 Concorde TSP Solver

Concorde je pocitacovy program pro feSeni STSP a nékterych piibuznych op-
timaliza¢nich problému. Program je napsany v programovacim jazyce ANSI
C a je dostupny pro akademicky vyzkum. Stejné jako LKH byl vyzkouSen
na knihovné vytesenych velkych problémi, kde nejvétsi byl problém 85 900
mést. Vice na strankach [2].

14 Praktické vysledky

Vypocty byly provadény na stroji pilleus katedry matematiky Zapadoceské
univerzity v Plzni. Stroj je vybaven 128GB opera¢ni paméti a 24 procesory
(Inte(R) Xeon(R) CPU E5-2630 v2 s frekvenci 2.60GHz) a systémem Debian
GNU/Linux 3.2.86-1.

Vysvétlivka k vysledktim V tabulkach odpovida oznaceni barrier vyuziti
metody vnitintho bodu, dualsimp vyuziti dualni simplexové metody, prim-
stmp pouziti primérni simplexové metody a standard vychozimu nastaveni
fesice. Uvedené metody byly feSicem vyuzity ve vSech navstivenych vrcholech
prohledévaciho stromu.

V ostatnich pripadech je pouzito standardni nastaveni parametri.

Doby vypoc¢ti oznacené hvézdickou odpovidaji ¢asu pferuseni vypoctu
z duvodu prekroceni ¢asového limitu.

Poznamka k paralelizaci CPLEX jako jediny z TeSi¢t velmi intenzivné
vyuziva paralelni vypocty, velmi ¢asto vSechny dostupné procesory. Doby
vypoc¢ti u CPLEX odpovidaji ¢asu vypoc¢tu z pohledu uzivatele a nikoli
¢istému procesorovému ¢asu se¢tenému ze vSech vyuzitych procesorti.

Gurobi a MOSEK vyuziva paralelizaci ve standardnim nastaveni velmi
jemné, vétsinou jen jeden procesor. Ostatni programy paralelizaci nevyuzi-
vaji.
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14.1 TSP

Pro ulohu TSP byly otestovany jednotlivé ILP (resp. MILP) modely za po-
uziti fesici Gurobi, CPLEX a MOSEK. Z heuristickych metod byly pouzity
CW (implementovana v praci), LKH a implementace EAX z [10] (ta na za-
kladé podminek vyuziti jen na vybranou prednastavenou instanci). Jako
exaktni Tesi¢ byl pouzit software Concorde.

Velikosti tlohy v nazvech sekci se rozumi pocet vrcholi uvazovaného
ohodnoceného tplného orientovaného grafu.

Postup testovani byl nasledujici: v piripadé vyuziti statického MILP mo-
delu byl tento model vygenerovan v prostifedi MATLAB. Model byl pak fesen
uvedenym piislusnym feSicem pifimo. U dynamicky generovaného modelu
bylo nutné vyuzit programovaci jazyk C-++, jelikoz v prostiedi MATLAB

Vv

Poznamka k DFJ modelu Tento model obsahuje exponencialni mnoz-
stvi omezeni (podminky eliminace podtras). Z tohoto divodu byla vyuZzita
technika odloZzenych omezeni (lazy constraints), pii které se podminky ge-
nerovaly dynamicky dle potfeby. Nebyl tedy sestaven pfimo staticky model
ILP.

P1i této dynamické technice neni mozné standardni feSice pouzivat jako
,,cernou skifnku“. Tuto techniku tak bylo nutné implementovat v C++ s in-
teraktivnim voldnim fteSi¢e Gurobi. Vzhledem k néaroc¢nosti nebyly zatim
zkouSeny ostatni Tesice.

Tento pristup u DFJ modelu tlohy TSP byl vyuzit u vSech déle uvedenych
testovanych instanci.

Byla zde zaroven testovana rizné nastaveni s ohledem na rozsifujici testy
tohoto pristupu u CVRP modelu.
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14.1.1 Velikost 37

Metoda Vysledné feseni | Doba vypoctu
MTZ/Gurobi 150 144.,77s
MTZ/CPLEX 150 118,62
MTZ/Mosek 150 31 786,0s
GG/Gurobi 150 2,43s
GG/CPLEX 150 23,34s
GG /Mosek 150 9 939,1s
DFJ/Gurobi+standard 150 0,57s
DFJ/Gurobi+barrier 150 0,43s
DFJ/Gurobi+dualsimp 150 0,16s
DFJ/Gurobi+primsimpl 150 0,15s
CW 151 0,09s
LKH-3 150 42.5s
Concorde 150 0,14s

Ziskana feseni s hodnotou 150 jsou optimalni (prokazano resi¢em Gurobi,
CPLEX a Concorde).

14.1.2 Velikost 74

Metoda Vysledné feseni | Doba vypoctu
MTZ/Gurobi 194 10h*
MTZ/CPLEX 194 10h*
MTZ/Mosek 217 10h*
GG/Gurobi 194 35,92s
GG/CPLEX 194 27,52s
GG /Mosek 211 10h*
DFJ/Gurobi+standard 194 2,67s
DFJ/Gurobi+barrier 194 2,95s
DFJ/Gurobi+dualsimp 194 2,00s
DFJ/Gurobi+primsimpl 194 2,33s
CW 208 0,37s
LKH-3 194 164,5s
Concorde 194 0,21s

Ziskana feseni s hodnotou 194 jsou optimalni (prokazano resi¢em Gurobi,
CPLEX u modelu DFJ a Concorde).

v

ale v uvedeném ¢asovém limitu nebyla prokizana jeho optimalita.
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14.1.3 Velikost 111

Metoda Vysledné feseni | Doba vypoctu

MTZ/Gurobi 243 10h*
MTZ/CPLEX 239 10h*
MTZ/Mosek 287 10h*

GG/Gurobi 239 97,54s

GG/CPLEX 239 432,10s
GG /Mosek 278 10h*
DFJ/Gurobi+standard 239 9,43s

DFJ/Gurobi+barrier 239 57,90s
DFJ/Gurobi+dualsimp 239 4,17s
DFJ/Gurobi+primsimpl 239 9,36s
CW 257 0,66s

LKH-3 239 684,10s
Concorde 239 0,94s

Ziskana feSeni s hodnotou 239 jsou optimalni (prokazano fesi¢em Gurobi,

CPLEX a Concorde).

14.1.4 Velikost 148

Metoda Vysledné feseni | Doba vypoctu
MTZ/Gurobi 303 10h*
MTZ/CPLEX 286 10h*
MTZ/Mosek 317 10h*
GG/Gurobi 286 374,11s
GG/CPLEX 286 962,86s
GG /Mosek 354 10h*
DFJ/Gurobi+standard 286 144,64s
DFJ/Gurobi+barrier 286 330,78s
DFJ/Gurobi+dualsimp 286 75,71s
DFJ/Gurobi+ primsimpl 286 25,48s
CW 304 1,725
LKH-3 286 893,1s
Concorde 286 1,74s

Ziskana teSeni s hodnotou 286 jsou optimalni (prokazano fesi¢em Gurobi,
CPLEX a Concorde). U modelu MTZ CPLEX nalezl optimalni feSeni, ale
neprokézal jeho optimalitu.
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14.1.5 Velikost 185

Metoda Vysledné feseni | Doba vypoctu
MTZ/Gurobi 343 10h*
MTZ/CPLEX 334 10h*
MTZ/Mosek 421 10h*
GG/Gurobi 325 702,35s
GG/CPLEX 325 5 096,83s
GG /Mosek 398 10h*
DFJ/Gurobi+standard 325 94,31s
DFJ/Gurobi+barrier 325 595,77s
DFJ/Gurobi+dualsimp 325 75,03s
DFJ/Gurobi+primsimpl 325 54,97s
CW 344 3,60s
LKH-3 325 2 401,9s
Concorde 325 1,32s

Ziskana feSeni s hodnotou 325 jsou optimalni (prokazano fesi¢em Gurobi,

CPLEX a Concorde).

14.1.6 Velikost 222

Metoda Vysledné feseni | Doba vypoctu
MTZ/Gurobi 393 10h*
MTZ/CPLEX 380 10h*
MTZ/Mosek 531 10h*
GG/Gurobi 369 1 531,09s
GG/CPLEX 369 16 626,84s
GG /Mosek 483 10h*
DFJ/Gurobi+standard 369 111,51s
DFJ/Gurobi+barrier 369 1 334,18s
DFJ/Gurobi+dualsimp 369 125,845
DFJ/Gurobi+ primsimpl 369 232,74s
CW 392 7.01s
LKH-3 369 2 815,9s
Concorde 369 2,958

Ziskana feSeni s hodnotou 369 jsou optimalni (prokazano fesicem Gurobi
a Concorde). Pamétové naroky se pohybovaly u fesi¢e Gurobi pii DF.J modelu
zhruba okolo 110MB, u LKH-3 okolo 5MB a u Concorde 3MB.
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Sestaveni modelu GG v MATLABu zabralo 80GB, sestaveni modelu MTZ
35GB.

14.1.7 Velikost 362

Vzhledem k dlouhym vypocetnim c¢astim a Spatnym vyslednym hodnotém,
nejsou jiz uvadény modely MTZ a GG.

Metoda Vysledné feseni | Doba vypoctu

DFJ/Gurobi+standard 536 1.914,43s

DFJ/Gurobi+barrier 536 1 483,09s

DFJ/Gurobi+dualsimp 536 1 948,55

DFJ/Gurobi+ primsimpl 536 1 038,19s
CW 570 41,90s

LKH-3 536 4 241,4s
Concorde 536 7,19s

Ziskana teSeni s hodnotou 536 jsou optimalni. LKH-3 je schopen nalézt
optiméalni feseni v ¢ase 0,55s.

14.1.8 Velikost 532

Nésledujici instance att532 je prevzata z TSPlib [20]. Slouzi pro srovnani
programu LKH-3, dostupné implementace vyuzivajici operator kiizeni EAX
a program Concorde. Uloha byla pro srovnani vyresena i DFJ modelem.

Metoda Vysledné feseni | Doba vypoctu
DFJ/Gurobi+standard 27686 16 284,94s
EAX 27686 105,65s
LKH-3 27868 184,8s
Concorde 27686 38.,94s

U EAX a LKH-3 je uveden celkovy ¢as pro 10 pokust. Program Concorde
zaroven v uvedeném c¢ase prokazal optimalitu feSeni (a rovnéz fesi¢ Gurobi
u DFJ modelu). Modely MTZ a GG jiz nebyly testovany z divodu nedosazeni
rozumnych vysledkt u mensich instanci.

14.1.9 Komentar k vysledkim

Z tabulek je vidét, ze z klasickych (DFJ, GG, MTZ) modelt si pii vzrista-
jici velikosti tlohy TSP nejlépe vedl DFJ model, ktery ve své formulaci ma
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exponencialni pocet omezeni. Jako metoda jeho feseni byla ovSsem zvolena
technika odlozenych podminek, ktera tuto nevyhodu velmi zdatné odstra-
nuje. Timto modelem a pristupem tak lze do optimality Tesit i stfedné velké
tlohy TSP se stovkami mist. U MTZ modelu, ktery ackoli mé& polynomiélni
pocet omezeni, byla dokonce i teoreticky dokdzana znacna slabost jeho LP
relaxace [11]|. Ta je zde podpofena velmi dlouhymi vypocetnimi dobami. U
GG modelu je rovnéz vidét exponencialni nartust vypocetni doby.

Tyto problémy s klasickymi modely se v posledni dobé daii tispésné od-
stranit metodou generovani sloupci, ktera je ovSem implementa¢né naroc¢na.

Pti nutnosti rychlejsiho ziskani kvalitniho vysledku je tak mozné séhnout
po velmi sofistikovanych heuristickych metodéach. Jednou z nejuznévanéjsich
je pak metoda programu LKH-3. Dalsi moznosti je vyuziti evolu¢nich metod
vyuzivajicich operéator kiizeni EAX. Pokud je tfeba ziskat pfipustné feseni
rychle, je mozné volit napt. heuristiku CW, ktera oviem nedava feSeni blizkée
optimalnimu.

Jako idedlni tesi¢ se v8ak pro takto veliké tulohy ukazal program Con-
corde. Ten je zalozeny na sofistikovaném propojeni heuristik s feSicem ILP
a dava tak zaroven informaci o optimalité feSeni. Zaroven vyuziva zanedba-
telné mnozstvi paméti, pro uvedené tlohy v fadu MB.

14.2 m-TSP

Ulohy m-TSP byly feseny pii vyuziti ILP, resp. MILP modeli pievodem
na tlohu TSP uvedenym v ¢asti 7.
Jak bylo uvedeno vyse, je mozné u tlohy m-TSP uvazovat dva piistupy:

1. minimalizace celkovych nékladua (pocet vozidel je pak proménna s hor-
nim omezenim danym dostupnym po¢tem vozidel)

2. minimalizace nakladi pii pfedepsaném fixnim poctu vozidel.

Pouzité matice vzdalenosti (cen) spliiuji trojahelnikovou nerovnost. Tedy,
jak bylo dokazéno v ¢éasti 8.1, pfi TeSeni tlohy minimalizace celkovych néa-
kladu bychom dostali jako vysledek odpovidajici feseni tlohy TSP uvedené
v predchozi sekci.

Nag ptistup byl proto nasledujici. Vzhledem k feseni tilohy CVRP na stej-
nych grafech (se zadanymi kapacitami a poptavkami navic), se urcil mini-
malni pocet vozidel k feseni tlohy CVRP pomoci implementace ulohy KP
(vypocet probéhl v fadu sekund) a tento se pouzil v odpovidajicich ulohéach
m-TSP uvedenych déle. Ziskana optimalni feSeni tiloh m-TSP pak predsta-
vuji dolni odhad na hodnotu feseni tlohy CVRP.
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Poznamka Z hodnoceni byl vynechéan resi¢ MOSEK, ktery alespon v za-
kladnim nastaveni u TSP nepodaval dobra feSeni. Cas uvedeny u LKH od-
povida celkové dobé 10ti opakovani.

Clarke Wrightova metoda Pii pouziti této metody na matici vzdale-
nosti upravenou podle pfevodu m-TSP na TSP (pfidanim potiebného poétu
kopii depa) vychazely nerealistické vysledky. Nejsou proto uvadény. Napf.
pro ulohu velikosti 37 s 8 depy a ohodnocenim hran mezi depy 100 000 vysla
délka 600 171.

14.2.1 Velikost 37

Zde bylo pouzito 8 vozidel.

Metoda Vysledné feseni | Doba vypoctu
m-MTZ/Gurobi 185 26,80s
m-MTZ/CPLEX 185 14,11s
DFJ/Gurobi+standard 185 0,09s
DFJ/Gurobi+barrier 185 0,29s
DFJ/Gurobi+dualsimp 185 0,08s
DFJ/Gurobi+primsimpl 185 0,07s
LKH-3 185 343,6s
Concorde 185 0,40s

14.2.2 Velikost 74

Zde bylo vyuzito 8 vozidel.

Metoda Vysledné feseni | Doba vypoctu
m-MTZ/Gurobi 216 4 148,74s
m-MTZ/CPLEX 216 7 343,83s

DFJ/Gurobi+standard 216 0,81s
DFJ/Gurobi+barrier 216 9,28s
DFJ/Gurobi+dualsimp 216 1,10s
DFJ/Gurobi+ primsimpl 216 0,63s
LKH-3 216 517,7s
Concorde 216 0,58s
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14.2.3 Velikost 111

Zde bylo vyuzito 8 vozidel.

Metoda Vysledné feseni | Doba vypoctu
m-MTZ/Gurobi 255 10h*
m-MTZ/CPLEX 255 10h*
DFJ/Gurobi+standard 255 7,758
DFJ/Gurobi+barrier 255 32,39s
DFJ/Gurobi+dualsimp 255 8,57s
DFJ/Gurobi+primsimpl 255 6,71s
LKH-3 255 993,8s
Concorde 255 1,11s

14.2.4 Velikost 148

Zde bylo vyuzito 9 vozidel.

Metoda Vysledné feseni | Doba vypoctu
m-MT7Z/Gurobi 310 10h*
m-MTZ/CPLEX 309 10h*
DFJ/Gurobi+standard 305 63,15s
DFJ/Gurobi+barrier 305 214,49s
DFJ/Gurobi+dualsimp 305 67,74s
DFJ/Gurobi+ primsimpl 305 39,56s
LKH-3 305 1 035,9s
Concorde 305 1,71s

14.2.5 Velikost 185

Zde bylo pouzito 10 vozidel.

Metoda Vysledné feseni | Doba vypoctu
m-MTZ/Gurobi 348 10h*
m-MTZ/CPLEX 351 10h*
DFJ/Gurobi+standard 347 215,525
DFJ/Gurobi+barrier 347 352,425
DFJ/Gurobi+dualsimp 347 232,34s
DFJ/Gurobi+primsimpl 347 85,65s
LKH-3 347 3 517,8s
Concorde 347 2,64s

60




Reseni s hodnotou 347 je optimalni.

14.2.6 Velikost 222

Zde bylo pouzito 12 vozidel.

Metoda Vysledné teseni | Doba vypoctu
m-MTZ/Gurobi 414 10h*
m-MTZ/CPLEX 403 10h*
DFJ/Gurobi+standard 395 37,82s
DFJ/Gurobi+barrier 395 895,955
DFJ/Gurobi+dualsimp 395 39,07s
DFJ/Gurobi+primsimpl 395 72,19s
LKH-3 395 3 752,58
Concorde 395 4,90s

_ U modelu m-MTZ zabralo jeho vytvareni v MATLABu 30GB paméti.
Reseni s hodnotou 395 je optimalni.

14.2.7 Velikost 362

Model m-MTZ se kvili pamétovym narokim MATLABu nepodarilo vyge-
nerovat.
Bylo pouzito 18 vozidel.

Metoda Vysledné feseni | Doba vypoctu
DFJ/Gurobi+standard 596 2 531,31s
DFJ/Gurobi+barrier 596 26 270,18s
DFJ/Gurobi+dualsimp 596 2 520,15s
DFJ/Gurobi+primsimpl 596 2 466,70s
LKH-3 596 42 016,8s
Concorde 596 71,90s

Iz{eéem’ s hodnotou 596 jsou optimalni (prokazano Gurobi a Concorde).
Cas u LKH je uveden pro 10 opakovani, ale trasa s délkou 596 byla nale-
zena jiz po 2,16s v prvnim béhu.

14.2.8 Komentar k vysledkim

Jelikoz vstupni matice spliiuje trojihelnikovou nerovnost (a hrany maji nenu-
lové ohodnoceni), jsou hodnoty optimalnich hodnot tlohy m-TSP vizdy vyssi
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nez u odpovidajici tlohy TSP. Hodnota optima m-TSP s danym poctem
vozidel je pak dolnim odhadem na optimum piislusné CVRP tlohy.

Pro teseni LP relaxace ILP tlohy se jako vhodné metoda jevi metoda
vnitiniho bodu. Oproti celkové dobé feSeni dlohy ILP je doba feseni jeji LP
relaxace zanedbatelna.

Jako vhodna metoda pro ostatni vrcholy vypocetniho stromu se prokazala
klasicka simplexova metoda nebo dualni simplexova metoda.

14.3 CVRP

Jako model ILP formulace tlohy je pouzit tokovy model. Duvodem je, Ze
jeho formulace neni oproti jinym modelim exponencialni a dale nevyzaduje
(aspon v prvnim piibliZeni pouzitém zde) pokroc¢ilé metody ILP (metoda
generovani sloupcit).

U tlohy rozméru 222 ma ILP formulace cca 50 tisic omezeni a 50 tisic
celo¢iselnych (0/1) proménnych.

U LKH metody bylo provedeno vzdy 10 restartii metody, u kazdého
s 10 000 iteracemi.

Vzhledem k dlouhym vypocetnim castim bylo u pouzitych fesi¢ci CPLEX
a Gurobi (v tabulkach nize uvedeny jako GRB) vyuZivany pouze piednasta-
vené hodnoty parametri. Vypocetni ¢asy nejsou uvedeny piimo v tabulkéch,
nebot u nékterych pristupt byl vyuzit ruéni zasah v pribéhu vypoctu.

Néami implementovanéd metoda dynamického MILP modelu je oznacena
jako dynMILP. Metoda funguje v ptijatelném case s ukazanim optimality pro
grafy do zhruba 90ti vrcholii.

Kombinace CPLEX+GRB znamené pouziti vysledného feSeni z feSice
CPLEX jako vstupniho feseni pro Gurobi. Obdobné kombinace LKH+GRB
znamena vlozeni vysledku z LKH do feSi¢e Gurobi jako pocCatecni reseni.

Od velikosti tloh 111 skoncily fesice CPLEX a Gurobi na nedostatek
pameéti.

Poznamka k SCVRP modelu U modelu SCVRP (symetricky CVRP)
je pocet omezeni exponencidlni. Bohuzel se nepodafilo v ¢asovych limitech
(4 tydny) vygenerovat jeho popis v. MATLABu ani pro velikost ulohy 37
(pouze pro ilustrativni piiklad 1 velikosti 10), vysledky proto nejsou uvedeny.
Technika odlozenych podminek u néj nebyla z ¢asovych divodi implemen-
tovana.
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14.3.1 Velikost 37

CW | GRB | CPLEX | CPLEX+GRB | LKH | LKH+GRB | Dolni odhad

dynMILP

257 | 256 256 256 256 256 240 (GRB)

256

Vypocetni ¢as se pohyboval okolo 10 minut u ILP formulace (CPLEX,
Gurobi), u LKH (10 pokusii) 2,8 hodiny — kazdy pokus zde nalezl optiméalni
trasu. Nasledné prokazani optimality FeSeni s hodnotou 256 pomoci Gurobi
trvalo zhruba 4 tydny. Nami implementovanad metoda dynamického MILP
modelu zabrala 99,37s a zaroven prokézala optimalitu. Resenif CW zabralo
0,23s.

Ve v8ech fesenich bylo vyuzito 8 vozidel.

14.3.2 Velikost 74

CW | GRB | CPLEX | CPLEX+GRB | LKH | LKH+GRB | Dolni odhad

dynMILP

314 | 315 325 319 306 306 219 (GRB)

306

Doba vypoc¢tu LKH byla 12,1 hodin. Vypoc¢ty CPLEX a Gurobi skon¢ily
po zhruba 3 dnech na nedostatek paméti. Metoda dynMILP zabrala 6,5 dne
spolu s ukdzanim optimality feSeni. Vypocet CW zabral 0,74s.

V feSenich bylo vyuzito 8 vozidel.

14.3.3 Velikost 111

CW | GRB | CPLEX | CPLEX+GRB | LKH | LKH+GRB | Dolni odhad

366 | 379 410 359 340 340 241 (GRB)

Doba vypoctu LKH byla 21,6 hodin. Vypocet CW zabral 3,04s.
V fesenich bylo vyuzito 8 vozidel.

14.3.4 Velikost 148

CW | GRB | CPLEX | CPLEX+GRB | LKH | LKH+GRB | Dolni odhad

440 | 501 480 453 412 412 270 (GRB)

Doba vypoc¢tu LKH byla 42,2 hodin (cca 1,8 dne). Vypocet CW trval
6,98s.
V feSenich bylo vyuzito 9 vozidel.
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14.3.5 Velikost 185

CW

GRB

CPLEX

CPLEX+GRB

LKH | LKH+GRB

Dolnf odhad

483

648

493

476

460 460

335 (GRB)

Doby vypoétu u LKH byla 67,3 hodin (cca 2,8 dne). Vypocet CW zabral

13,84s.

V feSenich bylo vyuzito 10 vozidel.

14.3.6 Velikost 222

CW

GRB

CPLEX

CPLEX+GRB

LKH

LKH+GRB

Dolni odhad

LKH+(2,2)-opt

552

557

561

559

516

515

378 (GRB)

515

Pamét vyuzitd pri GRB nebo CPLEX 40GB, ¢as vypoc¢tu LKH+GRB
470695s (cca 5,5 dne). Doba vypo¢tu LKH byla 89,5 hodin (cca 3,7 dne).
Vypocet CW zabral 25,95s.

V feSenich bylo vyuzito 12 vozidel.

Poznamenejme, ze ackoli pro LKH bylo vyuzito vzdy 10 restarti, v kaz-
dém z nich bylo nalezeno feSeni s hodnotou velmi blizkou uvedené nejlepsi
hodnoté, specialné vzdy bylo lepsi nez nejlepsi feSeni nalezené pomoci ILP
formulace.

Rozbor vysledku programu LKH-3 Resenf ziskané programem LKH-3
bylo analyzovano na A-optimalitu. Ve vysledku bylo 12 tras odpovidajicich
pouziti 12ti vozidel. Na mnoziné vrcholt kazdé trasy s pridanym depem byla
zvlast feSena tloha TSP. Cilem bylo rozhodnout, zda na prislusnych mnozi-
nach vrcholt neexistuje jina trasa s délkou kratsi nez ziskanou z LKH-3.
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Trasa Regeni TSP
1 28
2 46
3 48
4 35
5 65
6 18
7 7
8 65
9 69
10 79
11 2
12 54
Délka celkem 516

Reeni ziskané z LKH-3 ma délku 516, je tedy A-optimélni (dokonce
pro v8echny moZné hodnoty A) na kazdé z uvaZovanych podmnozin (pod-
tras). OvSem neni a-optimélni (dokonce pro a = 2), jak je vidét z vysledki
(LKH+GRB naslo feseni o 1 lepsi).

14.3.7 Velikost 362
Zde uvedeme pouze heuristiky CW a LKH.

CW | LKH-3+GPX2 | LKH-3+1PX
955 897 905

GPX2 a IPX jsou dva mozné operéatory kiizeni tras, které program LKH
rovnéz umozinuje vyuzivat. U vSech predchozich vypocti je pouzit IPX ope-
rator.

Bylo opét pouzito 10 restarti. Doby vypoctu byly 5729821,5s (66,3 dne)
u GPX2, 5194198,4s (60,1 dne) u IPX, tj. zhruba 6,5 dne na jeden béh
programu. Vypocet CW zabral 128,39s.

Ackoli jsou zde vypocetni doby LKH znac¢né, velmi dobré feseni (lepsi nez
CW) je nalezeno velmi rychle jiz v prvni fazi béhu (po nékolika sekundach);
zbyla doba je vénovana jeho vylepsSovani.

Pocet pouzitych vozidel byl vzdy 18.

14.3.8 Komentar k vysledkim

Jak je vidét z vysledku (doby vypoétu u pouzitych modela v fadech dni,
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nez tloha m-TSP nebo TSP. Pfi vypoctech je treba vzit do tvahy, ze poza-
davek na zlepSeni dobrého feseni znamena velké mnozstvi dodateénych vypo-
¢ta, pripadné kombinaci velmi sofistikovanych metod (to je dano NP-tézkosti
tlohy).

14.4 Poznamky k pouzZitym reSic¢tiim
Béhem testovani se ukazalo nékolik pfednosti a slabosti pouzivanych fesicii:

e CPLEX si vedl 1épe v pocatecnich fazich optimalizace nez Gurobi,
hlavné pii celo¢iselnych koeficientech matice omezeni (rovnosti i ne-
rovnosti).

e CPLEX vétsinou daval nepatrné lepsi dolni odhad na optimélni FeSeni
(pfi minimaliza¢nich tlohach).

e Gurobi vyuzivd méné paméti, méné vyuziva paralelizaci, ale celkova
kvalita feSeni a Cista doba vypoctu je lepsi nez u CPLEX (¢istou dobou
vypoc¢tu myslime soucet vypocetnich ¢ast na vSech vyuzitych proceso-
rech).

e MOSEK alesponn v zakladnim nastaveni nedaval piilis dobra feSeni;
vyuziva ovSem zéaroven velmi mélo operaéni paméti (fadové pouze jed-
notky GB i pro rozséhlé ulohy).

o LKH-3 nasel v témér vsech pripadech optimalni feSeni v prvnich néko-
lika sekundach.

Oba tesi¢e Gurobi a CPLEX po dlouhé dobé vypoctu zacaly vycerpavat
opera¢ni pamét (desitky GB), coz byl duvod k pouzité metodeé restartu téchto
TesSicl.

Pti feSeni tloh ILP vzniklych z tokového modelu vypoc¢ty u rozsahlej-
Sich tloh zahrnovaly prichod cca 10 miliony vrcholi prohledavaciho stromu
(metody mezi a vétvi) a az cca 300 milioni iteraci simplexové metody nebo
metody vnitintho bodu.

Na opacné strané vypocetni narocnosti je pak implementovand metoda
CW (Clarka-Wrighta), ktera i pfi relativni jednoduchosti dava aspon hruby
horni odhad vyslednych délek.
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14.5 Interpretace proménnych z modelu

Program Gurobi si sam vytvari proménné ve tvaru Cy, ¢ = 1,...,n, z kte-
rych neni na prvni pohled jasné, o kterou hranu se jedna. V modelech, kde
pracujeme s n(n — 1) proménnymi, tj. s plnou symetrickou matici, 1ze prevést
tyto proménné na proménné ve tvaru x;; nasledujicim postupem:

t:L q J, l=q modn-—1,
n—1

o (>

i=t+1 j=1+1

o t <

i=t+1 j=1+2
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14.6 2D BPP

Pro problém 2D BPP byla v prostifedi MATLAB implementovana heuristika
Bottom Left Fit, ktera byla spusténa na osobnim pocitaci a vypocet probéhl
v case 0.1985s. V nasledujici tabulce je uvedeno ¢islo vyrobku, jeho rozmeéry,
pocet kusi k nalozeni, obsah plochy 1 kusu k naloZeni a pocet palet, na kte-
rych se nachazi dany vyrobek.

vyrobek |Wyika [mm]|Sifka [mm] [ Délka [mm] Kusd |Obsah&xd| Palet
1089816 400 381 381 1 145 161 1
1089548 400 381 381 1 145161 1
1089393 255 363 363 4 131 769 1
1091544 180 432 312 9 134 784 3
1089770 290 400 300 20 120 000 4
1091605 290 400 300 20 1200000 4
1091466 290 400 300 80 120 000 14
1091504 290 400 300 20 1200000 4
1089561 290 400 300 20 120 000 4
1089841 171 404 268 72 108 272 18
1091483 115 404 268 27 108 272 7
1091665 171 404 268 4 108 272 2
1091668 171 404 268 4 108 272 2
1091666 171 404 268 4 108 272 2
1091477 171 404 268 9 108 272 3
1092329 171 404 268 144 108 272 36
1089573 171 404 268 9 108 272 3
1091481 171 404 268 9 108 272 3
1089516 171 404 268 9 108 272 3
1091511 120 400 265 1 106 000 1
1089530 330 300 200 16 60 000 2
1092200 229 235 187 18 47 685 2
1092196 229 255 187 13 47 685 2
1092199 229 235 187 36 47 685 4
1092197 229 255 187 13 47 685 2
1089927 325 264 176 76 46 464 ]
1091484 271 278 142 20 39476 2
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V dalsi tabulce je uvedeno z kolika procent jsou palety zaplnény.

Paleta |Zaplnéni[%]| Paleta |Zaplnéni[%]| Paleta |Zaplnéni[%]| Paleta |[Zaplné&ni[%]
1 83,15 30 73,00 29 45,11 28 45,11
2 56,16 31 45,11 60 45,11 89 45,11
3 56,16 32 45,11 61 45,11 90 45,11
4 64,04 33 45,11 62 45,11 91 45,11
5 75,00 34 45,11 63 45,11 92 45,11
6 75,00 35 45,11 64 45,11 93 45,11
7 75,00 36 45,11 65 45,11 94 45,11
8 75,00 37 45,11 B6 45,11 95 45,11
9 75,00 38 45,11 67 45,11 96 45,11
10 75,00 39 45,11 68 45,11 97 45,11
11 75,00 40 45,11 B9 45,11 98 45,11
12 75,00 a1 45,11 70 45,11 99 45,11
13 75,00 42 45,11 7l 45,11 100 45,11
14 75,00 43 45,11 72 45,11 101 45,11
15 75,00 44 45,11 73 45,11 102 45,11
16 75,00 45 45,11 74 45,11 103 76,13
17 75,00 46 45,11 75 45,11 104 93,59
18 75,00 47 45,11 76 45,11 105 79,48
15 75,00 48 45,11 i7 45,11 106 79,48
20 75,00 49 45,11 78 45,11 107 79,48
21 75,00 50 45,11 79 45,11 108 79,48
22 75,00 51 45,11 80 45,11 109 79,48
23 75,00 52 45,11 21 45,11 110 78,08
24 75,00 53 45,11 82 45,11 111 77,44
25 75,00 54 45,11 83 45,11 112 7744
26 75,00 55 45,11 B84 45,11 113 7744
27 75,00 56 45,11 85 45,11 114 77,44
28 75,00 57 45,11 86 45,11 115 66,52
29 75,00 58 45,11 87 45,11 116 20,56

15 Zaveér

Jednim z nasich cili bylo vyzkouSet jeden ze slozitéjsich modelu, ktery se
vyuziva v prepravni logistice, a to okruzni dopravni problém s kapacitami
(CVRP).

Uloha CVRP vzniké spojenim dvou optimaliza¢nich problémi: TSP a KP
(resp. BPP). Je mozné na ni pak pohlizet jako na ,dvourozmérnou* tlohu,
kdy jednim rozmérem jsou vzdalenosti (TSP ¢ast) a druhym kapacity (KP
Cast).

Mezistupném mezi TSP a CVRP je tloha m-TSP. Pii té se uvazuje vicero
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obchodnich cestujicich, ale neuvazuji se kapacity vozidel a poptavky mist.
Uloha se da pievést na tlohu TSP s po¢tem vrcholt danym sou¢tem poétu
puvodnich mist a po¢tu vozidel m, kde depo rozdélime na m vrcholta se
stejnymi soufadnicemi. Z praktického pohledu je tedy situace podobné jako
u TSP.

Nejprve jsou zpracovany modely tlohy CVRP zalozené na ILP, resp.
MILP. Jejich pfimé feSeni na zvolenych stfedné velkych dlohach je bez po-
uziti pokrocilych technik velmi zdlouhavé. Z praktického pohledu je rovnéz
problém, ze dnesni, i kdyz velmi pokrocilé, fesice tloh LP a ILP, nenabizeji
pfimo moznost vyuziti dekompozi¢nich metod u LP a je nutné je donapro-
gramovat pouzitim vestavénych funkci.

Jako doplnék klasickych modeli byl v diplomové préci zpracovan jednodu-
chy model ulohy CVRP zalozeny na dynamické formulaci tilohy. Inspiraci zde
nim FeSi¢em pro tlohu TSP. Zaveden a vyuZzit byl pojem (A, «)-optimality
pro tlohu CVRP. Uvedeno je srovnani feSeni vybranych modeli na rizné
velikych tlohéch pomoci dostupného softwaru pro ulohy MILP.

V oblasti tlohy KP byl zpracovan pristup zaloZeny na dynamickém pro-
gramovani a v piipadé BPP heuristika (Bottom Left Fit) pro ulohu 2D BPP.

V&echny uvedené tulohy jsou tzv. NP-tézké. Z pohledu resitelnosti je mozné
pii stéavajicim stupni poznani fesit ulohy TSP a m-TSP (diky pfevodu na TSP)
do optimality pro grafy s desetitisici vrcholy, viz knihovna TSP problému
[20]. U alohy CVRP je zatim situace nékolikaradové horsi, i pres potencialné
mozny pievod na TSP stejnou technikou jako m-TSP. Do optimality se daji
fesit dlohy jen s mélo desitkami az stovkami vrcholt.

Ulohy KP a BPP jsou z teoretického pohledu dobie aproximovatelné
a rovnéz TeSitelné z praktického pohledu, napt. dynamickym programova-
nim. Pro tuspésné feSeni a hlavné prokazovani optimality je nutné pouzivat
pokrocilé a sofistikované metody linearniho a celociselného programovani.

Od pocatku byly nejen pro tlohu CVRP vyvijeny heuristiky. Nékteré
z nich jsou zalozeny na vyse zminéné ,,dvourozmeérnosti tlohy, napt. Fishertv-
Jaikumariuv algoritmus [9]. VétSina z nich pouziva techniky lokalniho pro-
hledavani, pripadné v kombinaci s evoluénimi metodami kiiZeni (crossover)
a mutaci (mutation).

Téchto heuristik existuje témér nepreberné mnozstvi. Diplomova prace
se v této oblasti soustiedila na vybér téch nékolika, které se ukézaly jako
uspésné a prinesly nové pohledy nebo nové techniky. Jedna se o metodu
Clarke-Wrighta, metody vyuzivajici Lin-Kernighaniav algoritmus nebo ope-
rator EAX.

Praktické aplikace maji ¢asto vlastnost metriky (pfipadné ,téméf met-
riky“), je tedy zohlednén i pristup k tloze euklidovského T'SP a euklidovského
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CVRP a jsou zpracovany zékladni vlastnosti a vztah feSeni téchto uloh.

V praktickém nasazeni optimalizace je nutné vyuzivat kombinaci raznych
pristupt v zavislosti na pozadavcich rychlosti/optimélnosti feseni. Pro uva-
zované typy uloh TSP, m-TSP a CVRP lze z hlediska rychlosti doporucit
LKH-3, resp. prislusné metody, nebot program je pouze pro akademické vy-
uziti.

Z hlediska ovéfeni optimélnosti lze pro stfedné velké tlohy TSP, m-TSP
doporucit model DFJ s vyuzitim odloZenych podminek. Pro rozsahlé tlohy
pak program Concorde, ktery je rovnéz pouze pro akademické vyuziti. Rych-
lost vypocti je samoziejmé také ovlivnéna typem procesoru a velikosti ope-
racni paméti pouzitého stroje.

U ulohy KP, BPP (2D-BPP, 3D-BPP) lze pak vyuzit dynamické progra-
movani a piislusné 2D a 3D pakovaci heuristiky.
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