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Anotace

Prace je zaméfena na objev a celou historii infinitezimalniho poctu od prvopocatku.
Zabyva se mySlenkami, které vedly k postulaci infinizetimalniho kalkulu, problémem
s aktualn¢ nekonecné¢ malou a formovanim celého derivaéniho a integralniho poctu

VvV matematice a elektrotechnice.

Kli¢ova slova
Infinitesimalni pocet, aktudlné nekonecné mala, derivace, integral, limita, diferencidlni

pocet
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Abstract

The work is focused on the discovery and the history of infinitesimal calculus from the
beginning. It deals with the ideas that led to postulation of infinitesimal calculus problem with

infinitely small current and the formation of the derivative and integral calculus in
mathematics and electrical engineering

Key words

Infinitesimal calculus, infinitesimal current, derivatives, integrals, limits, differential
calculus
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Uvod

Tato prace se snazi poukazat na izkou spolupraci matematiky se vSemi ostatnimi védnimi
obory. Je zaméfena na postupny vyvoj infinitezimalniho poctu utvafeny s pomoci vztaht a
zékont objevenych jiz ve Starém Recku. Poukazuje na to, jak slozity a hlavné zdlouhavy byl
tento vyvoj, ze se nejednalo jen o otazku nékolika minulych stoleti, nybrz se tyto vztahy
formovaly jiz po né€kolik tisicileti. Dalsim bodem je souvislost tohoto kalkulu prave
s elektrotechnikou, kde sledujeme jeho uZitecnost pfi formulaci noveé objevenych postupt a
vztaht tykajicich se pfedevsim teorie elektromagnetického pole.

K utvoteni takovychto charakterizujicich vztahii je zapotiebi spravné pouziti néjakého
idealntho modelu pro dany problém, je dilezité spravné si uvédomit, jak Ize vlbec
mechanismy kolem nas pracuji a na zéklad€ toho se pokusit sestrojit pravé takovy idedlni
model okolniho prostiedi, ktery by vedl k rozsifeni a k ovéfeni teoretickych poznatk.

Posledni ¢ast prace je zamétena na princip dudlnich souvislosti, kde je poukazano, jak by
se mohl chovat integralni pocet, pokud bychom ho nechtéli vyjadfovat jako nekone¢ny soucet

velic¢in, ale pokud bychom se ho pokusili vyjadfit jako vysledek u nekone¢ného soucinu.
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Seznam symboli

€ et velikost thlu

L velikost uhlu

H . intenzita magnetického pole
B o magnetickd indukce

A magneticky vektorovy potencial
D magneticky tok

€ e elektricka indukce
o proudova hustota

E intenzita elektrického pole
Do elektricka indukce

€ e permitivita

Lo eeeneenneaieeneeeeees permeabilita vakua
Heavisidav faktor

N o tok hustoty

P o elektromagneticka energie
G tvar funkce
Vo prostorova oblast
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1 Vyvojové kroky vedouci k postulaci infinitezimalniho
pocétu a vektorové analyzy v matematice

Integral je jeden z ustiednich pojml matematické analyzy a matematiky vibec. Vznikl na
zaklad¢ dvou tloh
e Urceni funkce na zakladé znalosti jeji derivace
e Vypocet plochy, ktera je vymezena grafem funkce f na intervalu [a,b] a s osou
nezavislé promeénné x
Tyto dvé ulohy vedou k pojmu urcitého a neurcitého integrélu.
S rozvojem matematiky a v souvislosti s potiebami ptirodnich véd a techniky se pojem

integralu vyvijel, byl pfedmétem mnoha zobecnéni a prosel fadou zmén.[1]

Neurc¢ity integral: Mnozina vSech primitivnich funkci k funkci f na intervalu (a ; b) se

nazyva neurcitym integralem funkce f na intervalu (a,b) a byva oznacovana symbolem

J‘ flx) dx
Zéakladni véta integralniho poctu nam ftika, ze: kazda funkce f, ktera je spojita v intervalu

(a; b), ma na tomto intervalu primitivni funkci, tedy neur¢ity integral.[1]

Urcity integral: definovan bud’ jako jistd limita integralnich souctd, nebo v pfipadég, ze je
dana funkce f, ke které existuje primitivni funkce funkce F, jako rozdil F(b) — F(a). Urcity

integral funkce f na intervalu (a ; b) se oznacuje symbolem.[1]

J‘i_fﬂ:_r} dx
1.1 Pocatky matematiky

1.1.1 Starovék

Vyvoj matematiky neni datovan jen k poslednim nékolika stoletim. Naopak, samotna
matematika saha az k prvopocatktim lidského pokoleni. O tomto sv€déi nejstar$i dochovany
dikaz tzv. Véstonické vrubovky, jejiz stati je odhadovano na piiblizné 30 000 let. Tento

dilkaz je také mnohymi povazovan za zakladni kdmen matematiky.

11
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1.1.2 Matematika ve Starém Recku

Od obdobi kolem 8000 pf. n. 1. se zafina rozvijet hlavné egyptskd a mezopotamska
matematika.

Pro matematiky je nejvétsim meznikem ve vyvoji samotné matematiky obdobi Starého
Recka. Zrod této nové matematiky je datovan piiblizné k 2000 pf. n. 1. V tomto obdobi se
jednalo jesté o matematiku ,,praktickou®, jez byla potfebna hlavné k béznému zivotu. Od 6.

stoleti pf. n. 1. se za¢ina matematika rozvijet vice po teoretické strance.[2][3]

A

ukazy:
e objev, ze pramér kruhu jej déli na polovinu
e vrcholové uhly jsou shodné
e vSechny uhly, jez sestrojime nad timto primérem, jsou pravé
e uhly pfi zdkladn€ rovnoramenného trojihelniku jsou shodné
e dva trojuhelniky jsou shodné, shoduji — li se jednou stranou a

piilehlymi Ghly

Vyznamnymi Thaletovymi nésledovniky byli Pythagorejci, ktefi nesli jméno po svém
zakladateli Pythagorovi. V dobé¢ Pythagoreject dochdzi ktzv. 1. metodologické krizi
matematiky. Jejich objev nesouméfitelnych veli€in (iracionalnich Cisel) vedl od diskrétniho
chapani velic¢in ke spojitému, Pythagorejci také piivedli matematiky k pojmu nekonecnosti.
Na tento problém navazal i Zenon z Eleje, ktery jiz v té dob€ poukazoval na rozpory, jez jsou
mezi smyslovym vnimanim a mezi jeho logickym vysvétlenim. Dilo Zenona z Eleje rozvifilo
problém nekonecnych veli€in, vedl k pocatku diskuzi mezi potencidlnim a aktualnim
nekone¢nem — Rekové chapali nekone¢no jen potencialng, jako moznost ,jit dal®. [1]

Pokud se zmiflujeme 0 vyznamnych matematicich, nesmime vynechat Euklida, jenz je
povazovan za jednoho z nejvétsich matematikti vsech dob. Vydal tfinact knih, tzv. ,,Zaklady*.
Podle nich matematici sbiraji dikkazy a ziskavaji z nich poznatky dodnes.

Dalsi vyznamnou osobou je Archimédes. Archimédes byl schopen pomoci metody paky
odvodit obsahy plosnych utvarti, ale dokazal odvodit i objemy téles. Jelikoz mél Archimédes
,»obavy* z nekonecna, tak jeho prace postradaji n€které dilezité matematické néstroje, napf.
pojem limity, obecné algoritmy pro vypocet obsahii a objeml téles (pfi téchto ulohach

vychézel pouze z geometrickych vlastnosti télesa). K objasnéni téchto pojmi bylo zapotiebi

12
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dalsiho vyvoje infinitezimalniho pocétu. Celkové se feckd matematika vztazena k pojmu
integrdl vyznacuje intuitivnim piistupem a také strachem z nekone¢né malych veli€in, dale
rozvojem ucinnych technik k vypoctu obsahii a objemi téles na exhaustivni metodé. O
existenci aktualné nekone¢né malé hodnoty byl pfesvédcen i Demokritos, ktery pod pojmem

aktualné nekone¢né malé spatfoval tzv. rohovy thel, coz je thel mezi kruznici a libovolnou

teCnou.[1][2][3]

1.2 Formovani matematiky ve stfedovéku

V dobé vzniku matematické analyzy vétSina matematiki nevénovala pozornost
teoretickému zakladu u nové vznikajiciho infinitezimalniho pocétu. V této dobé postacovalo,
kdyz spravnost vysledki byla podlozena jejich praktickym ovéfenim. [1]

K dal$imu rozvoji matematiky dochdzi az o mnoho stoleti pozdéji.

1.2.1 Kepler, Cavalieri

Velkym zlomem ve zdokonaleni metody integralniho poctu je prace Johanese Keplera —
Stereometrie vinnych suda. Kepler byl pritkopnikem infinitezimalni metody, kterou se snazil
pouzivat ve vétSin€ svych praci. Jeho nasledovnik Cavalieri ve svém dile ,,Sto rozlicnych

uloh* vycisluje integraly:

jx ax = x? (1.1)
Jx ax = x? (1.2)
jxn B ::—_11 (1.3)

Toto dokazal pro n = 1, 2, 3, 4. Toto bylo dokéazano jiz Fermatem a Robervalem v roce
1634. Toricelli byl velmi uspé€Sny pro vycisleni objemu télesa spouziti metodou
nedélitelnych, které se rozprostiralo do nekonecna ostrého hyperboloidu, podle soucasnych

pojmu tedy vycislil dnesni integral.[1][3]

13
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T’EJIZ dx (L.4)

1.2.2 Fermat

Dals§im vyznamnym jménem v odvétvi integralniho poctu a celé matematiky je bezesporu
Fermat. Fermatova véta o nutné podmince extrému funkce — jestlize mé funkce v nékterém
bodé¢ extrém, pak v tomto bod¢ bude derivace rovna nule — tato véta byla nakonec dokézéana
az vroce 1993. Jeho uspéchy na poli integralniho poctu jsou nepopiratelné. Fermat pod

pojmem kvadratura rozumél:

f:xn & (15)

Zkoumal dale exponenty ve tvaru zlomku, vy¢islil dokonce integraly.[3]

J < ds (1.6)

Pozici aktualné nekonecné malé skvéle charakterizoval L. Carnot: ,,Protoze uvahy o
aktualné nekonecné malé postradaji smyslové nazornosti, bylo velmi tézké vytvofit Si
spravnou predstavu o téchto objektech, které jsou osobitym projevem byti...a musi se
zkoumat jako absolutni nic a které obdatené protikladnymi vlastnostmi zaujimaji misto nékde

mezi veli¢inami a nulou, mezi bytim a nebytim. “[2]

1.3 Vznik a formovani integralu

Za nejvyznamnéj$i postavy pii utvafeni integralniho poctu miizeme bezesporu povazovat
Isaaca Newtona a Wilhelma Gottfrieda Leibnize.

Koncem 17. stoleti vypukla 2. metodologicka krize, jez méla souvislost v Newtonovych a
Leibnizovych pokusech o odiivodnéni kalkulu nekonecné malych. Tato zalezitost se tahla celé
18. stoleti a jeSté na pocatku 19. stoleti se vétSina nejvyznamnéjSich a nejptednéjsich

matematikli pokousela o odiivodnéni matematické analyzy a zaroven tim 1 o vyfeSeni celé 2.

14
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metodologické krize.[1]

Zakladnim pojmem vznikajiciho infinitesiméalniho poc¢tu byla aktudlné nekonecné mala.
Nebyla prozatim exaktn¢ definovana a ani jesté nebyla racionalné odiivodnéna. Zakladatelé
infinitesimalniho poc¢tu K ni pfistupovali zcela intuitivné. Pokud pouZzijeme mySlenku podle
[1], tak nekonecn¢ malou definovali jako rezultat nekonecného déleni, chapali ji tedy jako
veli¢inu, ktera je jiz dale nedélitelnd. V jejich pfedstavach to tedy byla definitivni, kone¢na
hodnota nekonecné se zmensujici veli€iny, tj. veliina rizna od nuly., ale soucasné byla mensi
nez libovolnd nenulovéa veliCina. Aktualné¢ nekonecné mala byla tedy dle jejich piedstav

»ztuhlou veli¢inou* a matematikové byli pfesvédceni, Ze neexistuje.

1.3.1 Isaac Newton

Isaac Newton vyslovil pfedpoklad, ze geometrickd podoba, jako jsou Cary, povrchy
télesa, se ziskavaji jako vysledky pohybu. Uskuteciiuji se v ¢ase a za jakkoliv maly casovy
ptirtstek bod projde libovolné malou drahu. Pro nachdzeni okamzité rychlosti bylo potfeba
najit limitu poméru pfirtistku drahy k poméru ptirastku ¢asu — vzit ,,posledni pomér*, kdy
prirustek konverguje k nule — timto zptisobem Newton zavedl fluxe — derivace. Newton diky
své dobré znalosti derivaci mnoha funkci mohl nalézt fluenty — funkce — to znamena, Ze mohl
tedy integrovat. Integroval pomoci rozkladu funkce v mocninnou fadu a integroval ¢len po
Clenu. Podle Newtona platilo to, ze diky tomu, Ze kazdy pohyb ma svoji rychlost, tak kazda
spojitd funkce mé derivaci, Ze tedy kazdé pfiblizeni k limit¢ ma monotonni charakter,
pohybujici se téleso se tedy miize blizit k nékterému bodu jen z jedné strany. Podle né&j pojem
fluxe znamenal v podstaté totéz jako rychlost (az téméf po sto letech naSel Lagrange
odiivodnéni), Leibniz vychdzel spiSe z geometrickych odiivodnéni. Naptiklad Leibniz pod
diferencialnim dy rozumél veli€inu, ktera je rizna od nuly, ale soucasné jej povazoval za tak
malou veli¢inu, Ze jeji libovolny konecny nasobek nemohl dat kone¢nou veli¢inu. Leibniz tak
vzkiisil ideu nearchimédovskych veli¢in, které nespliuji Eudoxovo — Archimédiiv axiom.
Jestlize je aktualn€ nekonecné mala, potom Zadnym jejim n — nasobkem nelze ptekrocit

veli¢inu b, ktera je kone¢nou nenulovou veli¢inou.[1][2][3]

15
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Obr. 1: Portrét Isaaca Newtona, prevzato z [7]

1.3.2 Newton = Leibnizova formule

Newton si pod pojmem nekonecné malych predstavuje momenty, Leibniz zase pocita
s diferencialy, ale momenty i diferencidly maji rozporné vlastnosti, co se tyce nuly a
nenulovosti, protoze nebyly rovné nule, ale mohly se zanedbat, aniz by se porusila rovnost,

coz samo o sob¢ vyvolalo zna¢ny rozpor.

Ptiklad miiZe byt i Leibniziv dikaz y = x* podle [2]:

y = x* (1.7.1)
y+dy= (x+dx)* + 2xdx (1.7.2)
dy = 2x dx + dx? (1.7.3)

dy = 2x dx (1.7.4)

...dx? Leibniz z rovnice odstranil, a dosel tudiz ke spravnému vysledku dy = 2xdx, coZ
ovSem nelze, pokud totiZ budeme dx pokladat za rovno nule, musi ostatné i dy = 0, a pokud
dx nebude rovno nule, nelze dx? zanedbat.

Leibniz je ve svych studiich siln¢€ inspirovan a hojné¢ vyuziva Euklidovych ,,Zaklada*.
Diferencial chéape jako usecku, ktera je tzv. Ctvrtou geometrickou umérnou. Tohoto si byl
védom i Newton a jeho nésledovnik Taylor. Ti zkoumali infinitezimalni pocet jako soucést
uceni o pohybu, jako teoretickou kinematiku. Leibniz poprvé uzil pojmu ,,funkce®, roku 1686

ve svém dile uvadi poprvé znak integradlu a poukazuje také na inverznost derivace a
integralu.[1][3]
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Obr. 2: Gottfried Wilhelm Leibniz, prevzato z [8]

Na chyby zakladatell infinitezimalniho poc¢tu upozornil Berkeley: ,,Existovat znamena
byt vniman.“, zjeho vyroku tudiz vyplyva, Ze podle jeho teorie nekoneéné¢ malé veliCiny
neexistuji. V ptipad¢ vzniku infinitezimalniho poctu tedy dochazi k rozporu kalkulu
nekone¢né malych s dosud existujicim systémem vnimani. Jeho hlavni odpor byl namifen
proti Newtonové teorii fluxi, zvlasté pak proti flexim vyssich fada.[2]

V I'Hospitalové ,,Analyze nekone¢né¢ malych® dokonce nalézdme wvnitiné rozporny
postulat: ,,VeliCina, ktera je zvétSena ¢i zmensSena o nekonecné malou veli¢inu, nez je sama,

se musi povaZovat jako nezménénd.“[2]

Leibniz poprvé uzil pojmu ,,funkce®, roku 1686 ve svém dile uvadi poprvé znak integralu
a poukazuje také na inverznost derivace a integralu.

V jedné uloze ziskal vyjadieni | x dx a zapsal,
x2
fx dx = —
2 (1.8)

4 (x_) -
dx \ 2 (1.9)

nakolik se d(x%/2) rovna x, to objasiioval takto: “.u nds sumy a rozdily | a d jsou navzdjem

inverzni, jako mocniny a odmocniny v obycejném kalkulu.” [3]

Toto obdobi je tedy uzce poznamenano spory Newtona a Leibnize, ty vSak vytvoftily

podklad moderni matematické analyzy.
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Toto obdobi miizeme shrnout:
e Propojeni metod integrovani a diferencovani, diferencialni metody se staly prvotnimi,

Z nich se pii infinitezimalnim po¢tu vychazelo, integral f [a,b]:

fﬂﬂ=ﬂ®—ﬂ®
; (1.10)

dF(x)
dx

= f(x),pro ¥ xe (a:b) (1.11)

kde F(a,b) je jako primitivni funkce k funkci f na intervalu (a ; b), tj. takova, zZe plati:

dF(x)
= f(x),pro ¥ xe (a;b) (1.12)

e Staticky urcity integral se propojil s dynamickym neurcitym integralem zejména pod
vlivem mechanickych ptedstav o pohybu

e (Odvozovano na zékladé potieb fyziky

e Zakladni nazor na pojem funkce. Kterd se stala hlavnim objektem zkoumani nové

védni discipliny (analyzy). [2]

Spravné vysledky infinitesimalniho poctu, které jsou potvrzovany praxi, jsou dosazeny
kompenzaci chyb. Prvni chyba spo€iva v hypotetické existenci aktualné nekone¢né malé —
objektu, ktery je vnitin€ normalné rozporny, druhé chyba, kdy se poklada rovna nule, spoc¢iva
V jejim trikovém odstranéni.

Trvalo velmi dlouho, nez se prosadila mysSlenka, Ze infinitesimalni po€et se nemusi Gzce
spojovat s kinematikou, ale Ze je tomu spi§ naopak, ze mechanické pojmy mohou byt exaktné
vymezeny pomoci pojmil infinitesimalniho poctu. Naptiklad podle Lagrangea je tfeba
infinitesimalni pocet zkoumat jako logicky precizn€jsi teorii ve srovnani s kinematikou, a
proto je tfeba infinitesimélni pocet vylozit nezavisle na kinematickych pfedstavach a na
jakychkoli empirickych hypotézach viibec. Jestlize pro Newtona fluxe veli¢iny byla jeji
rychlosti, tak to trvalo téméf sto let, nez Lagrange chapal rychlost jako derivaci drahy podle
Casu. Leibniz, jak jiz bylo psano, se snazil o geometrické odiivodnéni infinitesimalniho poctu,
Lagrange 1 d’Alembert separovali nové vznikly kalkul nekonecné malych od
kinematiky.[2][3]
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1.3.3 Taylor, d"Alembert, bratfi Bernoulliové

Bylo mnoho odpiirct tohoto nové vznikajiciho kalkulu, o Berkeleym jsme se jiz zminili,
dal$im byl Bernard Nieuwentijt, patfil mezi nejvétsi Leibnizovy kritiky. , ten piimo tvrdil, Ze
diferencialy vyssich fadu nemaji viibec zadny smysl. Tyto spory se vlekly po celé 18. stoleti,
které bylo zalozeno na snaze vymezit zakladni pojmy infinitezimalniho poctu. Jak je patrno v
[2], mnozi se snazili vyhybat pouZiti nekoneéné malé veliiny a pracovali jen s koneénymi
ptirtstky dx, jini se zabyvali limitnim pfechodem a pfipravovali pidu pro zavedeni definice
spojitosti, limity a derivace, jak je zavedli pozdé¢ji Cauchy a Bolzano. Dalsi skupinu tvotili ti,
ktefi odmitali pojem nekonecné malé veli¢iny vibec a snazili se odiivodnit infinitezimalni
pocet algebraickou cestou.

Z ptiznivcl, kteti se snazili pokraovat ve stopach Newtona, musime jmenovat Brooka
Taylora, ten je zndm znam diky své Taylorov¢ fade¢.

Snahu o vyfeSeni problému s nekonecné malou mizeme pficitat i Jeanu Baptistu Le Rond

d’Alembertovi, ten se totiz pokousel definovat derivaci jako limitu poméru ptiristku velicin.

Dnes by to vypadalo asi takto: :—x = limg, ., :—x , V této myslence je jiz obsaZen zéklad dnesni
¥ ¥

definice derivace pomoci limity. [3]

O dalsi pfinos v kalkulu nekone¢né malych se zaslouZili bezesporu i1 dva bratii
Bernoulliové. Jakob Bernoulli u¢inil dilezit¢é vyzkumy v oblasti ¢iselnych fad. Vydal pét
memoart pod nazvem ,, Aritmetické véty o nekonecnych radach a jejich konecnych souctii .
Jeho snaha o napfimeni oblouku spiraly piivedla Jakoba k prvnimu eliptickému integralu
Vv matematické historii. Ve tvaru eliptického diferencidlu vyjadfil element oblouku spiraly,

odkud vytvofil moznost srovnani rozliénych ¢asti oblouku. [3]

logx

Johann Bernoulli provedli integraci nasledujicich funkci log(x), xlog(x),

x
S objevem logaritmické funkce se stalo mozné integrovat racionalni ¢isla. Pfi vycislovani
integralu pouzival Johann Bernoulli rozklad integrované slozky do fady.

Nejvétsim matematikem této doby a celého 18. stoleti je ale bezesporu Leonhard Euler.
Celkovy pocet jeho vydanych dé€l je 886. Euler jako prvni uvadi definici logaritmu jako
exponent. Definuje zaklad pfirozeného logaritmu a zavadi cCislo e, definice vznikla pomoci
Siselné fady, sviij vypodet provadi na 23 desetinnych mist. Ve svém ,,Uvodu do analyzy
nekonecné malych “ vyklada teorii nekoneénych fad a rozvoj funkci €%, sin X, cos x, a

+-ix

e "=Ccosx +- isinx, dnes hojn¢ vyuzivaného v elektrotechnice.[1][3]
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Dalsi vyznamny matematik Joseph Fourier zboural vzité pfedstavy o tom, ze funkce,

které lze vySetfovat, musi byt spojité.

1.3.4 19. stoleti — Riemann

V 19. stoleti se vyznaCuje rozliSenim pojml konvergence fady, konvergence a
stejnosmérna konvergence posloupnosti funkci, spojitost, atd. V 18. stoleté totiz tyto pojmy
nebyly jesté zdaleka uceleny, matematikové piistupovali k problémiim jen intuitivné a toto se
nedalo rozlisit. V tomto stoleti dochézi k zavedeni souctové definice integralu, védci se snazi
o navrat k exhaustivnim metodam.[1]

Vyznamnym jménem matematiky 19. stoleti je bezesporu Cauchy. Roku 1823 nova
definice integralu, kdy se snazi urovat obsah plochy vymezené pfimkami x = a, x =b.

Na jeho myslenky navazuje i Riemann, jenz je pro nds znam predevs§im diky Riemannovu
integralu. Riemann se opét zadal zabyvat otdzkou, co je vlastng [;° f(x)dx?

Podle [1]:“ Abychom stanovili toto, zvolme mezi a a b sefazenou dle velikosti Fadu hodnot
X1, X2, Xn-1 @ oznacme kviili kratkosti x1.a znakem 01, Xo —X1 Zhakem 02, b — Xn.1 znakem on, a bud’
¢ kladny pravy zlomek. Potom hodnota souctu
S = 0if(a + €101) + 00(X1 + €202) + ...+ Onf(Xn1 + € 101) bude zdaviset na volbé intervalu 6 a
velicin €. Bude — i Nyni mit tu vlastnost, Ze at jsou zvoleny o a ¢ jakkoli, bude se nekonecné
blizit k pevné hranici A jakmile budou vsechna o nekonecné mald, pak se tato hodnota (A)
nazyva [,° f(x)dx. Pokud tuto viastnost nema, pak nema [°f(x)dx vyznam.

Nevlastni integral je Reimannem definovan tak, ze pokud je f(x) integrovatelna nékde

mezi (a + ¢ b) pro vSechna jakkoliv mala kladna €, a neni integrovatelna mezi a a b, pak
existuje limita lim__,, _r:+ _f(x) dx, pak se pod pojmem ur¢itého nevlastniho integralu

| 2Pf(x)dX rozumi prave tato limita.[1]

Obr. 3. Georg Friedrich Bernhard Reimann, prevzato z [9]
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1.3.5 20. stoleti

20. stoleti 1ze nazvat stoletim Lebesguea. Je porovnavan s Riemannem, ale jeho integraly
maji oproti Reimannovym nékteré vyhody, napi. kdyz ma byt funkce podle Lebesguea
integrovatelna, nemusi byt spojita v zadném bod¢ z intervalu.[3]

Lebesgue pomoci jiz diive znamych postupti formuloval néasledujici vétu uvedenou v
[1]: ., ...cilem je pFifadit ke kazdé omezené funkci f(x) definované na konecném intervalu (a,
b), kladném, zdporném nebo nulovém, néjaké konecné cislo [ f (x), které nazveme integrdlem
f(x) na (a, b), a které splnuje nasledujici podminky ,prevzaté z [1] .

1) Pro libovolna a, b, h mame

b—h

f F)de = | Flx+h) dx

-k

2) Pro libovolna a, b, ¢ mame

Lbf(x:]rix-l— ch(xjcix+£ﬂf(xjdx .
3)

LU+ e)]de= [ f(x)dx + [ o(x) dx
4) Kdyzf > 0a b > a, potom také

ff(xj dx =0

1
J.lcix=1
0

6) Kdyz posloupnost f,(x) konverguje k f(x), pfi¢emZ monotonné roste, potom

5)

posloupnost integralt z f,(X)konverguji k integralu z f(x).

1.3.5.1 Vztahy v Lebesgueové integralu:

Pievzato z [1]:

a) K tomu, aby funkce byla integrovatelna podle Lebesgueova smyslu, nemusi byt spojita
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b)

d)

V zadném bod¢ intervalu.

Kdyz je fn -[a, b]ndlezicich R, posloupnost funkci integrovatelnych v Lebesgueové
smyslu, ktera bodov¢ konverguje k funkci f: [a, b]| >R akde je | fa | < g, kde g:[a,b]
— R aje integrovatelna v Lebesgueové smyslu, potom je f: [a, b] —R integrovatelna

v Lebesgueové smyslu a plati:

ff(x} dx = lim J:fﬂ(xj dx

Pokud je integrovatelna v Lebesgueoveé smyslu, pak pro kazdé s z [a, b] plati:
| G dx= £

Kdyz ma funkce F v intervalu [a, b] omezenou derivaci F’, pak je funkce F’

integrovatelna v Lebesgueoveé smyslu v [a, b] a plati:

J. F'(x) dx = F(x) — F(a)

Je —1i funkce F spojitd v [a, b] a ma — li [a, b] derivaci F'vSude az na spocetnou
mnozinu bodi a je — li F'integrovatelna v Lebesgueoveé smyslu, plati pro kazdé x z

[a,b]

J. F'(x) dx = F(x) — F(a)

Obr. 4: Henri Lebesgue, prevzato z [10]
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2 Vyznam infinitezimalniho poc¢tu pfri formovani zakladni
modelu teoretické elektrotechniky

Pocatky vyvoje elektrotechniky byly pfedev§im hromadénim poznatkii, ziskdvanych
vyhradné experimentalné. Pojmovy a matematicky aparat k popisu elektrickych a
magnetickych jevil se v tomto obdobi utvarel jen zvolna. Technika experiment( byla poplatna
své dob¢, jedinymi méficimi pristroji byla magnetka a elektroskop. Vaznou piekazkou bylo
mnohdy iraciondlni mysleni, ovlivnéné ndbozenskymi ptredstavami. Objevitelé jen zvolna
nalézali vhodné metodické postupy, ucili se hledat pfistupové cesty, ziskavali zkusenosti jak
zpracovavat a hodnotit ziskané poznatky. Slovo elektrina pochazi ze slova jantar a slovo
magnetismus nejspise od nazvu maloasijského mésta Magnesia, v jehoz okoli se nachazela

magneticka ruda — magnetovec. Pievzato z [6].

Prvni zminky o plsobeni elektrickych a magnetickych jevl sahaji opét az do Staré¢ho
Recka. Prvni pisemnou zminku pfina§i Thales z Milétu (7. stoleti pf. n. L.)., ten popsal
pritahovani malych téles jantarem po jeho predchozim tieni. O podobném jevu se zminuje i
Seneca a Lucius Carus, to hovoii o tom, ze Zelezna ruda piitahuje dalsi ¢astecky této rudy.
V Ciné uz magnetické jevy byly davno znamy a vyuZivany jako kompas, ten byl napf. az
v Evropé poprvé zminén v roce 1187. [6].

V podstaté prvnim elektrickym jevem, se kterym se ¢lovék kdy setkal byly atmosférické
ukazy, jako je naptiklad blesk. Tyto ptfirodni Ukazy byly zpravidla posuzovany jako projev
bozské moci. Ve Starém Recku byl vladcem bleskli Zeus, v Rimé zas Jupiter, u Slovant zase
Perun. Pokusy o logické vysvétleni atmosférickych jevii maji po¢atky opét ve Starém Recku,
kde se filozofové snazili o racionalni odivodnéni. Naptiklad Aristoteles (4. stol. pf. n. 1.) se
tento jev snazil vysvétlit tak, Ze blesk vznikne zapalenim hotlavych plynd, které jsou
ptitomny ve vzduchu, nebo Epikuros (4. stol. pt. n. L) je vysvétloval jako dusledek tieni
mraki o sebe. Tyto pokusy v podstaté nemély zadny vyznam. Oproti tomu egyptsky faraon
Rammesse I1l. (12 stol. pf. n. 1.) nechal na kramu v Karnaku postavit stoZary s pozlacenymi

hroty, které mély fungovat jako prvni bleskosvody. [6].

2.1 Prvni aplikace matematiky

Nastup matematiky do elektrotechnickych a magnetickych jevil se stdvd vyznamnym

meznikem elektrotechniky. [6].
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Jednim z vyznamnych myslitel té¢ doby, ktery se vénoval aplikaci integralniho poctu a
zkoumani vektorové analyzy byl Pierre de Laplace (1749 - 1827). Laplaceovvi pfislusi
napiiklad zobecnéni teorie Biota a Savarta. Ti provedli fadu experimenttl, ze kterych nasledné
odvodili empiricky vztah pro silu, kterou pisobi tenky proudovodi¢ na magnetku.
Piedpokladali, ze proudovodi¢ lezi s magnetkou v roving. Pro silu, jiz ptsobi proudovy

element i ds na pol magnetu, ktera je ve vzdalenosti r, stanovili vztah podle [6]:

dF = Ki sina

r? (2.1)

Kde:

K konstanta, jejiz velikost zavisi na pouzité soustaveé jednotek

Ze studii vedoucich ke vzniku tohoto vztahu poté vychazel i sdm Laplace. Tento vztah se
mu podafilo zobecnit a aplikovat na ptipad, kdy proudovodi¢ bude mit tvar libovolné
prostorové ktivky. Pro silu pak odvodil vztah, ktery je dnes jmenovan jako Biotiv — Savartiiv

zakon. [6].

ds X7r

dF = Ki
Pl (2.2)

Dal§im vyznamnym pokrokem v tomto obdobi byly objevy André Marii Ampéra. Ten
se pokousel zjistit, jak vlastn€ na sebe silové mohou plisobit dva proudovodice. Podatilo se
mu zjistit, Ze souhlasné proudy se pfitahuji a nesouhlasné proudy se pfitahuji. Tyto vztahy
vyjadfil i v matematickém podani. Ampér tedy formuluje zakon pro silu, kterou na sebe

pusobi tyto dva proudovodice[6].

ds ds” 3
dF =K ii" — (CDSE— —cosﬁcnsﬂ’)
r 2 (2.3)
Kde
€ znaci uhel mezi elemeny i ds ai’ ds’
) uhly, které tyto elementy sviraji se spojnici
r délka spojnice
K konstanta
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Dnes tento vztah je vyjadien vzorcem, jak jej pozd¢ji upravil geometr Grossmann[6].

) ds % (ds X r)
F=KIii § % 3
c e T (24)

¢ c’ Jsou krivky, jez vyjadruji tvary vodicii

i, i proudy protékajici vodici

Po intuitivnim zobecnéni tohoto zdkona byl nakonec odvozen i zdkon celkového proudu,

tj. prvni Maxwellova rovnice[6]..

i Hdl=1I 05

Timto vlastné Ampér polozil zéklady velmi vyznamného zdkonu, ten po doplnéni
Maxwellem nyni tvoii zaklady soucasné elektrotechniky. [6]
Ampér uvetejnil tyto své poznatky v knize Teorie elektrodynamickych jevli odvozena

vyluéné z experimentt (1826). Toto dilo bylo ve své dobé¢ stéZzejnim dilem ve svém oboru. [6]

2.2 Wilhelm Eduard Weber

Z vyznamnych Ampérovych pokracovateli musime pifipomenout Wilhelma Eduarda
Webera. Ten pro zdivodnéni svych poznatkli vychézel z Ampérovych elektrodynamickych
poznatkil. Podafilo se mu odvodit vztah pro silu pisobici na dva naboje, kdy tyto naboje se

pohybuji podle [6]:

AR Lo
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Kde

a konstanta

r vzdalenost mezi dvéema naboji
dr/dt relativni rychlost

d?r/de® zrychleni

V tomto vztahu mizeme nazorné vidét pouziti Newtonovych zakonu sily, kdy rychlost je
vyjadiena jako derivace drahy tohoto pohybu a zrychleni jako derivace rychlosti, to znamena
tedy druhou derivaci této drahy. Timto se Weberovi podafilo dokazat, ze tato sila, ktera
pusobi na vodice, neni zavisla jen a pouze na vzdéalenosti, nybrz i na rychlosti a také na svém
zrychleni a ze tyto proudy jsou vlastné pohybujici se naboje. Detailnéjsi pohled na tento vztah
ukazuje, Ze tato rovnice zaroven obsahuje i elektromagnetickou indukci. Weberova definice
byla ve své dob¢ povazovana za zaklad elektrotechniky, tak tomu bylo az do roku 1890, kdy
byly odhaleny nedostatky tohoto zakona, které tkvély v tom, Ze nebyla respektovana konecna

rychlost $ifeni elektrického plsobeni, to znamena, Ze vychazel z psobeni ,,na dalku* [6].

2.2.1 Franz Ernst Neumann

Dalsi vyznamnou osobou byl ve svém oboru 1 Franz Ernst Neumann. Ten piispél

K budovani matematické teorie magnetismu. Zavedl vektorovy magneticky potencial A
vztahem podle [6]:

B =rotd 2.7)

Kde

B je magneticka indukce,

a nasledné 1 dolozil jak tento vztah vypocitat. Pro pifimy tenky vodi¢ se mu, podatilo tedy

odvodit vztah podle vzdalenosti [6]:
ds
A=i | =
¢ (2.8)

Tato teorie ovSem nebyla tak docela vyhovujici. Dosahlo se vSak poznani zakonitosti

elektrickych a magnetickych jevii na takové urovni, ze toto dalo vzniknout nové teorii
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elektromagnetického pole, ktera vysvétlovala vSechny doposud znamé elektrické a
magnetické jevy. Tato teorie tedy vznikala ve tiech etapach, pievzato z [6]:
e Byla slovn¢ formulovana koncepce a nové poznatky, znichz vzesla teorie
elektromagnetického pole, predevsim diky Faradayovi.
e Byl taktéz vytvofen i matematicky model této teorie.
e Tato teoriec byla ovéfena i experimentdlné, byla prohloubena a vyjadiena

V matematickém tvaru.

2.2.2 Michael Faraday

Michael Faraday byl silné pfesvédcen o tom, ze piirodni sily jsou jednotné (elektiina,
magnetismus, chemicka sluivost, svétla a gravitace). Jemu vdéCime za vztah pro

elektromagnetickou indukci ve tvaru podle [6].

d#®

C o dr 2.9)
Faraday pfiSel na to, Ze po pfipojeni galvanického €lanku k jedné z civek na prstenu

z m&kkého Zeleza vyvold ve druhé zcivek proudovy impulz. Pfi odpojeni galvanického
Clanku ptisel Faraday na opaény proudovy impulz. Faraday tedy objevil princip
elektromagnetické indukce, timto experimentem se mu dokonce povedlo odhalit, na jakém
principu pracuje transformator. Tento jeho objev je popsan v jeho deniku (1831), ptevzato z
[6]: ,,Dal udélat zelezny kruh sedm osmin palce tlusty, o vnéjsim priméru Sest palcii. Navinul
médeny drdt A mnohokrdt kolem jedné poloviny prstence, na druhou stranu navinul asi 60
stop dalstho dratu B. Spojil konce dratu B médenym dratem, ktery vedl nad magnetkou. Oba
konce dratu A spojil s baterii: objevil se zietelny ucinek na magnetku — oscilovala a vratila se
do pivodni polohy. Po preruseni spojeni s baterii se opét objevil ucinek na magnetku .*.
Dal$im pokusem se Faradayovi povedlo proménit magnetismus v elektfinu, vsunutim
ty¢ového magnetu do civky, vznikl tak proudovy impuls, po vysunuti vznikl impuls opacny.

Toto nazval magnetoelektrickou indukci. [6]
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Obr. 5: Michael Faraday, prevzato z [11]

2.2.3 James Clerk Maxwell

Jamesi Clerku Maxwellovi se povedlo sestavit matematicky model elektromagnetickych
jevl, jenz ve svych poznatcich vyuzival Faradayovych experimentalnich objevii 0
elektromagnetickém poli. Ve svém dile dokonce i sam Maxwell hovoii o tom, Ze se jen snazil
o to, aby mohl ptelozit Faradayovy myslenky do matematického tvaru.[6].

Maxwell vychazel z analogie — mezi teoretickou hydrodynamikou a Faradayovou teorii
siloCar. Toto Maxwell podle [6] vyjadiil takto: ,,Abychom si vytvofili fyzikalni ptedstavu,
aniZ bychom ptevzali ur€itou fyzikalni teorii, je tfeba si osvojit fyzikalni analogie. Pod
pojmem fyzikalni analogie rozumim ¢astecnou podobnost mezi zakony jisté védy a néjaké
jiné védy, pficemz pomoci kazdou z nich miizeme znazornit pomoci druhé.*

S pomoci analogie uzité u magnetickych jevii se Maxwellovi podatilo naptiklad odvodit

rovnici kontinuity [6]:
div]=0 (2.10)
Vztah pro proudovou hustotu zavislou na intenzité magnetického pole definoval jako [6]:
J=rotH (2.11)
Maxwell také poukazal na rozpory u silového plsobeni mezi elektrickymi a

magnetickymi objekty, kdy se uzivaji vztahy pro Newtonovu gravitacni teorii. Tyto vztahy jiz

ale pfestaly byt dostacujici, nebot’ se mezi témito objekty neuplatiiovala jen jejich vzajemna
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rychlost, ale i rychlost relativni. Maxwell si vytvofil model pro elektromagnetickou soustavu.
Tento model mél byt vyplnén éterem s elastickymi vlastnostmi. Pokud se tento éter rozkmita
né&jakou velkou rychlosti, dojde k pfenaseni pohybu hmotnych ¢astic umisténych v prostoru.
Maxwell se toto snazil vysvétlit nejprve jen mechanicky, podle pohybt a napéti jiz zminéného
éteru. V tomto svém modelu pouzil poprvé vyznam elektromagnetické pole. Pro tento model

se Maxwell sestavil pomoci 20 ti velic¢in jeho 20 charakteristickych rovnic. [6]

Defini¢ni vztah pro vektorovy potencial podle [6] ve své dnesni podobé:

B=rotA (2.12.1)

Defini¢ni vztah pro vektorovy potencial podle [6] zapsany ve své dob¢ dle Maxwella:

dH  dG
pa = —— —
dy  dz (2.12.2)
o dF_an
gy = — — —/
dz  dx (2.12.3)
dG  dF
Ky = - -
dx  dy (2.12.4)

Obr. 6: James Clerk Maxwell, prevzato z [12]

2.2.4 Oliver Heaviside

Heaviside je dalsim z Maxwellovych pokracovatelt, diky studiu jeho teorie se
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nakonec stal jednim ze zakladateli vektorového poctu, pomoci né¢hoz mohl matematicky
formulovat tyto teorie, které diky tomuto ziskala na ptehlednosti. Zikladni zikony

Maxwelloévy teorie vyjadiené Heavisidem [6]:

rotH=] (2.13.1)
] E + oF
= -}.I' —_—
dt (2.13.2)
9E
rot E= —
dt (2.13.3)
div] =10 (2.13.4)
D= <E B=pH (2.13.5)
div D= p div B=10 (2.13.6)

Pro intenzitu elektrického pole E a magnetickou indukci B podle [6].:

E=1—2 ;00
4megre (2.14)
B=T 'HDQ,, (v X71)
dmre (2.15)
3
1’ 1’ 2
= (1— 2)(1— 2sinlE})
¢ ¢ (2.16)
Kde I" je Heavisiduv faktor

Heaviside se nezabyval jen teorii elektromagnetismu, ale feSil i1 rovnice, které popisuji
pfechodné jevy v linearnich obvodech. Podle [6] nahradil symbol pro derivaci d/dt

operatorem p a symbol integrovani

Lr(...] dr

je zde nahrazen takzvanym inverznim operatorem 1/p. Pokud budeme p povazovat za
algebraickou proménnou, potom muzeme tyto rovnice pievést na algebraické rovnice, které

1ze pak vyftesit pomoci znamych vzorcii.
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2.2.5 John Henri Poynting

Poyntingovi se podafilo vyjadfit tok hustoty vektorem, ktery je dnes nazyvan
Poyntingovym vektorem, a mizeme ho vyjadfit jako vektorovy soucin vektorii E a H,

ptevzato z [6].:

N=E xH (2.17)

Z této rovnice muzeme pak lze odvodit vztah pro elektromagnetickou energii, kterd bude

vytékat z oblasti o povrchu S:

T £ Ve (2.18)

2.2.6 Henrik Antoon Lorentz

Lorentz je povaZovan za zakladatele elektronové teorie. Zaklady jeho tivah byly podle [6]
stavény na rovnicich pole charakterizovanych pro vakuum, k popisu tohoto pole mu postacily
jen dva vektory — E (elektricka intenzita) a H (magneticka intenzita). Latkové prostiedi
charakterizoval bodovymi ndboji, které dle jeho tvah byly rozlozeny s urcitou
mikroskopickou strukturou I'mikro @ pohybovaly se prostorem rychlosti v. Mikroskopické pole

odvozené pomoci Lorentzovych vztaht vypada takto [6]:

de
roth= p_ ... v+ 03 (2.19.1)
. 1
dl'l? g = _pmik?"l?
S (2.19.2)
o dh
rote = —my— (2.20.1)
div h=10 (2.20.2)

Tato teorie ma velky rozsah platnosti, a7 do rozmérti 10™* cm. K t&mto vztahiim existuje

jeste Lorentzova rovnice pro silu, ktera ptisobi na naboj q v daném prostiedi a ma néjakou
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rychlost v. Tato rovnice je pro vefejnost jeho nejznaméj$im poc¢inem a je znama pod nazvem

Lorentzova sila [6].

F =q (E+ vB) 2.21)

2.3 Matematicka teorie

2.3.1 Simeodn Denis Poisson

Poisson se jako jeden z prvnich pokusil dat teoretickému pojeti elektfiny a magnetismu
matematicky tvar. Jeho snahy vychazely z jiz dobfe znamych poznatkt ovéfenych jiz nékolika
slavnymi jmény — Franklin, Coulomb, atd. Jednalo se piedevsim o tyto vlastnosti fyzikalnich
systémd, rozdélenych podle [6]:

e Vsechna télesa jsou nositeli dvou fluid. Jsou — li jejich mnozstvi v rovnovaze,
téleso se nachazi v tzv. pfirozeném stavu, pokud je tato rovnovéha porusena,
téleso je kladné€ nebo zéporné elektrované.

e V kovech se fluida dobie §ifi, zatimco v izolantech nikoliv.

e Fluidum, jez je ptivedené na kovové téleso v pfirozeném stavu, se rozlozi po
jeho povrchu.

o Castice souhlasnych & opa¢nych fluid se odpuzuji silou, ktera je nepiimo
umérnd ctverci jejich vzdalenosti. Uvnitt kovového télesa je silové plsobeni

fluid vzdy nulové.

Snaha vytvofit matematicky model tohoto systému ho dovedla az k tomu, aby se pokusil
zobecnit gravitaéni zédkon pro silu formulovany Newtonem, pficemz tato sila neplisobi mezi
dvéma hmotnymi body, ale ptisobi mezi dvojici n¢jakych libovolnych téles. Tento poznatek

byl jiz definovan vztahem F= - grad(op) a vztahem: [6]

Ag =0 (2.22)

Z téchto poznatkli poté Poisson vytvofil vztah platici i pro vnitini oblast uvazovanych téles,

jenz je v [6] zapsan takto:
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Ap = —4mp . (2.23)

2.3.2 George Green

Dalsi vyznamnou postavou v historii elektrotechniky a matematiky je George Green,
ktery pfi zpracovavani téchto poznatkii vytvoril matematicky vztah, ktery dnes mizeme znat

pod nazvem Greenova véta a poté i funkci G, tzv. Greenovu funkci[6]:

Greenova véta:

dy ay
f (@A — WAQ)AY = f (e3-v3)
v 5 n “ (2.24)
Kde:
Vv uvazovana prostorovd oblast
S hranicni plocha
oy Spojité funkce v tomto prostoru
Greenova funkce:

Tato funkce je charakterizovana jen uvniti prostorové oblasti, na povrchu S je tato funkce

rovna nule [6].

1
G = ;+ m(frn!grxr}rrzj

(2.26)
Kde
G tvar funkce uvniti prostorové oblasti V
NE&n ) Mk y, z) dva body oblasti V
R vzddlenost mezi dvema body
0} funkce harmonicka v celé oblasti V

2.3.3 William Thomson

William Thomson jako feditel nové atlantické telegrafni spolecnosti se pokousel
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realizovat polozeni telegrafniho kabelu, ktery by spojil Ameriku s Evropou. A¢ prvni pokus
selhal, tento kabel se nakonec povedlo polozit, bohuzel byl zni¢en pii oblanské valce
v Americe roku 1861. [13]

Thomson byl prvnim ve vypracovani teorie dlouhého vedeni s ohledem na odpor R a
kapacitu C. Sestavil tzv. difuzni rovnici v diferencialnim tvaru pro napéti u(t) v néjakém
misté X na vedeni: [6]

G
dx? dat (2.27)

3 Platnost infinitezimalnich modelti elektromagnetickych
poli

K odvozovani vztahi mezi fyzikalnimi veli¢inami a zkoumani jejich chovani v urcité
realité slouzi konkrétni vztazené modely, jejichZ charakter miiZze byt fyzikalni, matematicko-
analyticky nebo graficky (schématicky). VySe jsme se zminovali napt. o Maxwellové
elastickém modelu elektromagnetického pole, s jehoZ pomoci odvozoval poznatky pro své
rovnice. Pokud budeme takto premyslet, je tieba vzit v potaz, Ze jevy popisované integralnimi

funkcemi se — stejné jako vSechny ostatni - odehravaji v uréitém prostoru a Case.

3.1 Integrace v prostoru

Prostorova integrace se uplatiuje bud’ pii urCovani celkové energie konkrétniho
prostorového usporadani (objektu), respektive velicin, které tuto energii charakterizuji, nebo
pfi stanovovani souhrnného parametru (vlastnosti) prostorové soucasti. V druhém piipadé jde
o integraci urCité vlastnosti prostiedi a vysledkem v elektrotechnice mtize byt naptiklad
kapacita, induk¢énost, odpor nebo vodivost idealizovaného obvodového prvku.

Sledovana vlastnost prostedi (permitivita, permeabilita, rezistivita, atd.) pfitom miiZze byt
rozlozena homogennim ¢i nehomogennim zpisobem a casto uvazujeme, ze se muze
V prostoru ménit i nespojité. Pfi blizSim nahledu na realné prostiedi si vSak uvédomime, ze
jeho vlastnosti jsou urCeny hmotnymi Casticemi, v ném rozlozenymi, které se uplatiuji
vyluéné prostiednictvim interakei svého pole.

Makroskopicky jde pouze o pole elektromagnetické a gravitacni, pfi subatomarnich
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vzdalenostech pak pfistupuje pole tzv. silnych interakei. V kazdém ptipadé se vyjmenovana
pole S§ifi prostorem spojité, eventudln¢ kvazikontinudlné.  Posledni termin se tyka
predpokladu diskrétni struktury prostoru a casu, takZze zmény hodnot poli by byly téz
diskrétni, ale rozdil hodnot, piislusnych sousednim prostorovym elementim, nikdy
neptfesahne odpovidajici elementarni kvantum energie. V dostatecné rozsdhlém meétitku, kde
elementéarni délka jiz neni patrnd, nelze pak zaznamenat ani nespojitosti velicin pole.

Z uvedeného vyplyva, ze vlastnosti prostiedi a energie v ném rozlozend se — pfi
zanedbani dosud ani neprokdzané diskrétni struktury prostoru (a ¢asu) — méni zadsadné spojite.
Rozdily ve strmostech zmén — V prostorovych derivacich — v§ak mohou byt diametralni, o

mnoho fadu.

3.2 Integrace v ¢ase

Podstatou vsech fyzikalnich jevl je energie, jeji pfemény v ¢ase a pienos v prostoru.
Fyzikdlni veliCiny, s vyjimkou prostorové a casové metriky a parametrii prostiedi, jsou
zavedeny tak, aby popisovaly projevy energie Vv prostoru a ¢ase. To znamena, Ze vSechny
fyzikalni veli¢iny piislusné fyzikdlnim dé&jim jsou ve skuteCnosti stavové a charakterizuji
miru energie v soustavé. Vylou¢ime-li na zdkladé odvéké zkuSenosti lidstva nekonecné
vykony, lze tvrdit, ze vSechny fyzikalni veliCiny jsou ,,setrvacné* a spojité v Case.

Opét plati, Ze mnoZstvi energie akumulované v uvaZzovaném systému v riznych forméach
mohou byt vzajemné nesouméfitelnd. Derivace zmén nékterych fyzikalnich veli¢in se tak
mohou o mnoho fadu lisit od jinych. Jestlize v uréitém ¢asovém méfitku sledujeme pomalejsi
dé¢je, odpovidajici hlavnimu toku energie, je logické, ze jevy v daném méfitku nezobrazitelné
povazujeme za okamzité, s nespojitym chovanim. Je to potieba i s ohledem na zjednoduseni a

zptehlednéni abstraktnich modeli.

3.3 Fyzikalni a matematické modely

Analyza v elektrotechnice, stejn€ jako vSude jinde, spociva v hledani adekvatnich model
reality. Pfifazeni vhodného modelu k objektu je ekvivalentem jeho pochopeni. Dokud neni
nalezen zadny model, nelze predpovédét chovani objektu a to se zda byt zcela nepochopitelné.

Jelikoz realita je téméf nekonecné slozitd a rGznymi zplisoby vzajemné propojena (je

koherentni a zfejm¢é nema separatni Casti), kazdy raciondln¢ pochopitelny model musi byt
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zjednoduSen v maximalni mozné mife. Pozaduje se, aby zjednoduSeny model vystihoval
chovani objektu s chybou, kterd odpovida moznostem rozliSeni pii méfeni dané fyzikalni
veli¢iny.

V technické praxi se hranice zanedbatelnosti obvykle pohybuje mezi 1 % a 0,1 %.
Ptiblizné v téchto mezich se pohybuje i rozliSeni intenzit dvou soucasnych signalt v ptipadé
lidského sluchu a zraku.

Uvedenou relativné nizkou pfipustnou hodnotu chyby miize zjednoduseny model
garantovat vzdy jenom v omezeném rozsahu hodnot. Riznym intervalim (napfi. frekvenci,
teplot, napéti atd.) je nutno pfifazovat rizné modely, liSici se stupném abstrakce a tim, které
tzv. okrajové vlivy a vazby mohou byt zanedbany.

Te&zistém prace pii vytvareni modeli je rozhodovani o tom, co jesté 1ze zanedbat (a tedy
musi byt zanedbano) a které zavislosti je jiz nutno respektovat. Nejcastéjsi idealizace modelll
v elektrotechnice spocivaji v zanedbani konecné rychlosti Sifeni elektromagnetické energie,
zanedbani odporu, kapacity a indukcnosti vodi¢l, v linearizaci vlastnosti prvkl (vlastnost
prvku se povazuje za konstantni vzhledem k proménnym) a vtom, Ze u kazdé soucastky
uvazujeme pouze jedinou dominantni vlastnost, zatimco ostatni hodnotami nepodstatné
abstrahujeme.

V elektrickych obvodech se zpravidla nejdfive formuluji topologické modely — schémata
— svyznacenim fyzikalnich vlastnosti idealizovanych elementd. Nasledné se model
standardnimi postupy (metoda smyckovych proudt, metoda uzlovych napéti) prevadi do
matematické podoby — soustavy rovnic. V matematické formé& se pak nabizeji dalsi
ekvivalentni Upravy v ramci tzv. feSeni soustavy. V podstaté jde o otaceni matematického
modelu tak, aby informace implicitné v ném obsazené byly zobrazeny explicitné a bez
vzajemnych kombinaci.

V dusledku idealizace se nékteré veli¢iny v modelech stavaji nespojitymi v prostoru nebo
case. Napiiklad kazdy bod prostoru vykazuje permitivitu a permeabilitu, typicky vakua.
Kazdé¢ prostorové usporadani (objekt) tedy jevi kapacitu 1 indukénost. Pokud ovsem budeme
modelovat induktor, jehoZ induk¢nost je vyrazné zvySena pouzitim feromagnetického jadra a
vz4ajemnymi vazbami mezi zavity vinuti, budeme jeho kapacitu jako nepodstatnou (akumuluje

malé mnozstvi energie) zanedbavat.

3.4 Maxwellovy rovnice

Maxwellovy rovnice jsou V dne$ni dobé zapisovany v diferencidlnim tvaru pro
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nekonecné maly element a v integralnim tvaru pro makroskopické uzaviené kiivky ¢i oblasti.

dIr
= H-dl=7+ —
rotH—J+a—D é di
ot 14
P
- E-dl=——,
rotE=—a—B f; dt
ot
N jéD-dS:Q,
divD = p s
B fB-ds:u.
divB =0 5

Zatimco jejich integralni forma se snadno vyrovnd 1 s nespojitosmi vlastnosti prostiedi,
diferencialni tvar v nediferencovatelnych bodech na (nespojitém) rozhrani prostiedi nemusi
fungovat.

Jak bylo ukézano vyse, jde pouze o umély problém. Realita nespojitosti nezna, ty se
vyskytuji jen v idealizovanych abstraktnich modelech. Prostfedi se vzhledem ke své polni
podstaté na prechodu z jednoho do druhého prolinaji, a proto pii pfechodu mezi prostiedimi
se 1 elektromagnetické velic¢iny ve skute¢nosti méni plynule

Pokud bychom nalezli a akceptovali diskrétni model prostoru a ¢asu, bylo by vhodné
jejich elementarni kvanta postulovat jako absolutni jednotky délky a Casu. Soutadnice by pak
byly dany celociselnymi udaji.

Linearni spojité modely by se pro makroskopické ulohy nadale s vyhodou pouZzivaly, ale
alternativné by bylo mozné pro mikroskopické ucely nahradit integrace sumacemi a derivace
rozdily hodnot sousednich elementli. VyfeSily by se tak tieba potize pfi modelovani
homogenniho vedeni, kde od elementu pozadujeme, aby byl soucasné jednotkovy a ptitom
nekonecné maly.

Operace rotace by dostala interpretaci orientovaného souctu vektorl v elementarni
smycce (smycka v obecné prostorové poloze) a zacala by korespondovat s druhym
Kirchhoffovym zékonem. Podobné divergence by byla chédpana jako soucet vektori,
incidujicich s elementarnim uzlem a korespondovala by sprvnim (proudovym)
Kirchhoffovym zdkonem. Soucasné by se stala zfetelnou nulova bilance obou operaci u

fyzikalnich poli, podobné jako se uvazuje v elektrickych obvodech u Kirchhoffovych zakont.
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4 Dualita poli

Dualitu mizeme definovat jako inverzni analogii na dvojici objektl, jevli nebo metod.
Uplna dualita zahrnuje dvojakost v obsahu i form&, neboli v objektech (resp. veli¢inach) a ve
zpusobu jejich interakei [14].

S dualitou se lze setkat jiz na ryze abstraktni rovni v mnoha matematickych a logickych
souvislostech. V rdmci Booleovy algebry jde o znamé De Morganovy zdkony, které uvadéji
do dudlniho vztahu logicky soucin a logicky soucet, za piedpokladu, ze operujeme S
negovanymi veli¢inami (véetné vysledku).

Dukladné je zpracovdna problematika dudlnich postupi a dudlnich metod mj. pfi
optimalizacich v Opera¢nim vyzkumu (Simplexova metoda, Modifikovany dopravni
problém,...). Teorie duality je tu vyznamnym nastrojem pro testovani optimality feSeni. Plati
véta, ze zdkladni feSeni, které je souCasné piipustné pro primarni i1 dudlni formulaci
optimaliza¢ni ulohy, je feSenim optimalnim.

V elektrotechnice mizeme spatiovat vztah duality napfiklad v teorii obvodi mezi
Kirchhoffovymi zakony, potazmo pak mezi metodou smyckovych proudii a metodou fezl
(specialn€ metodou uzlovych napéti).

Je zde rozliSovéana fyzikalni dualita a topologicka dualita. V prvnim piipadé jde o dvojici
prvku kapacitor — induktor, vlastnosti odpor — vodivost nebo veli¢iny napéti — proud. V ramci
topologické duality se k sobé ne zcela spravné pfifazuje dvojice smycka — uzel. Ve
skute¢nosti je smycka hranici, ktera déli rovinu na dvé ¢asti — exteriér a interiér. Ke kazdé této
¢asti dudlné piislusi jeden uzel, takZe pfesnéji jde o dualitu mezi smyckou a uzlovym péarem.

Dualita nepochybné patii k zakladnim principim fyzikalni reality. Z prostorového
hlediska je vesmés spojena také s ortogonalitou dudlnich objektti. Dualni zobrazeni patrné¢ ma
co ¢init s exponencialni funkci (pfifazeni 0 a 1 nebo vztah nasobeni a s¢itani, ale také ¢asova
a spektralni analyza fyzikalnich jevl). Pivod fyzikdlni duality mGzeme tu$it v dualité
prostoru a c¢asu, resp. klidu a pohybu. Soucasné shledame, pro¢ dualita ve fyzikalni teorii
zdaleka nezaujima misto, které by ji mezi ostatnimi zakonitostmi mélo nalezet:

Dualni objekty by s ohledem na symetrickou analogii mély mit stejnou dimenzi. Prostor a
Cas takto nevnimame. Nase piedstavivost je orientovana vylu¢né prostorovée a je trojrozmérné
limitovana. Casové zavislosti, které nejsme schopni pfimo vnimat, spojujeme do jedné — tzv.
Casové — osy (tj. vSe, co neni vidét jako prostor). Zde muze byt piicina nesoumérného pojeti
prostoru a Casu, které blokuje $ir§i uplatnéni pojmu duality tfeba v ptipadé elektrického a

magnetického pole.
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Ptirodni procesy i1 technické regulace vedou zpravidla ke konvergentnim pribéhiim.
Casto je Ize modelovat jako linearni soustavu 1. fadu. ReSenim &asového priibéhu, podle
kterého se piislusné veli¢iny pfiblizuji k pozadovanému ustdlenému stavu, je pak
exponencialni funkce. Fyzikalni realita generuje exponencidlni funkci prostfednictvim
zaporné zpétné vazby. Rychlost konvergence k ustdlenému stavu vyplyva z rozdilu cilové
hodnoty a aktualni hodnoty. Umérné tomuto rozdilu se zvysuje sledovana veli¢ina. Cim mensi
je odchylka od cilové hodnoty, tim pomalejsi je konvergence k ni. Vysledkem je teoreticky
nekoneény prubéh prechodného jevu s funkci zpravidla

1_eth

Vnitini zadpornd zpétna vazba spociva v tom, ze vysledna hodnota veli¢iny ovliviiuje
dalsi priibéh jejich zmeén.

Tento fidici algoritmus lze v diskrétni numerické podobé snadno simulovat pomoci
vypocetni ¢i mikroprocesorové techniky. Vypocet nové hodnoty a jeji korekce se provadi
vzdy v ekvidistantnich ¢asovych intervalech At.

V této souvislosti se nabizi moznost nahradit vyhodnocovani odchylky namisto
rozdilem podilem Zadané a aktudlni hodnoty. Vysledek nepficitat, ale korekci provadét
nasobenim. Ve skutecnosti jde o pfechod od numerické integrace k dudlni operaci, kde
opakované séitani je nahrazeno opakovanym nasobenim. V piedchozim textu bylo pfitom
ukazano, Ze sCitdni a nasobeni mliZeme povazovat za dudln€¢ sdruzené operace, které
vzajemné transformuje exponencialni funkce.

Zpracovat obecnou teorii dualniho aparatu k infinitesimalnimu poctu, definovat jeho
terminologii a analyzovat jeho moZné pfinosy vyrazné piesahuje rdmec bakalaiské
kvalifika¢ni prace. Této problematice bych se rada — budu-li k tomu mit podminky a moznosti

- vénovala v nésledujicich letech.
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Zaver

S pojmem derivaci a integralti se dnes setkame nejen v matematice. Jak jsem se snazila
V praci poukazat, metoda infinitezimalniho poCtu je nezbytna pro formulovani matematickych
vztaht, ale 1 pro formovani fyzikéalnich vztahii v teoretické ¢asti vSech technickych oborii.
Zprace je patrné, jak uzce matematika souvisi a spolupracuje s elektrotechnikou, ale i
s ostatnimi védnimi disciplinami.

Zakladni kdmen infinitezimalniho poctu, na ktery je prace zaméiena, byl polozen jiz pied
nékolika tisiciletimi ve Starém Recku. S postupem &asu se matematické uvaZovani
upeviovalo a lidé se snazili logicky vysvétlit pro né dosud nepochopitelné piirodni ukazy.
Formovani téchto myslenek potom vedlo k rozvoji matematiky, elektrotechniky a ostatnich
védnich oboru. Ztohoto je patrné, ze matematiku a elektrotechniku nelze zkoumat a
posuzovat jen z pohledu né€kolika stoleti zpét, ale je tfeba se podivat hloubé&ji do historie,
nebot’ lidé se s projevy elektiiny a magnetismu setkavali jiz od prvopocatkd, avSak vztahy a
zakonitosti v pfirod¢ panujici odhalovali jen velmi pomalu.

Prvni ¢ast prace je zaméfena na matematicky pohled vzniku infinitezimalniho poctu a to
pravé jiz od Starého Recka az po soucasnost.

Ve druhé kapitole jsem se snazila poukdzat na dulezité elektrotechnické a
elektromagnetické vztahy, které mohly diky postupné formulaci infinitezimalniho poctu
v matematice vzniknout.

Ve tretim bodé€ prace je zobecnén pohled na ,,idedlni modely* prostiedi, které souvisi se
vznikem fyzikalnich vztahli a pro€ viibec se viibec tyto modely tvofi.

V zavéru prace je poukazano porovnani, jak by vypadal integralni pocet, pokud by byl
vyjadifen v dudlni formé, a tedy ne jako vysledek nekonecného souctu veli¢in, nybrz jako

nekonecny soucin.
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