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Statické a dynamické modely třecı́ sı́ly při modelovánı́
olopatkovaných disků se třecı́mi vazbami
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1 Úvod
Třenı́ je jev doprovázejı́cı́ pohyb mechanických systémů, který má zpravidla negativnı́

účinek ve formě vzniku vysokých teplot a opotřebenı́ materiálu v mı́stech kontaktu. Mezi
kontaktnı́mi plochami vznikajı́ třecı́ vazby, jejichž velikost se odvı́jı́ od velikosti třecı́ch sı́l.
Tyto vazby vnášejı́ do systémů silnou nelinearitu, která v řadě přı́padů lépe odpovı́dá reálnému
systému než náhradnı́ lineárnı́ vazby.

Výzkum třenı́ sahá až k Leonardu Da Vinci, jenž konstatoval, že třecı́ sı́la je přı́mo
úměrná normálové sı́le mezi dvěma plochami. Coulomb dále zavedl prvnı́ matematický model
třenı́, popisujı́cı́ závislost třecı́ sı́ly na relativnı́ rychlosti. Stribeck dále nalezl plynulý přechod
mezi tzv. statickým a dynamickým koeficientem třenı́. Statický koeficient třenı́ odpovı́dá sı́le,
kterou je třeba vyvinout na těleso v klidu, aby se dalo do pohybu. Dynamický koeficient od-
povı́dá třecı́ sı́le, která působı́ proti směru pohybu, je-li těleso již v pohybu.

2 Statické a dynamické modely třecı́ sı́ly
Jako statické modely třenı́ označujeme základnı́, zjednodušené modely třecı́ sı́ly, kdy

většina z nich nepopisuje vliv ulpı́vánı́ (stiction). Tento jev přı́mo souvisı́ se statickým koefici-
entem třenı́ a nastává při malých relativnı́ch rychlostech a projevuje se ulpı́vánı́m kontaktnı́ch
ploch, kdy nedocházı́ k vzájemnému pohybu ploch, ačkoliv narůstá budı́cı́ sı́la.

Dynamické třecı́ modely, také nazývané stavové modely, jsou komplexnějšı́ modely,
které lépe odpovı́dajı́ třenı́ zejména v okolı́ nulové relativnı́ rychlosti interagujı́cı́ch ploch.
Zavádějı́ stavovou rovnici popisujı́cı́ vychýlenı́ fiktivnı́ch štětin imaginárnı́ho kartáče v kon-
taktnı́ ploše. Na obr. 1 jsou zobrazeny průběhy třecı́ sı́ly pro Coulombův, hladký Coulombův

-0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3

vrel [m/s]

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

F
t [

N
]

Coulomb

-0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3

vrel [m/s]

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

F
t [

N
]

Hl. Coulomb

v
d
 = 1×10-1

v
d
 = 1×10-2

v
d
 = 1×10-4

-0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3

vrel [m/s]

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

F
t [

N
]

Roz. Hl. Coulomb

 = 1×102

 = 1×103

 = 1×104

Obrázek 1: Vykreslenı́ třecı́ sı́ly

a rozšı́řený hladký Coulombův model. Lze zde zřetelně pozorovat vývoj matematických mo-
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delů třenı́. Na grafu Coulombova modelu je zobrazena nespojitost tohoto modelu, která zne-
snadňhuje numerické řešenı́. Hladký Coulombův model nahrazuje tuto nespojitost hladkou
funkcı́ a rozšı́řený hladký Coulombův model navı́c přidává Stribeckovu křivku a rozšiřuje tak
model o možnost popisu ulpı́vánı́. Podklady byly čerpány ze článku [Pennestri (2016)]. Moti-

Obrázek 2: Fotografie olopatkovaného disku s lineárnı́mi tlumiči a schéma matematického
modelu s lineárnı́mi vazbami. [Půst (2018)]

vacı́ výzkumu třecı́ch sil byla potřeba popisu olopatkovaného disku se třecı́mi vazbami, viz obr.
2, a zkoumánı́ odezvy systému na harmonické buzenı́ lopatek při uváženı́ běžı́cı́ vlny (running
waves) a možného flutteru od proudı́cı́ kapaliny [Půst (2018)]. Na obr. 3 je vlevo zobrazena

Obrázek 3: Odezva olopatkovaného disku při buzenı́ jedné lopatky (vlevo) a při buzenı́ všech
lopatek s jevem běžı́cı́ vlny (vpravo).

odezva 1. a 2. lopatky po vybuzenı́ 1. lopatky. Ze spodnı́ho grafu je možné vidět reakce sou-
sednı́ch lopatek na vychýlenı́ 1. lopatky a výrazně odlišné chovánı́ LuGre a Elasto-platického
modelu od zbylých. Vpravo je zobrazena odezva 1. lopatky při buzenı́ všech lopatek a vliv
fázového zpožděnı́ od běžı́cı́ vlny.
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