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Normalizace mı́ry nelinearity pro estimaci
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1 Úvod
Teorie lineárnı́ch systémů je velice podrobně probádaná oblast s širokou nabı́dkou efek-

tivnı́ch řešenı́. Bohužel, naprostá většina modelů reálného světa je nelineárnı́. V zájmu za-
chovánı́ racionálnı́ch výpočetnı́ch nároků se ve vhodných přı́padech v hojné mı́ře využı́vá
aplikace lineárnı́ch metod spı́še než plně nelinárnı́ch přı́stupů. Ke zjištěnı́ vhodnosti použitı́
lineárnı́ch metod je nezbytné kvantifikovat, jak moc je daný problém lineárnı́ či nelineárnı́.
Právě k tomu sloužı́ i nová mı́ra nelinearity navržená autory Liu a Li (2015). Jedná se o jedinou
mı́ru nelinearity speciálně určenou pro stochastické systémy, která dokáže zahrnout i vliv šumu,
který je nedı́lnou součástı́ stochastického modelu.

Tato mı́ra nelinearity má řadu výhodných vlastnostı́, které z nı́ dělajı́ takřka univerzálnı́
mı́ru nelinearity pro odhad. Bohužel, mı́ra má jednu nepřı́jemnou vlastnost - jejı́ hodnota je
ovlivněna implementacı́. Přesněji řečeno jejı́ hodnotu ovlivňuje volba jednotek. To je obzvláště
u normalizované mı́ry problém. Na následujı́cı́ch řádcı́ch bude tento problém analyzován.

2 Mı́ra nelinearity podle střednı́ kvadratické chyby
Liu a Li (2015) navrhli mı́ru nelinearity pro nelineárnı́ transformaci y = g(x,v) spojité

náhodné proměnné x a na nı́ nezávislém šumu v. Pro účely tohoto textu bude nelineárnı́ trans-
formace g omezena na přı́pady s multiplikativnı́m šumem, tj. y = g(x,v) = f(x) +π(x)γγγ(v),
kde f a π jsou vektorová a maticová funkce x přı́slušných dimenzı́ a γγγ je vektorová funkce v.
Speciálnı́m přı́padem multiplikativnı́ho šumu je šum aditivnı́ s π(x) = 1. Autoři předpokládajı́,
že lineárnı́ vztah mezi x a výstupnı́ náhodnou proměnou y nastává, pokud platı́ rovnost y =
L(x,w) = Ax + b + w, pro matici A a vektor b přı́slušných rozměrů a šum w.

Mı́ra nelinearity je autory definovánaM =
√

min
A,b,ψ(w,v)

Ex,w,v[‖g(x,v)− L(x,w)‖22] a

jejı́ normalizovaná verze je M̃ = M/
√

tr(Σgg), kde Σ(·) je kovariančnı́ matice (·) a ψ(w,v)
je sdružená distribučnı́ funkce. Pro nelineárnı́ transformaci s multiplikativnı́m šumem má mı́ra
hodnotuM =

√
tr(Σff −ΣfxΣ−1

xxΣxf ) + tr[E(π̃̃π̃πT π̃̃π̃π)Σγ], kde π̃̃π̃π = π − E[π].
Za pozornost stojı́: a) kdyby byla f(x) lineárnı́ v x, vzhledem k závislosti šumu na x

budeM =
√

tr E(π̃̃π̃πT π̃̃π̃π)Σγ), b) v přı́padě aditivnı́ho šumu druhá stopa matice zmizı́ a nenor-
malizovaná mı́ra nebude záviset na šumu. Na šumu bude vždy záviset až normalizovaná mı́ra
nelinearity, která vznikne přenásobenı́m mı́ry normalizačnı́ konstantou (tr(Σgg))

−1/2.

3 Kritika
Výsledné řešenı́ obsahuje stopu matice. Stopa matice jako součet prvků na diagonále

zcela ignoruje fyzikálnı́ realitu a v přı́padě různých jednotek složek y může vést k nesmy-
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slným závěrům (ve smyslu interpretace). V přı́padě normalizované mı́ry bude dokonce drama-
ticky ovlivňovat do jaké mı́ry je funkce nelineárnı́. Přı́klad: Objekt v kartézských souřadnicı́ch
x = [x, y]T je sledován radarem v polárnı́ch souřadnicı́ch jako vzdálenost a úhel, tj. y =
[
√
x2 + y2[km], arctg(y/x)[◦]]T a náhodná proměnná x má gaussovské rozdělenı́ se střednı́

hodnotou [1, 1]T [km] a kovariancı́ 10−3 ·σ2 · I [km2], kde hodnoty σ2 jsou postupně voleny z in-
tervalu 〈10−4, 102〉 a I je jednotková matice. Obrázek 1 ilustruje závislost normalizované mı́ry
nelinearity na zvolených jednotkách implementace. Pro různé relevantnı́ implementace může
vyjı́t normalizovaná mı́ra i o 60% jinak, což je zcela neakceptovatelné.

4 Řešenı́ závislosti na jednotkách složek stavu
Řešenı́m problému je zajištěnı́ bezrozměrosti jednotek složek stavu ještě před jejich

sečtenı́m stopou matice. Toho lze elegantně dosáhnout zavedenı́m pozitivně definitnı́ symet-
rické váhové matice W do návrhového kritéria, tj.

M(W) =
√

min
A,b,ψ(w,v)

Ex,w,v[(g(x,v)− L(x,w))TW(g(x,v)− L(x,w))]

=
√

tr(W(Σff −ΣfxΣ−1
xxΣxf + Ex[π̃̃π̃πΣγπ̃̃π̃πT ])),

Za povšimnutı́ stojı́, že volba W = I vede na původnı́ mı́ru nelinearity a volba (tr(Σgg))
−1/2

na původnı́ normalizovanou mı́ru.
Z analýz vyplynuly dvě možné volby váhové matice W zajišt’ujı́cı́ nezávislost na im-

plementaci: a) W = 1
ng

Σ−1
gg , b) 1

ng
diag−1(Σgg), kde ng je výstupnı́ dimenze transformace g a

diag značı́ výběr diagonálnı́ch prvků matice. Výhodou volby a) oproti b) je, že plně respektuje
korelovanost jednotlivých složek y, ale inverze Σgg může při špatné podmı́něnosti způsobovat
problémy. Obě volby také (stejně jako (tr(Σgg))

−1/2) zajistı́ normalizaci na požadovaný inter-
val 〈0, 1〉. Výsledky nově navržených měr pro stejný přı́klad ilustruje Obrázek 2. Ani jedna z
měr nynı́ nezávisı́ na implementaci.
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implementace v [m] a [°]

implementace v [m] a [rad]

Obrázek 1: Vliv implementace na původnı́
normalizovanou mı́ru nelinearity.
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Obrázek 2: Normalizované mı́ry nelinea-
rity bez vlivu implementace.
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