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Normalizace miry nelinearity pro estimaci

Jindfich Havlik!

1 Uvod

Teorie linearnich systémi je velice podrobné probadana oblast s Sirokou nabidkou efek-
tivnich feSeni. BohuZel, naprosta vétSina modeld redlného svéta je nelinearni. V zajmu za-
chovani raciondlnich vypocetnich narokti se ve vhodnych pfipadech v hojné mife vyuziva
aplikace linearnich metod spiSe nez plné nelindrnich piistupd. Ke zjisténi vhodnosti pouziti
linearnich metod je nezbytné kvantifikovat, jak moc je dany problém linedrni ¢i nelineérni.
Préavé k tomu slouZi i nova mira nelinearity navrzena autory Liu a Li (2015). Jedna se o jedinou
miru nelinearity specidlné ur¢enou pro stochastické systémy, ktera dokdze zahrnout i vliv Sumu,
ktery je nedilnou soucasti stochastického modelu.

Tato mira nelinearity mé fadu vyhodnych vlastnosti, které z ni délaji takika univerzalni
miru nelinearity pro odhad. BohuZel, mira md jednu nepfijemnou vlastnost - jeji hodnota je
ovlivnéna implementaci. Pfesnéji feceno jeji hodnotu ovliviiuje volba jednotek. To je obzvlasté
u normalizované miry problém. Na nasledujicich fadcich bude tento problém analyzovan.

2 Mira nelinearity podle stredni kvadratické chyby

Liu a Li (2015) navrhli miru nelinearity pro nelinedrni transformaci y = g(x, v) spojité
nahodné proménné x a na ni nezavislém Sumu v. Pro ucely tohoto textu bude nelineédrni trans-
formace g omezena na piipady s multiplikativnim Sumem, tj. y = g(x, v) = f(x) + 7 (x)y(v),
kde f a 7 jsou vektorova a maticové funkce x ptislusnych dimenzi a 7y je vektorova funkce v.
Specidlnim ptipadem multiplikativniho Sumu je Sum aditivni s 7w(x) = 1. Autofi pfedpokladaji,
Ze linearni vztah mezi x a vystupni ndhodnou proménou y nastava, pokud plati rovnost y =
L(x,w) = Ax + b + w, pro matici A a vektor b pfislu$nych rozmérd a Sum w.

Mira nelinearity je autory definovdna M = \/A br?bln " Exwvlllg(x,v) — L(x,w)|3] a

jeji normalizovand verze je M = M/+/tr(Z,,), kde ¥ je kovarianéni matice (-) a 1(w, V)
je sdruzend distribu¢ni funkce. Pro nelinedrni transformaci s multiplikativnim Sumem mé mira
hodnotu M = /tr(Xy; — X7, 218, ) + tr[E(777) X, |, kde # = 7 — E[x].

Za pozornost stoji: a) kdyby byla f(x) linearni v x, vzhledem k zavislosti Sumu na x
bude M = /tr E(777)X,), b) v pfipadé aditivniho Sumu druhd stopa matice zmizi a nenor-
malizovand mira nebude zaviset na Sumu. Na Sumu bude vZdy zdviset aZ normalizovand mira
nelinearity, kterd vznikne prendsobenim miry normaliza¢ni konstantou (tr(X,,)) /2.

3 Kritika

Vysledné feseni obsahuje stopu matice. Stopa matice jako soucet prvki na diagonéle
zcela ignoruje fyzikalni realitu a v pripadé riznych jednotek slozek y muze vést k nesmy-
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slnym zavérim (ve smyslu interpretace). V piipadé normalizované miry bude dokonce drama-
ticky ovliviiovat do jaké miry je funkce nelinearni. Priklad: Objekt v kartézskych soufadnicich
x = [z,y]" je sledovdn radarem v poldrnich soufadnicich jako vzddlenost a tdhel, tj. y =
(/22 + y2[km], arctg(y/x)[°]]" a ndhodnd proménnd x mé gaussovské rozdéleni se stfedni
hodnotou [1, 1] [km] a kovarianci 1073 - o2 - I [km?], kde hodnoty o2 jsou postupné voleny z in-
tervalu (107, 102) a I je jednotkové matice. Obrdzek 1 ilustruje zavislost normalizované miry
nelinearity na zvolenych jednotkdch implementace. Pro rizné relevantni implementace muze
vyjit normalizovand mira i o 60% jinak, coZ je zcela neakceptovatelné.

4 ReSeni zavislosti na jednotkach sloZek stavu

Resenim problému je zaji§téni bezrozmérosti jednotek sloZek stavu jestd pred jejich
seCtenim stopou matice. Toho lze elegantné dosdhnout zavedenim pozitivné definitni symet-
rické vdhové matice W do ndvrhového kritéria, tj.

MOW) = [, it Bl (g0 ) = L )T W(glx, ) = L. w)]

= \J(W(Sy; — B.518,, + BJFS,77))),
Za pov§imnuti stoji, Ze volba W = T vede na pivodni miru nelinearity a volba (tr(3,,)) /2
na puvodni normalizovanou miru.

Z analyz vyplynuly dvé mozné volby vahové matice W zajistujici nezdvislost na im-
plementaci: a) W = nigEg_gl, b) % diag_l(Egg), kde n4 je vystupni dimenze transformace g a
diag znaci vybér diagondlnich prvkd matice. Vyhodou volby a) oproti b) je, Ze plné respektuje
korelovanost jednotlivych sloZek y, ale inverze 3 , miZe pii Spatné podminénosti zplisobovat
problémy. Ob& volby také (stejné jako (tr(X,,))~'/?) zajisti normalizaci na poZadovany inter-
val (0,1). Vysledky nové navrzenych mér pro stejny piiklad ilustruje Obrazek 2. Ani jedna z
mér nyni nezdvisi na implementaci.
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Obrazek 1: Vliv implementace na pivodni Obrazek 2: Normalizované miry nelinea-
normalizovanou miru nelinearity. rity bez vlivu implementace.
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