Zapadoceska univerzita v Plzni
Fakulta aplikovanych véd

Katedra matematiky

DIPLOMOVA PRACE

Teorie fetézovych zlomkt a jejich
aplikace

Plzen, 2022 Bc. Patrik Drda



V4

Prohlaseni

Prohlasuji, Ze jsem pfedloZenou praci vypracoval samostatné a s pouZitim citovanych
prament.

VPlznidne ............



Podékovani

Timto chci podékovat svému vedoucimu prace RNDr. Petru Tomiczkovi, CSc, Ze mi
umoznil zpracovat dané téma préce, déle za vztficnost a odborné rady pii konzul-
tacich a psani prace. Podékovani patii i mé rodiné a p¥itelkyni za podporu béhem
mého studia.

ii



Abstrakt

Tato prace se zabyva studiem analytické teorie fetézovych zlomku a jejich pouzi-
tim v aplikaci, konkrétné v obecnych procesech zrodu a zaniku. Hlavnim cilem této
préce bylo predstavit metodu fetézovych zlomkii na feSeni téchto procesti. K lepsimu
pochopeni metody se seznamime se zadkladnimi pojmy a definicemi z analytické te-
orie fetézovych zlomkd, jejich korespondenci a konvergenci. Chceme docilit toho,
aby ¢tendf pii ¢teni zavérecné kapitoly tykajici se aplikace fetézovych zlomkd mél
jiz potfebné znalosti k lepsimu pochopeni dané metody. PfedloZime nékolik mo-
delti a budeme zkoumat vhodnost této metody. Vysledky porovndme s pfesnymi
vysledky (pokud existuji) a s vysledky ziskané z pouZité literatury. Kazda kapitola
také obsahuje nékolik pfikladd k lepSimu porozuméni daného tématu.

Klicova slova: Retézovy zlomek, korespondence, problém momentti, Laplaceova
transformace, obecné procesy zrodu a zaniku
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Abstract

This thesis is concerned with the study of the analytic theory of continued fractions
and its application to general birth and death processes. The main aim of this work
was to introduce the method of continued fractions to solve these processes. To bet-
ter understand the method, we will introduce the basic concepts and definitions of
analytic continued fraction theory, their correspondence and convergence. We want
to achieve that when the reader reads the final chapter on the application of conti-
nued fractions, he or she already has the necessary knowledge to better understand
the method. We will present several models and investigate the suitability of this
method. We will compare the results with exact results (if any) and with those obta-
ined from the used literature. Each chapter also contains several examples to better
understand the topic.

Keywords: Continued fraction, correspondence, moment problem, Laplace trans-
form, general birth and death processes
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Pouzité znaceni

R
C
C*

N

An, 4u(z), by, bu(z)
fns fn(2)

Ay, An(z)/ By, Bn(z)
Ay
R(z)

]
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mnoZzina pfirozenych ¢isel

prvky fetézového zlomku

n-ty aproximant fetézového zlomku
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= {a € R; z = |z|e’*}, argument komplexniho ¢&isla z
norma

skalarni soucin
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n-uzlova kvadratura

Hankeltv determinant
Jacobiho matice

distribu¢ni funkce
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Laurenttiv rozvoj funkce f
Taylortiv rozvoj funkce f
primd Laplaceova transformace
inverzni Laplaceova transformace
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Uvod

V soucasné dobé se na vétsiné ceskych skol nevyucuje teorie fetézovych zlomki
a studenti tak pfichazeji o matematicky objekt, ktery stal nejen u zrodu novych
matematickych obord, ale naSel si vyuziti i v aplikované matematice. V teorii ¢isel
jsou fetézové zlomky stéle aktudlni, ale analytickd teorie fetézovych zlomkt témér
upadla do zapomnéni.

Nasim cilem je tak pfedstavit ¢tenaftim analytickou teorii fetézovych zlomk a uka-
zat vyuziti fetézovych zlomki v teorii ndhodnych procesti, konkrétné v obecnych
procesech zrodu a zaniku. Inspirovani praci [28] a publikaci [19] se pokusime sro-
zumitelnou cestou pfedstavit metodu zaloZenou na reprezentaci Laplaceovy trans-
formace pomoci fetézovych zlomkt, kterou v ¢lanku [27] pfedstavili matematici
Murphy a O’Donohoe. Jejich motivaci pro tvorbu této metody byla série ¢lanki, kde
matematici Karlin a McGregor rozvinuli formalni teorii obecnych procesti zrodu
a zaniku, ve které vyjadfuji pravdépodobnosti pfechodu pomoci posloupnosti orto-
gonalnich polynomfi a spektralni miry. Zatimco tato prace pfinesla cenné teoretické
poznatky, stdle chybi jasny postup na uréeni ortogonalnich polynomt a miry sou-
visejici s libovolnou mnoZzinou intenzit rtistu a zdniku. Navic, pokud jsou zndmi
polynomy a mira, nemusi mit pravdépodobnosti pfechodu vhodnou analytickou
reprezentaci ¢i vhodny vypocetni tvar. Analytickou reprezentaci v uzavifeném tvaru
pro pravdépodobnosti pfechodu obecnych procesti zrodu a zaniku maji tak pouze
nékolik typti procesti. Mezi né patii napfiklad Poissontiv proces, Yueltiv proces ¢i
linedrni proces zrodu a zéniku.

V této préci si davame za cil sezndmit ¢tenafe s ptivodné prezentovanou metodou
a ukézat jeji vyhody ¢i nevyhody ve zvolenych modelech. Pfedtim vSak ¢tenare se-
zndmime se stru¢nou historii analytické teorie fetézovych zlomkti. Poté budou ve 2.
kapitole predstaveny zdkladni definice a vlastnosti o fetézovych zlomcich.

Ve 3. kapitole se budeme vénovat korespondenci mezi fetézovym zlomkem a moc-
ninnou fadou, nebot je zdkladnim kamenem k reprezentaci funkci fetézovym zlom-
kem. Vyhodou této reprezentace mohou byt lepsi konvergencni vlastnosti oproti
mocninné fadé.

V néavaznosti na 3. kapitolu budou ve 4. kapitole pfedstaveny zakladni typy fe-
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tézovych zlomki. Zaméfime se na jejich korespondencni vlastnosti a ukdZeme si
algoritmus na hledani fetézového zlomku z koeficientli mocninné fady. Tento al-
goritmus bude poté pouzit pfi pouziti studované metody k hledani kofent jistych
polynomt. Velkou ¢ast této kapitoly budeme vénovat spojeni tzv. problému mo-
mentti, Gauss—Christoffelovi kvadratury, fetézovych zlomk a ortogondlnich poly-



nom. Tato ¢ast vznikla z dtivodu lepsiho porozumeéni studované metodé€, kterého
se ndm nedostalo ve zminénych publikacich. Tak jako u fad, i u fetézovych zlomku
se setkdvame s pojmem konvergence. V 5. kapitole nalezneme nejdiilezitéjsi véty
a definice z teorie konvergence fetézovych zlomki, které budeme potfebovat znat
v zavére¢né kapitole.

Zavérecna 6. kapitola bude vytsténim vySe uvedenych kapitol. Pfedstavime si zde
studovanou metodu a vypocetni postupy této metody. Chceme docilit toho, aby
Ctendf pii ¢teni zdveérecné kapitoly mél jiz pottebné znalosti k lepsimu pochopeni
dané metody. Zavérem pfedlozime nékolik modelt a budeme zkoumat vhodnost
této metody. Vysledky budeme porovnavat s pfesnymi vysledky (pokud existujf)
a s vysledky ziskané v préci [28] nebo v [19].

Kazda kapitola také obsahuje nékolik pfikladt k lepSimu porozumeéni daného té-
matu obsaZeného v dané kapitole.



Kapitola 1

Historické priblizeni analytické teorie
fetézovych zlomka

V této kapitole si pfiblizime stru¢nou historii o analytické teorii fetézovych zlomki.
Navazujeme tak na historické pfiblizeni o kterém jsme pojednévali zde [8, str. 3-4].
Pfi psani této kapitoly jsme vychéazeli z [2].

Pocatek analytické teorie saha do 19. stoleti, které mtize byt povazovano za zlaty vék
fetézovych zlomkt. Bylo to obdobi, kdy tento obor byl zndm vSem matematiktim.
Mezi matematiky, ktefi pfispéli k tomuto rozvoji, byli napf. Cauchy, Gauss, Jacobi,
Hermit. Henri Padé ve své praci (1892) formuloval koncept racionalnich aproximaci
a zdtraznil spojenti s teorii fetézovych zlomka. V tomto stoleti se také objevuji prvni
pokusy dokdazat konvergenci fetézovych zlomki. Tyto vysledky vyvrcholily Stieltje-
sovym zaloZenim analytické teorie fetézovych zlomkd.

Ziejmé prvni, kdo ukazal skute¢nou uzite¢nost transformace divergentni mocninné
fady na konvergentni fetézovy zlomek byl Edmond Nicolas Laguerre. Tento vysle-
dek oteviel Stieltjesovi cestu k analytické teorii.
Laguerre vychdzel z urcitého integralu ve tvaru

|- T edu _ e T e du
zZ+u . u

Rozvojem tohoto integrdlu do mocninné fady ziskal

e uz —u
] = / (——— ;—...)e du

a integraci po ¢astech dostal fadu

]—1_£+2_1+
Tz z2 z3 A

ktera diverguje pro vSechna z.
Laguerre si vSak vSiml, Ze tato divergujici fada je formdalné rovna fetézovému zlomku

1 12 22 3?
z+1-z+3 -z+5—-2z+7 - "=
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Kapitola 1 — Historické pfiblizeni analytické teorie fetézovych zlomkt

ktery ma ekvivalentni zapis ve tvaru

Fe 11 1 1 1 1
Tzl z A2+ 3+

Zakladnim vysledkem, ktery Laguerre ziskal je, Ze | = F, tj. urcity integral je roven

fadé, ktera je odvozena z fetézového zlomku. Proto byl fetézovy zlomek pouze me-

zistupném mezi integrdlem a fadou. Jak bude uvedeno niZe, tento vysledek dosahl

své plné obecnosti aZ se Stieltjesovou praci.

Prvni dtikladny a obecny vyzkum divergentnich fad se datuje do roku 1886, kdy
Poincaré soucasné se Stieltjesem pracoval na asymptotickych fadach, které nazvali
semikonvergentnimi fadami. Tato studie vedla Stieltjese k jednomu z nejvyznamnéj-
Sich pfispévkt devatendctého stoleti v teorii fetézovych zlomkd.

Stieltjesova prace o fetézovych zlomcich byla velmi diikladna. Stala se vychodiskem
pro rozvoj mnoha myslenek v matematice, napitiklad spektralni teorie operatort.
Stieltjes byl skute¢nym zakladatelem analytické teorie fetézovych zlomkd, coZ je
podle definice, kterou uvedl Wall, teorie fetézovych zlomkd ve vztahu k analyze:
teorie rovnic, ortogondlnich polynomt, mocninnych fad, nekone¢nych matic, kva-
dratickych forem v nekone¢né mnoha proménnych, urcitych integralt, problému
momentti, analytickych funkci a s¢itdni divergentnich fad.

Stieltjestiv prvni ¢lanek o fetézovych zlomcich vysel v roce 1884. Zabyval se Gaus-
sovym kvadraturnim vzorcem

[ swaes Y A
- i=1

a fetézovym zlomkem

C_2 13 935 16/63
Tx- x - x — x =

Dokazal, ze pokud P, /Q; je n-tym aproximantem C, potom uzly xi,...,x, kva-
draturniho vzorce jsou kofeny n-tého jmenovatele Q,, ktery je polynom stupné n
a plati

Pn(x): Al S An
Qu(x) x-x X=Xy

Pokud x € [-1, 1], potom Ffetézovy zlomek konverguje k integralu ve tvaru
boar
-1 X— t

bf(t)at

x —t

Stejné vysledky plati pro

’
a

kde f je nezapornd funkce na [a, b].

Stieltjes byl velmi fascinovan metodou Gaussovy kvadratury a v roce 1884 byl prv-
nim, kdo dokézal jeji konvergenci pro libovolnou spojitou funkci v intervalu in-
tegrace. Také ho velmi nadchla analogie mezi Gaussovou kvadraturou a urcitym
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Kapitola 1 — Historické pfiblizeni analytické teorie fetézovych zlomkt

typem fetézovych zlomki. Po dobu deseti let, podnécovan korespondenci a pratel-
stvim s Hermitem, na tomto tématu usilovné pracoval a nakonec, jen nékolik mésicti
pred svou smrti, vytvofil sviij slavny spis Recherches sur les fractions continues, ktery
vysel v roce 1894.

Stieltjes ve své praci zkoumal fetézovy zlomek

1 1 1 1
mz tay tazztagt o

kde prvky a; jsou redlnd ¢isla a z je komplexni proménnd. Ukazal, Ze pokud fada
> a; diverguje, pak fetézovy zlomek konverguje k funkci F, ktera je analyticka
v komplexni rovin€ vyjma zaporné redlné osy a pocatku, tj.

F(z) = /O+°° da(t) ’

t+z

kde a(t) je omezena a neklesajici funkce na [0, +0). Pokud fada Y,/ a; konverguje,
potom suda a licha ¢ast fetézového zlomku konverguje k riznym limitdm F; a F; ve

tvaru roo oo
Fi(2) :/0 aq(t) 2 Pa2) :/0 sz(t).

t+z t+z

Retézovy zlomek lze forméIné rozvinout do fady ve tvaru

Co C1 Co
+ —.

z 22 28
kde koeficienty c; jsou v8echny kladné. Stieltjes ukézal jak ziskat koeficienty c;

z prvkil a;, ale tyto vyrazy jsou velmi komplikované. Naopak prvky a; lze ziskat
z koeficientt c;, napt. pomoci Hankelovych determinanti.

Uvedme, Ze v tomto spisu bylo obsaZeno mnoho novych diilezitych konceptti. Prvni
z nich nazval Stieltjes problémem momentii. Pro danou posloupnost (c,) hleddme
omezenou a neklesajici funkci a(x) na [0, +o0) takovou, Ze plati

+00
cn:/ t"da(t), n=0,1,....
0

Podle toho, zda je funkce « jedine¢nd nebo ne (coZ je podobné jako jednoznacnost F),
byl problém nazvén determinovany nebo nedeterminovany. Druhou novou myslenkou
je Stieltjestiv integril, protoZe funkce a muZe byt nespojita.

Na pocatku 20. stoleti byl problém konvergence fetézovych zlomki stéle aktudlni.
Matematici, ktefi piinesli dtlezité vysledky o konvergenci fetézovych zlomkt byli
napiiklad Pringsheim, Seidel, Worpitzky ¢&i Vleck. Posledni zminovany se jiz v roce
1903 pokusil rozsitit Stieltjesovo teorii na fetézové zlomky (nazyvané J-zlomky) ve

tvaru
1 ai a»

Z+b1 —Z+b2—Z+b3 -




Kapitola 1 — Historické pfiblizeni analytické teorie fetézovych zlomkt

kde prvky a; jsou kladnd redlna ¢isla a b; jsou redlnd cisla. V nékterych pfipadech
spojil tyto fetézové zlomky s typem urcitych integralt, které nalezl Stieltjes, ale s obo-
rem integrace pies celou redlnou osu.

Na Vleckovy vysledky navazal matematik Hubert Stanley Wall. Wall vytvoril te-
orii pozitivné definitnich fetézovych zlomkt, kterd rozsituje Stieltjesovu teorii na
J-zlomky s komplexnimi prvky. Tato teorie souvisi, jak uvidime ve 4. kapitole, s te-
orif tridiagonalnich matic. V roce 1948 vysla jeho publikace (viz [37]) zabyvajici se
analytickou teorii fetézovych zlomkd, kterd také zahrnovala maticovou teorii feté-
zovych zlomkti vyvijenou s jeho studenty ve 20 letech 20. stoleti. Poznamenejme, Ze
tato publikace navazuje na Perronovo knihu Die Lehre von den Kettenbruchen z roku
1913 (viz [29]). Tato kniha zahrnuje jak aritmetickou, tak analytickou teorii fetézo-
vych zlomkd.

Je vhodné zminit, Ze toto je pouze stru¢ny vytah z historie analytické teorie fe-
tézovych zlomkt, na které se podilelo mnoho znamych matematikdi, napf. Jones,
Magnus, Henrici, Waadeland, Lorentzen atd. Proto pro vice informaci o historii této
teorie doporuc¢ujeme knihu [2] nebo ¢lanek [23].

1.1 Aplikace fetézovych zlomku

Studium analytické teorie fetézovych zlomkt pfineslo s sebou i nékolik aplikaci.
Napriklad v roce 1926 matematik E. L. Ince publikoval knihu o oby¢ejnych diferenci-
alnich rovnicich (viz [17]), kde se zabyval souvislosti mezi diferencidlnimi rovnicemi

a fetézovymi zlomky. Jednd se o rozsifeni Eulerovy prace o Riccatiho diferencidlni
rovnici.

V roce 1929 matematik T. C. Fry pouZil fetézové zlomky pro feSeni problému s elek-
trickou siti. V siti Zebtikového typu vedou bézné zdkony teorie obvodti ke vzorci

1 1 1

F(P)=]1+72+]—3+74+...

kde admitance Y; jsou reciproké hodnoty odpovidajicich impedanci J;.

V roce 1954 vyvinul matematik Rutishauser tzv. kvocient difere¢ni algoritmus na
hledani v8ech kofenti daného polynomu (viz [32]). Podstatou tohoto algoritmu je

transformace fady

co (1 C2

z z2 3 T
do fetézového zlomku

ap 1+ar

z+a1 —z+azt

ap ai1dn asas
Z+a1 —z+ary+az — z+ag+as —

Jak takovou transformaci provézt ukazal Stieltjes v roce 1889.
Z fetézovymi zlomky se Ize také setkat v ¢lanku Methods of Conjugate Gradients for
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Kapitola 1 — Historické pfiblizeni analytické teorie fetézovych zlomkt

solving Linear Systems (1952) matematiktt M. Hestenese a E. Stiefela. Tato prace (viz
[13]) dava do souvislosti ortogondlni polynomy, fetézové zlomky a Gaussovo kvad-
raturu s metodou konjugovanych gradient.

V letech 1957 a 1958 vysla série ¢lanka ([20], [21] a [22]), kde matematici Karlin
a McGregor ukazali spojeni procesti zrodu a zaniku a Stieltjesova problému mo-
mentt. V této pritkopnické sérii clankt Karlin a McGregor rozvijeji formalni teorii
obecnych procesti zrodu a zaniku, které vyjadiuji své pravdépodobnosti pfechodu
v ¢lenech posloupnosti ortogonalnich polynomt (Q,(x),n > 0) a pravdépodob-
nostni miry ¢, tj. dokézali, Ze pravdépodobnost pfechodu P mtize byt vyjaddfena
jako

+00
P,']'(t) =P(X; =j|Xo=1) = ﬂj/ e"“Qi(x)Qj(x) dp(x), t>0,i,j=0,1,...,
0
kde koeficienty 7t; jsou definovény jako

1 pokud n=0,
Ty = AoAr -+ Ay

pokud n > 1.
‘LllluZ...‘un

Vzhledem k tomuto spojeni nebylo pfekvapenim, Ze Murphy a O’Donohoe v roce
1975 (viz [27]) zjistili, Ze fetézové zlomky a procesy zrodu a zaniku spolu také sou-
visi. Konkrétné ziskali fetézovy zlomek pfedstavujici Laplaceovu transformaci p,(t),
tedy pravdépodobnost existence populace o velikosti 7 v ¢ase t (tyto vysledky budou
predstaveny v 6. kapitole).

Na zavér této kapitoly poznamenejme, Ze z ceskych matematiki se teorii fetézovych
zlomkt vénoval Karel Rychlik, ktery do ¢estiny preloZzil druhé vydani Khinchinova
spisu z roku 1949 (viz [16])). S fetézovymi zlomky se Ize setkat v praci I. Babusky (viz
[1]) z roku 1955. V této préci se fetézové zlomky pouZivaji k feSeni soustavy line-
arnich rovnic s tplné regularni otevienou matici. Déle se fetézové zlomky objevuji
v ¢lanku Oldficha Vasicka (viz [35]) z roku 1964, kde je vyraz pro Laplace-Stieltjesovu
transformaci distribu¢ni funkce ¢ekaci doby podan ve tvaru nekone¢ného fetézového
zlomku. V roce 1983 byla vyvinuta ¢eskym fyzikem Jifim Horackem a T. Sasakawou
metoda fetézovych zlomkt k feSeni integrédlnich rovnic teorie rozptylu jako jsou
Lippmann-Schwingerova rovnice nebo Faddeevovy rovnice (viz [14]). Od této doby
do soucasnosti jsme nezaznamenali v ceské literatufe nové pfispévky k analytické
teorii fetézovych zlomki (narozdil od aritmetické teorie) i jejich vyuZiti v aplikaci.



Kapitola 2
Zakladni pojmy a definice

V této kapitole se sezndmime se zdkladnimi pojmy a definicemi z teorie fetézovych
zlomkt. Pfedstavime si také nékteré zdkladni vlastnosti fetézovych zlomk napt.

ekvivalenci, jejich sudé ¢i liché ztizeni. N4 zaveér kapitoly si tyto znalosti pribliZime
na piikladé.

Pro napséni této kapitoly jsme cerpali z [19], [26] a [37].

2.1 Symboly a notace

Vyraz

a1
by + (2.1)
az

bl +
as

b3+...

b2+

nazyvame fetézovym zlomkem, kde a, a b, jsou komplexni ¢isla a a, # 0. Nékolik
pohodlné€jsich zapist fetézového zlomku 1ze nalézt v literatute [37, str. 17].
Zde budeme (2.1) zapisovat ve tvaru

a a a a
e e R s Ko,

O b+ b+ b
V souladu s tim n-tj aproximant f, fetézového zlomku je vyraz
ai

fn:b0+ 1 s
b1+ 2




Kapitola 2 — Zakladni pojmy a definice

Retézovy zlomek je vice nez posloupnost aproximantti (f,). Na fetézovy zlo-
mek 1ze pohliZet jako na zobrazeni uspofddané dvojice posloupnosti ((a,), (b)) do
posloupnosti (f,). Tento jiny pohled na definici fetézového zlomku bude upfesnén
v nésledujici ¢asti.

2.2 Formalni definice. Konvergence.

Definice 2.1. Retézovy zlomek je usporddand dvojice

(@), ®2), (£). 22)
kde (a,) a (by,) jsou dané posloupnosti komplexnich ¢isel, a, # 0, a kde (f,) je

NP4

posloupnost komplexnich ¢isel z rozsifené komplexni roviny (tj. f,, € C* := CU {o0}),
které jsou dané vztahem

fn = Sn(O), n = 0,1,2,3,... ,

kde
SO(w) = SO(ZU), Si’l(w) = Sn—l(sn(w))/ n = 1/21 3/ sy
a
so(w) = bg+w, s,(w) = b -:—lw' n=1,2,3,....

Cisla a, a b, budeme nazyvat n-tijym cistecnym Citatelem a jmenovatelem (ziednodusend
proky). Vyraz nazyvame nekonecnym fetézovy zlomkem. V p¥ipadsg, Ze (a,) ma
kone¢ny pocet nenulovych ¢lenti, nazyvame konecnym tetézovym zlomkem. Dale
v textu predpokladame, Ze fetézovy zlomek je nekonec¢ny, pokud neni uvedeno

jinak.
Cislo
a
fn=51(0) =bo + - . , (2.3)
bl + 2
a
bz + 5
- ay
s
n
_ _ a4 In _ Ik
fo=$u@=bot - -t Kg (24)

tedy nazyvame n-tym aproximantem. Obecnéji zavedeme

ap 4az an

S"(w):b0+a+b_2+"'+bn+w

(2.5)
a ¢islo S, (w) € C* nazyvame n-tym modifikovanym aproximantem.

Matematickou indukci 1ze dokdzat (viz [37, str. 15]), Ze modifikovany aproximant
Su(w) 1ze napsat jako

Sp(w) =210 0y =0,1,2,..., (2.6)

9



Kapitola 2 — Zakladni pojmy a definice

kde hodnoty A;,-1, Ay, By-1, B, jsou nezavislé na proménné w a mtizeme je spocitat
pomoci rekurentnich vztaht

An = bnAn—l + LlnAn_z , (2.7)
B, =b,B,-1+ay,B,—», n=1,2,3,...

s pocatecnimi podminkami
Aq1=1,B41=0, Ap=by, Bo=1.

Pro n-ty aproximant f,, tedy plati

Fo=5,00) =2, fug =Su(00) = S,1(0) = S (2.8)

n n—1

A
B

S| >

Hodnoty A, a B, budeme nazyvat n-tym citatelem a n-tym jmenovatelem n-tého apro-
ximantu f, z fetézového zlomku (2.2). Dilezitou vlastnosti ¢isel A, a B, je tzv.
determinantni formule

n

= ApBy_1 — Ap_1By = (=1)""! 1_[ ar, k=1,2,3,.... (29
k=1

Dukazy vztahut (2.6), lze nalézt v [37, str. 15-16].

An An—l

An - Bn Bn—l

Definice 2.2 (Konvergence). Rekneme, Ze fetézovy zlomek (2.2) konverguje, jestlize
posloupnost aproximantti (f,) = (5,(0)) konverguje k limité f € C*. Potom takovou
limitu f nazyvame hodnotou fetézového zlomku. To znamen4, Ze mtizeme napsat

_ ‘ _ ‘ An _ +00 an
f= lim $,(0)= lim_ T = bo + I=<1 o (2.10)

2.3 Ekvivalentni transformace

Definice 2.3. Dva fetézové zlomky by + K(a,/b,) a do + K(cn/d,) nazveme ekviva-
lentni pravé tehdy, kdyZ maji stejnou posloupnost aproximantti. Ekvivalenci dvou
fetézovych zlomkd budeme znacit

+0o0 a +00 c
bo + B b—n = dQ + B d—n .
n=1 " n=1 "
Nasledujici véta charakterizuje ekvivalenci dvou fetézovych zlomkd.

Véta 2.4 ([19, str. 31]). Retézové zlomky bo + K(an/bn) a do+ K(cy/dn) jsou ekvivalentni
privé tehdy, kdyz existuje posloupnost komplexnich cisel (r,), kde ro = 1, 1, # 0 pro vsechna
n € N, takovd, Ze plati

do = bO, Cn = rnrn_lan Y dn = rnbn 7 n= 1, 2, 3, c e e (2.11)

10



Kapitola 2 — Zakladni pojmy a definice

Ddsledek 2.5. . .
& > 1
b [< —=b B —
0+n=1b” O+n=1d”’

n
do=by [ [a", n=1,23,....
k=1

kde

Dusledek 2.6. Jestlize b, # 0 pron > 1, potom by + K(a,/b,) = bp + K(cx/1), kde

c1=—, Cy= n=2,3,4,....

2.4 Zuzeni a rozsireni

V této sekci necht A, B, a f, oznacuje n-ty Citatel, jmenovatel a aproximant feté-
zového zlomku by + K(a,/b,) a necht C,,, D, a g, oznacuje n-ty Citatel, jmenovatel
a aproximant fetézového zlomku dy + K(cmm/dp). Potom do + K(cy/dm) nazveme
ziizenim Yetézového zlomku by + K (a,/b,) pouze tehdy, kdyz existuje posloupnost
(ny) takova, Ze

gk =fu,, k=0,1,2,.... (2.12)

Retézovy zlomek by + K(a,/b,) je potom nazyvan rozsirenim fetézového zlomku
do + K(Cn/dn)~
Pokud navic k (2.12) existuje posloupnost {ny} takova, ze

Ck=An, Dc=Bn, k=0,1,2,..., (2.13)
potom dy + K(cn/dy) nazyvame kanonickym ziiZenim fetézového zlomku by +

K(an/by).

2.4.1 Sudé zuzeni

Definice 2.7. Retézovy zlomek dy + K(c/dy) nazyvame sudym ziiZzenim nebo sudou
Cisti Fetézového zlomku by + K(a,/b,) pouze tehdy, pokud

Sn=fon, n=0,1,2,...
a sudym kanonickym ziiZenim Yetézového zlomku bg + K(a,/b,) pouze tehdy, kdyz
Ch=A, Dy=By,, n=0,1,2,....
Na otdzku existence sudého kanonického ztzeni ndm déva odpoveéd nésledujci véta.
Véta 2.8 ([26), str. 83-84]). Kanonické ziizent fetézového zlomku bo + K(a,/by) s
Cyn=A2, D,=By,, n=0,1,2,...

existuje pravé tehdy, kdyz by, # 0pron =1,2,3,..., a je dino vztahem

11



Kapitola 2 — Zakladni pojmy a definice

+00

K Cn a1by ara3by /by
a 4, 7 214
O+n=1 dn O+a2+b1b2_ﬂ4+b3b4+a3b4/b2_... ( )

kde
do=bo, c1 =aby, dy =ax+biby,

A24-2027-1b21
- = n=2,34,...,

c, =
ban—2 ’

a2n-1b2y

, n=2,3,4,....
ban—2

dp = az, + bay—1boy +

2.4.2 Liché zuzeni

Definice 2.9. Retézovy zlomek dy + K(c/dy) nazyvame lichym ziiZenim nebo lichou
Cisti Fetézového zlomku by + K(a,/by,) pouze tehdy, pokud

n :f2n+1/ n=0,1,2,...
a lichym kanonickym ziiZenim Yetézového zlomku bg + K(a,/b,) pouze tehdy, kdyz

A

CO=B_1/ Do=1, Cn=A2n+1r Dy =By+1 n=1,2,3,....

Véta 2.10 ([26), str. 85]). Kanonické ziiZeni fetézového zlomku by + K(ay, /b,) s
Cn:A2n+1/ Dn:B2n+1/ n:01112/'--

existuje pravé tehdy, kdyz bpy+1 # Opron =1,2,3, ..., a je ddno vztahem

+00
cn a1 +bob a1ab3 /by a3a4b1bs /b3
d — = - 2.15
0 L<1 dy b1 bi(as + bab3) — as + babs + agbs/bz — - -+ 215
kde
o1 = _a1a2b3 = _a3a4b1b5
1 - bl 7 2 - b3 7
do = %bobl , d1 =Dbi(az + bab3) + azbs,
1
e UL A S S
ban-1

A21b2n 41
dp = aop+1 + banbons1 + s M= 2,34,....
2n—-1

2.5 Generovani fetézového zlomku z posloupnosti

Méjme posloupnost (f,,)7>. Zabyvejme se nyni otdzkou, zda existuje fetézovy zlo-
mek, ktery ma tuto posloupnost (f;) jako posloupnost jeho aproximantt (viz[2.2)?

12



Kapitola 2 — Zakladni pojmy a definice

Véta 2.11 ([26) str. 70]). Komplexni posloupnosti (A,)*> , a (B,)'> | jsou Citatelem a
jmenovatelem néjakého fetézového zlomku by + K(ay /by) pouze pokud

Aq1=By=1, B.1=0, A, =A,B,.1—-B,A,.1#0 (2.16)
pro viechna n € Ny. Pokud plati, potom by + K(a,/by) je jednoznacné urden vyrazy

bo=Ap, b1 =By, a1 =A1—-AoB1,

An Aan—Z - BnAn—Z
, b, = ,n=1,2,.... 2.17
An—l ! An—l ( )

an:_

Pokud mame danou pouze posloupnost aproximantti (f,), fetézovy zlomek bo +
K(a,/b,) jiz neni jednozna¢ny. Jednim ze zptisobt, jak pouZit vétu[2.11]je zvolit

anl, An:fn kdyifn;éoo
By=0, Ay=1 kdy? f, = oo (2.18)

pron=0,1,2,....

Disledek 2.12. Posloupnost (f,); % z C* je posloupnost aproximantt pro néjaky
fetézovy zlomek by + K (a,/by) pouze tehdy, kdyz

fotooaf # fur, n=1,23,.... (2.19)

ZN 2.

Ziskané zakladni znalosti o fetézovych zlomcich si pfiblizime na nasledujicim pii-
kladu.

Piiklad 2.13 (Motivace z [26, str. 70]). Pokusme se najit fetézovy zlomek
bo+ K(au/by), ktery ma posloupnost aproximantt f, = n/(n+1)pron =0,1,2,....
Déle se pokusme nalézt sudou ¢ast daného fetézového zlomku.

Reseni. S volbou (2.18) pro A, a B, nalezneme z véty ze bo + K(a,/b,) ma
aproximanty f, jestlizebo = fo=0,b1 =1,a1 = fi — fo=1/2a

4 _ A}’l — _ Aan_l_BnAn_l — f fn _#_% — _n_]'
" A1 AwaBu2-BuiAiz  fa1—faa | EL_1Z n+l’
ApBos — ByAn — fu- =2
ottt ficfer
n-1 A =

Tudiz, fetézovy zlomek

a, 1/2 -1/3 -2/4 -3/5 -4/6
Kb_ 2/2+ 4/3 + 6/4 + 8/5 +10/6 + -

ma posloupnost aproximantti f,, = n/(n + 1), a konverguje k hodnoté

f=lim f,=1.

n—-+o0

13



Kapitola 2 — Zakladni pojmy a definice

Vzhledem k tomu, Ze plati by, # 0 pron = 1,2,3,..., potom z véty existuje
kanonické zuzeni fetézového zlomku by + K(a,/b,) s C, = Az,, D, = By, pro
n=0,1,2,...,aprocy, d, plati vztahy

2
d0=b0=0, C1=a1b2=§, d1:a2+b1b2:1,
A2,—-2027-1b2y 2n -3
= — = — ’ :2, ,4,...,
Crn bzn_z 2n +1 " 3

a2, -1b2n _ dn -2
boypoo  2n+1’

dp = azy + bay—1b2y + n=2,3,4,....

Dostavame tak fetézovy zlomek

izc_n _2/3 -1/5 -3/7 -5/9 -7/11
Nd, 1 +6/5 +10/7 +14/9 +18/11 + -

Pro ovéfeni spravnosti vypiSeme nékolik aproximantti

Ay _Ci_2 A G 4 As_GC3_6

B, Di 3" By Dy 5 By D3 7

14



Kapitola 3

Reprezentace funkci fetézovym
zlomkem

DtleZitou aplikaci fetézovych zlomkt je reprezentace holomorfnich funkei kom-
plexni proménné z fetézovym zlomkem

+00
an(z
bo(z) + K 5 = tula) + K (a2 2), @)
n=1 "

kde a,(z) a b,(z) jsou libovolné polynomy v proménné z nebo 1/z. Déle ozna¢ime
n-ty aproximant vyrazem f,(z), n-ty ¢itatel A, (z) a n-ty jmenovatel B, (z).
Uvazujme napfiiklad funkci In(1 + z), tato funkce je pro z € C kromé R(z) < -1
reprezentovana fetézovym zlomkem ve tvaru (viz [26) str. 21])

z z/2 z/6 2z/6 2z/10 3z/10
1+ 1 +1+ 1 + 1 + 1 +-°

In(1 + z) = (3.2)

Pokud nyni spocitame prvni ¢tyfi aproximanty spolu s jejich rozvojem v mocninnou
fadu v bodé 0, ziskame tak
z

fl(z):I:z+022+023+0,z4+...,
2z 22 Z 4
— = -t — — — + P
P =577 2748
[ P R i S
4z + 6 2 3 9
322 + 62 22 z3 Z
= =z -+ - 4
1= 5% 2 "3 71

Pokud porovndme ziskané rozvoje z danych aproximantti f,(z) s Taylorovou fadou
pro danou funkdi, tj.
2,3 4

z
11'1(1+Z)—Z—E+?—Z+..., (33)

muiizeme si vSimnout, Ze rozvoj f1(z) a f2(z) souhlasi s fadou do prvniho a dru-
hého ¢lenu. To samé 1ze vypozorovat u f3(z), jeho rozvoj souhlasi s fadou do tfetiho
¢lenu atd. V nésledujcich sekcich této prace si ukdZeme, ze takovato shoda pokracuje.
Tuto vlastnost nazyvame korespondenci mezi mocninnou fadou a rozvojem fetézo-
vého zlomku. NéleZité definice budou uvedeny niZe. Pfi sepsani této kapitoly jsme
Cerpali z [5], [19] a [26]].
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Kapitola 3 — Reprezentace funkci fetézovym zlomkem

3.1 Korespondence

Necht K(a,(z)/b,(z)) je fetézovy zlomek s polynomy a,(z) a b, (z). Zajimé nas nasle-
dujici otazka: Koresponduje K(a,(z)/b,(z)) s mocninnou fadou se stfedem zg = 0,
tj. s fadou

+00
L(z)=2cnz”, meZ,c, €C, cp #0? (3.4)

n=m
To znamena, Ze k-ty aproximant

_a(z)  axz) ax(z) _ Ax(z)
M) =30 + b+ + hi2) - Bi2)

(3.5)

ma rozvoj do mocninné fady, ktera se dostate¢né shoduje s L(z).
Nyni si uvedeme dtileZité definice.

Definice 3.1. (Mnozina L). Necht L oznac¢uje mnozinu v8ech mocninnych fad (3.4)
se sttedem zo = 0 s nulovym prvkem Ip(z) = )] 0z" a obvyklymi operacemi s¢itani
a ndsobeni.

Definice 3.2. (Taylorova a Laurentova fada). Rada (3.4) se nazyva Taylorovou fadou se
sttedem zo = 0, jestlize m > 0 a Laurentovou fadou se stfedem zp = 0, jestlize m < 0.

Definice 3.3. Pro funkce f(z), meromorfni v okoli bodu zg = 0, oznaéme symbolem
L(f) rozvoj funkce f v Laurentovu fadu v okoli bodu zp = 0

To znamend, ze L(f) € L. Pro v8echny L(z) € L definujme A(L) vztahem

L(z) =3 "
A(L) = {m (z) n=m CnZ", Cm #0, (3.6)

+o0  L(z) =1Iy(z).

Nasledujici vlastnosti funkcionélu A jsou snadno odvoditelné: Pro kazdé L1 a L, zL
plati,

AL1L) = A(Ly) + A(L2), (3.7)
A (i—;) =AML1) - A(Lp), Ly # 1y, (3.8)

= min[A(L1), A(L2)] pokud A(Ly) # A(Ly),

> A(L1) pokud A(L;) = A(Ly). (3.9)

A(Ll + Lz) je {

Normu || - || definujeme pro L(z) € L vztahem
IL]|:==27""), LeL,

kde 27 = 0. Lze ukdzat, Ze spliiuje vlastnosti normy. Proto mnoZzina L je normova-
nym prostorem (L, || - ||)

1Vice o meromorfni funkci a Laurentové fad€ napt. v [6].
2Vice o normovaném prostoru napi. v [34].
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Kapitola 3 — Reprezentace funkci fetézovym zlomkem

Definice 3.4. (Korespondence s L(z) v bodé zg = 0). Rekneme, Ze fetézovy zlomek
K(an(z)/bn(z)) koresponduje s L(z) v bodé zp = 0, jestlize

vy = AL — L(fn)) = +00. (3.10)

Cislo v, nazyvéame #idem korespondence f,(z) s L(z).
Pfiklad 3.5. UvaZujme opét funkci z tvodu kapitoly a jeji rozvoj v fadu
z2 z% 74
ln(1+Z)—L(Z)—Z—?+§—Z+... .

Dale méjme ¢tyti aproximanty f1(z), f2(z), f3(z), fa(z) z tvodniho pfikladu a jejich
rozvoj v Laurentovu fadu v okoli bodu zp = 0, ;.

fiz) =z~ L(fi(z)) =z+0z>+0z° +...,

2z z2 3z
fz(Z)—2+Z"’L(fz(Z))—Z—E‘FZ—g-F...,

22 + 62 22 23 274
fle) =g ~ L) =zt -+

322 + 62 22 z3  Z4
)= g B =z g g g

Ze vztahu (3.10) nyni mtiZeme spocitat posloupnost ¢isel v,,. Dostavame
V1 =2,1/2=3,V3 =4,V4 =5.

Pozdéji ukdzeme, Ze plati v, = n + 1 a tedy lim;, 400 vy = +00. Retézovy zlomek
koresponduje s fadou L(z) v bod€ zg = 0.

Pokud Bi(z) # 0, potom aproximant f(z) v je racionalni funkci, a L(f¢) je dobie

definovan (viz [36), str. 162]). Je v8ak jednodussi povazovat a,, b,, A, a B, jako prvky
pfimo z L. Potom aproximanty

_n(z) m(2) an(z) _ An(z)

Ln(z) - b1(Z) + bz(Z) + o0+ bn(Z) B Bn(z)

(3.11)

jsou opét prvky z L, pokud B, # ly. Ziejmé tedy L, = L(fx).
Vzhledem k tomu, ze L(z) € (L, || - ||) mtzeme vyraz (3.10) vyjadfit ve tvaru

IL = Lall =0,

kde Ly, je dané vyrazem (3.11), 4. fetézovy zlomek K (,(z)/b,(z)) koresponduje s L
pouze tehdy, kdyz K (a,(z)/bn(z)) konverguje k L v této normé.

Nékdy je vhodné uvaZovat korespondenci v jinych bodech nez zy, = 0. Korespon-
dence v bodé zp = a je stejnd jako konvergence v normovaném prostoru (L, || - ||2),
kde L, sestdva z Laurentovych fad

(3.12)

Liz) =Y 2 cu(z—a)" a#o0, ¢y 20,
L(z) =X % cu(z)™ a=oco.
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Kapitola 3 — Reprezentace funkci fetézovym zlomkem

a ||L]|, = 27™ jako d¥ive. Pro vSechny L(z) € L, definujeme A:
ML) = m  L(z)=X:2,ccnz7™™, com 20, (3.13)
+oo  L(z) = Ip(z).

Pro korespondenci v bodé zy = co mdme zejména nasledujici lemma.

Lemma 3.6 ([26) str. 244]). Retézovy zlomek K (2,(z)/b,(z)) s polynomy a,,(z) a b, (z)
koresponduje v bodé zyp = oo s fadou L(z) pouze tehdy, kdyz fetézovy zlomek
K (44(1/2)/b,(1/2)) koresponduje s fadou L(1/z) v bodé zo = 0.

3.2 Kritéria pro korespondenci
Nésledujici sekce ndm pomuize odpovédét na nédsledujici otazky.

e Existuje pro dany fetézovy zlomek (3.1) mocninnd fada L(z) s kterou fetézovy
zlomek koresponduje?

e Dokéazeme nalézt pro danou mocninnou fadu L(z) korespondujici fetézovy

zlomek (3.1)?

Véty a piiklady v této sekci budeme aplikovat pro korespondenci v bodé zp = 0.
Souvisejici vysledky plati i pro korespondenci v bod€ zg = co.

Vzhledem k ptedchozi ¢asti jsme vedeni ke studiu konvergence v (L, || - ||). O normo-
vaném prostoru (L, || - ||) je znamo, Ze je tplny (viz [26) str. 247]). Proto posloupnost
(Ly) z L konverguje k L € L pouze tehdy, kdyz (L,) je Cauchyovskou posloupnosti,
tj. tehdy, kdyZz ke kazdému ¢ > 0 existuje N € N takové, ze

l|Lysm — Lnl| < € (3.14)

provsechnaman e Nsn > N.
Tato podminka mtize byt zjednodus$ena, viz nédsledujici lemma.

Lemma 3.7 ([26), str. 247]). Posloupnost (L, ) je Cauchyovskou posloupnostiv (L, ||-||)
tehdy, kdyz ||L,+1 — Ln|| — 0.

Co je tedy potfeba k tomu, aby fetézovy zlomek K (a,(z)/bx(z)) s polynomy a,(z)
a b, (z) korespondoval s néjakou L € L? Jinymi slovy, co je potfeba, aby aproximanty
L.(z) = L(fa(z)) byly Cauchyovskou posloupnosti v (L, || - ||)? Budeme vySetfovat
rozdil S
Lyai(z) = Ly(z) = zl;ln+1(2) _An(2) _ (=" [TiZ; ax(2) ’
n+1(z)  Bn(z) By (2)Bn+1(z)
kde posledni krok plyne z determinantni formule (2.9). Pouzitim vztahu a

ziskdme

(3.15)

n+1

/\(Ln+1_Ln) = (Z /\(ak(z)))_/\(Bn(z))_/\(Bn+1(Z)) /POkUd Bn(z) # 1o, Bn+1(z) #1p.
k=1

A tedy v fedi fetézového zlomku dostdvame nésledujici vétu.
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Kapitola 3 — Reprezentace funkci fetézovym zlomkem

Véta 3.8 ([19, str. 151-152]). Necht K (au(z)/bn(z)) je Fetézovy zlomek s polynomy
ay(z) # 0a by(z) pron € N, a necht f,(z) = An(z)/Bu(z) je jeho n-ty aproximant.
Potom plati ndsledujici torzent.

1. K (an(z)/bu(z)) koresponduje k néjaké L € L privé tehdy, kdyz
n+1
(Z A(ak(z))) — A(Bn(2)) = A(By+1(z)) = +00 pron — +oo. (3.16)
k=1

2. Pokud K (an(z)/bu(z)) koresponduje s L € L, potom je Fada L jednoznacné urcend.

3. Pokud vyraz ve ostie roste k +oo, potom je ¥id korespondence mezi
fn(z) = An(z)/Bn(z) a fadou L(z) urcen vztahem

n+1
Vy = (Z AMax(z))
k=1

Piiklad 3.9 (Motivace z [26] str. 23]). Vratme se opét k pfikladu pokusme se
nyni pomoci tvrzeni z véty urdit, zda dany fetézovy zlomek koresponduje
s danou fadou v bodé zg = 0 a poté uréeme fad korespondence v,. UvaZujeme
tedy fetézovy zlomek ve tvaru

z z/2 z/6 2z/6 2z/10 3z/10
1+1+1+ 1 + 1 + 1 +-'

— A(Bu(z)) = A(By+1(2)) . (3.17)

kde az,(z) = nz/(4n - 2), asp+1(z) = nz/(4n + 2) a b,(z) = 1 pro n € N. Dokazeme
dale, ze plati
A(an(z)) = 0,
A(B2n+1(z)) =0.

Diikaz. Vlastnim postupem dokazeme tvrzeni A(Ba,(z)) = 0. Druhé tvrzeni
A (Bz,1+1(z)) se dokaZe podobné. K ditkazu pouzijeme matematickou indukci.

Pro n = 1 tvrzeni plati, nebot A(Bx(z)) = A(1 + a2(z)) = 0. Déle pfedpokladejme, ze
pro n = k plati:
/\(sz(z)) =0.

Ovéfme zda tvrzeni platiipron = k + 1.

Méjme z (2.7)

A(Baks+2(2)) = A(Bak+1(2) + a2k42(2)Bax(z)) =
A(Bak(z) + a2k41(2)Bok-1(2) + azk4+2(2)Bax(z)) =

= /\(sz(z)(l + dxki0(z)) + azk+1(Z)sz—1(2)) :

Ze vztahu (3.7) dale ukdZeme, Ze plati

/\(BZk(Z)(l + ﬂzk+2(2))) = A(Bak(2)) + A(1 + azk42(2)) =0,
Mazk+1(z)Bak-1(2)) = A(azk+1(2)) + A(Bak-1(z)) > 1.
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Potom ze vztahu (3.9) plyne

/\(sz+2(z)) = A(BZk(z)(l + a2k+2(z)))

a tedy ziskdvame A (Boy42(z)) = 0. Tim je dokdzano, Ze A(Ba,(z)) = 0. O

Proto bude platit, Ze A(Bu(z)) = A(Bu+1(z)) = 0. Dale plati, Ze A(an(z)) = 1
a Z”” Aax) = n + 1. Dostavame tak

n+1
(Z /\(ak(z))) —A(Bu(2)) = A(Busi(z)) =n +1. (3.18)
k=1

Vzhledem k tomu, Ze plati vztah (3.16) z véty koresponduje dany fétézovy
zlomek s néjakou fadou L € L v bodé€ zy = 0, kterd je jednoznacné uréena (viz tvrzeni
2.z véty[3.8). Jelikoz plati i trvzeni 3. z véty 3.8} fad korespondence uréime ze vztahu

(3.18), tj. v, = n + 1.

Pfiklad 3.10 ([5, str. 35]). UvaZujme fetézovy zlomek ve tvaru
K mE) g,z 20z
bu(z) 1+1+1""

kdea,(z) = zab,(z) =1, n € N. Zrekurentnich formuli (2.7) mtizeme ovéfit, ze n-ty
jmenovatel B,(z) je polynom ve tvaru

B,(z)=1+(n-1)z+..., n=1,2,3,....

AprotoA(By(z)) = A(Bn+1(z)) O Dale plati, 2e A (a,(z)) = 1a X121 A(ax(z)) = n+1.
Z tohoto dtivodu plati vztah (3.16)), nebot

n+1
(Zuauz») A(Ba(2)) = A(Busi(2)) = n +1,

a proto existuje jednoznacné urcena fada L € L. Rad korespondence urcime ze

vztahu (3.17), tj. v, = n + 1.

Pozndmka 3.11. V pfikladu3.9|jsme zjistili, Ze dany fetézovy zlomek koresponduje
s néjakou fadou. Z piedchozich piikladti ddle vime se kterou fadou dany fetézovy
zlomek koresponduje Poznamenejme ze uréit takovou fadu neni snadné (tj uréit

N

retezovy zlomek, ktery s radou koresponduje.

Uvedme jesté jeden piiklad, kde fetézovy zlomek nekoresponduje s Zadnou fadou
LeLvbodézy=0

Pfiklad 3.12 ([26), str. 248]). UvaZujme fetézovy zlomek ve tvaru

=1+
by(z) 1+ 1 + 1 +--+ 1 +--7

1"‘12(1”(2)_ z+1 z+2 z+3 zZ+n
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kde a,(z) = z+n a b,(z) = 1 pro n € N. Opét bychom mohli ukazat (viz diikaz
v pifkladu3.9), Ze plati

A(Ban(z)) =0, A(Bans1(z)) =0.

Plati tedy i A(Bu(z)) = A(By+1(z)) = 0. Oproti pfedchozim ptikladim zde plati
Aay(z)) = 0. Z tohoto divodu neplati vztah (3.16), a dany fetézovy zlomek nekore-
sponduje s néjakou fadou L € L.

Pozndmka 3.13. V této kapitole jsme uvazovali a,(z) a b,(z) jako polynomy, jak je
tomu ve vétsin€ aplikaci. Nicméné, vétSina toho, co je zde pfedloZeno, plati i pro

Vo s

v okoli bodu zp = 0 (nebo v jiném pevném bodé z = a € C*).

Poznamka 3.14. Z pfedchozich dvou piikladfi si miZzeme vSimnout, Ze dané fe-
tézové zlomky maji rozdilné vlastnosti. Tyto korespondenéni vlastnosti jsou tzce
spojeny se stupném a tvarem danych polynomt a,(z) a b, (z). V nasledujici kapitole
si pfedstavime zédkladni typy fetézovych zlomkii s rozdilnymi korespondencnimi
vlastnostmi a s tim souvisejici algoritmy.
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Kapitola 4

Typy fetézovych zlomki a souvisejici
algoritmy

V této obsahlé kapitole se budeme zabyvat vlastnostmi tfi nejpouzivanéjsich kore-
spondujicich fetézovych zlomkd tzv. C-zlomkii, J-zlomkii a S-zlomkii.

Cast této kapitoly je vénovana algoritmu pro vypocet koeficientt fetézového zlomku
ze znalosti ¢lentl korespondujici mocninné fady (tzv. gd-algoritmus). Velka ¢ast této
kapitoly je zaméfena na souvislost problému momentt, ortogonalnich polynomi
a fetézovych zlomkt. Budou zde uvedeny nékteré zajimavé véty, které budou dfile-
zité v zavérecné kapitole. Dale uvedme, Ze tato ¢ast v praci byla sepsdna z dtivodu
lepsiho pochopeni zavérecné kapitoly (vice v zdvérecné kapitole).

Pfi sepsani této kapitoly jsme vychazeli z [5], [10], [11], [12], [15], [19], [25], [26] a
[37].

4.1 C-zlomky

Definice 4.1 (C-zlomek). Retézovy zlomek ve tvaru

+00 o
aZ”
bo+nB=1( ”1 ) a, € C\ {0}, a,eN (4.1)

se nazyva C-zlomek. Pokud a, = 1 provsechnan € N, potom (4.1) se nazyva requldrni
C-zlomek.

4.1.1 Korespondence C-zlomku

Vyznam C-zlomkt spociva v jejich silnych korespondenc¢nich vlastnostech v kom-
binaci s jejich jednoduchym tvarem. Nasledujici véty popisuji korespondenci mezi
mnozinou vSech C-zlomkd, zahrnujici i kone¢né C-zlomky a mnoZinou Taylorovych
fad L(z) se stfedem zp = 0 (4. plati A(L) > 0). Ptedtim jesté ozna¢me symbolem 7 (f)
rozvoj funkce f v Taylorovou fadu v okoli bodu zg = 0.
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Véta 4.2. Kazdy C-zlomek koresponduje s jednoznacné uréenou Taylorovou fadou
L € L ve tvaru

+00

L(z) = Z cnz", ¢, €C (4.2)
n=0

a 7id korespondence mezi n-tym aproximantem f,(z) a fadou L(z) je

n+1

vn:Zak, neN. (4.3)
k=1

Véta 4.3. Necht L(z) je Taylorova fada se stfedem zg = 0 s L(0) = cq. Potom bud’ existuje
C-zlomek korespondujici s L(z) se stfedem zo = 0, nebo pro néjaké n € N existuje
konecny C-zlomek

ﬂ@wwgffj, (44
takovyj, Ze
L(z) =T (fu(z)) - (4.5)

Véta 4.4. Pokud f(z) je raciondlni funkce holomorfni v bodé zo = 0 a pokud L(z) = T (f(z))
je rozvoj funkce v Taylorovu fadu se stiedem zy = 0, potom existuje konecny C-zlomek f,(z)

ve tvaru takovy, Ze plati.
Diikaz. Dtkazy vét viz [19, str. 157-159]. O

Pozndmka 4.5. Posledni véta implikuje, Ze neraciondlni funkce, holomorfniv zg = 0,
ma vzdy korespondujici nekone¢ny C-zlomek (viz [26, str. 256]).

4.2 Regularni C-zlomky

Dilezity typ fetézového zlomku je regularni C-zlomek ve tvaru

a1z arz asz

B R s

a, € C\ {0}. (4.6)

V této sekci se zabyvame nékolika dtlezitymi vlastnostmi téchto reguldrnich
C-zlomkt. Hlavni vysledky se soustfedi na kvocient-diferencni algoritmus (qd-
algoritmus). UkéZeme, Ze qd-algoritmus dava vyhovujici numerickou metodu pro
vypocet ¢lenti a,, reguldrniho C-zlomku korespondujiciho s danou mocninnou
fadou. Déle ukdZeme, Ze qd-algoritmus mitZe byt pouzit k vypoctu péla analytic-
kych funkci.

4.2.1 Korespondence regularnich C-zlomkt

Véta 4.6 ([19, str. 222]). Kazdy requldrni C-zlomek koresponduje s jednoznacné urce-
nou Taylorovo fadou ve tvaru

+00
l(z)=1+ Z cnz” 4.7)
n=1
a 7dd korespondence mezi n-tym aproximantem f,(z) a fadou I(z) jev, =n + 1.
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Definice 4.7. (Hankeltiv determinant). Hankelovy determinanty H ,((n) (o rozméru k)
sdruzené s fadou

+00

L(z) = Z cnz"
n=0
jsou definovény vztahy
(n)
Hy" =1,
Cn Cn+l -+ Cn+k-1
Cn+l  Cnt+2 ... Cn+k
H" =" _ T, k=1,23,.... (4.8)
Cn+k-1 Cn+k -+ Cp42k-2

Nasledujici véta dava nutnou a postacujici podminku, Ze pro danou fadu (4.7) bude
existovat korespondujici reguldrni C-zlomek (4.6).

Véta 4.8 ([19, str. 224-226]). (A) Pokud pro danou fadu

l(z)=1+ i cnz" (4.9)
n=1
existuje requldrni C-zlomek
+00 4,z
1+n1§( : ) a, € C\ {0}, (4.10)

ktery koresponduje s 1(z), potom plati

HY 200 HY 20, k=1,23,..., @11
a
a :Hil),
1) @) 1) @
H ~ H H " H
Aom = _% ; A2m+1 = _% , m= 1/2/ 3/ e e (412)
H, H: | Hy, Hy

(B) Naopak, pokud plati, potom reguldrni C-zlomek s Cleny ay, definovanymi v
koresponduje s (4.9).

4.2.2 qd-algoritmus

Koeficienty a,, 1ze ziskat z koeficientti ¢, pouZitim qd-algoritmu, ktery zde predkla-
dame ve dvou formach. Standardni, ktera je nestabilni, pouZijeme k hledani fetézo-
vého zlomku a progresivni, kterd je vice stabilni [5, str. 108], pouZijeme k hledani
pola jistych analytickych funkci.

Definice 4.9. (qd-tabulka). gd-tabulka je tabulka skladajici se z hodnot qﬁ,’f )a e,(,f ), kde
horni index oznacuje sestupnou diagonalu a dolni index sloupec:
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©)

LI
11

e(()l) egO)

1 0
gy 7y
2 oD »©
Y o 7 (4.13)

e
e(()3) e§2)

3

0
@)

Ve standardni formé je gd-algoritmus sdruzeny s Taylorovou fadou L(z) ve tvaru

(4.2), hodnoty

=0, n=012,..., (4.14)
g =l 0,1,2,. (4.15)
Cn
e = gt g et =1,2,3,..., n=0,1,2,..., (4.16)

(n) _ 61(1?-“) (n+1)

qmﬂ—Tqm , m=1,2,3,..., n=0,1,2,..., 4.17)
en

jsou spocteny zleva doprava a vypliuji levou dolni polovinu tabulky (4.13)), tedy pod

hlavni diagonalou s hornim indexem (V. Po¢ate¢ni hodnoty (4.14) a (4.15) vypliuji

prvni dva sloupce.

Definice 4.10. (Kosoctvercové pravidla). Vztahy (4.16) a (4.17) se nazyvaji kosoctver-
covd pravidla pro qd-algoritmus, protoze kazdé z nich spojuje ¢tyfi prvky, a to bud
s¢itanim nebo ndsobenim, které tvori kosoctverec v gd-tabulce (4.13):

g

e(n+1)
" (4.18)
Kosoctvercova pravidla se tedy pouZzivaji k vypoctu prvka e,(,:l ) a ’7;(21 v nejvzdale-
néjsim pravém rohu kazdého kosoctverce.

Nasledujici véta ndm déava ndvod, jak ziskat ¢leny a,, fetézového zlomku (4.10)

z Clenti c, fady (@.9).

25
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Véta 4. 11 ([19 str. 229]). Necht 1(z) je dand Taylorova fada (4.9). Pokud @.11) plati

a pokud em , qm splriuji (4.14) az (4.17), potom cleny a,, reguldrniho C-zlomku (4.10
korespondugjiciho s fadou 1(z) existuji a jsou diny vztahy

air=c¢1, Gy = —q,(n) , Ao+l = —e,(,P , m=1,2,3,.... (4.19)
Podminka (4.11) ve vété[4.§ garantuje, Ze gd-algoritmus se pfi vypoctu nepferusi, viz
nasledujici véta.
Véta 4.12 ([19, str. 229]). Necht je dina tada (£.2). Pokud existuje ¢islo k € N takové, Ze

H,(;) #0prom=1,2,...,kan >0, potomhodnotqu aefn)existujz’prom =1,2,...,k

an > 0ajsou diny

(n) py(n+1)
(n) _ H, ' Hy

I e = il mol s (4.20)

2?37 4.21)

a pokusme se pro ni najit regularni C-zlomek, ktery s ni koresponduje.

Poc¢ate¢ni hodnoty eé") a qgn) pro n > 0 vypocteme ze vztahtl (4.14), (4.15) a jsou
rovny

(n) _ m_ _nt 1
e P TR

Pouzitim kosoétvercovych pravidel (#.16) a vytvoFime gd-tabulku (4.13)

0
1
1
0 =
1 1
2
o - o1 % 1
6 6
1 1 1
3 6 10
0 -1 1
12 1
1 3
4 2
o - "
20
1
5

Z véty Ize vypozorovat, Ze jsou pro nés diileZité hodnoty s hornfm indexem (),

tj. hodnoty
11 1

i 1
2" 76’6 107

1Vytvofenou tabulku lze nalézt v pfilozeném souboru qd_algo.m.
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Dale z véty ziskdvame navod na vypocet ¢lent a,,. Tedy regularni C-zlomek
korespondujici s fadou (4.21) a reprezentujici funkci e je ve tvaru

1 1 1 1
: 41,2 T2% 8% T&* 1%
e 1+1+ 1 +T+T+T' , zeC. (422)
Dalo by se ukazat, Ze obecné plati
1 1
ar,(z) = — z, ay+1(z) = n=1,2,....

2021 —1) 2on+1) "

Retézovy zlomek je tedy reguldrni C-zlomek a z véty 4.6 vime, Ze fetézovy
zlomek (4.22) koresponduje s jednozna¢né uréenou formélni Taylorovou fadou ve
tvaru (.9). Otazkou ziistéva, zda dany fetézovy zlomek koresponduje s danou
fadou (4.21)?

VypiSeme dale ¢tyfi aproximanty fi(z), f2(z), f3(z), fa(z) ziskaného fetézového
zlomku a jejich rozvoje v Taylorovou mocninnou fadu se sttedem zy = 0. Apro-
ximanty vypocitdme z rekurentnich vztaht (2.7):

fiz)=1+z~T(fi(z)) =1+z+0z%+0z° +0z%, ...,
z+2 2 78

fz(z):—2_2~T(f2(z)):1+z+%+z+§+...,
22 +4z+6 22 23 A
= ~ =1 R _ -
f3(2) e T (f3(2)) +Z+2+6+18+ ,
z22+6z+12 z2 3 A
=———~7T =l+z+—+—+—+
fil@) = oy ~ T () SR YAV

Lze si vS§imnout, Ze s pfibyvajicimi aproximanty se jejich rozvoje vice a vice sho-
duji s fadou ([@.21). Tento vysledek mtize naznacovat, Ze fetézovy zlomek by
mohl korespondovat s fadou (4.21), tzn. Ze ndmi pouzity qd-algoritmus by mohl byt
spravny. K dokonceni naseho ptikladu (tvrzeni) je potfeba splnéni predpokladu véty
tj. Ze platinenulovost Hankelovych determinantt, viz (#.11). Ukazat, Ze pfedpo-
klad plati, je obecné velmi komplikované. V zavéru této ¢asti uvedeme postacu-
jici podminky, které zajisti, ze Hankelovy determinanty budou spliiovat predpoklad
(4.11).

Véta 4.14 ([12] str. 605]). Necht 1 (t) je redlnd neziporni omezend neklesajici funkce defi-
novand na intervalu [0; +00), a necht Stieltjesovy integrily

+0o0
Cn = / t"dy(t), n=0,1,2,... (4.23)
0
existuji. Necht dile H,(,f ) oznacuje Hankelovy determinanty sdruZené s fadou
+00
L(z) = chz”, c, €R.
n=0

Potom:
(A) Pokud md funkce 1 (t) alespori k bodii vzriistu, potom

HY 20, m=1,2,...,k, n=0,1,2,.... (4.24)

(B) Pokud md funkce (t) nekonecné mnoho bodi vzriistu, potom plati pro vsechna
m.
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Uvedme, Ze urcit funkci 1(t) je velmi obtizné. Urceni této funkce neni pfedmétem
této préce, avsak véta bude mit své opodstatnéni v pozdéjsich kapitolach.

Véta 4.15 ([10, str. 36]). Necht L(z) je Taylorova tada se stiedem zy = 0 z meromorfni
funkce

+00

1_[ 1+ aiz)

flz)=err

+00

n (1-Biz)

i=1
kde a; >0,B; 20,y > 0a Y (a; + Bi) < +oo. Potom:

) (4.25)

Pokud y > 0 nebo pokud alespori jedna z posloupnosti (a;) a (Bi) md nekonecny pocet
nenulovyjch clenit, potom plati

H" %0, m=1,23,....

K dokonceni naseho ptikladu staci vyuzit véty a mizZeme zvolit a; = ; = 0
sy = 1. Proto pfedpoklad (4.11) plati a nami ziskané vysledky jsou spravné.

Poznamenejme, Ze ke splnéni podminky (4.11) také postaci, pokud mocninna fada
je tzv. normdlni, tj. ¢, # 0, n > 0 (viz [10, str. 16] a [19, str. 229]).

gd-algoritmus muize byt také pouzit k vypoctu nulovych bodt a poli jistych funkci,
viz nasledujici véta.

Véta 4.16 ([11} str. 612]). Necht L(z) je Taylorova tada se stiedem zy = 0 z funkce f(z)
holomorfni v pocitku a meromorfni na disku D, = [z : |z| < r]. Necht poly z; funkce f(z)
na disku D, jsou uspofdadany tak, Ze

0<|z1| < |zaf < z3] <--- <7,

kde kazdy pol se vyskytuje v posloupnosti (zx) tolikrdt, jaky je jeho #id. Necht Hankelovy
determinanty sdruzené s fadou L(z) spliiuji

HY %0 m=1,2,...,k, n=0,1,2,....

Potom:
(A) Pro kazdé m takové, Ze 0 < m < k plati

|Zm—1| < |Zm| < |Zm+1|/
(kde zo = 0 a pokud f(z) md pouze k polii, tak zx.q = o0),
a

. (m) _ L
n1—1>r-{100 qm N Zm )

(B) Pro kazdé m takové, Ze 0 < m < k plati

lim e,(;) =0.

n—+oo

28



Kapitola 4 — Typy fetézovych zlomk a souvisejici algoritmy

Jak jiz bylo zminéno na tvod této sekce, k hledani polt ¢i nulovych bodt jistych
funkci budeme pouZivat progresivni formu gd-algoritmu. V progresivni formé¢, ktera
je vice stabilni, vychazime ze znalosti prvni diagonaly, tj.
oM 1 a
gV, e, gV e, (4.26)
kterou lze ziskat z fetézového zlomku (viz véta4.11) a poté postupovat podle upra-
venych kosoctvercovych pravidel

D = gl el =D, (e = 0) 42)
(n) _(n)
(n+1) _ Cm D1 _ —
( _—q(”“) ,m=1,2,..., k-1. (4.28)
m

Nevyhoda této formy je obtiZzné urceni startovnich hodnot (4.26), nicméné tento
zptisob ndm i pfesto postaci v kapitole, kde tato metoda bude pouZita.

4.3 S-zlomky

Definice 4.17 (S-zlomek). Retézovy zlomek ve tvaru

+00

K(%) 4,>0, z€C (4.29)

n=1 1

nebo fetézovy zlomek takovy, Ze je s fetézovym zlomkem (#.29) ekvivalentni, se
nazvyva Stieltjesiiv zlomek nebo zkracené S-zlomek.

Napftiklad fetézovy zlomek

n=1

je S-zlomek, protoZe staci zvolit hodnoty

1 1
am=—, ayp=——>7, n>1
bl bn—lbn

a z diisledku [2.6] plyne, Ze dané fetézové zlomky jsou ekvivalentn.

Definice 4.18 (Modifikovany S-zlomek). Néjaky fetézovy zlomek nazveme modi-
fikovanym S-zlomkem, pokud existuje transformace z — g(z) takovd, Ze vysledny
fetézovy zlomek je S-zlomkem (viz [5) str. 36]).

Piiklad 4.19. Modifikovanym S-zlomkem je naptiklad fetézovy zlomek

a;  ax 4z a4

?+T+?+T+---’a">0’ (430)

nebot zaménou proménné z — 1/z dostavame
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al al a1z
an arz
1y 1+
as as
1+ —— oz 1+
as 11+ asz
1 1 4
z T z as {1+
z 1+... 1+— Z 1+
a4
14
21+
a1z
anz
1+
asz
1+
asz
1+
1+

Je zfejmé, Ze timto postupem vytvofime fetézovy zlomek (4.29).

S-zlomek je specidlnim pfipadem reguldrniho C-zlomku, proto jsou vSechny véty
a algoritmy ze sekce 3.2 aplikovatelné i na S-zlomky. I pfesto si uvedme podminky
na korespondenci, nebot tyto podminky ziskdme v jednodussi formé neZ v pfipadé

C-zlomka.

Véta 4.20 ([5, str. 114]). S-zlomek koresponduje s fadou

+00

Z (_1)ncnzn+1

n=0

a Modifikovany S-zlomek koresponduje s fadou
i (_1)ncn
1
—~ ZVH—

pravé tehdy, kdyz Hankelovy determinanty souvisejici s c,, splfiuji

H">0, H” >0, k>1.

4.4 J-zlomky

Definice 4.21 (J-zlomek). Retézovy zlomek ve tvaru

1 -1
W+L<2(bn+z)' an €C\{0}, bye€C, z€C

se nazyva J-zlomkem.
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4.4.1 Korespondence J-zlomku
Véta 4.22 ([19, str. 249-250]). Kazdy J-zlomek ve tvaru koresponduje s fadou

+00

n=0
v bodé zy = oo. Rdd korespondence mezi n-tym aproximantem f,(z) a fadou je
v, =2n+1.

(_1)ncn
Zn+1

(4.35)

Existence J-zlomku odpovidajiciho libovolné fadé v bodé zp = co neni zarucena.
Nutné podminky na koeficienty c, fady (4.35) jsou dany v nésledujici vété.
Véta 4.23 (JT80, str. 244). Pokud pro danou fadu existuje J-zlomek , ktery k ni
korespondugje, potom

HY#0 k>1. (4.36)

4.4.2 Problém momenti, ortogondlni polynomy a fetézové zlomky

Redlny J-zlomek a Jacobiho matice

v 2

V této Casti se zaméfime na spojitost mezi redlnym J-zlomkem a Jacobiho matici
a ukdzeme zajimavou vlastnost kofenti n-tého jmenovatele B, (z).

Lemma 4.24 ([37, str. 64]). n-té jmenovatele B, (z) fetézového zlomku (4.34) jsou dany
determinantem ve tvaru

bi+z m 0 0 0
ap btz a 0 0
0 ar bs+z a3 0
B,(z) = . , n=2,3,.... (4.37)
0 s 0 Ap—p byp1+z ay
0 - 0 0 An-1 b, +z

Definice 4.25 (Redlny J-zlomek). Retézovy zlomek (4.34) nazyvame redlny J-zlomek,
pokud jsou vSechny prvky a, a b, redlné.

Definice 4.26 (Jacobiho matice). Redlnou symetrickou tridiagonalni matici

B1

a1

p1

T = eRk k=23,..., (4.38)

o Pr-1
Br-1  ak
kdep;i #0proi=1,2,...,k -1, nazveme Jacobiho matici.

Tridiagondlni matice maji daleZitou vlastnost, Ze jejich charakteristicky polynom
k(M) Ize vypocitat pomoci jednoduchych rekurentnich relaci

(PO(A) = 1/ (Pl(A) =aq _/\/
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Pk(A) = (ax = A) pr-1(A) = Br_y pr—2(A), k=2,3,...,

kde ¢i(A) je monicky polynom (tj. koeficient u proménné v nejvyssi mocniné je
roven jedné). Pro Jacobiho matici je posloupnost polynomtt @2(A), @3(A), ..., @x(A)
Sturmovou posloupnosti. JelikoZ koeficienty u nejvyssich mocnin proménné jsou
u v8ech técto polynomt kladné, jsou podle Sturmovy véty vSechny kofeny téchto
polynomti redlné a kofeny dvou po sobé nasledujicich polynomech se prokladaji
(viz [31] str. 534-536]). Plati tedy, Ze vSechna vlastni ¢isla Jacobiho matice jsou redlna
a rtizna.

Ze znalosti vlastnosti vlastnich ¢isel Jacobiho matice jsme schopni dokazat nasledujici
vétu tykajici se kofent n-tého jmenovatele B, (z) redlného J-zlomku.

Véta 4.27 ([37, str. 114]). Kofeny n-tého jmenovatele B,(z) redlného fetézového zlomku
jsou vSechny redlné a riizné.

Vlastni tivahou dokaZme tuto vétu.

Diikaz. Pokud budeme uvazovatz = -A a b, = a,, a, = B, potom plati
B,(z) = det(J,, + zI) = det(J,, — A). (4.39)

Z (4.39) je zfejmé, Ze hleddni kotenti polynomu B, (z) je shodné s hledéni vlastnich
¢isel Jacobiho matice Ji. Vlastni ¢isla Jacobiho matice jsou redlnd, rtiznad a tedy
i kofeny polynomu B,(z) jsou redlnd a riizna. O

Stieltjesttv problém momentt a Gauss—Christoffelova kvadratura

V této podsekci se zaméfime na spojitost mezi Stieltjesovym problémem momentt
a Gauss—Christoffelovou kvadraturou. Nejdfive je vSak potfeba se sezndmit se za-
kladnimi pojmy s teorie problému momentti a Stieltjesova integralu.

Definice 4.28 (distribu¢ni funkce). Funkci ¢ nazveme distribucni funkci na redlném
intervalu (a, b), kde —co < a < b < +00, pokud je funkce 1) omezena a neklesajici na
intervalu (a, b). Pokud ¢ je distribu¢ni funkci na (a, b), pak fikdme, Ze k-ty moment
pro funkci ¢ existuje, pokud Riemanntiv-Stieltjestiv integrél (déle jen Stieltjestiv
integral)

b
/ th dy(t) (4.40)
a
konverguje. V tomto pfipadé nazveme integral (4.40) k-tym momentem pro .

V problému momentd jde tedy o to, urcit (redlnou) omezenou a neklesajici funkci
Y (t) definovanou na (a, b), takovou Ze jeji momenty (4.40) se rovnaji posloupnosti
predepsanych ¢isel ug, k =0,1,... . Tzn,, Ze pro vSechna k € Ny plati

b
uk=/ tEdip(t). (4.41)

Definice 4.29 (Stieltjestiv problém momentt1). Pokud a = 0 a b = +oo, problém
momentti pro posloupnost (ux); 2y redlnych &isel nazveme klasickym Stieltjesovym
problémem momentil. Distribu¢ni funkci ¢ spliiujici pro v8echna k € Npnazveme
feSenim Stieltjesova problému momentil pro posloupnost (i), na (a, b).
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Definice 4.30 (Momentova distribu¢ni funkce). Distribuéni funkce 1), které je feSeni
Stieltjesova problému momentti, budeme nazyvat momentovou distribuc¢ni funkci na

(a, b).

S problémem momentti vyvstavaji nasledujici otazky:
1. Existuje feSeni, tzn. existuje momentova distribu¢ni funkce ¢(t)?
2. Je dané feSeni jednoznacné?
3. Jak lze dané feSeni zkonstruovat?

Nésledujici véta je nutnou a postacujici podminkou pro existenci feSeni Stieltjesova
problému momentti.

Véta 4.31 ([37, str. 327]). Stieltjesiiv problém momentil pro posloupnost (ux)[ %) redlnyjch
¢isel ma teseni pouze tehdy, kdyz Hankelovy determinanty (viz definice souvisejici s

(Lk)iop Splriuji
H” >0, H" >0, keN.

Postacujici podminkou pro jednoznacnost feSeni Stieltjesova problému momentti je
splnéni tzv. Carlemanova kritéria, viz nésledujici véta.

Véta 4.32 ([37, str. 330]). Pokud (1), 2y je posloupnosti redlnyjch Cisel, pro které Stieltjesiiv
problém momentii ma feSeni, potom tento problém momentii je jednoznacny, pokud

+00 1 ﬁ
Z (ﬂ) = +00. (4.42)

k=1

Jesté pfedtim, neZ si ukdZeme jak dané feSeni zkonstruovat, si pfedstavime nékteré
duleZité véty z teorie Stieltjesova integralu.

Véta 4.33 ([37, str. 240]). Pokud existuje Stieltjestiv integril funkce f(t) vzhledem k funkci
Y(t), potom existuje Stieltjesiiv integrdl funkce Y(t) vzhledem k funkci f(t), a integril
pFipousti integraci po dstech ve formé

b b
/ £ dw(t) = FO)P0) — F@)pla) - / () dF (D). @.43)

Véta 4.34 ([37, str. 241]). Pokud funkce (t) je spojitd na a < t < b a md derivaci \’(t)
takovou, Ze f(t)y’(t) je Riemannovsky integrovatelnd na a < t < b, potom

b b
/ £ dut) = / FOWE) dt. w4

Definice 4.35 (funkce s kone¢nou variaci). Pokud existuje takova konstanta K € R,
Ze pro kazdé déleni intervalu a <t < b plati odhad

D () - (i)l < K,
i=1

potom funkci ¢(t) nazyvame funkci s konecnou variaci na intervalua <t < b.
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Véta 4.36 ([37, str. 241-242]). Pokud f(t) je spojitd a Y (t) je funkce s konecnou variaci na
intervalu a < t < b, potom existuje Stieltjesiiv integril funkce f(t) vzhledem k funkci i (t).

V nasem ptipadé pro dané a,b € R,0 < a < b < +oo dostdvame z vét a
integral

b
/ di(t) = P(b) — ¢(a). (4.45)

a

Pro lepsi porozumeéni si uvedme ukazkovy piiklad prevzaty z [5, str. 85].

Ptiklad 4.37 ([5, str. 85]). Necht posloupnost (ux); % redlnych &isel je definovana
vztahem
Uk = k! p k e Np.

Pfimym ovéfenim zjistime, ze
+0o0
/ the~tdt = k!, keNo,
0

potom z véty dostdvame, Ze Stieltjestiv problém momentt pro (px); 2 mé feSent
Yt)=—-", 0<t<+o0.

Dané feSenti je navic jednoznacné, nebot plati

= =
> () =
k=0

V tomto piikladé jsme feSeni nalezli pfimym ovéfenim. Obecné je v8ak nalezeni
feSeni velmi komplikované. Pro zkonstruovéni feSeni budeme v nésledujicich od-
stavcich uvazovat zjednodusenou verzi Stieltjesova problému momentti. V této verzi
je dan interval [a, b] a neklesajici (ne nutné spojitd) redlna funkce 1(t) definovand
na [a, b]. Déle ptedpokladejme, ze ¥(a) = 0 a ¢(b) = 1, takZe integral je ro-
ven jedné. Tento predpoklad mé sviij diivod. Z definice Stieltjesova integralu se da
ukdzat, Ze feSeni daného problému je jedinecné, pokud je normalizovano zvolenymi
podminkami (viz [12, str. 637]).

Definice 4.38 (bod vzristu). Bod vzriistu t. distribu¢ni funkce () definujeme jako
bod, pro ktery existuje okoli, kde neni funkce 1(¢) konstantni. Pocet boda vzriistu
funkce ¢(t) budeme znacit n(1). Poznamenejme, ze n(1)) mtize byt i nekone¢no.

Nyni si 1ze pfedstavit zjednoduSenou verzi Stieltjesova problému momentti:

Problém 4.39 (zjednodusena verze Stieltjesova problému momentti). Necht i(t) je
neklesajici redlna funkce definovand na daném realném intervalu [a, b] s (a) = 0
a (b) = 1, a necht jsou ddny momenty funkce 1(t) ve tvaru

b
yk:/ tfdy(t), k=0,1,2,....

Pro dana kladna ¢isla nn chceme urcit neklesajici redlnou funkci gb(”)(t) nala, bl sn
body vzristu t(n), cee, ti,”), kde

(n) (n) (n)
a<t] <ty <---<t, <D,
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a s nimi spojené kladné vahy L/JYI), i kde = w;”) =1, .

0 pokud a <t < tgn) ,
P = 10 9 pokud ¢V <t <t i=12,...,n-1,  (446)

2721 w;n) =1 pokud t,ﬁ”) <t<b,

takovou, Ze prvnich 2n momentti funkce 1(")(t) souhlasi s prvnimi 2n momenty
dané funkce (t), tzn.

b
/ thdp™(t) =y, k=0,1,...,2n-1. (4.47)
a

Pro blizsi pohled na problém si stru¢né shrneme diilezité definice a véty z numerické
kvadratury. Vice infromaci o numerické kvadratute 1ze nalézt v [9] str. 20-22].

Uvazujme n rtiznych ¢isel g1, ..., 0, € (a, b] a n redlnych ¢isel €1, . . ., €,. Pokud f(t)
je Riemann-Stieltjovsky integrovatelnd na [a, b], I1ze integral z této funkce napsat
jako

n

b
)= [ FO@0 = et + EL, (4.48)

j=1
kde EL’Z( f) reprezentuje néjakou chybu.

Definice 4.40 (n-uzlova kvadratura). Clen

n

L) =), €flo) (4.49)

j=1

se nazyva n-uzlovi kovadratura pro aproximaci integralu I,(f). Cisla ¢1,...,04
aél, ..., e nazyvame uzly a vihy kvadratury.

Cilem je vybrat takové uzly a vahy, aby chyba E Z( f) byla mala. Kdyz je chyba rovna
nule, kvadratura je tzv. presnd. O kvadratufe, kterd je pfesnd pro vSechny
polynomy stupné k, ale ne pro vSechny polynomy vyssiho stupné, se fikd, Ze ma
algebraicky stuperi presnosti k.

Vzhledem k tomu, Ze n pfedpokladdme konecné, je Stieltjestiv integral na levé strané
rovnice (4.47) dan rovnosti

/b £k dgb(”)(t) - Zn: ¢§") {t](")}k .

a ]:1

Pokud 7 rtiznych ¢isel t(n), e, tfln) € (a, b] a n kladnych ¢isel gbgn), ceey ,(1") (v souctu
1) fesi zjednodusSeny Stieltjesiv problém momentti, potom

n k b
Z¢§”){t§”)} :/ K dy(t), k=0,1,...,2n—1.
=1 g
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ProtoZe né&aky polynom stupné nejvyse 2n — 1 je linedrni kombinaci monomt #*,
k=0,1,...,2n — 1, pak z posledni rovnice plyne, Ze

Zn: pip (1) = /a b p(t) dip(t) (4.50)

j=1

plati pro néjaky polynom p(t) stupné nejvyse 2n — 1.
Pfedchozi tivahy 1ze shrnout takto:

Resenim zjednodugeného Stieltjesovo problému momentti ziskdme n-uzlovou kva-
draturu pro dany Riemanntv-Stieltjestiv integrdl s distribu¢ni funkci 1(¢). Tato
kvadratura mé kladné vahy a algebraicky stupen pfesnosti 2n — 1.

A naopak, pokud n-uzlova kvadratura pro Riemann-Stieltjesovo integral s distri-
buéni funkci ¢(t) ma kladné vahy a algebraicky stupen pfesnosti 2n — 1, pak déva
feSeni zjednoduSeného Stieltjesova problému momentt (viz [25) str. 76]).

NiZe bude ukadzéano, Ze tzv. Gauss—Christoffelova kvadratura ddva feSeni zjednodu-
Seného Stieltjesova problému moment.

Necht dale uvazujeme neklesajici distribué¢ni funkci 1 (f) na kone¢ném redlném inter-

valu [a, b]s¢(a) =0, ¢(b) = 1asn(y)body vzristu, kde (1)) miize byt nekone¢no.
Protoze (t) je funkce s kone¢nou variaci, pak Stieltjestiv integral

b
)= [ o (@51)
a
existuje pro néjakou danou spojitou funkci f(t) (viz véta 4.36).

Nyni si definujeme tzv. interpola¢ni kvadraturu pro aproximaci integralu (4.51).

Definice 4.41 (n-uzlové interpolacni kvadratura). n-uzlovd interpolacni kvadratura pro
aproximaci Stieltjesova integralu (4.51) je definovana vztahy

Iﬁ(f)ziwﬁ”)f (t]()) kde (4.52)
]:

n b n(t) .
wE)E/“ qn (tﬁn?) (t_t}n)) W) pro j=L-m, (4.53)

qn(t) = (t - tin)) . (t _ t;”)) _

Lemma 4.42 ([25) str. 79]). n-uzlové kvadratura ve tvaru (4.40) md algebraicky stuperi
presnosti nejvyse n — 1 pouze tehdy, kdyZ je to n-uzlova interpola¢ni kvadratura ve

tvaru (4.52)—(4.53).

Vzhledem k tomu, Ze nelze ocekdvat algebraicky stuperi 2n nebo vyssi (viz [25]
str. 79]), ukaze se, ze pro kazdé n < n(iy) existuje volba n uzlt takovych, ze vy-
sledna interpola¢ni kvadratura méa algebraicky stupen pfesnosti 2n — 1. Nejdfive si
vSak definujeme posloupnost monickych ortogonalnich polynomt a popiseme jejich
vlastnosti.
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Definice 4.43 (skaldrni soucin). Necht 1) je momentova distribu¢ni funkce na inter-
valu (a, b), kde —c0 < a < b < +oo. Potom skaldrni soucin (:,-)y nad prostorem P
realnych polynomi, je definovan jako

b
Fogh= [ Fga, fige (4.54)

1flly = \<F, Fe = ( / b fz(t)dl,b(t))

nazyvame normou polynomu f.

1/2

Definice 4.44 (posloupnost ortogondlnich polynomii). Posloupnost redlnych poly-
nomti (Py(t))%, se nazyva posloupnosti ortogondlnich polynomit pro ¢, pokud pro
m,n € N plati

deg P, =mn,
<PWZ/PVI>¢ :0/ m :'énl
(P, Pu)y = |IPall}, > 0.

Definice 4.45 (monicky polynom). Posloupnost ortogonalnich polynomti (Q.(t));%)
se nazyva monickd, pokud ma kazdy polynom Q,(t) u nejvyssi mocniny koeficient
roven 1.

Nasledujici lemma uvadi jednu ze zakladnich vlastnosti kofentt monickych ortogo-
nalnich polynomf.

Lemma 4.46 ([25] str. 81]). Uvazujme kladné ¢islo n < n(¢) (kde n(y) mtize byt
konec¢né nebo nekonec¢né). Potom n kofentt monického polynomu Q(t) jsou rtizné
a umisténé na intervalu (a, b]. Pokud n < n(¢), potom jsou kofeny polynomu Q,(#)
umisténé na otevieném intervalu (a, b).

Jak uvidime dale, ziskdme jednoznac¢né definovanou n-uzlovou mechanickou kvad-
raturu, kterd ma algebraicky stupeti pfesnosti 2n — 1.

Lemma 4.47 ([25, str. 81-82]). Uvazujme kladné ¢islo n < n(y) (kde n(¢) muaze
byt kone¢né nebo nekonec¢né). n-uzlova kvadratura ma algebraicky stupen pfesnosti
2n — 1 pouze tehdy, kdyZ je to interpolaéni kvadratura ve tvaru (@#.52)—(4.53) s n uzly
dané jako koteny polynomu Q,(t).

Nyni jiz I1ze piejit k definici Gauss—Christoffelovy kvadratury.

Definice 4.48 (Gauss—Christoffelova kvadratura). n-uzlova Gauss—Christoffelova kva-
dratura je jednoznacné definovand interpola¢ni kvadratura (4.52)—(4.53), kterd ma
algebraicky stupen pfesnosti 2n — 1.

Pro vahy ngn), cey ¢51") Gauss—Christoffelovy kvadratury plati, Ze jsou kladné (viz
[LiStral3, str. 85]. Tyto vahy jsou obcas nazyvany Christoffelova cisla. Aplikaci
Gauss—Christoffelovy kvadratury na konstantni polynom p(t) = 1 dostdvdme vy-
sledek

b
(1”)+...+¢£1n):/ di(t).
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Z piedpokladu, ze ¢(a) = 0 a (b) = 1 dostdvame, Ze integrdl na pravé strané je
roven jedné.

ProtoZze Gauss—Christoffelova kvadratura méa kladné vahy a algebraicky stuper pres-
nosti 2n — 1, mtiZzeme tak pfistoupit k nasledujici véteé.

Véta 4.49 ([25, str. 85]). Pro kazdé kladné Cislo n < n(y) (kde n(y) miiZe byt nekonecné),
n riiznych uzli £ t,(f’) € (a, b) (dané koteny Q,(t)), a s tim souvisejicich n kladnijch

vah ybg"), ce 51") (dané (4.53) a souctem rovné 1) Gauss—Christoffelovy kvadratury, jed-

s v v

noznacné definujeme distribucni funkci \"(t), kterd vesi zjednoduseny Stieltjesiiv problém
momentil.

Vyse uvedenou vétu lze pochopit tak, Ze n-uzlova Gauss—Christoffelova kvadratura
predstavuje jakousi redukci modelu s odpovidajicimi momenty. Pvodni model je
dan distribu¢ni funkci ¢(t) s (1)) < +oo body vzristu a redukovany model je dany
distribu¢ni funkef ¢ "(t) s n < n(y) body vzriistu dané kofeny n-tého monického
polynomu Qy(t). Redukovany model odpovida prvnim 2n momenttim ptivodniho
modelu (viz [25, str. 85]).

Na zavér této ¢asti se kratce podivdme na konvergenéni vlastnosti Gauss—Christoffe-
lovy kvadratury. Necht tedy 1(¢) je neklesajici spojitd funkce na kone¢ném intervalu
[a, b] s Y(a) = 0 a ¢(b) = 1. Potom n(¢) je nekone¢no a Gauss—Christoffelova
kvadratura je definovana pro néjakeé ¢islo n. Poznamenejme, Ze jiz v roce 1884 Stieltjes
sepsal a dokazal vétu tykajici se konvergence Gauss—Christoffelovy kvadratury. Podle
Stieltjesovy véty plati, ze jsou-li a i b kone¢né a f(t) spojitd na [a, b], potom

n b
Jim STl (1) = [ rwape. (4.55)

j=1
Nyni uvaZzujme mirnou zménu zédpisu a necht t je libovolné pevné (redlné) cislo

mimo interval [a, b]. Potom funkce

1
t—u

fu) =

je spojitd na [a, b], a z vysledku konvergence Gauss—Christoffelovy kvadratury vy-

plyva, ze
(n)
L b
lim > L = / plu) (4.56)

n—+oo 4 _ (1) B t—u
Tt

kde tg"), cee t,g") jsou koteny Q,(t) a wgn)’ cey ¢§Z”> jsou kladné vahy.

V nésledujici ¢asti si ukaZeme, Ze vySe uvedeny vyraz (4.56) izce souvisi s fetézovymi
zlomky.

Retézové zlomky a monické polynomy

V této ¢asti budeme pokracovat v rozvoji toho, co nds dovedlo k rovnici (4.56), a spo-
jime vyrazy v této rovnici s posloupnosti ortogondlnich polynomt a fetézovymi
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zlomky. Za¢neme stru¢nym shrnutim dalSich diileZitych vét tykajici se posloupnosti
ortogonélnich polynomi.

Nasledujich véta ukazuje, Ze 1ze monické polynomy Q,(t) definovat pomoci reku-
rentnich vztahd.

Véta 4.50 ([9) str. 11]). Necht Q,(t),n = 0,1, ..., jsou monické polynomy pro momentovou
distribucni funkci 1(t). Potom,

Qu(t) = (b + H)Qu-1(t) = a5 Qua(t), n=1,2,..., (4.57)
Q-1(t) =0 Qo(t) =1,

kde
<thrQn>¢
by = ———7—
1Q:112
1Qnlly
ay = ——, =1,2,..
" IQully

Z nasledujicich dvou vét vyplyva, Ze kazda posloupnost monickych ortogonélnich
polynomui je posloupnostijmenovatelti redlného J-zlomku (#.34). A naopak, posloup-
nost jmenovateli néjakého redlného J-zlomku je posloupnosti monickych ortogonal-
nich polynomui pro néjakou distribu¢ni funkci ¢ na (a, b).

Véta 4.51 ([15, str. 85-86]). Necht (Qn(t));%, je posloupnost monickych ortogondlnich

polynomii pro momentovou distribucni funkci na (a, b). Potom (Qx(t)) +°°0 je posloupnosti

jmenovatelii redlného J-zlomku .

_ <thrQn>¢ _ ||Qn||¢

n =

1 +00 (_az
Ko
b1+t +n=2 b, +t
s koeficienty

;7 An = ,1’l=1,2,....
I T Tl

Véta 4.52 ([19] str. 252-253]). Necht Q,(t) oznacuje n-ty jmenovatel reilného [-zlomku
a necht 1 oznacuje momentovou distribucni funkci. Potom (Qn(t)) ;ZOO je posloupnosti
monickych ortogondlnich polynomil vzhledem k 1.

ProtoZze polynomy Q,(t) ve véte 3.47 jsou jmenovateli B, (t) redlného J-zlomku (4.34),
muiizeme je konstruovat pouzitim zdkladnich rekurentnich vztahti (2.7), tj.

Q-1(t)=0, Qo(t)=1,
Qu(t) = (by + £)Qu-1(t) — a2Qu(t), n=1,2,..., (4.58)

kde a, a b, jsou koeficienty redlného J-zlomku (4.34).

Vyse zminéna véta plyne z obecnéjsi, tzv. Favardovy véty.
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Véta 4.53 ([15, str. 22]). Necht (a,,);> a (by)">] jsou néjaké posloupnosti spliiujici
a, >0, b,eR, neN

a necht (Qn(if))::’0 je posloupnost, definovina rekurentnim vztahem (4.58). Potom existuje
momentovd distribucni funkce Y (t) na (a, b) takovd, Ze (Qn(t)) ', je posloupnosti ortogo-
ndlni monickych polynomii vzhledem k 1.

Jako v predchozi ¢asti uvazujme neklesajici funkci () definovanou na kone¢ném
redlném intervalu [a, b] s(a) =0, P(b) =1, n(¢) < +o0 a s tim souvisejici posloup-
nost monickych ortogonalnich polynomt (viz definice #.45). Tyto polynomy jsou
generovany rekurentnimi vztahy , které jsou urcené koeficienty b, a,. PouZzi-
tim téchto koeficientti definujeme n-ty aproximant f,(z) redlného J-zlomku (4.34),

g.

1 Ay(z)
zZ) = = . 4:59
f?’l( ) [1% Bn(Z) ( )
b1 +z— 2
a
bz +z - 2
3 a;_
b, +z

Pokud n(¢)) = N < +oo, potom posloupnost ortogonédlnich polynomt je kone¢na
atedyiposloupnostaproximantti f1(z), .. ., fn(z)je kone¢na (viz [25] str. 97]). Obecné
je posloupnost aproximantt nekone¢na (viz druhé kapitola). Citatel A,(z) a jmeno-
vatel B,(z) jsou polynomy stupné n — 1 a n. Nésledujici dvé véty obsahuji znamé
vysledky o téchto polynomech.

Véta 4.54 ([25, str. 98]). Necht (t) je momentovd distribucni funkce, n-ty Citatel A, (z)
redlného J-zlomku miize byt vyjadien pomoci n-tého jmenovatele B, (z) rovnosti ve
toaru

b _ b _
An(z):/a wdw(ﬂ:/ﬂ Q”(ZZ)_tQ”(t) dp(t), n=1. (4.60)

Z vyse uvedeného vztahu ziskdme jiny vyraz pro véhy (4.53) Gauss-Christoffelovy
kvadratury (tzv. Christoffelova ¢isla), tj.

(n) (n) ()
(n) An (tf ) An (tf ) An (tf )
v = = =

T (Y A (M) ) )
B"(tj) Q”(ti) n(tf ti)

J#1

(4.61)

Nasledujici véta ukazuje dtileZitou vlastnost rozkladu na parcidlni zlomky n-tého
aproximantu f,(z), tj. odhaluje uzly a vahy pfislusné Gauss—Christoffelovy kvadra-
tury.

Véta 4.55 ([25, str. 99-100]). n-tyj aproximant f,(z) redlného J-zlomku korespondu-
jictho s Y(t) miiZe byt rozloZen na parcidlni zlomky

(n) (n)

Az) &Y ooy

falz) = ) - - —= > : —]tf”)' (4.62)
J

j=1 2 7% j=1
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kde t;”), Lty ;”), ., 0\ isou uzly a vihy n-uzlové Gauss—Christoffelovy kvadratury
souvisejici s P(t).

Vyse uvedené vysledky lze shrnout takto:

n-ty aproximant f, (z) redlného J-zlomku je podil dvou polynomti A, (z) a B, (z)
se stupném polynomu n—1 a n. Tento podil 1ze rozvinout v soucet parcidlnich zlomkd
(4.62). Vahy n-uzlové Gauss—Christoffelovy kvadratury ve vyrazu 1ze spocitat
Z vyrazu a uzly jako kofeny jmenovatele B, (z), ktery je shodny s monickym
polynomem Q;(z). O kofenech z([n), .,z polynomu B, (z) vime, Ze jsou redlné
artizné (viz lemma4.46nebo véta4.27). Vyse ziskané vysledky si nyni pfiblizime na
ptikladé.

Pfiklad 4.56. UvaZujme redlny J-zlomek ve tvaru

1 22\ 1 22 22
1+z+ n+z) 1+z-2+z—- """ —n+z - '
kde a,-1 =2ab, =npron =1,2,... . Pokud spocitime napiiklad aproximant
f3(z), ziskame
f(z)_Ag,(z)_ 1 22 22 Z245z+2
M T Biz) 14z -2+4z-3+z 23+622+432-10
Tento aproximant 1ze podle véty rozlozit na soucet parcidlnich zlomkd ve tvaru
z2 +5z+2 1/9  4/9  4/9
= = + + ,
M) = v —10 245 T zr2 z-1
kde uzly t?), tf), tf) jsme nalezli feSenim rovnice

3 +6t2+3t-10=0.

Véahy (Christoffelova ¢isla) ¢§3), ;3), ;3) lze spocitat z vyrazu (4.61).
Dostdvame tak hodnoty

o_ (t?)) _ (5P +5(=5H+2 _1

VU9 -0\ (-5-(-2)-(-5-1) 9’
[167=17)

© _ A3 (tég)) (=22 +5-(-2)+2 4

2T () ((2-(=B)-(-2-1) 9’
l;ll ( 2 i )

) _ A3(té3)) _ 1P+5-1+2 4

CTT(O_) G-2)-0-(5) 9
(167

Déle se mtizeme piesvédcit, Ze plati gbf’) + gbf) + ‘P:(f) =1.
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Rozklad na parcidlni zlomky z véty umoziiuje nasledujici rozvoj. Pro dostate¢né
velké |z| mtzeme rozlozit j-ty ¢len souctu v (4.62) jako

(n)
% N ' 1
(n)

, (1) Z¢] {Z] } Uy +0(22n+1)

] 1=0
a tudiz

9-3 vy Z(—l)l Y e )40
fn(z (n) I+1 I’b]' Zj z2n+1 ] ”
j=1 2~ j=1

Protoze z( " (n) gb(n) T )]sou uzly a véhy n-uzlové Gauss—Christoffelovy

kvadratury souv1se]1C1 s Y(t), a protoze tato kvadratura fe$i zjednodusenou verzi
Stieltjesova problému momentt (viz véta 4.49), je prvnich 2n koeficientli z rozvoje
fn(z) do mocninné fady se sttedem zy = oo rovno prvnim 2n momenttim funkce

P(t), .

(- 1)1 L, 1
ﬁU—Z =40 ) (4.63)
w =/ t dy(t) = leﬁ”) {z](.")}] S I=1,...,2n. (4.64)
a ]:1
Pokud se vratime zpét k vyrazu (4.56) a budeme uvazovat funkci f(t) = 1/(z — t),
ziskame )
b n "
dy(t) ¥ - A(2)
lim = lim 4.65
</a z—t n—>+oo]2:i > — Z;”) n—+00 Bn(z) ( )

pro v8echna komplexni &isla z mimo R(z) € [a, b] (viz [25, str. 100]).

Spojeni problému momentti a fetézovych zlomki je tedy nésleduyjici:

Z Favardovy véty jsme zjistili, ze distribu¢ni funkce ¢ je jednozna¢né urcend
redlnym J-zlomkem (4.34). Navic jsme zjistili, ze fada (4.63), ke které realny J-zlomek
koresponduje, ma koeficienty p,,, které jsou momenty integralu (@.40). Z vyse
uvedeného je také zfejmé, Ze pro konstrukci feSeni zjednoduseného problému mo-
mentt (4.41), u kterého pfedpoklédéme existenci feSeni, je tfeba stanovit fetézovy
zlomek korespondu]c1c1 s fadou v a z rozkladu jeho aproximantti na parcidlni

zlomky najit (4.46).

Bez ztraty na obecnosti uvazujme (0) = 0, lim;—, 10 ¢(t) = 1 a yg = 1. Necht

1 as as ay
2+ T+ 7+ T+ >0
je modifikovany S-zlomek. Lze ukdzat, Ze aproximanty f,(z) daného fetézového

zlomku mohou byt reprezentovany ve formeé souctu parcidlnich zlomkd, tj.

m (”)
fu(z) = Z

i t(n)

=12,...,
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kde m = (n +1)/2 nebo m = n/2, ¢£n) >0,i=1,2,...,ma0 < t;") < --- < t,(ﬁ).
Definujme neklesajici funkci ¢, (t) ve tvaru
0 pokud t < tin) ,
P =12, v pokud M <t <)), i=1,2...,m=1,  (466)

i I,D;n) =1 pokud t" <t < +oo,

potom lze aproximant f,(z) urcit ve tvaru

o0 g1,(1)
fu(z) = /0 i (t), (4.67)

z+t

kde R(z) > 0 (viz [12, str. 577]).
Podobna reprezentace plati pro libovolnou funkci vzniklou z konvergentniho modi-
fikovaného S-zlomku (#.30), viz nasledujici véta.

Véta 4.57 ([12, str. 578]). Pro kazZdou posloupnost aproximantii modifikovaného S-zlomku
existuje podposloupnost indexit (ny) a funkce 1 (t) definovand na (0, +o0), Ze plati

A o dy(t
nk(Z) _ / l;[)( )’ (4.68)
k—+00 Bnk(Z) 0 zZ+ t
kde R(z) > 0.
Piiklad 4.58 (Motivace z [5), str. 87]). Protoze
+00
/ thdy(t) = k!, keNp (4.69)
0

ma jednoznacné feeni pro posloupnost (ux);s , §- ¢(t) = —e™", potom z véty
a vztahu (4.63) dana fada

+00

(—1)F i
> EHL (4.70)
k=0 z

jejiz koeficienty jsou momenty i, koresponduje s modifikovanym S-zlomkem (4.30).
Cleny a; modifikovaného S-zlomku (4.30) I1ze spocitat pomocigd-algoritmu (viz véta
4.11). Dostdvame tak fetézovy zlomek ve tvaru

1 11 2 2 3 3 n o n

z+1+z+1+z+1+z+ - +1+z+ "
Pokud budeme uvaZzovat neklesajici funkei 1, () ve tvaru (4.66), potom lze aproxi-
mant f,(z) napsat ve tvaru (4.67), nap¥. pro &tvrty aproximant fy(z) plati

V2-1 V2+1
Ag(z) 1 V2 e [T dy®(
- .

= = + =
Bu(z) z+2+V2 z+2-vV2 Jo  ztt

kde funkce 14(t) je definovana ve tvaru

(4.71)

fa(z) =

1
zZ

—1 N

1
+1+z+

0 pokud 0<t<2-+v2,
YW(t) = \5751 pokud 2—-V2 <t <2++2,
1 pokud 2+V2 <t < +c0.
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O vyse uvedené rovnosti mezi ¢tvrtym aproximantem a integralem se lze pfesvédcit
vypoctem daného integralu.

/+oo dl)b(4)(t) _ /2—\/§ dl[J(4)(t) s /2+\/§ d¢(4)(t) s /+m d¢(4)(t)
0 Z+t 0 Z+t 2_\/5 Z+t 2+\/§ Z+t )
Z vét a postupné ziskdvame pro jednotlivé integraly hodnoty

V2 gyt gy 1 1 =2 g
E! @ 1@ - L
/0 zZ+t Z4+2 -2 v ( \/E) z y0) _/0 Odz+t 0,

2-v2 z+t z+2+V2 z+2 \/_
V2+1
_/2+\/§\/§+1d 1 2\7_ 2+\/_\/_+1 1
23 2V2 ozt z+2+\/— 23 242 (Z+t)2
V2+1 V2+1 V2+1 V2+1
_ 2V2 2V2 2V2 _ 2V2
z+2+\/§ z+2+\/_ z+2—\/_ z2+2-2'
0 4 4
[T [0 1
242 z+t c—+o0 Jr\B z+t c—>+ooZ+C
1 ¢ 1 mam
- @ (2+v2) - lim / 1d =
Z+2+\/— l/l ( ) co+o0 Joi B zZ+t
V2+1 . ’
EE 2V . /
= — + lim ——dt =
z+2\/— e+ Jo, 5 (2 +1)?
V2+1 V2-1
2 1 B 2V2

z+24V2 z+2+\/§_ z+2+V2
Pro piedstavu si vykreslime dalsi funkce 2|, konkrétné y®, 13 a 27,

—— @ ]
— 1
—er =y

—_—

Obrazek 4.1: Vykreslen{ funkci @, 13 a 1(27)

2Vykreslené funkce lze nalézt v priloZeném souboru priklad03ch.m.
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Pro tento modifikovany S-zlomek (4.71) plati, Ze je konvergentni (viz véta5.6), proto
z véty 1ze tento fetézovy zlomek reprezentovat integrdlem ve tvaru

1 11 2 2 3 3 Y
z+1+tz+1+z+1+z+- J, z+t

dt, largz|<m.

Na zéavér této kapitoly si pfedstavime specialni typ J-zlomku. Tento zlomek bude mit
své opodstatnéni v zdvérecné kapitole.

Piiklad 4.59 ([37, str. 119]). UvaZujme redlny J-zlomek ve tvaru

1
L ka>0, n=1,2,.... (4.72)

kiko
kaks
k4+k5+Z—"'

Reélny J-zlomek (4.72) je zajimavy tim, Ze je sudou ¢asti modifikovaného S-zlomku
(4.30) ve tvaru

k1+Z—

k2+k3+Z—

1 ki ky ks kg

z+1+z+1+z+"
Dale pro fetézovy zlomek (4.72) plati nasledujici véta tykajici se vlastnosti kofenti
n-tého jmenovatele aproximantu ze (4.72).

Véta 4.60 ([37, str. 119]). Koteny z1, z2, . . ., zy n-tého jmenovatele aproximantu z redlného
J-zlomku jsou vSechny redlné, riizné a plati

O<—-z1<—-2p< - < —24.

(4.73)

Diikaz. Pti vlastnim dokazovani véty se zaméfime pouze na dokdzani zdpornosti
kofenti, ostatni vlastnosti jiz byly dokdzany v pfedchozich odstavcich. Vzhledem
k tomu, ze kofeny n-tého jmenovatele B, (z) aproximantu z redlného J-zlomku (4.34)
1ze spocitat ze znalosti vlastnich ¢isel Jacobiho matice (viz (4.39)), sta¢i potom doka-
zat, ze platidetJx = Bx(0) > Oprok =1, 2,..., n. Pokud toto plati, pak dana Jacobiho
matice J, je pozitivné definitni a vSechna jeji vlastni ¢isla jsou kladna (viz [7, str. 11])
a tudiz, koteny n-tého jmenovatele B,(z) jsou vSechny zaporna.

K ditkazu vyuzijeme vlastnosti, Ze redlny J-zlomek je sudou ¢asti modifikova-
ného S-zlomku ve tvaru . n-ty jmenovatel aproximantu z fetézového zlomku
budeme znacit T,(z), ¢astetny jmenovatel a ¢aste¢ny citatel budeme znadit
sn(z) a t,(z). Plati tedy To,(z) = Bu(2), 51(z) = 1, sn(2) = kn—1 a ton-1(z) = z, tay =1
pron =1,2,... . Pokud nyni dosadime z = 0, dostdvame pro T,(0) (dale jen T»,)
vyraz:
Top (O) = t2n(0) T2n—1(0) + Son (0) TZn—?.(O) =Top-1+smTon2 =

= 82p-1 Tou-3 + 52n[Ton-3 + s2n—2Ton-4] = (20 + 520-1)T2n-3 + S2uS2n—2T2n-4 =

= (s2n + S2n-1)Ton-3 + SonSon—2[Ton-5 + s2n-aTon-6] =

= (s2n + 82n-1)82n-3T2n—5 + S2nS2u—-2Ton-5 + S2uS2n-282n-4Ton—6 =

= (S2nS21-3 *+ S2n-152n-3 + 52u521-2)Ton—5 + S21S2n-2520n-4T2n—6 =

= = (s2u821-3 + S2n-182n-3 + S2uS2n-2 + ... )T1 + S04 820 -2824—4 - - 52T =

= SonSon-252n—4 *+* 52 = kiksks -+ - kop-1 > 0.

Plati tedy det],, = B,(0) = T2,(0) > 0 a diikaz je tak hotov. O
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Kapitola 5

Konvergence fetézovych zlomku

ProtoZe uvaZujeme nekonecné fetézové zlomky, je dileZité znat, zda dany fetézovy
zlomek konverguje a ve které oblasti. Déle pro fetézové zlomky s prvky a,(z) a b,(z),
které jsou funkci proménné z, je dtleZité zajistit, kde v komplexni roviné konverguji.
Cilem této kapitoly neni podat vycerpavajici popis konvergence fetézovych zlomkii
(vice o konvergenci se lze docist v [19]). V této kapitole zadefinujeme pojem stej-
nomeérna konvergence a predloZzime nékolik vét tykajici se konvergence S-zlomkd.
Pfipomernime, Ze konvergence k oo je akceptovdna. Na zavér této kapitoly se stru¢né
seznamime s problémem, pokud pfi vypoctu nekone¢ného konvergentniho fetézo-
vého zlomku budeme uvazovat pouze aproximaci pomoci aproximantu fetézového
zlomku. Chyby, které se pfitom dopoustime budeme nazyvat chyba zkriceni (nebo
také zanedbini). Ptedlozime zde né&kolik vét pro horni odhad této chyby. Pfi psani
této kapitoly jsme vychazeli z [5], [12], [19] a [26].

Definice 5.1 (oblast). Mnozinu D € C budeme nazyvat oblasti, pouze tehdy, kdyz D
je souvislou otevienou mnoZzinou.

Definice 5.2 (stejnomérnd konvergence). Posloupnost (f,(z)) meromorfnich funkci
v oblasti D fikame, Ze konverguje stejnomérné na kompaktni podmnoziné K v D,

pokud

1. existuje Nk € N takové, Ze f,(z) je holomorfni v néjaké oblasti obsahujici K pro
vSechna n > Nk

2. pro dané ¢ > 0 existuje N, > Nk takové, ze

sup | fuem(z) — fu(z)l <e, n >Ny, m=1,....

zeK

Rekneme, Ze fetézovy zlomek s n-tym aproximantem f,,(z) konverguje stejnomérné
na kompaktni podmnoziné K v oblasti D tehdy ajen tehdy, kdyZ posloupnost (f1(z))
spliiuje vyse uvedené podminky.

Pro dtikaz konvergence fetézovych zlomk s konstatnimi ¢leny, konkrétné pro regu-
larni C-zlomek (4.6) ve tvaru K(a, /1), (kde z = 1), se dobte hodji tzv. Parabola teorém
a Multiple parabola teorém.

Vice o souvislych a kompaktnich mnoZinach napt. v [34].
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Véta 5.3 ([19, str. 105-106]). Pokud vsechny proky a,, fetézového zlomku K(a,/1) lezi v
parabolické oblasti

; 1
Pa:lw:|w|—9&(w-e‘2w‘)szcoszal, —g<a<%, (5.1)

potom fetézovy zlomek K(a, /1) konverguje ke konecné hodnoté pouze tehdy, kdyz alespori
jedna z fad

+ 00 + 00

Z azag - - - Z asas -« - dyp+1 (5.2)
_— 1, _ .

— | 4345 * - A2n+1 — | A204---4a2p

n=1 n=1

je divergentni.
Véta 5.4 ([19, str. 106-107]). Necht proky a,, fetézového zlomku K(an /1) leZi v parabolické
oblasti definované nerovnosti

la,| — R (ane_i(K“+K”*1)) < 2pp-i(cos(icy) —pn), n=1,2,..., (5.3)

kde p, >0 a «x, jsou reilné a kde

; 1
pnelKn _

1
< — = .
s|<d<3, n=012 (5.4)

1. Potom sudd a lichd cdst fetézového zlomku K(an /1) konverguji ke konecné hodnoté.

2. Hodnoty vsech aproximantii jsou konecné a leZi v poloroviné

Vo=[w:R (w : e‘iKO) > —po] .

3. Retézovy zlomek K(a, /1) sdm konverguje ke konecné hodnoté, pokud alespoii jedna
z fad je divergentni.

4. Postacujici podminkou pro konvergenci fetézového zlomku K (a, /1) ke konecné hodnoté
je, Ze ay, lezi v pfislusné parabolické oblasti a Ze pro néjaké M > 0 plati

lay| <M, n=1,2,3,....

Nésledujci véta je zaloZena na predchozi vété. Jedna se o tzv. Cardioid teorém.

Véta 5.5 ([19] str. 134-135]). Necht K(a,z/1) je requldrni C-zlomek takovy, Ze proky a,
jsou nenulové komplexni Cisla splfiujici nerovnost

|a1’l| _%(an) S kgn—l(l _ng)l n= 1/2/31-" ’ (55)
kde k je kladné Cislo a kde (g, ) je posloupnost redlnijch cisel takovych, Ze
O<e<gn<l-e, n=0,12,..., (5.6)

kde 0 < € < 1/2. Potom:
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1. Sudd a lichd cist tetézového zlomku K(a,z /1) konverguji k holomorfnim funkcim pro
vSechna z v kardioidni oblasti

1+ cos(arg z)

Cr=lz:|z| < .

(5.7)

Konvergence je stejnomérnd v kazdé kompaktni podmnoziné Cy.

2. Regqulirni C-zlomek K(a,z/1) konverguje k funkci holomorfni v Cy, pokud alespori
jedna z fad diverguje.

3. Postacujici podminkou pro konvergenci fetézového zlomku K(anz/1) k funkci holo-
morfni v Cy je, Ze existuje M > 0 takové, Ze plati

lay| <M, n=1,2,3,.... (5.8)

Z vyse uvedené véty plyne duhleZita véta tykajici se konvergence S-zlomku.
Véta 5.6 ([19, str. 136]). Necht K(a,z/1) je S-zlomek (tzn. a, > 0).

1. Potom sudd a lichd cast S-zlomku konverguje k funkcim holomorfnim v oblasti
D =|z:l|argz| < m]. (5.9)
Sudd i lichd cdst konverguji stejnomérné na kazdé kompaktni podmnoZiné D.

2. S-zlomek K(a,z/1) konverguje k holomorfni funkci v D, pokud alespori jedna z tad
diverguje.

3. Pokud S-zlomek K(a,z/1) konverguje v jediném bodé v D, potom konverguje ve vsech
bodech v D k holomorfni funkci.

4. Postacujici podminkou pro konvergenci S-zlomku k funkci holomorfni v D je, kdyz
existuje M > 0 takové, Ze plati

lay| <M, n=1,2,3,.... (5.10)

Pfi zkoumani konvergence fetézovych zlomkt pro funkce f(z) je cilem, najit co
nejvétsi mnoziny konvergence. Nyni bude situace jind. Vychdzime-li z daného feté-
zového zlomku, cilem je ziskat nejmensi moznou chybu pro |f(z) — f.(2)|.

Definice 5.7 (chyba zkrdceni aproximantu). Pokud fetézovy zlomek K(a,/b,)
s n-tym aproximantem f, konverguje ke kone¢né limité f, potom

|f = fal (5.11)

se nazyva chyba zkriceni n-tého aproximantu.

Henrici a Pfluger dokézali nasledujici odhad chyby zkraceni n-tého aproximantu
pro S-zlomek:
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Véta 5.8 ([19, str. 312-313]). Necht K(anz/1) je S-zlomek konvergujici pro kazdé z v ob-
lasti k funkci f(z) holomorfni v D. Pokud f,(z) oznacuje n-ty aproximant S-zlomku
K(anz/1), potom prokazdé z € Dan =2,3,4,..., plati

|fu(z) = fu1(2)], largz| < 7
£ @)~ fu@ < | f(2) = fur (2)]

sin(arg z)

(5.12)

, 5 <largz| <m.

Dale také ziskali apriorni odhad pro |f,(z) — fu-1(z)|, viz ndsledujici véta:
Véta 5.9 ([12| str. 602-607]). Necht K(anz/1) je S-zlomek takovy, Ze koresponduje s fadou
cpz + C122 + 0223 + ...

se stfedem zo = 0. Necht ddle S-zlomek konverguje pro kazdé z v D = [z : |argz| < m]
k funkci f(z) holomorfni v D. Pro kazdé z € D necht f,(z) oznacuje n-ty aproximant

S-zlomku a necht
1
=R|—]|.
‘ (\F)

Potom je & > 0, a jestliZe zavedeme funkci ve tvaru

C=Clay,z) = 3 “1(¢) 1+2‘/§, (5.13)
Z CcOoS 7
kde ¢ = arg(1/z). Potom pron =2,3,4, ... plati
n 28 -1
|fu(z) = fu-1(2)| < C (1 + —) , (5.14)
| fus1(z) = fu(z)] < C[1+2& c_,(; H) , (5.15)
25 . Co ﬁ =
|fus1(z) = fu(2) < C |1+ ?kzz; o ) : (5.16)

Ziskané znalosti o konvergenci S-zlomku (4.29) si pfibliZime na nasledujcim p¥ikladé.

Ptiklad 5.10 (Motivace z [19, str. 314]). UvaZujme opét (viz motivaéni piiklad z Gvodu
kapitoly 2) fetézovy zlomek ve tvaru

z z[/2 z/6 2z/6 2z/10 3z/10
1+ 1 +1+ 1 + 1 + 1 +-'

z€C

vznikly z funkce In(1 + z). Vzhledem k tomu, Ze plati

n n

> O, = — > O/ R —
" Y= S on—1) D2 = S o+ 1)

>0, n=2,3,...,

jedna se o S-zlomek. Déle se 1ze pfesvédcit, Ze dany fetézovy zlomek je konvergentni,
nebot dokazeme najit M (napf. M = 1) takové, ze plati |a,| < M pron =1,2,....
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Tato podminka je postacujici pro konvergenci daného S-zlomku, viz vztah
véty Déle ze vztahu zminéné véty konverguje dany S-zlomek na oblasti
D = [z : |argz| < m]. Dokonce plati, Ze konverguje na oblasti |arg (1 + z)| < 7 (viz
[26, str. 136]).

Necht déle f,(z) oznaCuje n-ty aproximant daného S-zlomku a polozme z = 1.
Bude nds zajimat odhad chyby zkraceni n-tého aproximantu, tj. odhad chyby pro
|In2- £,,(1)|. Pro odhad Ize vyuZit poznatkt z vét[5.8/ap.9] Vysledky pron = 2,3,4,5
a napf. n = 10 shrneme do niZe uvedené tabulky:

n 2 3 4 5 . 10
In2— f,(1)] | 0.027 0.007 0.001 0.0002 23x10°
fu(D) = fua(D)] | 0.333 0.033 0.008 0.001 1.7 %1077
~1/2
CIl, (1+2) | 0650 0268 0.127 0.054 9.97 x 10

Tabulka 5.1: Odhad chyby pro [In2 — f,(1)|
Posledni odhady pro rtizna n ziskdme vypoctem

1+2\/§B(1+\/ia_k)_

Pokud napfiklad z tabulky vezmeme vysledky pro n = 10, dostdvdme nasledujici
horni odhady pro |In2 — f1o(1)[:

1
2

|In2 - f1o(1)] < 1.7x 1077 <9.97 x 107*.

Lze si dale vSimnout, Ze fetézovy zlomek rychle konverguje k hodnoté In2. Pro
porovndni uvedme, Ze pokud sec¢teme 10 ¢lenti Taylorovy fady z funkce In(1 + z),
ziskdme absolutni chybu 0.048. Rada tedy v porovnani s fetézovym zlomkem kon-
verguje k dané hodnoté velmi pomalu.

Poznamka 5.11. Davodem rychlejsi konvergence je, Ze aproximanty fetézového
zlomku jsou za urcitych podminek prvky tzv. Padého aproximace, kterd patii mezi
nelinedrni akcelerdtory konvergence (vice o Padého aproximaci v [37] nebo [26]).
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Kapitola 6

Aplikace fetézovych zlomk v
obecnych procesech zrodu a zaniku

Jak jiz bylo zminéno v prvni kapitole tykajici se historie fetézovych zlomki, ukéazali
v roce 1975 matematici Murphy a O’Donohoe, na zdkladé praci Karlina a McGregora,
na spojitost mezi obecnymi procesy zrodu a zaniku a fetézovymi zlomky [27]. V této
kapitole sezndmime ¢tendfe z jejich vysledky. Pti sepséni této kapitoly jsme vychéa-
zeli jak z jejich préce [28], tak i z [19]. Je nutno poznamenat, Ze v uvedenych pracich
nejsou zminény podrobné postupy, proto bylo potfeba nékteré z nich pomoci dal-
Sich zdrojti (viz publikace [18] a ¢lanek [4]) odvodit. K tomu bylo potfeba vytvorit 4.
kapitolu, kde se odkazujeme na n€které vysledky z teorie problému momentti, Gaus-
sovy kvadratury a redlnych J-zlomkd. V sekci Vypocetni postupy poté uvazujeme
dvé metody na hledani kofentl n-tého jmenovatele B,,. Z [19] pouzivime zminény
qd-algoritmus (viz Algoritmus|I), tento algoritmus mél v [19, str. 372] bohuZel malou
chybu, kterou jsme ale snadno opravili. Dale jsme museli ovéfit pfredpoklady pou-
ziti této metody. Druhd metoda na hledani kofenti je totoznda s hleddnim vlastnich
¢isel symetrické a pozitivné definitni matice. Na zavér této kapitoly poté uvazujeme
nékolik ptikladi pro ovéfeni spravnosti nize uvedenych postupti a porovname je jak
s pfresnymi vysledky, tak i s vysledky v [28] a v [19]. To vSe v piehlednych tabulkach
a obrazcich.

Budeme uvaZovat populaci jedincti, ktefi se mohou rozmnoZovat a zanikat, roz-
sah populace v case t je Markovsky fetézec, ktery je definovan intenzitami A, > 0,
r=0,1,2,... (tzv. intenzita rastu) a y, > 0, r = 1,2,... (tzv. intenzita zéniku).
Soustava diferencidlnich rovnic pro absolutni pravdépodobnosti p,(t) = P(X; = 1)
(kde X} je rozsah populace v ¢ase t) ma tvar

po’(t) = =Aopo(t) + wapa(t) (6.1)
Pr/(t) = /\r—lpr—l(t) - (Ar + (Ur)pr(t) + (Ur+1pr+1(t) , r=1,2,... (6.2)

s pocatecni podminkou
pr(0)=0rm, m=0,1,2,...,

kde 6, je Kroneckerovo delta.
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Pro feSeni téchto rovnic je uzitecné zavést Laplaceovu transformaci

P = L) = [ i, 63)
0
potom
sPy(s) — 00,m = —AoPo(s) + u1P1(s)
SPr(S) - 6r,m = Ar—lpr—l(s) - (Ar + Hr)Pr(S) + [Jr+1pr+1(5) .

Dostdvame tak transformovany systém linedrnich diferen¢nich rovnic druhého fadu
ve tvaru

p1P1(s) = (Ag +5)Po(s) — 60,m (6.4)
[Ur+lpr+1(s) =-AqPra+ (A, + Ur + S)P.(s) — Orm (6.5)
Zavedenim notace
Ly =AoA1--+ Ay, Mr:H1H2"'Hr/ Li=My=1 (6.6)
a normalizovanim vyS$e uvedenych rovnic vyrazy
)"(5) = Po(s), 6.7)
() = (FIYMyPy(s), T=1,2,. (6.8)
dostavadme systém rovnic ve tvaru
A7) = B0 = (Ao +9)f"(6), (6.9)

() = =Arcapr £ (5) = My + par + ) (8) + (<1 My, 7=1,2,.... (6.10)

r+1
Poznamenejme, ze (m) neoznacuje derivaci, ale horni index. Polozenim m = 0
a fr(o)(s) = f, odvodime, ze
fi=1-(Ao+59)fo,
ﬁ 1

fo :E—(/\O‘i‘s),

fo=

(/\0+S)+%

1

fre1 = —Aro1lir fro1 — (Ar + Hr + s)fr,

f;:l = _/\r—lyr% - (A + Hr + s),
r r
fr
1 _ fr—l
- _Ar— r ’
(/\r+/v¢r+s)+fr+1 e
fr
ffr I =l
r—1 r+1

(Ar + ur +5) +

fr
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Kombinaci ziskanych vyrazi ziskdme vyraz

A A
fols) = 1 w e ,r=12,.,
/\o+S—/\1+#1+S—"'—(A ) fre1(s)
+ Uy +5)+
r T Ur 20
ktery vede na redlny J-zlomek
1 A A
o0H1 142 6.11)

/\0+S —/\1+[11+S - (A2+[J2+S) — e

n-ty Citatel a n-ty jmenovatel aproximantu vyse uvedeného zlomku budeme znacit
Au(s) a By(s). O redlném J-zlomku (6.11) vime (viz pfiklad |4.59), Ze je sudou ¢asti
modifikovaného S-zlomku ve tvaru

1 A wm A w2 A

ST s AT s T (612
ktery je ekvivalentni s S-zlomkem
z Aoz Mz Az W2z Apz 6.13)

1+ 1+ 1+ 1+ 1+ 1+

kde z = 1/s (viz piiklad [4.19). Z véty 5.6 potom plyne, Ze suda i licha ¢ast modifiko-
vaného zlomku (6.12) konverguje k holomorfnim funkcim v oblasti

D =[s: |args| < 7] (6.14)

a konvergence je stejnomérna na kazdé kompaktni podmnoziné v D. Navic, fetézovy
zlomek (6.12) konverguje k holomorfni funkci v D, pokud alespori jedna z fad

+00 +00

Hl‘uZ...Hr AO/\lAr

_ _— 6.15
— AMAy--+ Ay ; 1M -+ ra1 (6.15)

diverguje. Ddle budeme pfedpoklddat, Ze alespori jedna z fad (6.15) diverguje. Z toho
vyplyva, ze redlny J-zlomek (6.11)) je konvergentni pro vSechna s € D.

Pro jednoduchost ozna¢me fetézovy zlomek vyrazem fy = fo(s) a definujme
rekurzivné dalsi vyrazy fi, f2, f3,... pomoci vztahu s m = 0. Ziskame tak
jedno z feseni soustavy rovnic a (kdyz m = 0). Dale plati, Ze dva po sobé
jdouci vyrazy f, se nemohou rovnat nule, takze plati f,+1/f, € C* pro v8echna r (viz
[19, str. 367]). Pfi vySe uvedeném omezeni na s je vidét, Ze nasledujici dva fetézové
zlomky konverguji k meromorfnim funkcim, a to

fr+1 — _ AV{JVH /\r+1‘ur+2
fr /\r+1+[vlr+1+s—Ar+2+Hr+2+s_---
f — (_1)”Lr—1Mr/Br Ar[-lr+1 Ar+1yr+2 (6 16)
' Byy1/B;, - /\r+1+Hr+1+S - Ar+2+,ur+2+s — )
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Vyse uvedeny vztah (6.16) ziskame nasledovné:
Ze vztaht a (6.10) postupné dostdvame
fi=1-(Ao+5s)fo=A1-Bifo=—(Bifo— A1)

fo = =Aopifo— (A1 + p1 +5)fi = —(A1 + p1 +5)A1 + fol(A1 + p1 +5)By — Agu1Bo] =
= Byfo— A2

fr=(=1)"(B; fo — A;) nebo (—1)V£—: = fo-— 11;1_:, r=1,2,....

S pomoci fy dostdvdme

fo= 1 Aot Ar-1y _ A
0 )\0+S—A1+y1+s—"'— f1,+1 By
(Ar + ur +5)+ 7
¥

Pokud pouzijeme rekurentni vztahy (2.7), 1ze fo vyjadfit jako

At ~ (br+1 + %) Ar+ar1Ar ~ A1 + fr—:lAr

fo=F = = !
0 Br+1 fr+1 B fr+1B ’
br+1 + T B;/ + ar.l,_lBr_l r+1 + fr r
Potom
fr+1
f _ é — Ar+1 + Jr Ar _ é — Ar+1Br _ArBr+1
0 Br B + f”+1B B;/ fr+1 !

r+1 T P B, Br+1 + 7, Br

Citatel A,11B; — A;B;41 1ze pomoci determinantni formule (2.9) zapsat ve tvaru

r+1
Ar1Br —AyByi1 = (_1)r rl aj = LraM;,
i=1

takZe plati
f _ ﬁ — Lr—er
0 Br fr+1 '
By (Brs1 + 5B,
a
(_1)rfr _ _ é
B, ' B
(_1)rf7’ — Lr—er
Br Br (Br+1 + %Br)
_ (_1)rLr_1M1/
fr - fl‘+1 7
By + 2 B,
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dostali jsme se tak k fetézovému zlomku (6.16). Tento fetézovy zlomek ma n-ty
jmenovatel aproximantu, ozna¢me Bf{’, dany vztahem

BV =By, r=1,2,..., n=1,2,....

Pokud nyni budeme uvazovat m > 0, potom ze vztahu (6.10) postupné dostavame
(m) ( Ao + S) f(m)
(m) ~Aopf™ = (A1 + 1 +5) ™

(m) = —Au- 2Um— lfng 2 (A -1t Um- 1+5)f ni)l
f,fﬁil 1t fO = A+ i + $) ) + (—1)'"Mm
P = Attt f = At + i1 + )07, atd.

Pror =1,2,...,m se da snadno odvodit rekurzivni vztah

Br—l
B,

pro vechna feSeni soustavy (6.9), (6.10). Pfedevsim pro r = m dostavdame
Bufyy = ~Bu-ify” (6.18)
ktery, kdyz vlozime do (6.10) s = m dostaneme

B.f" +B,_1 " =0 nebo f" = -ZZLgm (6.17)

B
U= (21" M, — 2L ) (6.19)

m+1 Bm

Pak

(m)
fmﬁl _ (_1)mMm _ Bm+1

(m) N (m) Bm ’
m m
1 A
B+ fn(Z)l (=1)" My
Bm (m)
a pro f,ﬁ{”) ziskdme vztah
o _ _CV"Mu__ (1M, Am i1 (6.20)
! Bm+l f(m) Bm+1/Bm - (Am+1+‘um+1+s) e .
+ m+1
Bm (m)
m
Porovnanim vyrazi (6.16) a (6.20) mame jiny vztah pro vyraz f /
B
rEzm) S 6.21)
L1
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Opakovanou aplikaci (6.17), tj.

(M)z_@ (m)z_@ _ﬁ (m)z_uz_@__ﬁ.”_Bm_l (m) _
0 B! B1 By’? B1 B> B, "
_o Bo (m)
— _1m0_ ,
(1700 £
(m)z_ﬂ (M)z_i._@ (m)z...z_ﬂ._ﬁ,,,_Bm—l (m) _
1 B,’2 B, B3’3 B, Bj B, "
1 B4 (m)
— _111’1 1-5
1y g,

B
fM = gL, <,

m

a pouzitim vztahu (6.21) nakonec ziskdme

B
Fm = (2 r < (6.22)
Lm—l
A pror > m ziskdme
(m) _ Bm _
= fr, r=mm+1m+2,.... (6.23)
Lm—l

Vyrazy (6.7), (6.8), (6.16) a (6.22), (6.23) vedou na reprezentaci P,(s) Fetézovym zlom-

kem v niZe uvedeném tvaru.

Véta 6.1 ([19, str. 369]). Necht (A,)72; a (ur)12] je posloupnost kladnijch Cisel, a necht pro
n=20,1,...,je By(s) oznacent pro n-tij jmenovatel aproximantu redlného J-zlomku .
Necht posloupnost (P,(s)) je definovand nisledovné:

My, By 1 /\mlum+1 )
Prs) = 31 B , r=01,..,m (624
7() M; By (Bm+1/Bm_/\m+1+[-im+1+S— ( )
a
L1 By 1 Arlir+1 )
Prls) = B, , r=mm+1,.... (625
7’( ) Lm—l Br (Br+1/Br - /\i’+l +‘ur+1 +5 — ( )

Hodnoty L, a M, jsou definoviny vyjrazem (6.6). Potom kaZdyj fetézovy zlomek ,
konverguje k funkci P,(s) meromorfni v oblasti D = [s : |args| < m] a P,(s) je feSenim

systému diferencnich rovnic (6.4), (6.5).
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Diikaz. Konvergence plyne z véty 5.6, P,(s) spocitime z vyrazu (6.8). Dostavame tak

b A" VB g o OB (D" LyaMy
T(=)'My ()M Ly " (-1)Mi Ly g (M N fm+1)
m By fm
M,, B, 1
= —_— =0,1,2,...
Mr Bm M N M ;7 F 01 7<=y ,m,
By fm
P, = fr(m) — Bm f — Bm (_1)rLr—er —
' (=1)'M,  (=1)’M;Ly-1 ' (=1)"M; Ly B (M + @)
"\ B fr
L,-1 B 1
:LrlB_mB T r=mm+1,....
m—-1 Dr é_:l + }_r
|
Pouzitim inverzni Laplaceovy transformace definujeme p,(t) ve tvaru
1 +o00
pr(t) = L7HP,(s)} = E/ e$'P,(s)dw, r=0,1,..., (6.26)

kdes = c+iw, ¢ > 0akde posloupnost (Pr(s))::(’) , definovéna vyrazy , , je
feSeni soustavy diferencnich rovnic —. Z toho plyne, Ze posloupnost (p;(t))
je FeSenim soustavy rovnic (6.1)-(6.2). Nasim hlavnim zajmem je pouziti fetézového
zlomku v (6.24)—(6.25) ke spocitani p,(t). Za timto ucelem necht P, ,(s) oznatuje n-ty
aproximant fetézového zlomku v (6.24)—(6.25) a necht

pra(t) = L7HP,u(s)} = L/M e*'Pyu(s)dw, (6.27)

21 J_

kdes = c+iw, c > 0.V ¢lanku [33] str. 176-179] matematici Jones a Magnus zkoumali
konvergenci p, ,(t) k p,(t) = L7{P,(t)}. Uvedme zde pouze stru¢ny postup jejich
zkoumdni.

Protoze plati

ct

+00
e _ .
lpr = pral < E/ |Pr(c +iw) — Py u(c+iw)|dw,

snazime se odhadnout |P, —P; ,|.Pror = m,m+1,... (pror < m je postup podobny)
nalezli nasledujici odhad

1
'—'_lpr,n_Pr,n—llr |CU|SQ/
L, 1 1 1
L1 o™ |2 62

|Pr_Pr,n| <

|Pr,n _Pr,n—1|/ |a)| = Q/

kde pro pevné Q > Oplati —-Q < w < Q,a 6 > 0.
Vzhledem k tomu, Ze fetézovy zlomek z P,(t) je redlnym J-zlomkem,pro ktery plati,
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Ze je sudou ¢asti S-zlomku, 1ze vyraz |P, , — P, ,—1| odhadnout z véty (5.9), tzn., Ze
ziskame odhad

NI—

|P, ,— P 1|<cﬁ(1+£)_
r,n rn=11 = ’
2 U VA

kdeay =1,a2 = Ay, a3 = 41,88 = Apy, .. .,

¢+ Ve2 + w2 1 1+v5  V1+45
E=RVs =T 04 C= - < .
2 |s| cos (=5=) 2 Ve2 + w2

Diky tomuto hornimu odhadu byli schopni dokazat nasledujici vysledek.

Véta 6.2 ([19, str. 369-370]). Necht (A,)75) a (ur);2] jsou posloupnosti kladnijch cisel
takovijch, Ze alespori jedna z fad je divergentni. Pro kazdé r > 0an > 1 necht P, ,,(s)
oznacuje n-ty aproximant fetézového zlomku P,(s) ve vété|6.1|a necht p, ,(t) a p,(t) jsou

definoviny vyrazy a (6.27). Potom:

1. Prokazdé r = m,m +1,m +2,... existuje funkce K(t), nezdvisld na n takovd, Ze
plati

s (VI 2yE) (Y 2vE)

Ipr(8) = pra(B)I* < K(H) . (6.29)
r r,n g 1 2\/5 1 2‘/5
+ +
/\1’+k V‘U'T’+k
kde x, = r —m +7/4 + n/2. Podobny odhad plati pror = 0,1, ... m.
2. Pokud existuje takovd konstanta o, Ze plati
O<Ar<ar a O<y,<ar, r=1,2,3,..., (6.29)
potom
nl_i)lﬂ)o Pra(t) = pi(t). (6.30)
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6.1 Vypocetni postupy
V této sekci popiSeme postup pro vypocet
Pra(t) = L7HP, u(s)}, (6.31)

n-té aproximace pravdépodobnosti p,(t), tzn., Ze populace bude mit velikost r v ¢ase
t, za pfedpokladu, ze v ¢ase t = 0 ma velikost m. Nastésti 1ze P, ,(s) reprezentovat ve
tvaru parcidlnich zlomk. Tento fakt ndm pomtize pfi pouziti inverzni Laplaceovy

transformace (6.31)).

Necht A, ,(s), By x(s) a Py »(s) oznacuje n-ty Citatel, jmenovatel a aproximant fetézo-
vého zlomku reprezentujici Py(s) ve véts Pak je ziejmé, Ze A, ,(s) a By »(s) jsou
polynomy v proménné s se stupni deg (A, ), deg (B, ) spliujici

deg(A;n) <m+n-1 (6.32)
a
deg (B, ) = m+n, r<m, (6.33)
§rn) = r+n, r>m. '
Navic plati

6.34
Byiu(s), rzm. (654

B 7 S 7
Br,n(s) = { m+n(s) rem

Dale definujme funkci N = N(r, m, n) ve tvaru

+ 7 S 7
N = N(r, m, n) = {m e r=m (6.35)
r+n, r>m,

a ozname kofeny polynomu B, ,(s) vyrazy s( M n),sg’m’”), . ,Sg’m’”). O téchto
kofenech vime, Ze jsou redlné, rtizné a navic zaporné (viz véta 4.60). Vzhledem
k tomu, ze deg(A,,n) < deg(B; ), lze aproximant P, , fetézového zlomku pro P,
z véty 6.1|rozloZit na soucet parcidlnich zlomkt ve tvaru

Aals) _ & 1™
rn ]
- :Olll"'/ :1,2,.-.. 636
Py u(s) = Bra(5) Z‘s—s(ﬁm"” r n (6.36)
- ]

Proto je inverzni Laplaceova transformace p ,(t) ve tvaru

(r mﬂ)t

pra(t) = L7HPu(s)} = Zh”m”)s (6.37)

Vyraz h;r’m’") je konstanta, kterou si nize odvodime. Nejdfive je vSak potfeba odvodit

tzv. obecnou rekurentni formuli. Vyjdeme z fetézového zlomku pro f, (viz|6.16). Pro
tento fetézovy zlomek jsme jiz ukéazali, Ze plati nasledujici rovnice

D' f,
()f . A
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Jeho n-ty aproximant napiSeme ve tvaru

Aglr) ~ Aglr)

fr,n =

Bg) - Bisr
Poté ze znalosti fy 1ze ukazat, Ze plati
f — 1 /\0[«[1 Ar—l[Jr _ Ariq
0= e — = /
)\0+S—/\1+[.11+S— (Ar+[vlr+5)+% Byi1
fo= 1 Aop Arlir+1 _Arp
0= ... = ’
AO+S_/\1+#1+S_ _(Ar+1+,ur+1+s)+% Br+2
1 Aopi Arin—2lrin-1 Arin
Jo =

fren Biin '

AO ts - /\1 + H ts - B (Ar+n—1 + Ur+n-1 + S) + Fren-1

Dostdvame tedy

(_1)rfr,n _ Arin Ay

B, - Brin B’
VDAY A A,
B;Byin - B, B
(_1)TA$I) = ArinBr — AyBrin

a tedy Agf) 1ze zapsat jako
A,(;) = (_1)r(Ar+nBr - ArBri). (6.38)

Nejdiive uvazujeme, ze r = 0,1,...,m, potom plati, Ze n-ty aproximant P, , 1ze
zapsat jako

Ar,n_ (_1)771—rBr f _ (_1)m—rBr A}(;n)
Br,n (_1)erLm—1 e (—1)erLm_1 Bm+n

Pr,n =

Z véty 4.55|jiz vime, Ze h](.r’m’") jsou tzv. Christoffelova ¢isla, kterd se spoditaji ze

vztahu (4.61), j.

h(r,m,n) _ A”/” (S]) _ (_1)m_rB7’ (S]) Agim) (S]) _

j B;/n (S]') (‘DerLm—l B;,n (S]')
(=17 By (57) (1) (Apan(3))Bun(57) = Am(3/)Buan(35))
~ (-1M,Ly B, . (sj) '

Vzhledem k tomu, Ze plati By;+,(s;) = 0, dostavame

h(r’m’n) _ Br(sj)Bm(Sj) Am+n(sj) _ Br(sj)Bm(sj) AN(Sj)
j Mer—l B;’,n (S]) Mer—l B;,n (S])

, j=1,2,...,N, (6.39)
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kdes; = s](.r’m’n) aproB; , (s](.r’m’n)) plati

N
B;,n (S](r,m,n)) _ I—[ (Sgr,m,n) _ SZ(j,m,n)) .

J#EL

Vzhledem k tomu, Ze pro r = m,m + 1,... bychom dostali analogickym postupem
totozny vyraz jako (6.39), neni potfeba dalsitho odvozovani.

Hodnoty B:(s;), Bu(sj) a An(sj) ve vyrazu (6.39) spocitime pomoci rekurentnich
vztahti (2.7), 4.

Ai(sj) =1, Aa(sj) =M1+ +s)),
Ai(sj) = (Ajo1 + pj—1 +5j)Aj1(sj) — Ajapj-14j2(sj), j=3,4,...,N,  (6.40)

Bi(sj) = Ao +sj, Ba(sj) = (A1 + u1 +5)Bi(s;) — Aoy,
Bj(sj) = (Aj_1 + uj-1+5j)Bj-1(sj) = Ajouj-1Bj-2(sj), j=3,4,...,r. (6.41)

Nyni se dostavame do situace, kdy je potfeba nalézt kofeny s](.r’m’n) polynomu B, ,(s).

V této praci budeme vyuZzivat dvou metod na hledéni kofent polynomu B, ,(s). Tyto
metody poté v uvedenych piikladech porovname.

Prvni z nich je pomoci vlastnich ¢isel matice. Vzhledem k tomu, Ze plati B, ,, = By,
kde B, jejmenovatel aproximantu z fetézového zlomku (6.11). Navic tento fetézovy
zlomekjeredlny J-zlomek a tudiz hleddni kofenti polynomu B, (s) fetézového zlomku
je shodné s hledanim vlastnich &isel Jacobiho matice Ji (dale viz véta

[.27). Lze si také vSimnout, Ze fetézovy zlomek (6.11)) je fetézovy zlomek (4.59), tj. ve

tvaru

, kn>0, n=1,2,..., 6.42
P n (6.42)

k1 +z -
kaky

k4+k5+Z—'--

k2+k3+Z—

kde dosadime za k1 = Ao, koys1 = Ay a ko = pyu. To tedy znamend, Ze kofeny
polynomu B, (s) z aproximantu fetézového zlomku (6.11)) jsou v8echny redlné, rtizné
a zaporné (viz véta a lze je nalézt z vypoctu vlastnich ¢isel matice ve tvaru

Ao VAot
VAour A1+ ur A

VAz A2+ A3

(6.43)

\//\n—zlun—l
\//\n—Z[Jn—l Ap1 + Un-1

Druhy zptisob vypoctu kofenti je pouZiti kvocient diferen¢niho algoritmu (tzv. gd-
algoritmus) z podsekce 3.2.2. Tento zptisob zde vyuZivdme vzhledem k tomu, Ze
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tento algoritmus tzce souvisi s fetézovymi zlomky. Budeme zde vyuZivat progre-
sivni formu gd-algoritmu, tzn. vychdzime ze znalosti prvni diagondly (viz (4.26)),
kterou ziskdme ze znalosti fetézového zlomku (6.12). Z véty tak ziskdme

qj” = —mj=-Aji.1, j=1,2,...,N, (6.44)

e = —agj=—p;, j=1,2,...,N-1, (6.45)

a poté postupovat podle upravenych kosoctvercovych pravidel a (4.28), viz
nasledujici algoritmus:

Algoritmus 1

Input: L,K,Ao,...,AN_l,[.ll,...,‘uN_l
fori=1,2,...,L—-1do
(i+1) _ (i) (i)

7, =¢é " +4;
(1)
(i+1) _ 412 o)
1 TG+ 1
1
forj=2,3,..., N-1do
(+1) _ () _ G+, (D)
TG =€ ~¢a t4;
(1)
(i+1) _ qj+1 (i)
j - (i+1)ef
6].
e?dl)for (i) (i+1) (i)
1+ 1 1+ 1
Iy =€y ~en-1 Ty
end for

Je nutno poznamenat, Ze pro vyuziti véty je potteba splnéni pfedpokladu (4.11),

tedy ze Hi) #0,m =1,2,...,k, n=0,1,2,.... ZFavardovy véty (viz|4.53) plyne,
Ze existuje distribu¢ni funkce ¢ (t). Protoze kofeny si,...,sy a hy,...,hy z
jsou uzly a vahy n-uzlové Gauss—Christoffelovy kvadratury souvisejici s Y (t),
z véty[#.49vime, Ze tato kvadratura fesi zjednoduseny Stieltjestiv problém momentt,
tzn.

+00 +00
i :/ tk dyp™ () :/ t"dy(t), k=0,1,...,2n -1, (6.46)
0 0

kde neklesajici funkci " (t) definujeme ve tvaru

(r,m,n)

0 pokud  t < -s; ,
Py = 180 B pokud — s <t < (" i=1,2,.. N -1,
Zflzl h;r’m’") =1 pokud - sy]’m’") <t<+00.

Potom z véty (4.14) plati, Ze pokud ma funkce ¢ (t) alespori k bodti vzristu, tak plati
pottebny pfedpoklad, tj. H,(;) +#0,m=1,2,...,k, n=0,1,2,.... Navic mame, Ze
splnéni tohoto pfedpokladu implikuje ve vété Ze plati
(r,m,n) — llm (L)
j Lo i
Proto pro dostatecné velké L mtize byt q;L) pouZito pro piiblizny vypocet kotfenti
(r,m,n)

]
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6.1.1 Piiklady

V této casti se zaméfime na nékolik prikladd, na kterych vyzkousime vyse ziskané
vysledky. Nejdiive volime piiklady shodné v praci [28) str. 35-36], abychom ovéfili,
zda jsou nase postupy spravné. Prvni piiklad uvedeme i s postupem, u dalSich
ptiklad uvedeme pouze ziskané vysledky. Veskeré vypocty pochédzeji z vytvorenych
souborti s pfidruZenymisoubory christ_num.m, roots_methodl.maroots_method2
(viz Ptiloha A). U kazdého z prikladta budeme uvazovat nékolik voleb pro r, m a n
a jejich vliv na vysledek, dale budeme uvazovat dvé metody na hledani kotent s;,
tj. pomoci vlastnich ¢isel matice a pomoci gd-algoritmu (viz Algoritmus ).
Pro hledéani vlastnich ¢isel budeme vyuzivat jiz implementovanou matlabovskou
metodu eig.

Piiklad 1

V tomto ptikladé budeme uvazovat model ze systému hromadné obsluhy, konkrétné
systém s neomezenym poctem obsluhy. Je-li X; pocet zdkazniki v systému v Case ¢,
je {Xi,t > 0} proces rastu a zaniku s intenzitami

Av=A, 0<r<+o
pr=ru, 1<r<+o0.

Kolmogorovy diferencidlni rovnice pro absolutni pravdépodobnosti p,(t) jsou ve
tvaru

po’(t) = =Apo(t) + up1(t)
pr'(t) = Aproa(t) = (A +rw)py(t) + (r + Dppra(t), r=1,2,...

s pocéatecni podminkou
pm(0)=1,p,(00=0 r+m,m=0,1,2,...

Tuto soustavu lze vyfesit metodou vytvorujici funkce, viz [30, str. 113]. Konkrétné
feSeni pro m = 0 je tedy ve tvaru

pr(t) = % (%)r (1-e7#) exp [—% (1- e‘“t)l ,r>0. (6.47)

Pokud budeme chtit ziskat pfiblizny vypocet pro p,(t). Ze vztahu (6.37) ziskdme, Ze
pfibliznou hodnotu p,(t) 1ze ziskat ve tvaru

N
(r,m,n)
Pr’n(t) — Z h;l’,m,”)esj t,

=1

kde N je (6.35), ¢isla h; spocitame ze vztahu (6.39). Hodnoty s; jsou kofeny n-tého

jmenovatele z aproximantu fetézového zlomku ve tvaru

1 Au 2Au

. 4
A+s —A+u+s —A+2u — - (6.48)
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O tomto fetézovém zlomku jiz vime, Ze je sudou ¢asti modifikovaného S-zlomku ve
tvaru

1 A y A 2‘u A
s+t1+s+1+ s +1+-

a vzhledem k tomu, Ze plati

7

3 4
S i b 24p rip"
SYTIISE ZX /\2 /\3 L T T

a fetézovy zlomek (6.48) je konvergentni pro vechna s € D = [s : |args| < n]. Déle
pokud zvolime napt. @ = (A + u), potom plati

O<A=A<A+pr a O<py,=pur<(u+M)r,r=123,...,

a z véty [6.2] pak plati _
Lim pyu(t) = pr(t).

Nyni budeme uvazovat konkrétni hodnoty intenzit. Jako v [28, str. 35] uvazujeme
Av = A =02au, = ru = 0.4r. V nasledujicich tabulkdch zde uvedeme postupné
vysledky pror =0,1,2,m =0,n =10ar =0,m =0,n = 2,3, 4, 5. Tyto vysledky po-
rovndme s pfesnym feSenim (6.47). Déle uvedme, Ze nejdfive vyuzivime na vypocet
kofentl pouze maticovou metodu, gd-algoritmus rozebereme nasledné.

S

Novur ks w N |
—_
o

r=0m=0 [ r=1m=0 | r=2,m=0

pojo(t) | pr(@) || prio®) | pr(t) | p2a0(t) | pr(t)
0.848(-16) | 0.848 || 0.140(-16) | 0.140 || 0.012(-16) | 0.012
0.759(-16) | 0.759 || 0.209(-16) | 0.209 || 0.029(-18) | 0.029
0.705(-16) | 0.705 || 0.246(-16) | 0.246 || 0.043(-17) | 0.043
0.671(-15) | 0.671 || 0.268(-15) | 0.268 || 0.053(-17) | 0.053
0.649(-14) | 0.649 || 0.281(-14) | 0.281 || 0.061(-15) | 0.061
0.635(-13) | 0.635 || 0.289(-13) | 0.289 || 0.066(-15) | 0.066
0.607(-9) | 0.607 || 0.303(-11) | 0.303 || 0.076(-12) | 0.076

Tabulka 6.1: Porovnani vysledkt s pfesnym feSenim pror = 0,1,2, m = 0, n = 10,
kde (=k) := 107% = |p, () = pr10(t)].

t=5] r=0m=0 | r=1,m=0 | r=2,m=0
pon(5) | A p1,n(5) A p2n(5) | A

=

2 0.608 | 0.041 | 0.273 | 0.008 0.060 | 0.0009
3 0.646 | 0.003 || 0.280 | 0.0006 | 0.061 | 0.000
4 0.671 | 0.0002 || 0.281 | 0.00003 || 0.061 | 0.000

5 0.649 | 0.281 | 0.281 | 0.000 0.061 | 0.000

Tabulka 6.2: Porovnani vysledkt s pfesnym feSenim pro r = 0,1,2, m = 0,
n= 2/ 31 4/ 5/ kde A = |p7‘(5) - Pr,n(5)|-

Poznamenejme, Ze uvedené vysledky v tabulkach[6.1]a[6.2)se pIné shoduji z vysledky
v praci [28, str. 39]. Dale si Ize vS§imnout, Ze vypoctené hodnoty jsou velmi blizko
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analytickému feSeni. Z druhé tabulky je patrné, Ze s rostoucim n roste pfesnost vy-
sledku, dokonce jiz pro malé hodnoty n. BohuZzel tyto zavéry neplati pro libovolnou
volbu r,m, n. V nasledujicich obrazcich si uvedeme vysledky pro p; (1) pfi volbé
n=273,45ar=0,...,18. Pocate¢ni hodnotu uvazujeme m = 10.

oo+ o+ ¢ ¥ LI

odhad (1)
odhad 1)

L T R N R

odhad (1)

.50 ] OF + + + %+ + %+ + + + % + +

L L L L L L L L r L L L L L L L
[i} 2 4 B 8 10 12 14 16 18 a 2 4 ] 8 10 12 14 16 18

Obrazek 6.1: Vysledky pro p; (1) pfi volbé m =10,n =2,3,4,5ar =0,...,10

Tento problém je zminén i v ¢lanku [4, str. 22], kde jejich pozorovanim dospéli k
zavéru, Ze metoda selhdva pfiblizné pfi hodnotach r + m > 20. Z nasSich pozorovani
dochézelo u nékterych prikladd k selhani metody uz pfi hodnotach r + m > 15. Je
také zajimavé, Ze s rostouci hodnotou n dostdvame extréméjsi hodnoty p,(1). Déle
poznamenejme, Ze ve zminéném ¢lanku je popsén jiny postup, ktery jiZ je vice sta-
bilni a tudiz dava pfijatelnéjsi vysledky (neni pfedmétem této préce).

Nyni budeme uvazovat na vypocet kofenti gd-algoritmus (viz algoritmus[I). V na-
sledujici tabulce budeme zkoumat, jaky vliv mé velikost hodnoty L (konkrétné uva-
zujeme L = 20 a 40) na vysledky, kdyZ mame postupné pror = 0,1,2, m = 0
an =10.

n=10]r=0,m=0,po10(t) | r=1,m=0,pr10(t) | r =2,m =0, pp10(t)

! L=20 | L=40 | L=20 | L=40 | L=20 | L=40
1T [0.932(-2) | 0.850(-3) || -0.408(-1) | 0.116(-2) || 0.347(-1) | 0.102(-2)
2 || 0.762(-3) | 0.759(-4) | 0.109(-2) | 0.207(-3) | 0.348(-1) | 0.039(-2)
3 | 0.697(-3) | 0.705(-4) | 0.242(-3) | 0.246(-5) || 0.083(-2) | 0.045(-3)
4 | 0.664(-3) | 0.671(-4) | 0.272(-3) | 0.268(-4) | 0.060(-3) | 0.054(-4)
5 | 0.644(-3) | 0.649(-4) | 0.284(-3) | 0.281(-4) || 0.064(-3) | 0.061(-4)
6 || 0.607(-3) | 0.635(-5) | 0.291(-3) | 0.289(-4) || 0.068(-3) | 0.066(-4)
20 | 0.607(-5) | 0.607(-7) || 0.303(-6) | 0.303(-7) || 0.076(-6) | 0.076(-7)

Tabulka 6.3: Porovnédni vysledkt s volbou L = 20 a L = 40 s pfesnym feSenim pro
r=0,1,2,m=0,n =10, kde (=k) := 107 = |p,(t) — p, 10(t)|.

v s

Z tabulky/[6.3]si 1ze vS§imnout, Ze pro L = 40 dostdvame ptesnéjsi vysledky. Dale silze
vSimnout, Ze s rostouci hodnotou r se zvétSuje nepfesnost prvnich nékolika hodnot
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pro t. Tento problém lze odstranit zvolenim vet$i hodnoty pro L (viz nasledujici

obrazek|[6.2).

=20 L=40

0.08

006

odhad p, )
odhad 1, 1)

achad p, ()
adhad 7, ()

Obrazek 6.2: Vysledky pro p2,10(t) pfi volbé m = 0,n =10a L = 20,40, 60, 80

Stejné feSeni problému l1ze ocekavat i p¥i jiné volbé r (viz obrazek

odhad p (1)
o
odhad p, ()
&

5]

odhad ()
odhad ()

Obrazek 6.3: Vysledky pro p3,10(t) pfi volbé m = 0, n =10 a L = 20, 40, 60, 80

I zde je tfeba poznamenat, Ze i pfi pouziti této metody nardZime na problém selhani
metody pfi volbé hodnot r + m > 20.

Piiklad 2

V tomto ptikladé uvazujeme volbu intenzit A, = 0.3 a y, = 0.14/r. Tato volba je
z dtivodu porovnéni vysledkli ze zminéné prace [28]], kde uvazovali poc¢éate¢ni hod-
notum = 0pror =0,1,2,5. Vnasi préci jiz nebudeme rozebirat ziskané vysledky
v tabulce, ale zobrazime si je do néasledujictho obrazku Uvedme, Ze na vypocet
kofenti zde pouzivame metodu na hledéni vlastnich ¢isel matice (6.43).
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Ar = 0.3, 1y = 0.1y/7
T

Obrazek 6.4: Vysledky pro p,10(t) pfivolbé m =0,n =10ar =0,1,2,3,4,5

Vysledky ve vySe uvedeném obrazku se shoduji s vysledky v praci [28, str. 44].
Oproti zminéné praci uvadime navic vysledky pro rizné pocatecni hodnoty, kon-
krétné m = 1,2, 3,4 (viz obrazek[6.5). Vyuzivame tak vyhody dnesnich numerickych
softwarti, které skoro pfed 50 lety chybély.

I ey g 10t []

odhad pr(t)
7
/

Obrazek 6.5: Vysledky pro p; 10(t) pfivolbé m =1,2,3,4,n =10ar =0,1,2,3,4,5

V nasledujicich dvou ptikladech budeme uvaZovat vlastni volbu modelti, na kterych
vyzkousime fungovéni studované metody pro vypocet p,(t).

Piiklad 3

Dal$im piikladem, kde metoda dobfe funguje, je linedrni proces rtistu a zaniku.
Absolutni pravdépodobnosti vyhovuji soustavé diferencidlnich rovnic ve tvaru

po’(t) = upa(t)
pr/(t) = (r = DAp,—1(t) = r(A + wWp, (t) + (r + Duprat), r=1,2,...
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Predpokladejme, Ze p1(0) = 1. Analytické feSeni lze nélezt metodou vytvoiujici

funkce, viz [30, str. 107].

Pfedpokladem pouZiti nasi metody je, ze A > 0, zde vSak plati Ay = 0. UkdZeme, Ze
pokud se s hodnotou Ay budeme bliZit k nule, dostaneme vysledky, které se p¥ilis
nelisi od presného feSeni. Budeme opét uvazZovat konkrétni hodnoty, napi. A, = 0.2r
au,=04rpror=1,2,.... Vnasledujici tabulce I1ze vidét, Ze s A¢ bliZice se k nule,

je vysledek skoro totozny s pfesnym feSenim. UvaZujeme hodnoty m =1, n =
r=0,1,2anapf. t = 20.

10,

t=20 | r=0m=1 | r=1m=1 | r=2,m=1
Ao~ | po10(20) A p1,10(20) A p2,10(20) A
0.1 0.741 0.250 0.186 0.182 0.047 0.045
0.01 0.959 0.032 0.028 0.023 0.008 0.006
0.001 0.987 0.003 0.007 0.002 0.003 0.0006
0.00001 0.991 0.00003 0.0047 | 0.00002 0.002 0.000006

Tabulka 6.4: Porovnani vysledkti pro zmen3ujici Ag s pfesnym feSenim pror =0, 1, 2,
m=1,n = 10, kde A = |p,(20) — p; 10(20)].

t [ n | pon(t);L pia(t);L  p3n(t);L psa(t);L
2 | (4,25 (3);26 (5);63 (-5);94
L | 6| (687 (:6);300 (5);113 (-5);300
10 | (-7);136 (-7);142  (-5);300 (-4); 192
150 | (-5);300 (-5);300  NaN NaN
2 | (-3;25 (3);26 (4);54 (-5);82
o | 6 | (784 (7);300 (7);300 (7);143
10 | (-7);122  (-7);129 (-6); 156 (-7); 300
150 | (-6);300 (-6);300 NaN  NaN
2 | (3;25 (2);22 (3);45 (4);65
5| 6 | (778 (677 (7);106 (-8);132
10 || (-7);110  (-8);119 (-9);155 (-8);176
150 | (-6);300 (-6);300  NaN NaN
2 || (2;22 (222 (-3;40 (4);56
5| 6 | (560 (5;62 (576 (6);87
10 | (-7);93  (-7);98 (-9);120 (-8); 127
150 || (-7);300 (-7);300 NaN  NaN
2 | (2;22 (2520 (3);31 (4);39
o] 6| (947 (443 (447 (5);56
10 | (6);71 (5,62 (-6);68 (-7);79
150 || (-8); 300 (-10); 300  NaN NaN
2 | (1;300 (3);19 (4,22 (-4);28
| 6 | (B30 (3;29 (434 (5)41
10 | (4);42  (-5);45 (-6);58  (-6); 54
150 | (-9);300 (-9);300  NaN NaN

Tabulka 6.5: Porovnani vysledkt s pfesnym feSenim pro r =

0,1,3,5, m =1,

n=2,6710,150a Ao ~ 10719, kde (k) := 107* = |p:(t) = pr n(t)], max. iter. L = 300.
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Ve vySe uvedené tabulce nalezneme absolutni chyby (. |p;.(t) — pr(t)]) mezi
piesnym fesenim p,(t) a pfibliznou hodnotou p, ,(t) pfi pouziti prvni metody na
hledani kofend, tj. vypocet vlastnich ¢isel matice (6.43). Dale zde pfikladame pocet
iteraci potfebné k dosaZeni uvedené absolutni chyby, pokud volime na vypocet
kotfendi gd-algoritmus. UvaZujeme pocateéni hodnotu populace m = 1a Ag ~ 10710
a maximdlni hodnotu L = 300. Velikost populace r v ¢ase t uvazujeme r = 0.
Z tabulky lze vypozorovat, Ze pro malé n (n = 6 nebo n = 10) se vypoctené hodnoty
prakticky shoduji s pfesnym vysledkem. Zaroven pro velké n nedostdvame o moc
lepsi vysledky, dokonce pii volbé hodnot r = 3,5 metoda selhava, at uz volime
metodu na hledani kofenti pomoci vlastnich ¢isel matice (6.43), tak i gd-algoritmus.
Lze tedy oc¢ekavat, Ze pro vétsi r by metoda selhdvala pro libovolnou hodnotu n. Co se
tyce uvedenych metod na hledani kotent, 1ze si vSimnout, Ze pro dostate¢né pfesny
vysledek je potieba pro gd-algoritmus vétsi hodnotu L, to znamen4, Ze v porovnani
s prvni metodou trvaji vypocty déle. V nékterych pfipadech dochédzelo k tomu, ze
se algoritmus nebyl schopen ani po 300 iteracich dostat na poZadovanou chybu (ba
dokonce po 2000 iteracich).

V naésledujcici tabulce budeme uvazovat vysledky i pro jinou volbu m. Konkrétné
uvazujeme m = 2,6,10, 12. Budeme sledovat, jak se méni chyba pfi zméné n v case t.

t [ m [ pos(tL postiL post);L pozo(t);L

2 [ (-7);300 (-6);26 (-5);63 (5);94
L 6] (4300 (-3);300 (-3);113  (-4);300
10 || (-1);300 (-1);300 (-1); 300  (-1); 300
12 || (1);300 (1);300 (1);300  (1);300
2 [ (-7);300 (-7);104 (-8);300 (-7);300
o | 6| (5);134 (5);147 (-6);300 (-6);298
10 || (-5);176 (-6); 300 (-7);300  (-5); 300
12 || (-5);300 (-4); 300 (-4);300  (-4); 300
2 | (-6);78 (7);93 (-8);300 (-7); 300
5 | 6| (-6;120 (-6);133 (-6);300 (-7);300
10 | (-5);300 (-6);300 (-5);300 (-5); 264
12 || (-5);300 (-5); 145 (-5);300 (-5); 300
2 || (4;58 (5);69 (-6);87 (-7); 300
5| 6| (482 (5;98 (6);107 (7);171
10 || (-4);300 (-5); 300 (-6);300 (-7); 178
12 || (-5);300 (-5);300 (-5);300 (-6); 300
2 [ (-3);39 (3);43 (4);53 (-7);300
o) 6| (355 (357 (468 (7);121
10| (3;65 (3);68 (-4);78 (-7); 300
12 (3;70 (3);72 (-4;79  (-7); 155
2 [(-2);300 (-3);32 (-3);35 (-8);300
oo | 6| (238 (238 (346 (7);123
10| (-2;48 (-2;47 (3);54 (-7);177
12 (2;51  (-2:;49 (3);67  (7);95

Tabulka 6.6: Porovnani vysledkd s pfesnym feSenim pro r = 0, m = 2,6,10,12,
n=5,6,820alAy~ 10719 kde (k) := 107F = |po(t) — po,.(t)], max. iter. L = 300.
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Z tabulky [6.6|1ze vypozorovat, Ze s rostouci hodnotou m roste absolutni chyba mezi
vypoctenou hodnotou a pfesnym feSenim. Déle si lze vSimnout, Ze nejvétsi chyby
ziskavame pro pocatecni hodnoty ¢ (nejvice v8ak pro t = 1). Této skutecnosti jsme si
mohli vSimnout i v pfedeslé tabulce. S rostoucim ¢ si pak nejlépe vede volba n = 20.
Co se tyce gd-algoritmu, opét zde plati, Ze pro pfesnéjsi vysledek bude potieba
mnohem vice iteraci nez 300. To méa pak za nasledek zpomaleni uvedené metody.
Proto stédle preferujeme pouZiti prvni metody.

Na zavér uvedme nékolik vysledki p; 10(t) (bez porovndni s pfesnym feseni a pouze
graficky), kde r = 0,1,2,3,4 a pfi volbé pocatecni velikosti populace v ¢ase t = 0,
napt.m =1,2,3,4.

o
@

2
Bl

o
=

odhad pr(t)
odhad pr(t)

25 30 3 40 45 50 30 Esl 40 45 50

odhad pr(t)
odhad pr(t)

30 3 40 4a a0 30 35 40 45 a0

Obrazek 6.6: Vysledky pro p; 10(t) pfivolbé m =1,2,3,4,n =10ar =0,1,2,3,4

Ptiklad 4

V tomto zavére¢ném piikladd budeme uvaZovat model zrodu-migrace-zaniku pro
ktery plati
Ay =1A+7T, Uur=ru.

KaZzdy jednotlivec se rodi s intenzitou A, zdnikne s intenzitou u a migraci popisuje pa-
rametr 7. Kolmogorovy diferencidlni rovnice pro absolutni pravdépodobnosti p,(t)
jsou ve tvaru

po’(t) = —Tpo(t) + upa(t)
pe(t) = ((r = DA+ 1) praa(t) = PA + rp+ Op, () + (r + Dppra(t), r=1,2,...

s pocéatecni podminkou
pm0)=1,p,(0=0 r+m,m=0,1,2,...

Tuto soustavu lze vyfesit metodou vytvotujici funkce, viz [3] str. 121-123].
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t | m| po2(t);L  pos(t);L  poao(t);,L
1 (-6);16 (-14);88 (-16);300
1|3 | (-8);41 (-15);109 (-14);170
5 | (-10);73 (-14); 148 (-13); 190

1| (3;9 (7);34 (-11);81
513 (4;12  (-8);49  (-12);97
5 (5517  (-9);51 (-13); 102

L] (3,8 (5,21  (-8);58

10| 3| (4;10 (-6);23  (-9);55
5| (-5);10 (-7);31  (-10); 74

L] (3,9 (5,22 (-7);50

15| 3 || (3;3  (-6);30 (-8);59

51 (4,8 (7,39  (9);68

L) (37 (5,24 (-7);51

20| 3 || (4;13  (-5);17  (-8); 73

51 (4,8 (6);,20 (-8);55

Tabulka 6.7: Porovnani vysledktl s pfesnym feSenim pro r =
n =2,6,10, kde (=k) := 107% = |po(t) — po,»(t)|, max. iter. L = 300.

0,m = 1,3,5,

Z tabulky/[6.7)je patrné, Ze s rostouci hodnotou n roste pfesnost vysledku, je ale dobré
poznamenat, Ze uz pti volbé n = 2 dostdvame dobré vysledky. Lze si dale vS§imnout,
Ze i pfi zméné hodnoty m se presnost vysledku drzi na dobré trovni. Co se tyce
gd-algoritmu a jeho iteraci, oproti pfedchozimu piikladu neni potteba tolik iteraci
k pozadované chybé. To mé za néasledek mensi ¢asovou naro¢nost vypoctu.

Na zéavér jesté prikladame obrazek, kde jsem uvaZovali i jiné volby r. Z davodu

komplikovaného tvaru uvadime bez pfesného feSeni.

odhad pr(t)

odhad pr(t)

BT
“““““
T

t

Obrazek 6.7: Vysledky pro p; 10(t) pfivolbé m =1,2,3,4,n =10ar =0,1,2,3,4,5

V této préci jsme uvazovali jen n€kolik malo modelti, vice pfikladt 1ze nélézt v

¢lanku [4] nebo v praci [28].

odhad pr(t)

t

m=4

odhad pr(t)

........
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Kapitola 7
Zavér

Tato prace se zabyvala studiem analytické teorie fetézovych zlomkti a jejich pouZzi-
tim v aplikaci, konkrétné v obecnych procesech zrodu a zaniku. Hlavnim cilem této
préce bylo pfedstavit metodu fetézovych zlomkii na feSeni téchto procesti, porovnat
ziskané vysledky z praci [28] a vyzkouSet danou metodu i na jiné modely. Ziskané
vysledky pak porovnat, pokud to bylo moZné, s pfesnym feSenim. K lepSimu po-
chopeni metody bylo potfeba ¢tenafe sezndmit se zdkladnimi pojmy a definicemi
z analytické teorie fetézovych zlomkd.

V kapitole 1 byla sepsdna stru¢nd historie o analytické teorii fetézovych zlomkii a je-
jich aplikaci. Dozvédéli jsme se tak o zajimavém vyuZziti fetézovych zlomk v riznych
oblastech matematiky, hlavné v matematické analyze.

Ve 2. kapitole byla pfedstavena zdkladni definice fetézového zlomku a jeho vlast-
nosti. Sezndmili jsme se tak s pojmy jako prvky fetézového zlomku ¢i n-ty aproximant
fetézového zlomku. Z vlastnosti pak konvergenci, rozsifeni nebo ztizeni fetézového
zlomku. Na zéavér kapitoly byl ukazan priklad pro lepsi porozumeéni.

Kapitola 3 obsahovala zakladni informace o korespondenci mezi fetézovym zlom-
kem a mocninnou fadou. Tato korespondence je zadkladnim stavebnim kamenem
k reprezentaci funkci fetézovym zlomkem. Na zavér této kapitoly jsme ukazali na
razné korespondencni vlastnosti, pokud uvazujeme rtizné tvary prvku fetézového
zlomku.

Ze zavéru 3. kapitoly jsme se tak dostali ke studiu riznym typt fetézovych zlomki
a jejich korespondencnich vlastnosti. Konkrétné se jednd o tzv. C-zlomky, S-zlomky
a J-zlomky. Tyto zlomky byly probrany v nasledujici kapitole 4. DtleZitou soucasti
C-zlomki je tzv. gd-algoritmus. Bylo ukdzano, Ze pomoci tohoto algoritmu lze ziskat
prvky fetézového zlomku z koeficientti mocninné fady, kterd s danym fetézovym
zlomkem koresponduje. Pro pouziti tohoto algoritmu byly pfedstaveny predpoklady
pro jeho pouziti. Tuto metodu a jeji pfedpoklady jsme poté ovéfili na ptikladé. Dale
jsme se dozvédé€li, Ze S-zlomek je typ C-zlomku, kde pouze predpokladdme kladné
prvky. S timto zlomkem poté souvisi tzv. modifikovany S-zlomek, ktery je dilezi-
tou ¢asti posledni kapitoly. Nejvice prostoru v kapitole 4 zabira studium J-zlomku.
Po stru¢ném seznameni s koresponden¢nimi vlastnostmi jsme piesli k souvislostem
mezi timto zlomkem a tridiagondlni symetrickou matici, tzv. Jacobiho matici. Plati
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totiZ, Ze kofeny n-tého jmenovatele aproximantu z tzv. redlného J-zlomku lze spocitat
z vlastnich ¢isel této Jacobiho matice. Tato skute¢nost opét byla délezitym nastro-
jem pii pouziti studované metody ze zavérecné kapitoly. Dale bylo v této kapitole
ukdzdno na souvislost s tzv. problémem momentt a Gauss—Christoffelovou kvadra-
turou. Dozvédéli jsme se, Ze Gauss-Christoffelova kvadratura za urcitych podminek
fesi zjednoduseny Stieltjestiv problém momentti a naopak, feSenim Stieltjesovo pro-
blému momentt ziskdme n-uzlovou kvadraturu pro feSeni Riemann-Stieltjesova
integralu s néjakou distribu¢ni funkci. Na to ndvazalo spojeni redlnych J-zlomki
s posloupnosti monickych ortogonélnich polynomf. Jejich spojenti je zajimavé v tom,
ze kazda posloupnost monickych ortogondlnich polynomi je posloupnosti jmeno-
vateldl redlného J-zlomku. A naopak, posloupnost jmenovatelti n€jakého redlného
J-zlomku je posloupnosti monickych ortogonalnich polynomt pro néjakou distri-
buéni funkci. To vSe poté vedlo k dtilezité vété, tvrdici, Ze aproximant fetézového
zlomku mtize byt rozloZen na soucet parcidlnich zlomk s vdhami a uzly n-uzlové
Gauss—Christoffelovy kvadratury. Na zaveér této kapitoly byl predstaven specidlni
typ redlného J-zlomkt a dokézali jsme, Ze kofeny n-tého jmenovatele z jeho aproxi-
mantu jsou redlné a zdporné. Tento specialni typ je hlavni esenci zdvérecné kapitoly.

Konvergence fetézovych zlomk byla poté studovana v kapitole 5. Pfedstavili jsme
zde pouze strucné nékolik vét, které byly dilezité v nasledujici kapitole. Nejdiilezi-
t&js1 z nich byla véta tykajici se konvergence S-zlomkt. Na zavér této kapitoly jsme
se seznamili s tzv. chybou zkrdceni fetézového zlomku, tj. jaké chyby se dopustime,
pokud budeme uvaZovat pouze n-ty aproximant misto nekone¢ného zlomku.

Zavérecna Sesta kapitola se tykala metody na vypocet absolutni pravdépodobnosti
tzv. obecnych procesti zrodu a zaniku. Matematici Murphy a O’Donohoe nalezli
metodu, jak pomoci fetézovych zlomkii nalézt feseni tzv. Kolmogorovych diferenci-
alnich rovnic. Vyuzili Laplaceovy transformace na pfevod soustavy diferencidlnich
rovnic na soustavu diferencnich rovnic. Z této soustavy pak ziskali fetézovy zlo-
mek pfedstavujici Laplaceovu transformaci p,(t). Tedy pravdépodobnost existence
populace o velikosti r ¢ase t. Nasim cilem bylo pfedstavit tuto metodu ¢tenéfi, na-
razeli jsme vSak na problém, Ze nékteré vztahy byly pouze pfedloZeny bez vétsiho
odvozeni a na nés bylo tyto vztahy fddné odvodit. K tomu bylo potfeba se odkazo-
vat na pojmy ze 3. kapitoly, kterd z tohoto diivodu byla sepsana. Poté navazovala
sekce s vypocetnimi postupy, kde uvazujeme dvé metody na hleddni potiebnych
kotenti n-tého jmenovatele z fetézového zlomku predstavujici Laplaceovu transfor-
maci. Prvni metoda hled4 kofeny pomoci vlastnich ¢isel matice, druha metoda hleda
kofeny pomoci gd-algoritmu, u tohoto algoritmu jsme ovéfili pfedpoklady pouZiti,
které v publikaci [19] nebyly dostatecné ovéfeny. Na zavér jsme uvaZovali ¢tyfi pii-
klady (modely), na kterych jsme vyzkousSeli studovanou metodu spolu s metodami
na hledéni kofenti. Prvni dva modely jsou zvoleny podle préace [28], zbylé dva jsou
nasim vybérem.

V prvnich dvou modelech jsme zjistili, Ze ziskané vysledky se plné shoduji s vy-
sledky v praci. Tyto vysledky jsme také podrobili srovndni s pfesnym feSenim. Pro
urcitou volbu hodnot n a L vykazovala metoda malou absolutni chybu mezi pfi-
bliznou hodnotou a pfesnym feSenim. NardZeli jsme vSak na problém pii urcité
volbé parametrd, pro volbu r + m > 20 jiZ metoda selhavala. Déle bylo ukazano, Ze
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Kapitola 7 — Zavér

Vv s

s rostouci hodnotou parametrti n a L jsme dostavali pfesné€jsi vysledek. Ale zaroven
pro malé n (napt. 2,3) se ziskané vysledky pfilis nelisili od pfesného feSeni (chyba
v fadu desetitisicin). V poslednich dvou modelech jsme ziskali prakticky totoZné za-
véry. Metoda opét dobfe fungovala pro urcitou volbu n. Nejlépe se osvéd¢ila volba
n = 10. Pti pouziti gd-algoritmu jsme nardZeli na problém s pfiliSnym poctem iteraci
k docileni urcité absolutni chyby. Nékdy se i stavalo, Ze metoda ani po 2000 iteracich
nedosahla na pfedepsanou absolutni chybu. To mélo za nasledek vétsi ¢asovou na-
ro¢nost na vypocet oproti prvni metodé, tj. hledani vlastnich ¢isel dané matice.

V této praci jsme uvaZzovali jen nékolik modelt, kde metoda vykazovala pomérné
dobré vysledky. Obecné vSak metoda selhava pfi vétsich hodnotach parametrti 7,
m a n. Timto problémem se zabyvaji v ¢lanku [4], kde pro feSeni tohoto problému
vyuZivaji robustnéjSich metod. Tyto metody poté aplikuji na modely z biologie &i

genetiky. Na tuto praci poté navazuje prace [24], kde se vyuZiva Laplaceovy trans-
formace a fetézovych zlomk na dvourozmeérné procesy zrodu a zéniku.
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Piiloha A

Zde uvadime seznam soubort, které se nachazeji v pfilozeném CD (slozka Pfiloha
A). Déle zde uvadime jejich struény popis. Tyto soubory byly pouZité k ziskani
vysledki této prace. Veskeré vypocty byly napsany v softwaru MATLAB R2014a.
A.1 qd_algo.m

Funkce urcena k vypoctu prvka C-zlomku z koeficientdi mocninné fady pomoci

gd-algoritmd.

A.2 priklad03ch.m

Funkce uréena k vizualizaci distribu¢nich funkci 1" (). Tato funkce byla pouzita v
kapitole 4.

A.3 roots_ methodl.m

Funkce urcend k vypoctu kofenti s; n-tého polynomu B, (s) pomoci matlabovské
metody eig na vypocet vlastnich ¢isel matice.

[roots, R]=roots_methodl(K, lambda_0,lambda_r,mu_r)

e Kje velikost matice

lambda_0 je Ay

lambda_r, mu_r jsou intenzity rastu a zaniku

roots je vektor kofentl

R je velikost vektoru roots

A.4 roots_method2.m
Funkce urcend k vypoctu kotent s; n-tého polynomu B, (s) pomoci gd-algoritmu.

[roots, R]=roots_method2(L,K, lambda_0,lambda_r,mu_r)

e L je pocet iteraci algoritmu
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A.5 christ num.m

Funkce urc¢ena na hledani Christoffelovych ¢isel ; a pravdépodobnosti p; . (t).

[h, p_r]=christ_num(r,m,n, lambda_®,lambda_r,mu_r,roots_search,L)

e roots_search je volba metody na hledadni kofenti.

- 1je pouziti roots_method1.m

- 2je pouziti roots_method2.m
e hje vektor Christoffelovych cisel

e p_r je vektor pravdépodobnosti

A.6 queue_BDP_ex.m

Funkce urcend k vypoctu absolutnich pravdépodobnosti v pfikladu 1.

A.7 ex_sqrt.m

Funkce urc¢end k vypoctu absolutnich pravdépodobnosti v prikladu 2.

A.8 linear BDP _ex.m

Funkce urcend k vypoctu absolutnich pravdépodobnosti v pfikladu 3.

A.9 linear BDP ex iter.m

Funkce urcend k vypoctu poctu iteraci gd-algoritmu pfi dané absolutni chybé. Tyka
se pfikladu 1.

A.10 ex_imigrace.m

Funkce urcend k vypoctu absolutnich pravdépodobnosti v pfikladu 4.
A.11 ex_imigrace_iter.m

Funkce urcend k vypoctu poctu iteraci gd-algoritmu pfi dané absolutni chybé. Tyka
se prikladu 4.
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