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V Plzni dne .................... Podpis ....................



Poděkováńı
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Abstrakt

Tato diplomová práce se zabývá L(p, q)-ohodnoceńım graf̊u a L(p, q, r)-ohodnoceńım
graf̊u. Př́ıslušným ohodnoceńım rozumı́me přǐrazeńı nezáporných celých č́ısel vrchol̊um
grafu G tak, že sousedńı vrcholy musej́ı být ohodnoceny hodnotami lǐśıćımi se aspoň o p,
vrcholy ve vzdálenosti 2 se musej́ı lǐsit aspoň o q a ev. vrcholy ve vzdálenosti 3 se musej́ı
lǐsit alespoň o r, kde p, q a r jsou nezáporná celá č́ısla. Prvńı část práce shrnuje některé do-
posud známé výsledky v oblasti L(p, q)-ohodnoceńı, a to předevš́ım pro parametry p = 0
a q = 1, p = q = 1, v praxi nejv́ıce se vyskytuj́ıćı p = 2 a q = 1, ale i pro obecné p a q.
Kapitola 4 pak pojednává o vlastńım výzkumu – L(3, 2, 1)-ohodnoceńı cirkulant̊u.
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Abstract

This thesis deals with L(p, q)-labellings of graphs and L(p, q, r)-labellings of graphs. By ap-
propriate labellings we mean an assignment of non-negative integers to vertices of graph G
according to the following rules: adjacent vertices are labelled by values differing by at least
p, vertices at distance two apart labelled by values differing by at least q and, eventually,
vertices at distance three are labelled by values differing by at least r, where p, q, r are
non-negative integers. Already known results for L(p, q)-labelling of graphs with respect
to p = 0 and q = 1, p = q = 1, the most common in practice p = 2 and q = 1, but also for
p a q in general are summarized in the first part of this thesis. Our own research, which
concentrates on L(3, 2, 1)-labelling of circulant graphs, is described in Chapter 4.
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1 Úvod

Necht’ jsou dána dvě nezáporná celá č́ısla p, q; L(p, q)-ohodnoceńım rozumı́me přǐrazováńı
nezáporných celých č́ısel vrchol̊um př́ıslušného grafu G tak, že sousedńım vrchol̊um jsou
přǐrazeny hodnoty lǐśıćı se aspoň o p a vrcholy ve vzdálenosti 2 jsou ohodnoceny hod-
notami lǐśıćımi se aspoň o q. Rozpět́ım L(p, q)-ohodnoceńı rozumı́me rozd́ıl mezi největš́ı
a nejmenš́ı použitou hodnotou, ćılem je toto rozpět́ı minimalizovat. Minimálńı rozpět́ı
př́ıslušného grafu G pak budeme nazývat ohodnocovaćı č́ıslo a značit jej budeme λ(p,q)(G).

Problém ohodnocováńı vycháźı z klasického barveńı graf̊u. Toto zobecněńı bylo moti-
vováno praktickým problémem, který se objevil na počátku 20. stolet́ı, totiž přǐrazováńım
frekvenćı. Protože bylo potřeba stále v́ıce frekvenćı, na nichž by se dalo vyśılat, bylo těžké
naj́ıt volné frekvence tak, aby nedocházelo k rušeńı vyśıláńı ostatńıch stanic v bĺızkém
okoĺı. Tento problém byl poprvé formulován W. K. Halem [45] v roce 1980, a to jako
problém barveńı grafu. S variaćı zohledňuj́ıćı vzdálenost vyśılač̊u přǐsel F. S. Roberts
[100] v roce 1991. V této variantě

”
bĺızké“ vyśılače musej́ı vyśılat na r̊uzných kmitočtech,

”
velmi bĺızké“ vyśılače pak musej́ı vyśılat na kmitočtech s rozd́ılem aspoň dva. Převedeme-

li tento praktický problém do teorie graf̊u, hovoř́ıme o vrcholech ve vzdálenosti 2, resp.
o sousedńıch vrcholech. Minimálńı rozsah kmitočt̊u pak odpov́ıdá ohodnocovaćımu č́ıslu
λ(2,1)(G). Griggs a Yeh [43] pak v roce 1992 přǐsli s př́ıslušnou definićı L(2, 1)-ohodnoceńı.

Toto ohodnoceńı lze dále zobecnit a rozš́ı̌rit, p̊uvodńı L(2, 1)-ohodnoceńı je ale stále
v praxi nejčastěǰśı. V úvodńım přehledu se budeme zabývat L(p, q)-ohodnoceńım graf̊u,
představ́ıme si horńı a dolńı odhady ohodnocovaćıho č́ısla λ(p,q)(G), př́ıpadně přesné hod-
noty tohoto rozpět́ı u některých tř́ıd graf̊u.

V kapitole 4 se pod́ıváme právě na jedno konkrétńı rozš́ı̌reńı. Můžeme totiž rozlǐsovat
nejen vyśılače

”
bĺızké“ a

”
velmi bĺızké“, ale i vyśılače

”
relativně bĺızké“. To v řeči mate-

matiky znamená, že přidáme podmı́nku na vrcholy ve vzdálenosti 3. S nejklasičtěǰśı verźı
tohoto problému přǐsli Liu a Shao [91], kteř́ı představili definici L(3, 2, 1)-ohodnoceńı
graf̊u. Opět ale můžeme tuto verzi zobecnit na L(p, q, r)-ohodnoceńı apod.

Tato práce se zaměřuje jednak na shrnut́ı již známých výsledk̊u z oblasti L(p, q)-
ohodnoceńı a rovněž na vlastńı výzkum v oblasti L(3, 2, 1)-ohodnoceńı speciálńı tř́ıdy
graf̊u, tzv. cirkulant̊u. Přehled o L(p, q, r)-ohodnoceńı je uveden v bakalářské práci [80],
a proto jej zde již neopakujeme.
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2 Základńı pojmy

Symbolem [k], kde k ∈ N, rozumı́me množinu {1, . . . , k}.
V tomto textu pracujeme s následuj́ıćımi pojmy a definicemi, z nichž většina byla

převzata z [23], [82] nebo [83].
Grafem G rozumı́me uspořádanou dvojici G = (V (G), E(G)), kde V (G) je konečná

množina a E(G) ⊂
(
V (G)

2

)
, přičemž

(
V (G)

2

)
= {{u, v} : u, v ∈ V (G), u 6= v}. Mluv́ıme

tedy o neorientovaném grafu bez smyček a násobných hran. Netriviálńı graf obsahuje
aspoň dva vrcholy. Symboly V (G) a E(G) znač́ı množinu vrchol̊u a hran př́ıslušnou
k danému grafu G. Hranu mezi dvěma vrcholy u a v zapisujeme uv. Stupeň vrcholu u
v grafu G je počet hran grafu G, které obsahuj́ı vrchol u – znač́ıme degG(u). Maximálńı
stupeň max{degG(u)} grafu G pak budeme značit ∆(G). Graf G nazveme r-regulárńım,
jestliže všechny jeho vrcholy maj́ı stupeň r.

Cestou délky t v grafu G rozumı́me posloupnost vrchol̊u a hran u0, e1, u1, . . . , et, ut,
kde vrcholy u0, . . . , ut jsou navzájem r̊uzné a pro každé i = 1, . . . , t je ei = ui−1ui ∈ E(G).
Vzdálenost vrchol̊u u a v v grafu G je délka nejkratš́ı cesty z vrcholu u do vrcholu v
a znač́ıme ji distG(u, v). Pokud taková cesta neexistuje, polož́ıme distG(u, v) = ∞. Graf
G je souvislý, pokud pro každé dva vrcholy u a v existuje cesta z vrcholu u do vrcholu v.
Graf G je nav́ıc k-souvislý (k ∈ N), pokud |V (G)| > k a graf G \U je souvislý pro každou
množinu U ⊂ V (G) takovou, že |U | < k.

Graf H je podgrafem grafu G (zapisujeme H ⊂ G), pokud V (H) ⊂ V (G) a E(H) ⊂
E(G). Graf H je nav́ıc indukovaným podgrafem grafu G, pokud V (H) ⊂ V (G) a E(H) =

E(G) ∩
(
V (H)

2

)
. Komponenta grafu G je maximálńı souvislý podgraf grafu G.

Izomorfismus graf̊u G a H je bijekce f : V (G) → V (H), pro kterou plat́ı, že dvojice
{u, v} je hranou grafu G právě tehdy, když dvojice {f(u), f(v)} je hranou grafu H. Grafy
G a H, mezi kterými existuje izomorfismus, jsou izomorfńı (zapisujeme G ' H).

Komplementem (doplňkem) grafu G = (V (G), E(G)) budeme rozumět graf G′ =

(V (G), E ′(G)), kde E ′(G) =

(
V (G)

2

)
\ E(G). Komplement grafu G znač́ıme GC .

Definujme základńı tř́ıdy graf̊u, s nimiž budeme v textu pracovat – konkrétně jde
o cesty, kružnice, kola, kaktusy, úplné grafy, bipartitńı grafy, stromy.

Cesta na n vrcholech je graf Pn = (V (Pn), E(Pn)), kde V (Pn) = [n] a E(Pn) =
{i(i+ 1) : 1 ≤ i < n}. Kružnice na n vrcholech, kde n ≥ 3, je graf Cn = (V (Cn), E(Cn)),
kde V (Cn) = [n] a E(Cn) = E(Pn) ∪ 1n.

Obvod grafu G je délka nejkratš́ı kružnice v grafu G a znač́ıme jej g(G). Kružnice, která
procháźı všemi vrcholy grafu se nazývá hamiltonovská, a graf obsahuj́ıćı nějakou takovou
kružnici se nazývá hamiltonovský. Kolo Wn, kde n ≥ 3, je graf na n + 1 vrcholech, jež
vznikne z kružnice Cn přidáńım jednoho vrcholu soused́ıćıho se všemi vrcholy kružnice
Cn. Kaktus je souvislý konečný graf, jehož každá hrana je součást́ı nejvýše jedné kružnice.
Strom T je souvislý graf, který neobsahuje žádnou kružnici. List stromu T je pak libovolný
vrchol, jehož stupeň v T je 1.

Úplným grafem na n vrcholech rozumı́me graf Kn = (V (Kn), E(Kn)), kde V (Kn) = [n]
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a E(Kn) =

(
[n]
2

)
. Klika grafu G je úplný podgraf grafu G. Klikovost grafu G je přirozené

č́ıslo, jež udává velikost největš́ı (na počet vrchol̊u) kliky v př́ıslušném grafu G a znač́ı se
ω(G).

Graf G = (V (G), E(G)) nazveme bipartitńım grafem, jestliže V (G) = V1∪V2, V1∩V2 =
∅ a pro všechny hrany uv ∈ E(G) : u ∈ V1 ∧ v ∈ V2. Jestliže pro každé dva vrcholy u ∈ V1

a v ∈ V2 je uv ∈ E(G), hovoř́ıme o úplném bipartitńım grafu, který znač́ıme Km,n, kde
m = |V1| a n = |V2|. Biklika bipartitńıho grafu G je úplný bipartitńı podgraf grafu G.
Biklikovost bipartitńıho grafu G je přirozené č́ıslo, jež udává velikost největš́ı (na počet
vrchol̊u) bikliky v př́ıslušném grafu G a znač́ı se bc(G). Zobecńıme-li předchoźı definici
tak, že V (G) = V1 ∪ V2 ∪ · · · ∪ Vk, Vi ∩ Vj = ∅ pro všechna i 6= j (i, j = 1, . . . , k) a pro
všechny hrany uv ∈ E(G) : u ∈ Vi ∧ v ∈ Vj, kde i 6= j (i, j = 1, . . . , k), dostaneme definici
k-partitńıho grafu. Jestliže pro každé dva vrcholy u ∈ Vi a v ∈ Vj, kde i 6= j, i, j = 1, . . . , k,
je uv ∈ E(G), hovoř́ıme o úplném k-partitńım grafu, který znač́ıme Kn1,...,nk

, kde ni = |Vi|
(i = 1, . . . , k).

Z [18] si rekurzivně zavedeme pojem t-strom:
1. Úplný graf Kt je t-strom.
2. Necht’ graf H je t-strom. Pak graf H ′, jež vznikne z grafu H přidáńım vrcholu v

připojeńım k t-klice (tj. Kt) grafu H, je rovněž t-strom.
3. Všechny t-stromy mohou být vytvořeny použit́ım předchoźıch dvou pravidel.
Je zřejmé, že každý strom je 1-strom. Minimálńı hodnota t, pro ńıž je graf G podgrafem

t-stromu, se nazývá stromová š́ıřka a znač́ı se tw(G).

Př́ıkladem rovinného 3-stromu je Goldner-Hararẙuv graf, což je nejmenš́ı nehamilto-
novský maximálńı planárńı graf (graf je planárńı, jestliže je možné zakreslit jej do roviny
tak, aby žádné dvě hrany neměly jiné společné body než koncové, graf je maximálńı
planárńı, pokud přidáńım nějaké hrany – k dané množině vrchol̊u – ztrat́ıme jeho plana-
ritu). Tento graf na 11 vrcholech a 27 hranách je znázorněn na obrázku 1.

Obrázek 1: Goldner-Hararẙuv graf jako př́ıklad 3-stromu.

Minorem grafu G [69] rozumı́me graf H, který lze źıskat z grafu G jakoukoliv séríı
těchto tř́ı operaćı: odebráńım hrany, odebráńım vrcholu a kontrakćı hrany (tj. pokud
uv ∈ E(G), kontrakćı této hrany rozumı́me jej́ı odebráńı a zidentifikováńı obou koncových
vrchol̊u). Graf G se nazývá H-bezminorńı, pokud neobsahuje graf H jako minor.
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Podrozděleńım grafu G rozumı́me graf, který vznikne z grafu G (př́ıpadným) nahra-
zeńım některých hran cestami.

Následuj́ıćı dvě definice představuj́ı k-tou mocninu grafu, resp. kartézský produkt
graf̊u.

Necht’ k ∈ N; k-tou mocninou grafu G budeme rozumět graf Gk, jež vznikne z grafu
G přidáńım všech hran uv takových, že v grafu G existuje cesta z vrcholu u do vrcholu v
délky nejvýše k.

Kartézským produktem (součinem) graf̊u G1 = (V (G1), E(G1)) aG2 = (V (G2), E(G2))
rozumı́me graf G = (V (G), E(G)), kde V (G) = V (G1) × V (G2) a dva vrcholy (u1, v1)
a (u2, v2) jsou spojeny hranou právě tehdy, když plat́ı u1 = u2 a v1v2 ∈ E(G2) nebo
v1 = v2 a u1u2 ∈ E(G1). Kartézský produkt graf̊u G1 a G2 znač́ıme G1�G2. Graf de-
finovaný jako Qn = K2�K2� · · ·�K2︸ ︷︷ ︸

n

, kde n je přirozené č́ıslo, se nazývá n-rozměrná

krychle neboli n-dimenzionálńı hyperkrychle Qn. Hamming̊uv graf je kartézský produkt
Kn1�Kn2� · · ·�Knd

úplných d graf̊u, kde ni ≥ 2 pro každé i = 1, . . . , d.

Kromě kartézského součinu graf̊u existuj́ı daľśı dva součiny graf̊u G a H, a to tenzorový
součin, jež se znač́ı G×H, a úplný součin, jež se znač́ı G⊗H. Pro tenzorový součin plat́ı
V (G × H) = V (G�H) a E(G × H) = {((u1, u2), (v1, v2)) : (u1, v1) ∈ E(G) ∧ (u2, v2) ∈
E(H)}. Úplný součin G⊗H graf̊u G a H má stejnou množinu vrchol̊u jako oba předchoźı
součiny a množinu hran dostaneme jako sjednoceńı E(G�H) a E(G × H). Kartézský
součin a tenzorový součin jsou vzájemně neizomorfńı s jedinou výjimkou, když grafy G,H
jsou liché kružnice stejné délky. Tyto definice byly převzaty z [18].

Graf G je planárńı (rovinný), pokud jej lze zakreslit do roviny tak, aby žádné dvě
hrany neměly jiné společné body než koncové. Stěny planárńıho grafu G jsou části roviny,
které jsou vymezeny hranami (vněǰśı stěnou pak rozumı́me část roviny

”
okolo“ grafu G).

Př́ıkladem rovinných graf̊u jsou tzv. mř́ıžky.
Grafem Γ∆, kde ∆ = 3, 4 nebo 6, znač́ıme šestiúhelńıkovou, čtvercovou, respek-

tive trojúhelńıkovou mř́ıžku. Intuitivně definujeme př́ıslušnou mř́ıžku jako nekonečný
graf (tj. graf s nekonečným počtem vrchol̊u), jehož vrcholy jsou pravidelně uspořádány
do (šestiúhelńıkové, čtvercové, resp. trojúhelńıkové) mř́ıžky. Řádnou definici, jež využ́ıvá

pojmů z geometrie, trojúhelńıkové śıtě nab́ıźı [67]: Necht’ e1 = (1, 0) a e3 = (1
2
,
√

3
2

) jsou
vektory v Eukleidově rovině. Pak grafem Γ6 = (V (Γ6), E(Γ6)), kde V (Γ6) = {ie1 + je3 :
i, j ∈ Z} a E(Γ6) = {uv : u, v ∈ V (Γ6), distER(u, v) = 1}, kde symbolem distER rozumı́me
Eukleidovu vzdálenost mezi vrcholy u, v.

Speciálńı podtř́ıdou rovinných graf̊u jsou tzv. vněǰskově rovinné grafy – to jsou takové
rovinné grafy, jejichž všechny vrcholy lež́ı na vněǰśı stěně. To znamená, že graf je vněǰskově
rovinný, má-li rovinné nakresleńı takové, že všechny jeho vrcholy jsou incidentńı s vněǰśı
stěnou. Graf G je l-vněǰskově rovinný, pokud je graf G pro l = 1 vněǰskově rovinný a pro
l > 1 má graf G rovinné znázorněńı takové, že pokud odstrańıme všechny vrcholy vněǰśı
stěny, souvislé komponenty zbytku grafu jsou (l − 1) vněǰskově rovinné.

Na obrázku 2 je znázorněn 3-vněǰskově rovinný graf G.

Věta 2.1 [60]. Graf G je vněǰskově rovinný právě tehdy, když je K4-bezminorńı a K2,3-
bezminorńı.
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Obrázek 2: Graf G jakožto 3-vněǰskově rovinný graf.

Pro danou množinu objekt̊u M (pro kterou má pr̊unik smysl) je odpov́ıdaj́ıćı pr̊unikový
graf G neorientovaný graf, jehož vrcholy jsou objekty a hrana spojuje dva vrcholy, po-
kud se odpov́ıdaj́ı objekty prot́ınaj́ı. Množina M se nazývá model grafu G s ohledem
na pr̊useč́ık. Př́ıkladem může být kružnicový graf, tedy pr̊unikový graf množiny tětiv
v kružnici: každá tětiva znač́ı vrchol a dvě tětivy se protnou právě tehdy, když jsou vr-
choly v grafu spojeny hranou. Př́ıklad takového grafu znázorňuje obrázek 3.

Obrázek 3: Vlevo kružnice s pěti tětivami, vpravo pak odpov́ıdaj́ıćı kružnicový graf.

V této práci budeme hovořit o několika zaj́ımavých podtř́ıdách pr̊unikových graf̊u.
Kruhový graf je pr̊unikový graf množiny kruh̊u v rovině, kde každý kruh je jednoznačně
určen jeho středem a pr̊uměrem. Mezi tuto tř́ıdu graf̊u patř́ı např́ıklad rovinné grafy.
Jestliže maj́ı všechny kruhy stejný pr̊uměr, graf nazveme jednotkový kruhový graf.

Pro každou pevnou dvojici reálných č́ısel r > 0 a s > 0 patř́ı graf G do tř́ıdy (r, s)-
civilizovaných graf̊u, pokud existuje přirozené č́ıslo d ≥ 2 takové, že pr̊unikový model je
množinou kouĺı Rd, středy prot́ınaj́ıćıch se kouĺı jsou ve vzdálenosti nejvýše r a vzdálenost
mezi každými dvěma středy je aspoň s. My se budeme zabývat jen rovinnými (r, s)-
civilizovanými grafy (tj. s d = 2), všechny dosažené výsledky však lze př́ımo rozš́ı̌rit
do vyšš́ıch dimenźı. Tř́ıda (r, s)-civilizovaných graf̊u zahrnuje kruhové grafy, kdykoliv
existuje (pevná) minimálńı vzdálenost mezi středy jakýchkoliv dvojic kouĺı.

Chordálńı graf je pr̊unikový graf podstromů ve stromě. Chordálńı graf lze definovat
i jako graf, který neobsahuje kružnici velikosti alespoň 4 jako indukovaný podgraf (tzn.,
že každá kružnice délky větš́ı než 3 má chordu, tedy hranu spojuj́ıćı vrcholy, jež nejsou
v této kružnici spojeny hranou). Graf n-slunce je chordálńı graf s hamiltonovskou kružnićı
u1, v1, u2, v2, . . . , un, vn, u1, ve které je každý vrchol ui (i = 1, . . . , n) stupně právě 2.
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Dále nás budou zaj́ımat chordálńı grafy neobsahuj́ıćı n-slunce (n ≥ 3) jako indukovaný
podgraf. Těmto graf̊um budeme ř́ıkat silně chordálńı. A konečně graf je slabě chordálńı,
jestliže neobsahuje indukovanou kružnici délky aspoň 5. Podtř́ıdou chordálńıch graf̊u jsou
např́ıklad t-stromy.

Intervalový graf je pr̊unikový graf, jehož modelem je množina interval̊u na reálné ose.
Podtř́ıdou intervalových graf̊u je tř́ıda jednotkových intervalových graf̊u, tj. graf̊u, pro
které maj́ı všechny intervaly stejnou délku.

Permutačńı graf je pr̊unikový graf úseček, jejichž koncové body lež́ı na dvou rov-
noběžných př́ımkách (na každé z nich je n takových bod̊u).

Nyńı si představ́ıme několik speciálńıch tř́ıd graf̊u, definice převzaty z [18]. Definice
Sierpińského grafu byla přejata z [40].

Pro n ≥ 3 nazveme graf G s n = 2N vrcholy zobecněným Petersenovým grafem řádu
N právě tehdy, když graf G sestává ze dvou disjunktńıch N -kružnic, kterým budeme ř́ıkat
vnitřńı a vněǰśı kružnice, takových, že každý vrchol vněǰśı kružnice je sousedńı s právě
jedńım vrcholem vnitřńı kružnice. Tyto grafy budeme značit GPG(N). Na obrázku 4 je
zachyceno pět zobecněných Petersenových graf̊u.

Obrázek 4: Některé zobecněné Petersenovy grafy pro hodnoty n = 6 a n = 7.

Kneser̊uv graf K(n, k) je graf, jehož vrcholy tvoř́ı neuspořádané k-tice z n prvk̊u. Dva
vrcholy jsou spojené hranou právě tehdy, když odpov́ıdaj́ı disjunktńım k-tićım. Uvažujme
pouze př́ıpad n ≥ 2k, protože při n < 2k by graf neobsahoval žádnou hranu. Graf K(n, 1)
je úplný graf na n vrcholech, graf K(5, 2) je Petersen̊uv graf. Dodejme, že pro Kneserovy

grafy G = K(n, k) plat́ı: ∆(G) =

(
n− k
k

)
.

Sierpińského graf S(n, k), kde n a k jsou přirozená č́ısla, je graf, jehož množinu vrchol̊u
tvoř́ı n-tice z množiny {1, . . . , k} (neboli {1, . . . , k}n), dva r̊uzné vrcholy u = (i1, . . . , in)
a v = (j1, . . . , jn) jsou sousedńı právě tehdy, když u ∼ v. Relace ∼ je definována
následovně: u ∼ v, pokud existuje nějaké h ∈ {1, . . . , n} takové, že zároveň plat́ı:

• it = jt pro t = 1, . . . , h− 1,

• ih 6= jh a

• it = jh a jt = ih pro t = h+ 1, . . . , n.

Na obrázku 5 je znázorněn Sierpińského graf S(3, 4).
Totálńı graf T (G) grafu G je graf, jehož vrcholy odpov́ıdaj́ı vrchol̊um a hranám grafu

G a dva vrcholy jsou spojeny hranou, pokud odpov́ıdaj́ıćı vrcholy grafu G jsou sousedńı,
hrany grafu G jsou sousedńı nebo hrany a vrcholy jsou incidentńı v grafu G.
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Obrázek 5: Sierpińského graf S(3, 4).

Distančńı graf G(Z, D) [28] s distančńı množinou D, D ⊂ N, je graf s vrcholovou
množinou Z, kde dva vrcholy u a v jsou spojeny hranou právě tehdy, když |u− v| ∈ D.

Definujme si i cirkulanty; pro přehledovou část, v ńıž budeme prezentovat výsledky
Mitry a Bhoumika, využijeme definici cirkulant̊u použitou právě v jejich článku [95]. Necht’

n ∈ N, n ≥ 3, necht’ Zn je cyklická grupa a S ⊂ Zn taková, že 0 6∈ S. Definujme graf
G = G(Zn, S) předpisem V (G) = Zn a E(G) = {(u, v) : v−u ∈ S}. Takový graf nazveme
cirkulantem daným množinou S. Nav́ıc plat́ı, že S = S−1 = {−s : s ∈ S}.

Chromatické č́ıslo př́ıslušného grafu G označuj́ıćı minimálńı počet barev potřebných
k obarveńı grafu G tak, že každé dva sousedńı vrcholy maj́ı r̊uznou barvu, budeme značit
χ(G). Následuj́ıćı větu představil Brooks.

Věta 2.2 [16]. Necht’ G je graf, který neńı úplný ani lichá kružnice Cn. Potom plat́ı
χ(G) ≤ ∆(G).

V textu se na několika málo mı́stech zmı́ńıme i o náročnosti př́ıslušného algoritmu,
a proto tyto pojmy nedefinujeme př́ılǐs exaktně. Úloha, kterou řeš́ı nějaký polynomiálńı
algoritmus, patř́ı do tř́ıdy problémů P . Úloha, kterou řeš́ı nějaký algoritmus nedeterminis-
ticky (tj. v některých kroćıch může algoritmus volit náhodně z několika možnost́ı daľśıch
krok̊u) v polynomiálńım čase, patř́ı do tř́ıdy problémů NP . Úloha je NP -těžká, jestliže
na ni lze převést jakýkoliv problém z NP (může tak být sama NP nebo i náročněǰśı).
Úloha je NP -úplná, jestliže je NP -těžká, ale zároveň je NP .
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3 Shrnut́ı výsledk̊u v oblasti L(p, q)-ohodnoceńı

V této části práce se zaměř́ıme na shrnut́ı již dosažených výsledk̊u v oblasti L(p, q)-
ohodnoceńı graf̊u.

Následuj́ıćı definice pocháźı od Griggse a Yeha [43], kteř́ı ji formulovali v roce 1992,
a byla upravena pro L(p, q)-ohodnoceńı. Vzhledem k aplikačńım problémům popsaným
v úvodu práce se obvykle pracuje s p > q, v obecném př́ıpadě ale pracujeme bez této
podmı́nky na parametry p, q.

Definice 3.1 [43]. Necht’ G je graf. Pak L(p, q)-ohodnoceńım grafu G rozumı́me funkci
f : V (G)→ N ∪ {0} takovou, že pro každou dvojici u, v ∈ V (G) plat́ı:

• je-li uv ∈ E(G), pak |f(u)− f(v)| ≥ p,

• je-li distG(u, v) = 2, pak |f(u)− f(v)| ≥ q.

Rozpět́ım L(p, q)-ohodnoceńı budeme nazývat rozd́ıl mezi největš́ı a nejmenš́ı použitou
hodnotou při tomto ohodnocováńı. Minimálńı rozpět́ı př́ıslušného grafu pak budeme značit
λ(p,q)(G) a budeme jej nazývat ohodnocovaćı č́ıslo. Dále předpokládejme, že nejmenš́ı
použitou hodnotou bude 0, naopak tou největš́ı bude hodnota λ(p,q)(G).

Hojně budeme využ́ıvat i následuj́ıćı tvrzeńı, jež lze zobecnit i pro L(p, q)-ohodnoceńı.

Tvrzeńı 3.2 [58]. Necht’ H je podgraf grafu G. Pak λ(2,1)(H) ≤ λ(2,1)(G).

Převážně budeme sledovat shrnuj́ıćı článek Calamoneri [18] z roku 2014. Využijeme
i definici L(p, q)-ohodnoceńı použitou právě v tomto článku:

Definice 3.3 [18]. Necht’ je dán graf G = (V (G), E(G)) a dvě nezáporná celá č́ısla p, q;
L(p, q)-ohodnoceńım grafu G rozumı́me přǐrazeńı nezáporných celých č́ısel vrchol̊um grafu
G tak, že sousedńı vrcholy jsou ohodnoceny hodnotami lǐśıćımi se aspoň o p a vrcholy
maj́ıćı společného souseda jsou ohodnoceny hodnotami lǐśıćımi se aspoň o q.

Tato definice pracuje s vrcholy maj́ıćımi společného souseda, na rozd́ıl od častěji
použ́ıvané definice využ́ıvaj́ıćı vrcholy ve vzdálenosti 2. Obě definice v zásadě umožňuj́ı jak
p ≥ q (s t́ımto př́ıpadem se obvykle pracuje, a to z d̊uvodu praktického využit́ı popsaného
v úvodu práce), tak i p < q. Rozd́ıl mezi oběma definicemi si představ́ıme na úplném
grafu K3. V grafu K3 neexistuj́ı vrcholy ve vzdálenosti 2, a tak v př́ıpadě definice 3.1 je
λ(p,q)(K3) = 2p. A to nav́ıc bez ohledu na to, zda p > q či nikoliv. V př́ıpadě definice 3.3
je ale situace obt́ıžněǰśı. Každá dvojice vrchol̊u je zde sousedńı a zároveň má společného
souseda. Proto λ(p,q)(K3) = 2 max{p, q}, a tedy plat́ı λ(p,q)(K3) = λ(q,p)(K3). Jak poznává
Calamoneri [18]: je-li p ≥ q, jsou obě definice v souladu.

Dodejme, že obě definice jsou ekvivalentńı, je-li p ≥ q, nebo je-li p < q a př́ıslušný
graf G neobsahuje jako podgraf K3. Pokud je tedy p < q a př́ıslušný graf obsahuje jako
podgraf K3, je nutno uvést, s jakou definićı L(p, q)-ohodnoceńı graf̊u pracujeme.

Toto tvrzeńı vyplývá př́ımo z definice L(p, q)-ohodnoceńı.

Tvrzeńı 3.4 [31]. Necht’ G je graf. Pak
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• λ(cp,cq)(G) = cλ(p,q)(G) pro všechna přirozená č́ısla c a p ≥ q,

• λ(p,q)(G) ≤ λ(j,k)(G) pro všechna přirozená č́ısla p ≥ q, j ≥ k nav́ıc splňuj́ıćı p ≤ j
a q ≤ k.

Následuj́ıćı text rozděĺıme do podkapitol, a to dle parametr̊u p, q. Prvńı podkapi-
tola bude patřit poněkud netradičńımu L(0, 1)-ohodnoceńı, přes L(1, 1) a nejtypičtěǰśı
L(2, 1)-ohodnoceńı pak dojdeme až k obecnému L(p, q)-ohodnoceńı. Ve všech př́ıpadech
si ukážeme dolńı a horńı odhady č́ısla λ(p,q), popř́ıpadě jeho přesné hodnoty pro základńı
tř́ıdy graf̊u. Tento text nepokrývá veškeré informace o všech grafech ani o všech ohodno-
ceńıch. Např́ıklad článek [67] hovoř́ı mj. o L(1, 2)-ohodnoceńı graf̊u. Začneme ale podka-
pitolou věnuj́ıćı se L(0, 1)-ohodnoceńı. Muśıme tak pracovat s oběma možnými definicemi
př́ıslušného ohodnoceńı.

3.1 L(0, 1)-ohodnoceńı graf̊u

Dolńı odhad rozpět́ı λ(0,1) libovolného grafu G s maximálńım stupněm ∆ nám pomůže
naj́ıt ohodnoceńı hvězdy K1,∆ jakožto podgrafu grafu G. Vrcholy stupně 1 hvězdy K1,∆

totiž nemohou být ohodnoceny stejnou hodnotou, tu můžeme použ́ıt jen na ohodno-
ceńı vrcholu maximálńıho stupně a na jeden z daľśıch vrchol̊u. Necht’ je tedy vrchol
maximálńıho stupně ohodnocen hodnotou 0. Zbylé vrcholy hvězdy lze ohodnotit hod-
notami 0, 1, . . . ,∆(K1,∆) − 1. Odtud triviálně dostáváme, že λ(0,1)(G) ≥ λ(0,1)(K1,∆) =
∆(K1,∆)− 1 = ∆− 1. O horńım odhadu hovoř́ı daľśı věta.

Věta 3.5 [67]. Pro každý graf G s maximálńım stupněm ∆ plat́ı, že λ(0,1)(G) ≤ ∆2−∆.

Výše uvedený odhad lze zpřesnit u kaktus̊u, tř́ıdy souvislých konečných graf̊u, v nichž
každá hrana je součást́ı maximálně jedné kružnice. Nejprve se ale pod́ıvejme, jak je to
s L(0, 1)-ohodnoceńım cest a kružnic.

Věta 3.6 [94]. Necht’ n ∈ N a Pn znač́ı cestu na n vrcholech. Potom

λ(0,1)(Pn) =

{
0, pokud n = 1, 2;
1, jinak.

Následuj́ıćı větu pro kružnice dokázali Bertossi a Bonuccelli [12]. Větu ale muśıme
poupravit v závislosti na n, protože v př́ıpadě, že n = 3, je C3 úplný graf na třech
vrcholech. A jelikož p < q, rozcházej́ı se i naše definice.

Věta 3.7 [12]. Necht’ n ∈ N, n ≥ 4 a Cn znač́ı kružnici na n vrcholech. Potom

λ(0,1)(Cn) =

{
1, pokud n ≡ 0 (mod 4);
2, jinak.
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Př́ıpad pro n = 3 zahrneme v úplných grafech, při nichž již muśıme uvádět př́ıslušnou
definici L(p, q)-ohodnoceńı.

Následuj́ıćı dvě věty hovoř́ı o L(0, 1)-ohodnoceńı kol. Opět muśıme vydělit dva př́ıpady
dle použité definice př́ıslušného ohodnoceńı.

Věta 3.8 [67]. Necht’ n ∈ N, n ≥ 3 a Wn znač́ı kolo na n + 1 vrcholech. Potom
λ(0,1)(Wn) = λ(1,1)(Wn) = n při definici 3.3.

Vyjdeme-li ale z definice 3.1, budeme muset předchoźı vztah revidovat:

Věta 3.9 [67]. Necht’ n ∈ N, n ≥ 3 a Wn znač́ı kolo na n + 1 vrcholech. Potom

λ(0,1)(Wn) = b (n−1)
2
c při definici 3.1.

A nyńı už dojde na sĺıbené L(0, 1)-ohodnoceńı úplného grafu.

Věta 3.10 [18]. Necht’ n ∈ N, n ≥ 3 a Kn znač́ı úplný graf na n vrcholech. Potom
λ(0,1)(Kn) = λ(1,1)(Kn) = n− 1 při definici 3.3.

Triviálně pak plat́ı následuj́ıćı tvrzeńı.

Tvrzeńı 3.11. Necht’ n ∈ N, n ≥ 3 a Kn znač́ı úplný graf na n vrcholech. Potom
λ(0,1)(Kn) = λ(0,q)(Kn) = 0 při definici 3.1.

O existenci bipartitńıho grafu G s λ(0,1)(G) aspoň ∆2(G)
4

hovoř́ı věta 3.12.

Věta 3.12 [13]. Pro každé ∆ ≥ 2 existuje bipartitńı graf G s maximálńım stupněm ∆
takový, že λ(0,1)(G) ≥ ∆2

4
.

Tato dolńı hranice existuje i pro všechna rozpět́ı λ(p,1), kde p ≥ 1 (viz [18]).
A nyńı se již dostáváme k vylepšeným odhad̊um pro tř́ıdu kaktus̊u. K tomu je ještě

třeba nalézt patřičné ohodnoceńı stromů.

Věta 3.13 [74]. Necht’ T je strom s maximálńım stupněm ∆(T ) = ∆. Pak λ(0,1)(T ) =
∆− 1.

Tato věta je rovněž v souladu s objevem Bertossiho a Bonucelliho [12], podle ńıž stač́ı
k ohodnoceńı úplného binárńıho stromu 3 hodnoty.

Bodlaender a spol. [13] nalezli horńı hranici pro grafy stromové š́ı̌rky nejvýše t, když
dokázali, že pro graf G s maximálńım stupněm ∆ je λ(0,1)(G) ≤ t∆ − t. Rovnou zde
uvedeme i daľśı př́ıpady, totiž kdy p = 1 nebo p = 2. V př́ıpadě, že p = 1, je λ(1,1)(G) ≤ t∆,
a v př́ıpadě, že p = 2, je λ(2,1)(G) ≤ t∆ + 2t.

Již známe rozpět́ı λ(0,1) u stromů a kružnic, a tak můžeme vyslovit větu hovoř́ıćı
o L(0, 1)-ohodnoceńı kaktus̊u.

Věta 3.14 [74]. Necht’ G je kaktus s maximálńım stupněm ∆(G) = ∆. Pak ∆− 1 ≤
λ(0,1)(G) ≤ ∆.
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Přejdeme k trojúhelńıkovým a čtvercovým regulárńım mř́ıžkám, jakožto př́ıklad̊um
rovinných graf̊u.

Věta 3.15 [67]. Necht’ G = Γ6 znač́ı trojúhelńıkovou mř́ı̌zku. Pak λ(0,1)(G) = 3, a to
při definici 3.1.

Kolo W6 na sedmi vrcholech je podgrafem grafu G = Γ6, a tak při definici 3.3 je
λ(0,1)(G) ≥ n.

Věta 3.16 [67]. Necht’ G = Γ4 znač́ı čtvercovou mř́ı̌zku. Pak λ(0,1)(G) = 3.

Tento graf neobsahuje jako podgraf úplný graf na třech vrcholech, a tak již nemuśıme
rozdělovat náš výsledek podle př́ıslušné definice L(0, 1)-ohodnoceńı. Dále představ́ıme
výsledek pro hyperkrychle.

Věta 3.17 [112]. Necht’ n ∈ N a Qn znač́ı n-dimenzionálńı hyperkrychli. Potom
λ(0,1)(Qn) ≤ 2dlog2 ne.

Toto ohodnoceńı je optimálńı, když n = 2k pro nějaké přirozené č́ıslo k. Protože
g(Qn) ≥ 4, pokud n ≥ 2, neobsahuje graf Qn žádnou kružnici na třech vrcholech, a tedy
nemuśıme vydělovat dva r̊uzné př́ıpady dle použité definice L(0, 1)-ohodnoceńı.

3.2 L(1, 1)-ohodnoceńı graf̊u

Sledujme úvahu popsanou v článku [18] a zkoumejme horńı odhad č́ısla λ(1,1)(G). Defi-
nujme si funkci f(∆, g) jako maximálńı možnou hodnotu č́ısla λ(1,1) přes všechny grafy
maximálńıho stupně ∆ a obvodu g. Zřejmě L(1, 1)-ohodnoceńı je ekvivalentńı př́ıpustnému
obarveńı grafu G2 s t́ım, že ohodnoceńı použ́ıvá hodnotu 0 a barveńı ne, tj. λ(1,1)(G) =
χ(G2)− 1. Protože maximálńı stupeň grafu G2 je nejvýše ∆2, je f(∆, g) ≤ ∆2 pro každé
g. Rovnost nastává např́ıklad pro ∆ = 2 a g = 5 u kružnice na pěti vrcholech C5, protože
graf C2

5 je izomorfńı s grafem K5. Daľśım př́ıkladem je pak na obrázku 6 zachycený Pe-
tersen̊uv graf (∆ = 3 a g = 5) či Hoffmann-Singleton̊uv graf (∆ = 7 a g = 5). Hoffmann
Singleton̊uv graf je graf na 50 vrcholech, jeho znázorněńı je možné nalézt např́ıklad na
anglické Wikipedii [53].

Obrázek 6: Petersen̊uv graf.
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Z Brooksovy věty 2.2 dále vyplývá, že rovnost může nastat pouze pro g ≤ 5, a to pouze
tehdy pokud existuje ∆-regulárńı graf pr̊uměru 2 na ∆2 + 1 vrcholech. Pokud takový graf
existuje, je ∆ ∈ {2, 3, 7, 57}. Př́ıpady ∆ = 2,∆ = 3,∆ = 7 jsme již představili. Graf
s ∆ = 57 splňuj́ıćı výše uvedené podmı́nky dosud nebyl nalezen, jeho existence z̊ustává
neobjasněná. Rovněž plat́ı, že f(2, g) = 4 pro všechna g ≥ 6.

Pro dolńı odhad č́ısla λ(1,1)(G) využijeme opět ohodnoceńı hvězdy (každý jej́ı vrchol
muśı být ohodnocen r̊uznou hodnotou) a snadno zjist́ıme, že λ(1,1)(G) ≥ ∆(G).

Začneme opět se základńımi tř́ıdami graf̊u – cestami a kružnicemi. O nich hovoř́ı
následuj́ıćı dvě věty.

Věta 3.18 [10]. Necht’ n ∈ N a Pn znač́ı cestu na n vrcholech. Potom

λ(1,1)(Pn) =


0, pokud n = 1;
1, pokud n = 2;
2, pokud n ≥ 3.

Věta 3.19 [10]. Necht’ n ∈ N, n ≥ 3 a Cn znač́ı kružnici na n vrcholech. Potom

λ(1,1)(Cn) =

{
2, pokud n ≡ 0 (mod 3);
3, jinak.

L(1, 1)-ohodnoceńı stromu T je závislé na maximálńım stupni stromu T .

Věta 3.20 [31]. Pro každý strom T je λ(1,1)(T ) = ∆(T ).

Z předchoźı věty vyplývá [31], že λ(p,p)(T ) = p∆(T ).
Přesuneme se k L(1, 1)-ohodnoceńı planárńıch graf̊u. De facto prvńım, kdo se touto

problematikou zabýval, byl již v roce 1977 Wegner [118]. Zkoumal totiž odhady klikovosti
druhé mocniny planárńıch graf̊u. Wegner představil následuj́ıćı hypotézu:

Hypotéza 3.21 [118]. Necht’ G je planárńı graf s maximálńım stupněm ∆. Pak

χ(G2) ≤


7, pokud ∆ ≤ 3;
∆ + 5, pokud 4 ≤ ∆ ≤ 7;
b3

2
∆c+ 1, pokud ∆ ≥ 8.

Vzhledem k tomu, že χ(G2) je to samé jako λ1,1(G)+1, je jasný vztah mezi Wegnerovou
praćı a naš́ım problémem. V pr̊uběhu let (viz např́ıklad přehled v článku [18] nebo v By-
czekově přednáškovém textu [17]) docházelo k řadě vylepšeńı těchto odhad̊u v závislosti
na ∆. To přineslo i řadu

”
bizarńıch“ výsledk̊u. Např́ıklad Agnarsson a Halldórsson v [5]

představili výsledek λ(1,1)(G) ≤ b9
5
∆(G)c+ 1, pokud ∆(G) ≥ 749. Molloy a Salavatipour

[96] dokázali následuj́ıćı odhad.

Věta 3.22 [96]. Necht’ G je planárńı graf s maximálńım stupněm ∆. Pak χ(G2) ≤
d5

3
∆e+ 78.
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Dále pak odhad vylepšili (na d5
3
∆e + 25), a to za předpokladu ∆(G) ≥ 241. Autoři

pak dále představili odhad č́ısla λ(p,q) v př́ıpadě planárńıho grafu. O tom si ale pov́ıme
v př́ıslušné sekci. Daleko se dostali Havet a spol. [47], když ukázali, že χ(G2) planárńıho
grafu G s maximálńım stupněm ∆ je nejvýše 3

2
∆(1+o(1)), č́ımž asymptoticky dali Wegne-

rovi za pravdu. Shao a Yeh [105] dokázali, že λ(1,1)(G) ≤ 5∆(G), pokud je graf G planárńı.
Docháźıme tedy k závěru, že tento výsledek je lepš́ı než ten, který udává předchoźı věta
3.22, a to za předpokladu ∆(G) ≤ 24.

I zde se pod́ıváme na regulárńı mř́ıžky, konkrétně na tu trojúhelńıkovou a čtvercovou.

Věta 3.23 [67]. Necht’ G1 = Γ6 znač́ı trojúhelńıkovou mř́ı̌zku a necht’ G2 = Γ4 znač́ı
čtvercovou mř́ı̌zku. Pak λ(1,1)(G1) = 6 a λ(1,1)(G2) = 4.

Odhady na rozpět́ı λ(1,1) planárńıch graf̊u lze tvořit i z parametru g(G), tedy obvodu
grafu. Výsledky uvedeme v obecném L(p, q)-ohodnoceńı. Zde jen představ́ıme Wangovu
a Lihovu hypotézu [115], která ř́ıká, že pro každé přirozené č́ıslo g ≥ 5 existuje přirozené
č́ıslo M(g) takové, že pokud graf G je planárńı s obvodem g a s maximálńım stupněm
∆ ≥ M(G), je λ(1,1)(G) ≤ ∆. Tato hypotéza se ukázala obecně nepravdivá pro obvody
g = 5, 6, jinak ale byla potvrzena – viz [14] a [15].

Calamoneri a Petreschi [20] nalezli v lineárńım čase pracuj́ıćı algoritmus pro hledáńı
optimálńıho L(1, 1)-ohodnoceńı vněǰskově rovinných graf̊u maximálńıho stupně ∆ ≥ 7
s nejvýše ∆ + 1 použitými hodnotami. Později Agnarsson a Halldórsson [6, 7] odvodili
optimálńı horńı mez rozpět́ı λ(1,1) pro vněǰskově rovinné grafy s malým (∆ < 7) ma-
ximálńım stupněm. Sjednoceńım těchto poznatk̊u źıskáme tuto větu.

Věta 3.24 [6, 7, 20]. Necht’ G je vněǰskově rovinný graf s maximálńım stupněm ∆.
Pak

λ(1,1)(G) ≤


∆ + 2, pokud ∆ = 2;
∆ + 1, pokud ∆ = 3, 4, 5 nebo pokud ∆ ≥ 7;
∆, pokud ∆ = 6.

Wan [112] nalezl algoritmus, jež použ́ıvá 2dlog2(n+1)e hodnot pro L(1, 1)-ohodnoceńı
hyperkrychle. Tento odhad byl ještě vylepšen autory článku [24]: λ(1,1)(Qn) ≤ 2blog2 nc+1.
Závěrečná věta k L(1, 1)-ohodnoceńı hyperkrychĺı patř́ı Zhouovi a spol. [122].

Věta 3.25 [122]. Necht’ n a k jsou dvě přirozená č́ısla a necht’ Qn znač́ı n-rozměrnou
hyperkrychli. Pak λ(1,1)(Qn) = n, jestlǐze n = 2k − 1.

Georges a spol. [35] představili rozpět́ı kartézského součinu t úplných graf̊u na r vr-
cholech (zapisujeme Kt

r).

Věta 3.26 [35]. Necht’ r je liché prvoč́ıslo a necht’ Kr
r (resp. Kr+1

r ) znač́ı kartézský
součin r (resp. r + 1) úplných graf̊u na r vrcholech. Potom λ(1,1)(K

r
r ) = λ(1,1)(K

r+1
r ) =

r2 − 1.
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O L(1, 1)-ohodnoceńı K4-bezminorńıch graf̊u hovoř́ı Lih, Wang a Zhu [90].

Věta 3.27 [90]. Necht’ G je K4-bezminorńı graf s maximálńım stupněm ∆. Pak

λ(1,1)(G) ≤
{

∆ + 2, pokud ∆ = 2, 3;
b3

2
∆c, jinak.

Této horńı hranice se dá dosáhnout, jak ukazuj́ı následuj́ıćı př́ıklady. Pro ∆ = 2 je
ońım př́ıpadem kružnice C5, pro ńıž je λ(1,1)(C5) = 4. Př́ıpad ∆ = 3 rozřeš́ı graf G
skládaj́ıćı se ze tř́ı (vnitřně disjunktńıch) cest spojuj́ıćıch vrcholy u a v, z nichž dvě
jsou délky 2 a zbývaj́ıćı třet́ı je délky 3. Tento graf G má λ(1,1)(G) = 5. Pro maximálńı
stupeň ∆ = 2d ≥ 4 se využije graf G2d sestávaj́ıćı se z d (vnitřně disjunktńıch) cest
spojuj́ıćı vrcholy u a v, d (vnitřně disjunktńıch) cest spojuj́ıćı vrcholy u a w a d (vnitřně
disjunktńıch) cest spojuj́ıćı vrcholy v a w; všechny tyto cesty jsou délky 2 s výjimkou
jedné cesty spojuj́ıćı vrcholy u a v, jež je délky 1, a jedné cesty spojuj́ıćı vrcholy u a w, jež
je rovněž délky 1. Takovýto graf G2d má λ(1,1)(G2d) = 3d. A konečně pro ∆ = 2d+ 1 ≥ 5
využijeme graf G2d+1, což je graf, jež vznikne z grafu G2d přidáńım cesty délky 2 spojuj́ıćı
vrcholy v a w. Zde pak λ(1,1)(G2d+1) = 3d + 1. Graf G z př́ıpadu ∆ = 3 a graf G2d pro
d = 3 (tj. graf s ∆ = 6) znázorňuje obrázek 7.

Obrázek 7: Vlevo graf G s λ(1,1)(G) = 5 a vpravo graf G2d, kde d = 3, s λ(1,1)(G2d) = 3d.

3.3 L(2, 1)-ohodnoceńı graf̊u

Nyńı se zaměř́ıme na v praxi se nejv́ıce objevuj́ıćı L(2, 1)-ohodnoceńı. Toto ohodnoceńı
je nejtypičtěǰśı z d̊uvodu praktického využit́ı, jež bylo popsáno v úvodu práce.

Polynomiálńı výsledky L(2, 1)-ohodnoceńı jsou známy pro tř́ıdy graf̊u jako jsou kak-
tusy nebo souvislé grafy obsahuj́ıćı právě jednu nebo právě dvě kružnice [68].

Triviálně plat́ı [43], že λ(2,1)(G) ≥ ∆(G) + 1 (rovnost nastává pro hvězdu K1,∆).
Rovněž ale Griggs a Yeh [43] nalezli graf G s rozpět́ım ∆2(G) − ∆(G). Tento graf se
nazývá incidenčńı graf projektivńı roviny π(n) a řádu n.

Griggs a Yeh [43] v p̊uvodńım článku dokázali následuj́ıćı větu.

Věta 3.28 [43]. Necht’ G je graf, jež obsahuje tři vrcholy maximálńıho stupně ∆ ≥ 2,
z nichž jeden je sousedńı s oběma daľśımi. Pak λ(2,1)(G) ≥ ∆(G) + 2.
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Dále sledujme zmı́něný článek Griggse a Yeha [43], v něm autoři představili snad
nejznáměǰśı hypotézu týkaj́ıćı se L(2, 1)-ohodnoceńı graf̊u.

Hypotéza 3.29 [43]. Necht’ G je graf s maximálńım stupněm ∆ ≥ 2. Potom plat́ı
λ(2,1)(G) ≤ ∆2.

Poznamenejme, že podmı́nku ∆(G) ≥ 2 nemůžeme ve výše uvedené hypotéze vy-
nechat, protože např́ıklad ∆(P2) = 1, ale λ(2,1)(P2) = 2. Tato domněnka stále nebyla
potvrzena ani vyvrácena, byt’ k některým d́ılč́ım úspěch̊um během let došlo. Sami autoři
ji potvrdili pro ∆(G) = 2 a dokázali, že λ(2,1)(G) ≤ ∆2(G) + 2∆(G). Tento horńı odhad
dále vylepšili pro 3-souvislé grafy a grafy o pr̊uměru 2.

Věta 3.30 [43]. Necht’ G je 3-souvislý graf. Potom λ(2,1)(G) ≤ ∆2(G) + 2∆(G)− 3.

Věta 3.31 [43]. Necht’ G je graf o pr̊uměru 2. Potom λ(2,1)(G) ≤ ∆2(G).

Grafy s pr̊uměrem 2 jsou tak jedńım z mnoha př́ıklad̊u graf̊u, jež jsou v souladu
s hypotézou 3.29. Existuj́ı grafy s maximálńım stupněm ∆, pr̊uměrem 2 a ∆2 + 1 vrcholy
(konkrétně kružnice na pěti vrcholech C5, Petersen̊uv graf – viz obrázek 6, Hoffman-
Singleton̊uv graf) takové, že rozpět́ı λ(2,1) těchto graf̊u je právě ∆2. Posledńım možným
grafem je graf s ∆ = 57, jehož existence nebyla dosud prokázána. Protože pr̊uměr těchto
graf̊u je 2, všechny hodnoty přǐrazené vrchol̊um musej́ı být odlǐsné. Z λ(2,1)(G) ≥ n− 1 =
∆2 a věty 3.31 dostáváme požadovanou rovnost. Griggsova a Yehova hypotéza 3.29 byla
Kangem [70] dokázána pro 3-regulárńı Hamiltonovské grafy.

Problém s horńım odhadem rozpět́ı λ(2,1) byl poměrně intenzivně studován, a tak došlo
k řadě vylepšeńı. Představme si některé takové odhady: výsledek λ(2,1)(G) ≤ ∆2(G) +
2∆(G) − 4, pokud ∆(G) ≥ 2, představil Jonas [68], Chang a Kuo [58] pak posunuli
hranici na ∆2(G) + ∆(G). Daľśı posun nastal v roce 2003, kdy Král’ a Škrekovski [85]
dokázali, že λ(2,1)(G) ≤ ∆2(G) + ∆(G) − 1 pro libovolný graf G s maximálńım stupněm
∆(G) ≥ 2. Daľśı posun v roce 2011 představil Gonçalves [38].

Věta 3.32 [38]. Necht’ je dán graf G s maximálńım stupněm ∆ ≥ 3. Pak λ(2,1)(G) ≤
∆2 + ∆− 2.

Zmı́něná věta plat́ı i pro ∆ = 2 (viz komentář pod hypotézou 3.29), nicméně v tomto
zmı́něném článku [38] Gonçalves dokázal obecněǰśı tvrzeńı, a to konkrétně tvrzeńı 3.110,
které nalezneme v sekci o L(p, q)-ohodnoceńı a které hovoř́ı o horńım odhadu rozpět́ı λ(p,1)

grafu G maximálńıho stupně ∆ ≥ 3.
Havet, Reed a Sereni [48] hypotézu 3.29 dokázali pro dostatečně velké hodnoty ∆ (cca

∆ ≥ 1069). Stejńı autoři pak v článku [49] hypotézu asymptoticky dokázali až na konstantu
na pravé straně.

Věta 3.33 [49]. Necht’ G je graf s maximálńım stupněm ∆. Pak λ(2,1)(G) ≤ ∆2 + c
pro nějakou konstantu c.
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Zkoumejme odhady i s jinými parametry. Jednoduchým pozorováńım [18] dostaneme
vztah mezi rozpět́ım λ(2,1)(G) a klikovost́ı ω(G), konkrétně λ(2,1)(G) ≥ 2(ω(G)−1). Griggs
a Yeh [43] pak představili vztah mezi λ(2,1)(G) a chromatickým č́ıslem χ(G).

Věta 3.34 [43]. Necht’ G je graf s chromatickým č́ıslem χ(G) a počtem vrchol̊u n. Pak
λ(2,1)(G) ≤ n+ χ(G)− 2.

Rovnost v předchoźım vztahu nastává pro úplný k-partitńı graf, tj. λ(2,1)(G) = n+k−2.
Autoři v [36] zkoumali vztah mezi λ(2,1)(G) a nejmenš́ım počtem nedisjunktńıch cest

potřebných k pokryt́ı vrchol̊u grafuG, tj. každý vrchol grafuG bude součást́ı nějaké takové
cesty. Označ́ıme-li tento počet c, počet vrchol̊u grafu G jako n a znač́ı-li GC doplněk
grafu G, dostáváme vztah λ(2,1)(G) = n + c(GC) − 2 právě tehdy, když c(GC) ≥ 2,
a λ(2,1)(G) ≤ n− 1 právě tehdy, když c(GC) = 1.

Balakrishnan a Deo [9] pak udávaj́ı následuj́ıćı horńı a dolńı odhady součtu a součinu
rozpět́ı λ(2,1) grafu G na n vrcholech a jeho doplňku.

Věta 3.35 [9]. Necht’ G je graf na n vrcholech a necht’ GC znač́ı doplněk grafu G. Pak
plat́ı následuj́ıćı dva vztahy:

2
√
n− 2 ≤ λ(2,1)(G) + λ(2,1)(G

C) ≤ 3n− 3,

0 ≤ λ(2,1)(G) · λ(2,1)(G
C) ≤ (3n−3

2
)2.

Nyńı si představme přesné hodnoty λ(2,1) základńıch tř́ıd graf̊u.

Věta 3.36 [43]. Necht’ n ∈ N a Pn znač́ı cestu na n vrcholech. Potom

λ(2,1)(Pn) =


0, pokud n = 1;
2, pokud n = 2;
3, pokud n = 3, 4;
4, pokud n ≥ 5.

Věta 3.37 [43]. Necht’ n ∈ N, n ≥ 3 a Cn znač́ı kružnici na n vrcholech. Potom
λ(2,1)(Cn) = 4.

Autoři v článku [43] rovněž nalézaj́ı př́ıslušné ohodnoceńı kol, úplného grafu a úplného
k-partitńıho grafu.

Věta 3.38 [43]. Necht’ n ∈ N, n ≥ 3 a Wn znač́ı kolo na n+ 1 vrcholech. Potom

λ(2,1)(Wn) =

{
6, pokud n = 3, 4;
n+ 1, pokud n ≥ 5.

Věta 3.39 [43]. Necht’ n ∈ N, n ≥ 3 a Kn znač́ı úplný graf na n vrcholech. Potom
λ(2,1)(Kn) = 2(n− 1) = 2∆(Kn).
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Protože každý vrchol je sousedńı s každým daľśım vrcholem, záviśı L(p, q)-ohodnoceńı
pouze na parametru p. Větu tak lze jednoduše zobecnit: λ(p,q)(Kn) = p(n− 1) = p∆(Kn).

Věta 3.40 [43]. Necht’ n, n1, . . . , nk jsou přirozená č́ısla a necht’ G = Kn1,...,nk
znač́ı

úplný k-partitńı graf na n vrcholech (tj. n = n1 + · · ·+ nk). Potom λ(2,1)(G) = n+ k − 2.

Nyńı nás čeká L(2, 1)-ohodnoceńı stromů.

Věta 3.41 [43]. Necht’ T znač́ı (netriviálńı) strom s maximálńım stupněm ∆. Potom
λ(2,1)(T ) je bud’ ∆ + 1, nebo ∆ + 2.

Z předchoźı věty jsme vyřadili triviálńı strom, a to proto, že triviálńı strom T s jedńım
vrcholem má ∆(T ) = 0 = λ(2,1)(T ). Oba autoři [43] se rovněž domńıvali, že rozpoznáńı
těchto dvou tř́ıd bude NP -těžký problém. Chang a Kuo [58] však tuto hypotézu vyvracej́ı
nalezeńım polynomiálńıho algoritmu. Tento algoritmus běž́ı v lineárńım čase, pokud ∆ =
O(1). Nakonec Hasunama, Ishii, Ono a Uno [46] nalezli algoritmus, který hledá rozpět́ı
λ(2,1) stromů, pracuj́ıćı v lineárńım čase.

Z předchoźı věty tedy vyplývá, že stromy rozdělujeme do dvou kategoríı, a to dle
př́ıslušné hodnoty λ(2,1). Strom T je typu 1, má-li λ(2,1)(T ) hodnotu ∆ + 1, a typu 2, má-li
λ(2,1)(T ) hodnotu ∆ + 2. Wang [113] udává postačuj́ıćı podmı́nku, aby byl strom typu 1.

Věta 3.42 [113]. Necht’ T je strom s maximálńım stupněm ∆ ≥ 3, jež neobsahuje dva
vrcholy maximálńıho stupně ∆ ve vzdálenosti 1, 2 nebo 4. Pak λ(2,1)(T ) = ∆ + 1.

Khan, Pal a Pal [75] se opět věnovali tř́ıdě kaktus̊u. Došli k tomuto závěru.

Věta 3.43 [75]. Necht’ G je kaktus s maximálńım stupněm ∆(G) = ∆. Pak ∆ + 1 ≤
λ(2,1)(G) ≤ ∆ + 3.

Horńı odhad je skutečnou hodnotou pro graf G, jež je tvořen kružnićı libovolné délky,
jej́ıž každý vrchol je součást́ı nějaké daľśı kružnice délky 3. Dolńı odhad je pak skutečnou
hodnotou např́ıklad pro hvězdu, rovnost λ(2,1)(G) = ∆(G) + 2 nastává např́ıklad, pokud
G je kružnice.

Podobného tématu se drželi i Vaidya a Bantva [111], když o rok dř́ıve než Khan a spol.

určili λ(2,1)(C
(k)
n ), kde grafem C

(k)
n rozumı́me graf, který se skládá z k kružnic délky n, jež

všechny maj́ı jeden společný vrchol.

Věta 3.44 [111]. Necht’ n ≥ 3 a k ≥ 2 jsou přirozená č́ısla. Pak λ(2,1)(C
(k)
n ) = 2k+ 1.

Předchoźı výsledek je roven č́ıslu ∆ + 1, kde symbol ∆ znač́ı maximálńı stupeň grafu
C

(k)
n .

Postupných vylepšeńı se dostávalo odhad̊um pracuj́ıćıch s planárńımi grafy. V této
oblasti se pracuje předevš́ım s dvěma parametry, a to maximálńım stupněm grafu a ob-
vodem grafu. Shrnuj́ıćı výsledky nab́ıźı článek [44]. My si výsledky pro planárńı grafy
představ́ıme až v části věnuj́ıćı se obecnému L(p, q)-ohodnoceńı. Na tomto mı́stě si ale
představ́ıme rezultáty z podtř́ıdy rovinných graf̊u, pod́ıváme se totiž na rozpět́ı λ(2,1) re-
gulárńıch mř́ıžek a vněǰskově rovinných graf̊u. Calamoneri a Petreschi [20] nalezli rozpět́ı
λ(2,1)(Γ∆).

17



Věta 3.45 [20]. Necht’ Γ∆ znač́ı regulárńı mř́ı̌zku s maximálńım stupněm ∆. Pak
λ(2,1)(Γ∆) = ∆ + 2.

Všimněme si, že např́ıklad pro čtvercovou mř́ıžku (∆ = 4) dostáváme λ(2,1)(Γ∆) = 6,
a výsledek tedy odpov́ıdá ńıže uvedené větě 3.48 týkaj́ıćı se kartézského produktu dvou
cest, kde za m a n symbolicky dosad́ıme nekonečno.

Jelikož vněǰskově rovinné grafy jsou grafy stromové š́ı̌rky 2, z výsledku v [13] snadno
nalezneme prvńı horńı odhad, totiž λ(2,1)(G) ≤ 2∆(G) + 4, kde G je nějaký vněǰskově
rovinný graf. Stejńı autoři ale přǐsli s lepš́ım odhadem.

Věta 3.46 [13]. Necht’ G je vněǰskově rovinný graf s maximálńım stupněm ∆. Pak
λ(2,1)(G) ≤ ∆ + 8.

Bodlaender a spol. [13] se nicméně domńıvali, že nejtěsněǰśı horńı hranice by mohla
být ∆ + 2. V [20] autoři tuto hypotézu potvrzuj́ı pro každý vněǰskově rovinný graf s ma-
ximálńım stupněm ∆ ≥ 8 a předpokládaj́ı, že tato hranice plat́ı pro všechny vněǰskově
rovinné grafy s ∆ ≥ 4. Wang a Luo [116] nalézaj́ı odhady pro vněǰskově rovinné grafy
malého maximálńıho stupně ∆: λ(2,1)(G) ≤ ∆+4 (tuto hodnotu ještě o 1 sńıžili Li a Zhou
[89]) pro ∆ = 3, λ(2,1)(G) ≤ ∆ + 5 pro ∆ = 4, a dále vyvracej́ı předchoźı hypotézu na-
lezeńım vněǰskově rovinného grafu maximálńıho stupně 4, na jehož ohodnoceńı je třeba
použ́ıt 8 hodnot. Tento graf ohodnocený hodnotami 0÷ 7 je zachycen na obrázku 8.

Obrázek 8: Vněǰskově rovinný graf G s ∆(G) = 4 a λ(2,1)(G) = ∆(G) + 3.

Pokud je graf G triangulace (tj. každá stěna je tvořena trojúhelńıkem) vněǰskově ro-
vinného grafu s maximálńım stupněm ∆, lze horńı odhad uvedený ve větě 3.46 ještě
vylepšit. Bodlaender a spol. [13] pro tyto grafy G dokázali, že λ(2,1)(G) ≤ ∆(G) + 6.
Tento odhad opět vylepšili Calamoneri a Petreschi [20].

Věta 3.47 [20]. Necht’ graf G je triangulace vněǰskově rovinného grafu s maximálńım
stupněm ∆. Potom

λ(2,1)(G) ≤
{

∆ + 1, pokud ∆ ≥ 8;
9, jinak.
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Nyńı se pod́ıváme na kartézský součin dvou a v́ıce graf̊u. Začneme kartézským produk-
tem (dvou) cest a dále se přes kartézský součin kružnice a cesty dostaneme ke kartézskému
produktu dvou kružnic.

Věta 3.48 [119]. Necht’ n,m ≥ 2 jsou přirozená č́ısla a Pn�Pm znač́ı kartézský produkt
dvou cest Pn a Pm. Potom

λ(2,1)(Pn�Pm) =

{
5, pokud n = 2,m ≥ 4;
6, pokud n,m ≥ 4 nebo pokud n ≥ 3,m ≥ 5.

Whittlesey a kolektiv [119] ukázali i následuj́ıćı dvě věty pracuj́ıćı s kartézským pro-
duktem k cest.

Věta 3.49 [119]. Necht’ k ≥ 2,mi ≥ 3 pro všechna i a mi ≥ 4 pro alespoň dvě
r̊uzná i, kde i ∈ [k]. Dále necht’ Pm1�Pm2� · · ·�Pmk

znač́ı kartézský produkt k cest. Pak
λ(2,1)(Pm1�Pm2� · · ·�Pmk

) = 2k + 2.

Věta 3.50 [119]. Necht’ k ≥ 2,mk = 2,mi ≥ 3 pro všechna 1 ≤ i ≤ k − 1, mi ≥ 4
pro alespoň dvě r̊uzná i nebo mi ≥ 5 pro aspoň jedno i. Dále necht’ Pm1�Pm2� · · ·�Pmk

znač́ı kartézský produkt k cest. Pak λ(2,1)(Pm1�Pm2� · · ·�Pmk
) = 2k + 1.

Griggs a Yeh [43] nalezli přesné hodnoty rozpět́ı λ(2,1) hyperkrychle Qn pro malá
n (konkrétně určili, že λ(2,1)(Q1) = 2, λ(2,1)(Q2) = 4, λ(2,1)(Q3) = 6, λ(2,1)(Q4) = 7
a λ(2,1)(Q5) = 8) a ukázali odhad č́ısla λ(2,1) pro hyperkrychli Qn, totiž, že n + 3 ≤
λ(2,1)(Qn) ≤ 2n + 1, kde n ≥ 5. Nav́ıc pro n = 8 a n = 16 dolńı odhad o 1 vylepšili.
Whittlesey a spol. [119] horńı odhad ještě zmenšili o 1.

Věta 3.51 [119]. Necht’ n ∈ N a Qn znač́ı hyperkrychli. Pak n+ 3 ≤ λ(2,1)(Qn) ≤ 2n.

Whittlesey, Georges a Mauro [119] nav́ıc ukázali následuj́ıćı limitńı přechod.

Věta 3.52 [119]. Necht’ n ∈ N a Qn znač́ı hyperkrychli. Pak lim
n→∞

inf
λ(2,1)(Qn)

n
= 1.

Jha a kolektiv [66] studovali L(2, 1)-ohodnoceńı kartézského produktu kružnice a cesty,
resp. dvou kružnic. Autoři došli k tomuto závěru:

Tvrzeńı 3.53 [66]. Necht’ Cm�Pn, kde m ≥ 3, znač́ı kartézský produkt kružnice na
m vrcholech a cesty na n vrcholech. Pak

• λ(2,1)(Cm�P2) = 5, pokud m ≡ 0 (mod 3),

• λ(2,1)(Cm�P2) ≤ 6, pokud m 6≡ 0 (mod 3),

• λ(2,1)(Cm�Pn) = 6, pokud m ≡ 0 (mod 7) a n ≥ 3,

• λ(2,1)(Cm�Pn) ≤ 7, pokud m,n ≥ 3.
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Tvrzeńı 3.54 [66]. Necht’ Cm�Cn, kde m,n ≥ 3, znač́ı kartézský produkt dvou kružnic
na m a n vrcholech. Pak

• λ(2,1)(C7k�C7l) = 6 pro k, l ∈ N,

• λ(2,1)(C4k�Cn) ≤ 7 pro k ∈ N a n ≥ 4,

• λ(2,1)(C3k�C6l) ≤ 7 pro k, l ∈ N.

Na Jha a spol. [66] pak navázali nezávisle na sobě Klavžar a Vesel [78] a Kuo a Yan
[86]. Ti představili tyto výsledky.

Věta 3.55 [78, 86]. Necht’ Cm�P2, kde m ≥ 3, je kartézský produkt kružnice Cm
a cesty na dvou vrcholech. Pak

λ(2,1)(Cm�P2) =

{
5, pokud m ≡ 0 (mod 3);
6, jinak.

Věta 3.56 [78, 86]. Necht’ Cm�P3, kde m ≥ 3, je kartézský produkt kružnice Cm
a cesty na třech vrcholech. Pak

λ(2,1)(Cm�P3) =

{
7, pokud m = 4, 5;
6, pokud m = 3 nebo pokud m ≥ 6.

Věta 3.57 [86]. Necht’ Cm�P4, kde m ≥ 3, znač́ı kartézský produkt kružnice a cesty
na čtyřech vrcholech. Pokud λ(2,1)(Cm�P4) = 6, je m ≡ 0 (mod 7).

Obecně pak pro kartézský produkt kružnice Cm, kde m ≥ 3, a cesty Pn, kde n ≥ 4
dostáváme následuj́ıćı rozpět́ı.

Věta 3.58 [78, 86]. Necht’ Cm�Pn, kde m ≥ 3 a n ≥ 4, znač́ı kartézský produkt
kružnice Cm a cesty Pn. Pak

λ(2,1)(Cm�Pn) =

{
6, pokud m ≡ 0 (mod 7);
7, pokud m 6≡ 0 (mod 7).

Autoři [86] dále hledali rozpět́ı λ(2,1) u kartézského produktu dvou kružnic Cm�Cn.
Konkrétně se zabývali př́ıpady, kdy m = 3 nebo m je násobek č́ısla 4 či 5.

Věta 3.59 [86]. Necht’ C3�Cn, kde n ≥ 3, je kartézský produkt dvou kružnic na 3
a n vrcholech. Pak

λ(2,1)(C3�Cn) =

{
7, pokud n ≡ 0 (mod 2) a n 6= 4, 10;
8, pokud n ≡ 1 (mod 2) nebo n = 4.
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Věta 3.60 [86]. Necht’ Cm�Cn, kde m,n ≥ 3, znač́ı kartézský produkt dvou kružnic
na m a n vrcholech. Pak λ(2,1)(Cm�Cn) ≥ 6 a rovnost nastává jen v př́ıpadě, že m,n ≡ 0
(mod 7).

Jestliže jedna z kružnic má 4m vrchol̊u, nastávaj́ı tři možnosti rozpět́ı λ(2,1).

Věta 3.61 [86]. Necht’ C4m�Cn, kde n ≥ 3, je kartézský produkt dvou kružnic na 4m
a n vrcholech. Pak

λ(2,1)(C4m�Cn) =


6, pokud m,n ≡ 0 (mod 7);
8, pokud m = 1, n = 3;
7, jinak.

Autoři v [86] dokázali i větu pro kartézský součin dvou kružnic, z nichž jedna má 5m
vrchol̊u.

Věta 3.62 [86]. Necht’ C5m�Cn znač́ı kartézský součin dvou kružnic na 5m a n vr-
cholech. Pak λ(2,1)(C5m�Cn) = 7, jestlǐze n 6= 3, 5, 6, 9, 10, 13, 17 a m,n 6≡ 0 (mod 7).

Problém s L(2, 1)-ohodnoceńım kartézského produktu dvou kružnic zakonč́ıme větou
z článku [108], která již popisuje všechny možnosti.

Věta 3.63 [108]. Necht’ Cm�Cn, kde m,n ≥ 3, znač́ı kartézský součin dvou kružnic
na m a n vrcholech. Pak

λ(2,1)(Cm�Cn) =


6, pokud m,n ≡ 0 (mod 7);
8, pokud {m,n} ∈ A;
7, jinak,

kde A = {{3, i} : i ≥ 3, i je liché nebo i = 4, 10} ∪ {{5, i} : i = 5, 6, 9, 10, 13, 17} ∪
{{6, 7}, {6, 11}, {7, 9}, {9, 10}}.

Jha v článku [63] představil výsledek kartézského součinu v́ıcero kružnic.

Věta 3.64 [63]. Necht’ n je liché č́ıslo věťśı než 4 a necht’ k = n−3
2

. Dále necht’

Cm0�Cm1� · · ·�Cmk−1
znač́ı kartézský produkt k kružnic, kde mi ≥ 3 pro všechna i.

Jestlǐze m0,m1, . . . ,mk−1 jsou všechno násobky č́ısla n, je λ(2,1)(Cm0�Cm1� · · ·�Cmk−1
) =

n− 1.

Ghosh, Paul a Pal [37] pak zkoumali kartézský součin úplného bipartitńıho grafu Km,n

a cesty Pl. Ověřili, že pro každý graf G = Km,n�Pl plat́ı Grigssova a Yehova hypotéza
3.29. Tj, že λ(2,1)(G) ≤ ∆2(G).

Nyńı se přes kartézský produkt úplných graf̊u dostaneme až k pojmu amalgamace.

Věta 3.65 [35]. Necht’ n,m ≥ 2 jsou přirozená č́ısla a Kn�Km znač́ı kartézský produkt
dvou úplných graf̊u Kn a Km. Potom

λ(2,1)(Kn�Km) =

{
4, pokud n = m = 2;
nm− 1, jinak.
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Georges, Mauro a Stein [35] představili obecněǰśı větu (viz věta 3.137), kterou si
ukážeme v kapitole o L(p, q)-ohodnoceńı. Nyńı ale následuje věta o L(2, 1)-ohodnoceńı
kartézského produktu úplných graf̊u.

Věta 3.66 [35]. Necht’ d ≥ 3 a n jsou dvě přirozená č́ısla, k je prvoč́ıslo a Kd
n =

Kn�Kn� · · ·�Kn︸ ︷︷ ︸
d

znač́ı kartézský produkt d úplných graf̊u na n vrcholech. Pak

• λ(2,1)(K
d
kl

) = k2l − 1, pokud l > 1 (l ∈ N) a d ≤ k,

• λ(2,1)(K
d
k) = k2 − 1, pokud d < k.

I tato věta má svoje zobecněńı – viz věta 3.138.
Nyńı už se seznamme s pojmem amalgamace [73]: Necht’ G1, . . . , Gr, kde r ≥ 2,

jsou po dvou disjunktńı grafy, z nichž každý obsahuje pevný indukovaný podgraf Hi ⊆
Gi izomorfńı ke grafu G0. Amalgamaćı G1, . . . , Gr dle grafu G0 rozumı́me graf G =
Amalg(G0;G1, . . . , Gr) źıskaný zidentifikováńım podgraf̊u Hi ve všech grafech Gi (i =
1, . . . , r). Graf G0 nazýváme páteř a graf Gk se pro k = 1, . . . , r nazývá list k grafu G.
Tyto grafy jsou zkoumány např́ıklad v článćıch [4] a [73].

Představme si některé dosažené výsledky z obou článk̊u.

Věta 3.67 [4]. Necht’ K = Amalg(K0;K1, . . . , Kr), kde K0 je úplný graf na n0 vr-
cholech a Ki je úplný graf na n0 + ni vrcholech, kde i = 1, . . . , r, tak že n1 ≥ ni ≥ 1 pro
i = 2, 3, . . . , r. Označ́ıme-li k = n1 + n2 + · · ·+ nr, je

λ(2,1)(K) =

{
2n0 + k − 1, pokud n1 ≤ k

2
;

2(n0 + n1 − 1), jinak.

Z předchoźı věty vyplývá následuj́ıćı tvrzeńı.

Tvrzeńı 3.68 [4]. Necht’ G1, . . . , Gr, kde r ≥ 2, jsou grafy, z nichž každý obsahuje
fixovaný indukovaný podgraf izomorfńı ke grafu G0 s t vrcholy. Pokud graf G1 s m vrcholy
má z graf̊u G1, . . . , Gr nejv́ıce vrchol̊u a pokud G = Amalg(G0;G1, . . . , Gr) má n vrchol̊u,
je

λ(2,1)(G) ≤
{
n+ t− 1, pokud m ≤ n+t

2
;

2(m− 1), jinak.

Posledńı př́ıpad, který na tomto mı́stě z článku [4] rozebereme, se bude týkat grafu
G = Amalg(P2;P2�Pn1 , P2�Pn2 , . . . , P2�Pnr).

Věta 3.69 [4]. Necht’ G = Amalg(P2;P2�Pn1 , P2�Pn2 , . . . , P2�Pnr) je graf s r ≥
3, nk ≥ 2 pro k = 1, . . . , r, kde Pi je cesta na i vrcholech. Pak

λ(2,1)(G) =

{
6, pokud r = 3;
r + 2, jinak.
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Nyńı se pod́ıváme ještě na některé věty z článku [73], kde nás bude zaj́ımat amalga-
mace kartézských produkt̊u úplných graf̊u podél úplného grafu.

Věta 3.70 [73]. Necht’ K = Amalg(Kn;Kn�Km, Kn�Km, . . . , Kn�Km) s r listy, kde
n > 3,m = 2 a r = n− 2 nebo n,m ≥ 3 a r = n− 1. Pak λ(2,1)(K) = nm− 1.

Věta 3.71 [73]. Necht’ n ≥ 3 a K = Amalg(Kn;Kn�K2, Kn�K2, . . . , Kn�K2) s n−1
listy. Pak λ(2,1)(K) = 2n.

Věta 3.72 [73]. Necht’ n ≥ 3 a m ≥ 4 jsou dvě přirozená č́ısla. Jestlǐze K =
Amalg(Kn;Kn�Km, Kn�Km, . . . , Kn�Km, Kn�Km−2) má n list̊u, z nichž n − 1 je izo-
morfńıch s Kn�Km, je λ(2,1)(K) = nm− 1.

Představme si závěrečnou větu a jej́ı d̊usledek týkaj́ıćı se amalgamace graf̊u.

Věta 3.73 [73]. Necht’ K = Amalg(K2;K2�Km, K2�Km, . . . , K2�Km) s r ≥ 2 listy
a s m ≥ 2. Pak

λ(2,1)(K) =

{
∆(K) + 2, pokud m = 2, r = 2, 3 nebo pokud m = 3, r = 2;
∆(K) + 1, jinak.

Důsledek 3.74 [73]. Necht’ K = Amalg(K2;K2�Kn1 , K2�Kn2 , . . . , K2�Knr), kde
r ≥ 2 a n1 ≥ ni ≥ 2 pro i = 2, 3, . . . , r. Pak

λ(2,1)(K) ≤
{

(n1 − 1)r + 3, pokud n1 = 2, r = 2, 3 nebo pokud n1 = 3, r = 2;
(n1 − 1)r + 2, jinak.

Krátce se ještě zmiňme o tenzorovém součinu, př́ıpadně o úplném součinu graf̊u. V [64]
autoři předkládaj́ı několik tvrzeńı týkaj́ıćıch se tenzorového součinu kružnic, resp. tenzo-
rového součinu cesty a kružnice.

Věta 3.75 [64]. Necht’ r, s ≡ 0 (mod 7) jsou dvě přirozená č́ısla věťśı než 2 a necht’

Cr ×Cs znač́ı tenzorový součin dvou kružnic na r a s vrcholech. Pak λ(2,1)(Cr ×Cs) = 6.

Věta 3.76 [64]. Necht’ r, s, t ≡ 0 (mod 11) jsou tři přirozená č́ısla věťśı než 2 a necht’

Cr×Cs×Ct znač́ı tenzorový součin tř́ı kružnic na r, s a t vrcholech. Pak λ(2,1)(Cr×Cs×
Ct) = 10.

Na závěr z tohoto článku [64] přestav́ıme tři věty týkaj́ıćı se tenzorového součinu cesty
a kružnice.

Věta 3.77 [64]. Necht’ m ≥ 3 a P4 × Cm znač́ı tenzorový součin cesty na 4 vrcholech
a kružnice na m vrcholech. Pak λ(2,1)(P4 × Cm) = 6.
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Věta 3.78 [64]. Necht’ m ≥ 3 a P5 × Cm znač́ı tenzorový součin cesty na 5 vrcholech
a kružnice na m vrcholech. Pak

λ(2,1)(P5 × Cm) =

{
7, pokud m = 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10, 12, 13, 17, 18, 20, 24, 26, 34, 40;
6, jinak.

Věta 3.79 [64]. Necht’ n ≥ 6,m ≥ 7 a Pn×Cm znač́ı tenzorový součin cesty na n vr-
cholech a kružnice na m vrcholech. Pak λ(2,1)(Pn × Cm) = 6 právě tehdy, když m = 7k
(k ∈ N).

Úplný součin kružnic je zkoumán např́ıklad v článćıch [81] a [76]. V něm autoři udávaj́ı
přesné hodnoty rozpět́ı λ(2,1) graf̊u C3 ⊗ Cn a C4 ⊗ Cn (n ≥ 3).

Autoři článk̊u [77] a [104] studuj́ı L(2, 1)-ohodnoceńı kartézského, resp. tenzorového
a úplného součinu netriviálńıch graf̊u. A pro tento typ graf̊u potvrzuj́ı Griggsovu a Yehovu
hypotézu, s výjimkou speciálńıch př́ıpad̊u. Onou výjimkou je např́ıklad graf P2×P2, který
neńı souvislý. (Alternativńı) horńı odhady rozpět́ı λ(2,1) pro grafy G ?K2, kde symbolem
? rozumı́me jeden ze součin̊u graf̊u, udává článek [62].

Věta 3.80 [62]. Necht’ G je graf s maximálńım stupněm ∆ ≥ 0. Pak λ(2,1)(G×K2) ≤
λ(2,1)(G).

Věta 3.81 [62]. Necht’ G je graf s maximálńım stupněm ∆ ≥ 1. Pak λ(2,1)(G�K2) ≤
2λ(2,1)(G) + 1.

Věta 3.82 [62]. Necht’ G je graf s maximálńım stupněm ∆ ≥ 0. Pak λ(2,1)(G⊗K2) ≤
2λ(2,1)(G) + 2.

Jediný výsledek, který si představ́ıme u L(2, 1)-ohodnoceńı (a v konečném d̊usledku
i v obecném L(p, q)-ohodnoceńı) kruhových graf̊u, je následuj́ıćı odhad.

Věta 3.83 [106]. Necht’ G je jednotkový kruhový graf s maximálńım stupněm ∆.
Potom λ(2,1)(G) ≤ 4

5
∆2 + 2∆.

Výše uvedená hranice neńı ale př́ılǐs těsná. Uvažujeme-li trojúhelńıkovou mř́ıžku G6,
což je graf jednotkového kruhu s maximálńım stupněm 6, zjist́ıme, že rozpět́ı tohoto grafu
je 8, ale hodnota této horńı hranice je 40. Většina výzkumů v této oblasti se zabývala
algoritmickými problémy.

Sakai [101] byl prvńı, kdo zkoumal L(2, 1)-ohodnoceńı chordálńıch graf̊u, dokázal, že
splňuj́ı Griggsovu a Yehovu hypotézu 3.29. My však uvedeme ještě o 1 vylepšený horńı
odhad Lama a spol. [87].

Věta 3.84 [87]. Necht’ G je chordálńı graf s maximálńım stupněm ∆. Pak λ(2,1)(G) ≤
1
4
(∆ + 3)2 − 1.
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Chang a Kuo [58] studovali horńı odhady rozpět́ı λ(2,1)(G) speciálńıch chordálńıch
graf̊u.

Věta 3.85 [58]. Necht’ G je chordálńı graf maximálńıho stupně ∆. Potom

• λ(2,1)(G) ≤ 2∆, pokud graf G neobsahuje n-slunce (n ≥ 3) jako indukovaný podgraf,

• λ(2,1)(G) ≤ ∆ + 2χ(G)− 2, pokud graf G je silně chordálńı.

Rozpět́ı λ(2,1) u silných chordálńıch graf̊u je zobecněńım již výše uvedeného výsledku
λ(2,1)(T ) ≤ ∆(T )+2, kde T znač́ı netriviálńı strom – viz věta 3.41. Pro silné chordálńı grafy
G autoři dále vyslovili hypotézu, že λ(2,1)(G) ≤ ∆(G) + χ(G). Cerioli a Posner [21] pro
chordálńı bipartitńı grafy G s maximálńım stupněm ∆ dokázali, že λ(2,1)(G) ≤ ∆2−∆+2.
Výrazně lepš́ı odhad pak předvedli Panda a Goel [97].

Věta 3.86 [97]. Necht’ G je chordálńı bipartitńı graf s maximálńım stupněm ∆. Potom
λ(2,1)(G) ≤ 4∆− 1.

Tato věta ukazuje, že Griggsova a Yehova hypotéza 3.29 je pravdivá pro chordálńı
bipartitńı grafy s ∆ 6= 3. Tato hypotéza je pravdivá i pro slabě chordálńı grafy G: autoři
[21] totiž dokazuj́ı, že λ(2,1)(G) ≤ ∆2(G).

Nyńı se pod́ıváme na L(2, 1)-ohodnoceńı (jednotkových) intervalových graf̊u. Tato
oblast neńı př́ılǐs prozkoumána, a tak se spokoj́ıme jen právě s t́ımto ohodnoceńım. Sakai
[101] odhad rozpět́ı λ(2,1) pro jednotkové intervalové grafy pomoćı chromatického č́ısla χ
př́ıslušného grafu.

Věta 3.87 [101]. Necht’ G je jednotkový intervalový graf s chromatickým č́ıslem χ(G).
Pak 2χ(G)− 2 ≤ λ(2,1)(G) ≤ 2χ(G).

V článku [88] pak autoři diskutuj́ı postačuj́ıćı a nutné podmı́nky pro přesné hodnoty
λ(2,1)(G) jednotkových intervalových graf̊u. V řeči maximálńıho stupně můžeme předchoźı
větu převést takto: protože χ(G) ≤ ∆(G) + 1, je λ(2,1)(G) ≤ 2(∆(G) + 1). Tento odhad
je poměrně těsný, nebot’ v př́ıpadě úplného grafu (což je př́ıklad intervalového grafu) je
λ(2,1)(Kn) = 2(n − 1) = 2∆. Konečně článek [98] dává do souvislosti rozpět́ı λ(2,1)(G)
s maximálńım stupněm grafu G a klikovost́ı grafu G.

Věta 3.88 [98]. Necht’ G je graf s maximálńım stupněm ∆(G) a klikovost́ı ω(G).
Potom λ(2,1)(G) ≤ ∆(G) + ω(G).

Již byl zmı́něn Petersen̊uv graf (viz obrázek 6). Tento graf je př́ıkladem r-regulárńıho
grafu, konkrétně pro r = 3. Fiala a Kratochv́ıl [30] ukázali, že pro každé r ≥ 3 je NP -
úplný problém rozhodnut́ı, zda r-regulárńı graf je možné ohodnotit s rozsahem hodnot
0 ÷ (r + 2). Tento výsledek je nejlepš́ı možný, protože žádný r-regulárńı graf G s r ≥ 2
neńı možné ohodnotit s rozpět́ım nejvýše r + 1.

Pod́ıvejme se na L(2, 1)-ohodnoceńı zobecněných Petersenových graf̊u. Samotný Pe-
tersen̊uv graf (viz obrázek 6) budeme značit P , zobecněné Petersenovy grafy pak budeme
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značit GPG(N). To, že L(2, 1)-ohodnoceńı zobecněných Petersenových graf̊u splňuje Gri-
ggsovu a Yehovu hypotézu 3.29, ukázali Georges a Mauro [33], určili totiž následuj́ıćı
odhad.

Věta 3.89 [33]. Necht’ GPG = GPG(N) znač́ı (nějaký) zobecněný Petersen̊uv graf
na 2N vrcholech a P znač́ı Petersen̊uv graf. Pak λ(2,1)(GPG) ≤ 9. Nav́ıc λ(2,1)(GPG) = 9
právě tehdy, když graf GPG je izomorfńı s grafem P .

Plat́ı tedy, že λ(2,1)(GPG) ≤ 8, a to s jedinou výjimkou, když GPG je Petersen̊uv graf.
Autoři dále ukazuj́ı, že pokud existuje nějaký zobecněný Petersen̊uv graf G = GPG(N)
s λ(2,1)(G) = 8, muśı být dostatečně velký.

Věta 3.90 [33]. Necht’ GPG = GPG(N) znač́ı zobecněný Petersen̊uv graf na 2N
vrcholech. Pokud λ(2,1)(GPG) = 8, je N ≥ 7.

Jinými slovy λ(2,1)(GPG) ≤ 7 pro zobecněné Petersenovy grafy řádu N ≤ 6. Na závěr
článku [33] autoři předkládaj́ı hypotézu, že Petersen̊uv graf je jediný souvislý 3-regulárńı
graf s rozpět́ım 9 při L(2, 1)-ohodnoceńı. Domńıvaj́ı se, že neexistuje žádný zobecněný
Petersen̊uv graf GPG(N) s λ(2,1)(GPG) = 8, ale rovněž že neexistuje žádný 3-regulárńı
graf s takovýmto rozpět́ım. Svoji hypotézu potvrzuj́ı pro N = 3 a N = 4.

Věta 3.91 [33]. Necht’ G1 = GPG(3). Pak λ(2,1)(G1) = 5 a graf G1 je izomorfńı
s grafem H1 zachyceným na obrázku 9 (vlevo). Dále necht’ G2 = GPG(4). Pak λ(2,1)(G2) =
6, pokud je graf G2 izomorfńı s grafem H2 zachyceným na obrázku 9 (uprostřed), jinak
λ(2,1)(G2) = 7, a graf G2 je izomorfńı s grafem H3 zachyceným na obrázku 9 (vpravo).

Obrázek 9: Tři zobecněné Petersenovy grafy; zleva doprava: H1 = GPG(3), H2 a H3.

Daľśıho zkoumáńı se chopili Adams a spol. [1], [2], [3]. Představme si jejich výsledky.
Pro tyto potřeby zde připomeňme obrázek z úvodu této práce (viz obrázek 4).

Věta 3.92 [3]. Necht’ G = GPG(5). Pak λ(2,1)(G) = 9, jestlǐze G je izomorfńı s Pe-
tersenovým grafem P (zachyceným na obrázku 6), jinak λ(2,1)(G) = 6.

Věta 3.93 [2]. Necht’ G = GPG(6). Pak λ(2,1)(G) = 5, jestlǐze G je izomorfńı s grafem
H1 (zachyceným na obrázku 10 úplně vlevo) nebo grafem H2 (zachyceným na obrázku 10
druhý zleva), jinak λ(2,1)(G) = 6.
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Obrázek 10: Některé zobecněné Petersenovy grafy pro hodnoty n = 6 a n = 7.

Podobným zp̊usobem nalezli i rozpět́ı λ(2,1) u zobecněného Petersenova grafu GPG(7).

Věta 3.94 [3]. Necht’ G = GPG(7). Pak λ(2,1)(G) = 5, jestlǐze G je izomorfńı s grafem
H4 (zachyceným na obrázku 10 druhý zprava) nebo grafem H5 (zachyceným na obrázku
10 vpravo), jinak λ(2,1)(G) = 6.

Podobně Adams a spol. [3] ukázali, že λ(2,1)(G), kde G = GPG(8), je bud’ 6 nebo 7.
V článku [1] pak Adams a kol. ukázali, že λ(2,1)(G) je 5 nebo 6, pokud G je zobecněný
Petersen̊uv graf GPG(N) řádu N = 9, 10 nebo 12. Pokud N = 11, je λ(2,1)(G), kde
G = GPG(11), bud’ 6 nebo 7. Otázkou z̊ustává, zda existuje nějaký zobecněný Petersen̊uv
graf G = GPG(N) s N ≥ 12 takový, že λ(2,1)(G) ≥ 7. Celkový počet zobecněných
Petersenových graf̊u je už i při tak malém řádu N poměrně velký.

Ukažme si několik výsledk̊u dosažených při L(2, 1)-ohodnoceńı Kneserových graf̊u.

Věta 3.95 [71]. Necht’ k ∈ N a G = K(2k+1, k) znač́ı Kneser̊uv graf. Pak λ(2,1)(G) ≤
4k + 2.

Shao a spol. [103] přǐsli s následuj́ıćım odhadem.

Věta 3.96 [103]. Necht’ k ≥ 2 a n jsou dvě přirozená č́ısla a necht’ G = K(n, k) znač́ı

Kneser̊uv graf. Pak λ(2,1)(G) ≤
(
n
k

)
− 1. Rovnost nastává pro n ≥ 3k − 1.

Závěrečné slovo u Kneserových graf̊u bude patřit Shaovi, Averbakhovi a Solis-Obovi
[102].

Věta 3.97 [102]. Necht’ n a k jsou dvě přirozená č́ısla a necht’ G znač́ı Kneser̊uv graf
K(n, k) s maximálńım stupněm ∆ ≥ 2. Potom

λ(2,1)(G)



=

(
n
k

)
− 1 < ∆2 − 4, 4∆, pokud n ≥ 3k − 1 a k ≥ 3;

=

(
n
k

)
− 1 < ∆2 − 3, 5∆, pokud n > 3k − 1 a k = 2;

= 9 = ∆2, pokud n = 3k − 1 a k = 2;
< ∆2 −∆(k(1− ( k

n−k )n−2k)− 1) + k < ∆2, pokud 2k + 2 ≤ n ≤ 3k − 2;

≤ ∆2 − 2, pokud n = 2k + 1 a k ≥ 3;
= 2, pokud n = 2k.
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Stejńı autoři pak uváděj́ı i rozpět́ı λ(1,1)(G) = χ(G2)−1 Kneserova grafu G = K(n, k).
Tento výsledek již zde uvádět nebudeme. Spokoj́ıme se tak se zjǐstěńım, že Kneserovy
grafy splňuj́ı Griggsovu a Yehovu hypotézu 3.29. Tu splňuj́ı i totálńı grafy.

Věta 3.98 [107]. Necht’ TG = T (G) s maximálńım stupněm ∆ znač́ı totálńı graf grafu
G. Pak λ(2,1)(TG) ≤ max{3

4
∆2 + 1

2
∆, 1

2
∆2 + 2∆}.

Horńı hranice byla v článku [25] ještě vylepšena, a to na 1
2
∆2 + ∆. Daľśı větu této

podkapitoly věnujme L(2, 1)-ohodnoceńı Sierpińského graf̊u.

Věta 3.99 [40]. Necht’ n ≥ 2 a k ≥ 3 jsou dvě přirozená č́ısla a necht’ G = S(n, k)
znač́ı Sierpińského graf. Pak λ(2,1)(G) = 2k.

L(2, 1)-ohodnoceńı distančńıch graf̊u se věnovali předevš́ım Fangyun, Guohua a Kexi-
ang [110]. Nejprve si ale představ́ıme větu jejich koleg̊u Taa a Gua [110]. Př́ıslušné rozpět́ı
λ(2,1) distančńıho grafu G(Z, D) = G(D) budeme značit λ(2,1)(D).

Věta 3.100 [110]. Necht’ D je konečná distančńı množina. Pak 2|D|+2 ≤ λ(2,1)(D) ≤
|D2|+ 3|D|.

Pokud |D| = 1, skládá se distančńı graf G(D) z |D| komponent, z nichž každá tvoř́ı
cestu na nekonečně mnoho vrcholech. Pro |D| = 1 je tedy věta ekvivalentńı poznatku
Griggse a Yeha, totiž že λ(2,1)(Pn) = 4 pro n ≥ 5 (viz věta 3.36). Protože distančńı graf
G(D) s maximálńım stupněm ∆ = 2|D| ≥ 2 je 2|D|-regulárńı, snadno z předchoźı věty
zjist́ıme [28], že λ(2,1)(D) ≤ ∆2

4
+ 3

2
∆. Z toho tedy vyplývá, že distančńı grafy splňuj́ı

Griggsovu a Yehovu hypotézu 3.29. Nyńı se zaměřme na konkrétńı množiny D.

Věta 3.101 [28]. Necht’ D = {1, 2, 3, . . . , k} nebo D = {1, 3, 5, . . . , 2k − 1}, kde k je
přirozené č́ıslo. Pak λ(2,1)(D) = 2k + 2.

Věta 3.102 [28]. Necht’ D = {a, a + 1, a + 2, . . . , a + k − 1}, kde a, k ≥ 2 jsou dvě
přirozená č́ısla. Pak λ(2,1)(D) ≤ min{2(a+ k − 1), 6k − 2}.

Pokud v předchoźı větě plat́ı k ≥ a ≥ 2, je λ(2,1)(D) = 2(a + k − 1) – viz [28]. Nyńı
vylepš́ıme odhady pro |D| = 2.

Věta 3.103 [28]. Necht’ D = {a, b}, kde 1 6= a < b jsou dvě přirozená č́ısla. Pak
6 ≤ λ(2,1)(D) ≤ 8.

Věta 3.104 [28]. Necht’ D = {1, b}, kde b > 1 je přirozené č́ıslo. Pak

λ(2,1)(D) ≤
{

8, pokud b ≡ 0 (mod 3);
7, jinak.

A konečně nyńı vylepš́ıme odhad pro D = {k, k + 1}.

Věta 3.105 [28]. Necht’ D = {k, k + 1}, kde k je přirozené č́ıslo. Pak λ(2,1)(D) ≤ 7.
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Ještě než se dostaneme k obecnému L(p, q)-ohodnoceńı, představ́ıme si výsledky, jež
źıskali Mitra a Bhoumik [95], kteř́ı se v článku [95] zabývali L(2, 1)-ohodnoceńım cirku-
lant̊u G = G(Zn, S). Tento článek byl jednou motivaćı k této práci.

Pro |S| = n − 1 dostáváme úplný graf, a tedy dle věty 3.39 je λ(2,1)(Kn) = 2n − 2.
Ve zmı́něném článku autoři pracuj́ı s množinou S, pro ńıž |S| = n− 2, n− 3 nebo n− 4.
V prvńım a třet́ım př́ıpadě muśı být n sudé.

Věta 3.106 [95]. Necht’ G = G(Zn, S) je cirkulant na n vrcholech a |S| = n− 2, (tj.
n
2
6∈ S), kde n ≥ 4 je sudé č́ıslo. Pak λ(2,1)(G) ≤ 3

2
n− 2.

Možnost |S| = n − 3 nastává, pokud {0, a, n − a} 6∈ S. Z d̊uvodu symetrie dále
předpokládejme, že a ∈ {1, 2, . . . , dn

2
− 1e}.

Věta 3.107 [95]. Necht’ G = G(Zn, S) je cirkulant na n vrcholech, |S| = n − 3 (tj.
{0, a, n − a} 6∈ S, a ∈ {1, 2, . . . , dn

2
− 1e}), kde n ≥ 4. Dále necht’ d = gcd(n, a). Pak

λ(2,1)(G) ≤ n+ d− 2.

Představ́ıme si i větu pro cirkulanty s |S| = n− 4.

Věta 3.108 [95]. Necht’ G = G(Zn, S) je cirkulant na n vrcholech, |S| = n − 4 (tj.
{0, a, n

2
, n − a} 6∈ S, a ∈ {1, 2, . . . , n

2
− 1}), kde n ≥ 4 je sudé. Dále necht’ d = gcd(n, a).

Pak λ(2,1)(G) ≤ n+ d
2
− 2.

Posledńı věta této podkapitoly pak bude patřit určitému zobecněńı.

Věta 3.109 [95]. Necht’ G je cirkulant. Necht’ d = min{gcd(n, a}, SC = Zn \S. Pokud
pro všechna a ∈ SC existuj́ı s1 a s2 ∈ S taková, že a ≡ s1 − s2 (mod n), je

λ(2,1)(G) =

{
n+ d− 2, pokud |SC | je liché;
n+ d

2
− 2, pokud |SC | je sudé.

3.4 L(p, q)-ohodnoceńı graf̊u

V tuto chv́ıli nastává čas věnovat se obecnému L(p, q)-ohodnoceńı. Jak již bylo řečeno,
nejčastěji se pracuje s parametry p > q. Daj́ı se ale objevit i články pracuj́ıćı s p = q, ba
dokonce s p < q. Př́ıkladem mohou být úvodńı dvě podkapitoly této sekce, ale i článek
[67], který se zabývá L(1, 2)-ohodnoceńım graf̊u.

Pro každá dvě přirozená č́ısla p, q taková, že p ≥ q, je λ(p,q)(G) ≥ p+ (∆(G)− 1)q, jak
ukázali autoři článku [59]. Rovnost nastává u hvězdy. Rovněž můžeme zobecnit i některé
výsledky s q = 1. Např́ıklad lze ověřit, že pro p ≥ 2 je λ(p,1)(G) ≤ ∆2(G) + (p − 1)∆(G)
– viz [57]. Tato hranice byla vylepšena pro grafy s maximálńım stupněm ∆ ≥ 3, jež je
zobecněńım věty 3.32.

Věta 3.110 [38]. Necht’ G je graf s maximálńım stupněm ∆ ≥ 3 a přirozené č́ıslo
p ≥ 2. Pak λ(p,1)(G) ≤ ∆2 + (p− 1)∆− 2.
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Rozsáhleǰśı článek Gonçalvese pak vyšel i v Discrete Mathematics [39]. Nav́ıc, jak
ukázali autoři v článku [57], plat́ı i následuj́ıćı limitńı vztah.

Věta 3.111 [57]. Necht’ G je graf s alespoň jednou hranou. Potom lim
p→∞

λ(p+1,1)(G)

λ(p,1)(G)
= 1.

Podmı́nka na existenci alespoň jedné hrany zajǐst’uje ve jmenovateli nenulové (kladné)
č́ıslo. Jak jsme již poznamenali před větou 3.33, platnost Griggsovy a Yehovy hypotézy
3.29 prokázali pro dostatečně velké ∆(G) Havet, Reed a Sereni [48]. Autoři dokonce
ukázali, že λ(p,1)(G) ≤ ∆2 pro každý grafG s maximálńım stupněm ∆ ≥ 1069, a λ(p,1)(G) ≤
∆2 + c(p) pro každé přirozené ∆ a pro vhodnou konstantu c(p) závislou na parametru p
– to je zobecněńı věty 3.33.

Základńı výsledek uvád́ı, že pro všechny grafy G existuje optimálńı L(p, q)-ohodnoceńı
grafu G takové, že každý vrchol je ohodnocen hodnotou ve tvaru αp + βq, kde α, β jsou
nezáporná celá č́ısla. Z toho pozorováńı tedy vyplývá následuj́ıćı věta.

Věta 3.112 [31]. Necht’ p ≥ q jsou dvě přirozená č́ısla a G je graf. Pak λ(p,q)(G) =
αp+ βq pro nějaká nezáporná celá č́ısla α, β.

Pod́ıvejme se ještě na jeden základńı výsledek z [31].

Věta 3.113 [31]. Uvažujme graf G s maximálńım stupněm ∆. Necht’ p ≥ ∆q a necht’

existuje vrchol v s ∆ sousedy, z nichž každý je stupně ∆. Pak λ(p,q)(G) ≥ p+ (2∆− 2)q,
pokud p ≥ ∆q, a λ(p,q)(G) ≥ 2p+ (∆− 2)q, pokud p ≤ ∆q.

Představme si následuj́ıćı dolńı odhad č́ısla λ(p,q)(G).

Tvrzeńı 3.114 [59]. Necht’ je dán graf G s maximálńım stupněm ∆ ≥ 1 a přirozená
č́ısla p, q taková, že p ≥ q. Pak λ(p,q)(G) ≥ p + (∆ − 1)q. A nav́ıc, pokud p > q
a v předchoźım vztahu nastává rovnost, v každém L(p, q)-ohodnoceńı grafu G muśı být
každý vrchol stupně ∆ ohodnocen hodnotou 0 (resp. hodnotou p+ (∆−1)q) a jeho sousedi
muśı být ohodnoceny hodnotami p+iq (resp. hodnotami iq) pro všechna i = 0, 1, . . . ,∆−1.

Grafy s λ(p,q) = p + (∆(G) − 1)q jsou studovány v [59] a nazývaj́ı se λ(p,q)-minimálńı
grafy. To, zda je daný graf λ(p,q)-minimálńı, je dáno právě hodnotami p, q, což si ukážeme
na následuj́ıćım př́ıkladu.

Př́ıklad 3.115 [59]. Představme si jako graf G dvojhvězdu D∆, která vznikne ze dvou
hvězd K1,∆ zidentifikováńım listu jedné hvězdy s listem druhé hvězdy. Z předchoźıho tvr-
zeńı vyplývá, že jeden z vrchol̊u s maximálńım stupněm ∆ muśı být ohodnocen hodnotou
0 (a jeho sousedi pak hodnotami p, p+ q, . . . , p+ (∆− 1)q) a druhý vrchol s maximálńım
stupněm ∆ muśı být ohodnocen hodnotou p + (∆ − 1)q (a jeho sousedi pak hodnotami
0, q, . . . , (∆−1)q). Tzn., že jediný soused obou dvou vrchol̊u maximálńıho stupně ∆ muśı
být ohodnocen hodnotou p + i′q = i′′q pro nějaká i′ ≥ 0 a i′′ ≤ ∆ − 1. To je ale možné
jen tehdy, pokud p = iq pro nějaké 1 ≤ i ≤ ∆ − 1. To tedy znamená, že graf D∆ je
λ(p,q)-minimálńı právě tehdy, když p = iq pro nějaké 1 ≤ i ≤ ∆− 1.
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Následuj́ıćı větu lze dokázat pomoćı tvrzeńı 3.4 uvedeného v úvodu kapitoly 3.

Věta 3.116 [59]. Necht’ G je graf s maximálńım stupněm ∆ ≥ 1 a p ≥ q, j ≥ k
jsou přirozená č́ısla taková, že j = bkp

q
c. Je-li graf G λ(p,q)-minimálńı, je graf G i λ(j,k)-

minimálńı.

Věta 3.117 hovoř́ı o tom, kdy graf G je λ(p,q)-minimálńı.

Věta 3.117 [59]. Necht’ G je graf s maximálńım stupněm ∆ ≥ 1 a p ≥ q jsou přirozená
č́ısla splňuj́ıćı p ≥ ∆q. Pak následuj́ıćı tvrzeńı jsou ekvivalentńı.

• Graf G je λ(p,q)-minimálńı.

• Existuje λ(p,q)-ohodnoceńı g grafu G takové, že každý vrchol v v grafu G má g(v)
ve tvaru avp+ bvq, kde av ∈ {0, 1} a bv ∈ {0, 1, . . . ,∆− 1}. A nav́ıc:

1) Pokud distG(u, v) = 1, je au 6= av. A pokud au = 0 a av = 1, je bu ≤ bv.

2) Pokud distG(u, v) = 2, je au = av a bu 6= bv.

• Graf G je λ(j,k)-minimálńı pro všechna přirozená č́ısla j ≥ k.

Důsledkem této věty je tvrzeńı, které ř́ıká, že pokud graf G je λ(p,q)-minimálńı s ma-
ximálńım stupněm ∆ ≥ 1 a přirozenými č́ısly p ≥ ∆q, je graf G bipartitńı. Důvodem je,
že dle předchoźı věty je každý vrchol ohodnocen hodnotou ve tvaru avp + bvq a au 6= av,
kdykoliv uv je hrana. A tedy V (G) = A ∪B, kde A = {v : av = 0} a B = {v : av = 1}.

Georges a Mauro [31] nalezli ohodnocovaćı č́ıslo λ(p,q) pro kružnice a cesty pro každé
p ≥ q:

Věta 3.118 [31]. Necht’ p ≥ q jsou dvě přirozená č́ısla, n ∈ N a Pn znač́ı cestu
na n vrcholech. Potom

λ(p,q)(Pn) =


0, pokud n = 1;
p, pokud n = 2;
p+ q, pokud n = 3 nebo n = 4;
p+ 2q, pokud n ≥ 5 a p ≥ 2q;
2p, pokud n ≥ 5 a p ≤ 2q.

Věta 3.119 [31]. Necht’ p ≥ q jsou dvě přirozená č́ısla, n ∈ N, n ≥ 3 a Cn znač́ı
kružnici na n vrcholech. Potom

λ(p,q)(Cn) =



2p, pokud n ≥ 3 je liché a p ≥ 2q,
nebo n ≡ 0 (mod 3) a p ≤ 2q,
nebo n ≡ 2 (mod 4) a p ≤ 3q,
nebo n ≥ 5 a p ≤ 2q;

p+ 2k, pokud n ≡ 0 (mod 4) a p ≥ 2q,
nebo n 6≡ 0 (mod 3), n 6= 5 a p ≤ 2q;

p+ 3q, pokud n ≡ 2 (mod 4) a p ≥ 3q;
4q, pokud n = 5.
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Griggs a Jin [41] pak nalezli ohodnocovaćı č́ıslo λ(p,q) pro cesty, kružnice a kola pro
každé p ≤ q. Protože vztah pro kola je poměrně komplikovaný, nebudeme jej zde uvádět.
Pro prvńı dva typy graf̊u představ́ıme jednotlivé výsledky.

Věta 3.120 [41]. Necht’ n ∈ N, p ≤ q a Pn znač́ı cestu na n vrcholech. Potom

λ(p,q)(Pn) =



0, pokud n = 1;
p, pokud n = 2;
q, pokud n = 3 a 0 ≤ p

q
≤ 1

2
;

2p, pokud n = 3 a 1
2
≤ p

q
≤ 1;

p+ q, pokud n = 4, 5, 6 nebo pokud n ≥ 7 a 0 ≤ p
q
≤ 1

2
;

3p, pokud n ≥ 7 a 1
2
≤ p

q
≤ 2

3
;

2q, pokud n ≥ 7 a 2
3
≤ p

q
≤ 1.

U kružnice délky n ≥ 3 nastává relativně hodně př́ıpad̊u, a proto výsledky rozděĺıme
do dvou vět v závislosti na n.

Věta 3.121 [41]. Necht’ n ∈ N, 3 ≤ n ≤ 5, p ≤ q a Cn znač́ı kružnici na n vrcholech.
Potom

λ(p,q)(Cn) =



2p, pokud n = 3;
p+ q, pokud n = 4 a 0 ≤ p

q
≤ 1

2
;

3p, pokud n = 4 a 1
2
≤ p

q
≤ 1;

2q, pokud n = 5 a 0 ≤ p
q
≤ 1

2
;

4p, pokud n = 5 a 1
2
≤ p

q
≤ 1.

Věta 3.122 [41]. Necht’ n ∈ N, n ≥ 6, p ≤ q a Cn znač́ı kružnici na n vrcholech.
Potom

λ(p,q)(Cn) =



2q, pokud n 6≡ 0 (mod 4) a 0 ≤ p
q
≤ 2

3
,

nebo n ≡ 0 (mod 3) a 2
3
≤ p

q
≤ 1;

3p pokud n ≡ 0 (mod 4) a 1
2
≤ p

q
≤ 2

3
,

nebo n 6≡ 0 (mod 3) a 2
3
≤ p

q
≤ 1;

p+ q pokud n ≡ 0 (mod 4) a 0 ≤ p
q
≤ 1

2
.

V článku [41] autoři pracuj́ı s L(k1, k2)-ohodnoceńım, jež je převedeno na L(k, 1)-
ohodnoceńı, kde k = k1

k2
je reálné kladné č́ıslo. Všechny předchoźı tři výsledky byly

transformovány do L(p, q)-ohodnoceńı s p ≤ q, kde p, q jsou již tradičně přirozená č́ısla
(do úvahy přicháźı i možnost p = 0).

O úplných grafech již byla řeč, viz zobecněńı věty 3.39, přejdeme tak rovnou na úplné
bipartitńı grafy. Začneme rozpět́ım λ(p,1) u bipartitńıch graf̊u. Následuj́ıćı větu dokázal
Griggs a Jin v článku [42]. V tomto článku přešli autoři od přirozených č́ısel k č́ısl̊um
reálným.
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Věta 3.123 [42]. Necht’ p ≥ 0 je reálné č́ıslo a necht’ G = (V1(G)∪V2(G), E(G)), kde
|V (G1)| = n1 a |V (G2)| = n2, přičemž n1 ≥ n2, je bipartitńı graf. Potom

λ(p,1)G) =


max{n1 − 1, n2 − 1 + p}, pokud 0 ≤ p ≤ 1

2
;

(2n2 − 1)p+ max{n1 − n2 − 1 + p, 0}, pokud 1
2
≤ p ≤ 1;

p+ n1 + n2 − 2, pokud p ≥ 1.

Kompletńım bipartitńım grafem je rovněž hvězda K1,∆.

Věta 3.124 [19]. Necht’ p, q jsou přirozená č́ısla a G = K1,∆ je hvězda s maximálńım
stupněm ∆. Pak

λ(p,q)G) =


(∆− 1)q, pokud p ≤ q

2
;

(∆− 2)q + 2p, pokud q
2
≤ p ≤ q;

(∆− 1)q + p, pokud p ≥ q.

Oba tyto výsledky jsou v korespondenci, jak ukazuje dosazeńı n1 = ∆, n2 = 1 a q = 1.
Ted’ nás bude zaj́ımat L(p, q)-ohodnoceńı stromů.

Věta 3.125 [57]. Necht’ p ∈ N a necht’ T znač́ı strom s maximálńım stupněm ∆. Pak
∆ + p− 1 ≤ λ(p,1)(T ) ≤ min{∆ + 2p− 2, 2∆ + p− 2}.

Dodejme, že obě krajńı hodnoty jsou dosažitelné: λ(p,1)(G) = ∆(G) + p− 1 v př́ıpadě
hvězdy a horńı odhad nastane v př́ıpadě stromu s 12 listy, v němž každý vrchol kromě
list̊u má stupeň 4 – viz článek [57].

Na tomto mı́stě vzpomeňme Chang̊uv a Kuo̊uv algoritmus, o němž jsme se zmı́nili
v předchoźı podkapitole 3.3 za větou 3.41. Zobecněńı tohoto př́ıpadu je snadné pro q = 1,
dlouhou dobu však nebylo známo, jak je to s př́ıpadem, kdy q > 1. Odpověd’ na tuto
otázku dali až Fiala, Golovach a Kratochv́ıl [29], kteř́ı ukázali, že pro přirozená č́ısla
p ≥ q je problém L(p, q)-ohodnoceńı stromů řešitelný v polynomiálńım čase pouze tehdy,
pokud q děĺı p, jinak je NP -úplný.

Georges a Mauro [31] dokázali následuj́ıćı větu.

Věta 3.126 [31]. Necht’ T je strom s vrcholem v maximálńıho stupně ∆, dále necht’

všichni sousedi vrcholu v maj́ı rovněž stupeň ∆ a necht’ p ≥ q jsou dvě přirozená č́ısla.
Pak λ(p,q)(T ) = p+ (2∆− 2)q.

V [31] lze rovněž nalézt tento vztah pro hvězdu: λ(p,q)(K1,∆) = p+(∆−1)q. V př́ıpadě,
že p

q
≥ ∆, tento vztah pro hvězdu a předchoźı věta nám udává spodńı a horńı hranici

č́ısla λ(p,q) stromů s maximálńım stupněm ∆. Autoři [32] dále v závislosti na p
q

hledaj́ı
λ(p,q) nekonečných stromů, představ́ıme si jednu větu.

Věta 3.127 [32]. Necht’ T∞ je nekonečný strom s maximálńım stupněm ∆ ≥ 2. Dále
necht’ p ≥ q jsou dvě přirozená č́ısla a a = bp

q
c. Potom

• pokud a ≥ ∆, je λ(p,q)(T∞) = p+ (2∆− 2)q a
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• pokud a = ∆− 1, je λ(p,q)(T∞) = 2p+ (∆− 2)q.

Georges a Mauro [32] se zabývaj́ı i př́ıpadem, kdy a ≤ ∆ − 2. Tento př́ıpad je ale
o poznáńı složitěǰśı, a proto jej zde nebudeme uvádět. Uvedeme ale výsledek Calamoneri,
Pelce a Petreschi [19], kteř́ı se zabývali L(p, q)-ohodnoceńım stromů s p ≤ q.

Věta 3.128 [19]. Necht’ T je strom s maximálńım stupněm ∆ ≥ 2 a p, q jsou dvě
přirozená č́ısla. Pak

• pokud p ≤ q
2
, je λ(p,q)(T ) = p+ (∆− 1)q,

• pokud q
2
≤ p ≤ ∆

2∆−1
q, je λ(p,q)(T ) = (2∆− 1)p a

• pokud ∆
2∆−1

q ≤ p ≤ q, je λ(p,q)(T ) = ∆q.

Chang a Lu [59] pro každé přirozené ∆ zaváděj́ı ∆-sekvenci (b0, b1, . . . , bm) celých č́ısel
splňuj́ıćı: b0 = 0, 0 ≤ bi ≤ ∆ − 1 pro všechna i, bi ≥ bi−1 a bi ≥ bi+1 pro všechna
lichá i a bi 6= bi+2 pro všechna i a definuj́ı T∆ jako nekonečný (tj. s nekonečným počtem
vrchol̊u) strom (s výjimkou, že T1 je K2), jehož množina vrchol̊u obsahuje všechny ∆-
sekvence a vrchol (b0, b1, . . . , bm) je sousedńı s daľśım vrcholem (c0, . . . , cn) právě tehdy,
když |m− n| = 1 a bi = ci pro 0 ≤ i ≤ min{m,n}. Konečně dostáváme následuj́ıćı větu.

Věta 3.129 [59]. Necht’ T je strom s maximálńım stupněm ∆ ≥ 1 a necht’ p ≥ q
jsou přirozená č́ısla splňuj́ı p ≥ ∆q. Pak strom T je λ(p,q)-minimálńı právě tehdy, když je
strom T podgrafem stromu T∆.

Chang a spol. [57] dávaj́ı horńı odhad č́ısla λ(p,1) pro t-stromy, když dokazuj́ı, že pro
graf G maximálńıho stupně ∆ je λ(p,1)(G) ≤ (2p− 1 + ∆− t)t.

V minulé podkapitole jsme vynechali výsledky týkaj́ıćı se ohodnoceńı planárńıch graf̊u,
a to proto, že veškeré výsledky ponecháme v obecném tvaru. Pro planárńı grafy lze
triviálně nalézt [18] dolńı odhad rozpět́ı λ(p,q) př́ıslušného planárńıho grafu, a to λ(p,q) ≥
∆(G)q+p−q. Otevřeným problémem ale z̊ustávaj́ı př́ıpady, pro něž je dolńı mez skutečnou
přesnou hodnotou.

Heuvel a McGuinnes [52] ukázali, že pro všechna přirozená č́ısla p ≥ q a planárńı graf
G s maximálńım stupněm ∆ je λ(p,q)(G) ≤ (4q − 2)∆ + 10p+ 38q − 23. Tento odhad byl
následně vylepšen Molloyem a Salavatipourem [96], kteř́ı č́ıslo λ(p,q)(G) planárńıho grafu
G shora odhadli následovně.

Věta 3.130 [96]. Necht’ p a q jsou přirozená č́ısla a necht’ G je planárńı graf s ma-
ximálńım stupněm ∆. Pak λ(p,q)(G) ≤ qd5

3
∆e+ 18p+ 77q − 18.

V př́ıpadě p = 2 a q = 1 z Heuvelova a McGuinnesova vztahu [52] vyplývá, že pro
planárńı grafy s maximálńım stupněm ∆ ≥ 7 je Griggsova a Yehova hypotéza 3.29 (tj., že
λ(2,1)(G) ≤ ∆2) splněna. Bella a spol. [11] pak určili horńı odhady č́ısla λ(2,1) pro planárńı
grafy G maximálńıho stupně ∆ = 4, 5, 6.

Věta 3.131 [11]. Necht’ G je planárńı graf s maximálńım stupněm ∆. Pak λ(2,1)(G) ≤
16 v př́ıpadě, že ∆(G) = 4, λ(2,1)(G) ≤ 25 v př́ıpadě, že ∆(G) = 5 a λ(2,1)(G) ≤ 32
v př́ıpadě, že ∆(G) = 6.

34



Všechny tyto př́ıpady tedy opět splňuj́ı Griggsovu a Yehovu hypotézu 3.29. Problém
L(p, q)-ohodnoceńı planárńıch graf̊u byl rovněž studován v závislosti na obvodu g(G).
Př́ıkladem je věta z článku [115].

Věta 3.132 [115]. Necht’ p, q jsou libovolná dvě přirozená č́ısla a necht’ G je planárńı
graf s maximálńım stupněm ∆ a obvodem g. Potom plat́ı:

• pokud g ≥ 7, je λ(p, q)(G) ≤ (2q − 1)∆ + 4p+ 4q − 4;

• pokud g ≥ 6, je λ(p, q)(G) ≤ (2q − 1)∆ + 6p+ 12q − 9;

• pokud g ≥ 5, je λ(p, q)(G) ≤ (2q − 1)∆ + 6p+ 24q − 15.

Protože ∆ + 8 ≤ ∆2 pro ∆ ≥ 4, ∆ + 15 ≤ ∆2 pro ∆ ≥ 5 a ∆ + 21 ≤ ∆2 pro ∆ ≥ 6,
je Griggsova a Yehova hypotéza 3.29 pro planárńı grafy splněna pro g ≥ 7 a ∆ ≥ 4 nebo
pro g = 6 a ∆ ≥ 5 nebo pro g = 5 a ∆ ≥ 6 – viz [18]. Výše uvedené odhady lze dále
vylepšovat pro větš́ı a větš́ı hodnoty ∆.

Článek [114] se zabývá L(p, q)-ohodnoceńım planárńıch graf̊u, jež neobsahuj́ı žádné
kružnice délky 4.

Věta 3.133 [114]. Necht’ p a q jsou dvě přirozená č́ısla a necht’ G je planárńı graf
s maximálńım stupněm ∆ neobsahuj́ıćı kružnici délky 4. Pak λ(p,q)(G) ≤ min{(8q−4)∆+
8p− 6q − 1, (2q − 1)∆ + 10p+ 84q − 47} pro každé p, q ≥ 1.

Pro naše dva konkrétńı př́ıpady tedy dostáváme: λ(2,1)(G) ≤ min{4∆ + 9,∆ + 57}
a λ(1,1)(G) ≤ min{4∆ + 1,∆ + 47}. Z toho vyplývá, že Griggsova a Yehova hypotéza
3.29 je splněna pro planárńı grafy neobsahuj́ıćı kružnice délky 4 za předpokladu, že ∆
takovéhoto grafu je aspoň 9. Pro stejný typ grafu je splněna i Wegnerova hypotéza 3.21
týkaj́ıćı se λ(1,1), a to za předpokladu, že ∆ ≥ 96.

Jedńım z mála článk̊u zabývaj́ıćım se obecným L(p, q)-ohodnoceńım vněǰskově ro-
vinných graf̊u je článek [120].

Věta 3.134 [120]. Necht’ p ≥ q jsou dvě přirozená č́ısla a necht’ graf G je vněǰskově
rovinný graf s maximálńım stupněm ∆. Pak λ(p,q)(G) ≤ (2q − 1)∆ + 2(2p− 1).

Dosad́ıme-li do předchoźıho vztahu za p č́ısla 2 nebo 1 a za q č́ıslo 1, nedostaneme tak
dobré odhady jako při studiu těchto konkrétńıch př́ıpad̊u v předchoźıch podkapitolách. Je
tedy otázkou, jak je hranice (2q− 1)∆ + 2(2p− 1) skutečně vzdálená od přesné hodnoty.

O L(p, 1)-ohodnoceńı r-té mocniny cesty na n vrcholech hovoř́ı věta dokázaná autory
článku [57].

Věta 3.135 [57]. Necht’ r ≥ 2 a P r
n znač́ı r-tou mocninu cesty na n vrcholech. Pak

λ(1,1)(P
r
n) = min{n− 1, 2r}. Jestlǐze p ≥ 2, je

λ(p,1)(P
r
n) =


(n− 1)p, pokud n ≤ r + 1;
rp+ 1, pokud r + 2 ≤ n ≤ 2r + 2;
rp+ 2, pokud n ≥ 2r + 3.
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Zhou [121] představil poměrně komplikovaný vztah pro horńı hranici rozpět́ı λ(p,q)(Qn).

Věta 3.136 [121]. Necht’ p ≥ q a n jsou tři přirozená č́ısla. Dále necht’ s = 1+blog2 nc,
t = min{2s − n − 1, s} a Qn znač́ı n-dimenzionálńı hyperkrychli. Pak λ(p,q)(Qn) ≤ 2s ·
max{q, dp

2
e}+ 2s−t ·min{p− q, bp

2
c} − p.

Pokud je v předcházej́ıćı větě 2q ≥ p, je λ(p,q)(Qn) ≤ 2sq + 2s−t(p − q) − p, z čehož
dostáváme, že λ(2,1)(Qn) ≤ 2s + 2s−t − 2.

V předchoźı kapitole jsme sĺıbili obecný vztah λ(p,q) pro kartézský produkt úplných
graf̊u. O tom hovoř́ı tyto dvě věty.

Věta 3.137 [35]. Necht’ p ≥ q a 2 ≤ n < m jsou čtyři přirozená č́ısla a Kn�Km znač́ı
kartézský produkt dvou úplných graf̊u na n a m vrcholech. Pak

• λ(p,q)(Kn�Km) = (m− 1)p+ (n− 1)q, pokud p
q
> n,

• λ(p,q)(Kn�Km) = (mn− 1)q, pokud p
q
≤ n.

Věta 3.138 [35]. Necht’ p ≥ q a n ≥ 2 jsou tři přirozená č́ısla a K2
n = Kn�Kn znač́ı

kartézský produkt dvou úplných graf̊u na n vrcholech. Pak

• λ(p,q)(K
2
n) = (n− 1)p+ (2n− 2)q, pokud p

q
> n− 1,

• λ(p,q)(K
2
n) = (n2 − 1)q, pokud p

q
≤ n− 1.

Georges a Mauro [34] představili výsledky pro λ(p,q)(K
3
n), kde K3

n = Kn�Kn�Kn je
kartézský produkt tř́ı úplných graf̊u na n vrcholech. Výsledek je uváděn v závislosti na
paritě n a poměru p

q
. Nı́že si představ́ıme výsledek pro kartézský součin k úplných graf̊u

na n vrcholech.

Věta 3.139 [54]. Necht’ p ≥ q ≥ 1 a 2 ≤ k ≤ h, kde h je minimálńı prvočinitel č́ısla
n ≥ 2. Pak

λ(p,q)(K
k
n)


= (n2 − 1)q, pokud p

q
≤ n− k + 1;

≤ (n− 1)(p+ kq), pokud p
q
> n− k + 1;

= (n− 1)(p+ kq), pokud p
q
≥ kn− 2k + 2.

Věta 3.140 [54]. Necht’ p ≥ q ≥ 1 a necht’ h je minimálńı prvočinitel č́ısla n ≥ 2.
Pak λ(p,q)(K

h+1
n ) = (n2 − 1)q, kdykoliv je p

q
≤ n

h
.
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Erwin a kolektiv [27] pak tento výsledek ještě v́ıce zobecnili, když nalezli rozpět́ı
λ(2,1)(Kn1�Kn2� · · ·�Kns) pro s ≥ 3 a nesoudělná č́ısla n1, n2, . . . , ns. Shrnuj́ıćı pohled
na L(p, q)-ohodnoceńı Hammingových graf̊u nab́ıźı např́ıklad článek [54].

Článek [65] pak představuje dvě věty o kartézském a tenzorovém součinu kružnic při
L(p, 1)-ohodnoceńı.

Věta 3.141 [65]. Necht’ p ≥ 1, k ≥ 1 jsou dvě přirozená č́ısla a m0,m1, . . . ,mk−1 je
k č́ısel, z nichž všechna jsou násobkem č́ısla 2k + 2p − 1. Dále necht’ Cm0� · · ·�Cmk−1

znač́ı kartézský součin k kružnic. Pak λ(p,1)(Cm0� · · ·�Cmk−1
) ≤ 2k + 2p − 2. Rovnost

nastává, jestlǐze 1 ≤ p ≤ 2k.

Věta 3.142 [65]. Necht’ p ≥ 1, k ≥ 2 jsou dvě přirozená č́ısla a m0,m1, . . . ,mk−1 je
k č́ısel, z nichž všechna jsou násobkem č́ısla 2k + 2p − 1. Dále necht’ Cm0 × · · · × Cmk−1

znač́ı tenzorový součin k kružnic. Pak λ(p,1)(Cm0 × · · · × Cmk−1
) ≤ 2k + 2p − 2. Rovnost

nastává, jestlǐze 1 ≤ p ≤ 2k.

Wang a Wang [117] zobecnili předchoźı výsledek o L(1, 1)-ohodnoceńıK4-bezminorńıch
graf̊u (viz věta 3.27), a to t́ım, že dokázali tuto větu.

Věta 3.143 [117]. Necht’ p+ q ≥ 3 a graf G je K4-bezminorńı s maximálńım stupněm
∆. Pak λ(p,q)(G) ≤ 2(2p− 1) + (2q − 1)b3

2
∆c.

Můžeme se ptát, zda je tato horńı hranice optimálńı (dosažitelná), jako tomu bylo
v př́ıpadě λ(1,1). Autoři článku [84] dokazuj́ı, že tomu tak neńı. Ukazuj́ı totiž, že pro každé
p ≥ q ≥ 1 existuje ∆0 takové, že každý K4-bezminorńı graf G s maximálńım stupněm
∆ ≥ ∆0 má rozpět́ı λ(p,q)(G) ≤ q 3

2
∆ a tuto hranici nelze dále snižovat.

Chang a spol. [57] zobecnili známé výsledky pro p = 2 v př́ıpadě chordálńıch graf̊u
maximálńıho stupně ∆.

Věta 3.144 [57]. Necht’ G je chordálńı graf maximálńıho stupně ∆. Pak λ(p,1)(G) ≤
1
4
(2p+∆−1)2. Pokud graf G je nav́ıc silně chordálńı, je λ(p,1)(G) ≤ ∆+(2p−2)(χ(G)−1).

Autoři dále ukázali, že λ(p,1)(G) ≤ p∆, pokud chordálńı graf G neobsahuje n-slunce,
kde n ≥ 3 je liché, jako indukovaný podgraf.

Několik málo výsledk̊u je známo i o permutačńıch grafech. Bodlaender a spol. [13]
představili aproximačńı algoritmus pro L(p, 1)-ohodnoceńı (p = 0, 1, 2) permutačńıch
graf̊u. Tento algoritmus garantuje následuj́ıćı horńı odhady.

Věta 3.145 [13]. Necht’ G je permutačńı graf s maximálńım stupněm ∆. Pak

• λ(0,1)(G) ≤ 2∆− 2,

• λ(1,1)(G) ≤ 3∆− 2,

• λ(2,1)(G) ≤ 5∆− 2.
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V článku [99] vylepšuj́ı horńı odhad pro L(2, 1)-ohodnoceńı permutačńıch graf̊u s ma-
ximálńım stupněm ∆, totiž: λ(2,1)(G) ≤ max{4∆ − 2, 5∆ − 8}. Pro obecné L(p, q)-
ohodnoceńı permutačńıch bipartitńıch graf̊u nalezl Araki [8] polynomiálńı algoritmus
využ́ıvaj́ıćı bikliklovost bc(G), který garantuje horńı hranici nejvýše (2p−1)+q(bc(G)−2).
A protože λ(p,q)(G) ≥ p+ q(bc(G)− 2) pro každý bipartitńı graf, dostáváme tuto větu.

Věta 3.146 [8]. Necht’ p ≥ q jsou dvě přirozená č́ısla, necht’ G je permutačńı bipartitńı
graf a necht’ bc(G) znač́ı jeho biklikovost. Pak p + q(bc(G) − 2) ≤ λ(p,q)(G) ≤ (2p − 1) +
q(bc(G)− 2).

V tento okamžik se zaměř́ıme na grafy s pr̊uměrem 2, tj. na grafy, kde každé dva vrcholy
jsou ve vzdálenosti nejvýše dva (a existuje dvojice vrchol̊u, jež je právě ve vzdálenosti
2). Intuitivně je jasné, že rozpět́ı λ(1,1) těchto graf̊u je n − 1 (stejnou hodnotu použ́ıt
nemůžeme). Griggs a Yeh [43] ale ukázali, že v př́ıpadě L(2, 1)-ohodnoceńı se už jedná
oNP -těžký problém. Jak již bylo řečeno, dále ukázali, že grafy pr̊uměru 2 splňuj́ı hypotézu
3.29 – viz věta 3.31 – a rovnost nastává pro grafy s ∆(G) = 2, 3, 7 (a př́ıpadně 57) a ∆2 +1
vrcholy. Nyńı se přesuneme k obecněǰśımu L(p, 1)-ohodnoceńı.

Věta 3.147 [79]. Necht’ p ≥ 2 je přirozené č́ıslo a necht’ G je graf o pr̊uměru 2
s maximálńım stupněm ∆ ≥ 3 a počtem vrchol̊u n ≤ ∆2 − 1. Pak λ(p,1)(G) ≤ ∆2 + (p −
2)∆− 1.

Tato věta postihuje téměř všechny př́ıpady graf̊u s pr̊uměrem 2. Protože graf G je
pr̊uměru 2, může mı́t tento graf nejvýše ∆2 + 1 vrchol̊u. S jednou jedinou výjimkou,
kterou je kružnice C4, neexistuje žádný jiný graf G pr̊uměru 2 s maximálńım stupněm
∆ a ∆2 vrcholy – [26]. Zbývá tedy prozkoumat již výše zmı́něné regulárńı grafy s ∆ =
2, 3, 7. Hypotetický graf s ∆ = 57 nebudeme uvažovat. Kružnici na pěti vrcholech jsme již
prob́ırali (viz věta 3.119, [31]), připomeňme, že λ(p,1)(C5) = 2p. Griggs a Yeh [43] nalezli
rozpět́ı λ(2,1) Petersenova grafu P , pro p ≥ 3 výsledek zobecnila Kohl [79]. Souhrnný
výsledek nab́ıźı nadcházej́ıćı věta.

Věta 3.148 [43, 79]. Necht’ p ≥ 2 je přirozené č́ıslo a necht’ P znač́ı Petersen̊uv graf.
Pak

λ(p,1)(P ) =

{
9, pokud p = 2;
3 + 2p, pokud p ≥ 3.

Kohl [79] nalezla odhad L(p, 1)-ohodnoceńı pro Hoffman-Singleton̊uv graf (HS), totiž:
max{49, 3p} ≤ λ(p,1)(HS) ≤ 19 + 3p pro p ≥ 10. Jestliže p ≤ 10, je λ(p,1)(HS) = 49, což
je optimálńı hodnota (počet vrchol̊u je n = 50 a graf je pr̊uměru 2). Dostáváme tedy tuto
větu.

Věta 3.149 [79]. Necht’ p je přirozené č́ıslo a HS znač́ı Hoffman-Singleton̊uv graf.
Pak λ(p,1)(HS) = 49 pro 1 ≤ p ≤ 10 a max{49, 3p} ≤ λ(p,1)(HS) ≤ 19 + 3p pro p ≥ 10.

Necht’ je dán graf G a funkce h z E(G) do N, které budeme ř́ıkat h-podrozděleńı grafu
G. Graf G(h) vznikne z grafu G tak, že každá hrana uv v G je nahrazena cestou délky
h(uv). Pokud h(e) = c je konstantńı pro všechny hrany e ∈ E(G), graf budeme značit
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G(c). V této části textu je čerpáno předevš́ım ze článku [55], který byl publikován v roce
2021 a v němž je shrnuta řada výsledk̊u dosažených v předchoźıch letech a zabývaj́ıćıch
se L(p, q)-ohodnoceńım podrozděleńı graf̊u.

Whittlesey, Georges a Mauro [119] studovali L(2, 1)-ohodnoceńı incidenčńıho grafu
G, což je graf G′, který vznikne z G nahrazeńım každé hrany cestou délky 2. Př́ıslušné
L(2, 1)-ohodnoceńı incidenčńıho grafu G je ekvivalentńı totálńımu LT (2, 1)-ohodnoceńı
grafu G, kdy ohodnocujeme nejen všechny vrcholy v G, ale rovněž i všechny hrany v G,
a to dle následuj́ıćıch pravidel: každým dvěma sousedńım vrchol̊um je přǐrazena r̊uzná
hodnota, r̊uzná hodnota je přǐrazena i dvěma hranám přilehlým ke stejnému vrcholu,
a konečně rozd́ıl hodnot je v absolutńı hodnotě aspoň 2 pro každý vrchol a jeho inci-
denčńı hranu. Toto totálńı LT (2, 1)-ohodnoceńı bylo uvedeno Havetem a Yuem v roce 2002
[50] a následně zobecněno pro totálńı LT (p, 1)-ohodnoceńı. V obecném př́ıpadě hovoř́ıme
o totálńım LT (p, q)-ohodnoceńı s totálńım ohodnocovaćım č́ıslem λT(p,q). V [51] oba autoři
dále dokázali následuj́ıćı větu.

Věta 3.150 [51]. Necht’ G je graf. Pro každé přirozené č́ıslo p je ∆(G) + p − 1 ≤
λT(p,1)(G) ≤ 2∆(G) + p− 1.

Ve stejném článku pak uvedli hypotézu, že pro každé přirozené č́ıslo p a libovolný graf
G, je λT(p,1)(G) ≤ ∆(G) + 2p− 1, kterou následně dokázali pro ∆(G) ≤ 3.

Vrat’me se k problému nastolenému před větou 3.150 a poznamenejme, že pro libovolný
graf G plat́ı λ(2,1)(G(1)) = λ(2,1)(G) a λ(2,1)(G(2)) = λT(2,1)(G) – viz [55]. Následuj́ıćı větu

dokázal v roce 2013 Lű [92].

Věta 3.151 [92]. Necht’ G je graf. Pro každé přirozené č́ıslo c ≥ 4 plat́ı λ(2,1)(G(c)) ≤
∆(G) + 2.

Lű dále rovněž ukázal, že λ(2,1)(G(3)) ≤ ∆(G) + 4. Lű a Lin [93] se pak zabývali
L(p, 1) verźı tohoto problému a ukázali, že λ(p,1)(G(3)) ≤ ∆(G) + 2p − 1 pro každý graf
G s ∆(G) ≥ 3, z čehož odvodili, že λ(2,1)(G(3)) ≤ ∆(G) + 3 pro libovolný graf G. Na Lűa
a Lina pak v roce 2015 navázali Karst a kolektiv [72].

Věta 3.152 [72]. Necht’ G je graf s ∆(G) ≥ 3. Pak pro každé přirozené č́ıslo p je

λ(p,1)(G(3)) ≤ p+ d∆(G)
2
e+ max{d∆(G)

2
e, p} − 1.

Z této věty jako bonus odvodili vztah λ(2,1)(G(3)) = ∆(G) + 1 pro každé ∆(G) ≥ 4
sudé a potvrdili Lűovu hypotézu z [92]:

Věta 3.153 [72]. Necht’ G je graf. Pak λ(2,1)(G3) ≤ ∆(G) + 2.

Chang a spol. [56] výsledek z minulého odstavce upřesnili a dokázali jej pro všechna
∆(G) ≥ 4. K tomu přidali daľśı zobecněńı.

Věta 3.154 [56]. Necht’ G je graf s ∆(G) ≥ 4 a c = 3. Pak λ(2,1)(G(3)) = ∆(G) + 1.
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Věta 3.155 [56]. Necht’ G je graf. Pak λ(2,1)(G(h)) = ∆(G) + 1, pokud ∆(G) ≥ 5
a h je funkce z E(G) do N taková, že h(e) ≥ 3 pro všechny hrany e ∈ E(G), nebo pokud
∆(G) ≥ 4 a h je funkce z E(G) do N taková, že h(e) ≥ 4 pro všechny hrany e ∈ E(G).

Právě na článek od Changa a kolektivu [56] navazuje citovaný článek [55], když
rozšǐruje výsledky, jež byly dosaženy. Konkrétně se článek zabývá L(p, q)-ohodnoceńım
podrozděleńı graf̊u.

Věta 3.156 [55]. Necht’ G je graf a necht’ jsou dána dvě přirozená č́ısla p, q, pro něž
p ≥ 2q. Pak λ(p,q)(G(3)) = p+ (∆(G)− 1)q, kde ∆(G) > 2dp

q
e.

Věta 3.157 [55]. Necht’ G je graf a necht’ jsou dána dvě přirozená č́ısla p, q, pro něž
p ≥ 2q. Pak λ(p,q)(G(h)) = p + (∆(G) − 1)q, kde ∆(G) ≥ 3dp

q
e a kde h je funkce z E(G)

do N taková, že h(e) ≥ 3 pro všechny hrany e ∈ E(G).

Odstavec zakonč́ıme hypotézou z článku [55].

Hypotéza 3.158 [55]. Necht’ p ≥ 2q jsou dvě přirozená č́ısla. Pak λ(p,q)(G(3)) =
p + (∆(G) − 1)q, kde ∆(G) ≥ 2dp

q
e a h je funkce z E(G) do N taková, že h(e) ≥ 3 pro

všechny hrany e ∈ E(G).
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4 L(p, q, r)-ohodnoceńı graf̊u

Vyjdeme-li z definice 3.1 a přidáme-li podmı́nku na vrcholy ve vzdálenosti 3, dostaneme
definici L(p, q, r)-ohodnoceńı. Tato definice byla převzata z [61] a upravena pro L(p, q, r)-
ohodnoceńı.

Definice 4.1 [61]. Necht’ G je graf. Potom L(p, q, r)-ohodnoceńım grafu G rozumı́me
funkci f : V (G)→ N ∪ {0} takovou, že pro každou dvojici u, v ∈ V (G) plat́ı:

• je-li uv ∈ E(G), pak |f(u)− f(v)| ≥ p,

• je-li distG(u, v) = 2, pak |f(u)− f(v)| ≥ q,

• je-li distG(u, v) = 3, pak |f(u)− f(v)| ≥ r.

Obdobně jako při L(p, q)-ohodnoceńı budeme i zde hovořit o minimálńım rozpět́ı –
tentokrát jej budeme značit λ(p,q,r)(G). Opět jej budeme nazývat ohodnocovaćım č́ıslem
a opět budeme předpokládat, že nejmenš́ı použitou hodnotou je 0 a největš́ı je λ(p,q,r)(G).
Využijeme i obdobu tvrzeńı 3.2 – tentokráte se bude tvrzeńı týkat λ(3,2,1)(G), které lze
zobecnit pro obecné λ(p,q,r)(G).

Tvrzeńı 4.2 [61]. Necht’ H je podgraf grafu G. Potom λ(3,2,1)(H) ≤ λ(3,2,1)(G).

4.1 Vybrané známé výsledky pro L(3, 2, 1)-ohodnoceńı graf̊u

Určitý přehled o L(p, q, r)-ohodnoceńı (s d̊urazem na L(3, 2, 1)-ohodnoceńı) nab́ıźı ba-
kalářská práce [80]. Na tomto mı́stě tak uvedeme jen několik již dosažených výsledk̊u,
které následně využijeme v podkapitole 4.2 o vlastńım výzkumu, v němž jsme se zabývali
L(3, 2, 1)-ohodnoceńım cirkulant̊u. Nejprve si představ́ıme dosažené výsledky u cesty,
kružnice a úplného grafu.

Věta 4.3 [22]. Necht’ n ∈ N a Pn znač́ı cestu na n vrcholech. Potom

λ(3,2,1)(Pn) =


0, pokud n = 1;
3, pokud n = 2;
5, pokud n = 3, 4;
6, pokud n = 5, 6, 7;
7, pokud n ≥ 8.

Věta 4.4 [22]. Necht’ n ∈ N, n ≥ 3 a Cn znač́ı kružnici na n vrcholech. Potom

λ(3,2,1)(Cn) =


6, pokud n = 3;
7, pokud n je sudé;
8, pokud n je liché a pokud n 6= 3, 7;
9, pokud n = 7.
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Věta 4.5 [22]. Necht’ n ∈ N, n ≥ 3 a Kn znač́ı úplný graf na n vrcholech. Potom
λ(3,2,1)(Kn) = 3(n− 1).

Závěrečné poznatky se budou týkat L(3, 2, 1)-ohodnoceńı kartézského produktu cesty
na dvou vrcholech a cesty, resp. kružnice na n vrcholech.

Věta 4.6 [61]. Necht’ n ≥ 2 a necht’ P2�Pn znač́ı kartézský produkt dvou cest P2 a Pn.
Potom

λ(3,2,1)(P2�Pn) =


7, pokud n = 2;
8, pokud n = 3, 4;
9, pokud n ≥ 5.

Věta 4.7 [61]. Necht’ n ∈ N, n ≥ 3 a necht’ P2�Cn znač́ı kartézský produkt cesty
na 2 vrcholech a kružnice na n vrcholech. Pak λ(3,2,1)(P2�Cn) = 9 tehdy a jen tehdy, je-li
n ≡ 0 (mod 10).

Věta 4.8 [61]. Necht’ n ∈ N, n ≥ 3 a necht’ P2�Cn znač́ı kartézský produkt cesty
na 2 vrcholech a kružnice na n vrcholech. Pokud n je sudé, n 6≡ 0 (mod 10) a n 6= 6, pak
λ(3,2,1)(P2�Cn) = 10.

Věta 4.9 [61]. Necht’ n ∈ N, n ≥ 3 a necht’ P2�Cn znač́ı kartézský produkt cesty
na 2 vrcholech a kružnice na n vrcholech. Pak λ(3,2,1)(P2�Cn) ≤ 11, pokud n ≡ 1 (mod 4)
a n ≥ 21, nebo n ≡ 3 (mod 4) a n ≥ 11.

4.2 L(3, 2, 1)-ohodnoceńı cirkulant̊u

Cirkulanty jsme si již v úvodu nadefinovali. Pro naše potřeby ale využijeme jinou definici
cirkulant̊u.

Definice 4.10. Necht’ je dána množina S ⊂ [n− 1], kde n ∈ N, n ≥ 3, taková, že pokud
x ∈ S, pak i (n− x) ∈ S. Potom souvislý graf G = (V (G), E(G)), kde V (G) = {1, . . . , n}
a E(G) = {uv; |v−u| ∈ S}, nazveme cirkulantem daným množinou S a budeme jej značit
Cn(S).

V daľśım textu budeme již předpokládat, že n ∈ N, n ≥ 3. Pokud 1 ∈ S (a tedy
i n− 1 ∈ S), vrcholy u1, u2, . . . , un, u1 tvoř́ı kružnici, které budeme ř́ıkat vněǰśı kružnice.
Např́ıklad, pro n = 8, S = {1, 2, 4, 6, 7} znamená, že vrchol ui je hranou spojen s vrcholem
ui+1, ui+2, ui+4, ui+6 a ui+7, vždy bráno (mod n). Jinými slovy, každý vrchol vněǰśı
kružnice je spojen s vrcholy ve vzdálenosti 2 a 4 (vzdálenost bereme jako vzdálenost
na kružnici). Tento př́ıklad ilustruje obrázek 11 vlevo, na obrázku vpravo je znázorněn
komplement tohoto grafu. Oč́ıslováńı vrchol̊u, které je na obrázku znázorněno, budeme
dodržovat v celém textu. Rovněž v celém textu budeme hrany znázorňovat černou barvou
a nehrany v př́ıpadě komplementu budou znázorněny červeně.
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Obrázek 11: Hustý cirkulant C8([7] \ {3, 5}) na 8 vrcholech (vlevo) a jeho komplement.

4.2.1 Husté cirkulanty

Máme tedy dán cirkulant na n vrcholech, velikost množiny hran S pak ř́ıká, kolik vrchol̊u
bude spojeno s každým z vrchol̊u př́ıslušného grafu. Zřejmě |S| ≤ n− 1, rovnost nastává
v př́ıpadě úplného grafu.

Mezi husté grafy budeme považovat ty, kde |S| je n − 2 nebo n − 3. Prvńı př́ıpad
nastává, pokud každý vrchol grafu neńı spojen s právě jedńım daľśım vrcholem, z d̊uvodu
symetrie to k danému vrcholu ui muśı být vrchol ui + n

2
(mod n). Poznamenejme, že pro

S = [n−1]\{n
2
} muśı být n sudé. Takto vzniklý cirkulant budeme značit Cn([n−1]\{n

2
}).

Předpoklad |S| = n − 3 znamená, že S = [n − 1] \ {a, n − a} pro námi zvolené a ∈
{1, 2, . . . , dn

2
− 1e} – takto vzniklý cirkulant budeme značit Cn([n− 1] \ {a, n− a}).

Na obrázku 11 vlevo vid́ıme cirkulant na osmi vrcholech s |S| = n − 3, kde a = 3
(tzn., že nejsou spojeny jen vrcholy ve vzdálenosti 3). Graf vpravo je jeho komplement.
S rostoućım n se graf se zakreslenými hranami stává nepřehledným, a tak v této části bu-
deme pracovat předevš́ım s komplementy takovýchto graf̊u, jejichž hrany budou výhradně
znázorněny červenou barvou.

Tvrzeńı 4.11. Necht’ je dán cirkulant G = Cn([n − 1] \ {n
2
}), kde n je sudé č́ıslo věťśı

než 2. Pak λ(3,2,1)(G) = 5n
2
− 3.

D̊ukaz. Ohodnot’me vrchol ui, kde i = 1, . . . , n
2
, hodnotou 5i − 5. Následně ohodnot’me

vrcholy ui, kde i = n
2

+ 1, . . . , n, hodnotou 5(i− n
2
)− 3. Největš́ı použitou hodnotou pak

bude hodnota 5n
2
− 3, kterou bude ohodnocen vrchol un, a tedy λ(3,2,1)(G) ≤ 5n

2
− 3.

Ohodnot́ıme-li vrchol ui hodnotou s, pak nelze ohodnotit žádný vrchol hodnotou s+1,
ani s− 1, protože diam(G) = 2. Hodnotu s+ 2 lze pak použ́ıt jen pro vrchol ui+n

2
(mod n).

V grafu G pak ale neexistuje dosud neohodnocený vrchol v takový, že neńı sousedńı
s vrcholem ui+n

2
(mod n). Nejmenš́ı větš́ı hodnotou, kterou tak mohu použ́ıt, je pak hodnota

s + 5. Proto nejmenš́ı rozsah hodnot dostaneme při použit́ı hodnot 0− 2− 5− 7− 10−
. . .− (5n

2
−3). A jelikož jsme takovéto ohodnoceńı grafu G našli, pak už nutně dostáváme

λ(3,2,1)(G) = 5n
2
− 3. �

Následuj́ıćı tvrzeńı uvažuje cirkulant s a = 1 a n ≥ 5. Kdyby 3 ≤ n ≤ 4, nebyl by graf
souvislý.
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Obrázek 12: Komplement cirkulantu C10([9] \ {5}) ohodnocený hodnotami 0÷ 22.

Tvrzeńı 4.12. Necht’ je dán cirkulant G = Cn([n − 1] \ {1, n − 1}), kde n ≥ 5. Pak
λ(3,2,1)(G) = 2(n− 1).

Obrázek 13: Komplement cirkulantu C9([8] \ {1, 8}) ohodnocený hodnotami 0÷ 16.

D̊ukaz. Vrcholy u1, u2, u3, . . . , un ohodnot́ıme postupně hodnotami 0, 2, 4, . . . , 2(n − 1),
podobně jako tomu je na obrázku 13 pro n = 9. Předpokládejme nyńı, že graf G lze
ohodnotit hodnotami v rozsahu 0 ÷ (2n − 3). To ale znamená, že bud’ muśıme nějakou
hodnotu zopakovat nebo muśıme použ́ıt nějakou hodnotu s a zároveň hodnotu s + 1.
Jelikož ale pr̊uměr grafu je 2, nemůžeme dva vrcholy ohodnotit stejnými, ani o jedna
lǐśıćımi se hodnotami, dostáváme tedy spor. A proto λ(3,2,1)(G) = 2(n− 1). �

Následuj́ıćı dvě tvrzeńı pracuj́ı s parametrem a = 2. V prvńım př́ıpadě uvažujeme
n liché a větš́ı než 3 (pokud n = 3, graf by nebyl souvislý), ve druhém př́ıpadě uvažujeme
n sudé (tedy n ≥ 4).

Tvrzeńı 4.13. Necht’ je dán cirkulant G = Cn([n − 1] \ {2, n − 2}), kde n je liché č́ıslo
věťśı než 3. Pak λ(3,2,1)(G) = 2(n− 1).

D̊ukaz. Cirkulant G obsahuje právě jednu nekružnici u1, u3, . . . , un, u2, u4, . . . , un−1. Ohod-
not’me postupně vrcholy této nekružnice hodnotami 0, 2, 4, . . . , 2(n− 1). Toto ohodnoceńı
je př́ıpustné, protože vrcholy, jež byly ohodnoceny hodnotami s a s+2, jsou ve vzdálenosti
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2. Na obrázku 14 vlevo je znázorněn komplement grafu G, kde n = 11, s rozsahem hodnot
0÷ 20. Abychom graf ohodnotili s menš́ım rozsahem hodnot, pak bychom nějakou dvojici
vrchol̊u museli ohodnotit stejnými hodnotami nebo hodnotami lǐśıćımi se o jedna. Jelikož
je ale diam(G) = 2, žádnou takovou dvojici vrchol̊u nenajdeme. A proto λ(3,2,1)(G) =
2(n− 1). �

Obrázek 14: Komplement cirkulantu C11([10] \ {2, 9}) ohodnocený hodnotami 0 ÷ 20
a komplement cirkulantu C10([9] \ {2, 8}) ohodnocený hodnotami 0÷ 19.

Tvrzeńı 4.14. Necht’ je dán cirkulant G = Cn([n − 1] \ {2, n − 2}), kde n je sudé č́ıslo
věťśı než 2. Pak λ(3,2,1)(G) = 2n− 1.

D̊ukaz. Graf G obsahuje dvě nekružnice: jednu na vrcholech u1, u3, . . . , un−1 a druhou
na vrcholech u2, u4, . . . , un. Ohodnot́ıme postupně vrcholy jedné nekružnice hodnotami
0, 2, . . . , n − 2 a následně ohodnot́ıme vrcholy druhé nekružnice hodnotami n + 1, n +
3, . . . , 2n−1. Toto ohodnoceńı je př́ıpustné, jelikož vrcholy ohodnocené hodnotami s a s+
2 jsou vždy ve vzdálenosti 2. Na obrázku 14 vpravo je znázorněn komplement grafu
C10([9] \ {2, 8}) ohodnocený hodnotami 0÷ 19. Pr̊uměr grafu je 2, a tedy nelze ohodnotit
dva r̊uzné vrcholy stejnými hodnotami, ani hodnotami lǐśıćımi se o jedna. Abychom tedy
graf G ohodnotili s menš́ım rozsahem hodnot, uvažujme ohodnoceńı grafu G hodnotami
0, 2, . . . , 2(n−1). Jelikož je ale každý vrchol jedné nekružnice sousedńı s každým vrcholem
druhé nekružnice, žádné dva takovéto vrcholy nemůžeme ohodnotit hodnotami s a s+ 2.
A tedy neexistuje ohodnoceńı grafu G v rozsahu hodnot 0÷2(n−1). A proto λ(3,2,1)(G) =
2n− 1. �

Nyńı přejdeme k a = 3. Tento př́ıpad opět rozděĺıme na dvě tvrzeńı: v prvńım bude
n ≡ 0 (mod 3), přičemž n ≥ 6 (pro n = 3 graf s parametrem a = 3 neexistuje), ve druhém
př́ıpadě bude n 6≡ 0 (mod 3). Vzhledem k tomu, že pro n = 4 by byl graf nesouvislý,
uvažujeme v tomto druhém př́ıpadě n ≥ 5.

Tvrzeńı 4.15. Necht’ je dán cirkulant G = Cn([n − 1] \ {3, n − 3}), kde n = 3k, k ≥ 2,
k ∈ N. Pak λ(3,2,1)(G) = 2n.

D̊ukaz. Poznamenejme, že pro n = 6 se zároveň jedná o graf Cn([n − 1] \ {n
2
}) a že

oba vztahy pro λ(3,2,1) – totiž 2n a 5n
2
− 3 – jsou shodné. Důkaz provedeme analogicky

jako v d̊ukazu předchoźıho tvrzeńı. Graf G obsahuje tři nekružnice. Nejprve hodnotami
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0, 2, . . . , 2(k − 1) ohodnot́ıme prvńı nekružnici, druhou nekružnici pak ohodnot́ıme hod-
notami 2k + 1, 2k + 3, . . . , 4k − 1 a konečně vrcholy třet́ı nekružnice budou ohodnoceny
hodnotami 4k + 2, 4k + 4, . . . , 6k = 2n. Toto ohodnoceńı je př́ıpustné, jelikož vrcholy
ohodnocené hodnotami s a s + 2 jsou vždy ve vzdálenosti 2. Na obrázku 15 vlevo je
znázorněn komplement grafu G, kde n = 9, s rozsahem hodnot 0÷ 18. Pr̊uměr grafu je 2,
a tedy nelze ohodnotit dva r̊uzné vrcholy stejnými hodnotami, ani hodnotami lǐśıćımi se
o jedna. Jelikož je ale každý vrchol jedné nekružnice sousedńı s každým vrcholem každé
ze zbývaj́ıćıch nekružnic, hodnota př́ıslušná vrcholu na i-té kružnici, muśı být vždy aspoň
o tři odlǐsná od hodnoty vrcholu patř́ıćıho j-té kružnici (i, j = 1, 2, 3; i 6= j). Tedy graf G
nelze ohodnotit hodnotami 0÷ (2n− 1). A proto λ(3,2,1)(G) = 2n. �

Obrázek 15: Komplement cirkulantu C9([8]\{3, 6}) ohodnocený hodnotami 0÷18 a kom-
plement cirkulantu C11([10] \ {3, 8}) ohodnocený hodnotami 0÷ 20.

Tvrzeńı 4.16. Necht’ je dán cirkulant G = Cn([n− 1] \ {3, n− 3}), kde n = 3k + 1 nebo
n = 3k + 2 a n ≥ 5, k ∈ N. Pak λ(3,2,1)(G) = 2(n− 1).

D̊ukaz. Vrcholy grafu G tvoř́ı jednu nekružnici, a tak je postupně ohodnot́ıme hodnotami
0, 2, . . . , 2(n − 1). Na obrázku 15 vpravo je zachycen komplement grafu G ohodnocený
hodnotami 0÷20. Abychom graf G ohodnotili s menš́ım rozsahem hodnot, museli bychom
nějakým dvěma vrchol̊um grafu přǐradit stejnou hodnotu nebo hodnoty lǐśıćı se o jedna.
Jelikož ale opět diam(G) = 2, hodnoty př́ıslušné každým dvěma vrchol̊um se musej́ı lǐsit
aspoň o dva. A proto λ(3,2,1)(G) = 2(n− 1). �

Nyńı nastává čas zobecnit předchoźı tvrzeńı.

Věta 4.17. Necht’ je dán cirkulant G = Cn([n−1]\{a, n−a}). Pak λ(3,2,1)(G) = 2n+g−3,
kde g = gcd(a, n).

D̊ukaz. Necht’ a a n jsou nesoudělná. Pak graf G je tvořen jednou nekružnićı. Ohodnot’me
vrcholy této nekružnice postupně hodnotami 0, 2, . . . , 2(n− 1). Toto ohodnoceńı vrchol̊u
je př́ıpustné, protože vrcholy, jež byly ohodnoceny hodnotami s a s+2, jsou ve vzdálenosti
2. Abychom graf G ohodnotili s menš́ım rozsahem hodnot, museli bychom nějakou dvojici
vrchol̊u ohodnotit stejnými hodnotami nebo hodnotami lǐśıćımi se o jedna. Jelikož je ale
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diam(G) = 2, žádnou takovou dvojici nenajdeme. A proto λ(3,2,1)(G) = 2(n− 1). Protože
jsme uvažovali a a n nesoudělná, je g = gcd(a, n) = 1, a věta tedy plat́ı.

Necht’ a a n jsou soudělná s největš́ım společným dělitelem g. Pak graf G je tvořen
právě g nekružnicemi. Ohodnot́ıme vrcholy prvńı nekružnice hodnotami 0, 2, . . . , 2n

g
− 2,

druhé nekružnice hodnotami 2n
g

+ 1, 2n
g

+ 3, . . . , 4n
g
− 1 atd. až vrcholy g-té nekružnice

ohodnot́ıme hodnotami 2(g−1)n
g

+g−1, 2(g−1)n
g

+g+1, . . . , 2n+g−3. Pr̊uměr grafu G
je 2, a tedy nelze ohodnotit dva r̊uzné vrcholy stejnými hodnotami, ani hodnotami lǐśıćımi
se o jedna. Jelikož je ale každý vrchol jedné nekružnice sousedńı s každým vrcholem každé
ze zbývaj́ıćıch nekružnic, hodnota př́ıslušná vrcholu na i-té kružnici, muśı být vždy aspoň
o tři odlǐsná od hodnoty vrcholu patř́ıćıho j-té kružnici (i, j = 1, 2, . . . , g). Tedy graf G
nelze ohodnotit s menš́ım rozd́ılem hodnot než 2n+ g − 3. �

Tato věta je zobecněńım předchoźıch tvrzeńı, které jsou jej́ımi speciálńımi př́ıpady.
Pokud a = 2 a n je liché č́ıslo větš́ı než 3, je g = 1 a cirkulant G obsahuje právě jednu
nekružnici. Dle předchoźı věty je λ(3,2,1)(G) = 2n − 2 = 2(n − 1), což je v souladu
s tvrzeńım 4.13. Pokud n je sudé č́ıslo větš́ı než 4, je g = 2 a cirkulant G obsahuje právě
dvě nekružnice. Dle předchoźı věty je λ(3,2,1)(G) = 2n − 1, což je v souladu s tvrzeńım
4.14. Obdobně pro a = 3 – pokud je n = 3k, kde k ∈ N, k ≥ 2, je g = 3 a G obsahuje
tři nekružnice. Dle vztahu z posledńı věty je λ(3,2,1)(G) = 2n, což odpov́ıdá tvrzeńı 4.15.
Pokud pro k ∈ N a n ≥ 5, je n = 3k + 1 nebo n = 3k + 2, je g = 1 a G obsahuje jednu
nekružnici. Dle vztahu z posledńı věty je λ(3,2,1)(G) = 2n − 2 = 2(n − 1), což odpov́ıdá
tvrzeńı 4.16. Tvrzeńı samozřejmě plat́ı i pro a = 1.

4.2.2 Řı́dké cirkulanty

Pokud |S| = 2, je grafem kružnice na n vrcholech (nemuśı j́ıt nutně o kružnici s hra-
nami u1u2, u2u3, . . . , unu1, d́ıky souvislosti cirkulantu ale skutečně vznikne právě jedna
kružnice), a tedy rozsah hodnot tohoto grafu je určen dle věty 4.4. Mezi ř́ıdké cirkulanty
budeme řadit ty, pro něž |S| = 3 nebo |S| = 4. V souladu s definićı 4.10 budeme ř́ıdké
cirkulanty označovat Cn(S) – pro |S| = 3 dostáváme Cn({a, n

2
, n−a}), kde n je nutně sudé

a 1 ≤ a < n
2
; pro |S| = 4 dostáváme Cn({a, b, n− b, n− a}), kde a ∈ {1, 2, . . . , dn

2
− 2e},

b ∈ {2, 3, . . . , dn
2
− 1e} a a < b. V našem textu budeme pracovat s parametry a = 1

a b = 2. Začneme s |S| = 3 a úvodńımi př́ıklady.

Tvrzeńı 4.18. Necht’ je dán cirkulant G = C4({1, 2, 3}). Pak λ(3,2,1)(G) = 9.

D̊ukaz. Plat́ı, že G ∼= K4, a proto dle věty 4.5 je λ(3,2,1)(G) = 9. �

Tvrzeńı 4.19. Necht’ je dán cirkulant G = C6({1, 3, 5}). Pak λ(3,2,1)(G) = 11.

D̊ukaz. Vrcholy grafu G označme postupně symboly u1, . . . , u6 a v tomto pořad́ı je ohod-
not́ıme hodnotami 0, 7, 2, 9, 4, 11, jak je zachyceno na obrázku 16 vlevo. Jedná se rovněž
o hustý cirkulant s parametrem a = 2. Jde tak o speciálńı př́ıpad tvrzeńı 4.14 pro n = 6.
Odtud plyne, že λ(3,2,1)(G) = 11. �

Tvrzeńı 4.20. Necht’ je dán cirkulant G = C8({1, 4, 7}). Pak λ(3,2,1)(G) = 14.

D̊ukaz. Vrcholy grafu G označ́ıme postupně symboly u1, . . . , u8 a v tomto pořad́ı je
ohodnot́ıme hodnotami 0, 8, 2, 10, 4, 12, 6, 14, jak je zachyceno na obrázku 16 vpravo. Jde
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Obrázek 16: Vlevo cirkulant G = C6({1, 3, 5}) ohodnocený hodnotami 0 ÷ 11, vpravo
cirkulant G = C8({1, 4, 7}) ohodnocený hodnotami 0÷ 14.

o př́ıpustné ohodnoceńı grafu G, protože hodnoty lǐśıćı se o 2 jsou vždy ve vzdálenosti 2.
Vzhledem k tomu, že diam(G) = 2, nelze na ohodnoceńı dvou r̊uzných vrchol̊u použ́ıt dvě
po sobě jdoućı hodnoty s a s+ 1. Z toho již vyplývá, že graf G nelze ohodnotit s menš́ım
rozsahem hodnot než 14. �

Tvrzeńı 4.21. Necht’ je dán cirkulant G = C10({1, 5, 9}). Pak λ(3,2,1)(G) = 9.

Obrázek 17: Cirkulant G = C10({1, 5, 9}) ohodnocený hodnotami 0÷ 9.

D̊ukaz. Vrcholy grafu G označ́ıme postupně symboly u1, . . . , u10 a v tomto pořad́ı je ohod-
not́ıme hodnotami 0, 3, 6, 9, 2, 5, 8, 1, 4, 7, jak je zachyceno na obrázku 17. Jde o př́ıpustné
ohodnoceńı grafu G, protože hodnoty lǐśıćı se o 1 jsou vždy ve vzdálenosti 3 a hodnoty
lǐśıćı se o 2 jsou vždy ve vzdálenosti 2. Vzhledem k tomu, že diam(G) = 3, nelze na ohod-
noceńı dvou r̊uzných vrchol̊u použ́ıt stejné hodnoty. Z toho již vyplývá, že graf G nelze
ohodnotit s menš́ım rozsahem hodnot než 9. �

Předt́ım, než se dostaneme k určitým zobecněńım, se ještě pod́ıváme na dva konkrétńı
př́ıpady, totiž na cirkulanty G = C12({1, 6, 11}) a G′ = C14({1, 7, 13}).

Tvrzeńı 4.22. Necht’ je dán cirkulant G = C12({1, 6, 11}). Pak λ(3,2,1)(G) = 11.

D̊ukaz. Vrcholy grafu G označ́ıme postupně symboly u1, . . . , u12 a v tomto pořad́ı je
ohodnot́ıme hodnotami 0, 3, 6, 9, 2, 5, 8, 11, 1, 4, 7, 10, jak je zachyceno na obrázku 18. Jde
o př́ıpustné ohodnoceńı grafu G, protože hodnoty lǐśıćı se o 1 jsou vždy ve vzdálenosti 3
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Obrázek 18: Cirkulant G = C12({1, 6, 11}) ohodnocený hodnotami 0÷ 11.

a hodnoty lǐśıćı se o 2 jsou vždy ve vzdálenosti aspoň 2. Vzhledem k tomu, že diam(G) = 3,
nelze na ohodnoceńı dvou r̊uzných vrchol̊u použ́ıt stejné hodnoty. Z toho již vyplývá, že
graf G nelze ohodnotit s menš́ım rozsahem hodnot než 11. �

Tvrzeńı 4.23. Necht’ je dán cirkulant G = C14({1, 7, 13}). Pak λ(3,2,1)(G) = 10.

Obrázek 19: Cirkulant G = C14({1, 7, 13}) ohodnocený hodnotami 0÷ 10.

D̊ukaz. Vrcholy grafu G označ́ıme postupně symboly u1, . . . , u14 a v tomto pořad́ı je ohod-
not́ıme hodnotami 0, 3, 10, 5, 0, 7, 2, 9, 6, 1, 8, 3, 10, 5, jak je zachyceno na obrázku 19. Hod-
noty 0, 3, 5 a 10 jsou použity dvakrát, vždy jsou jimi ohodnoceny vrcholy ve vzdálenosti
4. A jelikož vrcholy ohodnocené po sobě jdoućımi hodnotami jsou vždy ve vzdálenosti tři
a vrcholy ohodnocené hodnotami s a s + 2 (s = 0, . . . , 8) jsou vždy ve vzdálenosti dva,
jedná se o př́ıpustné ohodnoceńı grafu G.

Ukážeme, že λ(3,2,1)(G) > 9. Pokud λ(3,2,1)(G) ≤ 9, určitě muśıme nějakou hodnotu
použ́ıt opakovaně. Bez újmy na obecnosti necht’ s představuje tuto hodnotu, kterou ohod-
not́ıme vrchol u1. Hodnotu s lze dále použ́ıt jen na ohodnoceńı vrcholu u5 nebo symetricky
na ohodnoceńı vrcholu u11. Pak už žádný daľśı vrchol nelze ohodnotit hodnotou s a hod-
notu s + 1 nebo s − 1 lze použ́ıt jen na ohodnoceńı vrcholu u10, resp. na ohodnoceńı
vrcholu u6. Protože jsou obě možnosti symetrické, předpokládejme, že hodnotou s ohod-
not́ıme vrcholy u1 a u5, hodnotou s+1 (resp. s−1) je tak ohodnocen vrchol u10. Hodnotu
s+ 1 (resp. s−1) tedy nemůžeme již znovu použ́ıt a nelze použ́ıt ani hodnotu s−1 (resp.
s + 1). Hodnotu s + 2 (resp. s − 2) pak lze použ́ıt jen na ohodnoceńı vrcholu u7 nebo
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na ohodnoceńı vrcholu u13. Protože jsou vrcholy u7 a u13 ve vzdálenosti 2, nemůžeme hod-
notu s+ 2 (resp. s− 2) použ́ıt na ohodnoceńı obou těchto vrchol̊u. Z toho tedy vyplývá,
že na ohodnoceńı libovolných pěti vrchol̊u grafu G nelze použ́ıt hodnoty s, s, s + 1, s + 2
a s+ 2.

Abychom graf G ohodnotili s rozsahem hodnot 0÷ 9, je potřeba nalézt alespoň čtyři
dvojice vrchol̊u, z nichž každá dvojice by byla ohodnocena stejnou hodnotou. Protože
nelze využ́ıt hodnoty s, s, s+1, s+1, lze nalézt jen čtyři nebo pět takových dvojic vrchol̊u.
V prvńım př́ıpadě nemůžeme vynechat žádnou hodnotu, přičemž muśıme dvakrát použ́ıt
nějakou hodnotu s′ 6= 0, 9. To ale znamená, že nemůžeme použ́ıt jednu z hodnot s′ −
1 nebo s′ + 1, dostáváme tedy spor. Ve druhém př́ıpadě můžeme vynechat maximálně
jednu hodnotu, přičemž muśıme použ́ıt hodnoty s, s, s+ 2, s+ 2, s+ 4 a s+ 4 (konkrétně
0, 0, 2, 2, 4, 4 nebo symetricky 5, 5, 7, 7, 9, 9). Tedy nelze použ́ıt hodnoty s + 1 a s + 3,
dostáváme spor. Z toho již vyplývá, že graf G nelze ohodnotit s menš́ım rozsahem hodnot
než 10. �

Nyńı si představ́ıme poznámku, jež si vš́ımá d̊uležité podobnosti mezi cirkulanty s |S| =
3 a kartézským produktem dvou cest P2 a Pn, resp. produktem cesty P2 a kružnice Cn.

Poznámka 4.24. Každý vrchol cirkulantu G = Cn({1, n
2
, n−1}), kde n muśı být sudé, je

sousedńı s třemi daľśımi vrcholy, např́ıklad vrchol u1 je sousedńı s vrcholy un, u2 a un
2

+1.
Všimněme si, že graf G můžeme znázornit i jiným zp̊usobem, než jsme dosud byli zvykĺı.
Tento druhý zp̊usob je zachycen na obrázku 20, graf zachycený na tomto obrázku označme
G′. Pro oba grafy G i G′ samozřejmě plat́ı λ(3,2,1)(G) = λ(3,2,1)(G

′). Budeme nadále
použ́ıvat oba dva grafy G i G′, vždy použijeme ten, který lépe ilustruje danou skutečnost.

Pokud by ani zeleně znázorněná hrana spojuj́ıćı vrcholy u1 a un, ani modře znázorněná
hrana spojuj́ıćı vrcholy un

2
a un

2
+1 neexistovaly, dostali bychom graf P2�Pn. Pokud by

zelená hrana spojovala namı́sto vrchol̊u u1 a un vrcholy un a un
2

+1 a pokud by modrá
hrana spojovala namı́sto vrchol̊u un

2
a un

2
+1 vrcholy un

2
a u1, dostali bychom graf P2�Cn.

Obrázek 20: Graf G′ je rovněž cirkulant.

Dı́ky této poznámce můžeme nalézt dolńı odhad rozpět́ı každého cirkulantu s |S| = 3.

Věta 4.25. Necht’ je dán cirkulant G = Cn({1, n
2
, n − 1}), kde n ≥ 4 je sudé. Pak

λ(3,2,1)(G) ≥ 9.

D̊ukaz. Pro n = 4, 6, 8, 10, 12 jsme v tvrzeńıch 4.18 až 4.22 ověřili, že λ(3,2,1)(G) ≥ 9. Graf
H = P2�Pn je podgrafem grafu G′, a tedy i grafu G. Z věty 4.6 vyplývá, že pro n ≥ 5 je
λ(3,2,1)(H) = 9, a tedy λ(3,2,1)(G) ≥ 9. �

Nyńı se pod́ıváme na horńı odhad rozpět́ı λ(3,2,1) u cirkulant̊u s |S| = 3.

50



Věta 4.26. Necht’ je dán cirkulant G = Cn({1, n
2
, n− 1}), kde n ≥ 16 je sudé. Pak

λ(3,2,1)(G) ≤
{

17, pokud n = 16 nebo n = 4k + 2, kde k ≥ 4, k ∈ N;
18, pokud n = 4k, kde k ≥ 5, k ∈ N.

D̊ukaz. Každý takový cirkulant lze rozdělit na cestu o n
2
−1 vrcholech a kružnici na n

2
+1 vr-

cholech, které jsou vzájemně disjunktńı. Na obrázku 21 je znázorněn cirkulant Cn({1, n
2
, n−

1}) se zeleně vyznačenou cestou Pn
2
−1 a modře vyznačenou kružnićı Cn

2
+1.

Obrázek 21: Cirkulant Cn({1, n
2
, n − 1}) s vyznačenou cestou Pn

2
−1 (zeleně) a kružnićı

Cn
2

+1 (modře).

Pokud n = 16, ohodnot́ıme vrcholy cesty P7 dle věty 4.3 hodnotami 0 ÷ 6 a vrcholy
kružnice C9 dle věty 4.4 hodnotami 9÷17. Pokud n = 4k+2, kde k ≥ 4, k ∈ N, ohodnot́ıme
vrcholy cesty Pn

2
−1 (cesta má aspoň 8 vrchol̊u) dle věty 4.3 hodnotami 0 ÷ 7 a vrcholy

kružnice Cn
2

+1 (kružnice má sudý počet vrchol̊u) dle věty 4.4 hodnotami 10÷ 17. Pokud
n = 4k, kde k ≥ 5, k ∈ N, ohodnot́ıme vrcholy cesty Pn

2
−1 (cesta má aspoň 9 vrchol̊u) dle

věty 4.3 hodnotami 0÷ 7 a vrcholy kružnice Cn
2

+1 (kružnice má lichý počet vrchol̊u) dle
věty 4.4 hodnotami 10÷ 18.

Ve všech třech př́ıpadech je hodnota vrcholu na kružnici aspoň o 3 odlǐsná od libo-
volného vrcholu na cestě, zbývá tedy ověřit, zda je ohodnoceńı cesty př́ıpustné (ohodnoceńı
kružnice je př́ıpustné vždy). Ohodnoceńı cesty je př́ıpustné, pokud je hodnota přǐrazená
vrchol̊um u1 a un

2
−1 odlǐsná, v cirkulantu G se totiž jedná o vrcholy ve vzdálenosti 4.

Pokud n = 16, ohodnot́ıme vrcholy cesty u1, . . . , u7 postupně hodnotami 2, 5, 0, 3, 6, 1, 4.
Protože hodnoty přǐrazené vrchol̊um u1 a u7 jsou odlǐsné, dostáváme př́ıpustné ohodno-
ceńı cirkulantu C16({1, 8, 15}).

Pokud n ≥ 18 má cesta Pn
2
−1 aspoň 8 vrchol̊u. Pokud n

2
−1 6= 8l+1 (tedy n 6= 16l+4),

kde l ∈ N, ohodnot’me vrchol ui, kde i = {1, . . . , 8}, hodnotou 3i− 3 (mod 8). A dále pro
j = 9, . . . , n

2
− 1 je hodnota f(uj) = f(ui), pokud i ≡ j (mod 8). Při tomto ohodnoceńı

jsou hodnoty přǐrazené vrchol̊um u1 a un
2
−1 odlǐsné, a tedy dostáváme př́ıpustné ohod-

noceńı cirkulantu Cn({1, n
2
, n − 1}), kde n 6= 16l + 4, l ∈ N. Ohodnoceńı vrchol̊u, pokud

n = 16l+4, l ∈ N, muśıme trochu poupravit, a to tak, že změńıme (oproti výše popsanému
ohodnoceńı) hodnotu přǐrazenou třem vrchol̊um cesty; konkrétně f(un

2
−3) = 0 (namı́sto
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f(un
2
−3) = 2), f(un

2
−2) = 3 (namı́sto f(un

2
−2) = 5) a f(un

2
−1) = 6 (namı́sto f(un

2
−1) = 0).

A tedy i v tomto př́ıpadě dostáváme př́ıpustné ohodnoceńı cirkulantu Cn({1, n
2
, n − 1}),

kde n = 16l + 4, l ∈ N. �

Využijeme-li ale ohodnoceńı cirkulant̊u z motivačńıch tvrzeńı 4.18 až 4.23, zjist́ıme, že
tento horńı odhad lze u některých speciálńıch př́ıpad̊u snadno vylepšit.

Poznámka 4.27. V d̊ukazu následuj́ıćı věty a v daľśım textu budeme pracovat s pojmem
vzor, resp. koṕırováńı vzoru. Necht’ je dán graf Cn(S). Vzorem budeme rozumět konečnou
posloupnost m hodnot h1, . . . , hm př́ıslušnou vrchol̊um u1, . . . , um. Koṕırováńım tohoto
vzoru budeme rozumět ohodnoceńı vrcholu ui+km hodnotou hi, kde i = 1, . . . ,m a k =
0, . . . , přičemž max{i+ km} = n.

Věta 4.28. Necht’ je dán cirkulant G′ = Cn({1, n
2
, n− 1}), kde n ≥ 4 je sudé. Pak

λ(3,2,1)(G
′) ≤


14, pokud n = 8k, k ∈ N;
11, pokud n = (2k − 1)6 nebo n = (2k − 1)12;
10, pokud n = (2k − 1)14, k ∈ N;
9, pokud n = (2k − 1)10, k ∈ N.

D̊ukaz. Vyjdeme z ohodnoceńı cirkulant̊u G1 = C6({1, 3, 5}), G2 = C8({1, 4, 7}), G3 =
C10({1, 5, 9}), G4 = C12({1, 6, 11}) a G5 = C14({1, 7, 13}). Pokud tento vzor v každém
z pěti př́ıpad̊u nakoṕırujeme za sebe (2k−1)-krát, kde k je liché č́ıslo, dostaneme př́ıpustné
ohodnoceńı př́ıslušného cirkulantuG′i (i = 1, . . . , 5). Nı́že jsou pro dané cirkulanty uvedeny
hodnoty př́ıslušné vrchol̊um těchto cirkulant̊u, tučně je zvýrazněn onen vzor.

G′1: . . . 9 4 11 0 7 2 9 4 11 0 7 2 . . .

G′2: . . . 12 6 14 0 8 2 10 4 12 6 14 0 8 2 . . .

G′3: . . . 1 4 7 0 3 6 9 2 5 8 1 4 7 0 3 6 . . .

G′4: . . . 4 7 10 0 3 6 9 2 5 8 11 1 4 7 10 0 3 6 . . .

G′5: . . . 3 10 5 0 3 10 5 0 7 2 9 6 1 8 3 10 5 0 3 10 . . .

Formálněji d̊ukaz provedeme pro cirkulant G′3. Vrchol ui je hranou mj. spojen s vr-
cholem ui+n

2
(bráno (mod n), této hraně budeme ř́ıkat úhlopř́ıčná hrana, resp. budeme

hovořit o úhlopř́ıčném spojeńı vrchol̊u). Vrchol ohodnocený hodnotou 0 je tak rovněž
sousedńı s vrcholem ohodnoceným hodnotou 5 a naopak. Dále jsou úhlopř́ıčně spojeny
vrcholy ohodnocené hodnotami 3 a 8, 1 a 6, 4 a 9 a také vrcholy 2 a 7. Vrcholy ohodnocené
stejnými hodnotami jsou ve vzdálenosti aspoň 6 (a tedy i 4), vrcholy ohodnocené hodno-
tami s a s+ 1 jsou ve vzdálenosti aspoň 3 a vrcholy ohodnocené hodnotami lǐśıćımi se o 2
jsou ve vzdálenosti aspoň 2. V grafu G′3 tak hodnoty přǐrazené vrchol̊um ve vzdálenosti
t, kde t = 1, 2, 3, jsou tak stejné jako hodnoty přǐrazené vrchol̊um ve vzdálenosti t, kde
t = 1, 2, 3, v grafu C10({1, 5, 9})). Ukázali jsme, že v př́ıpadě cirkulantu G′3, je námi po-
psané ohodnoceńı př́ıpustné – obdobně lze provést i pro ostatńı cirkulanty G′1, G′2, G′4
a G′5.
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Zbývá ukázat, že λ(3,2,1)(G
′) ≤ 14, pokud n = 8k, kde k je sudé (tedy n = 16l).

Zde vzor ohodnoceńı vypadá takto: nejprve za sebe 2l-krát nakoṕırujeme vzor 0, 8, 2, 10,
za něj pak 2l-krát nakoṕırujeme vzor 4, 12, 6, 14. Vrcholy ohodnocené stejnými hodnotami
jsou vždy ve vzdálenosti aspoň 4 a vrcholy ohodnocené hodnotami s a s + 2 jsou vždy
ve vzdálenosti aspoň 2. I zde jsme dostali př́ıpustné ohodnoceńı př́ıslušného cirkulantu. �

Důsledek 4.29. Necht’ je dán cirkulant G = Cn({1, n
2
, n−1}), kde n = (2k−1)10, k ∈ N.

Pak λ(3,2,1)(G) = 9.

D̊ukaz. Vyplývá př́ımo z vět 4.25 a 4.28. �

A nyńı už přejdeme k cirkulant̊um s |S| = 4.

Tvrzeńı 4.30. Necht’ je dán cirkulant G = C5(1, 2, 3, 4). Pak λ(3,2,1)(G) = 12.

D̊ukaz. Plat́ı, že G ∼= K5, a proto dle věty 4.5 je λ(3,2,1)(G) = 12. �

Tvrzeńı 4.31. Necht’ je dán cirkulant G = C6(1, 2, 4, 5). Pak λ(3,2,1)(G) = 12.

D̊ukaz. Plat́ı, že G ∼= C6([5] \ {3}), a proto dle tvrzeńı 4.11 je λ(3,2,1)(G) = 12. �

Tvrzeńı 4.32. Necht’ je dán cirkulant G = C7(1, 2, 5, 6). Pak λ(3,2,1)(G) = 12.

Obrázek 22: Vlevo cirkulant G = C7(1, 2, 5, 6) ohodnocený hodnotami 0÷ 12, vpravo pak
jeho komplement.

D̊ukaz. Graf G je znázorněn na obrázku 22 vlevo (vpravo je pak jeho komplement). Plat́ı,
že G ∼= C7([6] \ {3, 4}), a proto dle tvrzeńı 4.16 je λ(3,2,1)(G) = 12. �

Tvrzeńı 4.33. Necht’ je dán cirkulant G = C8(1, 2, 6, 7). Pak λ(3,2,1)(G) = 14.

D̊ukaz. Vrcholy grafu G označ́ıme postupně symboly u1, . . . , u8 a v tomto pořad́ı je
ohodnot́ıme hodnotami 0, 4, 8, 12, 2, 6, 10, 14. Dostaneme př́ıpustné ohodnoceńı grafu G,
a protože diam(G) = 2, nemůžeme ohodnotit dva r̊uzné vrcholy grafu G stejnými hodno-
tami nebo hodnotami lǐśıćımi se o 1, a tedy λ(3,2,1)(G) = 14. �

Tvrzeńı 4.34. Necht’ je dán cirkulant G = C9(1, 2, 7, 8). Pak λ(3,2,1)(G) = 16.
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Obrázek 23: Cirkulant G = C9(1, 2, 7, 8) ohodnocený hodnotami 0÷ 16.

D̊ukaz. Důkaz provedeme analogicky jako u předchoźıho tvrzeńı. Vrcholy grafuG označ́ıme
postupně symboly u1, . . . , u9 a v tomto uvedeném pořad́ı je postupně ohodnot́ıme hodno-
tami 0, 14, 10, 6, 2, 16, 12, 8, 4, č́ımž dostaneme př́ıpustné ohodnoceńı grafu G. Graf s t́ımto
ohodnoceńım je zachycen na obrázku 23. Protože diam(G) = 2, nemůžeme ohodnotit
dva r̊uzné vrcholy grafu G stejnými hodnotami nebo hodnotami lǐśıćımi se o 1, a tedy
λ(3,2,1)(G) = 16. �

Tvrzeńı 4.35. Necht’ je dán cirkulant G = C10(1, 2, 8, 9). Pak λ(3,2,1)(G) = 13.

Obrázek 24: Cirkulant G = C10(1, 2, 8, 9) ohodnocený hodnotami 0÷ 13.

D̊ukaz. Ohodnot́ıme-li vrcholy u1, . . . , u10 postupně hodnotami 0, 3, 6, 9, 12, 1, 4, 7, 10, 13,
dostaneme př́ıpustné ohodnoceńı grafu G, protože vrcholy s přǐrazenými hodnotami lǐśı-
ćımi se o 1 jsou ve vzdálenosti 3, vrcholy s přǐrazenými hodnotami lǐśıćımi se o 2 jsou
ve vzdálenosti 2 a sousedńı vrcholy maj́ı přǐrazeny hodnoty lǐśıćı se aspoň o 3. Graf s t́ımto
ohodnoceńım je zachycen na obrázku 24. Abychom graf G ohodnotili s menš́ım rozsahem
hodnot, museli bychom nějakou hodnotu použ́ıt v́ıcekrát nebo bychom museli použ́ıt tři
po sobě jdoućı hodnoty s, s+ 1 a s+ 2. Pr̊uměr grafu je 3, a tedy stejné hodnoty použ́ıt
nemůžeme. Nav́ıc v grafu G existuje právě pět dvojic vrchol̊u, jež mohou být ohodnoceny
hodnotami s rozd́ılem 1 (jsou to vrcholy u1 a u6, u2 a u7, u3 a u8, u4 a u9, u5 a u10), ale
žádná taková trojice vrchol̊u, a tedy λ(3,2,1)(G) = 13. �
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Toto schéma d̊ukazu použijeme i v následuj́ıćıch dvou tvrzeńıch týkaj́ıćı se cirkulant̊u
C11(1, 2, 9, 10) a C12(1, 2, 10, 11): v žádném z těchto graf̊u nelze ohodnotit dva vrcholy
stejnými hodnotami a neexistuje trojice vrchol̊u taková, že bychom ji mohli ohodnotit
třemi po sobě jdoućımi hodnotami. Vrcholy tedy ohodnot́ıme hodnotami 0, 1, 3, 4, 6, 7, . . .
dle počtu vrchol̊u. Dostaneme tedy následuj́ıćı dvě tvrzeńı. Př́ıslušný obrázek 25 pak
dokazuje, že ohodnoceńı těchto graf̊u výše uvedenými hodnotami, skutečně existuje.

Obrázek 25: Cirkulant G = C11(1, 2, 9, 10) ohodnocený hodnotami 0 ÷ 15 a cirkulant
G = C12(1, 2, 10, 11) ohodnocený hodnotami 0÷ 16.

Tvrzeńı 4.36. Necht’ je dán cirkulant G = C11(1, 2, 9, 10). Pak λ(3,2,1)(G) = 15.

D̊ukaz. Tvrzeńı bylo dokázáno v předchoźım komentáři. �

Tvrzeńı 4.37. Necht’ je dán cirkulant G = C12(1, 2, 10, 11). Pak λ(3,2,1)(G) = 16.

D̊ukaz. Tvrzeńı bylo dokázáno v předchoźım komentáři. �

Než přejdeme k patřičným zobecněńım, pod́ıváme na posledńı motivuj́ıćı tvrzeńı, které
se nám bude později hodit.

Tvrzeńı 4.38. Necht’ je dán cirkulant G = C13(1, 2, 11, 12). Pak λ(3,2,1)(G) = 12.

Obrázek 26: Cirkulant G = C13(1, 2, 11, 12) ohodnocený hodnotami 0÷ 12.
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D̊ukaz. Obrázek 26 znázorňuje graf G ohodnocený hodnotami 0, 1, . . . , 12. Toto ohodno-
ceńı vrchol̊u je př́ıpustné, protože vrcholy ohodnocené hodnotami s a s + 1 jsou vždy
ve vzdálenosti 3, vrcholy ohodnocené hodnotami s a s + 2 jsou vždy ve vzdálenosti 2
a sousedńı vrcholy jsou ohodnoceny hodnotami lǐśıćımi se aspoň o 3. Abychom graf G
ohodnotili s menš́ım rozsahem hodnot, muśıme dva vrcholy ohodnotit stejnou hodnotou.
Jelikož je ale pr̊uměr grafu G roven 3, toto ohodnoceńı dvou r̊uzných vrchol̊u neexistuje.
A tedy λ(3,2,1)(G) = 12. �

Nyńı následuje stěžejńı část – věta o dolńım odhadu č́ısla λ(3,2,1) cirkulantu G =
Cn(1, 2, n− 2, n− 1).

Věta 4.39. Necht’ je dán cirkulant G = Cn(1, 2, n−2, n−1), kde n ≥ 5. Pak λ(3,2,1)(G) ≥
12.

D̊ukaz. Z předchoźıch tvrzeńı 4.30 až 4.38 vyplývá, že věta plat́ı pro 5 ≤ n ≤ 13. Pro
spor předpokládejme, že existuje cirkulant G s vněǰśı kružnićı C a nějakým ohodnoceńım
vrchol̊u pomoćı hodnot 0÷11. Takový cirkulant muśı mı́t nutně aspoň 14 vrchol̊u. Vzhle-
dem k tomu, že máme k dispozici maximálně 12 hodnot (0 ÷ 11), muśı se aspoň jedna
hodnota zopakovat. V grafu G nalezněme dva vrcholy x a y ohodnocené stejnou hodno-
tou s minimalizuj́ıćı distC(x, y). Plat́ı, že 7 ≤ distC(x, y) ≤ 12. Menš́ı než 7 být z definice
L(3, 2, 1)-ohodnoceńı nemůže a pro distC(x, y) > 12, bychom dostali spor s minimalitou.
Položme m = distC(x, y) + 1.

Označme vrcholy u1, . . . , un grafu G postupně, jako jsme byli dosud zvykĺı (proti směru
hodinových ručiček) tak, že vrchol x odpov́ıdá vrcholu u1. Pokud by y 6= um, prohod́ıme
označeńı vrchol̊u x a y a znovu přeznač́ıme vrcholy u1, . . . , un tak, že u1 = x. Může
nastat 6 možnost́ı, a to y = um, kde m = {8, 9, 10, 11, 12, 13}. Uvažujme graf Gm jako
podgraf grafu G indukovaný množinou vrchol̊u u1, . . . , um. Nejprve ukážeme, že graf Gm,
jehož vrcholy u1 a um jsou ohodnoceny stejnou hodnotou s (s ∈ {0, 1, . . . , 11}), nelze pro
m = 9, . . . , 13 ohodnotit s rozsahem hodnot 0 ÷ 11. Na obrázku 27 je zachycen graf G13

s vyznačenými vrcholy u1, . . . , u13.

Obrázek 27: Graf G13 s vrcholy u1, . . . , u13.

Necht’ je dán graf G13 a necht’ jsou vrcholy u1 a u13 ohodnoceny hodnotou s. Každý
z 11 dosud neohodnocených vrchol̊u u2, . . . , u12 muśı být ohodnocen jinou hodnotou (stej-
nou hodnotu t k ohodnoceńı dvou vrchol̊u nemůžeme použ́ıt, jinak bychom dostali spor
s minimalitou výběru vrchol̊u x a y), muśıme použ́ıt každou hodnotu. Jen vrcholy u6, u7

a u8 mohou být ohodnoceny hodnotou s + 1. Za předpokladu, že s nabývá jedné z hod-
not 0, . . . , 9, ohodnot́ıme-li jakýkoliv z těchto tř́ı vrchol̊u hodnotou s+ 1, nelze ohodnotit
žádný vrchol grafu G13 hodnotou s + 2, protože neexistuje žádný vrchol v G13, jež by
byl ve vzdálenosti aspoň tři od vrcholu ohodnoceného hodnotou s + 1 a zároveň byl
ve vzdálenosti aspoň dva od obou vrchol̊u u1 a u13. V př́ıpadě, že s = 10 nebo s = 11
stejnou argumentaćı nebudeme moci zároveň použ́ıt obě hodnoty s − 1 a s − 2. A tedy
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graf G13 nelze za předpokladu, že jsou vrcholy u1 a u13 ohodnoceny stejnou hodnotou,
ohodnotit v rozsahu 0÷ 11.

Necht’ je dán graf G12 a necht’ jsou vrcholy u1 a u12 ohodnoceny hodnotou s. Z 11
hodnot (0 ÷ 11 kromě s), které můžeme použ́ıt pro ohodnoceńı deseti dosud neohodno-
cených vrchol̊u u2, . . . , u11, muśıme vynechat právě jednu hodnotu. Hodnotu s + 1, resp.
s− 1 nyńı můžeme přǐradit jen vrchol̊um u6 a u7, a tedy z hodnot s + 1 a s− 1 muśıme
použ́ıt právě jednu hodnotu. Předpokládejme, že s nabývá jedné z hodnot 2, . . . , 9. Ohod-
not́ıme-li ale jeden z vrchol̊u u6 nebo u7 hodnotou s+1 (nebo s−1), nebudeme nyńı moci
použ́ıt hodnotu s + 2 (nebo s − 2), protože v grafu G12 neexistuje vrchol, který by byl
ve vzdálenosti aspoň 3 od vrcholu ohodnoceného hodnotou s + 1 (nebo s− 1) a zároveň
by byl ve vzdálenosti aspoň 2 od obou vrchol̊u u1 a u12. To znamená, že muśıme vynechat
dvě hodnoty, a tedy dostáváme spor. Necht’ tedy s = 0 nebo s = 1 (a analogicky s = 11
nebo s = 10). Zřejmě jednu z hodnot 0, 1, 2 (a analogicky 9, 10, 11) nemůžeme použ́ıt.
Necht’ je dále vrchol u4 ohodnocen hodnotou t, kde t ∈ {2, . . . , 11} a t 6= s+1 (analogicky
t = {0, . . . , 9} a t 6= s−1). Hodnotou t+1 nebo t−1 (obě zároveň použ́ıt nemůžeme) mo-
hou být ohodnoceny pouze vrcholy u10 a u11. Hodnotu t+2 nebo t−2 však opět nemůžeme
použ́ıt (neexistuje žádný vrchol, jež by byl ve vzdálenosti aspoň 2 od vrcholu u4 a aspoň
ve vzdálenosti 3 od vrcholu ohodnoceného hodnotou t+ 1 nebo t− 1), a dostáváme tedy
spor s počtem nepoužitých hodnot. Proto graf G12 nelze za předpokladu, že jsou vrcholy
u1 a u12 ohodnoceny stejnou hodnotou, ohodnotit v rozsahu 0÷ 11.

Necht’ je dán graf G11 a necht’ jsou vrcholy u1 a u11 ohodnoceny hodnotou s. Z 11 hod-
not (0÷ 11 kromě s), které můžeme použ́ıt pro ohodnoceńı dev́ıti dosud neohodnocených
vrchol̊u u2, . . . , u10, muśıme vynechat právě dvě hodnoty. To znamená, že v grafu G11

existuj́ı aspoň čtyři vrcholy ohodnocené po sobě jdoućımi hodnotami z rozsahu 0 ÷ 11.
V grafu G11 ale existuje právě jedna taková čtveřice vrchol̊u (konkrétně jde o vrcholy
u2, u5, u7 a u10), jež může být ohodnocena čtyřmi po sobě jdoućımi hodnotami, a nee-
xistuje žádná pětice vrchol̊u, kterou bychom mohli ohodnotit pěti po sobě jdoućımi hod-
notami. Abychom ohodnotili graf G11 s rozsahem hodnot 0 ÷ 11, muśı kromě zmı́něné
čtveřice vrchol̊u ohodnocených po sobě jdoućımi hodnotami existovat i dvě takové trojice
vrchol̊u T1 a T2 (trojice Ti, i = 1, 2, muśı obsahovat vrcholy ohodnocené třemi po sobě
jdoućımi hodnotami). Muśı tedy platit, že vrchol u1 ∈ T1 (nebo T2). Pak hodnotu s + 1
(resp. s − 1) muśıme přǐradit vrcholu u6. Pak ale žádnému vrcholu nemůžeme přǐradit
hodnotu s+ 2, (resp. s− 2) ani s− 1, (resp. s+ 1). A tedy graf G11 nelze za předpokladu,
že jsou vrcholy u1 a u11 ohodnoceny stejnou hodnotou, ohodnotit v rozsahu 0÷ 11.

Necht’ je dán graf G10 a necht’ jsou vrcholy u1 a u10 ohodnoceny hodnotou s. Z 12
hodnot muśıme vynechat právě tři hodnoty. V G10 neexistuje žádná trojice vrchol̊u, kterou
bychom mohli ohodnotit třemi po sobě jdoućımi hodnotami. To znamená, že z dvanácti
hodnot 0÷11, nelze pro ohodnoceńı grafu G10 použ́ıt aspoň čtyři hodnoty. A tedy graf G10

nelze za předpokladu, že jsou vrcholy u1 a u10 ohodnoceny stejnou hodnotou, ohodnotit
v rozsahu 0÷ 11.

Necht’ je dán graf G9 a necht’ jsou vrcholy u1 a u9 ohodnoceny hodnotou s. Z 11 hodnot
(0 ÷ 11 kromě s), které můžeme použ́ıt pro ohodnoceńı sedmi dosud neohodnocených
vrchol̊u u2, . . . , u8, muśıme vynechat právě čtyři hodnoty. V G9 neexistuje žádná trojice
vrchol̊u, kterou bychom mohli ohodnotit třemi po sobě jdoućımi hodnotami. Ohodnot́ıme-
li vrchol uk, kde k = {4, 5, 6} hodnotou t (t = 1, . . . , 10), nelze použ́ıt hodnoty t−1 ani t+1
k ohodnoceńı žádného daľśıho vrcholu. Pokud t = 0, nemůžeme použ́ıt hodnotu 1, a pokud
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t = 11, nemůžeme použ́ıt hodnotu 10. Dále v́ıme, že hodnoty přǐrazené vrchol̊um u4, u5

a u6 se musej́ı po dvou lǐsit vždy alespoň o 3. Kdyby aspoň dva z těchto vrchol̊u u4, u5, u6

byly ohodnoceny nějakou hodnotou 1 až 10, nemohli bychom k ohodnoceńı daľśıch vrchol̊u
použ́ıt aspoň 5 hodnot, č́ımž bychom dostali spor. Necht’ tedy dva z vrchol̊u u4, u5, u6 jsou
ohodnoceny hodnotami 0 a 11 a zbývaj́ıćı třet́ı vrchol je ohodnocen hodnotou p, kde
p = 3, . . . , 8. Z toho ale vyplývá, že na ohodnoceńı neohodnocených vrchol̊u u2, u3, u7

a u8 máme k dipozici hodnoty 2, . . . , 9 kromě tř́ı po sobě jdoućıch hodnot p− 1, p a p+ 1.
At’ už p nabývá jakékoliv z možných hodnot, museli bychom na ohodnoceńı tř́ı vrchol̊u
použ́ıt tři po sobě jdoućı hodnoty, což je ale spor. A tedy graf G9 nelze za předpokladu,
že jsou vrcholy u1 a u9 ohodnoceny stejnou hodnotou, ohodnotit v rozsahu 0÷ 11.

Vı́me, že pro m = {9, . . . , 13} nelze graf Gm (s vrcholy u1 a um ohodnocenými stej-
nou hodnotou s) ohodnotit pomoćı hodnot 0 ÷ 11. Nyńı budeme uvažovat graf G8. Ne-
cht’ jsou jeho vrcholy u1 a u8 ohodnoceny hodnotou s. Necht’ dále existuje nějaké jeho
L(3, 2, 1)−ohodnoceńı pomoćı hodnot 0÷ 11 (jedno takové je zachyceno na obrázku 28).
Z 11 hodnot (0÷ 11 kromě s), které můžeme použ́ıt pro ohodnoceńı šesti dosud neohod-
nocených vrchol̊u u2, . . . , u7, muśıme vynechat právě pět hodnot. Mezi vrcholy u2, . . . , u7

existuje pouze jedna dvojice vrchol̊u (u2 a u7) taková, jež může být ohodnocena po sobě
jdoućımi hodnotami, žádný vrchol nelze ohodnotit hodnotou s + 1, ani s − 1. To zna-
mená, že abychom graf G8 ohodnotili s rozsahem hodnot 0÷ 11, muśıme vrcholy u2 a u7

ohodnotit pomoćı hodnot t a t+ 1 (pokud bychom dvě po sobě jdoućı hodnoty nepoužili,
nesměli bychom použ́ıt aspoň šest hodnot, což by byl spor). Abychom graf G8 ohodnotili
v rozsahu 0÷11, z každé dvojice hodnot i, i+ 1 (i = 0, . . . , 10) muśıme vždy použ́ıt aspoň
jednu hodnotu.

Obrázek 28: Graf G8 ohodnocený hodnotami 0÷ 11.

Předpokládejme, že s = 0. Hodnotu 1 nelze použ́ıt a hodnotu 2 lze použ́ıt pouze
na ohodnoceńı vrcholu u4 (nebo symetricky na ohodnoceńı vrcholu u5). Hodnotu 3 pak
nemůžeme použ́ıt a hodnota 4 pak muśı být přǐrazena vrcholu u7. To znamená, že vrchol
u2 muśı být ohodnocen hodnotou 5. Vrcholy u3, u5 a u6 však již nemůžeme ohodnotit
hodnotami 7 až 11. Proto s 6= 0. Analogicky muśı platit s 6= 11.

Oba vrcholy u2 a u7 musej́ı být ohodnoceny po sobě jdoućımi hodnotami, a tak d́ıky
symetrii předpokládejme, že vrchol u2 je ohodnocen hodnotou t + 1 a vrchol u7 je ohod-
nocen hodnotou t. Pokud t = 1, nemohli bychom k ohodnoceńı žádného z vrchol̊u použ́ıt
hodnotu 0, a tedy bychom zmenšili ohodnoceńı každého vrcholu o 1. Hodnota t nemůže
být ani 11, protože pak t+ 1 = 12. Předpokládejme, že t = 0 (analogicky bychom praco-
vali s předpokladem, že t = 10) a samozřejmě oba vrcholy u1 a u8 musej́ı být ohodnoceny
stejnou hodnotou s. Hodnotou 1 je tedy ohodnocen vrchol u2, hodnotu 2 nelze použ́ıt.
Hodnotu 3 lze přǐradit pouze jednomu z vrchol̊u u5 a u6. Pokud bychom přǐradili hod-
notu 3 vrcholu u6, nelze použ́ıt hodnotu 4 a hodnota 5 muśı být přǐrazena vrcholu u3.
Nyńı již ale nelze použ́ıt hodnotu 6, ani 7, dostáváme tedy spor. Pokud bychom přǐradili
hodnotu 3 vrcholu u5 (namı́sto vrcholu u6), nelze použ́ıt hodnotu 4 a nutně s = 5. Nyńı
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nelze použ́ıt hodnotu 6 a hodnotu 7 muśıme přǐradit vrcholu u4. K ohodnoceńı žádného
ze zbývaj́ıćıch vrchol̊u u3 a u6 již nelze použ́ıt hodnoty 8 a 9, a opět tedy dostáváme spor.
Proto t 6= 0, 1, 10, 11.

Nyńı ke grafu G8 (jehož vrcholy u1 a u8 jsou ohodnoceny hodnotou s 6= 0, 11 a vrcholy
u2 a u7 jsou postupně ohodnoceny hodnotami t + 1 a t, kde t 6= 0, 1, 10, 11) přidejme
vrcholy u0 a u9 a hrany u0u1, u0u2, u7u9 a u8u9, č́ımž vznikne graf H, jež je izomorfńı
s grafem G10, a je tedy podgrafem grafu G. Tento graf je zachycen na obrázku 29, zeleně
jsou zvýrazněny vrcholy u0 a u9 a hrany u0u1, u0u2, u7u9 a u8u9. Ukážeme, že oba vrcholy
u0 a u9 již nelze ohodnotit žádnou z hodnot 0÷ 11.

Obrázek 29: Graf G8 znázorněný černě s ohodnocenými vrcholy u1, u2, u7 a u8, přidáńım
zelených hran a vrchol̊u vznikne graf H.

Na ohodnoceńı vrchol̊u u0 a u9 nelze použ́ıt žádnou hodnotu, kterou jsme již ohodnotili
nějaký z vrchol̊u u1, . . . , u8, a to proto, že od vrcholu u9 (resp. u0) jsou vrcholy u3, . . . , u8

(resp. vrcholy u1, . . . , u6) ve vzdálenosti menš́ı než 4 a hodnoty s, t a t + 1 nelze použ́ıt,
protože oba vrcholy u0 a u9 soused́ı s vrcholem, jež je ohodnocený hodnotou s a jednou
z hodnot t nebo t + 1. Rovněž ani jeden z vrchol̊u u0 a u9 nelze ohodnotit hodnotou
s ± 1, hodnotou t − 1 a hodnotou t + 2, což jsou hodnoty které nebyly dosud použity.
Všechny tyto hodnoty jsou př́ıpustné (jsou 0÷11), a to proto, že t nabývá jedné z hodnot
2, . . . , 9 a s nabývá jedné z hodnot 1, . . . , 10. Protože |s− t| ≥ 3, jsou hodnoty s− 1, s+ 1
a t − 1 navzájem r̊uzné. Ukážeme rovněž, že t + 2 6= s − 1. Pokud by platila rovnost, je
s = t + 3, což je ale spor s t́ım, že vrcholy u0 a u1 ohodnocené hodnotami s a t + 1 jsou
sousedńı. To znamená, že oba vrcholy u0 a u9 nemohou být ohodnoceny žádnou ze sedmi
již použitých hodnot a ani žádnou ze čtyř dosud nepoužitých hodnot s − 1, s + 1, t − 1
a t + 2. Oba vrcholy tedy musej́ı být ohodnoceny posledńı zbývaj́ıćı hodnotou r, kterou
jsme dosud nepoužili. To ale neńı možné, protože neexistuje žádný vrchol v grafu H, jež
by byl od obou vrchol̊u u0 a u9 ve vzdálenosti aspoň tři (hodnotu r + 1, resp. r − 1 jsme
museli při ohodnocováńı grafu G8 použ́ıt). A tedy graf H nelze ohodnotit v rozsahu 0÷11.

Ukázali jsme tedy, že v žádném z uvedených př́ıpad̊u nelze graf G ohodnotit pomoćı
hodnot 0÷ 11. A tedy λ(3,2,1)(G) ≥ 12. �

Následuje speciálńı tř́ıda graf̊u, pro niž je dolńı odhad př́ımo př́ıslušným rozpět́ım.

Věta 4.40. Necht’ je dán cirkulant G = Cn(1, 2, n− 2, n− 1), kde n = 7k nebo n = 13k,
k ∈ N. Pak λ(3,2,1)(G) = 12.

D̊ukaz. Vyjdeme z ohodnoceńı vrchol̊u cirkulant̊u C7(1, 2, 5, 6) a C13(1, 2, 11, 12) (tedy
graf̊u G s k = 1 pro tento obecný př́ıpad) a toto ohodnoceńı vrchol̊u za sebe nakoṕırujeme
k-krát, podobně jako na obrázćıch 30 a 31, př́ıslušná jedna kopie je zvýrazněna. V př́ıpadě
n = 7k budou vrcholy u7i+1 ohodnoceny 0, vrcholy u7i+2 budou ohodnoceny 4 atd. až vr-
choly u7i+7 budou ohodnoceny hodnotou 10 (i = 0, 1, . . . , k − 1). Toto ohodnoceńı je
př́ıpustné, protože vrcholy ohodnocené hodnotami s a s + 2 jsou vždy ve vzdálenosti
aspoň 2 a vrcholy ohodnocené stejnou hodnotou jsou ve vzdálenosti aspoň 4.
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Obrázek 30: Cirkulant G = Cn(1, 2, n − 2, n − 1), kde n = 7k, k ∈ N, ohodnocený
hodnotami 0÷ 12.

Obrázek 31: Cirkulant G = Cn(1, 2, n − 2, n − 1), kde n = 13k, k ∈ N, ohodnocený
hodnotami 0÷ 12.

V př́ıpadě n = 13k budou vrcholy u13i+1 ohodnoceny 0, vrcholy u13i+2 budou ohod-
noceny 8 atd. až vrcholy u13i+13 budou ohodnoceny hodnotou 5 (i = 0, 1, . . . , k − 1).
Toto ohodnoceńı je př́ıpustné, protože vrcholy ohodnocené hodnotami s a s+ 1 jsou vždy
ve vzdálenosti aspoň 3, vrcholy ohodnocené hodnotami s a s+ 2 jsou vždy ve vzdálenosti
aspoň 2 a vrcholy ohodnocené stejnou hodnotou jsou vždy ve vzdálenosti aspoň 7, tedy
v aspoň požadované vzdálenosti 4.

A tedy λ(3,2,1)(G), kde G je Cn(1, 2, n − 2, n − 1) s n = 7k nebo n = 13k (k ∈ N), je
nejvýše 12. Jelikož ale dle věty 4.39 je λ(3,2,1)(G) ≥ 12, dostáváme hledanou rovnost. �

Právě přejdeme k horńım odhad̊um rozpět́ı λ(3,2,1) u cirkulant̊u. Začneme cirkulantem
G = Cn(1, 2, n− 2, n− 1), kde n = 10k, k ∈ N.

Věta 4.41. Necht’ je dán cirkulant G = Cn(1, 2, n − 2, n − 1), kde n = 10k, k ∈ N. Pak
12 ≤ λ(3,2,1)(G) ≤ 13.

Obrázek 32: Cirkulant G = Cn(1, 2, n − 2, n − 1), kde n = 10k, k ∈ N ohodnocený
hodnotami 0÷ 13.

D̊ukaz. Podle věty 4.39 je λ(3,2,1)(G) ≥ 12. Použijeme ohodnoceńı vrchol̊u cirkulantu
C10(1, 2, 8, 9) (tedy grafu G s k = 1) a toto ohodnoceńı vrchol̊u za sebe nakoṕırujeme k-
krát, podobně jako na obrázku 32. Vrcholy u10i+1 budou ohodnoceny 0, vrcholy u10i+2 bu-
dou ohodnoceny 3 atd. až vrcholy u10i+10 budou ohodnoceny hodnotou 13 (i = 0, 1, . . . , k−
1). Toto ohodnoceńı je př́ıpustné, protože vrcholy ohodnocené hodnotami s a s + 1
jsou vždy ve vzdálenosti aspoň 3, vrcholy ohodnocené hodnotami s a s + 2 jsou vždy
ve vzdálenosti aspoň 2 a vrcholy ohodnocené stejnou hodnotou jsou vždy ve vzdálenosti
aspoň 5, tedy v aspoň požadované vzdálenosti 4. A tedy λ(3,2,1)(G) ≤ 13. �

Následuj́ıćı věta hovoř́ı o horńım odhadu č́ısla λ(3,2,1) cirkulantu G = Cn(1, 2, n−2, n−
1), kde n = 7k + 8l a k, l ∈ N ∪ {0}, přičemž aspoň jedno z č́ısel k, l je nenulové.
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Věta 4.42. Necht’ je dán cirkulant G = Cn(1, 2, n − 2, n − 1), kde n = 7k + 8l a k, l ∈
N ∪ {0}, přičemž alespoň jedno z č́ısel k a l je nenulové. Pak 12 ≤ λ(3,2,1)(G) ≤ 14.

D̊ukaz. Vyjdeme ze vzor̊u pro grafy G1 = C7(1, 2, 5, 6) a G2 = C8(1, 2, 6, 7). Vrcholy
prvńıho grafu jsme ohodnotili postupně hodnotami 0, 4, 8, 12, 2, 6 a 10 (tj. vzor grafu G1),
vrcholy druhého grafu jsme pak ohodnotili postupně hodnotami 0, 4, 8, 12, 2, 6, 10 a 14
(tj. vzor grafu G2). Z d̊ukazu věty 4.40 již v́ıme, že vzor grafu G1 lze k-krát nakoṕırovat
za sebe a źıskat př́ıpustné ohodnoceńı. Nyńı ukážeme, že lze za sebe navázat i dva vzory
pro G2 (a tedy i l vzor̊u), vzor pro G1 za vzor pro G2 a naopak.

... 0 4 8 12 2 6 10 14 0 4 8 12 2 6 10 14 ...

... 0 4 8 12 2 6 10 0 4 8 12 2 6 10 14 ...

... 0 4 8 12 2 6 10 14 0 4 8 12 2 6 10 ...

V řádćıch výše jsou vidět př́ıslušná ohodnoceńı vrchol̊u a napojeńı odpov́ıdaj́ıćıch
vzor̊u. Jedná se o schéma ohodnoceńı vrchol̊u části nějakého grafu, sousedńı jsou tak
ty vrcholy, jejichž hodnoty jsou vedle sebe nebo ob jednu hodnotu. Nav́ıc se vyskytuj́ı
jen sudé hodnoty. Ve všech třech př́ıpadech je vzdálenost stejných hodnot rovna aspoň 4,
vrcholy s rozd́ılem hodnot 2, jsou pak ve vzdálenosti aspoň 2. Z toho vyplývá, že libovolné
takovéto napojeńı vzor̊u je př́ıpustným ohodnoceńım části grafu. Z toho již vyplývá, že
je-li G cirkulant Cn(1, 2, n − 2, n − 1), kde n = 7k + 8l a k, l ∈ N, je λ(3,2,1)(G) ≤ 14.
O tom, že λ(3,2,1)(G) ≥ 12 pak hovoř́ı věta 4.39. �

Na tomto mı́stě zmı́ńıme Sylvesterovu větu 4.43. Na ni navazuj́ıćı d̊usledek pak ř́ıká,
že odhad na rozpět́ı λ(3,2,1) uvedený ve větě 4.42 plat́ı pro všechny cirkulanty s n ≥ 42
(a |S| = 4, a = 1 a b = 2).

Věta 4.43 [109]. Necht’ a, b jsou dvě přirozená č́ısla taková, že gcd(a, b) = 1, a necht’

n je rovněž přirozené č́ıslo. Pak rovnice ax+ by = n, kde x a y jsou nezáporná celá č́ısla,
má řešeńı (x, y) kdykoliv n ≥ (a− 1)(b− 1).

Důsledek 4.44. Necht’ G = Cn(1, 2, n − 2, n − 1) je cirkulant s |S| = 4 na n vrcholech,
kde n ≥ 42. Potom 12 ≤ λ(3,2,1)(G) ≤ 14.

D̊ukaz. Č́ısla 7, 8 jsou nesoudělná, ze Sylvesterovy věty 4.43 dostáváme, že odhad 12 ≤
λ(3,2,1)(G) ≤ 14 z věty 4.42 plat́ı pro všechna přirozená n ≥ (a−1)(b−1) = (8−1)(7−1) =
42. �
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5 Závěr

V kapitole 3 shrnujeme dosud známé výsledky v oblasti L(p, q)-ohodnoceńı graf̊u. Tato
část je rozdělena do čtyř podkapitol, a to dle parametr̊u p, q. Podkapitoly 3.1 a 3.2 shr-
nuj́ı ne tak obvyklé L(0, 1)-ohodnoceńı a L(1, 1)-ohodnoceńı. Největš́ı d̊uraz je pak kladen
na L(2, 1)-ohodnoceńı (viz podkapitola 3.3) a na obecné L(p, q)-ohodnoceńı (viz podkapi-
tola 3.4). Ve všech těchto podkapitolách uvád́ıme dolńı a horńı odhady př́ıslušného rozpět́ı
λ(p,q) – zde stoj́ı za zmı́nku dvě hypotézy: v př́ıpadě L(1, 1)-ohodnoceńı jde o Wegnerovu
hypotézu 3.21 a v př́ıpadě L(2, 1)-ohodnoceńı máme na mysli Griggsovu a Yehovu hy-
potézu 3.29. Velký úsek této části textu zab́ıraj́ı přesné hodnoty ohodnocovaćıho č́ısla pro
speciálńı tř́ıdy graf̊u.

V úvodu kapitoly 4 se přesouváme do oblasti L(p, q, r)-ohodnoceńı a uvád́ıme několik
známých výsledk̊u, které pak využ́ıváme ve vlastńım výzkumu dále. Detailněǰśı přehled
o L(p, q, r)-ohodnoceńı s d̊urazem na L(3, 2, 1)-ohodnoceńı nab́ıźı bakalářská práce [80].

Podkapitola 4.2 se již věnuje vlastńımu výzkumu, totiž L(3, 2, 1)-ohodnoceńı cirku-
lant̊u, a je rozdělena dle typu cirkulantu na dvě části. V prvńı z nich (viz odstavec 4.2.1)
jsme se věnovali hustým cirkulant̊um, tedy cirkulant̊um s |S| = n − 2 nebo |S| = n − 3,
a nalezli jsme př́ıslušná ohodnocovaćı č́ısla těchto graf̊u. V části 4.2.2 jsme pak ohodnoco-
vali ř́ıdké cirkulanty, tedy cirkulanty s |S| = 3 nebo |S| = 4. Pro |S| = 3 jsme v úvodńıch
př́ıkladech nalezli př́ıslušné rozpět́ı několika konkrétńıch cirkulant̊u a dále jsme nalezli
dolńı odhad (viz věta 4.25) a horńı odhad (viz věta 4.26) př́ıslušného rozpět́ı pro tyto
ř́ıdké cirkulanty. V př́ıpadě |S| = 4 jsme postupovali obdobně: na úvodńıch motivačńıch
př́ıkladech jsme nalezli rozpět́ı několika konkrétńıch cirkulant̊u, ve stěžejńı větě 4.39 jsme
dokázali, že ohodnocovaćı č́ıslo každého ř́ıdkého cirkulantu s |S| = 4 je aspoň 12. Pomoćı
koṕırováńı na sebe napojitelných vzor̊u a Sylvesterovy věty 4.43 jsme pak nalezli i horńı
odhad rozpět́ı pro všechny cirkulanty s alespoň 42 vrcholy.
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[39] D. Gonçalves: On the L(p, 1)-labelling of graphs. Discrete Mathematics 308 (2008),
1405-1414.
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[85] D. Král’, D. Škrekovski: A Theorem about the Channel Assignment Problem. Soci-
ety for Industrial and Applied Mathematics Journal of Discrete Mathematics, 16/3
(2003), 426-437.

[86] D. Kuo, J.-H. Yan: On L(2, 1)-labelings of Cartesian products of paths and cycles.
Discrete Mathematics 283 (2004), 137-144.

[87] P. C. B. Lam, G. Gu, P.-T. Chung, W. Lin: Bounds on the labelling numbers
of chordal graphs. Proceedings of the 2006 International Conference on Foundations
of Computer Science, Las Vegas, Nevada, USA, (26.-29.6.2006).

68

https://mi21.vsb.cz/sites/mi21.vsb.cz/files/unit/skriptum_teorie_grafu_rozsirene_interaktivne.pdf
https://mi21.vsb.cz/sites/mi21.vsb.cz/files/unit/skriptum_teorie_grafu_rozsirene_interaktivne.pdf
http://mi21.vsb.cz/sites/mi21.vsb.cz/files/unit/uvod_do_teorie_grafu.pdf
http://mi21.vsb.cz/sites/mi21.vsb.cz/files/unit/uvod_do_teorie_grafu.pdf


[88] P. C. B. Lam, G. Gu, W. Ch. Shiu, T.-M. Wang: On Distance Two Labelling of Unit
Interval Graphs. Taiwanese Journal of Mathematics 13 (2009), 1167-1179.

[89] X. Li, S. Zhou: Labeling outer planar graphs with maximum degree three. Discrete
Applied Mathematics 161 (2013), 200-211.

[90] K.-W. Lih, W.-F. Wang, X. Zhu: Coloring the square of K4-minor Free Graph.
Discrete Mathematics 269 (2003), 303-309.

[91] J. Liu, Z. Shao: The L(3, 2, 1)-labeling problem on graphs. Mathematica Applicata
17/4 (2004), 596-602.
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