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Abstrakt

Tato diplomové préce se zabyva L(p,q)-ohodnocenim grafu a L(p,q,r)-ohodnocenim
grafu. Ptislusnym ohodnocenim rozumime prifazeni nezapornych celych ¢isel vrcholum
grafu G tak, ze sousedni vrcholy museji byt ohodnoceny hodnotami lisicimi se aspon o p,
vrcholy ve vzdélenosti 2 se museji lisit aspon o ¢ a ev. vrcholy ve vzdalenosti 3 se museji
lisit alespon o 7, kde p, ¢ a r jsou nezaporna celé ¢isla. Prvni ¢ast prace shrnuje nékteré do-
posud zndmé vysledky v oblasti L(p, ¢)-ohodnoceni, a to predevsim pro parametry p = 0
aq=1,p=q=1, v praxi nejvice se vyskytujici p = 2 a ¢ = 1, ale i pro obecné p a q.
Kapitola 4 pak pojednava o vlastnim vyzkumu — L(3, 2, 1)-ohodnoceni cirkulantu.
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Abstract

This thesis deals with L(p, ¢)-labellings of graphs and L(p, ¢, r)-labellings of graphs. By ap-
propriate labellings we mean an assignment of non-negative integers to vertices of graph G
according to the following rules: adjacent vertices are labelled by values differing by at least
p, vertices at distance two apart labelled by values differing by at least ¢ and, eventually,
vertices at distance three are labelled by values differing by at least r, where p, q,r are
non-negative integers. Already known results for L(p, ¢)-labelling of graphs with respect
top=0and ¢g=1, p=¢g =1, the most common in practice p = 2 and ¢ = 1, but also for
p a ¢ in general are summarized in the first part of this thesis. Our own research, which
concentrates on L(3,2, 1)-labelling of circulant graphs, is described in Chapter 4.
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1 Uvod

Necht jsou ddna dvé nezdporna celd ¢isla p, ¢; L(p, ¢)-ohodnocenim rozumime prifazovén{
nezapornych celych ¢isel vrcholim prislusného grafu G tak, ze sousednim vrcholum jsou
pritazeny hodnoty lisici se aspon o p a vrcholy ve vzdalenosti 2 jsou ohodnoceny hod-
notami lisicimi se aspon o ¢. Rozpétim L(p, ¢)-ohodnoceni rozumime rozdil mezi nejveétsi
a nejmensi pouzitou hodnotou, cilem je toto rozpéti minimalizovat. Minimalni rozpéti
pifslusného grafu G pak budeme nazyvat ohodnocovaci ¢islo a znacit jej budeme A, 4)(G).

Problém ohodnocovani vychézi z klasického barveni grafi. Toto zobecnéni bylo moti-
vovano praktickym problémem, ktery se objevil na pocatku 20. stoleti, totiz pritazovanim
frekvenci. Protoze bylo potteba stéle vice frekvenci, na nichz by se dalo vysilat, bylo tézké
najit volné frekvence tak, aby nedochéazelo k ruseni vysilani ostatnich stanic v blizkém
okoli. Tento problém byl poprvé formulovan W. K. Halem [45] v roce 1980, a to jako
problém barveni grafu. S variaci zohlednujici vzdalenost vysilacu prisel F. S. Roberts
[100] v roce 1991. V této varianté ,blizké“ vysilace museji vysilat na ruznych kmitoctech,
,velmi blizké® vysilace pak museji vysilat na kmitoc¢tech s rozdilem aspon dva. Prevedeme-
li tento prakticky problém do teorie grafu, hovoiime o vrcholech ve vzdalenosti 2, resp.
o sousednich vrcholech. Minimalni rozsah kmito¢tu pak odpovidda ohodnocovacimu ¢islu
A21)(G). Griggs a Yeh [43] pak v roce 1992 pfisli s ptislusnou definici L(2, 1)-ohodnoceni.

Toto ohodnoceni lze déle zobecnit a rozsitit, puvodni L(2,1)-ohodnoceni je ale stale
v praxi nejéastéjsi. V ivodnim piehledu se budeme zabyvat L(p, ¢)-ohodnocenim grafi,
piedstavime si hornf a dolnf odhady ohodnocovaciho &isla A, q)(G), pifpadné piesné hod-
noty tohoto rozpéti u nékterych tiid grafu.

V kapitole 4 se podivame pravé na jedno konkrétni rozsiteni. Muzeme totiz rozlisovat
nejen vysilace ,,blizké* a ,velmi blizké®, ale i vysilace ,relativné blizké“. To v fe¢i mate-
tohoto problému pfisli Liu a Shao [91], ktefi predstavili definici L(3, 2, 1)-ohodnocent
grafu. Opét ale muzeme tuto verzi zobecnit na L(p, ¢, )-ohodnoceni apod.

Tato prace se zaméfuje jednak na shrnuti jiz znamych vysledku z oblasti L(p, q)-
ohodnoceni a rovnéz na vlastni vyzkum v oblasti L(3,2,1)-ohodnoceni specidlni tiidy
grafu, tzv. cirkulanti. Prehled o L(p, ¢, r)-ohodnoceni je uveden v bakaldiské préci [80],
a proto jej zde jiz neopakujeme.



2 Zakladni pojmy

Symbolem [k], kde k € N, rozumime mnozinu {1,...,k}.

V tomto textu pracujeme s nasledujicimi pojmy a definicemi, z nichz vétsina byla
prevzata z [23], [82] nebo [83].

Grafem G rozumime uspofddanou dvojici G = (V(G), E(G)), kde V(G) je konecn4
mnozina a E(G) C (V(QG)) pricemz <V(2G)> = {{u,v} :u,v € V(G),u # v}. Mluvime
tedy o neorientovaném grafu bez smycek a nasobnych hran. Netrividlni graf obsahuje
asponn dva vrcholy. Symboly V(G) a E(G) zna¢i mnozinu vrcholu a hran piislusnou
k danému grafu G. Hranu mezi dvéma vrcholy u a v zapisujeme uv. Stupen vrcholu u
v grafu G je pocet hran grafu G, které obsahuji vrchol u — zna¢ime deg,(u). Maximéln{
stupen max{degq(u)} grafu G pak budeme znacit A(G). Graf G nazveme r-reguldrnim,
jestlize vSechny jeho vrcholy maji stupen r.

Cestou délky ¢ v grafu G rozumime posloupnost vrcholu a hran wug, eq,uq,. .., e, us,
kde vrcholy ug, . . ., u; jsou navzdjem ruzné a pro kazdé i = 1,...,t je e; = u;_1u; € E(G).

Vzddlenost vrcholi uw a v v grafu G je délka nejkratsi cesty z vrcholu w do vrcholu v
a znacime ji diste(u, v). Pokud takova cesta neexistuje, polozime distg(u,v) = co. Graf
G je souwvisly, pokud pro kazdé dva vrcholy u a v existuje cesta z vrcholu u do vrcholu v.
Graf G je navic k-souvisly (k € N), pokud |V(G)| > k a graf G\ U je souvisly pro kazdou
mnozinu U C V(G) takovou, ze |U| < k.

Graf H je podgrafem grafu G (zapisujeme H C G), pokud V(H) C V(G) a E(H) C
E(G). Graf H je navic indukovangm podgrafem grafu G, pokud V(H) C V(G) a E(H) =

EG)N (V(2H)> Komponenta grafu G je maximélni souvisly podgraf grafu G.

Izomorfismus grafu G a H je bijekce f : V(G) — V(H), pro kterou plati, ze dvojice
{u,v} je hranou grafu G pravé tehdy, kdyz dvojice { f(u), f(v)} je hranou grafu H. Grafy
G a H, mezi kterymi existuje izomorfismus, jsou izomorfni (zapisujeme G ~ H).

Komplementem (dopliikem) grafu G = (V(G), E(G)) budeme rozumét graf G' =

(V(G), E'(Q)), kde E'(G) = (V(2G>> \ E(G). Komplement grafu G znacime G°.

Definujme zakladni ttidy grafi, s nimiz budeme v textu pracovat — konkrétné jde
o cesty, kruznice, kola, kaktusy, uplné grafy, bipartitni grafy, stromy.

Cesta na n vrcholech je graf P, = (V(P,),E(P,)), kde V(P,) = [n] a E(P,) =
{i(i+1) : 1 <i<n}. Kruznice na n vrcholech, kde n > 3, je graf C,, = (V(C,,), E(C,,)),
kde V(C,) = [n] a E(C,,) = E(P,) U 1n.

Obvod grafu G je délka nejkratsi kruznice v grafu G a znaéime jej g(G). Kruznice, kterd
prochéazi vsemi vrcholy grafu se nazyva hamiltonovskd, a graf obsahujici néjakou takovou
kruznici se nazyva hamiltonovsky. Kolo W, kde n > 3, je graf na n + 1 vrcholech, jez
vznikne z kruznice C,, pridanim jednoho vrcholu sousediciho se vSemi vrcholy kruznice
C,. Kaktus je souvisly kone¢ny graf, jehoz kazda hrana je soucasti nejvyse jedné kruznice.
Strom T je souvisly graf, ktery neobsahuje zadnou kruznici. List stromu T je pak libovolny
vrchol, jehoz stupen v T je 1.

Uplnggm grafem na n vrcholech rozumime graf K, = (V(K,), E(K,)), kde V(K,,) = [n]
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¢islo, jez uddva velikost nejvétsi (na pocet vrcholu) kliky v prislusném grafu G a znaéi se

w(@).

Graf G = (V(G), E(G)) nazveme bipartitnim grafem, jestlize V(G) = ViUV, ViNV,y =
() a pro vsechny hrany uwv € E(G) : u € Vi Av € V;. Jestlize pro kazdé dva vrcholy u € V3
av € Vs jeuww € E(G), hovotime o uplném bipartitnim grafu, ktery znacime K, ,, kde
m = |Vi| a n = |V4|. Biklika bipartitniho grafu G je tplny bipartitni podgraf grafu G.
Biklikovost bipartitniho grafu G je prirozené ¢islo, jez udava velikost nejveétsi (na pocet
vrcholu) bikliky v piislusném grafu G a znadi se be(G). Zobecnime-li predchozi definici
tak, ze V(G) = ViUV U--- UV, V;NV; =0 pro vsechna i # j (i,j = 1,...,k) a pro
v8echny hrany wv € E(G) :ue ViAv eV, kdei #j (i,j =1,...,k), dostaneme definici
k-partitniho grafu. Jestlize pro kazdé dva vrcholy u € V;av € Vj, kdet # j,1,5 =1,...,k,
je uv € E(G), hovoiime o uplném k-partitnim grafu, ktery znacime K, . ,,, kde n; = |V}]
(t=1,...,k).

a B(K,) = ([n]) Klika grafu G je uplny podgraf grafu G. Klikovost grafu G je ptirozené

Z [18] si rekurzivné zavedeme pojem t-strom:

1. Uplny graf K; je t-strom.

2. Necht graf H je t-strom. Pak graf H’, jez vznikne z grafu H pfiddnim vrcholu v
ptipojenim k ¢-klice (tj. K;) grafu H, je rovnéz t-strom.

3. V8echny t-stromy mohou byt vytvoreny pouzitim predchozich dvou pravidel.

Je ztejmé, ze kazdy strom je 1-strom. Minimalni hodnota ¢, pro niz je graf G podgrafem
t-stromu, se nazyva stromovd Sitka a znadci se tw(G).

Piikladem rovinného 3-stromu je Goldner-Hararyuv graf, coz je nejmensi nehamilto-
novsky maximdlni plandrni graf (graf je plandrni, jestlize je mozné zakreslit jej do roviny
tak, aby zadné dvé hrany nemély jiné spolecné body nez koncové, graf je maximalni
planarni, pokud pridanim néjaké hrany — k dané mnoziné vrcholti — ztratime jeho plana-
ritu). Tento graf na 11 vrcholech a 27 hranéch je zndzornén na obrazku 1.

Obrazek 1: Goldner-Hararyuv graf jako ptiklad 3-stromu.

Minorem grafu G [69] rozumime graf H, ktery lze ziskat z grafu G jakoukoliv sérii
téchto ti{ operaci: odebrdnim hrany, odebranim vrcholu a kontrakei hrany (tj. pokud
wv € E(G), kontrakei této hrany rozumime jeji odebrani a zidentifikovani obou koncovych
vrcholi). Graf G se nazyva H -bezminorni, pokud neobsahuje graf H jako minor.



Podrozdélenim grafu G rozumime graf, ktery vznikne z grafu G (piipadnym) nahra-
zenim nékterych hran cestami.

Nasledujici dvé definice predstavuji k-tou mocninu grafu, resp. kartézsky produkt
grafu.

Necht k € N; k-tou mocninou grafu G budeme rozumét graf G*, jez vznikne z grafu
G pridanim vsech hran uv takovych, ze v grafu G existuje cesta z vrcholu v do vrcholu v
délky nejvyse k.

Kartézskym produktem (soucinem) grafu Gy = (V(G1), E(G1)) aGy = (V(Ga), E(G2))
rozumime graf G = (V(G), E(Q)), kde V(G) = V(G1) x V(G3) a dva vrcholy (uy,v;)
a (ug,vy) jsou spojeny hranou pravé tehdy, kdyz plati uy = uy a vivy € E(G3) nebo
v = V9 a wuy € F(G1). Kartézsky produkt grafu G; a Gy znaéime G10G;. Graf de-
finovany jako Q, = KyOK5[---0K,, kde n je prirozené cislo, se nazyva n-rozmeérnd

-~

krychle neboli n-dimenzionalni hyperkrychle Q,,. Hammingiv graf je kartézsky produkt
K, UK,,0---0K,, tplnych d grafu, kde n; > 2 pro kazdé i =1, ...,d.

Kromé kartézského soucinu grafu existuji dalsi dva souciny grafu G a H, a to tenzorovy
soucin, jez se znaci G x H, a uplny soucin, jez se zna¢i G ® H. Pro tenzorovy souc¢in plati
V(G x H) = V(GOH) a E(G x H) = {((u1,u2), (v1,v2)) : (u1,v1) € E(G) A (uz,12) €
E(H)}. Uplny sou¢in G ® H grafi G a H méa stejnou mnozinu vrcholu jako oba predchozi
souciny a mnozinu hran dostaneme jako sjednoceni E(GOH) a E(G x H). Kartézsky
soucin a tenzorovy soucin jsou vzajemné neizomorfni s jedinou vyjimkou, kdyz grafy G, H
jsou liché kruznice stejné délky. Tyto definice byly prevzaty z [18].

Graf G je plandrni (rovinng), pokud jej lze zakreslit do roviny tak, aby zadné dvé
hrany nemély jiné spolecné body nez koncové. Stény planarniho grafu G jsou ¢ésti roviny,
které jsou vymezeny hranami (vnéjsi sténou pak rozumime ¢ast roviny ,okolo* grafu G).
Piikladem rovinnych grafu jsou tzv. miizky.

Grafem I'a, kde A = 3,4 nebo 6, znacime Sestithelnikovou, ¢tvercovou, respek-
tive trojuhelnikovou miizku. Intuitivné definujeme piislusnou miizku jako nekonecény
graf (tj. graf s nekoneénym poctem vrcholu), jehoz vrcholy jsou pravidelné usporadany
do (estitthelnikové, étvercové, resp. trojithelnikové) mifzky. Radnou definici, jez vyuziva
pojmi z geometrie, trojihelnikové sité nabizi [67]: Necht e; = (1,0) a ez = (3, */TE) jsou
vektory v Eukleidové roviné. Pak grafem I's = (V(Tg), E(Ts)), kde V(T's) = {ie; + jes :
i,j€Z}aE[lg) ={uw:uveV(Is),distgr(u,v) =1}, kde symbolem dist g rozumime
Eukleidovu vzdélenost mezi vrcholy u, v.

Specidlni podtiidou rovinnych graft jsou tzv. vnéjskovée rovinné grafy — to jsou takové
rovinné grafy, jejichz vSechny vrcholy lezi na vnéjsi sténé. To znamena, ze graf je vnéjskove
rovinny, ma-li rovinné nakresleni takové, ze vSechny jeho vrcholy jsou incidentni s vnéjsi
sténou. Graf G je [-vnéjskove rovinny, pokud je graf G pro [ = 1 vnéjskové rovinny a pro
[ > 1 ma graf G rovinné znézornéni takové, ze pokud odstranime vSechny vrcholy vnéjsi
stény, souvislé komponenty zbytku grafu jsou (I — 1) vnéjskové rovinné.

Na obrazku 2 je zndzornén 3-vnéjskové rovinny graf G.

Véta 2.1 [60].  Graf G je vnéjskové rovinng prdave tehdy, kdyz je Ky-bezminorni a Ko 3-
bezminorni.



Obréazek 2: Graf G jakozto 3-vnéjskoveé rovinny graf.

Pro danou mnozinu objektu M (pro kterou m4 prunik smysl) je odpovidajici prinikovy
graf G neorientovany graf, jehoz vrcholy jsou objekty a hrana spojuje dva vrcholy, po-
kud se odpovidaji objekty protinaji. Mnozina M se nazyva model grafu G s ohledem
na prusecik. Piikladem muze byt kruznicovy graf, tedy prunikovy graf mnoziny tétiv
v kruznici: kazda tétiva znaci vrchol a dvé tétivy se protnou pravé tehdy, kdyz jsou vr-
choly v grafu spojeny hranou. Ptiklad takového grafu znézornuje obrazek 3.

”

a

Obrazek 3: Vlevo kruznice s péti tétivami, vpravo pak odpovidajici kruznicovy graf.

V této praci budeme hovotit o nékolika zajimavych podtiidach prunikovych grafu.
Kruhovy graf je prunikovy graf mnoziny kruhtu v roviné, kde kazdy kruh je jednoznacné
urcen jeho stiedem a prumérem. Mezi tuto tfidu grafu patii napiiklad rovinné grafy.
Jestlize maji vSechny kruhy stejny prumeér, graf nazveme jednotkovy kruhovy graf.

Pro kazdou pevnou dvojici redlnych ¢isel r > 0 a s > 0 patii graf G do tfidy (r, s)-
civilizovangch grafiu, pokud existuje prirozené Cislo d > 2 takové, ze prunikovy model je
mnozinou kouli R?, stiedy protinajicich se koulf jsou ve vzdalenosti nejvyse r a vzdalenost
mezi kazdymi dvéma stiedy je aspon s. My se budeme zabyvat jen rovinnymi (r,s)-
civilizovanymi grafy (tj. s d = 2), vSechny dosazené vysledky vsak lze pfimo rozsitit
do vyssich dimenzi. Ttida (r, s)-civilizovanych grafu zahrnuje kruhové grafy, kdykoliv
existuje (pevnd) minimélni vzdalenost mezi stiedy jakychkoliv dvojic kouli.

Chorddlni graf je prunikovy graf podstromu ve stromé. Chorddlni graf lze definovat
i jako graf, ktery neobsahuje kruznici velikosti alespon 4 jako indukovany podgraf (tzn.,
ze kazdéa kruznice délky vétsi nez 3 mé chordu, tedy hranu spojujici vrcholy, jez nejsou
v této kruznici spojeny hranou). Graf n-slunce je chordélni graf s hamiltonovskou kruznici
UL, V1, U2, Va, . o oy Uy, Up, Up, Ve které je kazdy vrchol w; (i = 1,...,n) stupné prave 2.



Déle nés budou zajimat chordélni grafy neobsahujici n-slunce (n > 3) jako indukovany
podgraf. Témto grafim budeme tikat silné chorddlni. A konecné graf je slabé chordalny,
jestlize neobsahuje indukovanou kruznici délky aspon 5. Podtiidou chordalnich grafi jsou
napiiklad t-stromy.

Intervalovy graf je prunikovy graf, jehoz modelem je mnozina intervalu na realné ose.
Podtiidou intervalovych graftu je trida jednotkovich intervalovich grafu, tj. grafu, pro
které maji vSechny intervaly stejnou délku.

Permutacni graf je prunikovy graf tsecek, jejichz koncové body lezi na dvou rov-
nobéznych primkach (na kazdé z nich je n takovych bodu).

Nynf si predstavime nékolik specidlnich ti¥id grafu, definice pievzaty z [18]. Definice
Sierpiniského grafu byla prejata z [40].

Pro n > 3 nazveme graf G s n = 2N vrcholy zobecnénym Petersenovym grafem tddu
N préave tehdy, kdyz graf G sestava ze dvou disjunktnich N-kruznic, kterym budeme tikat
vnitini a vnéjsi kruznice, takovych, ze kazdy vrchol vnéjsi kruznice je sousedni s prave
jednim vrcholem vnitini kruznice. Tyto grafy budeme znacit GPG(N). Na obrazku 4 je
zachyceno pét zobecnénych Petersenovych grafu.

GPG(6 GPG(6 @ % @
GPG(7 GPG(7 GPG(7

Obrazek 4: Nékteré zobecnéné Petersenovy grafy pro hodnoty n =6 an =7.

Kneseruv graf K(n, k) je graf, jehoz vrcholy tvoii neusporddané k-tice z n prvku. Dva
vrcholy jsou spojené hranou pravé tehdy, kdyz odpovidaji disjunktnim k-ticim. Uvazujme
pouze piipad n > 2k, protoze pii n < 2k by graf neobsahoval zadnou hranu. Graf K(n, 1)
je iplny graf na n vrcholech, graf K(5,2) je Petersenuv graf. Dodejme, ze pro Kneserovy
grafy G = K(n, k) plati: A(G) = (" . K

Sierpinského graf S(n, k), kde n a k jsou pfirozena ¢isla, je graf, jehoz mnozinu vrcholu
tvoii n-tice z mnoziny {1,...,k} (neboli {1,...,k}"), dva ruzné vrcholy u = (i1, ...,1i,)
av = (J1,...,Jn) jsou sousedni pravé tehdy, kdyz u ~ wv. Relace ~ je definovdna
néasledovné: u ~ v, pokud existuje néjaké h € {1,...,n} takové, ze zéroven plati:

e iy =5 prot=1,...,h—1,
® ip # jha
ey =jp,aj=ti,prot=h+1,....n

Na obrazku 5 je zndzornén Sierpinského graf S(3,4).

Totdlni graf T(G) grafu G je graf, jehoz vrcholy odpovidaji vrcholum a hrandm grafu
G a dva vrcholy jsou spojeny hranou, pokud odpovidajici vrcholy grafu G jsou sousedni,
hrany grafu G jsou sousedni nebo hrany a vrcholy jsou incidentni v grafu G.
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111 114 141 144 411 414 441 444

12 113 142 143 412 413 442 443
121 124 131 134 421 424 431 434
122 123 132 133 422 423 432 433
211 214 241 244 311 314 341 344
212 213 242 243 312 313 342 343
221 224 231 234 321 324 331 334
222 223 232 233 322 323 332 333

Obrazek 5: Sierpiriského graf S(3,4).

Distancni graf G(Z, D) [28] s distan¢ni mnozinou D, D C N, je graf s vrcholovou
mnozinou Z, kde dva vrcholy u a v jsou spojeny hranou praveé tehdy, kdyz |u — v| € D.

Definujme si i cirkulanty; pro ptehledovou ¢ast, v niz budeme prezentovat vysledky
Mitry a Bhoumika, vyuzijeme definici cirkulanti pouzitou prave v jejich élanku [95]. Necht
n € N,n > 3, necht Z, je cyklickd grupa a S C Z, takova, ze 0 ¢ S. Definujme graf
G = G(Zy, S) predpisem V(G) = Z,, a E(G) = {(u,v) : v—u € S}. Takovy graf nazveme
cirkulantem dangym mnoZinou S. Navic plati, ze S = S™! = {-s:s € S}.

Chromatické ¢islo prislusného grafu G oznacujici minimalni pocet barev potiebnych
k obarveni grafu G tak, ze kazdé dva sousedni vrcholy maji riiznou barvu, budeme znacit
X(G). Nésledujici vétu predstavil Brooks.

Véta 2.2 [16].  Necht G je graf, ktery nend uplny ani lichd kruznice C,,. Potom plati
X(G) < A(G).

V textu se na nékolika malo mistech zminime i o narocnosti prislusného algoritmu,
a proto tyto pojmy nedefinujeme prilis exaktné. Uloha, kterou fesf néjaky polynomidlni
algoritmus, patii do t¥idy problému P. Ijloha, kterou fesi néjaky algoritmus nedeterminis-
ticky (tj. v nékterych krocich muze algoritmus volit ndhodné z nékolika moznosti dalsich
kroki) v polynomidlnim c¢ase, patii do tiidy problému N P. Uloha je N P-tezka, jestlize
na ni lze prevést jakykoliv problém z NP (muze tak byt sama NP nebo i naro¢néjsi).
Uloha je N P-uplnd, jestlize je N P-tézka, ale zaroven je N P.



3 Shrnuti vysledkt v oblasti L(p, ¢)-ohodnoceni

V této ¢ésti prace se zaméiime na shrnuti jiz dosazenych vysledku v oblasti L(p,q)-
ohodnoceni grafu.

Nésledujici definice pochazi od Griggse a Yeha [43], kteti ji formulovali v roce 1992,
a byla upravena pro L(p, ¢)-ohodnoceni. Vzhledem k aplika¢nim problémum popsanym
v uvodu prace se obvykle pracuje s p > ¢, v obecném piipadé ale pracujeme bez této
podminky na parametry p, q.

Definice 3.1 [43]. Necht G je graf. Pak L(p, q¢)-ohodnocenim grafu G rozumime funkci
f: V(G) - NU{0} takovou, ze pro kazdou dvojici u,v € V(G) plati:

o je-li uwv € E(G), pak |f(u) — f(v)| > p,

o je-li distg(u,v) = 2, pak |f(u) — f(v)| > q.

Rozpétim L(p, ¢)-ohodnoceni budeme nazyvat rozdil mezi nejvétsi a nejmensi pouzitou
hodnotou pfi tomto ohodnocovani. Minimélni rozpéti prislusného grafu pak budeme znacit
A(p,g)(G) a budeme jej nazyvat ohodnocovaci ¢islo. Déle predpokladejme, Ze nejmensi
pouzitou hodnotou bude 0, naopak tou nejvétsi bude hodnota Ay, ) (G).

Hojné budeme vyuzivat i nasledujici tvrzeni, jez 1ze zobecnit i pro L(p, ¢)-ohodnoceni.
Tvrzeni 3.2 [58].  Necht H je podgraf grafu G. Pak Ao1y(H) < A2,1)(G).

Prevazné budeme sledovat shrnujici ¢lanek Calamoneri [18] z roku 2014. Vyuzijeme
i definici L(p, ¢)-ohodnoceni pouzitou pravé v tomto ¢lanku:

Definice 3.3 [18]. Necht je ddn graf G = (V(G), E(G)) a dvé nezaporna celd ¢isla p, g;
L(p, q)-ohodnocenim grafu G rozumime ptifazeni nezapornych celych ¢isel vrcholum grafu
G tak, ze sousedni vrcholy jsou ohodnoceny hodnotami lisicimi se aspon o p a vrcholy
majici spole¢ného souseda jsou ohodnoceny hodnotami lisicimi se aspon o q.

Tato definice pracuje s wvrcholy majicimi spolecného souseda, na rozdil od castéji
pouzivané definice vyuzivajici vrcholy ve vzddlenosti 2. Obé definice v zadsadé umoznuji jak
p > q (s timto piipadem se obvykle pracuje, a to z duvodu praktického vyuziti popsaného
v tvodu prace), tak i p < ¢. Rozdil mezi obéma definicemi si predstavime na dplném
grafu K3. V grafu K3 neexistuji vrcholy ve vzdalenosti 2, a tak v pripadé definice 3.1 je
A(p,q)(K(3) = 2p. A to navic bez ohledu na to, zda p > ¢ ¢i nikoliv. V piipadé definice 3.3
je ale situace obtiznéjsi. Kazda dvojice vrcholu je zde sousedni a zaroven ma& spoleéného
souseda. Proto Ay, ¢)(K3) = 2max{p, ¢}, a tedy plati A q)(K3) = A(gp)(K3). Jak poznava
Calamoneri [18]: je-li p > ¢, jsou obé definice v souladu.

Dodejme, ze obé definice jsou ekvivalentni, je-li p > ¢, nebo je-li p < ¢ a prislusny
graf G neobsahuje jako podgraf Kj. Pokud je tedy p < ¢ a ptislusny graf obsahuje jako
podgraf K3, je nutno uvést, s jakou definici L(p, g)-ohodnoceni grafii pracujeme.

Toto tvrzeni vyplyvé piimo z definice L(p, ¢)-ohodnoceni.

Tvrzeni 3.4 [31]. Necht G je graf. Pak



® Nepeq)(G) = cA(p,q)(G) pro vsechna prirozend c¢isla c a p > q,

® Ao (G) < Ay (G) pro vsechna prirozend ¢isla p > q, j > k navic spliugici p < j
aq<k.

Nasledujici text rozdélime do podkapitol, a to dle parametru p,q. Prvni podkapi-
tola bude patfit ponékud netradiénimu L(0, 1)-ohodnoceni, pfes L(1,1) a nejtypictéjsi
L(2,1)-ohodnoceni pak dojdeme az k obecnému L(p, ¢)-ohodnoceni. Ve vsech ptipadech
si ukazeme dolni a horni odhady cisla A, ), popiipadé jeho presné hodnoty pro zakladni
tiidy grafi. Tento text nepokryva veskeré informace o vsech grafech ani o vSech ohodno-
cenich. Napiiklad ¢ldnek [67] hovoif mj. o L(1,2)-ohodnoceni grafi. Za¢neme ale podka-
pitolou vénujici se L(0, 1)-ohodnoceni. Musime tak pracovat s obéma moznymi definicemi

piislusného ohodnoceni.

3.1 L(0,1)-ohodnoceni grafi

Dolni odhad rozpéti A ;) libovolného grafu G s maximalnim stupném A ndm pomtze
najit ohodnoceni hvézdy K; o jakozto podgrafu grafu G. Vrcholy stupné 1 hvézdy K a
totiz nemohou byt ohodnoceny stejnou hodnotou, tu muzeme pouzit jen na ohodno-
ceni vrcholu maximalnfho stupné a na jeden z dalsich vrcholi. Necht je tedy vrchol
maximélniho stupné ohodnocen hodnotou 0. Zbylé vrcholy hvézdy lze ohodnotit hod-
notami 0,1,..., A(K;a) — 1. Odtud trividlné dostavame, ze Ao 1)(G) > A1) (K1,a) =
A(K;a) —1=A—1. O hornim odhadu hovoii dalsf véta.

Véta 3.5 [67].  Pro kazdy graf G s mazimdlnim stupném A plati, Ze o1y (G) < A?—A.

Vyse uvedeny odhad lze zptesnit u kaktusu, tiidy souvislych koneénych grafu, v nichz
kazda hrana je soucasti maximalné jedné kruznice. Nejprve se ale podivejme, jak je to
s L(0, 1)-ohodnocenim cest a kruznic.

Véta 3.6 [94]. Necht n € N a P, znaci cestu na n vrcholech. Potom

] 0, pokudn = 1,2;
Ao (Fn) = { 1,  jinak.
Nésledujici vétu pro kruznice dokazali Bertossi a Bonuccelli [12]. Vétu ale musime
poupravit v zavislosti na n, protoze v pripadé, ze n = 3, je C3 uplny graf na trech
vrcholech. A jelikoz p < ¢, rozchazeji se 1 nase definice.

Véta 3.7 [12]. Necht n € N,n >4 a C, znaci kruznici na n vrcholech. Potom

1, pokudn =0 (mod 4);
Ao (Cn) = { 2, jinak. )



Piipad pro n = 3 zahrneme v tplnych grafech, pii nichz jiz musime uvadét prislusnou
definici L(p, ¢)-ohodnoceni.

Nésledujici dvé vety hovoii o L(0, 1)-ohodnoceni kol. Opét musime vydélit dva piipady
dle pouzité definice prislusného ohodnoceni.

Véta 3.8 [67]. Necht n € N,n > 3 a W, znaci kolo na n + 1 wvrcholech. Potom
A0y (Wr) = Aa,0)(Wy) = n pri definici 3.3.

Vyjdeme-li ale z definice 3.1, budeme muset predchozi vztah revidovat:

Véta 3.9 [67]. Necht n € Nyn > 3 a W, znaci kolo na n + 1 wvrcholech. Potom
Aoy (Wh) = L(n—;l)J pri definict 3.1.

A nyni uz dojde na slibené L(0, 1)-ohodnoceni tiplného grafu.

Véta 3.10 [18]. Necht n € Nyn > 3 a K,, znaci iplny graf na n vrcholech. Potom
Aoy (Kn) = Aan(K,) =n — 1 pri definici 3.3.

Trividlné pak plati nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 3.11. Necht n € N,n > 3 a K, znaci iplny graf na n wvrcholech. Potom
0.1y (Ky) = ANo,g)(I) = 0 pri definici 3.1.

O existenci bipartitniho grafu G's Ao1)(G) aspon # hovoii véta 3.12.

Véta 3.12 [13].  Pro kazdé A > 2 existuje bipartitni graf G s mazimdlnim stupném A
takovy, Ze N\o1)(G) > ATQ.

Tato dolnf hranice existuje i pro vSechna rozpéti A, 1y, kde p > 1 (viz [18]).
A nynf se jiz dostavame k vylepsenym odhadum pro tiidu kaktusu. K tomu je jesté
treba nalézt patticné ohodnoceni stromt.

Véta 3.13 [74].  Necht T je strom s mazimdlnim stupném A(T) = A. Pak Ao 1)(T) =
A—1.

Tato véta je rovnéz v souladu s objevem Bertossiho a Bonucelliho [12], podle niz staci
k ohodnoceni uplného binarniho stromu 3 hodnoty.

Bodlaender a spol. [13] nalezli horni hranici pro grafy stromové sitky nejvyse ¢, kdyz
dokazali, ze pro graf G s maximdlnim stupném A je A 1)(G) < tA —t. Rovnou zde
uvedeme i dalsi pfipady, totiz kdy p = 1 nebo p = 2. V piipadé, ze p = 1, je A\q,1)(G) < tA,
a v piipadé, ze p = 2, je \21)(G) < tA + 2t

Jiz zndme rozpéti A1) u stromu a kruznic, a tak muzeme vyslovit vétu hovorici
o L(0, 1)-ohodnoceni kaktusu.

Véta 3.14 [74].  Necht G je kaktus s mazimdlnim stupném A(G) = A. Pak A —1 <
)\(0?1) (G) S A
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Ptejdeme k trojihelnikovym a ¢tvercovym regularnim miizkam, jakozto piikladiim
rovinnych grafi.

Véta 3.15 [67].  Necht G = I's znact trojihelnikovou miizku. Pak Mo 1)(G) =3, a to
pr definict 3.1.

Kolo Ws na sedmi vrcholech je podgrafem grafu G = I's, a tak pii definici 3.3 je
A(Oyl)(G) 2 n.

Véta 3.16 [67]. Necht G =Ty znaci étvercovou miizku. Pak Ao1)(G) = 3.

Tento graf neobsahuje jako podgraf uplny graf na tfech vrcholech, a tak jiz nemusime
rozdélovat nas vysledek podle piislusné definice L(0,1)-ohodnoceni. Déle predstavime
vysledek pro hyperkrychle.

Véta 3.17 [112]. Necht n € N a Q, znaci n-dimenziondlni hyperkrychli. Potom
A0.1)(@n) < 2M2T,

Toto ohodnoceni je optimalni, kdyz n = 2% pro néjaké piirozené ¢islo k. Protoze
(@) > 4, pokud n > 2, neobsahuje graf @,, Zddnou kruznici na tiech vrcholech, a tedy
nemusime vydélovat dva ruzné piipady dle pouzité definice L(0, 1)-ohodnoceni.

3.2 L(1,1)-ohodnoceni grafu

Sledujme tivahu popsanou v ¢lanku [18] a zkoumejme horni odhad ¢isla A 1y(G). Defi-
nujme si funkci f(A,g) jako maximalni moznou hodnotu éisla A 1y pfes vSechny grafy
maximalniho stupné A a obvodu g. Zrejmé L(1, 1)-ohodnoceni je ekvivalentni pripustnému
obarveni grafu G? s tim, ze ohodnocen{ pouzivd hodnotu 0 a barven{ ne, tj. A11)(G) =
X(G?) — 1. Protoze maximaln{ stupen grafu G? je nejvyse A2, je f(A, g) < A? pro kazdé
g. Rovnost nastava napiiklad pro A = 2 a ¢ = 5 u kruznice na péti vrcholech C5, protoze
graf C? je izomorfn{ s grafem Kj. Dalsim pifkladem je pak na obrdzku 6 zachyceny Pe-
tersenuv graf (A = 3 a g = 5) ¢ Hoffmann-Singletonuv graf (A =7 a ¢ = 5). Hoffmann
Singletonuv graf je graf na 50 vrcholech, jeho znazornéni je mozné nalézt napiiklad na
anglické Wikipedii [53].

Obrazek 6: Petersenuv graf.
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7 Brooksovy véty 2.2 dale vyplyva, ze rovnost muze nastat pouze pro g < 5, a to pouze
tehdy pokud existuje A-reguldrni graf pruméru 2 na A%+ 1 vrcholech. Pokud takovy graf
existuje, je A € {2,3,7,57}. Piipady A = 2,A = 3, A = 7 jsme jiz predstavili. Graf
s A = 57 spliujici vyse uvedené podminky dosud nebyl nalezen, jeho existence zustava
neobjasnéna. Rovnéz plati, ze f(2,g) = 4 pro vSsechna g > 6.

Pro dolni odhad ¢isla Aq1,1y(G) vyuzijeme opét ohodnoceni hvézdy (kazdy jeji vrchol
musi byt ohodnocen riiznou hodnotou) a snadno zjistime, ze A1.1)(G) > A(G).

Zacneme opét se zakladnimi tiidami grafi — cestami a kruznicemi. O nich hovoii
nasledujici dveé véty.

Véta 3.18 [10].  Necht n € N a P, znaci cestu na n vrcholech. Potom

0, pokudn = 1;
A1) (Pn) = 1, pokudn = 2;
2, pokud n > 3.

Véta 3.19 [10].  Necht n € N,n > 3 a C,, znaci kruznici na n vrcholech. Potom

2, pokudn =0 (mod 3);
A (Cn) = { 3, jinak.

L(1,1)-ohodnoceni stromu 7" je zavislé na maximalnim stupni stromu 7.
Véta 3.20 [31].  Pro kaZdy strom T je \11)(T) = A(T).

Z piedchozi véty vyplyva [31], ze App) (1) = pA(T).

Ptresuneme se k L(1, 1)-ohodnoceni planarnich grafu. De facto prvnim, kdo se touto
problematikou zabyval, byl jiz v roce 1977 Wegner [118]. Zkoumal totiz odhady klikovosti
druhé mocniny planarnich grafi. Wegner predstavil nasledujici hypotézu:

Hypotéza 3.21 [118].  Necht G je plandrni graf s mazimdlnim stupném A. Pak

7, pokud A < 3;
x(G?) < ¢ A+5, pokud 4 < A <7,
[3A]+1,  pokud A > 8.

Vzhledem k tomu, ze x(G?) je to samé jako A; 1(G)+1, je jasny vztah mezi Wegnerovou
praci a nasim problémem. V prubéhu let (viz napfiklad prehled v ¢ldanku [18] nebo v By-
czekove predndskovém textu [17]) dochédzelo k fadé vylepseni téchto odhadu v zavislosti
na A. To piineslo i fadu ,bizarnich“ vysledku. Napiiklad Agnarsson a Halldérsson v [5]
predstavili vysledek A¢1,1)(G) < [2A(G)] + 1, pokud A(G) > 749. Molloy a Salavatipour
[96] dokazali nésledujici odhad.

Véta 3.22 [96]. Necht G je plandrni graf s mazimdlnim stupném A. Pak x(G?) <
[SAT 4 78.
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Déle pak odhad vylepsili (na (%A} + 25), a to za predpokladu A(G) > 241. Autoti
pak dale predstavili odhad éisla A, 4 v piipadé plandrniho grafu. O tom si ale povime
v piislugné sekci. Daleko se dostali Havet a spol. [47], kdyz ukézali, Ze x(G?) plandrnfho
grafu G s maximalnim stupném A je nejvyse %A(1+0(1)), ¢imz asymptoticky dali Wegne-
rovi za pravdu. Shao a Yeh [105] dokézali, ze A\(11)(G) < 5A(G), pokud je graf G plandrni.
Dochazime tedy k zavéru, ze tento vysledek je lepsi nez ten, ktery udava predchozi véta
3.22, a to za predpokladu A(G) < 24.

I zde se podivame na regularni miizky, konkrétné na tu trojihelnikovou a ¢tvercovou.

Véta 3.23 [67]. Necht Gy = T'g znaci trojihelnikovou mrizku a necht Gy = T'y znaci
ctvercovou mrizku. Pak A11)(G1) =6 a Aq,1)(G2) = 4.

Odhady na rozpéti A1) plandrnich grafi lze tvofit i z parametru g(G), tedy obvodu
grafu. Vysledky uvedeme v obecném L(p, ¢)-ohodnoceni. Zde jen predstavime Wangovu
a Lihovu hypotézu [115], ktera ikd, ze pro kazdé prirozené ¢islo g > 5 existuje pfirozené
¢islo M(g) takové, ze pokud graf G je plandrni s obvodem ¢ a s maximdlnim stupném
A > M(G), je A\1,1)(G) < A. Tato hypotéza se ukazala obecné nepravdiva pro obvody
g = 5,6, jinak ale byla potvrzena — viz [14] a [15].

Calamoneri a Petreschi [20] nalezli v linedrnim ¢ase pracujici algoritmus pro hledéni
optimélniho L(1, 1)-ohodnoceni vnéjskové rovinnych grafi maximélniho stupné A > 7
s nejvyse A + 1 pouzitymi hodnotami. Pozdéji Agnarsson a Halldérsson [6, 7] odvodili
optimélni horni mez rozpéti A\(;1) pro vnéjskové rovinné grafy s malym (A < 7) ma-
ximalnim stupném. Sjednocenim téchto poznatku ziskame tuto vétu.

Véta 3.24 [6, 7, 20]. Necht G je vnéjskove rovinnyg graf s mazimdlnim stupném A.
Pak

A+ 2, pokud A = 2;
A+1, pokud A = 3,4,5 nebo pokud A > 7;
A, pokud A = 6.

A, (G)

IA

Wan [112] nalezl algoritmus, jez pouziva 2M°82("*+U1 hodnot pro L(1,1)-ohodnocent
hyperkrychle. Tento odhad byl jesté vylepsen autory ¢lanku [24]: A1.1)(Q,) < 2Us2n+1,
Zaveéretna veta k L(1, 1)-ohodnoceni hyperkrychli patii Zhouovi a spol. [122].

Véta 3.25 [122].  Necht n a k jsou dvé prirozend c¢isla a necht Q,, znaci n-rozmérnou
hyperkrychli. Pak \11)(Qy) = n, jestlize n = 2F — 1.

Georges a spol. [35] predstavili rozpéti kartézského soucinu ¢ uplnych grafu na r vr-
cholech (zapisujeme K7).

Véta 3.26 [35].  Necht r je liché prvocislo a necht K (resp. KI*) znaci kartézsky

soucin r (resp. v+ 1) dplngch grafi na r vrcholech. Potom \11)(Kr) = Aa) (Kt =
r? —1.
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O L(1,1)-ohodnoceni K,-bezminornich grafu hovori Lih, Wang a Zhu [90].
Véta 3.27 [90].  Necht G je Ky-bezminorni graf s mazimdlnim stupném A. Pak

A+ 2, pokud A = 2, 3;
Aan (@) < { L%AJ, jinak.

Této horni hranice se d4 dosdhnout, jak ukazuji nasledujici priklady. Pro A = 2 je
onfm pifpadem kruznice Cj, pro niz je Aq1y(C5) = 4. Piipad A = 3 rozfesi graf G
sklddajici se ze t¥i (vnitiné disjunktnich) cest spojujicich vrcholy w a v, z nichz dveé
jsou délky 2 a zbyvajici tieti je délky 3. Tento graf G ma A1 1)(G) = 5. Pro maximalni
stupenin A = 2d > 4 se vyuzije graf G4 sestavajici se z d (vnitiné disjunktnich) cest
spojujici vrcholy u a v, d (vnitiné disjunktnich) cest spojujici vrcholy v a w a d (vnitiné
disjunktnich) cest spojujici vrcholy v a w; vSechny tyto cesty jsou délky 2 s vyjimkou
jedné cesty spojujici vrcholy u a v, jez je délky 1, a jedné cesty spojujici vrcholy u a w, jez
je rovnéz délky 1. Takovyto graf Gag ma A11)(G24) = 3d. A konecné pro A =2d+12>5
vyuzijeme graf Gogy1, coz je graf, jez vznikne z grafu Goy pridanim cesty délky 2 spojujici
vrcholy v a w. Zde pak A\(11)(G2441) = 3d + 1. Graf G z piipadu A = 3 a graf Gy pro
d =3 (tj. graf s A = 6) zndzornuje obrazek 7.

c
<
c

Obréazek 7: Vlevo graf G's A\1,1)(G) = 5 a vpravo graf G, kde d = 3, s A\(1,1)(G2q) = 3d.

3.3 L(2,1)-ohodnoceni grafu

Nyni se zaméfime na v praxi se nejvice objevujici L(2, 1)-ohodnoceni. Toto ohodnoceni

Polynomiélni vysledky L(2,1)-ohodnoceni jsou zndmy pro tiidy grafu jako jsou kak-
tusy nebo souvislé grafy obsahujici pravé jednu nebo pravé dvé kruznice [68].

Trivialné plati [43], ze A,1)(G) > A(G) + 1 (rovnost nastavad pro hvézdu Kia).
Rovnéz ale Griggs a Yeh [43] nalezli graf G s rozpétim A%(G) — A(G). Tento graf se
nazyva inciden¢ni graf projektivni roviny 7(n) a fadu n.

Griggs a Yeh [43] v puvodnim ¢lanku dokdzali nasledujici vétu.

Véta 3.28 [43].  Necht G je graf, jez obsahuge tri vrcholy mazimdlniho stupné A > 2,
z nichZ jeden je sousedni s obéma dalsimi. Pak A21)(G) > A(G) + 2.
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Déle sledujme zminény clanek Griggse a Yeha [43], v ném autori pfedstavili snad
nejznaméjsi hypotézu tykajici se L(2,1)-ohodnoceni grafu.

Hypotéza 3.29 [43]. Necht G je graf s mazimdlnim stupném A > 2. Potom plati
Ao (G) < A2

Poznamenejme, ze podminku A(G) > 2 nemuzeme ve vyse uvedené hypotéze vy-
nechat, protoze napiiklad A(FP,) = 1, ale A\21)(F2) = 2. Tato domnénka stéle nebyla
potvrzena ani vyvracena, byt k nékterym diléim dspéchtim béhem let doslo. Sami autoii
ji potvrdili pro A(G) = 2 a dokdzali, ze A\21)(G) < A*(G) + 2A(G). Tento horni odhad
dale vylepsili pro 3-souvislé grafy a grafy o pruméru 2.

Véta 3.30 [43].  Necht G je 3-souvisly graf. Potom \21)(G) < A*(G) + 2A(G) — 3.

Véta 3.31 [43].  Necht G je graf o priméru 2. Potom \21)(G) < A*(G).

Grafy s prumérem 2 jsou tak jednim z mnoha piikladu grafa, jez jsou v souladu
s hypotézou 3.29. Existuji grafy s maximalnim stupném A, primérem 2 a A? + 1 vrcholy
(konkrétné kruznice na péti vrcholech Cjy, Petersenuv graf — viz obrézek 6, Hoffman-
Singletonuv graf) takové, ze rozpéti A1) téchto grafu je pravé A?. Poslednim moznym
grafem je graf s A = 57, jehoz existence nebyla dosud prokazana. Protoze prumeér téchto
grafu je 2, véechny hodnoty pfifazené vrcholim museji byt odlisné. Z A21)(G) > n—1=
A? a véty 3.31 dostdvame pozadovanou rovnost. Griggsova a Yehova hypotéza 3.29 byla
Kangem [70] dokdzana pro 3-reguldrni Hamiltonovské grafy.

Problém s hornim odhadem rozpéti A2 1) byl pomérné intenzivné studovan, a tak doslo
k fadé vylepseni. Predstavme si nekteré takové odhady: vysledek A\ 1)(G) < A*(G) +
2A(G) — 4, pokud A(G) > 2, predstavil Jonas [68], Chang a Kuo [58] pak posunuli
hranici na A%(G) 4+ A(G). Dalsi posun nastal v roce 2003, kdy Kral a Skrekovski [85]
dokdzali, ze A\2,1)(G) < A*(G) 4+ A(G) — 1 pro libovolny graf G' s maximalnim stupném
A(G) > 2. Dalsi posun v roce 2011 predstavil Gongalves [38].

Véta 3.32 [38].  Necht je din graf G s mazimdlnim stupném A > 3. Pak A\21)(G) <
A+ A -2

Zminéna véta plati i pro A = 2 (viz komentai pod hypotézou 3.29), nicméné v tomto
zminéném c¢lanku [38] Gongalves dokazal obecnéjsi tvrzeni, a to konkrétné tvrzeni 3.110,
které nalezneme v sekci o L(p, ¢)-ohodnoceni a které hovoii o hornim odhadu rozpéti A, 1
grafu G maximalniho stupné A > 3.

Havet, Reed a Sereni [48] hypotézu 3.29 dokazali pro dostatecné velké hodnoty A (cca
A > 10%). Stejni autoii pak v ¢ldnku [49] hypotézu asymptoticky dokdzali az na konstantu
na pravé straneé.

Véta 3.33 [49].  Necht G je graf s mazimdlnim stupném A. Pak A21)(G) < A* + ¢
pro nejakou konstantu c.
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Zkoumejme odhady i s jinymi parametry. Jednoduchym pozorovanim [18] dostaneme
vztah mezi rozpétim A(21)(G) a klikovosti w(G), konkrétné A\21)(G) > 2(w(G)—1). Griggs
a Yeh [43] pak pfedstavili vztah mezi A(5,1)(G) a chromatickym cislem x(G).

Véta 3.34 [43].  Necht G je graf s chromatickym cislem x(G) a poctem vrcholi n. Pak
Aan(G) < 4 x(G) - 2.

Rovnost v pfedchozim vztahu nastava pro uplny k-partitni graf, tj. Ao 1)(G) = n+k—2.

Autoii v [36] zkoumali vztah mezi A\21)(G) a nejmensim poctem nedisjunktnich cest
potiebnych k pokryti vrcholu grafu G, tj. kazdy vrchol grafu G bude soucésti néjaké takové
cesty. Oznacime-li tento pocet ¢, pocet vrcholii grafu G jako n a znaci-li G¢ doplnék
grafu G, dostdvdme vztah \21)(G) = n + ¢(GY) — 2 prave tehdy, kdyz ¢(GY) > 2,
a A2,1)(G) < n—1 pravé tehdy, kdyz ¢(GY) = 1.

Balakrishnan a Deo [9] pak udavaji nasledujici horni a dolni odhady souctu a soucinu
rozpéti A(2,1) grafu G na n vrcholech a jeho doplitku.

Véta 3.35 [9].  Necht G je graf na n vrcholech a necht G znaéi doplnék grafu G. Pak
plati nasledujict dva vztahy:

2y/n—2< )\(2,1)(0) + >\(2,1)(GO) <3n—3
0 < A (G) A (GY) < (522

2

Nyni si pfedstavme piesné hodnoty A2 1) zdkladnich tiid grafu.

Véta 3.36 [43]. Necht n € N a P, znaci cestu na n vrcholech. Potom

0, pokudn = 1;
) 2, pokudn =2

Ay (Pa) = 3,  pokudn = 3,4;
4,  pokudn > 5.

Véta 3.37 [43]. Necht n € N,n > 3 a C, znaci kruznici na n vrcholech. Potom
A2,y (Cr) = 4.

Autofi v élanku [43] rovnéz nalézaji piislusné ohodnoceni kol, iplného grafu a iplného
k-partitniho grafu.

Véta 3.38 [43].  Necht n € N,n >3 a W, znaéi kolo na n+ 1 vrcholech. Potom

{6, pokud n = 3, 4;
Ay (Wa) = { n+1, pokud n > 5.

Véta 3.39 [43]. Necht n € Nyn > 3 a K,, znaci iplny graf na n vrcholech. Potom
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Protoze kazdy vrchol je sousedni s kazdym dalsim vrcholem, zavisi L(p, ¢)-ohodnoceni
pouze na parametru p. Vétu tak lze jednoduse zobecnit: A, ) (K,) = p(n —1) = pA(K,,).

v~ 7

Véta 3.40 [43].  Necht n,ny,...,n jsou prirozend ¢isla a necht G = K, . znac
Uplng k-partitni graf na n vrcholech (tj. n = ny +--- +ny). Potom A1y (G) =n+k — 2.

Nyni nas ¢ekd L(2, 1)-ohodnoceni stromu.

Véta 3.41 [43].  Necht T znaci (netrividlni) strom s mazimdlnim stupném A. Potom
Ao (T) je bud A+ 1, nebo A + 2.

Z predchozi véty jsme vytadili trividlni strom, a to proto, Ze trividlni strom 7" s jednim
vrcholem mé A(T) = 0 = A2,1)(T). Oba autofi [43] se rovnéz domnivali, Ze rozpoznani
téchto dvou tiid bude N P-tézky problém. Chang a Kuo [58] vSak tuto hypotézu vyvraceji
nalezenim polynomidlniho algoritmu. Tento algoritmus bézi v linearnim ¢ase, pokud A =
O(1). Nakonec Hasunama, Ishii, Ono a Uno [46] nalezli algoritmus, ktery hledd rozpéti
A2,1) stromu, pracujici v linedrnim case.

7, ptedchozi véty tedy vyplyva, ze stromy rozdélujeme do dvou kategorii, a to dle
pifsludné hodnoty A(21). Strom 7" je typu 1, ma-li A(21)(7") hodnotu A+1, a typu 2, ma-li
A2,1)(T") hodnotu A + 2. Wang [113] udava postacujici podminku, aby byl strom typu 1.

Véta 3.42 [113].  Necht T je strom s maximdlnim stupném A > 3, jez neobsahuje dva
vrcholy mazimdlniho stupné A we vzddlenosti 1,2 nebo 4. Pak A21)(T) = A+ 1.

Khan, Pal a Pal [75] se opét vénovali tiidé kaktusu. Dosli k tomuto zavéru.

Véta 3.43 [75]. Necht G je kaktus s mazimdinim stupném A(G) = A. Pak A+ 1 <
)\(2,1)(6') < A+3.

Horni odhad je skute¢nou hodnotou pro graf G, jez je tvoren kruznici libovolné délky,
jejiz kazdy vrchol je soucasti néjaké dalsi kruznice délky 3. Dolni odhad je pak skutec¢nou
hodnotou napiiklad pro hvézdu, rovnost A21)(G) = A(G) + 2 nastava napiiklad, pokud
G je kruznice.

Podobného tématu se drzeli i Vaidya a Bantva [111], kdyz o rok dfive nez Khan a spol.
urcili /\(2,1)(C’,(Lk)), kde grafem C% rozumime graf, ktery se skldda z k kruznic délky n, jez
vSechny maji jeden spolec¢ny vrchol.

Véta 3.44 [111].  Necht n > 3 a k > 2 jsou prirozend cisla. Pak )\(271)(07(1’“)) =2k+1.

( )Pi"edchozi vysledek je roven ¢islu A + 1, kde symbol A zna¢i maximélni stupen grafu
.

Postupnych vylepseni se dostdvalo odhadum pracujicich s planarnimi grafy. V této
oblasti se pracuje predevsim s dvéma parametry, a to maximalnim stupném grafu a ob-
vodem grafu. Shrnujici vysledky nabizi ¢lanek [44]. My si vysledky pro planarni grafy
predstavime az v ¢asti vénujici se obecnému L(p, g)-ohodnoceni. Na tomto misté si ale
predstavime rezultaty z podtiidy rovinnych grafti, podivame se totiz na rozpéti A ) re-
guldrnich miizek a vnéjskové rovinnych grafi. Calamoneri a Petreschi [20] nalezli rozpéti

Ai21)(Ta).
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Véta 3.45 [20].  Necht T'a znaci regquldrni mrizku s mazimdlnim stupném A. Pak
Ay (Ta)=A+2.

Vsimnéme si, ze napiiklad pro ¢tvercovou miizku (A = 4) dostavame A(p1)(I'a) = 6,
a vysledek tedy odpovida nize uvedené vété 3.48 tykajici se kartézského produktu dvou
cest, kde za m a n symbolicky dosadime nekonecno.

Jelikoz vnéjskoveé rovinné grafy jsou grafy stromové sitky 2, z vysledku v [13] snadno
nalezneme prvni horni odhad, totiz A\21)(G) < 2A(G) + 4, kde G je néjaky vnéjskove
rovinny graf. Stejni autofi ale prisli s lepsim odhadem.

Véta 3.46 [13].  Necht G je vnéjskové rovinng graf s mazimdlnim stupném A. Pak
Ay (G) < A+8.

Bodlaender a spol. [13] se nicméné domnivali, ze nejtésnéjsi horni hranice by mohla
byt A + 2. V [20] autofi tuto hypotézu potvrzuji pro kazdy vnéjskové rovinny graf s ma-
ximalnim stupném A > 8 a predpokladaji, ze tato hranice plati pro vSechny vnéjskoveé
rovinné grafy s A > 4. Wang a Luo [116] nalézaji odhady pro vnéjskové rovinné grafy
malého maximalniho stupné A: X2 1)(G) < A+4 (tuto hodnotu jesté o 1 snizili Li a Zhou
[89]) pro A = 3, Aay(G) < A+ 5 pro A = 4, a déle vyvraceji pfedchozi hypotézu na-
lezenim vnéjskové rovinného grafu maximalniho stupné 4, na jehoz ohodnoceni je tieba
pouzit 8 hodnot. Tento graf ohodnoceny hodnotami 0 + 7 je zachycen na obrazku 8.

Obrazek 8: Vnéjskove rovinny graf G s A(G) =4 a A\21)(G) = A(G) + 3.

Pokud je graf G triangulace (tj. kazda sténa je tvorena trojihelnikem) vnéjskové ro-
vinného grafu s maximélnim stupném A, lze horni odhad uvedeny ve vété 3.46 jesté
vylepsit. Bodlaender a spol. [13] pro tyto grafy G dokézali, ze A\21)(G) < A(G) + 6.
Tento odhad opét vylepsili Calamoneri a Petreschi [20].

Véta 3.47 [20].  Necht graf G je triangulace vnéjskové rovinného grafu s mazimdinim
stupném A. Potom

A+1, pokud A > 8;
Jinak.
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Nyni se podivame na kartézsky soucin dvou a vice grafu. Zacneme kartézskym produk-
tem (dvou) cest a dale se pres kartézsky soucin kruznice a cesty dostaneme ke kartézskému
produktu dvou kruznic.

Véta 3.48 [119].  Necht n,m > 2 jsou prirozend ¢isla a P,00P,, znaci kartézsky produkt
dvou cest P, a P,,. Potom

) 5, pokudn = 2,m > 4;
Ay (PabFm) = { 6, pokudn,m >4 nebo pokud n > 3,m > 5.

Whittlesey a kolektiv [119] ukdzali i nésledujici dvé véty pracujici s kartézskym pro-
duktem k cest.

Véta 3.49 [119].  Necht k > 2,m; > 3 pro vsechna i a m; > 4 pro alespon dvé
riznd i, kde i € [k]. Ddle necht P,,,0P,,,0---0OP,,, znaci kartézsky produkt k cest. Pak
A(g,l)(PmIDPm2D ---0P,,) =2k +2.

Véta 3.50 [119].  Necht k > 2,my, = 2,m; > 3 pro vSechna 1 < i < k—1, m; > 4
pro alespori dvé riznd i nebo m; > 5 pro aspon jedno i. Ddle necht P, OP,,,0---0OP,,
znaci kartézsky produkt k cest. Pak )\(271)<Pm1|:|Pm2|:| ---0P,,) =2k +1.

Griggs a Yeh [43] nalezli pfesné hodnoty rozpéti A1) hyperkrychle @, pro mald
n (konkrétné uréili, ze )\(271)(Q1> = 2,)\(2@)(@2) = 4, /\(2,1)(623) = 6, )\(271)(Q4> =7
a A21)(Qs5) = 8) a ukdzali odhad ¢isla Ap1) pro hyperkrychli @,, totiz, ze n + 3 <
A21)(@n) < 2n+ 1, kde n > 5. Navic pro n = 8 a n = 16 dolni odhad o 1 vylepsili.
Whittlesey a spol. [119] horni odhad jesté zmensili o 1.

Véta 3.51 [119].  Necht n € N a Q,, znact hyperkrychli. Pak n+3 < Xo1)(Q,) < 2n.

Whittlesey, Georges a Mauro [119] navic ukézali nésledujici limitni prechod.

Véta 3.52 [119].  Necht n € N a Q,, znaci hyperkrychli. Pak lim inf LQ") =1.

n—oo

Jha a kolektiv [66] studovali L(2, 1)-ohodnoceni kartézského produktu kruznice a cesty,
resp. dvou kruznic. Autofi dosli k tomuto zavéru:

Tvrzeni 3.53 [66]. Necht C,,0P,, kde m > 3, znaci kartézsky produkt kruZnice na
m vrcholech a cesty na n vrcholech. Pak

A1) (CrnOPy) =5, pokud m =0 (mod 3),

o Aoy (Cr0R,) <6, pokud m # 0 (mod 3),
o \o(C0P,) =6, pokud m =0 (mod 7) an > 3,
® \21)(CnOPR,) <7, pokud m,n > 3.
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Tvrzeni 3.54 [66]. Necht C,,00C,,, kde m,n > 3, znaci kartézsky produkt dvou kruznic
na m a n vrcholech. Pak

® \o1)(CrC7) =6 pro k,l € N,
o )\(2’1)(C4kDCn) <T7prokeNan >4,
° A(Q,l)(CBkDCGI) <7 pro k’,l € N.

Na Jha a spol. [66] pak navazali nezavisle na sobé Klavzar a Vesel [78] a Kuo a Yan
[86]. Ti predstavili tyto vysledky.

Véta 3.55 [78, 86]. Necht C,,(0P,, kde m > 3, je kartézsky produkt kruznice C,,
a cesty na dvou vrcholech. Pak

5, okudm =0 (mod 3);
A(271)(Cm|:|P2> = { 6 inak ( )

Véta 3.56 [78, 86]. Necht C,,(0Ps, kde m > 3, je kartézsky produkt kruznice C,,
a cesty na trech vrcholech. Pak

7, pokud m = 4, 5;

A (CrOP3) = { 6, pokud m = 3 mnebo pokud m > 6.

Véta 3.57 [86].  Necht C,,(0P,, kde m > 3, znaci kartézsky produkt kruznice a cesty
na ctyrech vrcholech. Pokud A1y(CrpOP,;) = 6, je m =0 (mod 7).

Obecné pak pro kartézsky produkt kruznice C,,, kde m > 3, a cesty P,, kde n > 4
dostavame nasledujici rozpéti.

Véta 3.58 [78, 86]. Necht C,,00P,, kde m > 3 an > 4, znaci kartézsky produkt
kruznice C,, a cesty P,. Pak

[ 6, pokudm =0 (mod 7);
A2y (CrOPR,) = { 7, pokudm #Z0 (mod 7).

Autoii [86] déle hledali rozpéti A1y u kartézského produktu dvou kruznic C,,00C,.
Konkrétné se zabyvali piipady, kdy m = 3 nebo m je nésobek ¢isla 4 ¢i 5.

Véta 3.59 [86]. Necht C300C,, kde n > 3, je kartézsky produkt dvou kruinic na 3
a n vrcholech. Pak

], pokudn =0 (mod 2) an # 4,10;
e (CsHCh) = { 8,  pokudn =1 (mod 2) nebon = 4.
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Véta 3.60 [86]. Necht C,,00C,, kde m,n > 3, znaci kartézsky produkt dvou kruznic
na m an vrcholech. Pak X\21)(Cr, Cy,) > 6 a rovnost nastdvd jen v pripadé, Ze m,n =0
(mod 7).

Jestlize jedna z kruznic md 4m vrcholi, nastdvaji tfi moznosti rozpéti A 1).

Véta 3.61 [86].  Necht Cy,,[0C,,, kde n > 3, je kartézsky produkt dvou kruznic na 4m
a n vrcholech. Pak

6, pokud m,n =0 (mod 7);
)\(2,1)(C4m|:|0n> — 8, pOkU,d m = ]_, n = 3’
7, Jinak.

Autofi v [86] dokazali i vétu pro kartézsky soucin dvou kruznic, z nichz jedna ma 5m
vrcholu.

Véta 3.62 [86].  Necht Cs,,0C,, znaci kartézsky soucin dvou kruinic na 5m a n vr-
cholech. Pak \2,1)(C5,0C,,) =7, jestlize n # 3,5,6,9,10,13,17 a m,n # 0 (mod 7).

Problém s L(2, 1)-ohodnocenim kartézského produktu dvou kruznic zakonc¢ime vétou
z ¢lanku [108], kterd jiz popisuje vSechny moznosti.

Véta 3.63 [108]. Necht C,,00C,, kde m,n > 3, znaci kartézsky soucin dvou kruznic
na m an vrcholech. Pak

6, pokud m,n =0 (mod 7);
Aen(CnOC,) = ¢ 8, pokud {m,n} € A;
7, Jinak,
kde A = {{3,i} : i > 3,i je liché nebo i = 4,10} U {{5,¢} : i = 5,6,9,10,13,17} U
{{6,7},{6,11},{7,9},{9,10}}.

Jha v ¢lanku [63] predstavil vysledek kartézského soucinu vicero kruznic.

Véta 3.64 [63].  Necht n je liché éislo vétsi nez 4 a necht k = “52. Ddle necht
CroUC,, 0+ -UC,,_, 2znaci kartézsky produkt k kruznic, kde m; > 3 pro vsechna 1.
Jestlize mg, ma, ..., my_1 jsou viechno ndsobky cislan, je X\21)(Cp,0C,,,0---0OC,, ) =
n—1.

Ghosh, Paul a Pal [37] pak zkoumali kartézsky souc¢in uplného bipartitntho grafu K, ,
a cesty Fj. Overili, Zze pro kazdy graf G = K, ,0LJF, plati Grigssova a Yehova hypotéza
3.29. Tj, 7e )\(2’1)(G) S A2(G)

Nyni se pres kartézsky produkt tplnych grafi dostaneme az k pojmu amalgamace.

Véta 3.65 [35].  Necht n,m > 2 jsou prirozend ¢isla a K,OK,, znaci kartézskyj produkt
dvou uplnych grafi K, a K,,. Potom

4, pokudn =m = 2;

Ao (KuK) = { nm—1,  jinak.

21



Georges, Mauro a Stein [35] predstavili obecnéjsi vétu (viz véta 3.137), kterou si
ukazeme v kapitole o L(p, g)-ohodnoceni. Nyni ale nasleduje véta o L(2,1)-ohodnoceni
kartézského produktu uplnych grafu.

Véta 3.66 [35]. Nechf d > 3 a n jsou dvé prirozend ¢&isla, k je prvocislo a K¢ =
K,OK,0---UK,, znaci kartézsky produkt d dplnych grafi na n vrcholech. Pak
a

o \o)(K4)=k"—1, pokudl >1 (I €N) ad <k,

o \ony(K{) =k*—1, pokud d < k.

I tato véta ma svoje zobecnéni — viz véta 3.138.

Nyn{ uz se seznamme s pojmem amalgamace [73]: Necht Gi,...,G,, kde r >
jsou po dvou disjunktni grafy, z nichz kazdy obsahuje pevny indukovany podgraf H;
G, izomorfni ke grafu Gy. Amalgamaci Gy,...,G, dle grafu Gy rozumime graf G
Amalg(Go; Gy, ..., G,) ziskany zidentifikovinim podgrafu H; ve vsech grafech G; (i =
1,...,7). Graf Gy nazyvame pétei a graf Gy se pro k = 1,...,r nazyva list k grafu G.
Tyto grafy jsou zkoumany napiiklad v ¢lancich [4] a [73].

Predstavme si nékteré dosazené vysledky z obou clanku.

Ihin e

Véta 3.67 [4]. Necht K = Amalg(Ko; K1, ..., K,), kde Ky je uplny graf na ng vr-
cholech a K; je uplny graf na ng + n; vrcholech, kde i =1,...,r, tak Zeny > n; > 1 pro
1=2,3,...,r. Oznacime-li k =ny +nqg +---+n,, je

) 2no+ k-1, pokud ny < g;
Ae(K) = { 2(ng+mny —1),  jinak.

7 ptedchozi véty vyplyva nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 3.68 [4]. Necht Gi,...,G,, kde r > 2, jsou grafy, z nichZ kazdy obsahuje
firovany indukovany podgraf izomorfni ke grafu Gy st vrcholy. Pokud graf Gy s m vrcholy
ma z grafu Gy, ..., G, nejvice vrcholi a pokud G = Amalg(Go; Gy, ..., G,) md n vrcholi,
je

n+t—1 pokud m < "+
< Y — 2
Aen(@) < { 2(m —1),  jinak.
Posledni piipad, ktery na tomto misté z ¢lanku [4] rozebereme, se bude tykat grafu

G = Amalg(Pg;PQDPnl,Pngm, .. .,PQDP,W).

Véta 3.69 [4]. Necht G = Amalg(Py; BOP,,, BOP,,,...,RBOP,.) je graf s r >
3,ng>2prok=1,...,r, kde P; je cesta na v vrcholech. Pak

6, pokud r = 3;
Aen(G) = { r+ 2, Jinak.
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Nyni se podivame jesté na nékteré véty z clanku [73], kde nds bude zajimat amalga-
mace kartézskych produktu uplnych grafu podél iplného grafu.

Véta 3.70 [73]. Necht K = Amalg(K,; K,0K,,, K,0K,,, ..., K,0K,,) sr listy, kde
n>3m=2ar=n—2nebon,m>3ar=n—1. Pak \21)(K) =nm — 1.

Véta 3.71 [73]. Nechtn > 3 a K = Amalg(K,,; K,0K,, K,0K>, ..., K,0K,) sn—1
listy. Pak A1) (K) = 2n.

Véta 3.72 [73]. Necht n > 3 a m > 4 jsou dvé prirozend ¢isla. Jestlize K =
Amalg(K,; K,0K,,, K,OK,,, ..., K,0K,,, K,OK,,_2) md n listi, z nichZ n — 1 je izo-
morfnich s K,OK,,, je A21)(K) =nm — 1.

Predstavme si zavéreénou vétu a jeji dusledek tykajici se amalgamace grafu.

Véta 3.73 [73]. Necht K = Amalg(Ky; KoOK,,, KoOK,,, ..., KoOK,,) s> 2 listy
asm > 2. Pak

Ao (K) = A(K) + 2, pokudm = 2,7 = 2,3 nebo pokud m = 3,r = 2;
@0 | AK)+1,  jinak.

Dusledek 3.74 [73]. Necht K = Amalg(Ky; KoUK, KoOK,,, ..., KoUK, kde
r>2any>n; >2proi=2,3,...,r. Pak

Non(K) < (ng — 1)r + 3, pokudny = 2,7 = 2,3 nebo pokud ny = 3,r = 2;
1) — | (m—1)r+2, jinak
Krétce se jesté zminime o tenzorovém soucinu, pripadné o tiplném soué¢inu grafu. V [64]
autori predkladaji nékolik tvrzeni tykajicich se tenzorového soucinu kruznic, resp. tenzo-
rového souc¢inu cesty a kruznice.

Véta 3.75 [64]. Necht r,s =0 (mod 7) jsou dvé prirozend ¢isla vétsi neZ 2 a necht

C, x Cs znaci tenzorovy soucin dvou kruznic na r a s vrcholech. Pak A2,1)(Cy x C5) = 6.

Véta 3.76 [64]. Necht r,s,t =0 (mod 11) jsou tF prirozend ¢éisla vétsi nez 2 a necht
C, x Cs x Cy znaci tenzorovy soucin t7i kruznic na r, s at vrcholech. Pak \21)(Cr x Cs X

Na zavér z tohoto ¢lanku [64] prestavime tii véty tykajici se tenzorového soucinu cesty
a kruznice.

Véta 3.77 [64]. Necht m > 3 a Py x C,, znaci tenzorovy soucin cesty na 4 vrcholech
a kruznice na m vrcholech. Pak \21)(Py x Cy,) = 6.
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Véta 3.78 [64]. Necht m >3 a Ps x C,,, znaci tenzorovy soucin cesty na 5 vrcholech
a kruznice na m vrcholech. Pak

7. pokudm —3,4,5.6,8,9.10,12,13, 17, 18,20, 24. 26, 34, 40
Ay (Fs X Cin) = { 6 ?inak.

Véta 3.79 [64]. Necht n > 6,m > 7 a P, x C,, znaci tenzorovy soucin cesty na n vr-
cholech a kruznice na m vrcholech. Pak )\(271)(]3” x Cp) = 6 pravé tehdy, kdyz m = Tk
(k e N).

Uplny soucin kruznic je zkouman napifklad v éléncich [81] a [76]. V ném autofi udévaji
piesné hodnoty rozpéti A9,y grafi Cs ® C,, a Cy @ C,, (n > 3).

Autori ¢ldnku [77] a [104] studuji L(2,1)-ohodnoceni kartézského, resp. tenzorového
a uplného sou¢inu netrividlnich graftu. A pro tento typ grafu potvrzuji Griggsovu a Yehovu
hypotézu, s vyjimkou specidlnich piipadi. Onou vyjimkou je napiiklad graf P, x Ps, ktery
nenf souvisly. (Alternativni) horni odhady rozpéti A1) pro grafy G x K5, kde symbolem
* rozumime jeden ze souc¢inu grafu, udava cldnek [62].

Véta 3.80 [62]. Necht G je graf s mazimdlnim stupném A > 0. Pak A\21)(G % K3) <
A2y (G).

Véta 3.81 [62]. Necht G je graf s mazimdlnim stupném A > 1. Pak \2,1)(GOK,) <
2)\(271) (G) + 1.

Véta 3.82 [62]. Necht G je graf s mazimdlnim stupném A > 0. Pak A\2,1)(G @ K») <
2)\(271) (G) + 2.

Jediny vysledek, ktery si predstavime u L(2,1)-ohodnoceni (a v koneé¢ném dusledku
i v obecném L(p, g)-ohodnoceni) kruhovych grafi, je nasledujici odhad.

Véta 3.83 [106].  Necht G je jednotkovy kruhovy graf s mazimdlnim stupném A.
Potom A\21)(G) < %AQ + 2A.

Vyse uvedena hranice neni ale ptilis tésna. Uvazujeme-li trojuhelnikovou mtizku Gy,
coz je graf jednotkového kruhu s maximalnim stupném 6, zjistime, ze rozpéti tohoto grafu
je 8, ale hodnota této horni hranice je 40. Vétsina vyzkumu v této oblasti se zabyvala
algoritmickymi problémy.

Sakai [101] byl prvni, kdo zkoumal L(2,1)-ohodnoceni chordalnich grafu, dokazal, ze
splnuji Griggsovu a Yehovu hypotézu 3.29. My vsak uvedeme jesté o 1 vylepSeny horni
odhad Lama a spol. [87].

Véta 3.84 [87].  Necht G je chorddini graf s mazimdlnim stupném A. Pak X\2,1)(G) <
T(A+3)2—1.
1
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Chang a Kuo [58] studovali horni odhady rozpéti A(,1)(G) specidlnich chordélnich
grafu.

Véta 3.85 [58]. Necht G je chorddlni graf mazimdlniho stupné A. Potom
o \o1)(G) < 2A, pokud graf G neobsahuje n-slunce (n > 3) jako indukovany podgraf,
e Mo (G) < A+2x(G) =2, pokud graf G je silné chorddlni.

Rozpéti A2y u silnych chordalnich grafu je zobecnénim jiz vyse uvedeného vysledku
Ay (T) < A(T)+2, kde T znaci netrividlni strom — viz véta 3.41. Pro silné chordalni grafy
G autoii dale vyslovili hypotézu, ze A21)(G) < A(G) 4 x(G). Cerioli a Posner [21] pro
chordalni bipartitn{ grafy G s maximalnim stupném A dokézali, ze A\21)(G) < A2 —A+2.
Vyrazné lepsi odhad pak predvedli Panda a Goel [97].

Véta 3.86 [97].  Necht G je chorddlni bipartitni graf s mazimdinim stupném A. Potom
)\(2’1)(G) <4A —1.

Tato véta ukazuje, ze Griggsova a Yehova hypotéza 3.29 je pravdivd pro chordalni
bipartitni grafy s A # 3. Tato hypotéza je pravdiva i pro slabé chordalni grafy G: autofi
[21] totiz dokazujf, ze A21)(G) < A*(G).

Nyni se podivame na L(2,1)-ohodnoceni (jednotkovych) intervalovych grafu. Tato
oblast neni piilis prozkoumana, a tak se spokojime jen pravé s timto ohodnocenim. Sakai
[101] odhad rozpéti A1) pro jednotkové intervalové grafy pomoci chromatického ¢isla x
prislusného grafu.

Véta 3.87 [101].  Necht G je jednotkovy intervalovyj graf s chromatickym éislem x(G).
Pak 2x(G) —2 < A\e1y(G) < 2x(G).

V ¢lanku [88] pak autori diskutuji postacujici a nutné podminky pro presné hodnoty
A2,1)(G) jednotkovych intervalovych grafi. V fec¢i maximélniho stupné muzeme predchozi
vétu prevést takto: protoze x(G) < A(G) + 1, je A2,1)(G) < 2(A(G) + 1). Tento odhad
je pomérné tésny, nebot v pifpadé iplného grafu (coz je piiklad intervalového grafu) je
A21)(Kn) = 2(n — 1) = 2A. Konecné ¢lanek [98] dava do souvislosti rozpéti A 1)(G)
s maximalnim stupném grafu G a klikovosti grafu G.

Véta 3.88 [98].  Necht G je graf s mazimdlnim stupném A(G) a klikovosti w(G).
Potom \2,1)(G) < A(G) + w(G).

Jiz byl zminén Petersenuv graf (viz obrazek 6). Tento graf je piikladem r-reguldrniho
grafu, konkrétné pro r = 3. Fiala a Kratochvil [30] ukézali, ze pro kazdé r > 3 je NP-
uplny problém rozhodnuti, zda r-regularni graf je mozné ohodnotit s rozsahem hodnot
0 =+ (r 4+ 2). Tento vysledek je nejlepsi mozny, protoze zadny r-reguldrni graf G s r > 2
neni mozné ohodnotit s rozpétim nejvyse r + 1.

Podivejme se na L(2,1)-ohodnoceni zobecnénych Petersenovych grafu. Samotny Pe-
tersenuv graf (viz obrazek 6) budeme znacit P, zobecnéné Petersenovy grafy pak budeme
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znacit GPG(N). To, ze L(2,1)-ohodnoceni zobecnénych Petersenovych grafi spliuje Gri-
ggsovu a Yehovu hypotézu 3.29, ukdzali Georges a Mauro [33], urcili totiz nasledujici
odhad.

Véta 3.89 [33]. Necht GPG = GPG(N) znaci (néjakyj) zobecnény Peterseniv graf
na 2N wvrcholech a P znact Petersenuv graf. Pak A1) (GPG) < 9. Navic A\21)(GPG) =9
pravé tehdy, kdyz graf GPG je izomorfni s grafem P.

Plati tedy, ze A(21)(GPG) < 8, a to s jedinou vyjimkou, kdyz G PG je Petersenuv graf.
Autofi déle ukazuji, ze pokud existuje néjaky zobecnény Petersenuv graf G = GPG(N)
s A2,1)(G) = 8, musi byt dostatecné velky.

Veéta 3.90 [33]. Necht GPG = GPG(N) znaci zobecnény Peterseniv graf na 2N
vrcholech. Pokud \21)(GPG) =8, je N > 7.

Jinymi slovy A1) (GPG) < 7 pro zobecnéné Petersenovy grafy fadu N < 6. Na zdver
¢lanku [33] autori predklddaji hypotézu, ze Petersenuv graf je jediny souvisly 3-reguldrni
graf s rozpétim 9 pii L(2,1)-ohodnoceni. Domnivaji se, ze neexistuje zadny zobecnény
Petersenuv graf GPG(N) s A2,1)(GPG) = 8, ale rovnéz ze neexistuje zadny 3-regularni
graf s takovymto rozpétim. Svoji hypotézu potvrzuji pro N =3 a N = 4.

Véta 3.91 [33]. Necht G; = GPG(3). Pak A\2,1)(G1) = 5 a graf Gi je izomorfni
s grafem Hy zachycenym na obrdzku 9 (vlevo). Ddle necht Gy = GPG(4). Pak M2,1)(G2) =
6, pokud je graf Gy izomorfni s grafem Hsy zachycenym na obrdzku 9 (uprostred), jinak
A21)(G2) =7, a graf Gy je izomorfni s grafem Hz zachycenym na obrdzku 9 (vpravo).

1 H2 H3

Obrazek 9: TFi zobecnéné Petersenovy grafy; zleva doprava: Hy = GPG(3), Hy a Hj.

Dalsiho zkoumani se chopili Adams a spol. [1],[2], [3]. Pfedstavme si jejich vysledky.
Pro tyto potfeby zde pfipomenme obrazek z ivodu této préce (viz obréazek 4).

Véta 3.92 [3]. Necht G = GPG(5). Pak M\21)(G) =9, jestlize G je izomorfni s Pe-
tersenovym grafem P (zachycenym na obrdzku 6), jinak \2,1)(G) = 6.

Véta 3.93 [2].  Necht G = GPG(6). Pak A\21)(G) = 5, jestlize G je izomorfni s grafem
H, (zachycengm na obrdzku 10 dplné vlevo) nebo grafem Hy (zachycenym na obrdzku 10
druhy zleva), jinak A\2.1y(G) = 6.
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Obrazek 10: Nékteré zobecnéné Petersenovy grafy pro hodnoty n=6 an = 7.

Podobnym zpusobem nalezli i rozpéti A1) u zobecnéného Petersenova grafu GPG(T7).

Véta 3.94 [3].  Necht G = GPG(7). Pak A\21)(G) = 5, jestlize G je izomorfni s grafem
Hy (zachycenym na obrdzku 10 druhy zprava) nebo grafem Hs (zachycenym na obrdzku
10 wpravo), jinak A\21)(G) = 6.

Podobné Adams a spol. [3] ukdzali, Ze A21)(G), kde G = GPG(8), je bud 6 nebo 7.
V clanku [1] pak Adams a kol. ukazali, Zze A21)(G) je 5 nebo 6, pokud G je zobecnény
Petersentiv graf GPG(N) fadu N = 9,10 nebo 12. Pokud N = 11, je Ap1)(G), kde
G = GPG(11), bud 6 nebo 7. Otdzkou zustava, zda existuje néjaky zobecnény Petersentiv
graf G = GPG(N) s N > 12 takovy, ze A21)(G) > 7. Celkovy pocet zobecnénych
Petersenovych grafu je uz i pti tak malém fadu N pomérné velky.

Ukazme si nékolik vysledku dosazenych pii L(2,1)-ohodnoceni Kneserovych grafu.

Véta 3.95 [71]. Necht k € N a G = K(2k+1, k) znaci Kneseruv graf. Pak A\2,1)(G) <
4k + 2.

Shao a spol. [103] ptisli s nasledujicim odhadem.

Véta 3.96 [103].  Necht k > 2 an jsou dvé prirozend cisla a necht G = K(n, k) znaci

Kneseriv graf. Pak \21)(G) < (n

k;) — 1. Rovnost nastdva pron > 3k — 1.

Zaveérecné slovo u Kneserovych grafu bude patiit Shaovi, Averbakhovi a Solis-Obovi
102].

Véta 3.97 [102].  Necht n a k jsou dvé prirozend ¢isla a necht G znaci Kneseriv graf
K(n,k) s mazimalnim stupném A > 2. Potom

.
:<Z)—1<A2—4,4A, pokudn >3k —1a k > 3;
:(Z)—1<A2—3,5A, pokudn >3k —1ak=2;

Aan(@) - 9= A2 pokudn =3k —1ak =2;
<A?— AL = (GE)"2) - 1)+ k < A% pokud2k +2 <n <3k —2
< A% -2, pokudn =2k +1ak > 3;

[ =2, pokud n = 2k.
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Stejni autofi pak uvaddejf i rozpéti A 1)(G) = x(G?) — 1 Kneserova grafu G = K(n, k).
Tento vysledek jiz zde uvadét nebudeme. Spokojime se tak se zjisténim, ze Kneserovy
grafy spliuji Griggsovu a Yehovu hypotézu 3.29. Tu spliuji i totalni grafy.

Véta 3.98 [107]. Necht TG = T(G) s mazimdlnim stupném A znaéi totdini graf grafu
G. Pak M\21)(TG) < max{3A% + 1A, 1A? + 2A}.

Horn{ hranice byla v ¢lanku [25] jesté vylepSena, a to na 1A% + A. Dalsf vétu této
podkapitoly vénujme L(2, 1)-ohodnoceni Sierpiriského grafu.

Véta 3.99 [40]. Necht n > 2 a k > 3 jsou dvé prirozend ¢isla a necht G = S(n, k)
znaci Sierpiriského graf. Pak N\21)(G) = 2k.

L(2,1)-ohodnoceni distan¢nich grafu se vénovali predevsim Fangyun, Guohua a Kexi-
ang [110]. Nejprve si ale predstavime vétu jejich kolegu Taa a Gua [110]. Prislusné rozpéti
A(2,1) distancniho grafu G(Z, D) = G(D) budeme znacit A1) (D).

Véta 3.100 [110].  Necht D je konecnd distanéni mnozina. Pak 2|D[+2 < Az1)(D) <
|D?| + 3| D].

Pokud |D| = 1, skldda se distanéni graf G(D) z |D| komponent, z nichz kazda tvoii
cestu na nekonectné mnoho vrcholech. Pro |D| = 1 je tedy véta ekvivalentni poznatku
Griggse a Yeha, totiz Ze A(2,1)(FP,) = 4 pro n > 5 (viz véta 3.36). Protoze distancni graf
G(D) s maximalnim stupném A = 2|D| > 2 je 2|D|-reguldrni, snadno z pfedchozi véty
zjistime [28], ze A\(21)(D) < AT + 2A. 7 toho tedy vyplyvé, ze distancni grafy spliujf
Griggsovu a Yehovu hypotézu 3.29. Nyni se zaméime na konkrétni mnoziny D.

Véta 3.101 [28]. Necht D = {1,2,3,...,k} nebo D = {1,3,5,...,2k — 1}, kde k je
prirozené cislo. Pak A1y (D) = 2k + 2.

Véta 3.102 [28]. Necht D = {a,a+ 1,a+2,...,a+k — 1}, kde a,k > 2 jsou dvé
prirozend c¢isla. Pak A1y(D) < min{2(a + k — 1), 6k — 2}.

Pokud v piedchozi vété plati & > a > 2, je Ap1)(D) = 2(a + k — 1) — viz [28]. Nyni
vylepsime odhady pro |D| = 2.

Véta 3.103 [28]. Necht D = {a,b}, kde 1 # a < b jsou dvé prirozend cisla. Pak
6 < Aen(D) <8.
Véta 3.104 [28].  Necht D = {1,b}, kde b > 1 je prirozené ¢islo. Pak
den(0) < { 3 Tod?=0 (ed D)
A konecné nynf vylepsime odhad pro D = {k, k + 1}.

Véta 3.105 [28].  Necht D = {k,k + 1}, kde k je prirozené éislo. Pak Ap1)(D) < 7.
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Jesté nez se dostaneme k obecnému L(p, ¢)-ohodnoceni, predstavime si vysledky, jez
ziskali Mitra a Bhoumik [95], kteii se v ¢ldnku [95] zabyvali L(2,1)-ohodnocenim cirku-
lantu G = G(Z,, S). Tento ¢lanek byl jednou motivaci k této praci.

Pro |S| = n — 1 dostavame tplny graf, a tedy dle véty 3.39 je A\2,1)(K,) = 2n — 2.
Ve zminéném ¢lanku autofi pracuji s mnozinou S, pro niz |S| =n — 2,n — 3 nebo n — 4.
V prvnim a tfetim ptipadé musi byt n sudé.

Véta 3.106 [95]. Necht G = G(Z,,S) je cirkulant na n vrcholech a |S| =n — 2, (4.
2¢S), kden >4 je sudé cislo. Pak A\2,1)(G) < 3n — 2.

Moznost |S| = n — 3 nastavd, pokud {0,a,n — a} ¢ S. Z davodu symetrie déle
piedpokladejme, ze a € {1,2,...,[5 — 1]}.

Véta 3.107 [95]. Necht G = G(Z,,S) je cirkulant na n vrcholech, |S| = n — 3 (.
{0,a,n —a} & S, a € {1,2,...,[% —1]}), kde n > 4. Ddle necht d = gcd(n,a). Pak

Predstavime si i vétu pro cirkulanty s |S| =n — 4.

Véta 3.108 [95]. Necht G = G(Z,,S) je cirkulant na n vrcholech, |S| = n — 4 (1.
{0,a,2,n—a} ¢S, aec{1,2,...,2 —1}), kde n > 4 je sudé. Ddle necht d = ged(n,a).

Pak A1) (G) <n+ 4 —2.
Posledni véta této podkapitoly pak bude pattit urc¢itému zobecnéni.

Véta 3.109 [95].  Necht G je cirkulant. Necht d = min{gcd(n,a}, S¢ = Z,\ S. Pokud
pro viechna a € S¢ eristuji sy a so € S takovd, Ze a = 51 — s, (mod n), je

oy (G) = n+d—2,  pokud|S®| je liché,
CEI T AU n+4—2,  pokud |S€)| je sudé.

3.4 L(p,q)-ohodnoceni graftu

V tuto chvili nastavé cas vénovat se obecnému L(p, ¢)-ohodnoceni. Jak jiz bylo feceno,
nejcastéji se pracuje s parametry p > ¢. Daji se ale objevit i ¢lanky pracujici s p = ¢, ba
dokonce s p < ¢. Piikladem mohou byt tvodni dvé podkapitoly této sekce, ale i ¢lanek
[67], ktery se zabyva L(1,2)-ohodnocenim grafu.

Pro kazdéa dvé pfirozena cisla p, ¢ takovd, ze p > ¢, je Ao (G) > p+ (A(G) — 1)q, jak
ukéazali autori ¢lanku [59]. Rovnost nastdva u hvézdy. Rovnéz muzeme zobecnit i nékteré
vysledky s ¢ = 1. Napifklad lze ovérit, ze pro p > 2 je A 1)(G) < A%(G) + (p — 1)A(G)
— viz [57]. Tato hranice byla vylepsena pro grafy s maximdlnim stupném A > 3, jez je
zobecnénim véty 3.32.

Véta 3.110 [38]. Necht G je graf s mazimdlnim stupném A > 3 a prirozené &islo
p > 2. Pak )\(p71)(G) < A%+ (p—1)A—2.
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Rozsahlejsi ¢lanek Gongalvese pak vysel i v Discrete Mathematics [39]. Navic, jak
ukdzali autofi v ¢lanku [57], plati i nédsledujici limitni vztah.

Véta 3.111 [57].  Necht G je graf s alespon jednou hranou. Potom lim M = 1.
p—00 1) (G)

Podminka na existenci alespon jedné hrany zajistuje ve jmenovateli nenulové (kladné)
¢islo. Jak jsme jiz poznamenali pred vétou 3.33, platnost Griggsovy a Yehovy hypotézy
3.29 prokazali pro dostatecné velké A(G) Havet, Reed a Sereni [48]. Autofi dokonce
ukdzali, ze A\, 1)(G) < A? pro kazdy graf G' s maximalnim stupném A > 109, a X, 1)(G) <
A? + ¢(p) pro kazdé prirozené A a pro vhodnou konstantu c(p) zdvislou na parametru p
— to je zobecnéni véty 3.33.

Zakladni vysledek uvadi, ze pro vSechny grafy G existuje optimalni L(p, g)-ohodnoceni
grafu G takové, ze kazdy vrchol je ohodnocen hodnotou ve tvaru ap + Bq, kde «a, 8 jsou
nezaporna celd ¢isla. Z toho pozorovani tedy vyplyva nasledujici véta.

Véta 3.112 [31].  Necht p > q jsou dvé prirozend ¢isla a G je graf. Pak Ao (G) =
ap + Bq pro néjakd nezdpornd celd cisla o, [3.

Podivejme se jesté na jeden zékladni vysledek z [31].

Véta 3.113 [31].  Uvazugme graf G s mazimdlnim stupném A. Necht p > Aq a necht
existuje vrchol v s A sousedy, z nichZ kazdy je stupné A. Pak A\ (G) > p+ (2A — 2)q,
pokud p > Aq, a Apg)(G) > 2p+ (A —2)g, pokud p < Aqg.

Predstavme si nasledujici dolni odhad ¢isla A, ) (G).

Tvrzeni 3.114 [59].  Necht je ddn graf G s mazimdlnim stupnéem A > 1 a prirozend
c¢isla p,q takovd, Ze p > q. Pak Apqg(G) > p+ (A — 1)q. A navic, pokud p > ¢
a v predchozim vztahu nastdvd rovnost, v kazZdém L(p,q)-ohodnoceni grafu G musi bijt
kazdy vrchol stupné A ohodnocen hodnotou 0 (resp. hodnotou p+ (A —1)q) a jeho sousedi
must bijt ohodnoceny hodnotami p+iq (resp. hodnotami iq) pro vsechnai =0,1,... A—1.

Grafy s Ap,q) = p + (A(G) — 1)q jsou studovany v [59] a nazyvaji se \(,q)-minimalni
grafy. To, zda je dany graf A(, ,)-minimalni, je ddno pravé hodnotami p, ¢, coz si ukazeme
na nasledujicim prikladu.

Piiklad 3.115 [59]. Pfedstavme si jako graf G dvojhvézdu Da, kterd vznikne ze dvou
hvézd K a zidentifikovanim listu jedné hvézdy s listem druhé hvézdy. Z predchoziho tvr-
zeni vyplyva, zZe jeden z vrcholt s maximélnim stupném A musi byt ohodnocen hodnotou
0 (a jeho sousedi pak hodnotami p,p+¢q,...,p+ (A —1)q) a druhy vrchol s maximalnim
stupném A musi byt ohodnocen hodnotou p + (A — 1)g (a jeho sousedi pak hodnotami
0,q,...,(A—=1)q). Tzn., ze jediny soused obou dvou vrcholi maximélniho stupné A musi
byt ohodnocen hodnotou p + i'q = i”’¢q pro néjakd i/ > 0 a i” < A — 1. To je ale mozné
jen tehdy, pokud p = iq pro néjaké 1 < i < A — 1. To tedy znamend, ze graf Dx je
A(p,g-minimélni prave tehdy, kdyz p = ig pro néjaké 1 <7 < A — 1.

30



Nésledujici vétu lze dokézat pomoci tvrzeni 3.4 uvedeného v ivodu kapitoly 3.

Véta 3.116 [59].  Necht G je graf s mazimdlnim stupnem A > 1 ap > q, j > k
jsou prirozend cisla takovd, Ze j = L%J. Je-li graf G A q-minimding, je graf G i (-
minimalni.
Véta 3.117 hovoif o tom, kdy graf G je A(, ¢-minimalni.
Véta 3.117 [59].  Necht G je graf s mazimdlnim stupném A > 1 a p > q jsou prirozend
éisla splnugici p > Aq. Pak ndsledujici tvrzent jsou ekvivalentni.
o Graf G je A q)-minimdlni.
o Lrmistuje \pq)-ohodnoceni g grafu G takové, Ze kazdy vrchol v v grafu G ma g(v)
ve tvaru a,p + byq, kde a, € {0,1} a b, € {0,1,..., A —1}. A navic:
1) Pokud distg(u,v) =1, je a, # a,. A pokud a, =0 a a, =1, je b, < b,.
2) Pokud distg(u,v) = 2, je a, = a, a b, # b,.

o Graf G je A -minimdlni pro vsechna pfirozend cisla j > k.

Disledkem této veéty je tvrzeni, které iikd, Ze pokud graf G je A(,q)-minimdlni s ma-
ximalnim stupném A > 1 a prirozenymi cisly p > Ag, je graf G bipartitni. Divodem je,
ze dle predchozi véty je kazdy vrchol ohodnocen hodnotou ve tvaru a,p + b,q a a, # a,,
kdykoliv uv je hrana. A tedy V(G) = AUB, kde A={v:a,=0}a B={v:a,=1}.

Georges a Mauro [31] nalezli ohodnocovaci ¢islo A, 4) pro kruznice a cesty pro kazdé
p=q

Veéta 3.118 [31].  Necht p > q jsou dvé prirozend ¢isla, n € N a P, znaci cestu
na n vrcholech. Potom

0, pokudn = 1;
D, pokudn = 2;

Ap,g)(Pn) = 8 P+q, pokudn =3 nebo n = 4;
P+ 2q, pokudn > 5 a p > 2q;
2p, pokudn > 5 ap < 2q.

Véta 3.119 [31].  Necht p > q jsou dvé prFirozend ¢isla, n € Nyn > 3 a C,, znaci
kruznici na n vrcholech. Potom

;

2p, pokudn > 3 je liché a p > 2q,
nebon =0 (mod 3) ap < 2gq,
nebon =2 (mod 4) ap < 3q,
nebon > 5 ap < 2gq;

p+2k, pokudn=0 (mod4) ap>2q,
nebon #0 (mod 3),n#5 ap < 2g;

p+3q, pokudn=2 (mod4) ap > 3q;

4q, pokud n = 5.

>‘(p7q)(cn) = 9
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Griggs a Jin [41] pak nalezli ohodnocovaci ¢islo A, q) pro cesty, kruznice a kola pro
kazdé p < q. Protoze vztah pro kola je pomérné komplikovany, nebudeme jej zde uvadeét.
Pro prvni dva typy grafu predstavime jednotlivé vysledky.

Véta 3.120 [41]. Necht n € N,p < q a P, znaci cestu na n vrcholech. Potom

(0, pokudn = 1;
D, pokud n = 2;
q, pokudn—3a0<§§%;
)‘(p#J)(Pn) = 2p, pokudn = 3 a3 gg 1;
P+q, pokudn—456nebop0kudn>7a0§§§%;
3p, pokudn>7al <2<
\2(1, pOkuan?aggggl

U kruznice délky n > 3 nastava relativné hodné piipadi, a proto vysledky rozdélime
do dvou vét v zavislosti na n.

Véta 3.121 [41]. Necht n € N,3 <n <5,p < q a C, znaci kruznici na n vrcholech.

Potom )

2p, pokudn::),;
p+q, pokudn:z}aoggéé;
/\(p,Q)<Cn) = 3p, pokudn =4 a % < I_; <1
2q, pokudn:5a0§§§%;
\427, pOkudn:5a%§§§1

Véta 3.122 [41]. Necht n € Nyn > 6,p < q a C,, znaci kruznici na n vrcholech.
Potom

( 2¢, pokudn #0 (mod 4) a 0 < § < %,
nebon =0 (mod 3) a % < E<1

M) (Crn) = ¢ 3p pokudn =0 (mod4) a3 < E< 2
nebon #0 (mod 3) a 2 < E<1y

| pta pokudn =0 (mod4) a 0_§§%.

V ¢lanku [41] autori pracuji s L(ki, kg)-ohodnocenim, jez je prevedeno na L(k,1)-
ohodnoceni, kde k£ = ’Z—; je realné kladné ¢islo. VSechny piedchozi tfi vysledky byly
transformovany do L(p, ¢)-ohodnoceni s p < ¢, kde p, ¢ jsou jiz tradi¢né ptirozena cisla
(do tivahy pfichdzi i moznost p = 0).

O tplnych grafech jiz byla tec, viz zobecnéni véty 3.39, prejdeme tak rovnou na tplné
bipartitni grafy. Zacneme rozpétim A, 1) u bipartitnich grafi. Nésledujici vétu dokazal
Griggs a Jin v ¢lanku [42]. V tomto ¢lanku presli autofi od prirozenych ¢éisel k éislum
realnym.
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Véta 3.123 [42].  Necht p > 0 je rediné cislo a necht G = (V1(G)UVa(G), E(Q)), kde
[V(G1)| = nq a |V(G2)| = ng, pricemz ny > na, je bipartitni graf. Potom

max{n; —1,ny — 1+ p}, pokud 0 <p<;
Ap)G) = (2ny — 1)p + max{n; —ny — 1+ p, 0}, pokud % <p<I;
p+ny+ng — 2, pokud p > 1.

Kompletnim bipartitnim grafem je rovnéz hvézda Kj a.

Véta 3.124 [19].  Necht p, q jsou prirozend ¢isla a G = K a je hvézda s maximdlnim
stupném A. Pak

(A —1)g, pokud p <1
ApyG) = ¢ (A—=2)g+2p, pokud % <p<gq;
(A —=1)g+p, pokud p > q.

Oba tyto vysledky jsou v korespondenci, jak ukazuje dosazeni ny = A;ny =1aq=1.
Ted nds bude zajimat L(p, q¢)-ohodnoceni stromt.

Véta 3.125 [57].  Necht p € N a necht T znaci strom s mazimdlnim stupném A. Pak
A+p—-1< )\(p’l)(T) < min{A + 2p — 2,2A + p — 2}.

Dodejme, ze obé krajni hodnoty jsou dosazitelné: A, 1)(G) = A(G) +p — 1 v piipadé
hvézdy a horni odhad nastane v pripadé stromu s 12 listy, v némz kazdy vrchol kromé
listi mé stupen 4 — viz ¢lanek [57].

Na tomto misté vzpomenme Changuv a Kuouv algoritmus, o némz jsme se zminili
v predchozi podkapitole 3.3 za vétou 3.41. Zobecnéni tohoto ptipadu je snadné pro ¢ = 1,
dlouhou dobu vsak nebylo zndmo, jak je to s pifpadem, kdy ¢ > 1. Odpovéd na tuto
otazku dali az Fiala, Golovach a Kratochvil [29], ktef{ ukézali, ze pro pfirozena cisla
p > q je problém L(p, q)-ohodnoceni stromu fesitelny v polynomidlnim ¢ase pouze tehdy,
pokud ¢ déli p, jinak je N P-uplny.

Georges a Mauro [31] dokazali nasledujici vétu.

Véta 3.126 [31].  Necht T je strom s vrcholem v mazimdiniho stupné A, ddle necht
vsichni sousedi vrcholu v magi rovné? stupeni A a necht p > q jsou dvé prirozend c¢isla.
Pak )\(p,q) (T) =p+ (QA - 2)(].

V [31] lze rovnéz nalézt tento vztah pro hvézdu: A, q)(K1,a) = p+(A—1)q. V piipade,
ze 2 > A, tento vztah pro hvézdu a predchozi véta nam udava spodni a horni hranici
cisla Ag 4
A(p,g) nekonecnych stromu, predstavime si jednu vétu.

) stromll s maximalnim stupném A. Autofi [32] déle v zdvislosti na 2 hledaji

Véta 3.127 [32].  Necht Ty, je nekonecényj strom s maximdlnim stupném A > 2. Ddle
necht p > q jsou dvé prirozend &isla a a = ng. Potom

o pokud a > A, je Apg)(Tss) =0+ (2A = 2)q a
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o pokud a=A—1, je Apo(T) = 2p + (A = 2)q.

Georges a Mauro [32] se zabyvaji i piipadem, kdy a < A — 2. Tento piipad je ale

VVVVVV

Pelce a Petreschi [19], ktefi se zabyvali L(p, ¢)-ohodnocenim stromu s p < q.

Véta 3.128 [19].  Necht T je strom s maximdlnim stupném A > 2 a p,q jsou dvé
prirozend cisla. Pak

o pokud p < 3, je Apg)(T) = p+ (A = 1)g,
o pokud 1 <p < f‘_lq, je Ap)(T) = (2A =1)p a

o pokud 5559 < p < q, je Apg(T) = Ag.

Chang a Lu [59] pro kazdé prirozené A zavadéji A-sekvenci (bg, by, . .., by,) celych cisel
splinujici: by = 0,0 < b; < A — 1 pro vSechna i, b; > b;_1 a b; > b1 pro vsechna
lichd i a b; # b;1o pro vSechna i a definuji Ta jako nekoneény (tj. s nekoneénym poc¢tem
vrcholu) strom (s vyjimkou, ze T} je K3), jehoz mnozina vrcholu obsahuje vSechny A-
sekvence a vrchol (bg, by, ..., b,,) je sousedni s dalsim vrcholem (co, ..., ¢,) pravé tehdy,
kdyz |m —n| =1ab; = ¢; pro 0 < i < min{m,n}. Konetné dostdvdme nasledujici vétu.

Veéta 3.129 [59].  Necht T je strom s mazimdlnim stupném A > 1 a necht p > q
Jsou prirozend ¢isla spliugi p > Aq. Pak strom T je A, q)-minimdlni prave tehdy, kdyz je
strom T podgrafem stromu Th.

Chang a spol. [57] ddvaji horni odhad ¢isla A, 1) pro t-stromy, kdyz dokazuji, ze pro
graf G maximaélniho stupné A je A, )(G) < (2p — 1+ A —t)t.

V minulé podkapitole jsme vynechali vysledky tykajici se ohodnoceni planarnich grafi,
a to proto, ze veskeré vysledky ponechame v obecném tvaru. Pro planarni grafy lze
trividlné nalézt [18] dolni odhad rozpéti \(,q) piislusného planarniho grafu, a to Apq) >
A(G)gq+p—q. Otevienym problémem ale zustavaji piipady, pro néz je dolni mez skuteénou
presnou hodnotou.

Heuvel a McGuinnes [52] ukdzali, ze pro vSechna pfirozend ¢isla p > ¢ a planarni graf
G s maximalnim stupném A je A, (G) < (4 — 2)A + 10p + 38q — 23. Tento odhad byl
ndsledné vylepsen Molloyem a Salavatipourem [96], kteif ¢islo A, q)(G) planarniho grafu
G shora odhadli nasledovneé.

Véta 3.130 [96].  Necht p a q jsou prirozend ¢isla a necht G je plandrni graf s ma-
zimdlnim stupném A. Pak \pq)(G) < q(%A] + 18p + T7q — 18.

V piipadé p = 2 a ¢ = 1 z Heuvelova a McGuinnesova vztahu [52] vyplyvé, Ze pro
plandrni grafy s maximdlnim stupném A > 7 je Griggsova a Yehova hypotéza 3.29 (tj., ze
A2,1)(G) < A?) splnéna. Bella a spol. [11] pak uréili horni odhady éisla A(2,1y pro plandrni
grafy G maximalniho stupné A = 4,5, 6.

16 v pripadé, Ze A(G) = 4, A21)(G) < 25 v pripadé, Ze A(G) = 5 a Aoy (G) < 32
v pripade, Ze A(G) = 6.

Véta 3.131 [11].  Necht G je plandrni graf s mazimdlnim stupném A. Pak A\21)(G) <
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Vsechny tyto pripady tedy opét splnuji Griggsovu a Yehovu hypotézu 3.29. Problém
L(p, q)-ohodnoceni plandrnich grafi byl rovnéz studovén v zavislosti na obvodu ¢(G).
Prikladem je véta z ¢lanku [115].

Véta 3.132 [115].  Necht p, q jsou libovolnd dvé prirozend ¢isla a necht G je plandrni
graf s mazimdlnim stupneém A a obvodem g. Potom plati:

o pokud g > 7, je AN(p, ¢)(G) < (2¢ — 1)A +4dp +4q — 4;
e pokud g > 6, je \(p,¢)(G) < (2¢ — 1)A +6p + 129 - 9;

o pokud g > 5, je A(p,q)(G) < (2¢ — 1)A + 6p + 24q — 15.

Protoze A +8 < A2 pro A >4, A+15< A2pro A >5a A+21 <A? pro A > 6,
je Griggsova a Yehova hypotéza 3.29 pro planarni grafy splnéna pro g > 7 a A > 4 nebo
pro g =6 a A > 5neboprog=>5aA >6 - viz [18]. Vyse uvedené odhady lze déle
vylepSovat pro vétsi a vétsi hodnoty A.

Clének [114] se zabyvé L(p, q)-ohodnocenim planarnich grafil, jez neobsahuji zadné
kruznice délky 4.

Véta 3.133 [114].  Necht p a q jsou dvé prirozend ¢isla a necht G je plandrni graf
s mazimdlnim stupném A neobsahujici kruznici délky 4. Pak A (G) < min{(8¢ —4)A +
8p—6qg—1,(2¢ — 1)A + 10p + 84q — 47} pro kazdé p,q > 1.

Pro nase dva konkrétni piipady tedy dostavame: A 1)(G) < min{4A + 9, A + 57}
a Aq,n(G) < min{4A + 1,A 4 47}. Z toho vyplyva, ze Griggsova a Yehova hypotéza
3.29 je splnéna pro planarni grafy neobsahujici kruznice délky 4 za predpokladu, ze A
takovéhoto grafu je aspon 9. Pro stejny typ grafu je splnéna i Wegnerova hypotéza 3.21
tykajici se A(1,1), a to za pfedpokladu, ze A > 96.

Jednim z méla ¢ldanku zabyvajicim se obecnym L(p, ¢)-ohodnocenim vnéjskové ro-
vinnych grafu je ¢lanek [120].

Véta 3.134 [120].  Necht p > q jsou dvé prirozend ¢isla a necht graf G je vnéjskové
rovinng graf s mazimdlnim stupném A. Pak A, (G) < (2 — 1)A+2(2p — 1).

Dosadime-li do predchoziho vztahu za p ¢isla 2 nebo 1 a za ¢ ¢islo 1, nedostaneme tak
dobré odhady jako pii studiu téchto konkrétnich pripadu v pfedchozich podkapitolach. Je
tedy otézkou, jak je hranice (2g — 1)A + 2(2p — 1) skuteéné vzdélend od presné hodnoty.

O L(p, 1)-ohodnoceni r-té mocniny cesty na n vrcholech hovoii véta dokdzand autory
¢lanku [57].

Véta 3.135 [57].  Necht r > 2 a P! znaci r-tou mocninu cesty na n vrcholech. Pak
A1) (Pr) = min{n — 1,2r}. Jestlize p > 2, je

(n - 1)]9, pokudn < r+1;
A (Pr)=q mp+1, pokudr +2 <n <2 +2;
p+ 2, pokud n > 2r + 3.
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Zhou [121] pfedstavil pomérné komplikovany vztah pro horni hranici rozpéti A, 4)(@r)-

Véta 3.136 [121].  Necht p > q an jsou tri prirozend ¢isla. Ddle necht s = 1+ |logy n |,
t = min{2° —n — 1,5} a Q, znaci n-dimenziondlni hyperkrychli. Pak Ay g (Qn) < 2° -
max{q, (g—l} + 2$_t : mln{p - q, ng} —Pp.

Pokud je v pfredchézejici vété 2g > p, je Ap,g(@Qn) < 2°¢ +2°7"(p — q) — p, z Cehoz
dostavame, ze A\(2,1)(Qn) < 2°42°7" — 2.

V piedchozi kapitole jsme slibili obecny vztah A, ,) pro kartézsky produkt dplnych
grafu. O tom hovoii tyto dvé véty.

Véta 3.137 [35].  Necht p > q a2 < n < m jsou ¢tyri prirozend ¢isla a K,OK,, znaci
kartézsky produkt dvou tuplngch grafu na n a m vrcholech. Pak

® Apg)(KnOKy) = (m—1)p+ (n —1)q, pokud £ > n,

® \po (KLOKy,) = (mn —1)q, pokud § <n.

Véta 3.138 [35]. Necht p > q an > 2 jsou tri prirozend ¢isla a K? = K,0K,, znaci
kartézsky produkt dvou tplngch grafu na n vrcholech. Pak

® \po)(K2) = (n—1)p+ (2n — 2)q, pokud E>n—1,

¢ )‘(p,q)(K?z) = (n2 — 1)q, pokud § <n-—1.

Georges a Mauro [34] predstavili vysledky pro A, o (K2), kde K2 = K,0K,0K, je
kartézsky produkt tii dplnych grafii na n vrcholech. Vysledek je uvadén v zavislosti na
parité n a pomeéru §. Nize si predstavime vysledek pro kartézsky soucin k dplnych grafu
na n vrcholech.

Véta 3.139 [54]. Necht p > q>1 a2 <k < h, kde h je minimdlni prvocinitel ¢isla
n > 2. Pak

(n? —1)gq, pokud & <n —k+1;
(n—1)(p+ kq), pokud £ >n —k + 1;
(n—=1)(p+kq),  pokud? >kn—2k+2.

)‘(p,q)(KS)

[IA

Véta 3.140 [54].  Necht p > q > 1 a necht h je minimdlni prvocinitel ¢isla n > 2.
Pak )‘(p q)(Kr}zLH) = (712 — 1)q, kdykoliv je 2 < %
' q
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Erwin a kolektiv [27] pak tento vysledek jesté vice zobecnili, kdyz nalezli rozpéti
Az) (K, OK,,0---0K,,) pro s > 3 a nesoudélnd &isla nq,ng, . .., n,. Shroujici pohled
na L(p, q¢)-ohodnoceni Hammingovych grafu nabizi napiiklad ¢lanek [54].

Clének [65] pak predstavuje dvé véty o kartézském a tenzorovém soucinu kruznic pii
L(p, 1)-ohodnoceni.

Véta 3.141 [65]. Necht p > 1, k > 1 jsou dvé prirozend ¢isla a mg,my, ..., mg_1 je
k éisel, z michZ vsechna jsou ndsobkem ¢isla 2k + 2p — 1. Ddle necht C,,,(J- - - UCm,_,
znaci kartézsky soucin k kruznic. Pak X1y (CrO---0OC, ) < 2k + 2p — 2. Rovnost
nastavad, jestlize 1 < p < 2k.

Véta 3.142 [65]. Necht p > 1, k > 2 jsou dvé prirozend ¢isla a mg,my, ..., my_1 je
k ¢isel, z michZ viechna jsou ndsobkem ¢isla 2% + 2p — 1. Ddle necht Crg X o+ X Chyp
znaci tenzorovy soucin k kruznic. Pak A1) (Cry X =+ X Cpy ) < 28 4+ 2p — 2. Rowvnost
nastdvd, jestlize 1 < p < 2F.

Wang a Wang [117] zobecnili predchozi vysledek o L(1, 1)-ohodnoceni K4-bezminornich
grafu (viz véta 3.27), a to tim, ze dokdzali tuto vétu.

Véta 3.143 [117].  Necht p+q > 3 a graf G je Ky-bezminorni s mazimdlnim stupném
A. Pak Xpg(G) <2(2p— 1) + (2 — 1) 3A].

Muzeme se ptat, zda je tato horni hranice optimdlni (dosazitelnd), jako tomu bylo
v piipadé Aq 1y. Autoii ¢lanku [84] dokazuji, Ze tomu tak neni. Ukazuji totiz, Ze pro kazdé
p > q > 1 existuje Ag takové, ze kazdy Ky-bezminorni graf G s maximélnim stupném
A > Ay ma rozpeéti )\(p’q)(G) < q%A a tuto hranici nelze déle snizovat.

Chang a spol. [57] zobecnili znamé vysledky pro p = 2 v piipadé chordédlnich grafu
maximélniho stupné A.

Véta 3.144 [57].  Necht G je chorddini graf mazimdlniho stupné A. Pak \1)(G) <
1(2p+A—1)2. Pokud graf G je navic silné chordding, je Ap1)(G) < A+(2p—2)(x(G)—1).

Autoii déle ukéazali, ze A 1)(G) < pA, pokud chordalni graf G neobsahuje n-slunce,
kde n > 3 je liché, jako indukovany podgraf.

Nékolik malo vysledku je zndmo i o permutacnich grafech. Bodlaender a spol. [13]
predstavili aproximacni algoritmus pro L(p, 1)-ohodnoceni (p = 0,1,2) permutacnich
grafu. Tento algoritmus garantuje nésledujici horni odhady.

Véta 3.145 [13].  Necht G je permutacni graf s mazimdlnim stupném A. Pak
* \on(G) <2A -2,
* \un(G) <3A -2,
o \on(G) < 5A —2.
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V élanku [99] vylepsuji horni odhad pro L(2, 1)-ohodnoceni permutacnich grafu s ma-
ximalnim stupném A, totiz: A21)(G) < max{4A — 2,5A — 8}. Pro obecné L(p,q)-
ohodnoceni permutacénich bipartitnich grafi nalezl Araki [8] polynomidlni algoritmus
vyuzivajici bikliklovost be(G), ktery garantuje horni hranici nejvyse (2p—1)+q(be(G)—2).
A protoze A q)(G) > p+ q(be(G) — 2) pro kazdy bipartitni graf, dostavame tuto vétu.

Véta 3.146 [8].  Necht p > q jsou dvé prirozend ¢isla, necht G je permutacni bipartitni
graf a necht be(G) znaci jeho biklikovost. Pak p + q(be(G) — 2) < Xp o (G) < (2p—1) +
q(be(G) — 2).

V tento okamzik se zaméfime na grafy s prumérem 2, tj. na grafy, kde kazdé dva vrcholy
jsou ve vzdéalenosti nejvyse dva (a existuje dvojice vrcholu, jez je pravé ve vzdalenosti
2). Intuitivné je jasné, ze rozpéti A 1y téchto grafu je n — 1 (stejnou hodnotu pouzit
nemuzeme). Griggs a Yeh [43] ale ukazali, ze v pfipadé L(2,1)-ohodnoceni se uz jedna
o N P-tézky problém. Jak jiz bylo feceno, dale ukazali, ze grafy pruméru 2 splnuji hypotézu
3.29 — viz véta 3.31 — a rovnost nastava pro grafy s A(G) = 2, 3,7 (a ptipadné 57) a A%+ 1
vrcholy. Nyni se presuneme k obecnéjsimu L(p, 1)-ohodnoceni.

Véta 3.147 [79].  Necht p > 2 je prirozené c¢islo a necht G je graf o primeéru 2
s mazimdlnim stupném A > 3 a poétem vrcholi n < A* — 1. Pak A\;,1)(G) < A%+ (p —
2)A — 1.

Tato véta postihuje témér vsechny piipady grafu s prumérem 2. Protoze graf G je
priméru 2, muze mit tento graf nejvyse A2 + 1 vrcholi. S jednou jedinou vyjimkou,
kterou je kruznice C4, neexistuje zadny jiny graf G' pruméru 2 s maximalnim stupném
A a A? vrcholy — [26]. Zbyva tedy prozkoumat jiz vyse zminéné reguldrni grafy s A =
2,3, 7. Hypoteticky graf s A = 57 nebudeme uvazovat. Kruznici na péti vrcholech jsme jiz
probirali (viz véta 3.119, [31]), pfipomenime, Ze A(,1)(C5) = 2p. Griggs a Yeh [43] nalezli
rozpéti A(21y Petersenova grafu P, pro p > 3 vysledek zobecnila Kohl [79]. Souhrnny
vysledek nabizi nadchazejici véta.

Véta 3.148 [43, 79].  Necht p > 2 je prirozené ¢islo a necht P znaci Petersentiv graf.

Pak
_fo pokud p =2
Aw(P) = { 3+ 2p, pokud p > 3.

Kohl [79] nalezla odhad L(p, 1)-ohodnoceni pro Hoffman-Singletonuv graf (HS), totiz:
max{49, 3p} < A\p1)(HS) < 194 3p pro p > 10. Jestlize p < 10, je A1) (HS) = 49, coz
je optimdlni hodnota (pocet vrcholu je n = 50 a graf je pruméru 2). Dostdvame tedy tuto
vetu.

Véta 3.149 [79].  Nechf p je prirozené cislo a HS znaci Hoffman-Singletoniv graf.
Pak X\p1y(HS) =49 pro 1 < p <10 a max{49,3p} < A\p1)(HS) <194 3p pro p > 10.

Necht je ddn graf G a funkce h z E(G) do N, které budeme fikat h-podrozdéleni grafu
G. Graf G () vznikne z grafu G tak, ze kazdd hrana uv v G je nahrazena cestou délky
h(uv). Pokud h(e) = ¢ je konstantni pro vsechny hrany e € E(G), graf budeme znacit
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G(e)- V této césti textu je cerpano predevsim ze ¢lanku [55], ktery byl publikovan v roce
2021 a v némz je shrnuta fada vysledku dosazenych v predchozich letech a zabyvajicich
se L(p, q)-ohodnocenim podrozdéleni grafu.

Whittlesey, Georges a Mauro [119] studovali L(2,1)-ohodnoceni inciden¢niho grafu
G, coz je graf G', ktery vznikne z G nahrazenim kazdé hrany cestou délky 2. Prislusné
L(2,1)-ohodnocen{ incidenéntho grafu G je ekvivalentni totdlnimu L”(2,1)-ohodnocen{
grafu G, kdy ohodnocujeme nejen vsechny vrcholy v GG, ale rovnéz i vSechny hrany v G,
a to dle nasledujicich pravidel: kazdym dvéma sousednim vrcholim je pfifazena ruznd
hodnota, ruzna hodnota je prifazena i dvéma hrandm prilehlym ke stejnému vrcholu,
a konecné rozdil hodnot je v absolutni hodnoté aspon 2 pro kazdy vrchol a jeho inci-
denéni hranu. Toto totdlni L7 (2, 1)-ohodnocen{ bylo uvedeno Havetem a Yuem v roce 2002
[50] a nésledné zobecnéno pro totdlni LT (p, 1)-ohodnoceni. V obecném ptipadé hovoifme
o totdlnfm L7 (p, g)-ohodnocent s totdlnim ohodnocovacim éislem Af, . V [51] oba autofi
déle dokazali nasledujici vétu.

Véta 3.150 [51].  Necht G je graf. Pro kaZdé prirozené ¢islo p je A(G) +p—1 <
Ao (G) <2A(G) +p— 1.

Ve stejném ¢lanku pak uvedli hypotézu, ze pro kazdé ptirozené éislo p a libovolny graf
G, je )\6,’1)(61) < A(G) + 2p — 1, kterou nasledné dokdzali pro A(G) < 3.

Vratme se k problému nastolenému pied vétou 3.150 a poznamenejme, Ze pro libovolny
graf G plati A2,1)(G1y) = Ae)(G) a A\1)(G2) = A1) (G) — viz [55]. Nésledujici vetu
dokézal v roce 2013 Lii [92].

Véta 3.151 [92].  Necht G je graf. Pro kaZdé prirozené ¢islo ¢ > 4 plati A21)(G (o)) <
A(G) + 2.

Lt dale rovnéz ukézal, ze Ao 1)(G)) < A(G) + 4. Li a Lin [93] se pak zabyvali
L(p,1) verzi tohoto problému a ukazali, Ze A\,1)(G(3)) < A(G) + 2p — 1 pro kazdy graf
G s A(G) > 3, z cehoz odvodili, ze A2.1)(G(3)) < A(G) + 3 pro libovolny graf G. Na Liia
a Lina pak v roce 2015 navazali Karst a kolektiv [72].

Véta 3.152 [72].  Necht G je graf s A(G) > 3. Pak pro kazdé prirozené cislo p je
Aoy (G) < p+ [252] + max{[2§2], p} — 1.

Z této véty jako bonus odvodili vztah A2 1y(Gs)) = A(G) + 1 pro kazdé A(G) > 4
sudé a potvrdili Liovu hypotézu z [92]:

Véta 3.153 [72].  Necht G je graf. Pak \2,1)(G3) < A(G) + 2.

Chang a spol. [56] vysledek z minulého odstavce upfesnili a dokazali jej pro vsechna
A(G) > 4. K tomu pridali dalsi zobecnéni.

Véta 3.154 [56]. Necht G je graf s A(G) >4 a ¢ =3. Pak A\21)(G)) = A(G) + 1.
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Véta 3.155 [56]. Necht G je graf. Pak Ao1)(Guy) = A(G) + 1, pokud A(G) > 5
a h je funkce z E(G) do N takovd, Ze h(e) > 3 pro vSechny hrany e € E(G), nebo pokud
A(G) >4 a h je funkce z E(G) do N takovd, Ze h(e) > 4 pro vSechny hrany e € E(G).

Préavé na ¢lanek od Changa a kolektivu [56] navazuje citovany c¢lanek [55], kdyz
rozsituje vysledky, jez byly dosazeny. Konkrétné se clanek zabyva L(p, ¢)-ohodnocenim
podrozdéleni grafu.

Véta 3.156 [55]. Necht G je graf a necht jsou ddna dvé pFirozend ¢isla p,q, pro néz
p > 2q. Pak )\(p,q)(G(g)) =p-+ (A(G) — 1)q, kde A(G) > 2(%‘.

Véta 3.157 [55].  Necht G je graf a necht jsou ddna dvé prirozend cisla p,q, pro néz
p = 2q. Pak Xp)(Gny)) = p+ (A(G) — 1)q, kde A(G) = 3[E] a kde h je funkce z E(G)
do N takovd, Ze h(e) > 3 pro vsechny hrany e € E(G).

Odstavec zakonc¢ime hypotézou z ¢lanku [55].

Hypotéza 3.158 [55].  Necht p > 2q jsou dvé prirozend cisla. Pak N q)(G3) =
p+ (A(G) — 1)q, kde A(G) = 2[E] a h je funkce z E(G) do N takovd, Ze h(e) = 3 pro
vSechny hrany e € E(G).
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4 L(p,q,r)-ohodnoceni grafii

Vyjdeme-li z definice 3.1 a pridame-li podminku na vrcholy ve vzdalenosti 3, dostaneme
definici L(p, g, r)-ohodnoceni. Tato definice byla pievzata z [61] a upravena pro L(p, ¢, 7)-
ohodnoceni.

Definice 4.1 [61]. Necht G je graf. Potom L(p, q,r)-ohodnocenim grafu G' rozumime
funkei f: V(G) — NU {0} takovou, ze pro kazdou dvojici u,v € V(G) plati:

e je-li wv € E(G), pak [f(u) — f(v)] > p,
e je-li distg(u,v) =2, pak |f(u) — f(v)] > g,

o je-li distg(u,v) =3, pak |f(u) — f(v)] > r.

Obdobné jako pii L(p, q)-ohodnoceni budeme i zde hovorit o minimalnim rozpéti —
tentokrat jej budeme znacit A, 4.(G). Opét jej budeme nazyvat ohodnocovacim ¢islem
a opét budeme piedpoklddat, ze nejmensi pouzitou hodnotou je 0 a nejvétsi je A 4. (G).
Vyuzijeme i obdobu tvrzeni 3.2 — tentokrdte se bude tvrzeni tykat \z21)(G), které lze
zobecnit pro obecné A 4. (G).

Tvrzeni 4.2 [61].  Necht H je podgraf grafu G. Potom A3 1)(H) < X\32,1)(G).

4.1 Vybrané znamé vysledky pro L(3,2,1)-ohodnoceni graft

Urcity piehled o L(p, q,r)-ohodnoceni (s durazem na L(3,2,1)-ohodnoceni) nabizi ba-
kaldrska prace [80]. Na tomto misté tak uvedeme jen nékolik jiz dosazenych vysledki,
které nasledné vyuzijeme v podkapitole 4.2 o vlastnim vyzkumu, v némz jsme se zabyvali
L(3,2,1)-ohodnocenim cirkulantu. Nejprve si predstavime dosazené vysledky u cesty,
kruznice a iplného grafu.

Véta 4.3 [22].  Necht n € N a P, znaci cestu na n vrcholech. Potom

0, pokud n = 1;

3, pokud n = 2;
As21)(Pa) = ¢ 5, pokud n = 3, 4;

6, pokudn =5,6,7;

7, pokudn > 8.

Véta 4.4 [22].  Necht n € N, n > 3 a C,, znaci kruznici na n vrcholech. Potom

pokud n = 3;

pokud n je sudé,

pokud n je liché a pokud n # 3,7;
pokudn = T7.

)\(3,2,1) (Cn) =

© 0O
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Véta 4.5 [22]. Necht n € N, n > 3 a K,, znacf iplny graf na n vrcholech. Potom
)\(37271)<Kn) = 3(71, — 1)

Zaveéretné poznatky se budou tykat L(3,2, 1)-ohodnoceni kartézského produktu cesty
na dvou vrcholech a cesty, resp. kruznice na n vrcholech.

Véta 4.6 [61].  Necht n > 2 a necht PP, znaci kartézsky produkt dvou cest Py a P,.

Potom
7, pokudn = 2;

As21)(P0OP,) = ¢ 8, pokud n = 3, 4;
9, pokudn > 5.

Véta 4.7 [61].  Necht n € Nyn > 3 a necht P,OC, znaci kartézsky produkt cesty
na 2 vrcholech a kruZnice na n vrcholech. Pak A3 21y (P.0C,) =9 tehdy a jen tehdy, je-li
n =0 (mod 10).

Véta 4.8 [61]. Necht n € Nyn > 3 a necht P,OC, znaci kartézsky produkt cesty
na 2 vrcholech a kruznice na n vrcholech. Pokud n je sudé, n 0 (mod 10) a n # 6, pak
)\(37271)<P2|:|Cn) = 10

Véta 4.9 [61]. Necht n € Nyn > 3 a necht P,OC, znaci kartézsky produkt cesty
na 2 vrcholech a kruznice na n vrcholech. Pak A3 2,1)(P0C,) < 11, pokudn =1 (mod 4)
an > 21, nebon=3 (mod 4) an > 11.

4.2 L(3,2,1)-ohodnoceni cirkulantt

Cirkulanty jsme si jiz v ivodu nadefinovali. Pro nase potieby ale vyuzijeme jinou definici
cirkulant.

Definice 4.10. Necht je ddna mnozina S C [n — 1], kde n € N,n > 3, takov4, ze pokud
x € S, paki(n—ux) € S. Potom souvisly graf G = (V(G), E(G)), kde V(G) = {1,...,n}
a F(G) = {uv; |[v—u| € S}, nazveme cirkulantem danym mnozinou S a budeme jej znacit

C(S).

V dalsim textu budeme jiz predpokladat, ze n € N;n > 3. Pokud 1 € S (a tedy
in—1¢€S5), vrcholy uy, ug, . .., u,, u; tvori kruznici, které budeme fikat vnéjsi kruznice.
Napiiklad, pron =8, S = {1, 2,4, 6, 7} znamen4, Ze vrchol u; je hranou spojen s vrcholem
Uit1, Wi, Uitd, Uite & Uip7, VZdy brano (mod n). Jinymi slovy, kazdy vrchol vnéjsi
kruznice je spojen s vrcholy ve vzdédlenosti 2 a 4 (vzdalenost bereme jako vzdélenost
na kruznici). Tento piiklad ilustruje obrazek 11 vlevo, na obrdzku vpravo je znazornén
komplement tohoto grafu. Ocislovani vrcholu, které je na obrazku znazornéno, budeme
dodrzovat v celém textu. Rovnéz v celém textu budeme hrany znézornovat ¢ernou barvou
a nehrany v pripadé komplementu budou znézornény ¢erveneé.
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Obrazek 11: Husty cirkulant Cg([7] \ {3,5}) na 8 vrcholech (vlevo) a jeho komplement.

4.2.1 Husté cirkulanty

Mame tedy dan cirkulant na n vrcholech, velikost mnoziny hran S pak k4, kolik vrcholu
bude spojeno s kazdym z vrcholu piislusného grafu. Zrejmé |S| < n — 1, rovnost nastava
v pripadé uplného grafu.

Mezi husté grafy budeme povazovat ty, kde |S| je n — 2 nebo n — 3. Prvni piipad
nastava, pokud kazdy vrchol grafu neni spojen s pravé jednim dalsim vrcholem, z duvodu

symetrie to k danému vrcholu u; musi byt vrchol u; + 4 (mod n). Poznamenejme, Ze pro

S = [n—1]\ {5} musi byt n sudé. Takto vznikly cirkulant budeme znacit C,,([n—1]\{5}).

Predpoklad |S| = n — 3 znamend, ze S = [n — 1] \ {a,n — a} pro ndmi zvolené a €
{1,2,...,[% — 1]} - takto vznikly cirkulant budeme znacit C,,([n — 1] \ {a,n — a}).
Na obrazku 11 vlevo vidime cirkulant na osmi vrcholech s |[S| = n — 3, kde a = 3

(tzn., ze nejsou spojeny jen vrcholy ve vzdalenosti 3). Graf vpravo je jeho komplement.
S rostoucim n se graf se zakreslenymi hranami stava neptehlednym, a tak v této ¢asti bu-
deme pracovat predevsim s komplementy takovychto grafi, jejichz hrany budou vyhradné
znazornény ¢ervenou barvou.

Tvrzeni 4.11. Necht je ddn cirkulant G = Cy,([n — 1]\ {%}), kde n je sudé cislo vétsi
nez 2. Pak )\(3’2,1) (G) = 5% - 3.

Diikaz. Ohodnotme vrchol u;, kde i = 1,..., 5, hodnotou 57 — 5. Ndsledné ohodnotme
vrcholy u;, kde i = § +1,...,n, hodnotou 5(i — §) — 3. Nejveétsi pouzitou hodnotou pak
bude hodnota 5% — 3, kterou bude ohodnocen vrchol uy,, a tedy A 2.1)(G) < 5% — 3.
Ohodnotime-li vrchol u; hodnotou s, pak nelze ohodnotit zadny vrchol hodnotou s+1,
ani s — 1, protoze diam(G) = 2. Hodnotu s + 2 lIze pak pouzit jen pro vrchol u;; o (mod n)-
V grafu G pak ale neexistuje dosud neohodnoceny vrchol v takovy, Ze neni sousedni
s vrcholem Uit (mod n)- Nejmensi vétsi hodnotou, kterou tak mohu pouzit, je pak hodnota
s + 5. Proto nejmensi rozsah hodnot dostaneme pii pouziti hodnot 0 —2 —5—7—10 —

..— (55 —3). A jelikoz jsme takovéto ohodnoceni grafu G nasli, pak uz nutné dostavame

)\(37271)<G) = g - 3. O

Nasledujici tvrzeni uvazuje cirkulant s a = 1 an > 5. Kdyby 3 < n < 4, nebyl by graf
souvisly.
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Obrazek 12: Komplement cirkulantu C10([9] \ {5}) ohodnoceny hodnotami 0 =+ 22.

Tvrzeni 4.12. Necht je ddn cirkulant G = C,([n — 1]\ {1,n — 1}), kde n > 5. Pak
)\(37271)(G) = 2(7’L - 1)

12 8

Obrazek 13: Komplement cirkulantu Cy([8] \ {1, 8}) ohodnoceny hodnotami 0 + 16.

Diikaz. Vrcholy wq,ug,us, ..., u, ohodnotime postupné hodnotami 0,2,4,...,2(n — 1),
podobné jako tomu je na obrazku 13 pro n = 9. Predpoklddejme nyni, ze graf G lze
ohodnotit hodnotami v rozsahu 0 + (2n — 3). To ale znamen4, ze bud musime né&jakou
hodnotu zopakovat nebo musime pouzit néjakou hodnotu s a zaroven hodnotu s + 1.
Jelikoz ale prumér grafu je 2, nemuzeme dva vrcholy ohodnotit stejnymi, ani o jedna
lisicimi se hodnotami, dostdvame tedy spor. A proto Az 21)(G) = 2(n — 1). O

Nasledujici dvé tvrzeni pracuji s parametrem a = 2. V prvnim pripadé uvazujeme
n liché a vétsi nez 3 (pokud n = 3, graf by nebyl souvisly), ve druhém piipadé uvazujeme
n sudé (tedy n > 4).

Tvrzeni 4.13. Necht je ddn cirkulant G = C,([n — 1]\ {2,n — 2}), kde n je liché cislo
vétsi nez 3. Pak A321)(G) =2(n—1).

Diikaz. Cirkulant G obsahuje prave jednu nekruznici uy, us, . . . , Uy, U, Us, . . . , Uy _1. Ohod-
notme postupné vrcholy této nekruznice hodnotami 0,2, 4, ..., 2(n —1). Toto ohodnocen{
je pripustné, protoze vrcholy, jez byly ohodnoceny hodnotami s a s+2, jsou ve vzdalenosti
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2. Na obrazku 14 vlevo je znazornén komplement grafu GG, kde n = 11, s rozsahem hodnot
0=+ 20. Abychom graf ohodnotili s mensim rozsahem hodnot, pak bychom néjakou dvojici
vrcholtt museli ohodnotit stejnymi hodnotami nebo hodnotami lisicimi se o jedna. Jelikoz
je ale diam(G) = 2, zadnou takovou dvojici vrcholi nenajdeme. A proto A2 (G) =
2(n —1). d

18 16

8 13

1
10 2 ?

0 12 0 1"

Obrazek 14: Komplement cirkulantu Cy;([10] \ {2,9}) ohodnoceny hodnotami 0 =+ 20
a komplement cirkulantu Co([9] \ {2,8}) ohodnoceny hodnotami 0 + 19.

Tvrzeni 4.14. Necht je ddn cirkulant G = C,([n — 1]\ {2,n — 2}), kde n je sudé cislo
vétsi nez 2. Pak A321)(G) = 2n — 1.

Diikaz. Graf G obsahuje dvé nekruznice: jednu na vrcholech uq,us, ..., u,_1 a druhou
na vrcholech wus, uy, ..., u,. Ohodnotime postupné vrcholy jedné nekruznice hodnotami
0,2,...,n — 2 a nasledné ohodnotime vrcholy druhé nekruznice hodnotami n + 1,n +
3,...,2n—1. Toto ohodnoceni je piipustné, jelikoz vrcholy ohodnocené hodnotami s a s+
2 jsou vzdy ve vzdalenosti 2. Na obrazku 14 vpravo je znazornén komplement grafu
C1o([9]\ {2, 8}) ohodnoceny hodnotami 0+ 19. Prumeér grafu je 2, a tedy nelze ohodnotit
dva ruzné vrcholy stejnymi hodnotami, ani hodnotami lisicimi se o jedna. Abychom tedy
graf G ohodnotili s mensim rozsahem hodnot, uvazujme ohodnoceni grafu G hodnotami
0,2,...,2(n—1). Jelikoz je ale kazdy vrchol jedné nekruznice sousedni s kazdym vrcholem
druhé nekruznice, zadné dva takovéto vrcholy nemuzeme ohodnotit hodnotami s a s+ 2.
A tedy neexistuje ohodnoceni grafu G' v rozsahu hodnot 0+2(n—1). A proto Az 2,1)(G) =
2n — 1. [

Nyni prejdeme k a = 3. Tento ptipad opét rozdélime na dvé tvrzeni: v prvnim bude
n =0 (mod 3), pficemz n > 6 (pro n = 3 graf s parametrem a = 3 neexistuje), ve druhém
piipadé bude n # 0 (mod 3). Vzhledem k tomu, ze pro n = 4 by byl graf nesouvisly,
uvazujeme v tomto druhém piipadé n > 5.

Tvrzeni 4.15. Necht je ddn cirkulant G = C,([n — 1]\ {3,n — 3}), kde n = 3k, k > 2,
k € N. Pak /\(37271)<G) = 2n.

Diikaz. Poznamenejme, ze pro n = 6 se zdroven jednd o graf C,([n — 1] \ {5}) a Ze
oba vztahy pro Az21) — totiz 2n a 5% — 3 — jsou shodné. Dukaz provedeme analogicky
jako v dukazu ptedchoziho tvrzeni. Graf G' obsahuje tii nekruznice. Nejprve hodnotami
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0,2,...,2(k — 1) ohodnotime prvni nekruznici, druhou nekruznici pak ohodnotime hod-
notami 2k + 1,2k + 3,...,4k — 1 a konecné vrcholy tieti nekruznice budou ohodnoceny
hodnotami 4k + 2,4k + 4,...,6k = 2n. Toto ohodnoceni je pripustné, jelikoz vrcholy
ohodnocené hodnotami s a s + 2 jsou vzdy ve vzdalenosti 2. Na obrazku 15 vlevo je
znazornén komplement grafu G, kde n = 9, s rozsahem hodnot 0+ 18. Prumeér grafu je 2,
a tedy nelze ohodnotit dva ruzné vrcholy stejnymi hodnotami, ani hodnotami lisicimi se
o jedna. Jelikoz je ale kazdy vrchol jedné nekruznice sousedni s kazdym vrcholem kazdé
ze zbyvajicich nekruznic, hodnota piislusnd vrcholu na i-té kruznici, musi byt vzdy aspon
o tti odlisnéd od hodnoty vrcholu patiiciho j-té kruznici (¢,5 = 1,2, 3;i # j). Tedy graf G

nelze ohodnotit hodnotami 0 + (2n — 1). A proto Ai21)(G) = 2n. O
16 4
12 18
4 9

20 10
1 2

6 2
18 14

14 16
0 7 k. :

Obrazek 15: Komplement cirkulantu Cy([8]\ {3,6}) ohodnoceny hodnotami 018 a kom-
plement cirkulantu C;([10] \ {3,8}) ohodnoceny hodnotami 0 =+ 20.

Tvrzeni 4.16. Necht je ddn cirkulant G = C,([n — 1]\ {3,n — 3}), kde n = 3k + 1 nebo
n=3k+2an>5,keN. PakAz2n(G)=2(n—-1).

Diikaz. Vrcholy grafu G tvori jednu nekruznici, a tak je postupné ohodnotime hodnotami
0,2,...,2(n — 1). Na obrdzku 15 vpravo je zachycen komplement grafu G ohodnoceny
hodnotami 0-+20. Abychom graf G ohodnotili s mensim rozsahem hodnot, museli bychom
néjakym dvéma vrcholum grafu pritadit stejnou hodnotu nebo hodnoty lisici se o jedna.
Jelikoz ale opét diam(G) = 2, hodnoty piislusné kazdym dvéma vrcholum se museji lisit
asponl 0 dva. A proto A321)(G) = 2(n — 1). O

Nyni nastava ¢as zobecnit predchozi tvrzeni.

Véta 4.17. Necht je ddn cirkulant G = Cy,([n—1]\{a,n—a}). Pak A\;321)(G) = 2n+g—3,
kde g = ged(a,n).

Diikaz. Necht a a n jsou nesoudélnd. Pak graf G je tvoien jednou nekruznici. Ohodnotme
vrcholy této nekruznice postupné hodnotami 0,2, ...,2(n — 1). Toto ohodnoceni vrcholi
je pripustné, protoze vrcholy, jez byly ohodnoceny hodnotami s a s+2, jsou ve vzdalenosti
2. Abychom graf G ohodnotili s mensim rozsahem hodnot, museli bychom néjakou dvojici
vrcholtt ohodnotit stejnymi hodnotami nebo hodnotami lisicimi se o jedna. Jelikoz je ale
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diam(G) = 2, zadnou takovou dvojici nenajdeme. A proto A\321)(G) = 2(n — 1). Protoze
jsme uvazovali a a n nesoudélnd, je g = ged(a,n) = 1, a véta tedy plati.

Necht a a n jsou soudélnd s nejvétsim spolecnym délitelem g. Pak graf G je tvoren
pravé g nekruznicemi. Ohodnotime vrcholy prvni nekruznice hodnotami 0, 2, . . . ,2% -2,
druhé nekruznice hodnotami 2% + 1, 2% +3,..., % — 1 atd. az vrcholy g-té nekruznice
ohodnotime hodnotami 2(g — 1)% +9—1,2(g— 1)% +g+1,...,2n+¢g—3. Pramér grafu G
je 2, a tedy nelze ohodnotit dva riuzné vrcholy stejnymi hodnotami, ani hodnotami lisicimi
se o jedna. Jelikoz je ale kazdy vrchol jedné nekruznice sousedni s kazdym vrcholem kazdé
ze zbyvajicich nekruznic, hodnota piislusna vrcholu na i-té kruznici, musi byt vzdy aspon
o tfi odlisnd od hodnoty vrcholu patticiho j-té kruznici (i,5 = 1,2,...,¢9). Tedy graf G
nelze ohodnotit s mensim rozdilem hodnot nez 2n + g — 3. U

Tato véta je zobecnénim predchozich tvrzeni, které jsou jejimi specidlnimi piipady.
Pokud a = 2 a n je liché ¢islo vétsi nez 3, je ¢ = 1 a cirkulant G obsahuje pravé jednu
nekruznici. Dle pfedchozi véty je Ai321)(G) = 2n — 2 = 2(n — 1), coz je v souladu
s tvrzenim 4.13. Pokud n je sudé ¢islo vétsi nez 4, je g = 2 a cirkulant G obsahuje prave
dvé nekruznice. Dle pfedchozi véty je A\321)(G) = 2n — 1, coz je v souladu s tvrzenim
4.14. Obdobné pro a = 3 — pokud je n = 3k, kde k € Nk > 2, je ¢ = 3 a G obsahuje
tfi nekruznice. Dle vztahu z posledni véty je A321)(G) = 2n, coz odpovidd tvrzeni 4.15.
Pokud pro k € Nan > 5, jen =3k + 1 nebon =3k + 2, je g =1 a G obsahuje jednu
nekruznici. Dle vztahu z posledni véty je A 21)(G) = 2n — 2 = 2(n — 1), coz odpovida
tvrzeni 4.16. Tvrzeni samoziejmé plati i pro a = 1.

4.2.2 Ridké cirkulanty

Pokud |S| = 2, je grafem kruznice na n vrcholech (nemusi jit nutné o kruznici s hra-
nami g, Usls, . . ., Uyty, diky souvislosti cirkulantu ale skute¢né vznikne pravé jedna
kruznice), a tedy rozsah hodnot tohoto grafu je uréen dle véty 4.4. Mezi ¥idké cirkulanty
budeme fadit ty, pro néz |S| = 3 nebo |S| = 4. V souladu s definici 4.10 budeme fidké
cirkulanty oznacovat C,,(S) — pro |S| = 3 dostavame Cy,({a, 5,n—a}), kde n je nutné sudé
al<a< g pro|S| =4 dostdavame C,,({a,b,n —b,n —a}), kde a € {1,2,...,[5 — 2]},
be€{23,...,]5 —1]} aa < b V naSem textu budeme pracovat s parametry a = 1

a b= 2. Zacneme s |S| = 3 a ivodnimi piiklady.

Tvrzeni 4.18. Necht je ddn cirkulant G = C4({1,2,3}). Pak A321)(G) = 9.

Diikaz. Plati, ze G = Ky, a proto dle véty 4.5 je Ag2,1)(G) = 9. O
Tvrzeni 4.19. Necht je ddn cirkulant G = C4({1,3,5}). Pak A321)(G) = 11.

Diikaz. Vrcholy grafu G ozna¢me postupné symboly uq, ..., ug a v tomto poradi je ohod-
notime hodnotami 0,7,2,9,4, 11, jak je zachyceno na obrazku 16 vlevo. Jedna se rovnéz
o husty cirkulant s parametrem a = 2. Jde tak o specialni ptipad tvrzeni 4.14 pro n = 6.
Odtud plyne, Ze A321)(G) = 11. O

Tvrzeni 4.20. Necht je ddn cirkulant G = Cs({1,4,7}). Pak A32.1)(G) = 14.

Diikaz. Vrcholy grafu G oznac¢ime postupné symboly wuq,...,us a v tomto poradi je
ohodnotime hodnotami 0,8, 2,10, 4,12, 6, 14, jak je zachyceno na obrazku 16 vpravo. Jde

47



12 4

14

Obrazek 16: Vlevo cirkulant G = C4({1,3,5}) ohodnoceny hodnotami 0 <+ 11, vpravo
cirkulant G = Cs({1,4, 7}) ohodnoceny hodnotami 0 = 14.

o piipustné ohodnoceni grafu GG, protoze hodnoty lisici se o 2 jsou vzdy ve vzdalenosti 2.
Vzhledem k tomu, Ze diam(G) = 2, nelze na ohodnoceni dvou ruznych vrcholu pouzit dvé
po sobé jdouci hodnoty s a s+ 1. Z toho jiz vyplyva, ze graf G nelze ohodnotit s mensim
rozsahem hodnot nez 14. O

Tvrzeni 4.21. Necht je ddn cirkulant G = C10({1,5,9}). Pak A3 21)(G) = 9.

Obrazek 17: Cirkulant G = Cy({1,5,9}) ohodnoceny hodnotami 0 =+ 9.

Diikaz. Vrcholy grafu G oznac¢ime postupné symboly uq, ..., u1g a v tomto poradi je ohod-
notime hodnotami 0, 3,6,9,2,5,8,1,4, 7, jak je zachyceno na obrazku 17. Jde o pfipustné
ohodnoceni grafu GG, protoze hodnoty lisici se o 1 jsou vzdy ve vzdalenosti 3 a hodnoty
ligici se o 2 jsou vzdy ve vzdalenosti 2. Vzhledem k tomu, ze diam(G) = 3, nelze na ohod-
noceni dvou ruznych vrcholi pouzit stejné hodnoty. Z toho jiz vyplyva, ze graf G nelze
ohodnotit s mensim rozsahem hodnot nez 9. U

Predtim, nez se dostaneme k urcitym zobecnénim, se jesté podivame na dva konkrétni
piipady, totiz na cirkulanty G = C12({1,6,11}) a G’ = C14({1,7,13}).

Tvrzeni 4.22. Necht je ddn cirkulant G = C15({1,6,11}). Pak A\321)(G) = 11.
Diikaz. Vrcholy grafu G oznaéime postupné symboly wuq,...,u12 a v tomto poradi je

ohodnotime hodnotami 0, 3,6,9,2,5,8,11,1,4, 7,10, jak je zachyceno na obrazku 18. Jde
o pripustné ohodnoceni grafu GG, protoze hodnoty lisici se o 1 jsou vzdy ve vzdalenosti 3
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Obrazek 18: Cirkulant G = C15({1,6,11}) ohodnoceny hodnotami 0 < 11.

a hodnoty lisici se o 2 jsou vzdy ve vzdélenosti aspon 2. Vzhledem k tomu, ze diam(G) = 3,
nelze na ohodnoceni dvou ruznych vrcholu pouzit stejné hodnoty. Z toho jiz vyplyva, ze
graf GG nelze ohodnotit s mensim rozsahem hodnot nez 11. U

Tvrzeni 4.23. Necht je ddn cirkulant G = C14({1,7,13}). Pak \32,1)(G) = 10.

Obrazek 19: Cirkulant G = C14({1, 7, 13}) ohodnoceny hodnotami 0 + 10.

Diikaz. Vrcholy grafu G oznacime postupné symboly uq, ..., u14 a v tomto poradi je ohod-
notime hodnotami 0, 3,10,5,0,7,2,9,6, 1,8, 3,10, 5, jak je zachyceno na obrazku 19. Hod-
noty 0, 3,5 a 10 jsou pouzity dvakrat, vzdy jsou jimi ohodnoceny vrcholy ve vzdalenosti
4. A jelikoz vrcholy ohodnocené po sobé jdoucimi hodnotami jsou vzdy ve vzdalenosti tTi
a vrcholy ohodnocené hodnotami s a s +2 (s = 0,...,8) jsou vzdy ve vzdalenosti dva,
jedna se o ptripustné ohodnoceni grafu G.

Ukdzeme, Ze A321)(G) > 9. Pokud A321)(G) < 9, urcité musime néjakou hodnotu
pouzit opakované. Bez tijmy na obecnosti necht s piedstavuje tuto hodnotu, kterou ohod-
notime vrchol u;. Hodnotu s lze dale pouzit jen na ohodnoceni vrcholu us nebo symetricky
na ohodnoceni vrcholu u;;. Pak uz zadny dalsi vrchol nelze ohodnotit hodnotou s a hod-
notu s + 1 nebo s — 1 lze pouzit jen na ohodnoceni vrcholu u;g, resp. na ohodnoceni
vrcholu ug. Protoze jsou obé moznosti symetrické, predpoklddejme, ze hodnotou s ohod-
notime vrcholy u; a us, hodnotou s+1 (resp. s — 1) je tak ohodnocen vrchol uyy. Hodnotu
s+ 1 (resp. s — 1) tedy nemuzeme jiz znovu pouzit a nelze pouzit ani hodnotu s —1 (resp.
s+ 1). Hodnotu s + 2 (resp. s — 2) pak lze pouzit jen na ohodnoceni vrcholu u; nebo
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na ohodnoceni vrcholu u;3. Protoze jsou vrcholy ur a w13 ve vzdalenosti 2, nemuzeme hod-
notu s + 2 (resp. s — 2) pouzit na ohodnoceni obou téchto vrcholi. Z toho tedy vyplyva,
ze na ohodnoceni libovolnych péti vrcholu grafu G nelze pouzit hodnoty s, s, s+ 1,5+ 2
as—+2.

Abychom graf G' ohodnotili s rozsahem hodnot 0 + 9, je potfeba nalézt alespon ctyii
dvojice vrcholt, z nichz kazda dvojice by byla ohodnocena stejnou hodnotou. Protoze
nelze vyuzit hodnoty s, s, s+1, s+ 1, Ize nalézt jen ctyti nebo pét takovych dvojic vrcholu.
V prvnim ptipadé nemuzeme vynechat zadnou hodnotu, pricemz musime dvakrat pouzit
néjakou hodnotu s’ # 0,9. To ale znamend, Ze nemuzeme pouzit jednu z hodnot s —
1 nebo s’ + 1, dostavame tedy spor. Ve druhém piipadé muzeme vynechat maximalné
jednu hodnotu, pricemz musime pouzit hodnoty s,s,s+2,s+2,s+4 a s+ 4 (konkrétné
0,0,2,2,4,4 nebo symetricky 5,5,7,7,9,9). Tedy nelze pouzit hodnoty s + 1 a s + 3,
dostavame spor. Z toho jiz vyplyva, ze graf G nelze ohodnotit s mensim rozsahem hodnot
nez 10. U

Nynf si pfedstavime poznamku, jez si véimé dulezité podobnosti mezi cirkulanty s |S| =
3 a kartézskym produktem dvou cest P, a P,, resp. produktem cesty P a kruznice C,.
Pozndmka 4.24. Kazdy vrchol cirkulantu G = C,, ({1, §,n—1}), kde n musi byt sudé, je
sousedni s tremi dalsimi vrcholy, napriklad vrchol u; je sousedni s vrcholy un, us a uz 1.
Vsimnéme si, ze graf G muzeme znézornit i jinym zpusobem, nez jsme dosud byli zvykli.
Tento druhy zptusob je zachycen na obrazku 20, graf zachyceny na tomto obrazku oznacme
G'. Pro oba grafy G i G’ samoziejmé plati A\321)(G) = A@32,1)(G’). Budeme nadéle
pouzivat oba dva grafy G i G', vzdy pouzijeme ten, ktery lépe ilustruje danou skuteénost.

Pokud by ani zelené znazornéna hrana spojujici vrcholy uy a u,, ani modfe znazornéna
hrana spojujici vrcholy un a uz iy neexistovaly, dostali bychom graf PUP,. Pokud by
zelend hrana spojovala namisto vrcholu u;, a wu, vrcholy u, a uniq a pokud by modra
hrana spojovala namisto vrcholt uz a wniq vrcholy uz a uy, dostali bychom graf PLIC),.

Unro41 Un2+2 Unjo+3

U1 n
u, U Usg Uni2-1 Unr2

Obrazek 20: Graf G’ je rovnéz cirkulant.

Diky této pozndmce muzeme nalézt dolni odhad rozpéti kazdého cirkulantu s |S| = 3.

Véta 4.25. Necht je din cirkulant G = Cn({1,%,n — 1}), kde n > 4 je sudé. Pak
Az21)(G) > 9.

Diikaz. Pron = 4,6,8,10,12 jsme v tvrzenich 4.18 az 4.22 ovétili, Ze A321)(G) > 9. Graf
H = P[P, je podgrafem grafu G, a tedy i grafu G. Z véty 4.6 vyplyva, ze pron > 5 je
)\(37271)<H) = 9, a tedy )\(372,1)(G) Z 9. O

Nyni se podivame na horni odhad rozpéti Az 21y u cirkulanti s [S| = 3.

50



Véta 4.26. Necht je ddn cirkulant G = C,,({1, 2 1}), kde n > 16 je sudé. Pak

727

N @) < 17, pokudn = 16 nebo n = 4k + 2, kde k > 4,k € N;
GO\ =N 18,  pokudn = 4k, kde k > 5,k € N.

Diikaz. Kazdy takovy cirkulant 1ze rozdélit na cestu o 5 —1 vrcholech a kruznici na §+1 vr-
cholech, které jsou vzajemné disjunktni. Na obrazku 21 je znézornén cirkulant C,, ({1
1}) se zelené vyznacenou cestou Pr_ya modfe vyznacenou kruznici C’%H.

72a

Uniz+2 Yn/2+1

Obrazek 21: Cirkulant C, ({1, %
Cn 1y (modie).

,5,n — 1}) s vyznacenou cestou Pn_; (zelené) a kruznici

Pokud n = 16, ohodnotime vrcholy cesty P dle véty 4.3 hodnotami 0 = 6 a vrcholy
kruznice Cy dle véty 4.4 hodnotami 9+17. Pokud n = 4k+2, kde k > 4, k € N, ohodnotime
vrcholy cesty Pn_; (cesta ma aspon 8 vrcholii) dle véty 4.3 hodnotami 0 + 7 a vrcholy
kruznice C'ny; (kruznice ma sudy pocet vrcholi) dle véty 4.4 hodnotami 10 =+ 17. Pokud
n =4k, kde k > 5,k € N, ohodnotime vrcholy cesty Pz_; (cesta mé aspon 9 vrcholu) dle
véty 4.3 hodnotami 0 + 7 a vrcholy kruznice C'z 4 (kruznice mé lichy pocet vrcholu) dle
véty 4.4 hodnotami 10 = 18.

Ve vSech trech pripadech je hodnota vrcholu na kruznici aspon o 3 odlisna od libo-
volného vrcholu na cesté, zbyva tedy oveérit, zda je ohodnoceni cesty piipustné (ohodnoceni
kruznice je piipustné vzdy). Ohodnoceni cesty je piipustné, pokud je hodnota ptirazena
vrcholim u; a uz_; odlisnd, v cirkulantu G se totiz jednd o vrcholy ve vzdélenosti 4.
Pokud n = 16, ohodnotime vrcholy cesty uy, ..., u; postupné hodnotami 2,5,0, 3,6, 1, 4.
Protoze hodnoty ptifazené vrcholim wu; a w7 jsou odlisné, dostavame piipustné ohodno-
ceni cirkulantu Cy({1,8,15}).

Pokud n > 18 m4 cesta P»_; aspon 8 vrcholi. Pokud § —1 # 8/+1 (tedy n # 16/+4),
kdel € N, ohodnotme vrchol w;, kde i = {1,...,8}, hodnotou 3i — 3 (mod 8). A dale pro
j=9,...,5 — 1 je hodnota f(u;) = f(u,), pokud i = 7 (mod 8). Pfi tomto ohodnoceni
jsou hodnoty pritazené vrcholum wu; a uz_y odlisné, a tedy dostdvame pripustné ohod-
noceni cirkulantu C,({1,4,n —1}), kde n # 16 + 4,1 € N. Ohodnoceni vrcholi, pokud
n = 16/+4,! € N, musime trochu poupravit, a to tak, ze zménime (oproti vyse popsanému
ohodnocen{) hodnotu pfifazenou ttem vrcholiim cesty; konkrétné f(un_3) = 0 (namisto
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fun_3) =2), f(un_s) =3 (namisto f(un_5) =5) a f(uz_;) =6 (namisto f(uz_,) = 0).
A tedy i v tomto piipadé dostdvame piipustné ohodnoceni cirkulantu C, ({1, §,n — 1}),
kde n =16l + 4,1l € N. O

Vyuzijeme-li ale ohodnoceni cirkulantt z motiva¢nich tvrzeni 4.18 az 4.23, zjistime, ze
tento horni odhad lze u nékterych specialnich pripadu snadno vylepsit.

Poznamka 4.27. V dukazu nasledujici véty a v dalsim textu budeme pracovat s pojmem
vzor, resp. kopirovdni vzoru. Necht je dén graf C,,(S). Vzorem budeme rozumét koneénou

posloupnost m hodnot hq, ..., h,, prislusnou vrcholum uy,...,u,,. Kopirovinim tohoto
vzoru budeme rozumét ohodnoceni vrcholu u; g, hodnotou h;, kde i =1,... . ma k =
0,..., pficemz max{i + km} = n.

Véta 4.28. Necht je ddin cirkulant G' = C,({1,%,n — 1}), kde n > 4 je sudé. Pak
14, pokudn = 8k, k € N;

11,  pokudn = (2k —1)6 nebo n = (2k — 1)12;

10, pokud n = (2k — 1)14,k € N;

9, pokud n = (2k — 1)10, k € N.

A2 (G) <

Diikaz. Vyjdeme z ohodnoceni cirkulantu G; = Cs({1,3,5}), Go = Cs({1,4,7}), G3 =
Ci1({1,5,9}), G4 = C12({1,6,11}) a G5 = C14({1,7,13}). Pokud tento vzor v kazdém
z péti piipadu nakopirujeme za sebe (2k—1)-krat, kde k je liché ¢islo, dostaneme piipustné
ohodnoceni prislusného cirkulantu G, (i = 1,...,5). NiZe jsou pro dané cirkulanty uvedeny
hodnoty pfislusné vrcholum téchto cirkulantu, tuéné je zvyraznén onen vzor.

Gy: ...9 4 11 0 7 2 9 4 11 0 7 2

Gy ...12 6 14 0 8 2 10 4 12 6 14 0 8 2

Gy ...1 470 3 6 9 25 81 4 7 0 36

Gy ...4 7 10 0 3 6 9 2 5 8 11 1 4 7 10 0 3 6

G ...3 10 5 0 3 10 5 0 7 2 9 6 1 8 3 10 5 0 3 10...

Formalnéji dukaz provedeme pro cirkulant G%. Vrchol u; je hranou mj. spojen s vr-
cholem w;yn (bréno (mod n), této hrané budeme iikat whlopricnd hrana, resp. budeme
hovotit o whlopriéném spojeni vrcholu). Vrchol ohodnoceny hodnotou 0 je tak rovnéz
sousedni s vrcholem ohodnocenym hodnotou 5 a naopak. Dale jsou uhlopti¢né spojeny
vrcholy ohodnocené hodnotami 3 a 8,1 a 6,4 a9 ataké vrcholy 2 a 7. Vrcholy ohodnocené
stejnymi hodnotami jsou ve vzdalenosti aspon 6 (a tedy i 4), vrcholy ohodnocené hodno-
tami s a s+ 1 jsou ve vzdalenosti aspon 3 a vrcholy ohodnocené hodnotami lisicimi se o 2
jsou ve vzdalenosti aspon 2. V grafu G tak hodnoty prifazené vrcholum ve vzdélenosti
t, kde t = 1,2,3, jsou tak stejné jako hodnoty ptirazené vrcholum ve vzdalenosti ¢, kde
t =1,2,3, v grafu Cy({1,5,9})). Ukdzali jsme, ze v piipadé cirkulantu G¥%, je ndmi po-
psané ohodnoceni piipustné — obdobné lze provést i pro ostatni cirkulanty G, G5, G/

/
a Gf.
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Zbyva ukéazat, ze A321)(G') < 14, pokud n = 8k, kde k je sudé (tedy n = 161).
Zde vzor ohodnoceni vypada takto: nejprve za sebe 2[-krat nakopirujeme vzor 0, 8, 2, 10,
za néj pak 2[-krat nakopirujeme vzor 4,12, 6, 14. Vrcholy ohodnocené stejnymi hodnotami
jsou vzdy ve vzdélenosti aspon 4 a vrcholy ohodnocené hodnotami s a s + 2 jsou vzdy
ve vzdalenosti aspon 2. I zde jsme dostali ptipustné ohodnoceni prislusného cirkulantu. [J

Dusledek 4.29. Necht je ddn cirkulant G = C,({1,%,n—1}), kde n = (2k—1)10, k € N.
Pak )\(37271) (G) =9.

Diikaz. Vyplyva piimo z vét 4.25 a 4.28. |

A nyni uz prejdeme k cirkulantum s |S| = 4.
Tvrzeni 4.30. Necht je ddn cirkulant G = C5(1,2,3,4). Pak A\32.1)(G) = 12.
Diikaz. Plati, ze G = K5, a proto dle véty 4.5 je A\321)(G) = 12. O
Tvrzeni 4.31. Necht je ddn cirkulant G = C4(1,2,4,5). Pak A\;321)(G) = 12.
Diikaz. Plati, ze G = Cy([5] \ {3}), a proto dle tvrzeni 4.11 je A\32.1)(G) = 12. O

Tvrzeni 4.32. Necht je din cirkulant G = C7(1,2,5,6). Pak A\321)(G) = 12.

Obrazek 22: Vlevo cirkulant G = C7(1, 2,5, 6) ohodnoceny hodnotami 0 =+ 12, vpravo pak
jeho komplement.

Diikaz. Graf G je zndzornén na obrazku 22 vlevo (vpravo je pak jeho komplement). Plati,
ze G = C7([6] \ {3,4}), a proto dle tvrzeni 4.16 je A321)(G) = 12. O
Tvrzeni 4.33. Necht je din cirkulant G = Cs(1,2,6,7). Pak A\321)(G) = 14.

Diikaz. Vrcholy grafu G oznacime postupné symboly wuq,...,us a v tomto poradi je
ohodnotime hodnotami 0,4,8,12, 2,6, 10, 14. Dostaneme piipustné ohodnoceni grafu G,
a protoze diam(G) = 2, nemuzeme ohodnotit dva ruzné vrcholy grafu G stejnymi hodno-
tami nebo hodnotami lisicimi se o 1, a tedy Az 2,1)(G) = 14. O

Tvrzeni 4.34. Necht je din cirkulant G = Cy(1,2,7,8). Pak A\;321)(G) = 16.
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0 14

Obrazek 23: Cirkulant G = Cy(1,2,7,8) ohodnoceny hodnotami 0 = 16.

Diikaz. Dukaz provedeme analogicky jako u predchoziho tvrzeni. Vrcholy grafu G oznac¢ime
postupné symboly uy, ..., ug a v tomto uvedeném poradi je postupné ohodnotime hodno-
tami 0, 14, 10, 6, 2, 16, 12, 8, 4, ¢imz dostaneme piipustné ohodnoceni grafu GG. Graf s timto
ohodnocenim je zachycen na obriazku 23. Protoze diam(G) = 2, nemuzeme ohodnotit
dva ruzné vrcholy grafu G stejnymi hodnotami nebo hodnotami lisicimi se o 1, a tedy
)\(37271)<G) = 16. O

Tvrzeni 4.35. Necht je ddn cirkulant G = C10(1,2,8,9). Pak \321)(G) = 13.

Obrazek 24: Cirkulant G = C1(1,2,8,9) ohodnoceny hodnotami 0 + 13.

Diikaz. Ohodnotime-li vrcholy uq, ..., uy9 postupné hodnotami 0,3,6,9,12,1,4,7,10, 13,
dostaneme pripustné ohodnoceni grafu G, protoze vrcholy s pritazenymi hodnotami lisi-
cimi se o 1 jsou ve vzdalenosti 3, vrcholy s pfifazenymi hodnotami lisicimi se o 2 jsou
ve vzdalenosti 2 a sousedni vrcholy maji ptitazeny hodnoty lisici se aspon o 3. Graf s timto
ohodnocenim je zachycen na obrézku 24. Abychom graf G ohodnotili s mensim rozsahem
hodnot, museli bychom néjakou hodnotu pouzit vicekrat nebo bychom museli pouzit tii
po sobé jdouci hodnoty s, s + 1 a s + 2. Prumér grafu je 3, a tedy stejné hodnoty pouzit
nemuzeme. Navic v grafu G existuje pravé pét dvojic vrcholi, jez mohou byt ohodnoceny
hodnotami s rozdilem 1 (jsou to vrcholy uy a ug, us a uz, ug a us, us a ug, us a uig), ale
zadnd takové trojice vrcholi, a tedy Az 2,1)(G) = 13. O
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Toto schéma dukazu pouzijeme i v néasledujicich dvou tvrzenich tykajici se cirkulantu
C11(1,2,9,10) a C12(1,2,10,11): v zddném z téchto grafu nelze ohodnotit dva vrcholy
stejnymi hodnotami a neexistuje trojice vrcholu takova, ze bychom ji mohli ohodnotit
tfemi po sobé jdoucimi hodnotami. Vrcholy tedy ohodnotime hodnotami 0,1, 3,4,6,7, ...
dle po¢tu vrcholu. Dostaneme tedy nasledujici dvé tvrzeni. Prislusny obrazek 25 pak
dokazuje, ze ohodnoceni téchto grafu vyse uvedenymi hodnotami, skutecné existuje.

9 4 1

10 12

10
13

16

Obrazek 25: Cirkulant G = (44(1,2,9,10) ohodnoceny hodnotami 0 + 15 a cirkulant
G = (15(1,2,10,11) ohodnoceny hodnotami 0 + 16.

Tvrzeni 4.36. Necht je din cirkulant G = C11(1,2,9,10). Pak A\32.1)(G) = 15.
Diikaz. Tvrzeni bylo dokézano v predchozim komentari. U
Tvrzeni 4.37. Necht je ddn cirkulant G = C15(1,2,10,11). Pak A\321)(G) = 16.

Diikaz. Tvrzeni bylo dokézano v predchozim komentari. O

Nez prejdeme k patticnym zobecnénim, podivame na posledni motivujici tvrzeni, které
se nam bude pozdéji hodit.

Tvrzeni 4.38. Necht je ddn cirkulant G = Cy3(1,2,11,12). Pak A\321)(G) = 12.

Obrazek 26: Cirkulant G = C13(1,2, 11, 12) ohodnoceny hodnotami 0 + 12.
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Diikaz. Obréazek 26 znazornuje graf G ohodnoceny hodnotami 0,1,...,12. Toto ohodno-
ceni vrcholu je pripustné, protoze vrcholy ohodnocené hodnotami s a s + 1 jsou vzdy
ve vzdélenosti 3, vrcholy ohodnocené hodnotami s a s + 2 jsou vzdy ve vzdalenosti 2
a sousedni vrcholy jsou ohodnoceny hodnotami lisicimi se aspon o 3. Abychom graf G
ohodnotili s mensim rozsahem hodnot, musime dva vrcholy ohodnotit stejnou hodnotou.
Jelikoz je ale prumér grafu G roven 3, toto ohodnoceni dvou ruznych vrcholi neexistuje.
A tedy )\(372,1) (G) =12. ]

Nyni nasleduje stézejni ¢ast — véta o dolnim odhadu ¢isla A0y cirkulantu G =
Cn(1,2,mn —2,n—1).

Véta 4.39. Necht je din cirkulant G = C,(1,2,n—2,n—1), kden > 5. Pak A321)(G) >
12.

Dikaz. 7 predchozich tvrzeni 4.30 az 4.38 vyplyva, ze véta plati pro 5 < n < 13. Pro
spor predpokladejme, ze existuje cirkulant G s vnéjsi kruznici C' a néjakym ohodnocenim
vrcholt pomoci hodnot 0+ 11. Takovy cirkulant musi mit nutné aspon 14 vrcholta. Vzhle-
dem k tomu, ze mame k dispozici maximalné 12 hodnot (0 = 11), musi se aspon jedna
hodnota zopakovat. V grafu GG naleznéme dva vrcholy x a y ohodnocené stejnou hodno-
tou s minimalizujici diste(z, y). Plati, ze 7 < disto (2, y) < 12. Mensi nez 7 byt z definice
L(3,2,1)-ohodnoceni nemuze a pro distc(x,y) > 12, bychom dostali spor s minimalitou.
Polozme m = distc(z,y) + 1.

Oznac¢me vrcholy uy, . .., u, grafu G postupné, jako jsme byli dosud zvykli (proti sméru
hodinovych rucicek) tak, ze vrchol x odpovidd vrcholu u,. Pokud by y # w,,, prohodime
oznaceni vrcholu = a y a znovu preznacime vrcholy wq,...,u, tak, ze u; = x. Muze
nastat 6 moznosti, a to y = u,,, kde m = {8,9,10,11,12,13}. Uvazujme graf G,, jako
podgraf grafu G indukovany mnozinou vrcholu uy, . .., u,,. Nejprve ukazeme, ze graf G,,,
jehoz vrcholy g a u,, jsou ohodnoceny stejnou hodnotou s (s € {0,1,...,11}), nelze pro
m =9,...,13 ohodnotit s rozsahem hodnot 0 + 11. Na obrazku 27 je zachycen graf G
s vyznacenymi vrcholy wuq, ..., u;s.

Up U Uz Uy Us Ug Uz Ug Ug Ugp Uyy Ugp Uyg
Obrazek 27: Graf G13 s vrcholy uq, ..., u;3.

Necht je ddn graf G5 a necht jsou vrcholy u; a u;3 ohodnoceny hodnotou s. Kazdy
z 11 dosud neohodnocenych vrcholu ws, . . ., w5 musi byt ohodnocen jinou hodnotou (stej-
nou hodnotu ¢ k ohodnoceni dvou vrcholi nemuzeme pouzit, jinak bychom dostali spor
s minimalitou vybéru vrcholi x a y), musime pouzit kazdou hodnotu. Jen vrcholy ug, uz
a ug mohou byt ohodnoceny hodnotou s 4 1. Za predpokladu, ze s nabyva jedné z hod-
not 0,...,9, ohodnotime-li jakykoliv z téchto t¥{ vrcholu hodnotou s + 1, nelze ohodnotit
zéddny vrchol grafu (G135 hodnotou s + 2, protoze neexistuje zadny vrchol v Gi3, jez by
byl ve vzdalenosti aspon tfi od vrcholu ohodnoceného hodnotou s + 1 a zéroven byl
ve vzdalenosti aspon dva od obou vrcholu u; a wuy3. V pripadé, ze s = 10 nebo s = 11
stejnou argumentaci nebudeme moci zaroven pouzit obé hodnoty s — 1 a s — 2. A tedy
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graf G153 nelze za predpokladu, ze jsou vrcholy u; a uy3 ohodnoceny stejnou hodnotou,
ohodnotit v rozsahu 0 + 11.

Necht je ddn graf G, a necht jsou vrcholy u; a ujs ohodnoceny hodnotou s. Z 11
hodnot (0 =+ 11 kromé s), které muzeme pouzit pro ohodnoceni deseti dosud neohodno-
cenych vrcholu uo, . .., u1;, musime vynechat pravé jednu hodnotu. Hodnotu s + 1, resp.
s — 1 nyni muzeme pfitadit jen vrcholim ug a w7, a tedy z hodnot s + 1 a s — 1 musime
pouzit praveé jednu hodnotu. Predpokladejme, ze s nabyva jedné z hodnot 2, ...,9. Ohod-
notime-li ale jeden z vrcholi ug nebo u7 hodnotou s+1 (nebo s — 1), nebudeme nyni moci
pouzit hodnotu s 4+ 2 (nebo s — 2), protoze v grafu G2 neexistuje vrchol, ktery by byl
ve vzdalenosti aspon 3 od vrcholu ohodnoceného hodnotou s + 1 (nebo s — 1) a zéroven
by byl ve vzdélenosti aspon 2 od obou vrcholt u; a u2. To znamend, ze musime vynechat
dvé hodnoty, a tedy dostdvdme spor. Necht tedy s = 0 nebo s = 1 (a analogicky s = 11
nebo s = 10). Zfejmé jednu z hodnot 0,1,2 (a analogicky 9,10, 11) nemuzeme pouzit.
Necht je déle vrchol uy ohodnocen hodnotou ¢, kde ¢t € {2,...,11} at # s+ 1 (analogicky
t={0,...,9} at # s—1). Hodnotou t+1 nebo t — 1 (obé zaroven pouzit nemuzeme) mo-
hou byt ohodnoceny pouze vrcholy u1g a 1. Hodnotu t+2 nebo t—2 vSak opét nemuzeme
pouzit (neexistuje zadny vrchol, jez by byl ve vzdélenosti aspon 2 od vrcholu uy a aspon
ve vzdélenosti 3 od vrcholu ohodnoceného hodnotou ¢ + 1 nebo t — 1), a dostavame tedy
spor s poctem nepouzitych hodnot. Proto graf GGi5 nelze za predpokladu, ze jsou vrcholy
Uy a u12 ohodnoceny stejnou hodnotou, ohodnotit v rozsahu 0 + 11.

Necht je dan graf G a necht jsou vrcholy u; a u;; ohodnoceny hodnotou s. Z 11 hod-
not (0= 11 kromé s), které muzeme pouzit pro ohodnoceni deviti dosud neohodnocenych
vrcholu ug, ..., u19, musime vynechat pravé dvé hodnoty. To znamend, ze v grafu Gi;
existuji aspon ¢tyfi vrcholy ohodnocené po sobé jdoucimi hodnotami z rozsahu 0 + 11.
V grafu G;; ale existuje pravé jedna takova ctverice vrcholu (konkrétné jde o vrcholy
Us, Us, U7 & Up), jeZ muze byt ohodnocena ¢tyfmi po sobé jdoucimi hodnotami, a nee-
xistuje zadna pétice vrcholu, kterou bychom mohli ohodnotit péti po sobé jdoucimi hod-
notami. Abychom ohodnotili graf Gi; s rozsahem hodnot 0 <+ 11, musi kromé zminéné
¢tverice vrcholu ohodnocenych po sobé jdoucimi hodnotami existovat i dvé takové trojice
vrcholu T a Ty (trojice T;,i = 1,2, musi obsahovat vrcholy ohodnocené tfemi po sobé
jdoucimi hodnotami). Musi tedy platit, ze vrchol u; € T} (nebo T5). Pak hodnotu s + 1
(resp. s — 1) musime pfifadit vrcholu ug. Pak ale zaddnému vrcholu nemuzeme prifadit
hodnotu s+ 2, (resp. s —2) ani s — 1, (resp. s+ 1). A tedy graf G;; nelze za predpokladu,
ze jsou vrcholy u; a uy; ohodnoceny stejnou hodnotou, ohodnotit v rozsahu 0 <+ 11.

Necht je ddn graf Gy a necht jsou vrcholy u; a ujy ohodnoceny hodnotou s. Z 12
hodnot musime vynechat pravé tii hodnoty. V G1g neexistuje zadna trojice vrcholu, kterou
bychom mohli ohodnotit tfemi po sobé jdoucimi hodnotami. To znamenad, ze z dvanacti
hodnot 011, nelze pro ohodnoceni grafu G pouzit aspon ctyti hodnoty. A tedy graf G
nelze za predpokladu, ze jsou vrcholy u; a 119 ohodnoceny stejnou hodnotou, ohodnotit
v rozsahu 0 = 11.

Necht je dan graf Gy a necht jsou vrcholy u; a ug ohodnoceny hodnotou s. Z 11 hodnot
(0 = 11 kromé s), které muzeme pouzit pro ohodnoceni sedmi dosud neohodnocenych
vrcholu us, . . ., ug, musime vynechat pravé ¢tyti hodnoty. V (g neexistuje zadnd trojice
vrcholu, kterou bychom mohli ohodnotit tfemi po sobé jdoucimi hodnotami. Ohodnotime-
li vrchol ug, kde k = {4,5,6} hodnotou ¢ (t = 1, ..., 10), nelze pouzit hodnoty t—1 ani t+1
k ohodnoceni zadného dalsiho vrcholu. Pokud ¢ = 0, nemuzeme pouzit hodnotu 1, a pokud
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t = 11, nemuzeme pouzit hodnotu 10. Dale vime, Ze hodnoty prifazené vrcholim uy, us
a ug se museji po dvou lisit vzdy alespon o 3. Kdyby aspon dva z téchto vrcholu uy, us, ug
byly ohodnoceny néjakou hodnotou 1 az 10, nemohli bychom k ohodnoceni dalsich vrchola
pouZit aspon 5 hodnot, ¢imZ bychom dostali spor. Necht tedy dva z vrcholl uy, us, ug jsou
ohodnoceny hodnotami 0 a 11 a zbyvajici tfeti vrchol je ohodnocen hodnotou p, kde
p = 3,...,8. Z toho ale vyplyva, ze na ohodnoceni neohodnocenych vrcholu wus, us, uy
a ug mame k dipozici hodnoty 2,...,9 kromé tii po sobé jdoucich hodnot p—1,pap+1.
At uZ p nabyva jakékoliv z moznych hodnot, museli bychom na ohodnoceni ti{ vrcholi
pouzit tii po sobé jdouci hodnoty, coz je ale spor. A tedy graf GGy nelze za predpokladu,
ze jsou vrcholy u; a ug ohodnoceny stejnou hodnotou, ohodnotit v rozsahu 0 + 11.

Vime, ze pro m = {9,...,13} nelze graf G,, (s vrcholy u; a w,, ohodnocenymi stej-
nou hodnotou s) ohodnotit pomoci hodnot 0 =+ 11. Nyni budeme uvazovat graf Gg. Ne-
cht jsou jeho vrcholy wu; a ug ohodnoceny hodnotou s. Necht dale existuje néjaké jeho
L(3,2,1)—ohodnoceni pomoci hodnot 0 <+ 11 (jedno takové je zachyceno na obrazku 28).
Z 11 hodnot (0 + 11 kromeé s), které muzeme pouzit pro ohodnoceni Sesti dosud neohod-
nocenych vrcholu us, . .., u7, musime vynechat pravé pét hodnot. Mezi vrcholy us, ..., ur
existuje pouze jedna dvojice vrcholi (ug a u7) takovd, jez muze byt ohodnocena po sobé
jdoucimi hodnotami, zadny vrchol nelze ohodnotit hodnotou s 4+ 1, ani s — 1. To zna-
mend, ze abychom graf Gg ohodnotili s rozsahem hodnot 0 + 11, musime vrcholy us a ur
ohodnotit pomoci hodnot ¢t a t + 1 (pokud bychom dvé po sobé jdouci hodnoty nepouzili,
nesméli bychom pouzit aspon Sest hodnot, coz by byl spor). Abychom graf Gg ohodnotili
v rozsahu 0=+ 11, z kazdé dvojice hodnot ¢, +1 (¢ = 0, ..., 10) musime vzdy pouzit aspon
jednu hodnotu.

Obrazek 28: Graf Gg ohodnoceny hodnotami 0 <+ 11.

Predpokladejme, ze s = 0. Hodnotu 1 nelze pouzit a hodnotu 2 lze pouzit pouze
na ohodnoceni vrcholu uy (nebo symetricky na ohodnoceni vrcholu us). Hodnotu 3 pak
nemuzeme pouzit a hodnota 4 pak musi byt pfitazena vrcholu u;. To znamena, ze vrchol
us musi byt ohodnocen hodnotou 5. Vrcholy us,us a ug vSak jiz nemuzeme ohodnotit
hodnotami 7 az 11. Proto s # 0. Analogicky musi platit s # 11.

Oba vrcholy uy a uy; museji byt ohodnoceny po sobé jdoucimi hodnotami, a tak diky
symetrii predpokladejme, ze vrchol us je ohodnocen hodnotou ¢ + 1 a vrchol u; je ohod-
nocen hodnotou ¢. Pokud ¢ = 1, nemohli bychom k ohodnoceni zadného z vrcholu pouzit
hodnotu 0, a tedy bychom zmensili ohodnoceni kazdého vrcholu o 1. Hodnota ¢ nemuze
byt ani 11, protoze pak t + 1 = 12. Predpoklddejme, Zze ¢t = 0 (analogicky bychom praco-
vali s predpokladem, ze t = 10) a samoziejmé oba vrcholy u; a ug museji byt ohodnoceny
stejnou hodnotou s. Hodnotou 1 je tedy ohodnocen vrchol uy, hodnotu 2 nelze pouzit.
Hodnotu 3 lze ptitadit pouze jednomu z vrcholu us a ug. Pokud bychom pfiradili hod-
notu 3 vrcholu ug, nelze pouzit hodnotu 4 a hodnota 5 musi byt pfritazena vrcholu us.
Nyni jiz ale nelze pouzit hodnotu 6, ani 7, dostavame tedy spor. Pokud bychom priradili
hodnotu 3 vrcholu us (namisto vrcholu ug), nelze pouzit hodnotu 4 a nutné s = 5. Nyni
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nelze pouzit hodnotu 6 a hodnotu 7 musime ptiradit vrcholu us. K ohodnoceni zadného
ze zbyvajicich vrcholu ug a ug jiz nelze pouzit hodnoty 8 a 9, a opét tedy dostavame spor.
Proto ¢t # 0,1, 10, 11.

Nyni ke grafu Gg (jehoz vrcholy g a ug jsou ohodnoceny hodnotou s # 0,11 a vrcholy
ug a wur jsou postupné ohodnoceny hodnotami t + 1 a t, kde ¢t # 0,1,10,11) ptidejme
vrcholy ug a ug a hrany wuguq, ugue, urtg a ugig, ¢imz vznikne graf H, jez je izomorfni
s grafem G1g, a je tedy podgrafem grafu GG. Tento graf je zachycen na obrazku 29, zelené
jsou zvyraznény vrcholy ug a ug a hrany uguy, ugus, urtg a ugug. Ukazeme, Ze oba vrcholy
U a ug jiz nelze ohodnotit zadnou z hodnot 0 = 11.

Obrazek 29: Graf Gg znazornény cerné s ohodnocenymi vrcholy wuy, ug, u7 a ug, pridanim
zelenych hran a vrcholu vznikne graf H.

Na ohodnoceni vrcholu ug a ug nelze pouzit zadnou hodnotu, kterou jsme jiz ohodnotili
néjaky z vrcholu uy, . .., ug, a to proto, ze od vrcholu ug (resp. ug) jsou vrcholy us, . . ., us
(resp. vrcholy uy, ..., ug) ve vzdalenosti mensi nez 4 a hodnoty s,t a t + 1 nelze pouzit,
protoze oba vrcholy uy a ug sousedi s vrcholem, jez je ohodnoceny hodnotou s a jednou
z hodnot ¢ nebo t + 1. Rovnéz ani jeden z vrcholu uy a ug nelze ohodnotit hodnotou
s = 1, hodnotou ¢ — 1 a hodnotou ¢ + 2, coz jsou hodnoty které nebyly dosud pouzity.
Vsechny tyto hodnoty jsou pripustné (jsou 0+ 11), a to proto, ze t nabyvé jedné z hodnot
2,...,9 a s nabyvé jedné z hodnot 1, ..., 10. Protoze |s —t| > 3, jsou hodnoty s — 1, s+ 1
a t — 1 navzdjem ruzné. Ukazeme rovnéz, ze t + 2 # s — 1. Pokud by platila rovnost, je
s =t + 3, coz je ale spor s tim, ze vrcholy uy a u; ohodnocené hodnotami s a ¢ + 1 jsou
sousedni. To znamena, ze oba vrcholy ug a ug nemohou byt ohodnoceny zadnou ze sedmi
jiz pouzitych hodnot a ani zadnou ze ¢tyt dosud nepouzitych hodnot s —1,s + 1,¢ — 1
a t + 2. Oba vrcholy tedy museji byt ohodnoceny posledni zbyvajici hodnotou r, kterou
jsme dosud nepouzili. To ale neni mozné, protoze neexistuje zadny vrchol v grafu H, jez
by byl od obou vrcholu ug a ug ve vzdalenosti aspon tii (hodnotu r + 1, resp. r — 1 jsme
museli pii ohodnocovéni grafu Gg pouzit). A tedy graf H nelze ohodnotit v rozsahu 0-+11.

Ukézali jsme tedy, ze v zadném z uvedenych piipadu nelze graf G ohodnotit pomoci
hodnot 0 = 11. A tedy )\(37271)(G) > 12. Ol

Nasleduje specialni trida grafu, pro niz je dolni odhad primo prislusnym rozpétim.

Véta 4.40. Necht je ddn cirkulant G = C,(1,2,n — 2,n — 1), kde n = 7k nebo n = 13k,
k € N. Pak )\(3,271)<G) =12.

Dikaz. Vyjdeme z ohodnoceni vrcholu cirkulanta C7(1,2,5,6) a Ci3(1,2,11,12) (tedy
grafu G s k = 1 pro tento obecny piipad) a toto ohodnoceni vrcholu za sebe nakopirujeme
k-krat, podobné jako na obrazcich 30 a 31, prislusna jedna kopie je zvyraznéna. V pripadé
n = 7k budou vrcholy wuz;+; ohodnoceny 0, vrcholy wuz; 12 budou ohodnoceny 4 atd. az vr-
choly w77 budou ohodnoceny hodnotou 10 (¢ = 0,1,...,k — 1). Toto ohodnoceni je
pripustné, protoze vrcholy ohodnocené hodnotami s a s + 2 jsou vzdy ve vzdalenosti
aspon 2 a vrcholy ohodnocené stejnou hodnotou jsou ve vzdalenosti aspon 4.
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Obrazek 30: Cirkulant G = C,(1,2,n — 2,n — 1), kde n = 7k, k € N, ohodnoceny
hodnotami 0 + 12.

10 5 0 8 3 1 6 1 9 4 12 7 2 10 5 0 8 3 M 6 1 9 4 12 7 2 10 5

Obrézek 31: Cirkulant G = C,(1,2,n — 2,n — 1), kde n = 13k, k € N, ohodnoceny
hodnotami 0 + 12.

V piipadé n = 13k budou vrcholy w;3;,41 ohodnoceny 0, vrcholy 3,12 budou ohod-
noceny 8 atd. az vrcholy wj3;+13 budou ohodnoceny hodnotou 5 (i = 0,1,...,k — 1).
Toto ohodnoceni je pripustné, protoze vrcholy ohodnocené hodnotami s a s+ 1 jsou vzdy
ve vzdalenosti aspon 3, vrcholy ohodnocené hodnotami s a s+ 2 jsou vzdy ve vzdalenosti
aspon 2 a vrcholy ohodnocené stejnou hodnotou jsou vzdy ve vzdalenosti aspon 7, tedy
v aspon pozadované vzdalenosti 4.

A tedy A321)(G), kde G je Cn(1,2,n —2,n — 1) s n = Tk nebo n = 13k (k € N), je
nejvyse 12. Jelikoz ale dle véty 4.39 je A32,1)(G) > 12, dostavame hledanou rovnost. [

Prave piejdeme k hornfim odhadim rozpéti A3 2,1 u cirkulanti. Zacneme cirkulantem
G=0C,(1,2,n—2,n—1), kde n = 10k, k € N.

Véta 4.41. Necht je ddn cirkulant G = C,(1,2,n —2,n — 1), kde n = 10k, k € N. Pak
12 < Ao (G) < 13.

M0 13 o 3 66 9 12 1 4 7 10 13 0 3 6 9 12 1 4 7 10 13

Obrazek 32: Cirkulant G = C,(1,2,n — 2,n — 1), kde n = 10k, £ € N ohodnoceny
hodnotami 0 + 13.

Diikaz. Podle véty 4.39 je A321)(G) > 12. Pouzijeme ohodnoceni vrcholi cirkulantu
C10(1,2,8,9) (tedy grafu G s k = 1) a toto ohodnoceni vrcholu za sebe nakopirujeme k-
krat, podobné jako na obrazku 32. Vrcholy u9;41 budou ohodnoceny 0, vrcholy wyg;12 bu-
dou ohodnoceny 3 atd. az vrcholy u10;1190 budou ohodnoceny hodnotou 13 (i = 0,1,..., k—
1). Toto ohodnoceni je piipustné, protoze vrcholy ohodnocené hodnotami s a s + 1
jsou vzdy ve vzdalenosti aspon 3, vrcholy ohodnocené hodnotami s a s + 2 jsou vzdy
ve vzdalenosti aspon 2 a vrcholy ohodnocené stejnou hodnotou jsou vzdy ve vzdéalenosti
aspon 5, tedy v aspon pozadované vzdalenosti 4. A tedy A32,1)(G) < 13. O

Nasledujici véta hovoif o hornim odhadu ¢isla A3 91y cirkulantu G = C,(1,2,n—2,n—
1), kde n =Tk + 8l a k,l € NU {0}, pficemz aspon jedno z ¢isel k, [ je nenulové.
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Véta 4.42. Necht je ddn cirkulant G = C,(1,2,n —2,n — 1), kden = 7Tk + 8l a k,l €
NU {0}, pricemz alespori jedno z ¢isel k a l je nenulové. Pak 12 < A\321)(G) < 14.

Diikaz. Vyjdeme ze vzoru pro grafy G; = C7(1,2,5,6) a Gy = Cs(1,2,6,7). Vrcholy
prvniho grafu jsme ohodnotili postupné hodnotami 0,4,8,12,2,6 a 10 (tj. vzor grafu G;),
vrcholy druhého grafu jsme pak ohodnotili postupné hodnotami 0,4,8,12,2,6,10 a 14
(tj. vzor grafu Gs). Z dukazu véty 4.40 jiz vime, ze vzor grafu Gy lze k-krét nakopirovat
za sebe a ziskat piipustné ohodnoceni. Nyni ukdzeme, ze lze za sebe navéazat i dva vzory
pro Gs (a tedy il vzoru), vzor pro Gy za vzor pro G a naopak.

.0 4 8 12 2 6 10 14 0 4 8 12 2 6 10 14 ..
.04 8 12 2 6 10 0 4 8 12 2 6 10 14 ..
.04 8 12 2 6 10 14 0 4 8 12 2 6 10..

V fadcich vyse jsou vidét prislusna ohodnoceni vrcholu a napojeni odpovidajicich
vzoru. Jednd se o schéma ohodnoceni vrcholu ¢asti néjakého grafu, sousedni jsou tak
ty vrcholy, jejichz hodnoty jsou vedle sebe nebo ob jednu hodnotu. Navic se vyskytuji
jen sudé hodnoty. Ve vSech trech piipadech je vzdalenost stejnych hodnot rovna aspon 4,
vrcholy s rozdilem hodnot 2, jsou pak ve vzdalenosti aspon 2. Z toho vyplyva, ze libovolné
takovéto napojeni vzoru je pripustnym ohodnocenim ¢asti grafu. Z toho jiz vyplyva, ze
je-li G cirkulant Cy,(1,2,n —2,n — 1), kde n = Tk + 8l a k,l € N, je A\321)(G) < 14.
O tom, Ze A(321)(G) > 12 pak hovoii véta 4.39. O

Na tomto misté zminime Sylvesterovu vétu 4.43. Na ni navazujici dusledek pak tika,

ze odhad na rozpéti A2 1) uvedeny ve veété 4.42 plati pro vsechny cirkulanty s n > 42
(alS|=4,a=1ab=2).

Véta 4.43 [109].  Necht a,b jsou dvé prirozend cisla takovd, Ze ged(a,b) = 1, a necht
n je rovnéz prirozené cislo. Pak rovnice ax + by = n, kde x a y jsou nezdpornd celd ¢isla,
ma tesent (x,y) kdykolivn > (a —1)(b—1).

Dusledek 4.44. Necht G = C,,(1,2,n — 2,n — 1) je cirkulant s |S| = 4 na n vrcholech,
kde n > 42. Potom 12 < A32.1)(G) < 14.

Diikaz. Cisla 7,8 jsou nesoudélnd, ze Sylvesterovy véty 4.43 dostdvame, ze odhad 12 <
A3,21)(G) < 14 z véty 4.42 plati pro vSechna pfirozend n > (a—1)(b—1) = (8—=1)(7—1)
42.

Ol
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5 Zavér

V kapitole 3 shrnujeme dosud znamé vysledky v oblasti L(p, ¢)-ohodnoceni grafu. Tato
cast je rozdélena do ¢tyt podkapitol, a to dle parametru p, q. Podkapitoly 3.1 a 3.2 shr-
nuji ne tak obvyklé L(0, 1)-ohodnoceni a L(1, 1)-ohodnoceni. Nejvétsi duraz je pak kladen
na L(2,1)-ohodnoceni (viz podkapitola 3.3) a na obecné L(p, ¢)-ohodnoceni (viz podkapi-
tola 3.4). Ve vsech téchto podkapitolach uvddime dolni a horni odhady pfislusného rozpéti
A(p,q) — zde stoji za zminku dvé hypotézy: v piipadé L(1,1)-ohodnoceni jde o Wegnerovu
hypotézu 3.21 a v piipadé L(2,1)-ohodnoceni mame na mysli Griggsovu a Yehovu hy-
potézu 3.29. Velky tusek této casti textu zabiraji presné hodnoty ohodnocovaciho ¢isla pro
specialni ttidy grafu.

V tuvodu kapitoly 4 se presouvame do oblasti L(p, ¢, r)-ohodnoceni a uvddime nékolik
znamych vysledku, které pak vyuzivame ve vlastnim vyzkumu déle. Detailnéjsi prehled
o L(p, q,r)-ohodnoceni s durazem na L(3, 2, 1)-ohodnoceni nabizi bakalaiska préce [80].

Podkapitola 4.2 se jiz vénuje vlastnimu vyzkumu, totiz L(3,2,1)-ohodnoceni cirku-
lantu, a je rozdélena dle typu cirkulantu na dvé ¢dsti. V prvni z nich (viz odstavec 4.2.1)
jsme se vénovali hustym cirkulantum, tedy cirkulantum s |S| = n — 2 nebo |S| = n — 3,
a nalezli jsme prislusnd ohodnocovaci ¢isla téchto grafu. V ¢éasti 4.2.2 jsme pak ohodnoco-
vali Fidké cirkulanty, tedy cirkulanty s |S| = 3 nebo |S| = 4. Pro |S| = 3 jsme v ivodnich
prikladech nalezli prislusné rozpéti nékolika konkrétnich cirkulantu a dale jsme nalezli
dolni odhad (viz véta 4.25) a horni odhad (viz véta 4.26) prislusného rozpéti pro tyto
fidké cirkulanty. V piipadé |S| = 4 jsme postupovali obdobné: na tivodnich motivaénich
prikladech jsme nalezli rozpéti nékolika konkrétnich cirkulanti, ve stézejni vété 4.39 jsme
dokézali, ze ohodnocovaci ¢islo kazdého tidkého cirkulantu s |S| = 4 je aspon 12. Pomoci
kopirovani na sebe napojitelnych vzoru a Sylvesterovy véty 4.43 jsme pak nalezli i horni
odhad rozpéti pro vSechny cirkulanty s alespon 42 vrcholy.
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