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Abstrakt
Tato diplomovd prdce se zabyvd kuZeloseckami, které jsou zajimavou soucdsti vijuky matematiky a deskrip-
tivnt geometrie na strednich skoldch.

Prdce obsahuje resersi ramcovijch vzdéldvacich programi (RVP) a Skolnich vzdélavacich programai
(SVP), shrnuti definic a zdkladnich vlastnosti kuzelosecek a Tesené tilohy, ve kterijch se kuzelosecky
vyskytuji. Soucdsti prdce je velké mnoZstvi appleti vytvorengch pomoci bezplatného programu GeoGe-
bra, které pomdahaji s propojovdanim pojmi a vlastnosti kuzZelosecek.

Kli¢ovd slova
kuzelosecka, kruznice, elipsa, parabola, hyperbola, excentricita, numerickd excentricita

Abstract
This diploma thesis deals with conic section topic which takes an interesting part in math tuition as well
as constructive geometry at secondary schools within the Czech Republic.

This document contains a research of Framework Education Programme (curriculum), School Edu-
cation Programme, summarizing of definitions and basic properties of conics including dealing with
tasks where they appear to be. The part of the research is a high amount of applets created by free
software called GeoGebra which helps with connecting terms and properties of conics.
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1 Uvod

Kuzelosecky jsou lidstvu znamy jiz od 4. stoleti pf. n. 1., kdy byly objeveny antickymi geometry.
Nachdzeji uplatnéni od vrhit po pohyby vesmirnych téles a jsou nedilnou souéasti vyuky matematiky
ve velkém mnozstvi stiednich skol.

Tato prace je psana ve formé doplitkového textu k bézné vyuce kuzelosecek na stiednich skoldch.

Prvni ¢ast prace obsahuje zakladni definice a odvozeni vlastnosti kuzeloseéek za pomoci ndvodnych
otazek pro studenty. Celou praci doprovazi applety vytvorené v bezplatném programu GeoGebra.
Tyto applety poméhaji s pochopenim a aplikacemi vyloZenych pojmu a sméruji studenty k odpovédim
na zadané otazky. V praci je zaveden ponékud netradi¢ni pojem numerickd excentricita, ktery nachazi
uplatnéni v druhé ¢ésti prace, kterd obsahuje fesené piiklady.

Druhou a dulezitou ¢ast této prace tvoii kapitola s feSenymi piiklady z prostiedi fyziky, které
ukazuji vyuziti kuzelosecek a jejich rovnic i v jinych nez ¢isté matematickych tlohach a napomahaji
tak k pochopeni nékterych mezipfedmétovych vztahu.

Protoze se na zékladé reserse v kapitole 2 ukazuje, ze dominuje vyuka kuzelosecek spise z pohledu
analytické geometrie, tak se tato prace prilis nezabyva kuzeloseckami z pohledu deskriptivni geometrie.
Protoze byl vyklad tvoren zejména pro potieby feSenych piikladi v druhé ¢asti prace, nejsou zde
uvedeny pojmy jako jsou napiiklad te¢na kuzelosecky ¢i prusecik primky s kuzeloseckou.



2 Reserse RVP a SVP

Skola je zavazdna plnit pozadavky rdmcovych vzdéldvacich programi (RVP) dané ministerstvem
skolstvi. Ramcové vzdéldvaci plany jsou obsahové ruzné v zdvislosti na tom, pro ktery typ Skoly je
program vypracovan. Pro potieby této diplomové prace byla provedena reserse, kterd méla za kol
zjistit, na jakych typech skol jsou kuzelosecky vyucovany. Bylo prochazeno zhruba 270 RVP urcené
pro gymndzia, nastavbova studia, konzervatote, obory E, obory H, obory J a obory LO a M. Téma
kuzelosecky je obsazeno v nasledujicich RVP:

e RVP G Gymnézia

e 26-45-L/51 Telekomunikace

e 26-45-M/01 Telekomunikace

e 36-46-M /01 Geodezie a katastr nemovitost{
e 78-42-M /01 Technické lyceum

e 78-42-M /06 Kombinované lyceum

RVP jsou déle zpracovavany na Skoldch a tvoii kostru pro sestavovani skolnich vzdélavacich pro-
gramit (SVP). Tento dokument upfesiuje informace o studovaném programu na konkrétni skole. To
mimo jiné znamend, Ze kazdd skola muZe rozsifit povinnou stat danou RVP. Miuze dochdzet také
k tomu, ze i mimo vyse uvedené RVP se bude téma kuzelosecky vyskytovat.

V ramci této reserSe bylo rozsifeni o téma kuzelosecky zjisténo napfiiklad na téchto skoldch a obo-
rech:

e 23-41-M/01 Strojirenstvi (Stfedni prumyslové skola, Klatovy)
e 26-41-M /01 Elektrotechnika (Stfedni prumyslova skola, Klatovy)

e 63-41-M /02 Obchodni akademie (Obchodni akademie a Vyssi odborna skola ekonomicka, Svi-
tavy)

e 36-47-M/01 Stavebnictvi (Stfedni priimyslové skola stavebni, Ceské Budéjovice)

Ze seznamu lze vidét, ze zejména technicky orientované skoly téma kuzelosecky do svych SVP
zafazuji i pfesto, ze jim to RVP piimo nepiikazuji. I z tohoto duvodu se domnivam, ze by tato diplomova
prace mohla byt piinosem. Nutno podotknout, Ze vSechny jmenovité zminéné obory jsou zakonceny
maturitni zkouskou.

2.1 Porovnani vyuky kiivek na riznych typech stifednich skol

V této kapitole budou rozebrany rozdily v pojeti vyuky kuzelosetek na skolach, které ho maji soucasti
bud rdmcového vzdélavaciho programu nebo §kolniho vzdélavaciho programu.

Na gymnadziich je vyuka kuzeloseé¢ek pomérné obsahld. Studenti se zde uéi vyuzivat charakteristické
vlastnosti kuzelosecek k urceni analytického vyjadfeni, z analytického vyjadfeni kuzelosecky naopak
urcuji zakladni idaje o kuzeloseckach a v neposledni fadé se uci analyticky uréit vzdjemnou polohu
piimky a kuzelosecky.

Na studijnim oboru 26-45-L/51 Telekomunikace se studenti seznamuji s kuzeloseckami v zékladech
technického kresleni.

Na studijnim oboru 26-45-M /01 Telekomunikace se studenti u¢i o kuzeloseckach v zakladech tech-
nického kresleni, kdy se uci, jak se kuzelosecky konstruuji.

Na studijnim oboru 36-46-M/01 Geodezie a katastr nemovitost{ se studenti vénuji kuzeloseckdm
v rdamci tvorby map - zobrazovani téles a ploch, kdy pii konstrukénich tlohach studenti vyuzivaji
dovednosti konstrukce kuzelosecek.



Také ve studijnim oboru 78-42-M /01 Technické lyceum je téma kuzelosecky pomérné hojné za-
stoupeno. Studenti se zde uéi charakteristiky jednotlivych kuzelosecek, uci se jejich vlastnosti a jejich
analytickd vyjadreni, zkoumaji zpusoby konstrukce kuzelosecek a vyuzivaji jejich vlastnosti k FeSeni
technickych problémiu. Studenti se s kuzeloseckami setkavaji také pii vyuce deskriptivni geometrie.

Studenti oboru 78-42-M /06 Kombinované lyceum se pii vyuce kuzelosecek uéi zékladnim vlastnos-
tem kuzelosecek v ramci predmétu deskriptivni geometrie.

obor ucivo v RVP vyucovano v ramci

RVP G Gymnéazia kuzelosecky (kruznice, elipsa, pa- | matematika a jeji aplikace
rabola a hyperbola)
26-45-L /51 Telekomunikace | kuzelosecky technické kresleni
26-45-M/01 Telekomunikace | konstrukce kuzelosecek, tech- | technické kreslent
nické kiivky
36-46-M /01 Geodezie a ka- | kuzelosecky katastr nemovitosti a tvorba map
tastr nemovitost{
78-42-M /01 Technické ly- | kuzelosecky aplikovand matematika
ceum
78-42-M /06 Kombinované | zakladni vlastnosti a konstrukce | deskriptivni geometrie

lyceum kuzelosecek (elipsy, hyperboly a

paraboly)

Tabulka 1: Porovnani RVP

Na klatovské prumyslové skole se na oborech 26-41-M /01 Strojirenstvi a 26-41-M/01 Elektrotech-
nika uci o kuzeloseckach stejné informace jako studenti gymnazii.

Také v Ceskych Budéjovicich se na Stfedni primyslové skole stavebni na oboru 36-47-M/01 Sta-
vebnictvi uci stejnym znalostem, jako studenti gymnazii.

Na svitavské Obchodni akademii se pod studijnim oborem 63-41-M /02 Obchodni akademie uci
z kuzeloseCek o kruznici a elipse, konkrétné se uci sestaveni rovnic charakterizujici danou kuzelosecky
a urceni vzajemné polohy piimky a kuzelosecky.

V Ceskych Budéjovicich se na St¥edni primyslové skole stavebni na oboru 36-47-M /01 Stavebnictvi
uci stejnym znalostem jako studenti gymnazii.



studijni obor a skola

uéivo v SVP

vyu€ovano v ramci

23-41-M/01  Strojirenstvi  (Stfednf

prumyslova gkola, Klatovy)

26-41-M/01 Elektrotechnika (Stfedn{

prumyslova skola, Klatovy)

63-41-M /02 Obchodni akademie (Ob-
chodni akademie a Vyssi odborné skola

ekonomickd, Svitavy)

36-47-M/01  Stavebnictvi  (Stfedni
primyslovéd Skola stavebni, Ceské
Budéjovice)

analytické vyjadieni kuzelosecek
v roving; vzajemna poloha piimky
a kuzelosecky v roviné

analytické vyjadieni kuzelosecek
v roving; vzajemna poloha piimky

a kuzelosecky v roviné

kuzelosecky  (kruznice, elipsa);
vzajemnd poloha piimky

a kuzelosecky
kuzelosecky (kruzmice, elipsa, hy-
perbola, parabola); vzdjemna po-

loha kuzelosecky a ptimky

matematika

matematika

matematika

matematika

Tabulka 2: Porovnani SVP

Z vyse uvedeného ptehledu lze usoudit, ze téma kuzelosecky je zastoupeno predevsim na tech-

nicky zaméfenych studijnich oborech, zakonc¢ené maturitni zkouskou. Nejvice je z téma kuzelosecek

probirano jejich analytické vyjadieni a prace s nim. Méné se vyskytuje téma kuzelosecek v souvis-
losti s deskriptivni geometrii. I proto se tato prace bude zaméfovat na kuzelosecky a jejich analytické

vyjadieni.




3 Vznik kuzelosecek: Rez rotacni kuzelovou plochou rovinou

Pro¢ se elipse, kruznici, parabole a hyperbole fiks kuZelosecky? Pokuste se odpovéd nalézt
na appletu https://www.geogebra. org/m/upkggxch.

Elipsu, kruznici, parabolu a hyperbolu oznac¢ujeme jako kuzeloseCky, protoze tyto kiivky jsou
vysledkem tezu rota¢ni kuzelové plochy rovinou fezu.

Co by se stalo, kdyby rovina fezu prochdzela vrcholem rotaéni kuzelové plochy? Odpovéd
na tuto otdzku najdete na https://www.geogebra.org/m/dq3uwhwp.

Pokud rovina fezu prochéz{ vrcholem rota¢ni kuzelové plochy, vzniknou tzv. degenerované (sin-
guldrni) kuzelosecky.

3.1 Historické souvislosti

3.1.1 Elipsa v uméni antického Recka

V hrobce makedonského kréle Filipa ITI. Arrhidaia byly objeveny malby z roku 310 pi. n. 1. Na jedné
z nich je nakresleno kolo z boé¢niho thlu pohledu, kdy se kruznice zobrazuje jako elipsa, jak je vidét
na obrazku 1.

Obrazek 1: Malba z roku 310 pf. n. L. [12]

3.1.2 Problém zdvojeni krychle: Objev paraboly a hyperboly

Mezi nejznaméjsi problémy v historii antické geometrie patii problém zdvojeni krychle. Roku 430 pf. n. l.
chtéli Pythagorejci nalézt euklidovskou konstrukei, pomoci niz bude k libovolné krychli mozné zkonstru-
ovat hranu krychle o dvojnasobném objemu. Jinymi slovy chtéli umét k zadané krychli zkonstruovat
(pouze za pomoci kruzitka a pravitkal) takovou krychli, kterd bude mit dvojndsobny objem oproti

1Pravitku se tehdy fikalo prostému pravitku bez ¢iselného méfitka. Kruzitko bylo pouzivdno pouze na prendseni

vzdalenosti.



krychli puvodni.

V pramenech je tento problém zminén v dopise Eratosthena z Kyrény (276-194 pf. n. 1.), ktery je
znam predeviim pro postup nalezeni viech prvoéisel tzv. Eratosthenovo sito. 2

Rik4 se, ze Pythagorejci chtéli problém zdvojeni krychle rozsiFit i mezi ostatni antické obcany,
aby se naslo feSeni tohoto problému rychleji. Shodou okolnosti byly v té samé dobé Athény suzoviny
morem. Riké se, ze Pythagorejci védeéli, ze se zoufali Athénané obrati pro radu k jednomu veéstci.
Kdyz tak Athénané ucinili, vésStec jim na popud Pythagorejcu tekl, ze pokud dokézi zdvojnésobit
krychlovy oltdf v Apollonové chrdamu, morova epidemie skoné¢i. Athénané neprodlené zkonstruovali
vétsi oltar, ale epidemie moru neustdavala. Vydali se proto zpatky za véstcem s otdazkou, pro¢ mor stéle
nabird na sile. Véstec jim odvétil, Zze oni nezdvojnasobili objem krychle, nybrz pouze zdvojnasobili
kazdou hranu krychle a objem se tedy zvétsil 8 krét a ne 2 krat. Athénané prosili o pomoc nejlepsi
geometry své doby. Nanestésti si nikdo nevédél rady a morova epidemie tak pokracovala dal. I pfesto,
ze se nepodafilo zdvojnédsobit oltaF v Apollonové chramu, epidemie nakonec ustala. Athénané si to
vysvétlovali nekone¢nou shovivavosti boha Apollona.

Prostym vypoctem lze problém vyftesit jednoduse.

‘/2:2"/1,

3

2 =2-ad°,

r=2-a,

kde a je hrana puvodni krychle a z je hrana krychle o dvojndsobném objemu.

Kazdou stranu staci zvetsit /2 krat.

Problém ale je, jak pomoci pravitka a kruzitka presné zkonstruovat tuto hodnotu. Anti¢ti geometii
se nespokojili pouze s pfibliznym fesenim a pokracovali v hledani, jak stranu zvétsit presné /2 krat.

Dalsim, kdo se problémem zdvojen{ krychle zabyval, byl Hippocrates z Chiu (470 — 410 pf. n. L),
ktery se stejné jako mnozi Athénané k feSeni problému nedostal. Avsak vedlejsim produktem jeho
snazeni bylo objeveni rovnice paraboly a hyperboly a to z rovnosti

x Yy
s_z_Y 1
Ty b (1)

Antického matematika Menaechma (380 — 320 pf. n. l.) poté napadlo pfepsat rovnici (1) do t¥{
rovnic (2), (3), (4).

o= @
Ty
= 3)
a _y
T @

2Eratosthenovo sito je postup nalezeni viech prvoéisel od 2 do &isla n. Princip spociva v odstrafiovani ndsobkt &isel.
Pro ¢isla 2 az 20 by postup vypadal nasledovné. Vezmeme nejmensi ¢islo, ¢islo 2, a zatneme vyskrtavat jeho ndsobky
(4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, 18, 20). Vezmeme dals{ ¢islo, ¢islo 3, a zatneme opét vyskrtdvat jeho ndsobky (6, 9, 12, 15, 18).
Dalsi neskrtnuté ¢islo je ¢islo 5. Vsechny nésobky ¢éisla 5 jsme ale uz vyskrtli. To samé plati i pro dalsi neskrtnutd c¢isla

11, 13, 17 a 19. Pro radu ¢isel 2 az 20 jsou prvocisly neskrtnuta ¢isla 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19.



Po odstranéni zlomku vzniknou rovnosti (5), (6), (7).

% = ay (5)
y* = bx (6)
zy = 2ab (7)

Grafickym feSenim soustavy rovnic (5), (6), (7) je pruse¢ik P kiivek (parabol) reprezentovanych
v kartézské soustavé soufadnic dvéma rovnicemi parabol (5) a (6) a rovnici (7), kterd predstavuje
rovnici hyperboly® y = 292 kterd také prochdzi priseéikem P. Ukézka vySe popsaného feseni je

k nalezeni na https://www.geogebra.org/m/k2p2cb26 a na obrazku 2.

Obrazek 2: Menaechmovo pokus o vyfeseni problému zdvojeni krychle

Bohuzel dle publikace [4] neni jisté, zda na zdkladé vyse uvedeného bylo Meneachmem odvozeno
odecitani vlastnosti kuzelosecek od kuzele nebo zda timto pokusem o vyfeSeni problému zdvojeni
krychle jeho studium kuzelosecek skoncilo. Puvodni text s Meneanchmovym fesenim byl bohuzel ztra-
cen.

3.1.3 Apollonius z Pergy

Mezi vyznamné antické matematiky, ktef{ se zabyvali kuzeloseckami, patfil Apollonius z Pergy (262
- 190 pf. n. 1.), ktery je oznacovéan jeko Velky geometr. Ve svém osmidilném dile Kdnika - Pojedndnd
o kuzelose¢kdch mimo jiz zndmé kruznice definoval rota¢ni kuzelovou plochu a poté definoval i zbylé
kuzelosecky jako fezy rotacni kuzelové plochy rovinou. Mimo to také jako prvni definoval asymptoty
hyperboly. Bohuzel se v feckém origindlu zachovaly pouze ¢tyii dily, t¥i se dochovaly v arabskych
prekladech a osmy dil se ztratil v déjinach ¢asu. Kuzelosecky se dockaly uznani zejména po objevu
Isaaca Newtona, ktery objevil, ze télesa ve vakuu v gravita¢nim poli pohybuji po trajektoriich, které
odpovidaji prave kuzeloseckdm. [2]

3Tato rovnice popisuje graf nepfimé imérnosti, kterym je pravé hyperbola.



3.1.4 Blaise Pascal

Blaise Pascal (1623 - 1663) je ve souvislosti s kuzeloseckami zndmy predevsim ze spojitosti s Pasca-
lovou vétou z roku 1639, ktera iikd, ze pruseciky ti{ dvojic protilehlych stran Sestitthelnika vepsaného
kuzelosecce lezi na jedné pifmce (tzv. Pascalova piimka). Grafickd podoba této véty spolu s jed-
nou otazkou je na https://www.geogebra.org/m/w9sn8e7f. Tato véta neplati jen pro elipsu, ale
i pro ostatni kuzelosecky.

Obrézek 3: Pascalova véty

Dusledku Pascalovy véty se hojné vyuziva v projektivni geometrii, kterd se vyvinula o 170 let
pozdéji. Pocdtek projektivni geometrie znamenal ndrust zdjmu o studium kuzelosecek a dal tak vznik-

v

nout kvadrikam.

o ) rotacni dvojdilny hyperboloid
rotacni paraboloid

oY

rotacni elipsoid

Obrazek 4: Piiklady rotacnich kvadrik



3.1.5 Germinal Pierre Dandelin

Belgicky matematik Germinal Pierre Dandelin (1794 - 1847) zjistil, Ze pro kuzelosecky, vzniklé fezem
rotaéni kuzelové plochy, plati nédsledujici véta, pozdéji znama, jako Quetelet-Dandelinova véta?, kterd
tikd, ze ohniska eliptického fezu rotacni kuzelové plochy jsou dotykové body kulovych ploch, které jsou
vepsany kuzelové ploSe a dotykaji se roviny fezu.

Na obrazku 5 je ukédzka této véty pro elipsu, nicméné tato véta plati pro vSechny kuzelosecky.
Na https://wuw.geogebra.org/m/dh9znadc je grafickd demonstrace Quetelet-Dandelinovy véty.

Obrazek 5: Quetelet-Dandelinova véta pro elipsu

4Lambert Adolphe Jacques Quételet (1794 - 1847) se zabyval stejnym problémem, nicméné dikaz této véty provedl
roku 1822 G. P. Dandelin.



4 Elipsa a kruznice

4.1 Povidani o elipse a kruznici

Ptestavme si, ze mame papir pripevnény k desce. Do tohoto papiru zabodneme do libovolného mista
Spendlik, k némuz pfipevnime provazek. K druhému konci provazku pfipevnime tuzku a zaéneme
na papir kreslit ¢aru tak, aby byl provazek stdle napnuty. To, co se zatne na papire vykreslovat, je
kruznice. Bod, do kterého jsme $pendlik zapichli, budeme oznacovat jako stied S.

Kruznice je mnozina vSech bodu v roving, které lezi ve stejné vzdalenosti od pevné daného bodu.

Tento bod nazveme stiedem S. Vzdalenost libovolného bodu kruznice od stredu S kruznice
nazveme polomeér r.

Nyni si predstavme jinou situaci. Do papiru zapichneme Spendliky dva a ke kazdému pripevnime
konec provazku. Tento provazek napneme pomoci tuzky a opét za¢neme kreslit na papir tak, aby byl
provazek stale napnuty.

Co se bude vykreslovat tentokrat? Bude to kruznice nebo jina kiivka? VyzkousSejte si tuto situaci
na https://wuw.geogebra.org/m/udggxrh3 a odpovézte pomoci néj na otazku. Na obrazku 6
muzete vidét vznikajici kiivku.

Obrazek 6: Vznik elipsy pomoci provazkové metody

Vykreslujici se kiivce fikame elipsa, body E, F' nazveme ohnisky elipsy.
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Elipsu muzeme tedy sestrojit pomoci dvou bodu (ohnisek E, F') a jesté jedné informace. Jaka
informace to je? Pokud nevite, podivejte se na https://www.geogebra.org/m/w2d2c2nb. Co
musi platit pro vzdalenosti bodu X od bodu E, F'? Odpovédi na otdzku je nasledujici definice

elipsy.

Elipsa je mnozina vSech bodu v roving, které maji od dvou ruznych a pevné danych bodu
(ohnisek E, F) konstantni soucet vzdalenosti.

V jakém fyzikalnim zdkonu tykajici se nebeské mechaniky jste jiz slySeli pojem ohnisko?

Pojem ohnisko zname z Keplerovych zdkonu. Prvni Kepleruv zdkon tika: ,Planety obihaji kolem
Slunce po eliptickych trajektoriich, v jejichZ jednom spole¢ném ohnisku je Slunce.*

Stied S elipsy je bod, ktery je stfedem tsecky EF, kde E a F' jsou ohniska elipsy.

Zaved'me si nyn{ novy pojem, ktery bude oznacovat polovinu vzddlenosti ohnisek (nebo-1i vzdélenost
ohniska od stfedu elipsy). Takové vzdalenosti budeme ikat excentricita (vystfednost) a oznacéime ji e.

Excentricita (vystfednost) e je rovna vzdélenosti ohniska od stfedu S elipsy.
Plati |SE| = |SF| = e, kde E a F jsou ohniska elipsy.

Obrazek 7: Excentricita elipsy
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Co se stane, kdyz dvé ohniska splynou? Jak by takova elipsa vypadala? Ménte na odkazu
https://www.geogebra.org/m/dvcgagut vzdéalenost ohnisek pomoci parametru e a vSimejte
si, jak se méni podoba elipsy. Ukéazka appletu je na obrazku 7 .

Zopakujme si, co jiz o elipse vime. Umime elipsu definovat a vime, ze ¢im jsou ohniska blize stfedu
elipsy, tim se vice elipsa podob4 kruznici. Pokud ohniska splynou (stfed .S), nejednd se jiz o elipsu, ale
o kruznici. Kruznice je tedy specidlnim pripadem elipsy a jeji excentricita e je rovna 0.

Na obrazku 8 vidime zdkladni charakteristiky elipsy. Elipsa m4 ¢tyfi dulezité body. Jedn4 se o hlavn{
vrcholy A a B a vedlejsi vrcholy C' a D. Hlavni vrcholy A a B jsou pruseciky elipsy a piimky ur¢ené body
E, F. Vedlejsi vrcholy C, D jsou pruseciky elipsy a piimky kolmé na tsecku E'F prochéazejici stfedem
S. Vzdélenost |SA| = |SB| znacime a a nazyvame ji hlavni poloosa elipsy. Vzdélenost |SC| = |SD]|
znaCime b a nazyvame ji vedlejsi poloosa elipsy.

C

Obrazek 8: Zména tvaru elipsy v zavislosti na hlavni a vedlejsi poloose

Definice

Hlavni poloosa a je usecka spojujici stied elipsy a hlavni vrchol.
Vedlejsi poloosa b je tsecka spojujici stied elipsy a vedlejsi vrchol.

Podivejme se zpét na definici elipsy. Rekli jsme, 7e elipsa je mnozina viech bodii, které maji od dvou
pevné danych bod (ohnisek) konstantni vzdélenost. Neslo by pomoci pojmu, které jsme si nyni zavedli,
urcit, ¢emu se tato konstantni vzddlenost rovnd?

Na https://www.geogebra.org/m/kqgdkrxk se pokuste vyjadfit, cemu se rovna konstantni
vzdalenost z definice elipsy pomoci parametru, které jsme v této kapitole jiz definovali.

Elipsu definujeme jako mnozinu v3ech bodu, které maji od dvou pevné zvolenych bodu (ohnisek)
konstantni vzdalenost rovnou 2a.
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Pro jaké hodnoty a a b se elipsa stane kruznici? Pro zodpovézeni této otdzky ménte na odkazu
https://www.geogebra.org/m/dscnpemc velikost a a b.
Jaky je vztah mezi excentricitou a hlavni a vedlejsi poloosou? Napovédu naleznete na obrazku 9.

D

Obrazek 9: Zakladni charakteristiky elipsy

Na zékladé Pythagorovy véty muzeme Fici, Ze plati rovnost a? = b2 + €2,

Cim vice jsou si jsou hodnoty a a b blizsi, tim je elipsa svym tvarem vice podobng kruznici. Nabizi
se otazka, jestli by se nenasla néjaka veli¢ina, kterd by udavala, jak moc se elipsa svym tvarem blizi
kruznici. Cim vice se elipsa pfiblizuje kruznici, tfm je jeji excentricita blize 0. Zavedeme si proto pomér
2, kterému fikdme numerickd excentricita e.

Numerickéa excentricita e se rovnd poméru ¢. Hodnota numerické excentricity pro elipsu vy-

jadfuje, jak moc je elipsa svym tvarem podobna kruznici.

Jaka bude numerickd excentricita pro kruznici? Jakych hodnot bude nabyvat numericka excen-
tricita pro elipsu? Zkuste odpovéd najit na https://www.geogebra.org/m/hccfkust.

Numerickou excentricitu lze snadno vyuzit k odliSeni jednotlivych kuzelosecek, jak je vidét v ta-
bulce 3. Pojem numericka excentricita e se casto pouziva napiiklad v astronomii, kde se jim charakte-
rizuje, jak moc je trajektorie kosmického télesa podobnd kruznici.

13



kuzelosecka | hodnoty numerické excentricity e

kruznice

elipsa

0
(0;1)

Tabulka 3: Hodnoty numerické excentricity pro kruznici a pro elipsu

V tabulce 4 je vycet numerickych excentricit riznych vesmirnych objektu Sluneéni soustavy. Plati,
Ze ¢im je numerickd excentricita blize k nule, tim je trajektorie drahy vesmirného objektu vice podobna
kruznici. Protoze se tyto objekty pohybuji po elipse (uzaviend kiivka), fikdme o nich, ze jsou periodické.
Nahttps://1lurl.cz/@3D_SolarSystem jsou tyto objekty zobrazeny, muzeme si tak udélat predstavu,
kde se ktery objekt nachazi. Muzeme také zménit rychlost animace, vlevo je ”check box”, ktery spusti
animaci. Do animace muzeme ptidavat i dalsi objekty Slune¢ni soustavy, sta¢i do okna vlevo vepsat
anglicky nazev objektu, ktery chceme zobrazit a stisknout Enter. Kiizkem u nézvu objektu muzeme

naopak objekt smazat.

néazev objektu

typ objektu

numerickd excentricita e

Merkur
Venuse
Zemé
Mars
Ceres
Jupiter
Saturn
Uran
Neptun
Pluto
Makemake
29P /Schwassmann—Wachmann
1P /Halleyova kometa
67P /Churyumov—Gerasimenko
110P /Hartley
75D /Kohoutek

planeta
planeta
planeta
planeta
trpasli¢i planeta
planeta
planeta
planeta
planeta
trpasli¢i planeta
trpaslici planeta
kometa
kometa
kometa
kometa

kometa,

0,207
0,007
0,017
0,094
0,079
0,048
0,052
0,047
0,010
0,249
0,161
0,044
0,967
0,641
0,315
0,493

Tabulka 4: Piiklady vesmirnych objektu a numerickych excentricit jejich trajektorif [7]

Ktery z objektu v tabulce 4 ma trajektorii nejvice podobnou kruznici? Ktery nejméné?

Z objektu v tabulce 4 m4 trajektorii nejvice podobnou kruznici planeta Venuse, protoze ma nejmensi
hodnotu numerické excentricity €. Nejméné podobnou trajektorii kruznici ma z tabulky 4 Halleyova
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kometa, protoze ma numerickou excentricitu € z tabulky 4 nejveétsi.
Pozor, neznamena to, ze planety musi numerickou excentricitu € vzdy mensi nez komety. Naptiklad
kometa 29P /Schwassmann—Wachmann mé numerickou excentricitu e mensi nez planeta Jupiter.

4.2 Stredova rovnice elipsy

Uz diive jste se ucili analytické vyjadreni kiivek, vzpomenme si napiiklad na pfimku. Zname obecnou
rovnici pifmky (az + by + ¢ = 0), parametrické vyjadieni pifmky® (X = A + tii,t € R) a smérnicovy
tvar piimky (y = kx + ¢). Matematicky umime popsat i elipsu. V této kapitole jsou zminéné pouze
takové stfedové rovnice elipsy, které maji jednu z os rovnobéznou s osou .

Nynf si odvodime stiedovou rovnici elipsy se stfedem v pocdtku (S = [0,0]) a hlavni poloosou a
rovnobéznou s osou x. Vime, ze plati a®> = b? + 2. Déle plati, Ze libovolny bod elipsy mé od ohnisek
konstantni soucet vzdédlenosti roven hodnoté 2a. Oznacme si takovy libovolny bod X = [z,y]. Déle
si ozna¢me ohniska E = [—e,0] a F' = [e,0]. Na zdkladé znalosti vypoétu vzdélenosti dvou bodu
a algebraickych tprav muzeme odvodit stfedovou rovnici elipsy se stfedem v pocatku.

|[EX|+|FX|=2a
Pii matematickych tUpravach je vyhodné pfevést jednu z odmocnin na druhou stranu.

Viete+2+V@—e?+y2=20 /- (w—e?+y?

Nyni celou rovnici umocnime. Nezapomente, ze pravou stranu rovnice musime umocnit podle vzorce
(a—0b)? = a® — 2ab + b2

Viet+eP+y?=2a—/(z—e?+y> /?

(x+e)? +y*=4a® —da/(x —e)2 +y2 + (z —e)* +9°

Nyni rovnici upravime tak, ze umocnime zavorky, co nejsou pod odmocninou, a osamostatnime
¢len s odmocninou.

2+ 2ex +e? +y? =4a® —dar/(z —e)2 +y2+ 2P —2ex + e +y? ) —2? — e —y® 4 2ex

dex —4a® = —dar/(x —e)2 +y2  /:(—4)

a> —er=a\/(x—e)2+y2 /2

(a® — ex)? = a®(2? — 2ex + €% 4+ 4?)
Na levé strané umocnime zavorku dle vzorce (a — b)? = a? — 2ab + b%, na pravé strané rovnice
roznasobime zdvorku élenem a? a upravime rovnici tak, aby na levé strané rovnice byly pouze éleny
obsahujici z2 nebo /2.

2 2.2 2.2

a* —2a%ex + e*x? = a*2® — 2d%ex + a*e® + a®y? |+ 2a”ex — a*e? — ex

at — a2e? = a%2% — 22 + a2y’

a?2? — 2% + a2y? = at — a2e?

51 elipsu, stejné jako ostatni kuzelosecky, bychom uméli vyjadiit parametricky. Avsak v této praci se timto druhem

vyjadieni zabyvat nebudeme.
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332(0,2 _ 62) =+ a2y2 — a2(a2 _ 62) (8)
Vime, 7e a® = b% + €2, miizeme vyraz upravit do tvaru b* = a? — e? a dosadit do (8).

1‘2b2 _|_a2y2 — a2b2 / . a2b2

2 2
€T Y

Rovnice (9) plati pro elipsu se stiedem v poéatku (S = [0,0]) a hlavn{ poloosa je rovnobéznd s osou
z. Pokud bychom chtéli odvodit stfedovou rovnici elipsy se stiedem v pocatku a hlavni poloosou
rovnobéznou s osou y, stacilo by zménit soufadnice ohnisek tak, ze E = [0,—e] a F' = [0, e].

Déle se nabizi otazka, jak by vypadala stfedové rovnice elipsy, pokud by jeji stfed lezel mimo
pocdtek. Stted bude mit obecné soufadnice S = [m, n]. Nyn{ by stacilo oznacit ohniska tak, Ze pro elipsu
s hlavni poloosou rovnobéznou s osou z plati E = [—e +m,n] a F = [e + m,n]. Pro elipsu s hlavn{
poloosou rovnobéznou s osou y plati F = [m, —e+n| a F = [m, e+n]. Odvozeni by vypadalo obdobné.

Rovnice (10) plati pro elipsu jejiz hlavni poloosa je rovnobéznd s osou z a m4 stied o souradnicich
S = [m,n].

(z—m)*  (y—n)?
e + = 1 (10)

Rovnice (11) plati pro elipsu jejiz hlavni poloosa je rovnobéznd s osou y a md stied o souradnicich
S = [m,n].

(z —m)?

B2
Pokud bychom chtéli pomoci stfedové rovnice popsat elipsu se sttedem o souradnicich [m,n], kterd
ma& hlavni poloosu pooto¢enou o thel a, museli bychom pouzit rovnici ve tvaru

=1 (11)

(x cos(a) + ysin(a))? N (zsin(a) — y cos())? - (12)
2 b2 '

Na https://www.geogebra.org/m/cudsbpes je grafickd aplikace rovnice (12). Rovnice (12) je zde
ilustrativné, v této praci se s ni dale pracovat nebude.

a

Na appletu https://www.geogebra.org/m/rqgkdje2k zkoumejte, jak se méni tvar a poloha
elipsy na parametrech m, n a a, b. Pro jaké hodnoty parametri bude elipsa kruznici? Na jakych
parametrech to nezavisi?

Elipsa bude kruznici pro a = b, na parametrech m a n zavisi pouze poloha elipsy.

4.3 Stredova rovnice kruznice

Cim se kruznice lisf od elipsy?

Kruznice se od elipsy lisi tim, Zze pro kruznici plati a = b, excentricita je rovna 0. Tyto informace
jsme odvodili v predchozi kapitole o elipse.
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Pokud bychom chtéli napsat stfedovou rovnici kruznice, muzeme vychézet z toho, co jsme si odvodili
pro elipsu. Pro elipsu, jejiz hlavni poloosa je rovnobézna s osou x vime, ze plati

(x—m)*>  (y—n)® _
a? + b? =1L
Vime, ze pro elipsu plati rovnost a = b. Oznaéme si takovou vzddlenost jako r. Po dosazeni
dostavame
(x—m)*>  (y—n)?
ot =1
Po vynésobenf celé rovnice 72 vznikne
(x—m)> + (y —n)> =12, (13)

Rovnici (13) oznacujeme jako stfedovou rovnici kruznice se stiedem S = [m, n] a polomérem r.
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5 Parabola

5.1 Povidani o parabole

Dalsi kuzeloseckou je parabola. Na rozdil od elipsy mé pouze jedno ohnisko F' a tzv. fidici primku d.
Na https://www.geogebra.org/m/qmvjezrf je vykreslena parabola, jeji ohnisko F' a fidici pfimka d.
Pohybujte s bodem X a pokuste se formulovat definici paraboly.

Parabola je mnozina bodu roviny, které maji stejnou vzdélenost od piimky (fidici) jako od pevné
daného bodu (ohniska), ktery na piimce nelezi.

Jak musime zménit polohu ohniska F', aby byla se parabola vice priblizovala tidici pfimce d?
Pokud nevite, pokuste se nalézt odpovéd na https://www.geogebra.org/m/qmvjezrf.

[

Obrézek 10: Applet: Definice paraboly

O parabole, jejiz Fidici pfimka se nachdzi pod ohniskem (jako na obrédzku 10), se tik4, Ze je oteviena
smérem nahoru. Vime, ze méni-li se poloha ohniska od fidici piimky d, méni se tvar paraboly. Je tedy
vhodné zavést parametr, ktery by charakterizoval vzdédlenost ohniska od fidici piimky. Takovy parametr
budeme oznacovat pismenem p.

Jaky dalsi vyznamny bod se na parabole nachzi? Pokuste se najit odpovéd pomoci odkazu
https://www.geogebra.org/m/uhab7xfp.
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Vzdélenost ohniska F' od fidici pfimky d nazyvdme parametr a oznacujeme p, p = |Fd|. V po-

loviné vzdélenosti mezi bodem F' a tidici pfimkou d se nachazi vrchol paraboly V. Plati tedy
|FV|=E.

Na kterém obrézku (a) az (f) je vuci vykreslené parabole spravné umisténo ohnisko F' i ridic{

primka d?
\/

fidici pfimka d

F o
fidici pfimka d
(a) (b)
v
ridici pfimka d
fidici pfimka d
(c) (d)

fidici pfimka

F o F o
fidici pfimka d
(e) ()

Obrazek 11: Ktery obrazek je spravné?

Podle definice vyse je spravné obrazek (d).
U elipsy a kruznice jsme definovali pojem numerickd excentricita e £. Pripomenime si, Ze
pro kruznici je numerickd excentricita rovna 0, u elipsy se pohybuje v intervalu (0;1). Pro parabolu se
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numerickd excentricita definuje hodnotou 1.

V tabulce 5 naleznete vesmirné objekty, které maji témeéi parabolickou trajektorii. To, jaka vyslednéd
trajektorie bude, zavisi predevsim na rychlosti daného télesa. Stavé se, ze vesmirné objekty mohou
svoji rychlost zménit a tim se muze zménit i podoba vysledné trajektorie. O niZze uvedenych ko-
metach muzeme fict, Ze jsou neperiodické, téméi parabolického tvaru. Je nutné podotknout, ze pii
pruletu kolem velkych plynnych planet, se komety mohou odchylit od své puvodni dréhy a zménit tak
i svoji rychlost. Pi zméné rychlosti muze dojit i ke zméné numerické excentricity a trajektorie komety
pfestane byt parabolicka.

nazev objektu typ objektu | numerickd excentricita e
C/2019 Y4 (ATLAS) kometa 0,99924
C/1973 E1 (Kohoutek) kometa 1,000008
C/1965 S1 (Tkeya—Seki) kometa 0,999915
C/2006 M4 (SWAN) kometa 1,000186
C/1957 P1 (Mrkos) kometa 0,999365
C/2016 Ul (NEOWISE) kometa 1,0001

Tabulka 5: Piiklady vesmirnych objektu a numerickych excentricit jejich trajektorii [16]

5.2 Vrcholova rovnice paraboly

V této kapitole se podivdme na vrcholové rovnice parabol, jejichz fidici pifmka d je rovnobéznd bud
s osou x, nebo s osou y.

Odvod'me nyni vrcholovou rovnici paraboly pro piipad, kdy je fidici pifmka rovnobéznd s osou z.
Nejprve vezmeme v uvahu pripad, kdy parabola bude oteviend smérem nahoru. Vime, ze libovolny
bod paraboly musi mit stejnou vzdalenost od ohniska jako od fidici pfimky. Oznacme si libovolny
bod paraboly jako X = [z,y], vrchol paraboly bude pro jednoduchost v pocatku soustavy souradnic
(V= [0,0]), z toho plynou soufadnice ohniska F' = [0, £], kde p je vzdilenost ohniska F' od fidici
piimky d.

Pokud vime, ze vzdalenost fidici pfimky od ohniska je p, jakou vzdalenost bude mit bod X
od tidici piimky d a jakou od ohniska F' paraboly? Situace je ukdzana na obrazku 12.

Vzdalenost libovolné zvoleného bodu X paraboly od fidici pifmky d je |y + £| a vzdélenost od oh-

) . 2
niska F je \/22+ (y — §)".

IXF| = |Xd]

2
x2+(y—8) :’y+p‘ /2

2 2
2 2 2
P p P
Py =y -y
z? = 2py
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z v =1[0,0]

Obrazek 12: Nacrt situace pro odvozeni vrcholové rovnice paraboly

Obdobnym zpusobem muzeme odvodit rovnici paraboly, kterd je ototena smérem dolu. Ozna¢me

libovolny bod paraboly jako X = [z, y], vrchol paraboly bude v po¢dtku soustavy souradnic (V = [0, 0]),
z toho plynou soufadnice ohniska F' = [0, —£].

| XF|=|Xd|

2
pss A

2 2 2

P P
Pyttt =yt eyt -y

z? = —2py

Dale bychom mohli obdobné odvodit rovnice parabol, jejichz fidici pfimka je rovnobézna s osou y.
Poté bychom dostali rovnice

y? = 2pz,©

y? = —2pa.”

Pokud bychom chtéli napsat vrcholovou rovnice parabol, kde vrchol V' mé obecné souradnice [m, n],
dostali bychom rovnice

(x —m)® =2p(y — n),

6Pro parabolu otogenou doprava.
"Pro parabolu otocenou doleva.
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Na obrézku 13 je shrnuti vztahu, které jsme si popsali.

V = [m,n]

(b) (x —m)* = —2p(y —n)

() (y —n)* = 2p(x —m)

Obrézek 13: Vrcholové rovnice paraboly

Jaky parametr musite v appletu na https://www.geogebra.org/m/ug2buk8z zménit, abyste
dosdhli posunu vrcholu paraboly ve sméru osy x (pfipadné ve sméru osy y)? Co mén{ parametr p?

Pl
V=[m,n]

Obrézek 14: Parabola a jeji charakteristiky
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Posunu ve sméru osy x (y) se dosdhne zménou parametru m (n), parametr p mén{ vzdalenost
mezi ohniskem F' a #{dici pfimkou d.

Pokud bychom chtéli pomoci rovnice popsat parabolu, kterd m& svoji osu pootocenou o uhel «,
museli bychom pouzit rovnici ve tvaru

—2 - sin(a) +y - cos(a) = (x - cos(a) + y - sin(a))?. (14)

Na https://www.geogebra.org/m/kkzuz2rn je grafickd aplikace rovnice (14). Rovnice (14) je zde
ilustrativné, v této praci se s ni dédle pracovat nebude.
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6 Hyperbola

6.1 Povidani o hyperbole

Posledni kuzeloseckou je hyperbola. Vezméme si opét dva libovolné body (ohniska E, F'). Na https:
//www.geogebra.org/m/r3hyfrwf jsou takovd dvé ohniska umisténa. Déle je tam i bod X, ktery
nalezi hyperbole. Pohybem bodu X vynika hyperbola.

Jaky je vztah mezi vzdédlenostmi |[EX| a |[FX|? Na https://www.geogebra.org/m/r3hyfruf
se pokuste nalézt odpoveéd na otdzku.

Hyperbola je mnozina bodu v roving, které maji od dvou ruznych bodu (ohnisek) konstantn{
rozdil vzdalenosti, ktery je vétsi nez 0.

Na obrazku 15 je definice hyperboly ukazana graficky, konstantni vzdélenost je zde vyznacena
modie.

Obrazek 15: Definice hyperboly

V ¢em se lisi definice elipsy a hyperboly?

Definice elipsy a hyperboly se lisi tim, ze v elipse je konstantni soucet vzdalenosti libovolného
bodu X od ohnisek F a F', zatimco u hyperboly je konstantni rozdil vzdalenosti libovolného bodu X
od ohnisek E a F.8

8Existujf i kfivky (Cassiniho ovdly), jejichz body maji konstantni souéin vzdalenosti od ohnisek F a F.
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Kde byste nasli stied hyperboly?

Stied S hyperboly je bod, ktery je stfedem tsecky EF, kde E, F jsou ohniska hyperboly.

Poznamenejme, ze definice stfedu S je stejné jak pro hyperbolu, tak pro elipsu. U elipsy jsme zavedli
pojem excentricita. Vzpomeiite si, jak byla definovdna a zkuste definovat excentricitu u hyperboly.

Excentricita e je rovna vzdélenosti ohniska E (F) od sttedu S hyperboly. Plati |SE| = |SF| = e.

Obréazek 16: Excentricita hyperboly

Na https://wuw.geogebra.org/m/w3b6cdkb si vyzkousejte, jak se méni tvar hyperboly, budeme-li
ménit velikost excentricity.

Z definice plyne, Ze neexistuje zddny bod elipsy X, pro ktery by platilo | X E|—|XF| = | X F|—|XE]|.
Proto budeme fikat, ze se hyperbola skldda ze dvou ¢asti (nemajici spoleény bod), kterym fikdme vétve
hyperboly.

Hyperbola méa dva vrcholy, vrchol A a vrchol B. Tyto vrcholy jsou priseciky hyperboly a piimky
uréené body F a F. Vzdalenost |AS| = |SB| oznaéime a budeme j{ nazyvat hlavni poloosa hyperboly.
Hyperbola ma také vedlejsi poloosu, kterou oznacujeme b. Pro velikost této poloosy plati

e? =b* +d’ (15)
Nyni vyvstava otdzka, kde bychom graficky u hyperboly nasli vedlejsi poloosu b7 Na zakladé Pytha-
gorovy véty (15) vime, ze vedlejsi poloosa b je odvésnou v pravoidhlém trojihelniku s pieponou e

a druhou odvésnou a. Pojd'me tento pravotihly trojihelnik (a tim i umisténi vedlejsi poloosy b) najit
v appletu https://www.geogebra.org/m/xwekffqp.

25



oM

Obrézek 17: Charakteristiky hyperboly

Podivejme se nyni zpatky na definici hyperboly. Definovali jsme, Ze hyperbola je mnozina bodua
v roviné, které maji od dvou ohnisek F, F' konstantni rozdil vzdalenosti.

Cemu se rovné konstantni rozdil vzdélenosti z definice hyperboly? Najdéte odpoved pomoci
appletu na https://www.geogebra.org/m/ku2pwsst. Ukazka appletu je na obrazku 18.

Obrézek 18: Definice hyperboly
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Nyni si fekneme néco o asymptotach. Asymptota je piimka, ke které se kiivka neustéle pfiblizuje,
ale nikdy se ji nedotkne.
Kde se v hyperbole nachazi asymptota?

Asymptota v hyperbole je piimka a; (ag), na nichz se nachdzi tsecka SE’ (SF'). Asymptoty
hyperboly jsou vykresleny zluté na obrazku 19.

Obrézek 19: Asymptoty hyperboly

Jakych hodnot nabyvéd numerickd excentricita pro hyperbolu?
Jdéte na https://www.geogebra.org/m/t jumvIpb a naleznéte tak odpovéd.

Numerickd excentricita nabyva hodnot (1;400).

Znate néjaky vesmirny objekt, ktery se pohybuje po hyperbolické draze?

Pomoci teleskopu na Hawaii detekoval 19. srpna 2017 astronom jménem Robert Weryk objekt, ktery
dostal pozdéji jméno Oumuamua, coz v hawaistiné znamena ,,Posel ptichézejici ze vzdalené minulosti®.
Nazev objektu neni samoticelny. Oumuamua je prvni mezihvézdny objekt, ktery jsme ve Sluneéni
soustavé detekovali. Viéi Slunci ma Oumuamua hyperbolickou trajektorii s numerickou excentricitou
1,23 [6], svuj puvod tedy nemd ve Sluneéni soustave, ale pravdépodobné v jiné galaxii. Zdhadou zustéva,
jestli se jedna o asteroid nebo kometu. Oumuamua je maly objekt, o jeho tvaru toho prili§ nevime,
odhaduje se, ze téleso ma tvar doutniku. To astronomové usuzuji predevsim kvuli kolisavému jasu
objektu, ktery napovidd, ze ma téleso nepravidelny tvar a otaci se kolem svého tézisté. Na https://
www.youtube. com/watch?v=qxTHNiMNPDw je animace pruletu objektu Slune¢ni soustavou. Ze zac¢dtku
videa je dobfe pozorovatelna kolisavost jasu.

Lidé na Zemi mohli pomoci pfistroju objekt pozorovat jen nékolik tydnt. Ani o jeho slozeni toho
astronomové prili§ nezjistili, indicie naznacovaly, ze by se mohlo jednat o ledové téleso. Pokud se
ledové téleso priblizi ke Slunci, za¢ne uvolnovat zna¢né mnozstvi vodnich par a dalsi plyny. Kdyz se
ale Oumuamua pfiblizila ke Slunci, detektory zadny unik plynt nezaznamenaly. Otédzkou zustava, zda
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se uvolnilo tak malo plynu, Ze je nebylo mozné detekovat anebo se jednd o kamenny asteroid. Tuto
otazku by mohla zodpovédét sonda, kterd by byla k objektu vyslana. To by bylo ovSsem velmi nédkladné,
a tak se odpovéd na tuto otdzku nejspise nikdy nedozvime. [5]

Mezi dalsf vesmirné objekty s hyperbolickou trajektorif fadime kometu Borisov objevenou 30. srpna
2019 krymskym astronomem jménem Gennadiy Borisov.

Na odkazu https://theskylive.com/3dsolarsysten se po postupném zaddni ndzvu komet (Ou-
mumua, Borisov) do vyhleddvactho okna vlevo (a stisknuti tlac¢itka Enter) tyto komety ukazi v nasi
Sluneéni soustavé. Vlevo lze nastavit rychlost animace a po zaskrtnuti check boxu se animace spusti.

Obrazek 20: Takto si na zdkladé védeckych dat umélec predstavoval objekt Oumuamua.

V tabulce 6 jsou piiklady téles, které maji hyperbolickou drahu.

nazev objektu | typ objektu | numericka excentricita e

Oumuamua neurceno 1,201

21/Borisov kometa 3,357

Tabulka 6: Piiklady vesmirnych objektu a numerickych excentricit jejich trajektorii [10]

6.2 Stiredova rovnice hyperboly

Odvozeni stfedové rovnice hyperboly je velice podobné odvozeni stfedové rovnice elipsy. Vyjdeme
z definice pro hyperbolu, kterd iik4, ze hyperbola je mnozina bodu v roviné, které maji od dvou bodu
(ohnisek) konstantni rozdil vzdalenosti v absolutni{ hodnoté roven hodnoté 2a.

IEX| ~ |FX]| = 2a

Pii matematickych upravach bude nejvyhodnéjsi prevést jednu z odmocnin na druhou stranu.

VP - Eer PR =2 [+ TP E P
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Nyni celou rovnici umocnime na druhou. Nezapomente, ze pravou stranu rovnice musime umocnit
podle vzorce (a + b)? = a? + 2ab + b.

P TP =20 VTR A R [

(e—x)? +y* =4a® +4ay/(e+2)2 +y2 + (e +2)* +¢°

Nyni rovnici upravime tak, ze umocnime zavorky, co nejsou pod odmocninou, a osamostatnime
¢len s odmocninou.

22 —2ex +e? +y? =4a® +da/(e+ )2+ 2+t F2ex +e? +y? ) — 2 —e? —y? — 2ex — 4a?

—dex —4a® =4dar/(e + )2 +y2  /:4
—ex—a’=a\/(e+z)2+y2 /)
(—ex — a?)? = a®(2? + 2ex + €% + 9?)

e?z? + 2exa® + a* = a®z? + 2exa® + a%e? + a%y? /- 2exa’® — a® — a*y? — a®z?
Nyni rovnici upravime tak, ze na levé strané rovnice budou jen ty éleny, které obsahuji 22 nebo 2.

20? — a%2? — a?y? = +a2e? — ot

172(62 o a2) o a2y2 —_ a2(62 o CL2)

2 = a? +b? z této rovnosti vyjadifme b* = e — a? a dosadime do (16).

Jiz vime, ze e

220 — a’y? = d%v? |/ ad%V? (16)
22 42

Rovnice (17) plati pro hyperbolu se stfedem v po¢atku (S = [0,0]) a hlavni poloosou rovnobéznou
s osou x. Pokud bychom chtéli odvodit stfedovou rovnici hyperboly se stfedem v pocatku a hlavni
poloosou rovnobéznou s osou y, stacilo by zménit soufadnice ohnisek tak, ze £ = [0,—e¢] a F = [0, ¢].
Dale se nabizi otazka, jak by vypadala stfedova rovnice hyperboly, pokud by jeji stfed lezel mimo

pocétek. Stred bude mit obecné soufadnice S = [m,n]. Nyni by zménit soufadnice ohnisek tak, ze
pro hyperbolu s hlavn{ poloosou rovnobéznou s osou z plati E = [—e + m,n] a F = [e + m,n].
Pro hyperbolu s hlavni poloosou rovnobéznou s osou y plati E = [m,—e +n] a F = [m,e + n].

Odvozeni by vypadalo obdobné.
Rovnice (18) plat{ pro hyperbolu, jejiz hlavni poloosa je rovnobézna s osou = a mé stied o soufadnicich
S = [m,n].

2 2

(z—m)* (y—n)
a? b2
Rovnice (19) plati pro hyperbolu, jejiz hlavni poloosa je rovnobéznd s osou y a m4 stfed o souradnicich
S = [m,n].

=1 (18)

_ (z ;2771) + (y ;271) -1 (19)
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Pokud bychom chtéli pomoci stiedové rovnice popsat hyperbolu se sttedem v bodé [m,n], kterd
ma& hlavni poloosu pootoc¢enou o tihel a, museli bychom pouzit rovnici ve tvaru

(zcos(a) +ysin(a))? —m  (zsin(a) — ycos(a) —n)?
a? b2
Na https://wwu.geogebra.org/m/njrpsegn je grafickd aplikace rovnice (20). Rovnice (20) je zde
ilustrativné, v této praci se s ni déale pracovat nebude.
Hyperbolu znéte jiz ze zdkladni §koly, i kdyZ ne pifmo pod timto ndzvem. Grafem nepiimé imérnosti®
je pravé hyperbola, jejiz rovnice méa specidlni tvar

=1. (20)

y=—.
€T

Podivejme se znovu na asymptoty. Jakou rovnici bude mit asymptota hyperboly? Smérnicovy tvar
piimky je y = kx + ¢, kde ¢ urcuje prusecik piimky s osou y a k je smérnice pfimky. Smérnici piimky
dostaneme také vypoctem tg(a) = ig, kde « je thel, ktery svird piimka s osou x, b je velikost vedlejsi
poloosy a a je velikost hlavni poloosy.

Obrézek 21: Asymptoty hyperboly podruhé

Nyni sta¢i urcit hodnotu koeficientu g, ktery zaroven udava prusecik asymptoty s osou y.

Jakou bude mit hodnotu koeficient ¢ v rovnicich asymptot hyperboly?

Obé asymptoty se protnou ve stfedu hyperboly S, ktery ma obecné soufadnice [m,n]. Pokud by
stfed mél soufadnice [0, 0], pak ¢ = 0. Rovnice asymptot by pak mély tvar a; o :y = :I:gx.

Jak by vypadala rovnice asymptot, pokud by stfed hyperboly S mél obecné souradnice [m, n]?

Rovnice by mély tvar a1 : y —n = :tg(x — m). Osamostatnime-li y na levé strané rovnice,
dostaneme aq 9 : y = :tg(x —m) + n.

9Nepifm4 imérnost mize byt napifklad: Cfm vice lidf bude natirat plot, tim méné casu tim stravi.
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6.3 Priklad: Poznej kuzelosecku

Jiz zndme vechny kuzelosecky, véetné jejich analytického vyjadieni. Pojd'me nyni zkusit, jestli od sebe
dokazeme rozeznat jednotlivé kuzelosecky pomoci jejich rovnic.

Na odkazu https://www.geogebra.org/m/z2knq6py najdete Ctyfi rovnice ruznych typu
kuZzeloseéek s nahodné generovanymi koeficienty. Prifad’te jednotlivé rovnice k odpovidajicim
kuzeloseckam.
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7 U'lohy ze svéta kuzelosecek

Na kuzelosecky se muzeme podivat i z jiného tithlu pohledu. Vzpomenme si na definici paraboly. Para-
bola je definovdna jako mnozina bodu, které maji od pevné daného bodu (ohniska) stejnou vzdalenost
jako od ptimky (fidici). Muzeme i ostatni kuzelosecky definovat podobnym zptusobem?

Mame piimku a bod lezici v jedné roviné. Jak by sla definovat elipsa a hyperbola pomoci této
pifmky a bodu? Inspirujte se definici paraboly a pokuste se odpovéd nalézt pomoci appletu
na https://www.geogebra.org/m/ugbmrahw.

Pojem numerickd excentricita vyuzivame zejména ve spojeni s astronomii, protoze se jim velmi
snadno charakterizuje tvar trajektorie vesmirnych téles.

7.1 Drahy planet

Na zacatku této kapitoly je nutné fici, ze pomeéry velikosti vesmirnych objektu na obrazcich nejsou
v métitku. Je tomu tak z ¢isté praktickych duvodi, napiiklad pramér Zemé je vaci pruméru Slunce
zhruba 109 krat mensi. Pokud bychom zaroven chtéli zachovat stejné méritko i pro vzdélenosti, nevidéli
bychom na obrézku témér nic. Pro ilustraci je zde obrazek 22, na kterém je zachovano jedno méritko
jak pro velikosti planet, tak pro jejich obézné drahy. Protoze takto zobrazené planety nejsou témér
vubec vidét, budou v této praci (neni-li feceno jinak) velikosti planet vzhledem k jejich trajektoriim
vétsi, nez by mély podle méritka byt.

/ / 7 ™ \ \
/ / \\ Merkur \
[ / N \ \
[ / \\

Obrézek 22: Spravné méritko pro vzdalenosti i velikosti
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Planety obihaji kolem Slunce po eliptickych trajektoriich jen malo odlisnych od kruznic. Pokud
neni feceno jinak, budeme trajektorie planet ve Sluneéni soustavé povazovat za kruznice. Jaky bude
mit tato kruznice polomér? Velikost hlavni a vedlejsi poloosy u elipsy se sice lisi mélo, ale lisi se.
Je zvykem, ze se polomér kruznice uréi jako aritmeticky prumeér tzv. perihélia a afélia. Perihélium je
nejblizéi misto ke Slunci, kterym prochézi téleso (napiiklad Zeme), které se kolem Slunce pohybuje
po elipse. Afélium je naopak nejvzdalenéjsi misto ke Slunci, kterym prochéazi téleso, které se kolem
Slunce pohybuje po elipse. Pojmy jsou ukazany na obrazku 23. Aritmetickému praméru perihélia
a afélia fikdme stfedni vzdalenost.

.
\<m €
\
N
/ N
/
.J \‘.
‘f ﬂ‘
i \
| |
[ F |
A{ N }B
[ Perihélium Afélium |
\ /
\ /
".‘.‘ J f’
/
\\
\\\\ e

Obrézek 23: Perihélium a afélium

Jaké charakteristice elipsy se rovnd stfedni vzdalenost Zemé od Slunce?

Stredni vzdélenost Zemé od Slunce je rovna hlavni poloose a.

Stfednf vzdélenost Zemé od Slunce je 149 597 870,7 km. Cisla s takto velkym poctem platnych &islic
se stavaji nepiehlednymi. Proto astronomové zavedli novou jednotku s ndzvem astronomické jednotka,
znacime AU. Zavedlo se, ze 1 AU = 149 597 870,7 km. Jinymi slovy, 1 AU je stfedni vzdalenost Zemé
od Slunce.

Pii pohledu do svéta fyziky muzeme kuZelosecky nalézt napiiklad v Keplerovych zdkonech. Tyto
zakony jsou sice formulovany pro planety, ale plati i pro jinda télesa jako jsou napiiklad komety ¢i tr-
pasli¢i planetky.

Zamérme se nyni na prvni Keplerav zakon. Ten fikd, ze planety obihaji kolem Slunce po elipsach
malo odlisnych od kruznic, v jejichz spole¢ném ohnisku je Slunce.

Tento zakon vysvétluje, jakym zpusobem se planety ve Slune¢ni soustavé pohybuji. Pohybuji se
po elipsich, nicméné hlavni a vedlejsi poloosa maji témér stejnou velikost. I na obrazku 22 jsou tra-
jektorie elipsy i kdyz na prvni pohled se tyto elipsy zdaji byt spiSe kruznicemi.

Druhy Kepleruv zakon ik, ze plosné obsahy opsané pruvodi¢em planety za jednotku ¢asu jsou
konstantni. Tento zakon fikd, ze pokud se planeta vyskytuje na své obézné dréze dale od Slunce, mé
planeta nizsi rychlost, nez kdyz je Slunci blize.

Na odkazu https://1lurl.cz/@Halley je velmi pékné zpracovana animace nasi Slunecni soustavy.
Ukdzka této stranky je na obrazku 24. VSimnéte si, ze je na ni i Halleyova kometa. O této kometé bude
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brzy fec¢ vice. Nastavte si vlevo ”speed”nebo-li rychlost, s jakou bude animace probihat. Pro znazornéni
vyznamu druhého Keplerova zékona doporucuji nastavit ”1 second = 5 years”coz znamenad, 1 vtefina
= 5 let. Zaskrtnéte policko u textu ”animation”a animace se spusti. Nas bude nyni zajimat ”Halley’s
Comet”nebo-li Halleyova kometa. Na prvni pohled je vidét, ze trajektorie Halleyovy komety je elipticka,
ale ma vetsi numerickou excentricitu nez maji planety Sluneéni soustavy. Po této draze se nepohybuje
konstantni rychlosti, ale ¢im blize je Slunci, tim se pohybuje rychleji. U planet se nam rychlost zda
témét konstantni. To je prave proto, ze trajektorie planet maji numerickou excentricitu blizkou 0 a jsou
tak velmi podobné kruznicim.

LIVE

3D Solar System Simulator | Major Bodies | NEO | Asteroids | Comets | Probes | Help

Obréazek 24: Sluneéni soustava

Tieti Keplerav zakon iika, ze pomér druhych mocnin obéznych dob dvou planet je stejny jako
pomeér tietich mocnin délek jejich hlavnich poloos. Hlavnimi poloosami se zde mysli stiedni vzdalenost
téchto planet od Slunce. Diky tomuto zdkonu muzeme velice snadno dopoéitat informace o dobé obéhu
¢i délce hlavni poloosy ostatnich planet.

7.1.1 Priklad: Treti Kepleruv zédkon

Vime, ze Zemé se otoci kolem Slunce zhruba jednou za 365 dnf, délka hlavni poloosy elipsy (a tim
i stfedni vzdélenost Zemé od Slunce) je 1 AU. Vyberme néjakou jinou planetu obihajici také okolo
Slunce, naptiklad Mars. Mars obéhne kolem Slunce jednou za 687 dni. Jaka je délka jeho hlavni poloosy
(stfedni vzdalenost Marsu od Slunce)?

Nejprve si napisme, co vime ze zadani a co hledame. 77 = 365 dni, a; = 1 AU, T, = 687 dni,
as =7 [AU]. Nyni dosadme do rovnice, kterd matematicky vyjadiuje tiet{ Kepleruv zdkon (21).

Y _af (21)
3
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Vyjadiime z rovnice (21) nezndmou veli¢inu az a dostaneme rovnici (22).

3. 72 |2
ay - T3 3/ 15
ag =y 7T12 =ap- ¢ 7T12 (22)

Dosad'me nyni hodnoty, které zndme ze zadani.

o ,[6872
27 3652

as = 1,524AU

Délka hlavni poloosy trajektorie Marsu pii obéhu kolem Zemé je 1,524 AU. Vypocet jsme provedli
za pomoci ttetiho Keplerova zdkona (21).

Spoctéte stredni vzdélenost Marsu od Slunce pomoci planety Neptun. Vyjde stejnéd vzdélenost,
jako v predchozim vypoctu? V tabulce 7 mate hodnoty stfednich vzdalenosti a obéznych dob

vSech planet Slunec¢ni soustavy.

Pro vypocet stiedni vzddlenosti Marsu od Slunce jsme nemuseli pouzit idaje o Zemi jako v FeSeném
ptikladu. Mohli jsme si zvolit libovolnou planetu obihajici kolem Slunce, tedy i planetu Neptun, stfedni

vzdélenost vyjde stejna.

ndzev planety | stfedni vzdédlenost od Slunce [AU] | obéznd doba [pozemsky rok|
Merkur 0,4 0,24
Venuse 0,7 0,62
Zemé 1 1
Mars 1,5 1,88
Jupiter 5,2 11,86
Saturn 9,5 29,45
Uran 19,8 84
Neptun 30,1 164,81

Tabulka 7: Planety Sluneéni soustavy s jejich stiedni{ vzddlenosti od Slunce a obéznymi dobami [11]
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7.1.2 Priiklad: Halleyova kometa

Komety jsou télesa tvorena predevsim z ledu, methanu, COs a z prachovych ¢astic. Kazda kometa se
sklada z kometarniho jadra, komy a ohonu. Koma a ohon se vytvoii z jadra komety, pokud se jadro
komety dostate¢né piiblizi ke Slunci. Tehdy se z kometarniho jadra zaénou uvolnovat plyny, prach
a dalsi 1atky.

Vite, jakym smérem miti ohon komety vzhledem ke slunci?

Zajimavosti je, ze ohon komety mifi vzdy smérem od Slunce. Je tomu proto, ze ¢astice tvorici komu
se srazi se sluneénim vétrem. Sluneéni vitr je proud nabitych ¢éstic, které pii srazce s ¢asticemi tvorici
komu komety rozlozi tyto ¢astice na ionty, které jsou slune¢nim zafenim odtlaceny smérem od Slunce.

Halleyova kometa se fadi mezi nejznaméjsi komety vubec. Pysni se velmi excentrickou drdhou,
charakterizovanou numerickou excentricitou 0,967 a relativné kratkou dobou obéhu 76 let. Pocatkem
biezna 1986 letéla kosmickd lod ESA Giotto kolem Halleyovy komety ve vzdalenosti pouhych 596 km.
Tehdy byla kometa od Slunce vzdéalena pouhych 0,5871 AU. Pravé v tuto dobu poridila sonda Giotto
snimek jadra Halleyovy komety, ktery muzete vidét na obrazku 25. [8]

Obrézek 25: Snimek komety Halley [8]

Zadani: Hlavni poloosa trajektorie Halleyovy komety je 17,834 AU [9]. Spoctéte a zakreslete soufadnice
Halleyovy komety [x,y] v kartézské soustavé souradnic Oxy, je-li jeji vzdalenost od Slunce 10 AU.
Na https://www.geogebra.org/m/xuh62tat je 3D model popsané situace.
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Resent:
Prvni Kepleruv zdkon iikd, ze v ohnisku elipsy se nachdzi Slunce. Halleyova kometa obiha po elip-
tické dréze s velkou numerickou excentricitou (viz. tabulka 4). To znamend, ze eliptickou trajektorii
nemuzeme nahradit kruznici. Hleddme tedy soufadnice bodu elipsy, ktery ma vzdalenost od ohniska
10 AU.

Na obrazku 26 vidime jiz ve 2D ndkres situace. Je zde zakreslena elipsa spolu s jejimi zakladnimi
charakteristikami. Vzdalenost komety a Slunce je zde oznacena pismenem h.

Obrazek 26: Nacrt trajektorie Halleyovy komety

Mame-li za kol zjistit souradnice Halleyovy komety, musime znat analytické vyjadieni jeji trajek-
torie. Umistime-li stfed trajektorie do poc¢atku soustavy soufadnic Oxy, muzeme stiedovy tvar rovnice
elipsy popisujici trajektorii Halleyovy komety zapsat ve tvaru

Ze zadani je znama4 jen hlavni poloosa a numerickd excentricita. Numerickou excentricitu € muzeme
Ll 1a . e <l 1 S . e e
vyjadiit pomoci rovnosti € = £. Vyjadfeme nyni z této rovnosti e a dopoctéme jej:

e=a-¢
e=17,834-0,967143

e=17,248 AU
Nyni je mozné dopocitat i velikost vedlejsi poloosy b:

a’ = e+ b2

b=+va%—e
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b= /17,8342 — 17,2482

b=4,534 AU

Po dosazeni hodnot hlavni a vedlejsi poloosy do stfedového tvaru rovnice elipsy dostavame rovnici
elipsy neboli rovnici trajektorie Halleyovy komety (23).

£ZJ2 y2

17,8342 1534

=1 (23)

M4-1i bod Halleyova kometa soutadnice [x,y] a vzdélenost komety od Slunce bude oznacena jako
h, muzeme zapsat vztah (24), kterd vyjadiuje kruznici se stfedem v bodé [e, 0] a h oznacuje polomeér,
ktery je v nasem piikladé 10 AU.

R =y? + (e —x)?
Po dosazeni za h a e dostavame rovnici 24.

10?2 = y2 + (17,248 — z)? (24)

Nynf je mozné sestavit soustavu dvou rovnic (23) a (24). Geometricky se lze divat na tuto soustavu
rovnic jako na hledani pruseciku elipsy a kruznice.

x2 y2
=1 25
17,8312 4,531 (25)
102 = y* + (17,248 — z)? (26)

Soustavu (25), (26) muzeme fesit napiiklad pomoci dosazovaci metody, kdy si z druhé rovnice
vyjédiime y?, které poté dosadime do rovnice prvni.

Resenfm soustavy jsou soufadnice dvou bodit: H; = [8,1;4] a Hy = [8, 1; —4]. Zjistili jsme tedy, ze
Halleyova kometa se muze nachdzet ve dvou ruznych bodech a to v bodech H; = [8,1;4] nebo Hy =
[8,1; —4].

Ulohu je mozné fesit i pomoci programu GeoGebra. Zde si staci vykreslit trajektorii komety a poté
od jednoho ohniska vést kruznici o poloméru 10.

Na odkazu https://www.geogebra.org/m/yycvis4m ménte zadanou vzdalenost od Slunce
a pozorujte, jak se méni vysledné reseni.
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7.2 Kosmické rychlosti

Na tvod této kapitoly si fekneme nékolik fyzikalnich pojmu. V této kapitole budeme uvazovat pouze
inercidlni vztaznou soustavu'®, ve které je pouze planeta Zemé a jiné téleso, které ji obihd. Pro vypoéty
budeme pouzivat nasledujici numerické hodnoty:

e hmotnost Zemé My = 5,972 - 10** kg
e polomér Zemé ry = 6378 km

e Newtonova gravitaéni konstanta x = 6,67 - 10~ "' Nm?kg—?2

7.2.1 Prvni kosmicka rychlost

Kdyz v minulosti chtélo lidstvo dostat druzice ¢i rakety mimo zemsky povrch do Vesmiru, muselo
si polozit otazku, jaké rychlosti musi druzice ¢i raketa na obézné draze kolem Zemé dosdhnout, aby
nespadla zpatky na povrch Zemé. Polozme si nyni podobné otazky.

Jaksd sila pritahuje vSechny predméty k zemskému povrchu? Jakd dalsi sila pusobi na predméty
pohybujici se kolem Zemé? Jaky smér maji tyto sily?

Sile, kterd pritahuje vSechny predméty k zemskému povrchu, fikdme gravitaéni a znacime ji Fy.
Pokud budeme chtit vypoéitat gravitacni silu F, ve vysce h, kterd je zanedbatelnd ve srovnani s po-
lomérem Zemé rz pouzijeme vztah

- M
F ="z

g =

, 27
= (27)
kde k oznacuje Newtonovu gravitaéni konstantu (k = 6,67 - 107! Nm?kg=2), Mz je hmotnost
Zemé, rz je polomér Zemé a m oznacuje hmotnost télesa, které se chystame vynést do vesmiru.
Déle vime, ze na téleso pohybujici se po kruznici, pusobi dostiediva sila Fpo. Tato dostiediva sila
zpusobuje zakiiveni trajektorie télesa.

mo?

FDO:T )
Z

kde vy je rychlost, kterou se bude vyslané téleso pohybovat okolo Zemé po kruhové trajektorii.
V tomto piipadé je gravita¢ni sila silou odstfedivou, a proto muzeme psét

Fg:FD07

m-Mz  mv?

2

= 28
T’Z rz ( )

Z rovnice (28) muzeme vyjddiit rychlost vy, kterd odpovida rychlosti, kterou se musi pohybovat
predmét, aby se udrzel na obézné draze kolem Zemé.

m- My mv% ry
Ki — /-7

3 =
Tz rz m

10Inercidlni vztazna soustava je takova soustava, v niz plati Newtonovy zakony. Takova soustava se jako celek pohybuje
s nulovym zrychlenim. Pfikladem takové soustavy muze byt Zemé a Mésic. Opakem inercidlni soustavy je soustava

neinercidlni. Takova soustava je napiiklad rozjizdéjici se tramvaj, ve které stoji lidé spolu s pozorovatelem.
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v] =4/ Kk— (29)

Rychlosti vyjéddiené v rovnici (29) se iikd prvni kosmickd rychlost. Vsimnéte si, Ze tato rychlost
nezavisi na hmotnosti druzice. Nyni do rovnice (29) dosadime numerické hodnoty a dopoc¢teme ¢iselnou
hodnotu prvni kosmické rychlosti.

5,972 - 1024
— -2 2fe U
vt \/6’67 0 S 378 100

v1=7900m-s ' =7,9km-s!

Pokud se druzice pohybuje rychlosti 7,9 m -s~!, bude se pohybovat kolem Zemé po kruhové tra-
jektorii. Proto se této rychlosti také iikd kruhova rychlost.

7.2.2 Druhéa kosmicka rychlost

Jakou rychlost{ by se musela pohybovat druzice, aby opustila gravitaéni pole Zemé? (Ale nikoli
gravita¢ni pole Slunce.)

7Z gravitacni sily lze pouze za pomoci integrélniho poctu odvodit, Ze potencidlni energie télesa, které
je ve velmi velké vzdalenosti od Zemé, je vyjddiena rovnici (30).

-M
B, = —Hm z (30)
Tz

Druzice bude mit nenulovou rychlost, bude mit tedy i kinetickou energii, kterou lze vyjadrit rovnici
(31).

1
E, = va% (31)
Jak se druzice vzdaluje od Zemé, zvysuje se jeho potencidlni energie a kinetickd energie klesa. Az
se druzice nebude nachézet v gravitaé¢nim poli Zemé, bude platit, Zze soucet kinetické a potencidlni
energie bude roven nule.

1 2 ’ITL‘MZ
—Mmvy; — K
2 Tz

=0

Nyni rovnici upravime a vyjadfime vo oznacujici rychlost, kterou musi mit téleso, aby opustilo
gravitacni pole Zemé.
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2 ry m

M M

v§—2m—Z:0 /+2/<;—Z

rz rz
M

v%anr—ZZ va
M
vy =2 KT—Z:\/i-ul (32)

z

Po dosazeni ¢iselnych hodnot do 32 dostavame

vy =V2-7,9

Vg =11,2km -s7!

Pokud bychom chtéli, aby téleso opustilo gravitaéni pole Zemé, muselo by mit rychlost 11,2 km - s~ 1.
Potom by se takové téleso pohybovalo po parabolické draze. Proto se této rychlosti fika také parabo-
licka rychlost.

Pokud bychom télesu udélili rychlost mezi prvni (kruhovou) a druhou (parabolickou) kosmickou
rychlosti, pohybovalo by se po eliptické draze. Téleso by nemélo dostatecnou rychlost, aby opustilo
gravitacni pole Zemé, ale mélo by dostatecnou energii pro pohyb na eliptické draze. Cim vice se
bude rychlost télesa priblizovat druhé kosmické (parabolické) rychlosti, tim vice bude mit eliptickd
trajektorie vétsi excentricitu.

parabolicka trajektorie
pro druhou kosmickou
rychlost v,

elipticka trajektorie
pro rychlost v < v <v,

Obrézek 27: Prvni a druhé kosmickd rychlost
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7.3 Hod mickem

Hodime-li mickem pod poc¢ateénim uhlem « rychlosti vg a zanedbame-li odpor prostiedi, bude se micek
pohybovat po parabolické trajektorii. Pokud je odpor prostiedi nezanedbatelny, micek se pohybuje
po tzv. balistické kiivce. Porovnani téchto dvou kfivek je zobrazeno na obrazku 28, kde zelena kiivka
reprezentuje trajektorii pfi zanedbani odporu prostiedi, zatimco oranzova kiivka ukazuje, jak by mohla
vypadat trajektorie pfi nezanedbatelném odporu prostiedi. Balistické kiivky se vyuzivaji pii popisu
pohybu stiely, at uz se jednd o vnitin{ balistiku (pohyb stiely v hlavni) ¢i vnéjsi balistiku (pohyb stiely
mimo hlaveil). My se budeme zabyvat idedlni pifpadem, kdy zanedbdme odpor prostiedi a vyuzijeme
tak znalosti o parabole.

parabola

balisticka kfivka

Obrazek 28: Porovnani dvou krivek sikmého vrhu

7.3.1 Priklad: Hod mickem

Zadéani: Dva kamaradi Honza a Vojta stoji naproti sobé ve vzdalenosti 15 metru. Honza hodi micek
po uhlem a = 45° rychlosti vg. Micek spadne 4,6 metru za Vojtu. Dokédzal by Vojta micek chytit,
kdyby vyskoéil do vzduchu? Predpoklddejte, ze Vojta by micek dokézal chytit, kdyby nad nim proletél
ve vysce maximélné 2,4 metru ''. Odpor prostiedi zanedbejte.'?

Reseni:
V obrazku 29 je nakres situace, kde je Honza umistén v poc¢atku soustavy soufadnic a osa x je povrchem
Zemg.

y Do
‘/Y - { e b HHI.”J]
HPH!J.J‘

vy

a 2.4 mJ

X
Honza Dy Vojta Dy

2

Obrazek 29: Hod mickem: zmapovani situace

Hodnota 2,4 metru je experimentdlné zméfens hodnota, kam dokéze vyskoéit lovék méifci 170 cm.
2 .2 2
12Maximélni vyska sikmého vrhu je Hmaz = %‘g(a), délka vrhu se rovné dmasr = %(20‘), kde g =10 m -s—2

je tihové zrychleni .
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Jak muzeme z obrdzku 29 vidét, jednd se o vrh Sikmy. Z doprovodného textu u zadéni tohoto
piikladu jsme se dozvédéli, ze trajektorii Sikmého vrhu je parabola. Abychom zjistili, jestli by Vojta
micek pfi vyskoku chytil, musime védét, v jaké vySce micek nad Vojtou bude. To muzeme zjistit
napiiklad z vrcholové rovnice paraboly.

Jak bude vypadat vrcholovéa rovnice paraboly pro sikmy vrh? Ukazme si to nejdiive obecné, poté
dosadime zadané hodnoty.

Zacénéme zapsanim tvaru vrcholové rovnice paraboly, kterou hleddme (33). Z povahy piikladu bude
parabola v soufadnicovém systému Oxy oto¢end smérem dold, proto bude u hodnoty parametru p
zaporné znaménko.

(w —m)* = ~2p(y — n) (33)

Hledanymi nezndmymi jsou souiadnice vrcholu paraboly m, n a parametr p charakterizujici vzdélenost
fidici pfimky od ohniska paraboly.

Maximélni vysku Sikmého vrhu, kterd je rovna y soufadnici vrcholu paraboly, muzeme obecné

2 ;2

vyjadiit pomoci vztahu H,,qp = %g(a) Zbyvajici x soufadnici vrcholu paraboly lze jednoduse
dopoditat - je rovna poloviné maximaln{ délky vrhu. Nejvyssi bod hod V mé soufadnice [m,n] =
v2sin(2a) v sin’(a)
[hsine) fsin

]. Po zaneseni této informace do rovnice (33) dostdvdme rovnici (34).

(-5 -5

Nyni je nutné spocitat hodnotu parametru p. Na to je nezbytné znat jeden bod, kterym parabola
prochédzi. Zvolme bod [0;0], ale nen{ problém zvolit jakykoli jiny bod (napiiklad bod dopadu), ktery
nélezi parabole. Po dosazeni bodu [0; 0] dostaneme rovnici (35).

(- -5

2 2
Po tpraveé rovnice (35) dostdvdme hodnotu parametru p, kterd je rovna hodnoté %s(a). Po do-

sazen{ této hodnoty parametru p do rovnice (34) dostdvame obecnou rovnici trajektorie hodu mickem

<x - vgsin(2a))2 203 cos’(a) (y 9 sin2(a)> . (36)

29 B g 2g

Za zadani zndme maximalni délku vrhu d,,, 4, pfi pfi po¢ateénim ihlu «. Jedinou chybéjici informaci
je, jakou rychlosti Honza micek hodil. Vyjddfeme si nyni z rovnice (37) pocateéni rychlost vrhu vg.

4 = v3sin(2a) (37)
g
dmaa: g
v sin(2«) (38)
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Dosadime do rovnice (38) zadané hodnoty a zjistime, jakou rychlost{ Honza micek hodil.

(15+4,6)-10
sin(2 - 45)

Vo

vo=14m-s!

Nynf dosadime hodnoty ze zadani a dopoétenou pocéateéni rychlost vrhu vg = 14 m-s~1. 13
142 -sin(2-45)\° 2142 cos®(45) 142 - sin?(45)
(x_ 210 ) - 10 (y_ 2. 45 )
Vrcholova rovnice trajektorie Sikmého vrhu je
(x—9,8)%=—-19,6(y —4,9). (39)

Nyni zname rovnici trajektorie, po které micek letél. Otazka znéla, zda Vojta pii vyskoku do 2,4 me-
tru nad zem, dokdze micek chytit. Zajima nas, jak vysoko nad Vojtou micek letél, hledame tedy, jaka
je y soufadnice micku v momenté, kdy jeho x soufadnice je rovna 15. Dosadme nyni za = do rovnice
(39) cislo 15. Jakd bude y souradnice micku, kdyz bude pfesné nad Vojtou?

(15—9,8)* = —19,6 (y — 4,9)
27,04 = —19, 6y + 96, 04
19,6y = 96,04 — 27,04

y=3,52m
Micek proleti nad Vojtou ve vysce 3,52 m. Vojta tedy nemohl micek chytit.

Bonusova otazka: Jakou rychlosti by musel Honza micek vyhodit (pod thlem 45°%), aby nad Vojtou
proletél ve vysce 2,4 metru a Vojta by ho tak mohl pii vyskoku chytit?

Reseni: Napisme obecnou rovnici paraboly pro vrh sikmy, kterou jsme odvodili difve.

<x g sin(2a) ) 2 _ 203 cos? () (y v sin? (a)> (40)
29 g 29
Do rovnice (41) dosadime to, co zndme. Vime, ze Vojta stoji stdle 15 metru od Honzy a chceme,

aby mu micek proletél ve vysce 2,4 metru nad hlavou. Chceme, aby Honza vyhodil mi¢ek pod stejnym
uhlem 45°.

13Polozme si také ale otdzku, zda je hodnota 14 m-s~—! redlnd. Plati, ze 14 m-s~! = 50,4 km - h~!. Vezmeme-li

v uvahu, Ze profesiondlni baseballisté jsou schopni hodit mickem rychlosti, kters piekracuje 100 km - h—1, jevi se nage

vypoctend hodnota jako zcela redlna.
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. vEsin(2 - 45) ? _ 203 cos?(45) y— v3 sin?(45) (41)
2-10 10 2-10

L Usin(2-45) ®  203cos’(45) [ wisin®(45)
2-10 - 10 Y 2-10

Na levé strané rovnice umocnime zavorku a zjednodusime zapis.

225 — 1,503 + 0,0025v5 = —0, 1v3 (2,4 — 0,025v3)
225 — 1,508 + 0,0025v = —0, 24v2 +0,0025v5  / — 0,0025v;

225 — 1,502 = —0, 240}
Nyni vyjadiime pocatecéni rychlost vrhu vyg.
1,260% = 225

vo=13,36 m-s~!

Honza by musel mi¢ek vyhodit rychlosti 13,36 m - s~! pod tihlem 45°, aby ho dokdzal Vojta chytit
pii vyskoku ve vysce 2,4 metru nad zemi.

Pii jakém thlu bude délka vrhu nejvétsi pii dané rychlosti vy? ReSeni naleznete v appletu
https://www.geogebra.org/m/bpsw8bap.
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7.4 Kulec¢nikovy stil ve tvaru elipsy

Jakych fyzikalnich principu se vyuziva pii bézném kule¢niku?

Pii kuleéniku, stejné jako pfi lednim hokeji, se vyuzivé toho, ze dhel odrazu se rovné tthlu dopadu,
pricemz odrazeny piedmét (¢i vlnéni) zustdva v roviné dopadu. Rovina dopadu je v nasem piipadé
kuleénikovy stul.

Pri kuleéniku lze také demonstrovat zdkon zachovani hybmnosti, ktery fika, ze celkova hybnost
vSech téles v izolované soustavé se zachovava. Tento zakon se projevi pii vzajemném dotyku dvou
kuleénikovych kouli. Vezmeme dvé identické koule ligici se pouze barvou. Do bilé koule sfouchneme
tak, ze narazi piimo do modré koule. Pii dotyku modré a bilé koule dochdzi k pruznému primému
rézu. ™ 15 Pokud by doslo k jinému typu rdzu, situace by byla slozitéjsi.

Zaméime se na prvni zminény fyzikdlni princip a polozme si nasledujici otdzku.

Predstavme si, ze by existovat kuleénikovy stul ve tvaru elipsy, kde dira, do které ma koule
zapadnout, se nachdz{ v ohnisku. Jakou (ne)vyhodu by takovy kuleénikovy stil mél? Odpovéd
naleznete na https://www.geogebra.org/m/frsftugu.

Obrazek 30: Kule¢nikovy stul ve tvaru elipsy

14Pruzny rdz je srdzka dvou téles, kdy se v priibéhu srazky kinetickd energie téles zachovévé. Jinymi slovy plati,
ze soucet kinetickych energii téles pfed rdzem je roven souctu kinetickych energii téles po razu, nespotiebuje se zadna

energie napiiklad na deformaci télesa.
15Pfimy raz je srazka dvou téles, kdy se stiedy obou téles pied narazem i po ném pohybuji po téze pFimce.
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7.5 Rotacni paraboloidy

Parabolickd zrcadla patii mezi specidlni druhy zrcadel. Plochu parabolického zrcadla tvoii tzv. rotac¢ni
paraboloid ktery vznikne, nechate-li rotovat parabolu kolem jeji osy. Na obrazku 31 je pfiklad rota¢niho
paraboloidu.

Obrazek 31: Rotaéni paraboloid

Parabolickd zrcadla maji vyuziti u svétlometu aut, svitilen, antén, projektoru nebo u zrcadlovych
astronomickych dalekohledu. Zkratka vsude, kde je potieba, aby se paprsky soustiedily do jediného
bodu.

Pokud jsou paprsky rovnobézné s osou parabolického zrcadla, kam se po dopadu na parabolické
zrcadlo odrazi? V appletu https://www.geogebra.org/m/skrthvpa se pokuste nalézt odpoved
na tuto otdzku.

29.66°

T 29 66°

6.96 7
< 6.9

I
I
I
I
T

Obrézek 32: Schéma parabolického zrcadla s paprsky
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7.5.1 Svétlomet

Jak uz bylo feceno v kapitole 7.5, parabolickd zrcadla nachazeji uplatnéni v klasickych svétlometech
automobilii. Schéma takového svétlometu je na obrdzku 33a. Na obrdzku 33b je vyfocen svétlomet
z automobilu Skoda 100.

(a) Schéma svétlometu (b) Svétlomet z automobilu Skoda 100

Obrézek 33: Svétlomety

Zdrojem svétla u parabolického svétlometu byva halogenova zarovka umisténa ve specidlnim
bodé. O jaky bod se jedna? Odpovéd naleznete na https://www.geogebra.org/m/rbvpbjax.

Na odkazu https://www.geogebra.org/m/njménhtz je 3D model svétlometu.

7.5.2 Priiklad: Svétlomet

Megjme svétlomet ve tvaru rotacniho paraboloidu. Schéma fezu takového paraboloidu je na obrazku 33a.
Jaky polomér bude mit sklo, kterym je svétlomet ukoncen? Parabola, tvotici svétlomet, mé parametr p
roven hodnoté 7,2, hloubka svétlometu je 10 cm.

Resen{ tohoto pifkladu najdete na https://www.geogebra.org/m/c4t58ydn.

7.5.3 Parabolické antény

Parabola nachazi vyuziti i pfi konstrukcich antén, které zachycuji zpravidla satelitni televizni vysilani.
Také se vyuzivaji k zachycovani internetového signalu ¢i nachézeji vyuziti na hvézdarnach.

Parabolickd anténa mé tvar rota¢niho paraboloidu. Pro¢ je vyhodné pouzivat tento typ antén?
Odpovéd naleznete na https://www.geogebra.org/m/wjmdcnry.

48



Obrazek 34: Parabolickd anténa na Ondfejovské hvézdarné

7.5.4 Dvé paraboly a dva lidé

Zajimava situace nastane, kdybychom postavili halu ve tvaru dvou rota¢nich paraboloidu se stejnou
osou. Rez takovou halou je zobrazen na obrazku 35.

Obrézek 35: Rez halou sestavenou ze dvou rotacnich paraboloidit

Do jakych dvou bodu bychom museli postavit dva lidi, aby se dobfte slyseli i v piipadé, ze by
hala byla velmi rozmérna? Odpovéd nalezete na https://www.geogebra.org/m/c87kkxrd.

Zvuk je vlnéni a to se chovd podobné jako svétlo. Pokud bychom chtéli, aby se v takové hale
slySeli i na velkou vzdélenost, museli bychom je postavit do takovych bodi, kde se budou zvukové viny
nejlépe koncentrovat. Jiz vime, ze paprsky (a tedy i zvukové vlny), vychdzejici z ohniska paraboly se
od paraboly odrazi rovnobézné s jeji osou. Pokud by jeden z nich stdl v ohnisku jedné paraboly, tak
kam by se musel postavit druhy clovék, aby se dobte slyseli?

Druhy ¢lovék by se musel postavit do ohniska druhé paraboly, protoze zvukové viny, které prichazeji
rovnobézné s osou paraboly, se odrazi do jejiho ohniska. Pokud by kazdy z nich stal v jednom ohnisku
kazdé z parabol tvoricich halu, slySeli by se pomérné dobfe.
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8 Dalsi krivky

7 kiivek jsou, v rdmcovych a Skolnich vzdélavacich programech, zatazeny prevazné jen kuzelosecky,
ale bylo by zajimavé pii vyuce kuzelosecek alespon zminit, ze existuji i jiné zajimavé kiivky a kde je
muzeme najit.

8.1 Retézovka

Prvni zajimavou rovinnou kfivkou je fetézovka, kterou zhruba vytvoii fetéz zavéseny za jeho konce
(obrazek 36).

Obrazek 36: Retézovka

Kazdy predmét se snazi minimalizovat svoji energii, ve které se nachdzi. Pokud jste vidéli néjaké
video z mezindrodni kosmické stanice (ISS), urcité jste si vsimli, jak se tam chovaji kapky vody. Voda
tvoii kulicky.

Obréazek 37: Chovéani kapek vody na ISS [15]

Tento jev nepozorujeme jenom ve vesmiru. Pokud nechate velmi pomalu kapat vodu z kohoutku,
uvidite padat jednotlivé kapicky vody. Pro¢ to jsou zrovna koule a ne krychle ¢ kvadr? Je to proto,
ze koule m4 pii daném objemu nejmensi povrch a tim i nejmensi povrchové napéti. Stejné jako voda,
i zavéSeny Fetéz se snazi minimalizovat spoji potencidlni energii. Rovnici fetézovky tak dostaneme
pii hleddnf nejmensi hodnoty potencidlni energie pevného a homogenniho vldkna 6. Za pomoci téchto

16Homogenni vldkno je takové vldkno, které ma ve viech mistech stejnou strukturu.
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znalosti a integrac¢niho a varia¢niho poctu lze odvodit rovnici fetézovky

y:a~cosh(£).
a

Na prvni pohled muze retézovka pripominat parabolu.
Na https://wuw.geogebra.org/m/yh8885hs se pokuste najit takovou kombinaci parametra
fetézovky a paraboly, aby byly kiivky identické, tj. aby se zcela prekryvaly.

I presto, ze jsou si tvarem fetézovka a parabola podobné, jednéd o dvé ruzné kiivky.

8.2 Cykloida

Mezi dalsi zajimavé kiivky patii cykloida. Je to rovinna kfivka, kterou opisuje zvoleny bod, ktery je
pevné spojeny s pohybujici se kruznici, kterd se vali po primce. Takovou kiivku by opisovala napiiklad
odrazka na rovné jedoucim kole.

Obrazek 38: Cykloida

Jak bude cykloida vypadat, kdyby pevné zvoleny bod lezel mimo kruznici? Odpovéd nejenom
na tuto otdzku se pokuste nalézt na https://www.geogebra.org/m/nxsrhot5.

Pokud bude zvoleny bod lezet uvniti kruznice, vznikne zkricend cykloida. Pokud bude opisujici
bod lezet vné kruznice, bude se jednat a prodlouzenou cykloidu.

Zkréacena cykloid
(a) Zkrécend cykloida (b) Prodlouzend cykloida

Obrazek 39: Typy cykloid
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8.3 Brachistochrona

Johann Bernoulli v jednom ¢lanku zvetejnil vyzvu pro ¢tenare, ktera znéla nésledovné: Urcete trajek-
torii, po které hmotny bod!” klouze z jednoho daného bodu do druhého, ktery neni pifmo pod nim,
v co nejkratsim case.

Obréazek 40: Priklad pocateéniho zadani ilohy

Resen{ mu zaslali Jacob Bernoulli, Gottfried Wilhelm Leibniz, Guillaume de 1’'Hospital a Isaac
Newton. I pfesto, ze problém neni trividlni, traduje se, ze ho Isaac Newton dokazal vyftesit za jediny
den. Kfivku pojmenovali brachistochrona. Je to slozenina dvou teckych slov, brachistos (nejkratsi)
a chronos (Cas). Na https://www.geogebra.org/m/jcwzmvev zkuste takovou kiivku najit i vy.

Na https://gfycat.com/biodegradablefloweryamericankestrel je animace ukédzky ruznych
feseni problému. [13] [14]

Obrazek 41: Ukézka feseni tlohy zadané Bernoulliem

17V nékterych fyzikalnich tlohich lze rozméry télesa zanedbat. Takové téleso lze nahradit tzv. hmotnym bodem,

ktery nemd rozméry, ale ma hmotnost puvodniho télesa.
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Kvali fyzikdlnim vlastnostem brachistochrony se ji také iika kiivka nejkratsiho spadu.
Co maji spole¢ného brachistochrona a cykloida?
Pokuste se odpovéd nalézt na https://www.geogebra.org/m/r3jjhten.

Cykloida a brachistochrona jsou identické kfivky. Jsou vuéi sobé symetrické podle osy x, jak je
zobrazeno na obrazku 42.

Obréazek 42: Cykloida a brachistochrona
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9 Zaveér

Diplomova prace s nazvem ”Kuzelosecky a jiné kiivky”se predevsim zabyvala kuzeloseckami, které jsou
zajimavym tématem probiranym na stfednich skolach. Diplomova prace byla tvofena s cilem sestavit
dopliikovy text s vykladem, vyukovymi applety v programu GeoGebra a feSenymi piiklady vhodnymi
pro studenty stiednich §kol. V soucasné dobé se klade duraz na mezipredmétové vztahy a jednim z cilu
této diplomové prace bylo propojit uc¢ivo o kuzeloseckach se znalostmi z fyziky.

V kapitole 2 byla provedena reserse, kde bylo na konkrétnich rdmcovych vzdélavacich programech
ukézano, na jakych studijnich oborech se kuzelosecky vyucuji. Zaroven bylo ukazano, ze do Skolnich
vzdélavacich programu jsou skolami zafazovany i presto, ze v ramcovych vzdélavacich programech
kuzelosecky mnohdy zafazené nejsou. O kuzeloseckach se uci studenti gymnazii, telekomunikaci, ge-
odezie, technickych a kombinovanych lycei, strojirenstvi, elektrotechniky, stavebnictvi a obchodnich
akademii. Na téchto skolach jsou kuzelosecky vyucovany zejména z pohledu analytické geometrie, méné
se zde zabyvaji konstrukeci kuzelosecek v ramci deskriptivni geometrie.

V kapitole 4 az 6 byly predstaveny vSechny typy kuzelosec¢ek. Protoze studenti mivaji ¢asto problémy
s propojovanim analytickych predpist kuzelosecek s jejich grafickou podobou, je tato ¢ast doplnéna
o vyukové applety v programu GeoGebra, které, spolu s ndvodnymi otdzkami, studentum poméshaji
s odstraniovanim téchto problému. Tyto applety jsou dostupné pies odkazy v této praci a zaroven jsou
dohledatelné na strankéch www.geogebra.org.

Kapitola 8 se zabyvala predevsim feSenymi piiklady ze svéta kuzelosecek. Tyto piiklady mély
za cil propojit znalosti nabyté v kapitoldch 4 az 6 s praktickym uplatnénim ve fyzikalné orientovanych
prikladech. Na zac¢atku kapitoly 8 bylo ukazano zavedeni kuzelosecek pomoci numerické excentricity,
kterd nachazi uplatnéni v kapitolach 8.1 a 8.2. Kapitola 8.1 se zabyvala drahami planet a Keple-
rovymi zakony, kde jiz studenti pojem elipsa znaji a dojde tak k mezipfedmétovému propojeni uciva
o kuzeloseckach. Kapitola 8.2. se zabyvala kosmickymi rychlostmi, protoze prave pii téchto rychlostech
se druzice ¢i raketa pohybuji po trajektorii, kterou je kruznice nebo parabola. Kapitola 8.3 obsaho-
vala feSeny piiklad na vrh sikmy, kde byl kladen duraz na propojeni analytického vyjddieni paraboly
a uvedenych fyzikdlnich pojmu a vztahu. Kapitola 8.4. se zabyvala ponékud netradiéni myslenkou
kuleénikového stolu ve tvaru elipsy, na kterém je ukazano propojeni vlastnosti elipsy a zakona odrazu,
ktery studenti znaji z hodin fyziky. Kapitola 8.5 se zabyvala rota¢nimi paraboloidy, kde byly vybrany
demonstrac¢ni piiklady, které by mohly byt studentiim blizké, jako jsou svétlomety a parabolické antény.

Kapitola 9 se zabyvala kiivkami, které nejsou kuzeloseCkami. Protoze se na zakladé reserse v kapi-
tole 2 ukazalo, Ze ostatni kiivky nejsou soucdsti rdémcovych ani skolnich vzdéldvacich pldnu a nedostavé
se jim tak ve Skoldch prili§ prostoru, jsou tyto kiivky vylozeny spiSe ve formé zajimavych informaci
a vlastnosti, které jsou demonstrovany v appletech tvorenych v programu GeoGebra.

Diplomova prace by mohla byt rozsifena napiiklad o teény ke kuzelosecce, vzajemnou polohu
primky a kuzelosecky nebo o kapitolu obsahujici informace z deskriptivni geometrie.
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