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Synchronisation of chaotic oscillators

Abstract

In this paper, there is a possibility of nonlinear dynamic systems control described.
A synchronisation of two coupled chaotic oscillators based on the state reconstruction is
presented. As an example the well known Lorenz system was chosen and the same method
of synchronisation was applied on the Rossler system as well.

Uvod

V soucasné dob¢ je znama cela fada dynamickych systému, které v zavislosti na velikosti
parametrt vykazuji neperiodické oscilace. Jedna tfida systémut generuje chaotické pribéhy
jako dusledek nepravidelného stiidani intervalil stability a nestability [1], kdy se trajektorie
systému pohybuje okolo jediného rovnovazného stavu, jehoZz stabilita se neperiodicky
meéni v zavislosti na pohybu vektoru stavu ve stavovém prostoru. Studovany jsou dale
systémy s nelinearitou typu hysterezni smycky, kde jsou chaotické oscilace vyvolany
zménami polohy nestabilntho rovnovazného stavu v prostoru [2]. DalSim typem
chaotickych systémtl jsou takové systémy, které maji vice rovnovaznych stavi, z nichz
nékteré mohou byt stabilni, a vektor stavu se pohybuje mezi nimi. Typickymi ptiklady jsou
Lorenztv a nebo Rosslerv systém, jejichz chaotické atraktory jsou znazornény na obr. (1).

Obrazek 1.: Chaotické atraktory, vlevo Lorenziiv, vpravo Roéssleruv

Systém dvou vazanych chaotickych oscilatort

Vzhledem k tomu, Ze chaotické trajektorie jsou dlouhodobé nepredikovatelné, uvazuje se
nad jejich vyuzitim v zabezpecené komunikaci [3]. Jeden systém vystupuje v roli vysilace
chaotické nosné vlny, na kterou je namodulovan pfenaSeny uzite¢ny signal. Piipadny
neopravnény pifjemce by bez detailni znalosti vysilajicitho sytému nemél byt schopen
uzitecny signal zrekonstruovat. Druhy systém pak predstavuje pfijima¢, a na zékladé
rekonstrukce stavu vysilace bude separovat uzitecny signal od chaotického prabéhu.

Dtlezitym bodem je v takovém piipadé moznost synchronizace piijimaciho systému se
systémem vysilajicim. Ptijimaci systém je ve funkci rekonstruktoru stavu vysilace. Oba



systémy sice maji totozné parametry, avsSak jejich trajektorie vychdzeji zraznych
pocatecnich podminek. Blokové schema vyuziti rekonstruktoru stavu je na nasledujicim
obrazku (2).
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Obrazek 2.: Blokové schema soustavy dvou vazanych systému

system

Vysilaci a prijimaci systémy jsou popsany rovnicemi (1):

vysilac : rekonstruktor : (1)
x = Ax + Bu X=AX+Bu+H(y-j)=(A-HC)X +Bu + Hy
y=0Cx y=Cx

Dynamika pfijimaciho systému je ovliviiovana rozdilem mezi vystupni hodnotou systému
vysilace a vystupem z ptijimaciho systému s vahou danou matici H. Jak je patrné z Gpravy
rovnice pro rekonstruktor, vlastni ¢isla matice dané¢ vyrazem A-HC musi byt zaporna,
jinak by trajektorie rekonstruk¢niho systému divergovala.

V nasledujicich experimentech rozdélime chaoticky systém na dva podsystémy, totiz na
jeho linearni a nelinearni Cast, danou matici A, resp. funkci f. Pak popiSeme vysila¢
a rekonstruktor nasledujicim zptisobem:

vysilac : rekonstruktor : 2)
x = Ax+f(x, y) x=Ax+f(%,y)+H(y-7)
y=Cx y=Cx

Vazba z vysilate je vedena pravé do nelinearni casti rekonstruktoru, jehoz ukolem je
docilit nulového rozdilu mezi vystupem vysilace a vystupem svym.

Synchronizace dvou vazanych Lorenzovych systému

Lorenztv systém tii diferencialnich rovnic je patrné nejzndméjsim chaotickym systémem.
V ptipadé, ze maji dva systémy zcela totozné parametry, avSak nejsou spolu nijak vazany,
se jejich trajektorie vychazejici z rliznych pocatecnich podminek naprosto odlisuji, viz
obrazek (3). V pripadé¢ vazby mezi nimi se vSak podaii docilit synchronizace, t;.
rekonstruktor vérné reprodukuje trajektorii vysilajiciho systému, viz obrazek (4). Rovnice
klasického Lorenzova systému byly pii tom upraveny do formy (3), (4).

vysilac 3)
X, -s s 0 ]x 0 X,
X =y -1 0 ||x,|+]—-yx y:[l 0 0]- X,

X, 0 0 -b|]|nx X, X,



rekonstruktor : 4)

0 [-s s 0][% 0 h, %,

)Tcz =y =1 0 || % |+ -)% [+ (y_);) J;:[l 0 0]' X,

10 0 =& |||k %,
s=10,y=28,b=8/3, H=[30 28 0] x,=[12 1 1] x,=[-8 0 o] ()

Parametrizace systému je takova, aby generoval chaotické pribéhy. Parametrizace matice
H pak vychazi z pozadavku, aby byla vlastni ¢isla matice A — HC zaporna.
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Obrazek 4.: Synchronizace dvou Lorenzovych systémii, detail poc¢atku prubéhu

Jak je patrné z uvedenych grafli, popsany zptisob synchronizace chaotickych oscilatort je
velmi rychly a rekonstrukéni systém je schopen sledovat vystup vysilace.

Synchronizace dvou vazanych Roésslerovych systém

Rossleriv systém je rovnéz dan soustavou tii diferencidlnich rovnic, v simulacnich
experimentech byly pouzity ve formé (6), (7) s parametrizaci (8).

vysilac (6)
(%] [0 =1 =1][x] [ 0 1] [ x, ]
X |=|1 a O ||x,[+| O y:[l 0 0]- X,
5] [0 0 —c]|x;| [)x+b] | X5 |
rekonstruktor : (7)
_)él— 0o -1 —1][x1 ] o 1 [h %]
Ll=|1 a 0%+ 0 |+|h|y-7) 5= 0 0]|%,
00 0 —c]|&] |aE+b] | EN




a=0.1,b=01c=14,H=2 0 0] x,=[10 10 10]',%x,=[-10 10 10] (8)
Vysledky provedenych experimentli jsou uvedeny na obrazcich (5) a (6). I zde je schopnost
synchronizace pfijimaci ¢asti zfejma.
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Obrazek 5.: Chaotické pribéhy dvou Roésslerovych systému bez vazby
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Obrazek 6.: Synchronizace dvou Roésslerovych systémi, detail po¢atku pribéhu

Zaver

Z uvedenych experimentl je ziejmé, ze systémy vykazujici chaotické oscilace je mozné
vazat a synchronizovat. Provedené¢ experimenty se tykaji systémi s nékolika
rovnovaznymi stavy ve stavovém prostoru. Lorenziiv systém ma tfi nestabilni rovnovazné
stavy, Rdssleriv pak jeden nestabilni a dva stabilni. V pfispévku popsand metoda
synchronizace dvou chaotickych systémtl se pro tfidu systémil sjedinym rovnovaznym
stavem zatim nejevi jako pouzitelna, zde je prostor pro dalsi zkoumani.
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