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Abstrakt

Tato price se zabyvd vyukou komplexnich cisel a fraktdlu na strednich skoldch. V tvodu
byla predstavena problematika komplexnich cisel z historického hlediska. Nasledne byla
provedena reserse vyuky této ldtky na urovni stredoskolského vzdéldvani. V' dalsi casti
byla ukdzana motivacni rovnice a jeji rTesent, které vedlo k zavedeni komplexnich cisel.
Ta byla nasledné definovdna, byly ukdzany jejich mozné tvary zdpisu a operace s nimi
doplnéné o grafickou reprezentaci a podpurné materidily v programu GeoGebra. Uvedend
teorie komplexnich cisel poslouZila jako zaklad pro definici fraktali. V praci byly ukdzdny
z2volené fraktdaly pocinaje Cantorovym diskontinuem aZ po Mandelbrotovu mnoZinu. Jako
soucdst prdace byly vytvoreny ndvody pro tvorbu fraktdli ve trech provedenich pro graficky
editor, GeoGebru a programovact jazyk Python. Tyto ndvody maji za kol studentim pri-
blizit matematické definice fraktali a principy, na zdkladeé kterych jsou tvoreny, jako napr.
sobépodobnost. Hlavni vijhodou vytvorengch navodi je, Ze pro jejich pouziti neni potreba

instalace zpoplatnéngch programai.

Klicova slova

Cantor, dimenze, fraktdl, GeoGebra, graficky editor, Julia, Koch, komplexni c¢islo, Man-

delbrot, ndvod, Python, Sierpinski, stredni skola.

I1I



Abstract

This work deals with the teaching process of complex numbers and fractals in high schools.
The complex numbers from a historical point of view were presented in the introduction.
Subsequently, research was carried out on the teaching process of this subject at the level
of high school education. The motivation equation and its solution were shown, which led
to the introduction of complex numbers. They were defined, and their forms of notation
and operations with them were presented, supplemented by a graphic representation and
supporting materials in the GeoGebra program. The theory of complex numbers served as
the basis for the definition of fractals. Selected fractals were shown in the paper, starting
with the Cantor set and ending with the Mandelbrot set. As part of the work, instructions
for the fractal creating process were designed in three versions, one for the graphic editor,
GeoGebra and the Python programming language. The purpose of said instructions is to
introduce mathematical definitions of fractals and the principles on which they are formed,
such as self-similarity. The main advantage of the created instructions is that there is no

need to install paid programs to use them.
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Pouzité znaceni

Symbol nazev

A, B,a, b c,m,n,k,p, q parametr

C,N,R mnozina komplexnich, ptirozenych, realnych ¢isel
Dy Hausdorffova dimenze

Dp pokryvaci dimenze

Dy topologicka dimenze

e Eulerovo ¢islo

F, Fatouova mnozina

f(x) funkce

Imz imaginarni ¢ast komplexniho ¢isla
1 imaginarni jednotka

Je Juliova mnozina

K. vyplnénd Juliova mnozina

L délka krivky

[ skalovaci koeficient

M mnozina

N pocet dila

Rez realné ¢ast komplexniho c¢isla

r rozmeér pokryvaci oblasti

u, v promeénné

X topologicky prostor

T, T1, T realna slozka komplexniho ¢isla
Y, Y1, Y2, imaginarni slozka komplexniho ¢isla
Z, 20, 21, 22, Zn komplexni ¢islo

zZ komplexné sdruzené ¢islo

Y5 P15 P2 orientovany thel
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1 Uvod

Komplexni ¢isla nejsou v matematice zadnou novinkou. Formulace jejich teorie a nésledné
zaclenéni do matematického svéta nebylo vsak viibec jednoduché.

Budeme-li chtit zjistit vice o vzniku komplexnich ¢isel, musime se podivat do 1. stoleti
naseho letopoctu k Hérénu Alexandrijskému. Tento starovéky matematik a vynalezce se
pokousel vypocitat objem komolého jehlanu. Pti svém vypoctu ovsem pouzil vzorec, ktery
jej dovedl na druhou odmocninu ze zaporného ¢isla. V matematickém zapise, ktery popsal
ve svém dile Stereometrie, vsak tuto negativni hodnotu dale opomnél. Zda slo o zamérny
prepis c¢isel, kterda méla byt nesmyslné, ¢i o neuvédomélou chybu, neni jasné. Jisté je, ze
tak prisel o moznost stat se prvnim ucencem zabyvajicim se problematikou komplexnich
¢isel. [1]

Po dlouhou dobu byla tato matematickd prilezitost opomijena a rovnice, jejichz te-
senim byla komplexni ¢isla, byly jednodusSe povazovany za nefesitelné. Vyraznéjsi zvrat
nastal az diky perskému basnikovi Omaru Khayyamovi ve 12. stoleti, ktery prisel s geome-
trickym Tesenim nékolika specidlnich rovnic. Sva Teseni zakladal na prusecicich kruznice
s hyperbolou. [2]

Centrem fteseni problematiky komplexnich cisel se koncem 15. a zacatkem 16. stoleti
stala Italie [3]. Zdejsi matematici pfisli s obecnym Fesenim kubické rovnice, o tom si ale
rfekneme vice v nasledujicim textu.

Od této doby se stale vice matematiki zacalo zabyvat problémem tehdy jesté nepo-
jmenovanych komplexnich ¢isel. Vyznamné se zapojil i zndmy francouzsky filozof, fyzik
a matematik René Descartes, ktery jako prvni zavedl termin "imaginarni" pro pojmeno-
vani druhych odmocnin ze zapornych ¢isel [4]. Jeho praci dale rozvijela celd fada znamych
matematikli, mezi kterymi byli napriklad Isaac Newton, Gottfried Wilhelm Leibniz, Jo-
hann Bernoulli, Abraham de Moivre ¢ Leonhard Euler a fada dalsich. Pravé posledni
z jmenovanych, Leonhard Euler, pfigel s dodnes pouZivanym oznacenim i pro /—1. [3]

Od konce 18. stoleti se komplexni ¢isla jiz hojné pouzivala v matematické analyze,
nicméné se presunula pozornost na jejich geometrickou interpretaci [4]. Vyznamné obdobi
pro komplexni ¢isla nastalo ve 20. stoleti, kdy rovnéz dochéazelo k rozvoji poc¢itacové tech-
niky. Ta umoznila detailni zachyceni geometrické interpretace posloupnosti komplexnich
¢isel, dnes oznacované jako fraktély. [5]

Vyhledame-li vyznam slova komplexni, obdrzime vysledky jako sloZity, souborny a vse-
stranny [6]. O tom, jak& komplexni ¢isla opravdu jsou a jak je lze graficky interpretovat,

pojednava tato prace.



2 Reserse vyuky komplexnich cisel

Byla provedena reserse oficialnich dokumentii, které stanovuji vyuku komplexnich ¢isel na
urovni strednich skol. Vzhledem k zaméru diplomové prace, jez si klade za kol vytvorit
presah mezi stredoskolskou a vysokoskolskou trovni této problematiky, a faktu, ze tspésné
absolvovani maturitni zkousky je podminkou pro néasledujici vysokoskolské studium, byla
reserse zamérena vyhradné na obory zakoncené maturitni zkouskou a skolské instituce,
které tyto obory poskytuji. Konkrétné jde tedy o skoly poskytujici vzdélani v oborech
kategorii M - uplné stredni odborné vzdélani s maturitou, LO - aplné stredni odborné
vzdélani s odbornym vycvikem a maturitou a K - iplné stiedni vSeobecné vzdélani. [7]

Ackoliv jsou komplexni ¢isla bezpochyby dulezitou souc¢asti matematiky a jejich uplat-
néni najdeme napri¢ dalsimi obory jako je fyzika nebo biologie, samotna vyuka na stied-
nich skolach jejich vyznamnost nereflektuje. Z Ramcovych vzdélavacich programt pro
stfedni odborné vzdélavani (RVP SOV) zahrnujicich obory kategorii M a L0 a Rdmco-
vych vzdélavacich programi pro gymnézia (RVP G) zahrnujicich obory kategorie K je
totiz jasné patrné, ze vyuka komplexnich ¢isel neni ze strany Narodniho tstavu pro vzdeé-
lavani a tedy Ministerstva skolstvi, mlddeze a télovychovy az na jeden pripad nijak oset-
rena [8], [9], [10]. O komplexnich ¢islech v rdmcovych vzdélavacich programech nepadne
ani slovo, jedinou vyjimkou je obor 78-42-M /01 Technickd lycea. Situace se nezméni ani
v aktualizovanych RVP G, jejichz platnost zacne od 1. zari 2022 [11].

Timto by se mohlo zdat, Ze se cela problematika vyuky komplexnich ¢isel na stfednim
stupni vzdélavani soustiedi pouze na jeden obor a jinde jednoduse zadna neni, opak je ale
pravdou.

Komplexni ¢isla jsou sice jako ucivo oficialné ustanovena pouze pro pripad oboru Tech-
nické lyceum, presto na né na urovni stredniho vzdélavani narazime i jinde. Lze se s nimi
bézné setkat na gymnéaziich, coz dokladaji odkazované gkolni vzdéléavaci programy (SVP)
[12] a [13]. Gymnéazia timto zpusobem reaguji na to, ze maji slouzit jako priprava stu-
dentt na studium na vysokych skolach. Jsou to totiz vysoké skoly zejména technického
¢i prirodovédného razu, kde se s komplexnimi ¢isly setkame. Naptiklad v mechanice nebo
elektrotechnice najdeme radu rovnic, v nichz komplexni ¢isla popisuji kmitani ¢i vinéni.
Problém ovsem je, Ze se s komplexnimi ¢isly mnohdy jiz rovnou pracuje, ale jejimu teore-
tickému zakladu a blizSimu osvojeni neni vénovano tolik prostoru. Vysokoskolsti studenti
jsou tak mnohdy nuceni dohanét latku formou samostudia, jelikoz ucitelé v jednotlivych
predmétech nemaji ¢asovou dotaci na to, aby studentiim problematiku samostatné vylo-

zili.



Reserse vyuky komplexnich ¢isel

Gymnaézia se v tomto ptripadé ujimaji své neformélni role "pripravky" pro vysoké skoly
a berou na sebe zakladni vyuku komplexnich ¢isel. Vyuzivaji pritom faktu, ze si mohou
vytvaret vlastni studijni plany, které sice musi reflektovat oficidlni vzdélavaci cile uvedené
v RVP G, ale konkrétni podobu, jakym zptisobem téchto cilti dosdhnou, jiz nestanovuji.
Skolni vzdélavaci programy jsou tedy nejéastéji v poslednim ro¢niku rozsffeny o latku
komplexnich cisel.

S vyukou komplexnich ¢isel se ale setkdme i na jinych typech stfednich skol, respektive
oborti, u kterych neni vyuka oficidlné podminéna ramcovym vzdélavacim programem, jako
ptiklad uvedme obor 63-41-M /01 Ekonomika a podnikdni na Stredni odborné skole v No-
vém Bydzove [14], obor 23-41-M /01 Strojirenstvi na Stiedni prumyslové skole v Klatovech
[15] ¢i obor 63-41-M /02 Obchodni akademie vedeném na Obchodni akademii Tomase Bati
ve Zliné [16]. Dle odkazovanych SVP jsou zde vyucovana komplexni ¢isla nad rdmec po-
zadavkth RVP. Rozsiteni vyucované latky o komplexni ¢isla je tedy otazkou konkrétni
skoly.

Co se samostatné vyuky komplexnich ¢isel tyka, je latka obvykle soustfedéna na nésle-
dujici uc¢ivo: Mnozina komplexnich ¢isel, Gaussova rovina, algebraicky, geometricky tvar
komplexniho ¢isla, operace s komplexnimi ¢isly, mocnina a odmocnina komplexniho ¢isla,
Moivreova véta a jeji uziti, feSeni linearni a kvadratické rovnice v oboru komplexnich ¢i-
sel, binomicka rovnice, to vse pripadné rozsitené o exponencialni tvar komplexniho ¢isla
a funkce komplexni proménné. [12], [13]

Jak ale bylo zminéno, o findlni podobé vyuky, respektive rozsahu probirané latky
z komplexnich cisel, se ale rozhoduje na prislusné skole. Vyuka se tak mtize znacné lisit.

Ackoliv jsou fraktaly tématem navazujicim, respektive rozvijejicim komplexni cisla
a jejich geometrickou interpretaci, v piedstavenych SVP nejsou uvedeny viibec. Zalezi
tedy ¢isté na uciteli, zda studentiim ukaze, kam az muze vést zobrazovani komplexnich

¢isel v Gaussove roviné.



Komplexni ¢isla

3 Komplexni cisla

3.1 Motivace

P1i vyuce komplexnich ¢isel se ¢asto setkdme s konkrétnim prikladem, kdy je studentiim
zadana kvadraticka rovnice, jejiz feseni obsahuje komplexni ¢isla. Kvadratickd rovnice ale
neni tou skutecnou motivaci, kterd vedla k zavedeni komplexnich ¢isel.

Budeme-li chtit urcit hlavni motivaci stojici za zavedenim komplexnich ¢isel, musime
se podivat do historie, konkrétné do Italie v 16. stoleti. Koncem 15. stoleti bylo jiz ma-
tematikiim dlouho znamo reseni kvadratické rovnice, a proto se centrem pozornosti stala
rovnice kubickd. [3], [17]

Jednim z podnéti, ktery podporil zajem o kubickou rovnici, bylo prohlaseni frantiskan-
ského mnicha a matematika Luca Pacioliho z roku 1494, Ze kubicka rovnice je nefesitelnd
[18]. Pravé toto poukazani na nedostatek tehdejsich algebraickych metod vyburcovalo
dalsi matematiky k tomu, aby se o kubickou rovnici zacali zajimat.

Prvni vyraznou osobnosti, kterd na vyzvu zareagovala, byl bolonsky profesor Scipione
del Ferro. Ferrovi se na pocatku 16. stoleti povedlo kubickou rovnici vytesit. Jeho feSeni

vsak fungovalo pouze pro konkrétni tvar kubické rovnice:
2’ +m-x=n, (3.1)

kde m a n jsou kladné ¢isla. Ferro své feseni nepublikoval, ale zanechal je ve svych
poznamkach. Z Ferrovych zavéra nasledné tézil jeho zék Antonio Maria del Fiore. [19]

Fiore vyuzil nabytych znalosti a roku 1535 vyzval k matematickému souboji jiného
matematika jménem Niccolo Fontana Tartaglia a zaslal mu radu kubickych rovnic k vyte-
Seni. Fiore se domnival, Ze ma vyhru jistou a jeho souputnik na feseni neprijde. Tartaglia,
v prekladu Koktal, coz reflektovalo jeho vadu Teci zpiisobenou poranénim celisti a patra,
se vSak kubickych rovnic nezalekl a zadané problémy vytesil. Tartaglia navic ze zadanych
rovnic vypozoroval, ze Fiore dokaze Tesit pouze urcity typ rovnic (3.1) a vyzvu mu tedy
oplatil zadanim kubickych rovnic jiného typu. Jak Tartaglia predpokladal, Fiore v jejich
reseni neuspél. [18]

O tomto matematickém souboji se pozdéji dozvédél i Girolamo Cardano, ktery Tar-
tagliu pozadal o sdéleni postupu. Ackoliv Tartaglia se sdélenim teseni vahal, nakonec sviij
postup Cardanovi prozradil s tim, Ze Cardano si FeSen{ nechd pro sebe. Resen{ mu sdélil
netradicné formou basné, kterd v sobé méla chybu. Nadany matematik Cardano vsak
chybu odhalil. [19]



3.1 Motivace

Cardano tak roku 1545 navzdory slibené mlcenlivosti publikoval feSeni ve svém dile
Ars Magna. Jde o préci, ve které byla jako prvni publikovana feseni kubickych a kvartic-
kych rovnic. Pravé v tomto dile prezentoval Cardano tzv. "nemoznou" rovnici, respektive
rovnici, kterou neni mozné vyresit. Vedla totiz na feseni druhé odmocniny ze zaporného
c¢isla. Cardano se tak stal prvnim matematikem, ktery problém druhé odmocniny ze za-
porného cisla explicitné zapsal. Bohuzel ani on se timto problémem vice nezaobiral, pouze
ho oznacil za nefesitelny. [3], [17]

Na Cardanovu préci nasledné ve 2. poloviné 16. stoleti navazal dalsi italsky matematik
- Rafael Bombelli. Ten byl schopen Cardanovu nefesitelnou rovnici vypocitat. [20]

Ukazeme si, jakym zptsobem Tartaglia, Cardano a Bombelli kubické rovnice v 16.
stoleti vyfesili [19].

Zavedeme obecnou kubickou rovnici ve tvaru:
?+a-2°+b-x+c=0, (3.2)

kde koeficienty a, b, ¢ € R. Jelikoz v tehdejsi dobé predstavoval zna¢ny problém kvadra-
ticky ¢len, soustredili se matematici pouze na kubické rovnice, které ho neobsahovaly.
O néco pozdéji, v roce 1591, prisel Francgois Viete s tim, ze kvadratického ¢lenu se lze

zbavit zavedenim vhodné substituce [21]. Slo o substituci

(3.3)

a

Jejim dosazenim do (3.2) dostaneme:

R R U R

Rovnici déle upravime:

y3—a-y2+6§-y—giJra-yQ—§a2-y+§+b-y—?+c=0- (3.5)
Dejme k sobé ¢leny s odpovidajici mocninou y:
y3+<b—6§>~y+226§—?+c:0, (3.6)
coz muzeme prepsat
v +p-y+q=0, (3.7)
kde )
p=>b— %
2¢3 a-b (38)
q= o7 T3 +c.



3.1 Motivace

Ziskdme tak z obecné kubické rovnice (3.2) kyzenou kubickou rovnici bez kvadratického
¢lenu. Bohuzel ani tato rovnice nebyla tou, se kterou italsti matematici pracovali. Na po-
¢atku 16. stoleti nebyla totiz jesté bézné prijimana nula a zaporna ¢isla [22]. Proto byla
rovnice (3.7) roz¢lenéna do specidlnich ptipadu, ve kterych se tato ¢isla jednoduse neob-

jevovala. Toho bylo mozné docilit jednoduchym rozepsanim rovnice (3.7) na tii pripady:

y'+m-y=n, (3.9)
v’ =m-y+n, (3.10)
v n=m-y, (3.11)

kde m a n jsou kladné ¢isla. My si spoleéné odvodime TeSeni pro rovnici ve tvaru (3.10),
jez byla tou, ktera vedla k zavedeni komplexnich ¢isel.

Tartaglia se pri hledéni feseni kubickych rovnic snazil pouzit dnes dobfe znamy vzorec
(A+ B)®> = A% + 3A’B 4+ 3AB* + B®, (3.12)

ktery mu vSak sdm o sobé s fesenim nepomohl. Zacal se tedy vice zaobirat tim, v jakém
tvaru by FeSeni kubické rovnice mél viibec hledat [19]. Po rozsdhlém zkouméni a zkouseni

ruznych moznosti se ukazalo vhodné zapsat Teseni rovnice (3.10) ve tvaru

y = vu+ . (3.13)

Ukazme si, co se stane, kdyz pravou stranu tohoto vyrazu umocnime na tieti. Podle vzorce
(3.12) dostaneme

3 3 2 2 3
(Va+ ) = (V) +3 (V) So+35u (Vo) + (J) (3.14)
coz muzeme upravit nasledujicim zptisobem:
3 2 2

(Vau+v0)" =u+3(Yu) Jo+33u () +v, (3.15)
(a+0)" = 33/as/o (Y + o) +u+v. (3.16)

S uvazovanim zavedené rovnosti (3.13) mizeme psat:
yP =3Vuv -y +u+o, (3.17)

Porovndme-li ted rovnice (3.10) a (3.17), ziskdme vztahy pro parametry m a n:

m = 3Vuv, (3.18)
n=u-+v. (3.19)



3.1 Motivace

Resme tuto soustavu dvou rovnic pro neznamé u a v v zavislosti na parametrech kubické

rovnice m a n. Vyraz (3.18) vydélme 3 a umocnéme na tteti.

5 = Y,
m\ 3
> = uv.
3
Déle z rovnice (3.19) vyjadreme v:
v=n-—u

a dosadme do (3.21)

(3) =00,
u? — nu+ (gj) = 0.

Tato kvadraticka rovnice méa zjevné feseni ve tvaru

2

U2 =

Ze vztahu (3.22) pak dopocteme hodnoty v:

2

V1,2 =

Dosazenim do (3.13) jiz muzeme ur¢it hodnotu y:

3n+\/n2—4(%>3 8n— n2—4(%)3

y= 2 + 2

coz muzeme prepsat

B FCY G C ECRY e
Y=\ 72 1 97 9 1 27

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)

(3.28)

Tento vyraz je tedy specidlnim pripadem tzv. Cardanova vzorce pro obecnou kubickou

rovnici (3.7), kde p = —m a g = —n:

S D SO GRS A D Y L .
_J 2" 4+27+J 2 § Tor

(3.29)



3.1 Motivace

Otézkou vsak zlstava, jak nam feseni kubickych rovnic pomize pri zavedeni komplex-
nich ¢éisel? Bombelli si v souvislosti s takto vyjadirenym fesenim vsiml jisté zvlastnosti [23].
Uvazoval nasledujici kubickou rovnici:

Y =15y +4. (3.30)

Postupnym zkousenim pfisel na to, ze této rovnici vyhovuje feseni y = 4, dalsi feSeni ted
opomeneme.

Jak ale bude v tomto ptipadé fungovat Cardaniv vzorec? Do (3.28) tedy dosadime
3 4 42153 44 42 153

=4|= — - — —— = === 3.31

Y J2+ 1 27+J2 1 o7 (8:31)

y=1/2+VI_125+ {/2— V2125, (3.32)

y = {2+ V=121 + /2 — V/—121. (3.33)

Objevi se nam zde "problematické" odmocniny ze zaporného ¢isla, které mizeme ¢astecné

m=15an =4:

odmocnit

y=/2+11v_1+ {2 11/_1. (3.34)
Plati-li ale Cardaniv vzorec a zaroven feseni rovnice (3.30) je 4, odmocniny ze zaporného

¢isla z rovnice (3.34) néjakym zptsobem vymizi. Odtud prisel Bombelli s myslenkou hledat

reSeni ve tvaru
y=a+bv—-14+a—by—1. (3.35)
Ukazeme si, jak postupovat dale.

Nejprve rovnici (3.34) rozdélme a jednotlivym odmocnindm po vzoru Bombelliho pii-

V2 +11vV=1 =a+bv/—1,

radme vyrazy z (3.35)

(3.36)
V2 —11V=1=a—b/-1.
Rovnice umocnéme na treti:
2+ 11V1 = a® + 3°bv/—1 + 3a (bv/=1)" + (bw/~1) -
2~ 11y ~1=d® — 3a°bv/—1 + 3a (0/~1) — (bv/~1) . 330
Pouzijeme-li Bombelliho pravidla pro odmocninu ze zaporného cisla:
(+V-D)(+V-1) = -1,
(+V=D)(=V=1) = +1, (3.38)
(—vV=D)(+V-1) = +1,
(~VD) (V) = -1
8



3.1 Motivace

ptrejdou rovnice (3.37) do tvaru:

24+ 11vV—1 = a® + 3a*bv/—1 — 3ab® — b*v/—1,

2 —11v/=1 = a® — 3a’b/—1 — 3ab® + b3/ —1. (3.39)
Vyrazy lze nasledné prepsat tak, aby se oddélily problematické ¢leny s /—1:
2+ 11v/—1 = (a® — 3ab®) + vV—1- (3a*b — b%), (3.40)
2 —11y/—1 = (a® — 3ab2) — V=1 (SaQb —b%).
Porovnanim pravych a levych stran dostaneme
2 = a® — 3ab? (3.41)

11vV~1=+v/~1-(3a®h — b%), (3.42)
respektive po vykraceni /—1
11 = 3a%b — b°. (3.43)
Co ale s rovnicemi dal?

Bombelli se vratil ke svému tvodnimu zjisténi, ze rovnice (3.30) ma feSeni rovné 4

a vzhledem k uvazovanym vztahtim (3.36) musi tedy platit

4=a+b/—1+a—by—1. (3.44)

Jelikoz se /—1 vyrusi, mizeme urc¢it hodnotu a:

4 = 2a,
(3.45)
a=2.
Abychom urdcili zbyvajici nezndmou hodnotu b, dosadime za a do rovnice (3.41)
2=2%_-3.20,
2 =8 — 6b%
(3.46)
b =1,
b= +1.

Dosazenim ziskanych hodnot a a b do vyrazu (3.35) ziskame skutec¢né feseni rovnice (3.30):

y=2+1vV—1+2—1V/—1,

y=4.

(3.47)

Ackoliv v priubéhu vypoctu dojde k odstranéni v/ —1, predstaveny postup napomohl k po-
chopeni tehdy jesté nepojmenovanych imaginarnich ¢isel. Nastinil tedy novy obor kom-
plexnich cisel, ktery znac¢ime C. Bombelli tehdy jasné ukézal, ze s druhou odmocninou

ze zaporného cisla lze dale pracovat.



3.2 Definice komplexnich ¢isel

3.2 Definice komplexnich cisel

Komplexni ¢islo z je usporadana dvojice realnych ¢isel [z, y| a definujeme ho vztahem

z=lz,y]. (3.48)

V algebraickém tvaru jej lze zapsat jako

(349

kde 7 je zminovana imaginarni jednotka definovana vztahem

i = —1, (3.50)

realné ¢islo z je redlnou slozkou komplexniho ¢isla znacené Re z, druhé redlné ¢islo
y je pak imaginarni slozkou komplexniho ¢isla znacené Im z.

Ze zépisu komplexniho ¢isla (3.49) lze dojit k zévéru, ze redlna ¢isla R jsou specidlni
podmnozinou komplexnich éisel, pro ktera se jejich imaginarni slozka rovna nule Im z = 0,

tedy:

z =z + 10,
(3.51)
z=x.
Komplexni ¢islo, jehoz imaginarni slozka je riizna od nuly, tedy Im 2 # 0, nazveme ¢islem
imaginarnim. Specialnim pripadem je i stav, kdy se redlna slozka Rez = 0 a Im z # 0,
komplexni ¢islo pak prejde do tvaru

z2=0+1y, (3.52)

z =1y.

Takovéto Cislo nazyvame ryze imaginarni.
Déle plati, ze dvé komplexni ¢isla z; = [z1,y1], 22 = [x2, o] se rovnaji, pokud si jsou

rovny jejich usporadané dvojice, tedy
21 =20 X1 = Ta ANY1 = UYs. (353)

Ke komplexnimu ¢islu z definujeme i ¢islo komplexné sdruzené z:

(350

10



3.3 Grafické znazornéni komplexnich ¢isel

3.3 Grafické znazornéni komplexnich céisel

Pro grafické znazornéni komplexnich c¢isel se pouziva tzv. Gaussova rovina, nékdy téz
oznacovana jako Argandova rovina. Tu jako prvni predstavil koncem 18. stoleti norsko-
dansky matematik Caspar Wessel, ktery vyuzil jiz znamou kartézskou soustavu souradnic.
Z definice komplexniho ¢isla (3.48) je patrné, ze komplexni ¢islo z lze znézornit jako bod
o soutadnicich [z, y]. Vodorovnd osa, na kterou se vynaseji readlné hodnoty, se nazyva realna
osa. Analogicky osa, na kterou se zobrazuji ryze imaginarni ¢isla, se nazyva imaginarni.
© je orientovany thel, ktery svira kladna realna poloosa s poloptimkou urcenou pocatkem

soustavy souradnic [0, 0] a bodem z. Viz obrazek 3.3.1.

Obr. 3.3.1: Gaussova rovina.

Z obrazku 3.3.1 je téz patrné, ze jednotlivé souradnice komplexniho éisla z lze vyjadrit
v nasledujicich tvarech:

x = |z|cos p, (3.55)
y = |z| sin p, (3.56)

kde |z| je absolutni hodnota komplexniho ¢isla definovand pomoci slozek x a y nasledovné:

|2 = J2? + ¥ (3.57)

Pro absolutni hodnotu komplexniho cisla déle plati

12| = V2 Z. (3.58)

11
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3.4 Dalsi tvary komplexniho cisla

3.4.1 Goniometricky tvar

Jednoduchym dosazenim rovnic (3.55) a (3.56) do (3.49) ziskdme goniometricky tvar

komplexniho ¢isla:

z = |z| (cosp + isinp). (3.59)

3.4.2 Exponencialni tvar

Pro odvozeni exponenciadlniho tvaru vyjdeme z definice exponencidlni funkce e* pomoci

mocniné rady:

. 2?2 2 at ab

Polozime x = i¢ a rovnici upravme tak, ze k sobé ptritadime liché a sudé ¢leny tady:

~ (i) ) | (i)t | (ip)°
ip
e =1+1ip+ o1 + 3] + A + 5l + ...,
: (ip)* | (ip)* (i) | (i)
ip _
¥ =(1+ o T T )+ e+ 3 + = +...), (3.61)
- (©)? | (9 N 2 M (O
o (1 ) ¥
e =(1 ol + 1l L) Fi(e al + = )
Jelikoz plati nasledujici rozvoje
2 1
cosp = (1— (g;) —l—((i') — ),
A (3.62)
G _(_(90)+(90)_ )
LT 5! o
pak miiZzeme psat:
e"¥ = cos ¢ + isin . (3.63)

Dosadime-li tuto rovnost do (3.59), mizeme ¢islo z zapsat v exponencidlnim tvaru:

z=|z|e". (3.64)

12
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3.5 Operace na mnoziné komplexnich ¢cisel

Meéjme dvé komplexni ¢isla z; a zo:

z1 = X1 + 1w,
(3.65)
29 = Xy + 1Ys.
Jednotlivé operace na mnoziné komplexnich ¢isel jsou definovany nésledovné:
Soucet
21+ 290 = (ZL’l + 132> +1 (y1 + yz) (366)
Geometricka reprezentace souctu je zobrazena na obrazku 3.5.1.
Im 4
1 + 29
21
-
0 Re
Obr. 3.5.1: Reprezentace souc¢tu komplexnich ¢isel v Gaussové rovineé.
Rozdil
21— 2= (21 — 12) + i (y1 — 1) (3.67)

Geometricka reprezentace rozdilu je zobrazena na obrazku 3.5.2.

Im A

Z1 — %9

Obr. 3.5.2: Reprezentace rozdilu komplexnich ¢isel v Gaussové roviné.

13
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Soucin

21 - 29 = (X122 — 1h1Y2) + 1 (T1Y2 + 11 22) (3.68)

Graficka reprezentace soucinu je zobrazena na obrazku 3.5.3. Pro priblizeni operace za-

vedme komplexni ¢islo z urc¢ené soucinem:
2= 21" 2. (3.69)
Déle rovnici upravme s vyuzitim exponencialniho tvaru komplexniho ¢isla (3.64):
z = |z| €% - |z| €2 = |zy| - |2o] €¥P1H2), (3.70)

Je patrné, ze pri nasobeni dochéazi k souctu orientovanych thli obou komplexnich ¢isel,

jinymi slovy jde o otaceni, pricemz velikosti komplexnich c¢isel se vynasobi.

Obr. 3.5.3: Reprezentace souc¢inu komplexnich ¢isel v Gaussové roviné.

Podil
Pro z, # 0:

A1 (7122 + y132) + @ (Y172 — T1Y2) (3 71)

2 2
Z2 T3y + Y3

Graficka reprezentace podilu je zobrazena na obrazku 3.5.4. Pro priblizeni operace opét

zavedme komplexni ¢islo z ur¢ené podilem:

z=—. (3.72)

z9

14
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Déle rovnici upravme s vyuzitim exponencialniho tvaru komplexniho ¢isla (3.64):

_ lmle® a4

eiler=e2) (3.73)

|22 €2 |z
Je patrné, ze pri déleni dochazi k odec¢itani orientovanych hli obou komplexnich cisel,
jinymi slovy jde opét o otaceni ale opac¢ného sméru, nez tomu bylo u souctu, pricemz

velikosti komplexnich cisel se déli.

Obr. 3.5.4: Reprezentace podilu komplexnich ¢isel v Gaussové rovineé.

Moivreova véta

Pro kazdé prirozené ¢islo n a libovolné realné cislo ¢ plati:

(cos ¢ +isin )" = cos(ny) + i sin(nyp) (3.74)

Dtikaz Moivreovy véty provedeme matematickou indukeci. Nejprve ovérime platnost pro

pron = 1:
(cosp +ising)' = cosg +ising = cos(1 - ) +isin(1 - ). (3.75)

Déle predpokladame, ze Moivreova véta plati pro n = 1, 2, ...k a dokdzeme platnost

Moivreovy véty pro n = k + 1. Nebo-li chceme dokazat, ze
(cos o 4 isin )™ = cos((k+1) - ) + isin((k +1) - ). (3.76)
Je ziejmé, ze plati

)k+1

(cos @ +isiny = (cos ¢ + isin )" - (cos p + isin)' . (3.77)

15



3.5 Operace na mnoziné komplexnich ¢isel

Nyni uzijeme predpoklad, ze Moivreova véta plati pro n = k a jiz dokdzané platnosti pro

n =1z (3.75). Vyraz (3.77) se tedy déle rovna:

)kJrl = [cos(k - ) +isin(k - )] - [cos(1 - @) +isin(1- )] =

(cosp +ising
= cos(k - @) - cos(1 - @) + cos(k - ) -isin(l - @)+

+isin(k - ) - cos(1- ) +isin(k - @) -isin(l - p).

Na posledni vyraz lze aplikovat vzorce:

cos(z +y) = cosx cosy — sinzsiny,
sin(x + y) = sinx cos y + cos x sin y.
Po tprave (3.78) dostaneme:

(cos ¢ + isin ) =
= cos(k - @) - cos(1 - @) —sin(k - ¢) - sin(1 - ) +
+ cos(k - @) -isin(1- @) +isin(k - ) - cos(l-p) =
= cos(ky + @) + isin(kg + ¢).

Vytknutim ¢ ve funkcich sin a cos pak dostaneme
(cos + isin)* ™ = cos((k+1)- @) +isin((k+1)-¢),

coz je v souladu se znénim Moivreovy vety 3.74.

(3.78)

(3.79)

(3.80)

(3.81)

Zaroven jsme ukazali, ze soucet cos(p) + isin(p) se chova jako exponencidlni funkee,

viz (3.63).

16



Fraktaly

4 Fraktaly

Po vytvoreni teoretického zakladu komplexnich ¢isel a jejich grafické reprezentaci je mozné

prejit k samotné problematice fraktali.

4.1 Teorie

Jiz. déti v prubéhu predskolniho vzdélavani dokazi urcit trojuhelnik, ¢tverec nebo kruh,
poznat krychli nebo kouli. Na zakladni skole se nauc¢i tyto obrazce a télesa zkonstruovat.
Pozdéji zjisti, ze jsou soucasti euklidovské geometrie a priklady geometricky hladkych
utvaru. Ale jen nékteri se na stiedni skole ¢i gymnéaziu setkaji s jejich opakem - nekonecné
¢lenitymi utvary neboli fraktaly.

Ackoliv jsou fraktaly predmétem zkoumani jiz pét desitek let, nebyla doposud stano-
vena jejich jednotna definice. V odborné literature se tedy lze setkat s jejich celou fadou.
V jednoduchosti se lze na fraktaly divat jako na mnozinu geometrickych obrazcii, které se
skladaji z opakujicich se motivii. Pro lepsi predstavu lze uvést citat Benoit Mandelbrota,

jenz je povazovan za otce fraktalni geometrie:

"Fraktdly jsou snadno vysvétlitelné:

je to jako ruzice kvetdku, kazdd mensi ¢ast je podobnd celku."

Nicméné Mandelbrot neztstal pouze u praktickych prirovnani, ale prisel i s exaktni defi-

nici:

Fraktal je mnozina, jejiz Hausdorff-Besicovitchova (fraktélni) dimenze prevysuje

jeji topologickou dimenzi.

Zminéné dimenze budou vysvétleny v nasledujicim textu.

4.1.1 Pokryvaci dimenze

Jako prvni definujeme pokryvaci dimenzi, kterou zavedl francouzsky matematik Henri
Lebesgue [24].

Mnozina M ma pokryvajici dimenzi Dp = n pravé tehdy, pokud pro libovolny polomér
pokryvaci oblasti r > 0 existuje pokryti mnoziny M pokryvacimi oblastmi o poloméru r

takové, ze kazdy bod mnoziny M patii maximalné do n 4+ 1 téchto oblasti a neexistuje

takové pokryti, pro které by kazdy bod z mnoziny M patril do n pokryvacich oblasti.
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4.1 Teorie

Jak si ale pokryvaci oblasti mizeme predstavit? V trojrozmérném prostoru se jednd
o koule, v roviné si vystacime s kruhem. Oba objekty budou oteviené, tj. bez hranice.

Pokryvaci oblasti jsou zobrazeny na obrazcich 4.1.1 a 4.1.2 s vyzna¢enym polomérem 7.

.—". [l O

.-.... \1‘
LN
\—/’//

Obr. 4.1.1: Pokryvaci oblast - kruh. Obr. 4.1.2: Pokryvaci oblast - koule.

Prejdéme ted k samotnému principu pokryvani, pro lepsi ndzornost se omezime na
pripady v roviné, které budeme pokryvat kruhovymi oblastmi.

Pro samotné pokryti budeme rozliSovat to, jakym zptsobem spolu jednotlivé pokry-
vaci oblasti interaguji. Tyto interakce zac¢inaji nejjednodusim pokrytim kruhovou oblasti
bez priuniku s jinou oblasti, nésleduje pokryti se spolecnym prinikem dvou, tii atd. ob-
lasti. Ukazka interakci pokryvacich oblasti pro rovinu je zobrazena na obrazku 4.1.3.
Kdybychom se pohybovali v trojrozmérném prostoru, pokryti by byla tvorena koulemi,
viz obrazek 4.1.4. Celkova pokryti konkrétnich mnozin M jsou pak tvorena z téchto jed-

notlivych interakei. [25]

Obr. 4.1.3: Ukazky interakci pokryvacich oblasti v roviné.

o oo &

Obr. 4.1.4: Ukazky interakei pokryvacich oblasti v prostoru.
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Ukazme si jednotliva pokryti na konkrétnich prikladech objekti, které budou repre-
zentovat mnozinu M. Jako prvni si vezméme bod, ten bude tvorit jednoprvkovou mnozinu
M, kterou se pokusime pokryt kruhovou oblasti. Z obrazku 4.1.5 je patrné, ze pro pokryti
nam staci pouze jedna jednoducha oblast s polomérem r > 0. Pokryvaci dimenze bodu je

tedy 0.

Obr. 4.1.5: Pokryti bodu - jednoprvkové mnoziny M.
Analogicky pokryti mnoziny izolovanych bodt bude mit rovnéz dimenzi 0, viz obrazek

4.1.6.

— *——
r r r r

Obr. 4.1.6: Pokryti mnoziny izolovanych bodt M.

Déle se zaméime napriklad na tisecku. Ta bude reprezentovat mnozinu bodu M, které
jiz nejsou izolované. Pokusime-li se ji pokryt samostatnymi kruhovymi oblastmi obecného
polomeéru r > 0 bez pruniku, zistanou nékteré oblasti nepokryté, jak je patrné z obrazku

4.1.7. Tento druh pokryti je tedy nevyhovujici.

.\7“/

Obr. 4.1.7: Nedostatecné pokryti tisecky.

Abychom kompletné pokryli vSechny body tisecky, je potreba pouzit fetézec kruhovych

oblasti, u kterych dochazi k priniku nejvyse dvou oblasti, viz obrazek 4.1.8. Pokryvaci
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dimenze Dp je tedy rovna 1.

Obr. 4.1.8: Pokryti tsecky.

Jak je to s pokrytim mnoziny bodu ¢tverce M7 Jelikoz jsme si uz ukazali, ze izolovana
pokryti nebudou dostatecna pro tsecku, muzeme tento zpusob pokryti rovnou vyloucit
i pro ¢tverec. Zkusme ho ale pokryt siti kruhii s obecnym polomérem r > 0, u kterych
dochazi k priniku nejvyse dvou sousednich. Jak je patrné z obrazku 4.1.9 ¢tverec timto

zpusobem nebude zcela pokryt.

Obr. 4.1.9: Nedostatecné pokryti ¢tverce.

Pro ¢tverec je nutné pouzit pokryti slozené ze sité trojic kruhovych oblasti, viz obrazek
4.1.10. Hodnota pokryvaci dimenze Dp je tedy 2. Stejnym zpusobem bychom pokryli
i dalsi obrazce jako je obdélnik, trojihelnik ¢i kruh. [25]
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Obr. 4.1.10: Pokryti ¢tverce.
Priklady hodnot pokryvaci dimenze pro riuzné objekty jsou uvedeny v tabulce 4.1.1.
Tab. 4.1.1: Hodnoty pokryvaci dimenze Dp ruznych objektt.

Dp Objekt
bod

usecka, primka, kruznice

0

1

2 | kruh, ¢tverec (plny), elipsa (plnd)
3 krychle, koule, elipsoid, jehlan

4.1.2 Topologicka dimenze

S pojmem topologicka dimenze prisel ve 30. letech 20. stoleti poprvé cesky matematik
jménem Eduard Cech [25], ten vychazel z prace Henriho Lebesguea a definoval ji nasle-

dovné:

Topologickd dimenze nepriazdného topologického prostoru X je nejmensi nezaporné
celé ¢islo n, pro které plati, ze kazdé konecné oteviené pokryti X ma konecné oteviené

zjemnéni takové, ze kazdy bod X je obsazen v pruniku nejvice n + 1 mnozin tohoto

zjemneéni.

Jak si to mizeme predstavit? Uvazujme kruznici, tu ted nebudeme pokryvat kruhovymi
oblastmi, ale obecnymi otevienymi oblastmi, jak je ukazano na obrazku 4.1.11, je patrné,

ze nekteré body kruznice spadaji i do vice oblasti.
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Obr. 4.1.11: Pokryti kruznice obecnymi otevienymi oblastmi.

Toto pokryti zjemnéme, viz obrazek 4.1.12. Jak je patrné, jednotlivé body kruznice se
tak nachézeji nejvice ve dvou pokryvacich mnozinach zaroven, tedy n + 1 = 2. Dimenze
kruznice je pak dle definice topologické dimenze rovna 1, coz odpovida i hodnoté pokryvaci
dimenze urcené v tabulce 4.1.1. Pro potieby této prace budou hodnoty pokryvaci dimenze

objektt odpovidat hodnotam jejich topologické dimenzi.

Obr. 4.1.12: Pokryti kruznice otevienymi oblastmi - zjemnéni.

Topologickou dimenzi, kterou zna¢ime Dr, se zabyva véda zvana topologie. Predmé-
tem této védy neni metrika danych téles, ale jejich vlastnosti, které se vlivem deformaci

nemeéni. [25]
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4.1.3 Hausdorfl-Besicovitchova dimenze

Uvazujme geometricky hladkou ktivku, tedy kiivku, jez ma v kazdém bodé derivaci, re-
spektive tecnu. Pro jednoduchost zvolme tsecku, jejiz topologicka dimenze je stejné jako
u primky rovna 1, jak bylo uvedeno v predchazejicim textu. Déle zavedme méftici tisecku
s proménnou délkou, kterou oznac¢ime r. Pro lepsi predstavu si tuto tsecku muzeme pred-
stavit jako jakési "pravitko" délky r. Pomoci mérici tsecky, naseho "pravitka", ted budeme
chtit urcit délku ptavodni tsecky. Toho docilime tak, ze tsecku pokryjeme potfebnym po-
¢tem meéricich tisecek tak, ze se kazdé dvé tsecky protinaji pouze v krajnich bodech a délku
pak vyséitame. Principielné nejde o nic jiného, nez kdybychom se pokusili mérit napriklad
délku hrany stolu pomoci pravitka. Asi nikoho neptrekvapi, ze bez ohledu na to, jak dlouhé
bude mérici tsecka (nase pravitko), dostaneme vzdy stejné konec¢né ¢islo.

Uvazujme ale jinou kiivku, ktera naptiklad tvori hranici néjakého ostrova, a jeji délku
opét zmérme za pomoci mérici usecky. Budeme-li délku pouzité mérici isecky r zkracovat,
budeme ji moci podél puvodni kiivky umistit vicekrat, tim ale dojde i k tomu, ze namérime
vétsi délku kiivky ptivodni. Pro lepsi pochopeni se zaméime na konkrétni priklad, viz
obrazek 4.1.13 a zkusme urcit celkovou délku hranice L lomené ¢ary pomoci dvou riznych
méricich tsecek délek r =1 ar = % Oznac¢me N pocet pouzitych méricich uisecek velikosti
r. Jak je z obrazkia 4.1.14 a 4.1.15 patrné, pro ptripad r = 1 umistime podél lomené ¢ary
4 meértici usecky, tedy N = 4, pro pripad r = % umistime N = 16 usecek. Vyslednou délku

lomené ¢ary pak uréime ze vztahu:
L=N-r (4.1)

Vysledné hodnoty zapisme do tabulky 4.1.2. Jak je ukazano v tabulce 4.1.2, délka krivky
se zvétsila se zmensenim délky meérici tsecky. Kdybychom méli vice ¢lenitou krivku, doslo
by opét k nartstu zmérené délky. V pripadé, ze bychom vzali kiivku kopirujici ¢lenité

pobrezi ostrova, rostla by délka kiivky do nekonecna.

Obr. 4.1.13: Lomené cara.
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Obr. 4.1.14: Lomen4 ¢ara prolozend méticimi tseckami délky r = 1.

Obr. 4.1.15: Lomenda ¢ara prolozena méticimi useckami délky r = %

Tab. 4.1.2: Délka L lomené ¢ary pro rtizné meétici usecky.
r| N

Pobrezi tedy v roviné zabira vice mista nez hladka krivka, ale pritom nevyplnuje celou
rovinu. Dimenze pobtezi je tedy mensi nez dimenze ostrova, ktery ohranicuje a jehoz hod-
nota je 2. Je tedy patrné, ze Hausdorff-Besicovitchova dimenze ¢i pouze Hausdorffova
dimenze nebo nékdy téz fraktalni dimenze, kterou budeme znacit Dy, muze byt ne-
celoéiselnd [25]. Jak ale hodnotu presné vycislit?

Zamérme se ted na tii rizné geometrické objekty: tsecku délky 1, ¢tverec, jehoz strana
ma délku 1, a krychli, jejiz hrana ma rovnéz délku 1. Déle stanovme maximélni délku
meérici usecky r = 1. Pokud mérici tiseckou o maximalni délce zméfime postupné tsecku,
strany ¢tverce a hrany krychle, ziskdme tak pokryti totozné s pivodnimi obrazci. Usecka

bude pokryta tseckou, ¢tverec ¢tvercem a krychle krychli, viz obrazek 4.1.16.
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Obr. 4.1.16: Pokryti atvart pro r = 1.

Délku mérici tsecky zménme na r = % a s jeji pomoci rozdélme tisecku, strany ¢tverce
a hrany krychle tak, zZe ziskdme pokryti tsecky dvéma tseckami, ¢tverce ¢tyimi c¢tverci

a krychle osmi krychlemi, viz obrazek 4.1.17.

Obr. 4.1.17: Pokryti Gtvari pro r =

1
5

Délku mérici tsecky zménme na r = % Jednotlivé utvary rozdélme a opét pokryjme.
Ziskame tak tsecku pokrytou tfemi tiseckami, ¢tverec deviti ¢tverci a krychli dvaceti sedmi

krychlemi, viz obrazek 4.1.18.

Obr. 4.1.18: Pokryti atvari pro r = %

Shriime si ziskané data v tabulce 4.1.3.
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Tab. 4.1.3: Pocet dilii objektt N v zavislosti na délce mérici tsecky r.

N
1] 1
T 1 5 3
Usecka || 1121 3
Ctverec || 1| 4
kryhle || 1| 8 | 27

Odtud je mozné vypozorovat zavislost poctu dilii N na délce mérici tisecky r postupné
pro tusecku, ¢tverec a krychli. Vzhledem k volbé objekti budeme dale predpokladat, ze

jejich Haudorffova dimenze Dy se rovna dimenzi topologické D z tabulky 4.1.1.

= DH = ]-7
r
1
r
1
= ﬁ7 DH =3
Vyraz lze zobecnit:
1\ PH
N=(p) = (4.3)
r

kde [ = % se nazyva Skalovaci koeficient. Dimenzi Dy tedy lze chapat jako exponent
funkce udavajici pocet pokryvajicich objektu v zavislosti na zvolené délce r mérici usecky.
Ve 2D budou tyto pocty rust kvadraticky, ve 3D kubicky.
Vztah (4.3) logaritmujme a vyjadifeme hodnotu Hausdorffovy dimenze.
1
log(N) = Dy - log(). (4.4)
r

Odtud jiz muzeme vyjadrit hodnotu Dy:

_log N

Dy = .
a log%

(4.5)

Hausdorffova dimenze je tedy konstantou imérnosti mezi logaritmem poctu kopii a loga-
ritmem prevracené hodnoty délky mérici tsecky.

Hodnota Hausdorffovy dimenze stanovuje, jakou rychlosti se méni velikost objektt pti
zméné meéritka. Pokud se bude velikost Hausdorffovy dimenze blizit topologické dimenzi,
jedna se o malo ¢lenity objekt. Bude-li ale Hausdorffova dimenze ostie vétsi nez topo-
logickd dimenze odpovidajiciho hladkého objektu, ptijde o velmi ¢lenity objekt - jimz je

napriklad jiz zminéné pobfezi ostrova [25].
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Ukéazka vypoc¢tu hodnoty Hausdorffovy dimenze je uvedena v sekci 4.2.1 Cantorovo
diskontinuum této prace. Dalsi hodnoty Hausdorffovy dimenze jsou uvedeny v prehledu

zvolenych fraktalt v casti 4.2.

4.1.4 Déleni fraktalu

Fraktal je tedy geometricky objekt, jehoz struktura se opakuje v ném samém [5]. Najdeme
celou radu aspektt, podle kterych fraktdly muzeme délit. Tim nejzakladnéjsim délenim

je ale pravé déleni dle jejich struktury na sobépodobné a sobépribuzné.

Sobépodobnost

Zakladni charakteristikou sobépodobného fraktalu je to, ze jakakoliv jeho ¢ast je presnou
kopii celkového utvaru. Jinymi slovy se v nich opakuje motiv zdkladniho objektu. Tyto
fraktaly jsou zalezitosti ¢isté matematickych konstrukei [5]. Priklad takovéhoto fraktalu je
na obrazku 4.1.19. Tento fraktal vznikne z pouhé tisecky a princip jeho vzniku na zdkladé

sobépodobnosti je ukazan v kapitole 5.3.1 Fraktaly v Malovani této prace.

Obr. 4.1.19: Sobépodobny fraktdl - Levyho ktivka.

Sobépribuznost

Ackoliv muze byt terminologie mirné matouci, jsou to pravé sobépribuzné fraktaly, které
jsou tvoreny pouze z podobnych kopii zékladniho ttvaru. [5] S takovymito fraktély se
kromé matematickych konstrukei setkdvdme hojné i v bézném svété. Jako priklad lze

uvést mraky, hory nebo blesky. Priklad takového fraktélu je zobrazen na obrazku 4.1.20.
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Obr. 4.1.20: Struktura zeli - foto autorky.

4.2 Priklady fraktalt

Pro tucely této prace byl vytvoren prehled téch nejznaméjsich fraktald, se kterymi je

vhodné studenty seznamit.

4.2.1 Cantorovo diskontinuum

Za prvni predstaveny fraktal vdécime némeckému matematiku Georgovi Ferdinandu Ludwi-
govi Phillipu Cantorovi, ktery v roce 1883 popsal tzv. Cantorovu mnozinu [5].
Cantorovo diskontinuum, jak je jinak tato mnozina oznacovana, je podmnozinou
¢iselné osy a je definovano rekurentné. Méjme interval (0; 1) na ¢iselné ose, ktery bude
predstavovat vychozi mnozinu M. Provedme prvni iteraci tak, ze z tohoto intervalu ode-
bereme prostiedni tietinu, tedy interval (%, %), ziskdme tak mnozinu M; = (0; %) U (%, 1).
2

Pro provedeni druhé iterace nasledné z mnoziny M; odebereme intervaly (é; 5) a (g; %),

vyslednd mnozina M, bude tedy My = (0; %) U (%; g} U (g; g} U (%; 1). Cely proces je
i pro nasledujici iteracni kroky ilustrovan na obrazku 4.2.1. Pokud bychom obdobnym
zpusobem pokracovali do nekonecna, vysledna mnozina bodi, které zbudou z intervalu

(0; 1) po vsech iteracich, je pravé Cantorovo diskontinuum M.
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Obr. 4.2.1: Cantorovo diskontinuum.

Mnozina M se na prvni pohled mtize zdat velice primitivni. Ovérme tedy, Ze se opravdu
jedna o fraktal. Vyjdéme z definice uvedené v sekci 4.1 a uré¢eme hodnotu Hausdorffovy
dimenze. Zaméime se na jeden iteracni krok - prechod od mnoziny My k mnoziné M, viz
obr 4.2.2. V nulté iteraci ma zjevné mérici tsecka délku » = 1 a po prvni iteraci se zkrati
na r = %, pricemz vzniknou dvé "kopie" piivodni krivky, tedy N = 2. Celkova velikost
usecek zde tedy bude L = 2 - % = % Po dosazeni prislusnych hodnot N a r do vztahu

(4.5), ziskdme Dy = %3 ~ 0,63,

Obr. 4.2.2: Cantorovo diskontinuum - 1 itera¢ni krok.

Ukazme si jesté vypocet Hausdorffovy dimenze pro mnozinu M, viz obrazek 4.2.3.
Délka mérici tsecky se oproti puvodni zkrati na r = é, pricemz vzniknou 4 jeji "kopie'

tedy N = 4. Po dosazeni téchto hodnot do vztahu (4.5), ziskdme Dy = }Zgg ~ 0, 63.

Obr. 4.2.3: Cantorovo diskontinuum - 2 iterac¢ni kroky:.

Ptjdou-li iterace do nekonecna, prejdou jednotlivé tsecky v body, jejichz topologicka
dimenze je rovna 0. Jelikoz je oc¢ividné, ze Hausdorffova dimenze je vétsi nez topologicka,
je predstavend mnozina opravdu fraktalem.

4.2.2 Sierpinského obrazce

Na Cantorovu préaci navazal o bezmaéla ¢tyti desetileti pozdéji polsky matematik Wactaw

Francziszek Sierpiniski, ktery puvodni fraktél rozsiril pro rovinné obrazce [5].
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Zobecnénim Cantorovy mnoziny do dvourozmérného prostoru je tzv. Sierpinského
koberec, ktery je zobrazen na obrazku 4.2.4. Jak je patrné, zdkladem je ¢tvercova plocha,

ze které se v nasledujicich iteracich odebiraji ¢tvercové podmnoziny.

Hausdorffova dimenze se zde dle vzorce (4.5) urci jako Dy = izg g ~ 1,89.

Obr. 4.2.4: Sierpinského koberec.

Ctverec neni ovSem jedinym dvojrozmérnym obrazcem, ktery je mozné timto zpi-
sobem iterovat. Znamy je naptiklad i Sierpinského trojihelnik, ktery je pro pripad

rovnostranného trojuhelnika zobrazen na obrazku 4.2.5.

Hausdorffova dimenze se zde dle vzorce (4.5) uréi jako Dy = }gg ;’ ~ 1,58.

A L 5

Obr. 4.2.5: Sierpinského trojthelnik.
Dalsi moznou obménou Sierpinského koberce je rozsiteni do trojrozmérného prostoru,

ziskame tak Mengerovu houbu, viz obrazek 4.2.6. Hausdorffova dimenze pro Mengerovu

houbu dle vzorce (4.5) je Dy = % ~2,73.
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Obr. 4.2.6: Mengerova houba.

Sierpinského koberec a Sierpinského trojihelnik z obrazki 4.2.4 a 4.2.5 je mozné vy-
tvorit na zakladé nize prilozenych navodia. Vytvoreny pocitacovy model v programu Rhi-
noceros 4, ktery poslouzil jako zdroj obrazku 4.2.6, je k praci prilozen na CD. Model mtize

zaroven poslouzit jako zdroj geometrie pro 3D tisk.

4.2.3 Kochova krivka

Za nasledujicim fraktalem stoji svédsky matematik Niels Fabian Helge von Koch, ktery
v roce 1904 prisel s kiivkou, kterd nese jeho jméno, tzv. Kochova kfivka. [5]

Konstrukce této kiivky vychazi z rovné tusecky, nebo-li iniciatoru, jejiz prostiedni
tretinu nahradi v prvni iteraci dvé strany rovnostranného trojuhelniku, tzv. generator,
vznikne tak lomend cara. Nasledné v dalsich iteracich k jednotlivym tseckam lomené ¢ary
pristupujeme jako k puvodni vychozi tisecce, jejiz prostfedni tfetinu neustale nahrazujeme
stranami rovnostranného trojihelnika. Popsany postup je zobrazen na obrazku 4.2.7.

U Kochovy vlocky se pri zméné délky mérici tsecky z r = 1 na r = % v dalsi iteraci
objevi 4 "kopie" této usecky, tedy N = 4. Po dosazeni téchto hodnot do vztahu (4.5),

logd
oL~ 1,26,

ziskdme Dy =
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o

Obr. 4.2.7: Kochova krivka.

Jiny typ fraktali lze docilit pomoci zmény inicidatoru a generatoru. Bude-li inicidtorem
trojuhelnik, dostaneme Kochovu vlocku, viz obrazek 4.2.8. Hausdorffova dimenze je

stejna jako u Kochovy krivky Dy ~ 1, 26.

VIS

Obr. 4.2.8: Kochova vlocka.

Jak Kochova ktivka, tak Kochova vlocka byly pro prvnich 5 iteraci zpracovany formou
appletu v programu GeoGebra. Zaroven oba fraktaly lze vytvorit na zakladé prilozeného
navodu ze sekce 5.3.2 Fraktaly v GeoGebre.
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4.2.4 Juliova mnoZina

Francouz Gaston Maurice Julia byl dalsim, kdo obohatil svét o novy fraktal. [5] Tentokrat
ale neslo o krivkovy fraktal, ktery vyuziva podobnosti, jako tomu bylo v pfredchozich
zminénych pripadech. Julia se zabyval tim, co se stane, kdyz budeme iterovat polynom

3 2

© T (4.6)

_ 4
1) Z+z—1+z3—|—422+5 ¢

kde z,¢ € C a z je proménnd a c je pevné zvoleny parametr [26]. V dnesni dobé vsak

Juliovu funkci spojujeme s polynomem
f(z)=2+c (4.7)

Jak funguje iterovani této funkce?

Iterujme polynom (4.7) s pocatecni hodnotou z = zy:
2 2 2 2 2 2
zoéz0+c—><zo—|—c) +c—><(z0—|—c) —|—c) +c— ... (4.8)

Takto ziskdme nekonecnou posloupnost komplexnich ¢isel (z,), , nazyvanou téz orbit.

Rekurentné lze posloupnost vyjadrit vyrazem:
Zny1 =22 +¢, n€EN. (4.9)

Pro tuto posloupnost s konkrétné zvolenou konstantou ¢ je potfeba rozlisit dve dutlezité

vlastnosti, které jsou zavislé na pocatecni hodnoté zy:

e Mmnozina vsech bodu zy, jejichz orbit je neohranicena posloupnost, je tzv. Fatouova

mnozina F, nebo téZ mnozina uprchliki.

e Mmnozina vSech bodu zj, jejichz orbit je ohrani¢end posloupnost, je tzv. Vyplnéna

Juliova mnozZina K, nebo téZ mnozina véznu.

Obé uvedené mnoziny Fatuova i Vyplnéna Juliova jsou navzajem komplementarni, tedy
navzajem se podminuji a dopliuji, a jejich hranice je Juliova mnozina J..

Jelikoz konkrétni podoba Juliovy mmnoziny zavisi na volbé parametru ¢, Juliovych
mnozin je nekone¢né mnoho. Priklady Juliovy mnoziny pro 150 iteraci a zvoleny parametr

¢ jsou zobrazeny na obrazcich 4.2.9 a 4.2.10.
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4.2 Priklady fraktali

Obr. 4.2.9: Juliova mnozina pro parametr ¢ = —0,78 + 0,143z.

Obr. 4.2.10: Juliova mnozina pro parametr ¢ = 0,6543:.

[lustracni obrazky 4.2.9 a 4.2.10 je mozné vykreslit pro konkrétni volbu parametru c

pomoci kédu v jazyce Python uvedenych v této praci.
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4.2.5 Mandelbrotova mnozina

Vyznamnou osobnosti svéta fraktali je matematik Benoit B. Mandelbrot, ktery je povazo-
van za otce fraktalni geometrie. Pravé po ném pojmenovand Mandelbrotova mnozina
je asi nejznaméjsim reprezentantem fraktalni geometrie. [5]

Mandelbrot se zabyval Juliovou mnozinou a jako svij cil si stanovil tuto mnozinu dale
zobecnit. Prisel tedy s jakymsi souhrnem Juliovych mnozin, které nazval Mandelbrotova
mnozina. Mandelbrotova mnozina je stejné jako Juliova tvofena iteraci funkce komplexni

paraboly, ale lisi se hodnotou prvniho ¢lenu, ktery je zde roven nule:
20=0, Zny1 =2 +c (4.10)

kde ¢ € C.

Mandelbrotova mnozina je mnozina vSech bodi ¢ € C, pro které je posloupnost (4.10)

ohranicené.

Hausdorffova dimenze hranice Mandelbrotovy mnoziny Dy = 2. Grafickd reprezen-
tace Mandelbrotovy mnoziny je zobrazena na obrazku 4.2.11. Obrazek je mozné vykreslit

pomoci kodu, ktery je soucasti této prace.

Obr. 4.2.11: Mandelbrotova mnozina.

Jak je ale mozné, ze se jedné o zobecnéni Juliovy mnoziny? Pro odpoveéd si vykresleme
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4.2 Priklady fraktali

nékolik Juliovych mnozin s parametrem ¢ = [z,y], « € {-2, —1,5, —1, —0,5, 0, 0,5, 1},
y € {-1, 0,5, 0, 0,5, 1}. V obou pfipadech tedy rostou hodnoty o 0,5. Jednotlivé vy-

sledky spojme a vytvorme jakousi mapu, viz obrazek 4.2.12.

Obr. 4.2.12: Mapa Juliovych mnozin.

Pti srovnani tohoto obrazku s obrazkem 4.2.11 si lze povSimnout, zZe existuje souvislost
mezi Mandelbrotovou a Juliovou mnozinou. Pokud by hodnoty = a y rostly naptriklad
o 0,25 misto ptivodnich 0,5, pak by dochézelo ke zpresnovani Mandelbrotovy mnoziny.

Samotnou Mandelbrotovu mnozinu tedy lze chapat jako mapu Juliovych mnozin. To,
kde se na mapé nachazime, urcéuje pravé parametr c, ktery zaroven stanovuje i konkrétni
podobu Juliovy mnoziny. Nachézi-li se ¢ uvnitt Mandelbrotovy mnoziny, je zde ziskand
Juliova mnozina souvisld a mé vnitrek, viz obrazek 4.2.13. Lezi-li ¢ mimo Mandelbrotovu
mnozinu, pak se prislusna Juliova mnozina rozpadne na tzv. Fatotv prach, viz obrazek
4.2.14. Kdyz bude ¢ ptimo na hranici Mandelbrotovy mnoziny, pak ziskana Juliova mno-

zina bude souvisla, ale bez vnitrku. [27]

Obr. 4.2.13: Juliova mnozina pro parametr ¢ = —0,5 — 0,52.
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Obr. 4.2.14: Juliova mnozina pro parametr ¢ = 0,8 4+ 0,35¢ - Fatotv prach.

Obréazky 4.2.13 a 4.2.14 byly vytvoreny pomoci skriptu Mandelbrot_ Julia.py, ktery je
ulozen na prilozené CD. Samotny skript vznikl spojenim kédi pro tvorbu Mandelbrotovy

a Juliovy mnoziny uvedenych v této praci.

4.3 Fraktaly v redlném svété

Od objeveni fraktalt se s jejich uzitim v realném svété setkavame stale castéji. Jak uz bylo
zminéno diive, fraktaly nachazime i v prirodnich tvarech. Teorie, kterd se ale skryva za
krasnymi obrazci, ovSem hraje vyznamnou roli naptiklad v biologii ¢i chemii, kde pomahé
pri modelaci rtznych redlnych procesi. Jejich dalsi vyuziti najdeme ale i v pocitacové

grafice.

4.3.1 Fraktaly v prirodé

Zamyslime-li se nad vSednim dnem z naseho Zivota, je pravdépodobné, ze jsme se s fraktaly
nekde setkali. Za¢neme-li od nejmensich rozméru, prikladem fraktalu mize byt snéhova
vlocka ¢i zilnatina listu. Pravé rostliny jsou velkym zdrojem fraktalti. Mizeme se s nimi
setkat naptiklad u kapradin a jejich listti nebo u kvétaku. Tato pomérné komplikovand
obsah povrchu rostliny a tim napiiklad umoznuje zachycovat vétsi mnozstvi slunec¢niho
svetla, které je pro rostlinu klicové.

Obdobny princip ale nenajdeme jen u rostlin. Zamysleme se nad lidskym télem. Na-
priklad strukturu mozku lze pripodobnit k fraktalim. Jeho Hausdorffova dimenze se od-
haduje na 2,76 [5]. I v tomto pfipadé je zvrasnéna struktura mozku dilezitd pro mno-

honésobné zvyseni plochy mozkové kiry, kterd je nejvyssim centrem tizeni vSech funkei
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nervové soustavy. Podobnym zplisobem funguje i struktura plic, kterd zvétsuje plochu
schopnou absorbovat kyslik.

Fraktaly ale nemusi reflektovat jen rostliny ¢i vnitini orgdny. S jejich strukturou se
setkdme naptiklad i u morskych tvori. Jako priklad 1ze uvést lasturu morského sneka. Jako
dalsiho zastupce uvedme modrého morského plze glaukuse atlantského, viz obr. 4.3.1, ¢i
zastupce tridy lilijic, viz obr. 4.3.2, jejichz ¢lenita struktura téla ma za tkol simulovat

morské rostliny, a tak zivo¢icha maskovat [28], [29].

Obr. 4.3.1: Glaukus atlantsky [28]. Obr. 4.3.2: Lilijice [29].

4.3.2 Fraktaly v technice

Fraktaly ale nejsou jen doménou prirodnich tvari, jejich vyuziti najdeme i v dalsich
oborech lidské ¢innosti.

Neni viibec prekvapivé, ze krasa fraktal si nasla cestu i do uméni. Hojné zastoupené
prvky fraktalni geometrie mizeme najit v architekture. Setkdme se tedy s mozaikami,
okny ¢i dokonce celymi stavbami, které vykazuji jasné prvky sobépodobnosti nebo sobé-
pribuznosti, jez jsou charakteristické pro fraktaly. Jako priklad uvedme znamou Eiffelovu

véz. Neni vSak potieba se vydavat za hranice nasi zemé, jak ukazuje obrazek 4.3.3.

Obr. 4.3.3: Strop klasterniho kostela Nanebevzeti Panny Marie v Kladrubech [30].

38



4.3 Fraktaly v redlném svété

Jedno z odvétvi, kde najdeme vyrazné uplatnéni fraktalu, je pocitacova grafika, kde
pomahaji generovat prirozenéji vypadajici rostliny ¢i celé krajiny. Fraktaly zde slouzi mimo
jiné i ke kompresi dat. [5]

Dalsim prikladem vyuziti je fraktalni anténa. Jde o anténu, jejiz tvar byl inspirovan
prave fraktalni kiivkou, napiiklad Kochovou kiivkou ¢i Sierpinského obrazci, viz obrazek
signalu, nez by umoznila klasickd anténa totoznych rozmért. Vyuziti téchto antén najdeme
jak v meéstské zastavbé, tak u vojenské techniky. Jako dalsi konkrétni pripad lze uvést
Mengerovu anténu, kterd, jak uz nazev napovida, je postavena na zakladé Mengerovy

houby. Nejedna se tedy o primarné krivkovou anténu. Tyto antény se vyuzivaji napriklad

v mobilnich telefonech. [31]
A 4

Obr. 4.3.4: Schéma fraktdlni antény zalozené na Sierpinského trojuhelniku.

Sam Mandelbrot jako mozny priklad vyuziti fraktala uvadél umistovani jednotlivych
soucastek na plosnych spojich. [5] Za timto na prvni pohled zbytecéné slozitym usporadéa-
nim stoji komplikovana problematika vytvareni potfebnych vodivych cest mezi kompo-
nenty plosného spoje. Metoda je zalozena na rozmisténi soucastek na zakladé poctu jejich
vyvodi. Soucastky s vétsim poctem vystupil jsou rozmistény v nejvétsi pravidelné mrizce.
Se snizujicim se poctem vystupi soucastek pak dochézi k jejich rozmistovani do mensich

miizek. Vytvorené schéma takovéhoto plosného spoje je zobrazeno na obrazku 4.3.5. [32]
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Obr. 4.3.5: Priklad rozmisténi soucastek plosného spoje.
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5 Materialy pro studenty SS

Jak jiz bylo zminéno v ramci provedené reserse vyuky komplexnich ¢isel na strednich
skolach, samotnym komplexnim ¢islim neni oficidlné vénovana pozornost, neni tedy pre-
kvapivé, ze u fraktall, jakozto rozsirenim této problematiky, je tomu stejné. Z predchoziho
textu ale jasné vyplyva, Ze jde o velice diilezitou a zajimavou problematiku. V ramci pod-
pory vyuky komplexnich ¢isel s presahem k fraktaliim byla vytvorena fada névodi, které

maji slouzit pro lepsi priblizeni fraktalni geometrie stfedoskolskym studenttim.

5.1 ResersSe pocitacovych nastroju

Aby bylo mozné vytvorit kvalitni podpturné materidly, byla nejprve provedena reserse

dostupnych programu a aplikaci, ve kterych je mozné fraktaly vytvorit.

5.1.1 Grafické editory

Co vlastné predstavuje pojem graficky editor? Jde o programy, pomoci kterych je mozné
vytvorit grafické znazornéni [33].

uvedme dvé: prostiedi, ve kterém pracuji (2D nebo 3D), a typ jejich grafického zpra-
covani (bitmapovy ¢ vektorovy editor).

V dnesni dobé se setkdme s celou fadou grafickych editori od jednoduchého Malo-
vani, které je v zakladnim programovém vybaveni pocitac¢it operujicich na Windows, po
profesiondlni jako je napiiklad Corel Draw.

Ackoliv se jisté za fungovani grafickych editort skryva rada rovnic a algoritmi, pred-
stavené programy uzivateli priméarné neslouzi k ovladani prostiednictvim nich. To ovsem

neznamena, ze nemohou byt vyuzity k priblizeni toho, jak se fraktaly vlastné tvori.

5.1.2 On-line aplikace

V dnesni dobé se setkdme i s celou fadou on-line aplikaci, které se zaméruji na matematiku.
Za jednu takovou lze povazovat i Wolfram Alpha. Wolfram Alfa je program, ktery je zameé-
ren na matematiku. Nejedna se pouze o vyhledavac zadanych pojmi na jinych webech, ale
program ma vlastni databazi. Mimo jiné funguje i jako kalkulacka. Je dostupny ve dvou
verzich, prvni je bezplatnéa on-line forma, ta ovsem nenabizi takové moznosti jako placena
verze. Placend verze uzivateli umoznuje prohlédnout si feseni rovnic krok za krokem nebo

priblizeni graft.
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Uciteli ¢asto vyuzivanym programem je GeoGebra. Na rozdil od Wolfram Alpha, ktera
pracuje na zpusobu vyhledavani dotazu z oficialni databaze, Geogebra nabizi svym uziva-
telim moznost vytvorit si vlastni tilohy. Ty mohou byt zptistupnény i pro dalsi uzivatele
¢i zlstat soukromé. Jako takova je GeoGebra dostupna v on-line i v off-line formeé. Jeji
hlavni vyhodou je, Ze neni nijak zpoplatnéna.

Dalsi on-line aplikaci, ve které je mozné vytvaret fraktaly je KTurtle, tato aplikace
je soucasti tzv. KDFE Education Project, ktery ma za cil vytvaret volné dostupné soft-
wary pro ucitele, studenty, ale i dalsi Sirokou verejnost. Aplikace funguje na principu
jednoduchého programovani, to vyuziva svij vlastni jazyk TurtleScript, volné zalozeny
na programovacim jazyku Logo, pomoci kterého je ovladano grafické prostredi. Na uzi-
vatelskych strankach programu, viz [34], je v rdmci vzdélavaci podpory uvedeno nékolik
programt vykreslujicich fraktdly jako je Kochova kfivka, nebo Sierpinského trojihelnik.

Aplikaci je mozné nainstalovat piimo do pocitace.

5.1.3 Pocitacové programy a programovaci jazyk

Jak jiz bylo feceno, off-line verzi pro pocitac nabizi i dfive predstavend GeoGebra. Jeji on-
line a off-line prostredi si jsou svymi funkcemi rovnocenna. Rovnéz je mozné si nainstalovat
aplikaci KTurtle, jeji verze pro Windows je aktualné pouze testovaci, plnohodnotna verze
je dostupna pro Linux.

Vyraznym reprezentantem na poli matematickych programi je bezesporu Matlab. Pro-
sttedi Matlabu pouziva vlastni programovaci jazyk, na zdkladé nehoz si uzivatel primo
definuje jak objekty, se kterymi chce pracovat, tak samotné algoritmy popisujici reseny
problém. Plnohodnotné pouziti Matlabu tedy vyzaduje zakladni znalost programovani.
Hlavni nevyhodou je, Ze jeho licence jsou vyrazné zpoplatnéné.

Dalsim hojné pouzivanym programem je Mathematica. Jde o program firmy Wolfram
Research, ktera zastituje i jiz predstaveny Wolfram Alpha. Jako takova pracuje Mathe-
matica na podobném principu jako Matlab. Svému uzivateli umoznuje pracovat s daty
a vytvaret vlastni algoritmy. Nicméné i zde jsou licence zpoplatnéné.

Alternativou k pouzivani matematickych programi je pouziti pfimo programovaciho
jazyka. Nespornou vyhodou je, Ze se v tomto pripadé mtuzeme zcela vyhnout potiebnému
nakupu nékladnych licenci. Pouziti programovaciho jazyka vsak vyzaduje znalost progra-
movani. Nemuzeme se totiz tolik oprit o uzivatelské prostredi, kterym mohou disponovat
jiné programy. Jako konkrétni priklad lze uvést programovaci jazyk Python, do kterého
je mozné si prostiednictvim bezplatnych knihoven naimportovat funkce, které umozni

Pythonu byt konkurenéné schopnym drive predstavenym programiim.
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5.1.4 Zvolené nastroje

Na zakladé provedené reserse byly zvoleny nastroje spadajici jednotlivé do vSech trech
predstavenych kategorii. Jednalo se o Malovani, aplikaci GeoGebra a nasledné skripty pro
programovaci jazyk Python. Hlavnim divodem stojicim za volbou téchto néstroji byla

jejich dostupnost a privétivost pro bézné uzivatele - jak ucitele, tak studenty.

5.2 Podptirné materialy k vyuce komplexnich cisel

Byly vytvoreny i podpirné materialy k vyuce samotnych komplexnich ¢isel. Jedna se
o sérii appleti v GeoGebre tykajici se vybrané teorie probrané v sekci 3 Komplexni ¢isla.

Pro tcely prace byl vytvoren uzivatelsky ucet na portalu GeoGebra, nazev ic¢tu odpo-
vida nazvu diplomové prace, tedy Od komplexnich cisel k fraktaltim, dostupny na adrese:

https://www.geogebra.org/u/komplex. Viz obrazek 5.2.1.

O ¢ Odkomplexnich cisel k fraktalir X | 4 — X
& C () https//www.geogebra.org/u/komplex At s -
= GeaGebra Q Hiedatve wukowch materislech B PRHLAST

MATERIALY

A Dom
B2 Novinky
B Materialy
2 Profil .
. v s1e
2 e Od komplexnich cisel k fraktaldm INFORMACE  SLEDOVAT
¥ Classroor m
Naposledy upraveno ¥ Viechny typy ¥

L0 Aplikace ke stazeni

3

\n//
@ Jazyk: Cestina AKTIVITA AKTIVITA AKTIVITA AKTIVITA

Déleni komplexnich Séitani a odcitani Gaussova rovina Koch

6v0ooe cisel komplexnich é&isel

0Od komplexnich &fsel k frak... & Od komplexnich &sel k frak... i 0Od komplexnich &fsel k frak... 0Od komplexnich &fsel k frak...

Obr. 5.2.1: On-line tcet Od komplexnich ¢isel k fraktdltim - monitor uzivatele.

Nachéazi se zde applety zamérené na zobrazovani komplexnich ¢isel v Gaussové roviné
(ndzev appletu: Gaussova rovina), operace s¢itani a od¢éitani (nazev appletu: Séitani a od-
¢itani komplexnich ¢isel), ndsobeni (nézev appletu: Nasobeni komplexnich éisel) a déleni
(ndzev appletu: Déleni komplexnich ¢isel). Jednotlivé applety se skladaji ze dvou oken,
prvni (levé) slouzi jak pro grafickou ilustraci operace, tak pro samotné nastaveni pii-
slusnych vstupnich hodnot komplexniho ¢isla. Druhé (pravé) slouzi pro vypis hodnot ¢i

pripadné dalsi ovladani appletu, napriklad volbu operaci.
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Applety jsou verejné a pristupné po rozkliknuti z ivodni stranky profilu. Pro zajisténi
optiméalniho zobrazeni je doporuceno prejit do celoobrazového rezimu, nicméné to neni
nutnosti.

Zdrojové soubory jednotlivych appletii jsou pod stejnymi nazvy rovnéz ulozeny na

CD, které je prilozené k tisténé verzi této prace.

5.3 Navody pro tvorbu fraktald

5.3.1 Fraktaly v Malovani

[lustrace tvorby krivkovych fraktala v Malovani bude provedena pro Levyho a Draci
k¥ivku, viz obrazky 5.3.1 a 5.3.2. Zménou rizoveé vyznacenych parametri v zadani ovsem

muzeme tyto fraktaly modifikovat nebo dokonce tvorit vlastni.
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Levyho krivka
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Cinnost I Tkona I Vizualizace

4.1

Vytvor kopii

objektu pae

v prihledném

CTRL + C |
CTRL + V

F------O------4@
B------O0-------

vybéru.

4.2

Kopii otoc.
(Oto¢ o 90°

doprava.)

" A Otodit

[t e
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kopie prekryj
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potfeby uprav

meéritko.

Navrat ke kroku 4

Obr. 5.3.1: Levyho krivka - 15 iteraci.
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Draci krivka

Tvorba fraktali neni ovSem omezena pouze na predstavenou Levyho krivku. Drobnou
obménou principu napojovani kiivek v iteracnim kroku mizeme znazornit i jiné fraktaly,
napt. Draci krivku, viz obrazek 5.3.2.
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| |
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2.1 | zvétien{ okna. |00k = , Ol
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3 Tvorba zikladniho objektu

|
|
| Vytvor zakladni |
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3.1 1 objekt. | | _—
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| |
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|
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321

|
|
|
| (Vyznac krajni |
|
|

' body.)
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5.3 Navody pro tvorbu fraktali

Obr. 5.3.2: Dradi kiivka - 12 iteraci.

Sierpinského koberec

Ktivkové fraktaly nejsou jediné, které mizeme v malovani tvorit. Velice snadno mizeme

vytvaret i dalsi plosné sobépodobné obrazce. Viz obrazek 5.3.3, ktery vznikl na zakladé

nakresleni prvniho bodu Sierpinského koberce v maximélnim pfiblizeni (viz. krok 2 -

"Nastaveni' predchozich nédvodil) a nasledného kopirovani z néj tvorenych obrazct. Stej-

bem lze vytvorit napriklad i Sierpinského trojuhelnik.

o

nym zpuso

Obr. 5.3.3: Ukazka tvorby Sierpinského koberce.
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5.3 Navody pro tvorbu fraktali

5.3.2 Fraktaly v GeoGebre

Pro tvorbu dalsich fraktali byla zvolena GeoGebra. Vytvoreny navod pfedpokldda, ze
uzivatel ma zakladni znalost tohoto programu a dokaze pracovat s jeho jednotlivymi
nastroji. Jako takovy si neklade za cil slouzit jako vyukovy materidl pro praci s GeoGebrou.
Hlavnim cilem vytvofeného navodu je demonstrovat, jakym zptisobem se zvolené fraktaly
tvori. [lustrace tvorby fraktaltt v GeoGebte byla provedena pro Kochovu kiivku.

Na zakladé nasledujiciho navodu byl zaroven vytvoren applet v programu GeoGebra,
viz obrazek 5.3.4. Kochova ktivka zde byla navic rozsitena o variantu pro Kochovu vlocku.
Applet je dostupny on-line pod jiz zminénym uzivatelskym tc¢tem Od komplexnich ¢isel
k fraktalim uvedeném v sekci 5.2 Podpiirné materidly k vyuce komplexnich ¢isel této

prace. Zdrojovy soubor je rovnéz ulozen na prilozeném CD.
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lterace = 5

@

Obr. 5.3.4: Kochova krivka - ukazka appletu.
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Kochova krivka
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I Cinnost i Tkona ' Vizualizace
4 Implementace vlastniho nastroje
‘ T T
| |
: | | Vytvofit novy nastroj
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i Cinnost I Tkona

' Vizualizace

Nastav nazev . .
Nazev a ikona

a nastroj dokonci.

;
|
|
|
|
|
|
|
l
|

4.4 :
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

Vytvorit novy nastroj

Vystupni objekty Vstupni objekty Nazev a ikona

Jméno nastroje

Krok

Nazev prikazu

Krok

Napovéda k nastrojum

Q lkona .. [ Zobrazit v néstrojovém pruhu

< ZPET DOKONCIT

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
| STORNO

Prirazeni iterace

225 Posuvnik

5.1 ; Vytvor posuvnik.

Posuvnik
Nazev
Iterace
Cislo Uhel @ Celécislo
Interval Posuvnik Animace
min max Krok
0 5 1
lterace = 1
*

o — : : -
. Usecka a: Usecka [A, B]
objektu .
A~ Zobrazit popis
, % o Zobrazit stopu
5.1, (tsecka AB) -
]2 Pfejmenovat
hodnotu iterace 0. .o
£t Nastaveni

(Iterace = 0)

Zakladni Barva Styl Pro pokrocilé

Podminky zobrazeni objektu
Iterace = 0

Pritad itera¢nimu

objektu

Lomena cra it Lomena ¢éra A, C, E, D, B

A Zobrazit popis

5.2 (lomena cara i)

o Zobrazitstopu

2 Pejmenovat

hodnotu iterace 1.

T zsit

& Nastavent

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
Vv Y 7’ I
Pritad zakladnimu . 8
|
|
|
|
|
|
|
|
|
L
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

Zakladni Barva Styl Pro pokrocilé

Podminky zobrazeni objektu

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
| Iterace = 1
|

|

|

52



5.3 Navody pro tvorbu fraktali

1 Cinnost i Tkona ' Vizualizace
6 | Iterace
! | |
! | | .E
| v . N .
, Pridej iteraci na | |
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. alni hodnota".) \ \
7 Navrat ke kroku 6

Obmeénou rizové vyznacenych parametrii ve sloupci "Cinnost" miizeme snadno Kochovu

krivku modifikovat, napt. zménou rozdéleni zakladni tsecky v kroku 3.1.

Na zakladé obmény predstaveného zadani vznikl i applet pro prvnich 6 iteraci Canto-

rova diskontinua. Misto trojihelniku v kroku 3.2 byl do tsecky vkladan "prazdny prostor".

Pro lepsi nazornost byla rovnéz ponechana viditelnost tsec¢ek nizsich iteraci, to bylo do-

cileno obménou zobrazovaci podminky v krocich 5.1, 5.2 a 6.4 z = na =>. Tento applet

je ulozen na CD.

Dle principu navodu je mozné vytvorit i dalsi fraktaly, naptiklad Sierpinského obrazce,

viz applet pro Sierpinského trojuhelnik, ktery je rovnéz ulozen na CD.
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5.3 Navody pro tvorbu fraktali

5.3.3 Fraktaly v Pythonu

Doposud predstavené navody se zamérovaly na pochopeni principu tvorby predevsim kiiv-
zbytné ukazat i tvorbu fraktali pomoci rovnic, které je definuji. Vzhledem k tomu, zZe se
na stredni skole studenti vénuji i programovani, je tedy vhodné ukazat, jak mohou kody

vvvvvv

jazyk Python.

Obecna ustanoveni

Predstavené materialy nemaji za kol slouzit jako vyukové materialy pro programovani
v Pythonu. Pro jejich pouziti se predpoklada, ze uzivatel ovlada zédkladni programovani,
v minimalnim pripadé dokaze prezentovany kdd korektné prepsat a nasledné spustit v jim
zvoleném kompilatoru.

Ackoliv jsou jednotlivé fraktaly exaktné matematicky zadefinovany, tvorba kédu, ktery
je graficky znazorni, jiz tak jednoznac¢na neni. Muzeme se tedy setkat s vice pristupy
vykreslovani fraktal v zavislosti na pouzitych pythonovskych funkcich, prezentovany kod
je tedy pouze jednou z moznosti jak vysledku dosdhnout.

V neposledni radé je potieba si uvédomit, ze zde pracujeme s vétsim mnozstvim hodnot
v zavislosti na nami zvoleném rozliseni nebo poctu iteraci vykresleného fraktalu. Vykres-
leni proto miize standardné trvat i par desitek sekund. V tomto ptipadé hraje vyznamnou
roli i pocitac, ktery vypocty provadi, a jeho aktualni vytizenost. Pokud doba vykresleni
dosahne jednotek minut, je vhodné vypocet prerusit a ovérit si funkci kodu na defaultné
uvedenych parametrech a nasledné zvazit jejich nové nastaveni.

V textu préace jsou zdrojové kody uvedeny formou obrazki. Tento zpisob byl zvolen
zameérné, aby se zabranilo mozné chybé v ramci prepisu. Textova podoba kodi je prilozena
k praci v podobé .py soubori na CD.

Uvedené kédy je mozné spustit v omezenéjsi podobé i v on-line formé bez nutnosti
instalace Pythonu, napriklad prostfednictvim kompilatoru na adrese:

https://trinket.io/embed /pythons3.

V takovém pripadé je doporuceno smazat veskery text, ktery se muze predem v textovém
okné na uvedené strance vyskytnout, a zadat pouze zdrojovy kéd uvedeny v této préci

nebo vykopirovany z .py soboru. Zminéné .py soubory lze otevtit v poznamkovém bloku.
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5.3 Navody pro tvorbu fraktali

Mandelbrotova mnozina

Mozna nejslavnéjsi fraktal je pravé jiz predstavend Mandelbrotova mnozina, ktera je ge-
nerovana iteraci

20=0, zpi1= zfl +c, (5.1)

kde ¢ € C a existuje ¢islo m € R takové, ze pro vSechna n je |z,| < m.

Vytvoreny program, vykreslujici Mandelbrotovu mnozinu, je na obrazku 5.3.5. Hlavni
vyhodou vytvoreného kodu je predevsim moznost specifikovat cilovou oblast mmnoziny,
kterou chceme vykreslit véetné jejiho rozliseni, na zakladé ¢ehoz je vytvorena sit bodu. Pro
tuto sif jsou nasledné pocitany hodnoty Mandelbrotovy mnoziny. K prislusSnému obarveni
bodu dochézi dle dosazené iterace, podobny princip mizeme vidét i v kodu zde [35]. Pro
ukazku dalsich rozliénych k6d, které vykresli Mandelbrotovu mnozinu, je mozné navstivit
odkazované stranky [36]. Prezentovany kod je navic mozné spustit v piipadé verze Python

2.7, tak pro verzi Python 3.

H#FHHEEEEHEEEAEEE MANDELBROTOVA MNOZINA #3sHHH####EREHE
import numpy as np # import balicku
import matplotlib.pyplot as plt # import balicku

SHEHEHEEEHEHEEEEREE Volitelne parametry #HHHEHHHEHEHHHEEHEHE

NN R WN =

max_it = 158 # maximalni pocet iteraci
¥x_min, x_max = -2.8, 0.6 # zobrazeny rozsah hodnot v realne ose
y min, y max = -1.2, 1.2 # zobrazeny rozsah hodnot v imaginarni ose
9 rozl x = 10600 # pocer bodu na realnou osu
18 rozl_y = 1090 # pocet bodu na imaginarni osu
11 m =4 # parametr funkce
12 barva = "RdPu" # nastaveni barevneho spektra ("hsv", "cool", "viridis" aj. ...)
13 plt.axis("off") # vypnuti/zapnuti os
14  plt.grid("off") # vypnuti/zapnuti mrizky

16 HHESHHEEESEHEEEEEE Pomocna nastavenl #EHSESHHEHEEHEEEEE

17 zobr_oblast = [x_min, x_max, y_min, y _max] # nastaveni zobrazovane oblasti
18 plt.xlabel('Re')

19 plt.ylabel('Im')

21 HHEEHEEESEHEEEHEE Definice funkce pocitajici hodnoty Mandelbrotovy mnoziny ##3#########8884#E
22 = def Mandelbrot(rozl_vy, rozl_x, x_min, x_max, y_min, y_max, m, max_it):
23 MM = np.full([rozl_y, reozl_x],0)

24 X = np.linspace(x_min, x_max, num = rozl_x)

25 ¥ = np.linspace(y_min, y_max, num = rozl_y)

26+ for y_index, y in enumerate(Y):

27 - for x_index, x in enumerate(X):

28 i=0

29 c = complex (x, y)

38 z =

31~ while (abs(z)) <= m and i < max_it:

32 z = z¥¥2 + ¢ # vypocet hodnoty mnoziny
33 i+=1

34 MM[rozl y-1-y index, x_index] = 255-i # prirazeni iterace
35 return MM

36

37 MR Vykresleni Mandelbrotovy mnoziny ##3HEHHEESSHHEER S

38 Mandelbrot_data = Mandelbrot(rozl_ y, rozl x, x min, x max, y min, y max, m, max_it) # volani funkce Mandelbrot
39 plt.imshow(Mandelbrot_data , cmap = barva, extent = zobr_oblast) # tvorba obrazku

48 plt.show() # zobrazeni Mandelbrotovy mnoziny

Obr. 5.3.5: Mandelbrotova mnozina - program.

Spusténim programu ziskame obrazek 5.3.6.
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Obr. 5.3.6: Mandelbrotova mnozina - vykresleni programu.
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5.3.4 Juliova mnoZina

Jak bylo jiz diive feceno, zakladni funkce pro Juliovu mnozinu vypada nasledovné:
Zny1 = 22 + ¢, (5.2)

kde z,c € C a z je proménnd a c je pevné zvoleny parametr.

Zdrojovy kéd pro vygenerovani Juliovy mnoziny je na obrazku 5.3.7. Kéd vznikl tpra-
vou prezentovaného skriptu pro Mandelbrotovu mnozinu. I v tomto ptipadé je mozné
specifikovat konkrétni oblast, kterou chceme vykreslit. Kod je rovnéz kompatibilni s ver-
zemi Python 2.7 i 3.

1 # JULIOVA MNOZINA ####H####

2 import numpy as np # import balicku

3 import matplotlib.pyplot as plt # import balicku

4

5 # Volitelne parametry #it########E

6B ¢ = -8.75] # konstanta c¢ Juliovy mnoziny

7  max_it = 150 # maximalni pocet iteraci

8 x min, x max = -1.5, 1.5 # zobrazeny rozsah hodnot v realne ose

9 y_min, y max = -1.5, 1.5 # zobrazeny rozsah hodnot v imaginarni ose

18 rozl_x = 1608 # pocer bodu na realnou osu

11  rozl_y = 1000 # pocet bodu na imaginarni osu

12 m =4 # parametr fce.

13  barva = "RdPu" # nastaveni barevneho spektra ("hsv", "cool", "viridis" aj. ...)
14  plt.axis("off") # vypnuti/zapnuti os

15 plt.grid("off") # vypnuti/zapnuti mrizky

16

17 #####SHSH T Pomocna nastavenl #HHHEHFHHHHH

18 zobr_oblast = [x_min, x_max, y_min, y_max] # nastaveni zobrazovane oblasti

19 plt.xlabel('Re")
20  plt.ylabel('Im")

21

22 passmmpipesassssd Definice funkce pocitajici hodnoty Juliovy mnoziny #H#ssssiaaiases
23~ def Julia(c,rozl y, rozl x, x min, x max, y min, y max, m, max it):
24 IM = np.full([rozl_y, rozl x],08)

25 X = np.linspace(x min, x max, num = rozl x)

26 Y = np.linspace(y_min, y_max, num = rozl_y)

27~ for y_index, y in enumerate(¥Y):

28 ~ for x_index, x in enumerate(X):

29 i=26

30 z = complex (x, y)

31~ while (abs(z)) < m and i < max_it:

32 z = z%¥2 + ¢ # vypocet hodnoty mnoziny

33 i+=1

34 JM[rozl_y-1-y_index, x_index] = 255-i # prirazeni iterace

35 return JIM

36

37  gEwsmEbadasasasssd Uykresleni Juliovy mnoziny ##ssdsaiasass

38 Julia_data = Julia(c,rozl_y, rozl x, x_min, x_max, y _min, y_max, m, max_it) # volani funkce Julia
39 plt.imshow(Julia_data , cmap = barva, extent = zobr_oblast) # tvorba obrazku
48 plt.show() # zobrazeni Juliovy mnoziny

Obr. 5.3.7: Juliova mnozina - program.

Nastavenim parametru ¢ = 0,34 — 0,43¢. a naslednym spusténim programu ziskame
obrazek 5.3.8. Po nastaveni parametru ¢ = —0,11 + 0,57 a nasledném spusténi zaskame
obrazek 5.3.9.
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Obr. 5.3.8: Juliova mnozina - vykresleni programu pro ¢ = 0,34 — 0,43:.

Obr. 5.3.9: Juliova mnozina - vykresleni programu pro ¢ = —0,11 + 0,5:.
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6 Zaver

V praci byla predstavena problematika komplexnich ¢isel s presahem k fraktalim. Zaro-
ven byla provedena reserse vyuky této latky na trovni stfedniho vzdélavani. Jak z reserse
vyplyva, ackoliv ve vétsiné pripadi neexistuji oficialni pozadavky na vyuku komplexnich
¢isel, na urovni stfedniho vzdélavani k tomu presto c¢asto dochazi. Je to dano tim, ze
gymnazia a dalsi skoly se snazi své studenty lépe pripravit na mozné nasledujici vyssi
odborné ¢i vysokoskolské vzdélani, které s komplexnimi ¢isly zejména v technicky zamé-
fenych oborech pracuje. Rada vysokoskolskych predmétii bohuzel nemé vyhrazeny ¢as pro
vyuku samotnych komplexnich ¢isel a spoléhaji se na jejich znalost z predchoziho studia.

V textu byla uvedena historie komplexnich ¢isel a predstavena hlavni motivace, kterou
byla kubicka rovnice. V této souvislosti byl vytvotren teoreticky zaklad pro komplexni ¢isla,
ktery miuze slouzit i jako studijni ¢i pomocny text pro studenty strednich a vyssich skol.
Problematika komplexnich ¢isel byla rovnéz doplnéna o sérii on-line appletii v programu
GeoGebra, které si kladou za kol studentiim priblizit chovani komplexnich ¢isel a operaci
s nimi v Gaussové roviné.

Po vytvoreni teoretického zakladu komplexnich ¢isel byly predstaveny fraktaly a jejich
vlastnosti, byla uvedena jejich definice, kterd je zalozena na znalosti pokryvaci, topo-
logické a Hausdorffovy dimenze. Vypocet dimenzi byl v textu rovnéz nazorné ukazan.
Nasledné byl vytvoren prehled zakladnich fraktali a jejich modifikaci v Gaussové roviné.
Pozornost byla rovnéz vénovana propojeni fraktali s redlnym svétem. Byl ukazan jejich
vyskyt v prirodé - tvary rostlin a samotnych zivoc¢ichli, nebo jejich vyuziti pro technické
zalezitost - elektronika, informatika, architektura aj.

Pro aktivni vyuziti byla vytvorena série navodi, které maji za kol studentiim priblizit
princip a vlastnosti fraktali. Tyto navody byly vytvoreny v grafickém editoru - Malovani,
on-line aplikaci GeoGebra a byly vytvoreny skripty pro programovaci jazyk Python, které
jsou rovnéz spustitelné v on-line kompilatoru. Volbé uvedenych programi predchézela re-
Serse, kterd si za jeden z hlavnich pozadavkl brala finanéni dostupnost pro bézné skoly,
jejich technickou vybavenost, nazornost a uzivatelskou privétivost jak pro studenta, tak
pro vyucujiciho. Studenti tak s prezentovanymi ndvody mohou tvorit v textu jiz uka-
zané fraktaly, ¢i zménou vstupnich parametrit mohou vytvaret své vlastni, coz pro né

predstavuje jistou miru zabavy, ktera bezesporu napomiize osvojeni si novych znalosti.
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ZAvér

V ramci této prace bohuzel nedoslo k praktickému vyzkouseni materiali ve trideé,
jelikoz vyuka komplexnich c¢isel na zakladé provedené reSerse spada pouze pro maturitni
rocniky k zacatku kalendarniho roku a v dobé kompletovani materialt do finalni podoby
jiz neprobihala. Jako dalsi logicky krok by tedy bylo vhodné vyzkouset vytvorené applety
a navody primo ve vyuce na stfedni Skole v nadchazejicim Skolnim roce a pripadné je

upravit na zakladé odezvy studenti.
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