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Uvop

Uvop

Vztahy v redlném svété jako binarni relace — jak ndzev sam o sobé vypovida, v této
bakalarské praci se budeme predevsim zabyvat riznymi vztahy, které pochazi ze svéta,
ktery nds dennodenné obklopuje. Tyto vztahy pak budeme nasledné matematicky zkoumat
pomoci vlastnosti bindrnich relaci. Bindrni relace je, zjednodusené receno, néjaky konkrétni

vztah zkoumany na predem uré¢ené mnoziné.

Bakalarskou praci pod timto ndzvem jsem si vybrala hned z nékolika divodU. Prvnim z nich
byl samotny fakt, Ze jsem chtéla vypracovat néco origindlniho, ale zaroven praci takovou,
aby se néjakym zplUsobem dotykala kazdého z nas (véetné jedincl, které matematika nikdy
neuchvatila). DalSim dlvodem byl i fakt, Ze z mého uhlu pohledu existuje pomérné malé
mnozstvi literatury, které se zabyva obecné bindrnimi relacemi, a jeSté méné zdrojl

zkoumajici redlné vztahy jako binarni relace.

Napln této prace je velmi prosta. Napsat bakalarskou praci takovou, aby mohla studentdm
matematiky, na vysokych skolach, pfiblizit celkové téma binarnich relaci, ale zaroven aby
slouzila jako dobry pomocny ucebni text, nebo sbirka priklad( (napriklad k predmétu
elementarni algebra, kde se studenti s timto tématem setkavaji). Soubézné pak druhou
dllezitou naplni bylo napsat praci tak, aby i naprosty laik mohl sledovat, Ze nas matematika

vSudypritomné obklopuje.

V prvni ¢asti se budeme vénovat predevsim teorii, konkrétné tedy vymezenim zdkladnich
pojmu, jako je usporadana dvojice, kartézsky soucin, nebo pak samotné binarni relace

a jejich vlastnosti. VSechny definice jsou zdroven doplnény o ukazkové priklady.

Druhou ¢ast pak budeme vénovat konkrétnim reSenym ulohdam. Tedy vezmeme nékolik
redlnych vztah(, u kterych se budeme snazit urcit jejich vlastnosti, respektive jiz zminéné
vlastnosti binarnich relaci. Bude se jednat o pfiklady z rodinnych kruh, jako vztahy , byt
sourozencem*” nebo , byt rodiéem®, ze svéta deskovych a pocita¢ovych her, napfiklad o hry
jako je , Kamen, nlzky, papir” nebo ,Prsi“. A nakonec se podivdme na vlastnosti relaci

méstské hromadné dopravy, konkrétné té plzenské.

V posledni ¢ésti této praci jen zminime jeSté nékolik dalSich prikladd vztahl v redlném

svété, u kterych bychom mohli zjistovat vlastnosti relaci. Tyto priklady budou neresené.
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1.1 POJEM MNOZINA
Jednim ze zéakladnich pojmU v matematice, které budeme k definovani binarnich relaci

potiebovat, je pojem mnozina.

Jestlize mame jisty soubor prvki, tak oznaceni pro jejich celek chapeme jako mnozinu.
MnoZina pak muZe obsahovat rlzny pocet objektl (prvkd mnoZiny), ktery mizZe byt
v disledku jak koneény (napfiklad pismena v abecedé), tak i nekonecny (mnoZina vSech
redlnych Cisel). Specidlnim pripadem mnoziny je mnozina prazdnd neboli ta, kterd

neobsahuje zadné prvky. [1]

MnozZinu pak vétSinou znac¢ime velkym tiskacim pismenem (napf. A, N, M, P). Nyni si

uvedme priklady mnozin:

e MnozZina vSech pismen obsazenych ve slové matematika > M={a, ¢, i, k, m, t}.

e MnoZina vSech sudych ¢isel > N={2, 4, 6, 8, 10, 12, ...} — nekone¢nd mnozina.

e MnotZina Cisel vétsich neZ 30 ale mensich nez 35 > T ={31, 32, 33, 34}.

e Mnozina vsech studentl v jedné tridé - {Marek, Adéla, Jan, Eliska, Anna, ...}.
1.2 USPORADANA DVOJICE

Dalsi nedilnou slozkou definovani pojmu binarni relace, je pojem usporadané dvojice.

DEFINICE 1.2.1.: Usporadanou dvojici prvk( tedy rozumime mnozZinu (a, b), kterou
definujeme pomoci vztahu (a, b) = {{a}, {a, b}}, kdy prvkem a oznacujeme prvni slozku
a prvkem b druhou slozku. Nasledné mnoZina {a, b} udava slozky usporadané dvojice (a, b),

mnozinou {a} pak oznacujeme, kterou z téchto slozek, chapeme jako tu prvni. ([2], s. 12)

Jinymi slovy, z vlastni zkuSenosti vime, Ze z hldsek o a d mGzeme sestavit dvé r{izna slova,
kdy zdleZi na poradi zvolenych hlasek (od nebo do). To samé pak mlzeme provést i s Cisly.

Pokud si vezmeme Cislice 5 a 6, jsme s jejich pomoci schopni vytvofit Cisla 56 a 65.
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Podle definice miizeme nyni tyto dvojice usporadat:
(0, d) = {{o}, {o, d}} = {{o}, {d, o}}
(d, o) = {{d}, {d, o}} = {{d}, {d, o}}
(5, 6) = {{5}, {5, 6}} = {{5}, {6, 5}}
(6, 5) = {{6}, {6, 5}} = {{6}, {5, 6}}

Z téchto zapisu Ize pochopit, které prvky jsou v dané dvojici témi prvnimi, a ze kterych prvku

se tyto dvojice skladaji. Diky tomu mGzeme nakonec zapsat tyto rovnosti:

{o, d}=1{d, o},

{5 6}=1{6,5},

tyto mnozinové rovnosti plati vzdy, pokud obé pfislusSné mnoziny obsahuji tytéz prvky.
Pro libovolné dvé usporadané dvojice prvki pak nasledné plati:

VETA 1.2.2.: Méjme dvojice usporadanych prvki (a, b) a (c, d), pak plati:

1) azb=(a, b)z(b,a)

2) (a,b)=(c,d) & a=cAb=d
Prvni bod uvadi, Ze pokud jsou prvky a, b rlizné, pak i jejich usporadané dvojice (a, b) a (b, a)
jsou rozdilné. Druhy bod pak popisuje, Ze pokud se sobé rovnaji dvé usporadané dvojice,

pak se sobé rovnaji i jejich slozky (jak prvni, tak druhé). ([3], s.12)
Nyni si pro nazornost uvedme nékolik prikladu:

PRIKLAD 1.2.3.: Zapiste mnozinu (D) vSech usporadanych dvojic, kdy prvek mnoziny M je

jejich prvni slozkou a druhou sloZzkou pak je prvek mnoziny P. M ={x, vy, z, t}; P = {k, |, m}.

Redeni: D = {(x, k), (x, 1), (x, m), (y, k), (y, 1), (y, m), (z, k), (z, 1), (z, m), (t, m), (t, ), (t, m)}.
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PRIKLAD 1.2.4.: Dle obrazku 1 vypiste vSechny usporadané dvojice, kdy prvni slozkou
bude nazev primky a druhou pak jeji prislusné body:

Obrazek 1 - ptimky k tloze 1.2.4. (zdroj: vlastni)
Redeni: M ={(a, J), (b, 1), (b, K), (d, K), (d, M)} = na bﬁ'mce c nelezi zadny bod, Bod L nelezi

na zadné primce, proto se nevyskytuji v zddné usporadané dvojici.

Dle této kapitoly jiz vime, Ze sloZzené zavorky {} pouzivame pro zapis mnoziny, zatimco

kulaté zavorky () pouzivdme pro zapis usporadanych dvojic.

Stejnym zplsobem, jako jsou definované usporadané dvojice, miZzeme definovat i

usporadané n-tice.

1.3 KARTEZSKY SOUCIN

Nyni se dostdvame k zdsadnimu pojmu, kterym je kartézsky soucin. Cely koncept
ykartézsky” je odvozen od formulace analytické geometrie francouzského matematika,
filozofa a prirodovédce Reného Descarta. Descartes Zil v prvni poloviné 17. stoleti. Jeho
znamy vyrok ,myslim, tedy jsem” (Cogito, ergo sum) zapocal novy filozoficky systém
zaloZeny na racionalismu, rozvijejici metodu dedukce. Zaroven v matematice je povaZzovan

za jednoho ze zakladatell analytické geometrie. ([4], 5.22)

DEFINICE 1.3.1.: Pokud mame dvé libovolné mnozZiny A, B, lze z nich vytvofit A x B

— kartézsky soucin mnozin A, B, ktery je definovany vztahem:
AxB={(a, b):a€AAbEB}([5],s.52)

Tento zapis pak ¢teme tak, Ze kartézsky soucin mnozin A, B je mnoZzina vSech usporadanych

dvojic (a, b), pro které plati, Ze a je prvkem mnoZiny A, b je prvkem mnoziny B. ([6], s. 2)
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VETA 1.3.2.: Z definice kartézského soucinu ddle vyplyva, Ze pro libovolné mnoziny A, B

plati:
AxB=@ o A=0V B=0.

To znamena3, Ze pokud je mnoZina A nebo B prazdna, pak je prazdna i mnozina kartézského

soucinu A x B. ([5], s. 52)
Nyni si uvedme nékolik pfiklad( pro pochopeni:

PRIKLAD 1.3.3.: Méjme mnozZiny E = {1, 3, 5, 8} a F = {a, b}. Urcete tyto kartézské souciny:

ExF, ExE, FxE.
Redeni: ExF = {(2, a), (2, b), (3, a), (3, b), (5, a), (5, b), (8, a), (8, b)}.

ExE ={(1, 1), (1, 3), (1, 5), (1, 8), (3, 1), (3, 3), (3, 5), (3, 8), (5, 1), (5, 3), (5, 8), (8, 1),
(8,3),(8,5), (8, 8)}.

FxE ={(a, 1), (a, 3), (a, 5), (a, 8), (b, 1), (b, 3), (b, 5), (b, 8)}.

PRIKLAD 1.3.4.: Mé&jme usporadané dvojice: (o, u), (p, w), (g, a), (p, v), (0, w), (w, v), (r, u),
(r, w), (u, 0), (0, v), (p, u), (v, t). Rozhodnéte, které z dvojic patfi do kartézského soucinu

GxH a kteréne.G={o,p,q,r,}aH={u, v, w}.

Reseni: Dvojice (o, u), (p, W), (p, v), (0, w), (r, u), (r, w), (0, v), (p, u) do kartézského soucinu

GxH patfi.

Dvojice, které do kartézského soucinu GxH nepatfi, jsou: (q, q), protoZe q & H; (w, V)

protoZze w € G; (u, o) protoZze u € Ga o &€ H; (v, t), protoze t & H.
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1.4 VLASTNOSTI KARTEZSKEHO SOUCINU

Nyni se podivame vlastnostem kartézského soucinu.

i) Ax(B1UB;)=(AxB1)U(AxB;)
(A1 UA;) x B =(A1xB) U (A, x B)
ii) Ax(B1 N Bz) =(AxB1) N (AxBy)
(A1 N Az)xB=(A1xB) N (A2 xB)
iii)A x (B1—Bz) = (A x B1) — (A x B)
(A1—Az) x B =(A1xB)—(A2x B)
ivJACA; ABCSB; = AxBCA; xBi.([5],s.52)
Ad i) Tuto mnozinovou rovnost nazyvame distributivnosti kartézského soucinu vzhledem

ke sjednoceni (na prvnim fadku zprava, na druhém pak zleva).

Ad ii) Tuto mnoZinovou rovnost nazyvame distributivnosti kartézského soucinu vzhledem k

praniku (na prvnim radku zprava, na druhém pak zleva).

Ad iii) Tuto mnoZinovou rovnost nazyvame distributivnosti kartézského soucinu vzhledem

k rozdilu (na prvnim radku zprava, na druhém zleva).

Ad vi) Pokud je A podmnoZinou mnoziny A1 a B podmnoZinou mnozZiny Bi, pak i jejich

kartézsky soucin A x B je podmnozinou kartézského soucinu A1 x Bs. ([7], s. 7-8) O

1.5 GRAFICKE ZNAZORNENI KARTEZSKEHO SOUCINU

Nyni si pfedstavime tfi rizné zpUsoby, kterym je mozné znazornit kartézsky soucin.
a) Kartézsky graf C x D:

e Jako prvni si zvolime dvé pfimky (kolmice), vétSinou vodorovnou a svislou.

e Ndasledné na vodorovné pfimce (fikejme ji osa x) vyobrazime jako body vSechny
prvky mnoziny C.

e Stejné tak na svislé pfimce (fikejme ji osa y) zndzornime vSechny prvky z mnoziny
D jako body.

e Nasledné kazdym bodem vedeme kolmice — Body z mnoZiny C povedeme kolmice
k ose x; body z mnoziny D povedeme kolmice k ose y.

e Nyni oznac¢ime vSechny prlseciky kolmic. Tyto prlseciky jsou obrazem prvk(
kartézského soucinu C x D = usporadané dvojice (x, y) € C x D.

10
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b)

D3¢ ° °© ® o
D2e¢ ® ® e ®
Die o ® ® °

a2 GG

Obrazek 2 - kartézsky graf (zdroj: vlastni)

C={C1,C2,C3,C4};D={D1, B2, D3}.
Cervené vyznaceny bod je obraz usporadané dvojice (C3, D2). ([7], s. 9-10)
Sachovnicovy graf C x D:

e Nejprve si zvolime kolmice (naptiklad svislou a vodorovnou).

e Nasledné znazornime jednotkové usecky.

e Navodorovné primce prifradime k useckam dané prvky mnoziny C.
e Na svislé prfimce priradime k danym useckam prvky mnoziny D.

e Kazdym vyznacenym bodem pak vedeme kolmici na pfimku, na niz lezi, z ¢ehoz
dostaneme Ctvercovou sit.

e KaZzdy ctverec v dané roviné je obrazem prvk( kartézského soucinu CxD -
usporadané dvojice (x, y) € C x D.

D3

D2

D1

& | c2 C3 C4

Obrazek 3 - Sachovnicovy graf (zdroj: vlastni)

11
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C={C1, C2,C3,C4}; D={D1, D2, D3}.
Vyznacené pole je obrazem usporadané dvojice (C2, D3). ([7], s.9-10)
Uzlovy graf C x D:

e Nejprve musime najit vycet prvkl sjednoceni mnozin C, D.
e Poté kazdy prvek tohoto vyctu zakreslime jako bod (uzel).
e Jednotlivé usporadané dvojice (x, y) € C x D znazornime témito zpUsoby:

e Smyckou kolem uzlu znazornime uspordadanou dvojici, kdy se prvni a druhy prvek
rovnaji; pokud jsou prvni a druhd slozka rizné, zakreslime tuto skutec¢nost jako
orientovanou Sipku, kterd vychazi z prvni slozky a jde k té druhé.

Qu

C3

Obrazek 4 - uzlovy graf (zdroj: vlastni)

V grafu jsou zakreslené obrazy usporadanych dvojic (C1, C1), (C2, C2), (C3, C3), (C3, C2).
([7], s. 9-10)

12
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Nyni si jesté ukazeme néjaké konkrétni priklady:
PRIKLAD 1.5.1.: Zndzornéte viemi typy grafu kartézsky soucin Ax B. Je-liA={1, 3, 4, 7},

B={a, b, c,d,e}

Reseni:

Q

(@]

Obrazek 5 - grafy k prikladu 1.5.1. (zdroj: vlastni)

13
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PRIKLAD 1.5.2.: Méjme zadany uzlovy graf G. Doplrite tento graf takovym zplsobem, aby
predstavoval uzlovy graf kartézského soucinu A x B. MnozZiny A, B (které jsou navzajem

rdzné) zapiste vycétem prvka.

G c

Obrazek 6 - graf k ptikladu 1.5.2. (zdroj: vlastni)
Reseni:
Nejprve si uréime slozky prvni a druhé mnoZiny. Do mnoziny prvni, tedy A, patfi vSechny

prvky, ze kterych vystupuji orientované Sipky. Zatimco do druhé mnoziny, tedy B, patfi ty

prvky, ke kterym orientované Sipky sméruiji.

Obrazek 7 - vysledny graf k tloze 1.5.2. (zdroj: vlastni)

14
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1.6 BINARNI RELACE
Nyni se dostavame ke stéZzejnimu pojmu této prace, kterym jsou binarni relace.
Nejprve vsak musime definovat samostatny pojem relace:

DEFINICE 1.6.1.: Rikdme tedy, Ze relaci R na mnoZiné M rozumime libovolnou podmnoZinu

kartézského soucinu M x M. ([6], s. 4)
Nyni definice binarni relace:

DEFINICE 1.6.2.: Binarni relace zmnozZziny M do mnoziny N je mnozina, ktera je

podmnoZinou kartézského soucinu M x N. Zapisujeme R & (M x N). ([6], s. 4)

Relaci zna¢ime jako (x, y) € R nebo x p y, pficemz prvni slozku x oznacujeme jako prvni
obor relace. Stejné pak druhou slozku y oznacime jako druhy obor relace. Jinymi slovy,
binarni relace se v podstaté zabyvaji vyjadrenim vztahd mezi dvéma prvky, respektive mezi

dvéma mnozinami. ([8], s. 1)
Nyni si uvedme nékolik priklad( binarnich relaci:
PRIKLAD 1.6.3.: Je ddnamnoZinaP ={1, 3, 4, 8, 9, 10, 16}, kdy madme dvoumistné predikaty*:

T=(x,y):y=x+ 1. - relace definovana pojmem , byt o jedna vétsi“.
U=(x,y):y=x2 - tedy ,byt druhou mocninou”.
V=(x, y):y =x<y. - tedy ,byt mensi“.

Vypiste vysledné relace podle téchto predikata.
Reseni: Jako obor hodnot téchto predikat(i dostaneme relace ve tvaru:

T=1{[3,4]; [8,9]; [9, 10]}.

U={[1, 1]; (3, 9]; [4, 16]}.

V={[1,3];[1,4]; 1, 8]; [1, 9]; [1, 10]; [1, 16]; [3, 4]; [3, 8]; [3, 9], [3, 10]; 3, 16]; [4, 8];
[4, 9]; [4, 10]; [4, 16]; [8, 9]; [8, 10]; [8, 16]; [9, 10]; [9, 16]; [10, 16]}. ([8], s.1)

! Predikat = vyraz, ktery ptedpokladame, Ze je pravdivy
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PRIKLAD 1.6.4.: Méjme jako mnozinu skupinu student(: Alenu, Marka, Simonu, Adélu
a Lukase. A méjme predpoklad, Ze Alena méri 158 cm (narozena 7. 6. 2000). Marek 195 cm
(narozen 25. 8. 2001), Simona 170 cm (narozena 6. 4. 2000), Adéla 164 cm (narozena
8.8.1999) a Lukds 173 cm (narozen 5. 2. 2001).

Méjme predikaty:

S=(x,y): ,xjevyssinez y“.
Q=(x,y): ,xje starsi nez y“.

Urcete relace S a Q.

Regeni: Jako pomoc pro fedeni téchto dvou relaci i vytvofime nasledujici tabulku:

Jméno |Vyika (cm) |datum narozeni
Alena 158 7.6.2000
Marek 195 25.8.2001
Simona 170 6.4.2000
Adéla 164 8.8.1999
Lukas 173 5.2.2001

Tabulka 1 - pomocna tabulka ptiklad 1.6.2. (zdroj: vlastni)
Z tabulky mGZeme vypsat vyresené predikaty:
S= {[Marek, Lukas]; [Marek, Simona]; [Marek, Adéla]; [Marek, Alena]; [Lukas,
Simona]; [Lukas, Adéla]; [Lukas, Alena]; [Simona, Adéla]; [Simona, Alena];
[Adéla, Alenal}.
Q= {[Adéla, Simona]; [Adéla, Alena]; [Adéla, Lukas]; [Adéla, Marek]; [Simona,
Alena]; [Simona, Lukas]; [Simona, Marek]; [Alena, Lukas]; [Alena, Marek];

[Lukas, Marek]}.

1.7 ZVLASTNI PRIPADY BINARNICH RELACI{
V pfipadé bindrnich relaci se mizeme setkat i s nékolika specidlnimi typy. Jako prvni se

podivdme na extrémni pfipady binarnich relaci (relace prazdna a relace univerzalni).

DEFINICE 1.7.1.: Prazdnou relaci vlibovolné mnoziné M nazveme kaidou prazdnou

podmnozinu mnoziny M x M. Tuto relaci pak oznacime jako Owm. ([9], s. 12)

Obecné pak mUizeme tvrdit, Ze kazdd relace definovand na mnoziné M, obsahuje prazdnou

relaci.
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PRIKLAD 1.7.2.: Méjme mnozinu T = {1, 3, 7, 9, 15} a predpokladejme, zZe
T=(x,y):x+y>84.
Redeni: JelikoZ z mnoZiny T souéet zadnych dvou prvk(l neni vétsi nei 84, tak FeSenim této

ulohy je prazdna relace.

DEFINICE 1.7.3.: Uplnou relaci v libovolné mnoZiné M nazveme tu mnozinu, kterd odpovida

kartézskému soucinu M x M. ([9], s. 12)

PRIKLAD 1.7.4.: Méjme stejnou relaci jako v minulém prikladu. Tedy T ={1, 3, 7, 9, 15}.

Tentokrat méjme predpoklad T = (x, y): x +y < 32.

Redeni: V tomto piipadé naopak predikitu odpovidaji véechny mozné dvojice relace, diky

¢emuz dostavame uplnou relaci.
DalSimi specialnimi typy relaci jsou relace doplrikova a inverzni.

DEFINICE 1.7.5.: Doplnkovou relaci k relaci R na libovolné mnoziné M rozumime relaci R’
definovanou predpisem [a, b] € R” © [a, b] € R. Lze tedy doplnkovou relaci na libovolné
mnoziné M definovat pomoci rozdilu M x M —R. ([8], s.3)

PRIKLAD 1.7.6.: Méjme mnozZinu D = {4, 8, 9} a zadanou relaci E = {[4, 4]; [4, 8]; [8, 9]}.
Urcete doplnkovou relaci k relaci E.

Redeni: E" = {[8, 8]; [9, 9]; [4, 9]; [8, 4]; [9, 4]; [9, 8]}

DEFINICE 1.7.7.: Inverzni relaci k relaci R na libovolné mnoZiné M rozumime relaci R?
definovanou predpisem (a, b) € R? © (b, a) € R. ([8], s.3)

DllezZité je si uvédomit, Ze sestavit inverzni relaci miZeme pravé diky tomu, Ze relace je
tvorend usporadanymi dvojicemi. MUZeme tedy fict, Ze jde o konkrétni operaci, ktera se
odehrava nad relacemi. Tento fakt ndm jen potvrzuje, Ze s relacemi mizeme provadét
vSechny zndmé matematické operace (scitani, odcitani, déleni, ...). ([8], s. 3)

PRIKLAD 1.7.8.: Méjme stejnou mnozinu D = {4, 8, 9} jako v minulém pfrikladu. Tentokrat

vSak zadanou relaci F = {[4, 8]; [4, 9]; [9, 8]}. Urcete k relaci F jeji relaci inverzni.

Redeni: F1 ={[8, 4]; [9, 4]; [8, 9]}.
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1.8 GRAFICKE ZNAZORNENI RELACI

Z definice relace vime, Ze je Uzce spojend s kartézskym soucinem. A stejné jako jsme
si v podkapitole 1.5 vymezili grafické znazornéni kartézského soucinu, tak si nyni ukazeme,
jakym zplsobem budeme znazornovat relace. U kartézského soucinu jsme si ukazali, Ze jej
znazornujeme pomoci grafu uzlového, Sachovnicového a kartézského. V pripadé relaci jde
v podstaté o ta stejnad pravidla a ty samé typy graf(i. Proto si vtomto pripadé ukazeme

pouze nékolik prikladl (aniz bychom opakovali jiz jednou zavedenou teorii).

PRIKLAD 1.8.1.: Pfedstavme si Sachovnici jako tabulku kartézského soucinu A x B, kde
A={a,b,c,d, e f,g htaB={1,2,3,4,5,6, 7, 8. Nyni si zavedme relaci ,figurka umisténa
na poli [k, I] mGze tahnout z pole [k, I] na pole [x, y]“. Urcete relace vyctem prvkd a jejich

grafickym zndzornénim (kartézsky graf).

a) Véi:[g, 2]
b) Jezdec[e, 5]
c) Strelec|a, 4]
d) Kral[e, 1]

8 8
7 | 7
6 6
5 | 5
4 4
3 3
2 2
1 | 1
a b c d e f g h a b [ d e f g h

Obrazek 8 - ptiklad 1.8.1. a (zdroj: vlastni)
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Levy graf ndm zndzorfuje postaveni véze na pozici [g, 2] a zaroven zvyraznéna pole jsou
mista, kam ji miZzeme na Sachovnici posunout. Leva ¢ast nam pak znazornuje kartézsky graf

této relace (oznacme ji V). Vysledny vycet prvkl vypada takto:
V=A{la, 2]; [b, 2]; [c, 2]; [e, 2]; [f, 2]; [h, 2]; [8, 1]; [8, 31; [8, 41; [8, 51; [8, 61; [8, 71; [8, 81}

b) Jezdec [e, 5]:

8 8
7 7
6 6
5 5
4 4
3 - 3
2 2
1 1
a b c d e f g h a b c d e f g h

Obrazek 9 - grafy k tloze 1.8.1. b (zdroj: vlastni)

Pravy graf ndm znovu znazornuje postaveni figurky jezdce na Sachovnici a barevné
znazornéna pole, kam muZe tahnout. Pravy obrazek je opét kartézsky graf této relace

(oznaéme ji J). Vycet prvk( relace J vypada takto:

J={lc, 4]; [c, 6]; [d, 3]; [d, 7]; [f, 3]; [f, 7]; [g, 4]; g, 6]}
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c) Strelec [a, 4]:

e f g h

a

b

C

d

Obrazek 10 - grafy k tloze 1.8.1. ¢ (zdroj: vlastni)

Obrazky stejné jako v predchozich pfipadech zndzornuji redlnou situaci na Sachovnici (vlevo)

a kartézsky graf relace (vpravo). Vycet prvkl této relace, oznacme ji S, bude vypadat

nasledovné:

S ={[b, 3]; [b, 51; [c, 2]; [c, 6]; [d, 1]; [d, 7]; [, 8]}.

d) Kral[e, 1]:

e f g h a

b

c

d

e

Obrazek 11 - grafy k prikladu 1.8.1. d (zdroj: vlastni)
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| v poslednim pfipadé je v levé poloviné obrazku uvedenad situace pro krale na poli [e, 1].
V pravé Casti je pak kartézsky graf relace, ozna¢me ji K. Nasledné pak vycet prvkd této relace

vypada takto:
K={[d, 1]; [d, 2]; [e, 2]; [f, 1]; [f, 2]}

PRIKLAD 1.8.2.: Skolni tfida o Zacich J, K, L, M pldnuje jet na $kolni vylet. Zarover o Zacich

vime ze:

e Pojede alesponi jeden z dvojice K, M.
e Pojede alespon jeden z zaka J, M.
e Pojede nejvyse jeden ze dvojice J, L.
e Pojeden nejvysSe jeden z 7aku K, L.
e K nepojede bezJ.
e L pojede, pojede-li M.
Jaké jsou mozZnosti pro ucast zakl na Skolnim vyleté, maji-li byt splnény vSechny uvedené
podminky.
Redeni: Nejprve si uvedeme formalizaci nasich vyrokovych proménnych:
j: na vylet jede zak J.
k: na vylet jede Zak K.
I: na vylet jede Zak L.
m: na vylet jede zak M.

Dale pak pomoci vyrokového kalkulu (implikace) prepiSseme uvedenych 6 podminek:

e -k = m; nejede-li K, musi jet M.
e —j= m; nejede-liJ, musi jet M.
e j= -l; pokud pojede J, nem(ze jet L.
e k= -l; pokud pojede K, nem(ze jet L.
e -j= -k; kdyZ nepojede J, nepojede ani K.
e m = |; kdyZ pojede M, pojedeii L.
Mnozinu T nam tedy tvori prvky: T= {j, k, I, m, =j, =k, =I, -m}. Na této mnoZiné si nyni

zavedeme relaci R s pfedpisem: [x, y] ER ©Ph (x > y) = 1.
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Nyni si zakreslime pomocny orientovany graf této relace:

L ]
7j =~k =] -m

Obrazek 12 - orientovany graf k tloze 1.8.2. (zdroj: vlastni)
Zvolme si pravdivostni hodnotu vyroku j = 1. Diky tomu, poté miZeme doplnit pravdivostni
hodnoty u vsSech ostatnich vyrokl. Pravidla jsou takova, Ze pokud mame na zacatku
orientované Sipky 1, na konci bude taktéz 1. Mame-li na konci orientované Sipky O, na

zacatku bude taktéz 0. Je-li u vyroku 1/0, pak u negace vyroku bude hodnota opacna.

7j “k | -m
Obrazek 13 - pravdivostni graf k tloze 1.8.2. (zdroj: vlastni)

Tentokrat si naopak zvolme hodnotu u vyroku j = 0. Podle stejnych pravidel jako u tvorby

minulého grafu doplnime zbylé pravdivostni hodnoty.

-|j “k ] -m

Obrazek 14 — pravdivostni graf k tiloze 1.8.2. (zdroj: vlastni)

Z grafq, které jsme si vytvofili, mizeme jednoduse vycist dvé mozna rfeSeni. Témi jsou, Ze na
vylet pojede bud Zak J spolecné s Zzakem K, nebo v druhém pfipadé pojedou Zaci L a M.

(8], s. 2-3)

22



1 TEORETICKA CAST

1.9 VLASTNOSTI BINARNI RELACE
Vlastnosti binarnich relaci jsou hlavnim zkoumanym tématem této bakalarské prace, proto

si zde zavedeme nékolik pojmQ, které budeme v druhé ¢asti této prace vyuzivat.

DEFINICE REFLEXIVNOST 1.9.1.: Bindrni relace R na mnoziné M je reflexivni pravé, kdyz pro
vsechny prvky mnoZiny M plati, Ze jsou v relaci samy se sebou. Zapisujeme (Vx € M): (x p x).

(3], s. 21)

Pokud bychom méli zadanou relaci {e, f, g}, tak reflexivnost by se ve vysledku projevila tak,
Ze by dana relace obsahovala vSsechny tyto usporadané dvojice [e, €], [f, f], a [g, g]. V ptipadé

grafického znazornéni pro oznaceni reflexivniho prvku pouzivdame smycku.

O

Obrazek 15 - grafické znaceni reflexivity (zdroj: vlastni)
DEFINICE AREFLEXIVNOST 1.9.2.: Bindrni relace R na mnozZiné M je areflexivni, pokud existuje
alespon jedno x, pro které plati, Ze usporadana dvojice (x, x) nenalezi relaci R. Zapisujeme

(Ix € M): (x, x) € R. ([8], s. 4)

DEFINICE ANTIREFLEXIVNOST 1.9.3.: Binarni relace R na mnoziné M je antireflexivni pravé,
kdyZz pro vsechna x plati, Ze usporadand dvojice (x, x) nendlezi R. Zapisujeme

(Vx € M): (x, x) € R. ([6], s. 11)

DEFINICE SYMETRICNOST 1.9.4.: Bindrni relace R na mnoziné M je symetrickd, pokud plati,

Ze prvek x je v relaci s prvkem y, a naopak i prvek y je v relaci s prvkem x. Tedy (Vx, y € M):
[(xpy)=(ypx)](3],s.21)

Pokud bychom méli znovu zadanou relaci na mnoziné {e, f, g}, symetri¢nost bychom poznali
tak, Ze dana relace by obsahovala vSechny tyto dvojice [e, f], [f, €], [e, g], [g, €], [f, g)], [g, f)].

Graficky pak symetri¢nost zndzorfiujeme oboustrannou Sipkou.

r———— 9’
Obrazek 16 - grafické znazornéni symetricnosti (zdroj: vlastni)
DEFINICE ANTISYMETRICNOST 1.9.5.: Binarni relace R na mnoZiné M je antisymetrickd, pravé
tehdy, kdyZ x je v relaci s y a zaroven je y v relaci s x pouze v pfipadé, Ze x a y se sobé rovnaji.

Zapisujeme (Vx, y EM): [(xpy) A (y px)] = (x=vy). [10]
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DEFINICE TRANZITIVITY 1.9.6.: Bindrni relace R na mnoziné M je tranzitivni pravé tehdy,
kdyz pro tfi prvky x, y a z plati, Ze pokud je x v relaci s y a y pak v relaci se z, tak zakonité
musi platit, Ze x je také v relaci se z. Zapisujeme (Vx,y,zEM): [(xpy) A (y p z)] = (x p 2).

([6],s.11)

V tomto pripadé, abychom méli relaci tranzitivity na mnoziné {e, f, g}, musi vycet prvka
obsahovat dvojice tak, Ze pokazdé, kdyz je druha slozka jedné dvojice zaroven prvni slozkou
jiné dvojice, tak zaroven musi prvni slozka prvni dvojice mit dvojici s druhou slozkou. Pokud
mame dvojice v relaci [e, f] a [f, g], pak pro tranzitivnost musi relace obsahovat i dvojici
[e, g]. V pripadé grafického znazornéni musime mit Sipkami propojené vsechny tti prvky tak,

Ze z prvku x vedou orientované Sipky do y i do z a z prvku y musi vést orientovana Sipka do z.

Z

X

Obrazek 17 - grafické znazornéni tranzitivity (zdroj: vlastni)

Pro lepsi pochopeni téchto vlastnosti si nyni ukazme jednoduchy pfiklad.

PRIKLAD 1.9.7.: Mé&jme zadanou mnoZinu primek v roviné a relaci D = (x, y): x || y. Tudiz

relaci byt rovnobézny“. Urcete vlastnosti relace.

Redeni: Reflexivnost: (x p x) — Zajima nas, jestli je pfimka x rovnobéznd sama se sebou. Tato

vlastnost plati, a tedy relace je reflexivni.

Pozn.: Pokud vime, Ze je relace reflexivni, nemusime pak zkoumat areflexivnost

a antireflexivnost, jelikoZ tyto stavy mohou nastat pouze v pripadé, Ze relace neni reflexivni.

Symetric¢nost: [(x py) = (y p y)] — Pokud tedy vime, Ze x je rovnobéina sy, pak by
také méla byt y rovnobézna s x. Tato situace v pfipadé rovnobézek plati, a tedy

relace je symetricka.

Antisymetricnost: [(x py) A (y p X)] = (x =y) - Pfimka x je rovnobéznd s pfimkou y a
zaroven je prfimka y rovnobéina s x, z ¢ehoz vypliva Ze se prvky x a y rovnaji. Na
obrazku 18 muUZeme vidét, Ze jsou rovnobéiné primky, které nejsou identické.

Relace neni antisymetricka.
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Tranzitivita: [(x py) A (y p 2)] = (x p z) — Mame tedy predpoklad, Ze x je rovhobézna
s yazaroven je y rovnobézna se z. Zajima nas tedy, jestli je i x rovnobézind se z. Tento

predpoklad v roviné taktéz plati a relace je tedy i tranzitivni.

Redenim této ulohy tedy je, Ze relace je reflexivni, symetrickd a tranzitivni a neni

antisymetricka.

Obrazek 18 - rovnobézky k dloze 1.9.7. (zdroj: vlastni)

DEFINICE RELACE EKVIVALENCE 1.9.8.: Relaci ekvivalence na mnozZiné M nazveme relaci,

ktera je zaroven reflexivni, symetricka i tranzitivni. ([3], s. 22)

Tedy o relaci v prikladu 1.9.6. mUZzeme prohlasit, Ze je relaci ekvivalence.
Nyni si uvedeme jesté nékolik pfikladl na zkoumani vlastnosti relace:
PRIKLAD 1.9.9.: Vysetrete vlastnosti relaci:

a) (x,y) € R:x]y; relace R feste v mnoziné vsech kladnych pfirozenych cisel. Mame
tedy relaci ,,x déli y“.

b) (x, y) € R: x +y > 8; relace na mnoZiné vSech pfirozenych ¢isel. Mame tedy relaci
,soucet x ay je vetsi nez 8“.

c) (x, y) € R: x £y; relace na mnoziné viech realnych cisel. Relace , byt mensi nebo
rovno“

d) (x,y) € R:x<y;relace na mnoziné vSech realnych Cisel. Tedy relace , byt mensi nez“.
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eseni:

a)

b)

Reflexivnost: (x p x) — Tedy x déli x. JelikoZ jsou vSechna kladnd pfirozena Cisla

délitelna sama sebou, tak tato relace je reflexivni.

Symetricnost: [(x p y) = (y p x)] — Tedy vychazime z pfedpokladu, Ze x déli y, pak
i y déli x. Tento predpoklad neplati. Napfiklad pokud bychom vzali Cislax =2,y = 4.

4 je délitelné 2, ale 2 neni délitelna 4. Relace neni symetricka.

Antisymetricnost: [(x py) A (y p X)] = (x =) - Tedy zkoumdame, zda kdyz x déli y a
zaroven y déli x, pak x a y se sobé rovnaji. Mizeme tvrdit, Ze mensi prvek déli vidy
vétsi (podle pravidel délitelnosti), taktéz mizeme fict, Ze ten samy vétsi prvek nedéli
mensi, to jsme si v zasadé dokazali u zkoumani symetri¢nosti. Délitelnost tedy bude

fungovat pouze v ptipadé, Ze jsou prvky x a y identické. Relace je antisymetricka.

Tranzitivita: [(x py) A (y p 2)] = (x p z) — Tedy pokud vime, Ze x déli y a zaroven y
déli z, pak musi platit, Ze i x déli prvek z. Tento predpoklad plati pro vSechna x, y, z,
naptiklad pro x = 2, y =4, z = 24. 2 déli 4 a zaroven 4 déli 24 a taktéz i plati, ze

2 déli 24. Relace je tranzitivni.
Relace je tedy reflexivni, antisymetricka a tranzitivni a neni symetricka.

Reflexivnost: (x p x) — Tedy soucet dvou stejnych prvkd by mél byt vétsi nez 8. Pokud
bereme v potaz mnoZinu vsech pfirozenych Cisel, kterymi jsou vSechna kladna celd
Cisla, tak vime, Ze tento predpoklad neplati pro vSechny prvky. Relace tedy neni

reflexivni.

Areflexivnost: (Ix € M): (x p x) € R — Tedy, Ze pro nékteré prvky x plati, Ze nenalezi
nasi relaci (naSemu predpokladu), ale pro jiné prvky predpoklad plati. M{Zeme Fict,
Ze pro x = 3 predpoklad, Ze soucet x + x > 8, neplati (3 +3 = 6 a 6 < 8). Na druhou

stranu pro x = 7 pfedpoklad plati (7 + 7 = 14 a 14 > 8). Relace je tedy areflexivni.

Symetric¢nost: [(x py) = (y px)] — Tedy pokud vime, Ze prvek x v souctu s prvkem y je
vétsi nez 8, pak by mélo platit, Ze y v souctu s x je vétsi nez 8. JelikoZz operace soudet
je komutativni?, tak tento pfedpoklad pro viechny prvky plati. Napfiklad x =12 a
y=3->12+3=15a15>8azarovern 3+ 12 =15 a 15 > 8. Relace je symetricka.

2 Komutativita = operace, kterd ve svém smyslu fika, Zze nezalezi na pofadi prvki. X +y =y + x.
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Antisymetricnost: [(x py) A (y p X)] = (x =y) — prvek x dava v souctu s y vic nez 8 a
zaroven y dava v souctu s x vice nez 8 z cehoz vypliva Ze x a y se sobé rovnaji.
Antisymetri¢nost neplati, protoze pokud bychom poditali, ze x = 14 a y = 7, jejich

soucet je vétsi nez 8, ale zaroven 14 # 7.

Tranzitivita: [(x py) A (y p z)] = (x p z) — Zajima nas tedy pokud soucet x a y je vétsi
nez 8 a zdroven vime, Ze soucet y a z je vétsi nez 8, pak by mélo zakonité platit, ze
i souCet x a zje vétsSi nez 8. Na jednoduchém prikladu si ukdazeme, jak tento
predpoklad vyvratit. Vezméme si napfriklad prvky x =1, y =9 a z = 6. MlGZeme tvrdit,
7e1+9>8azaroveni9+6>8,alel+6=7a7<8,tedyx+z<8a predpoklad tedy

neplati. Relace neni tranzitivni.
Relace x + y > 8 je tedy areflexivni, symetricka a neni antisymetrickd a tranzitivni.

Reflexivnost: (x p x) — Zajima nas, zda je x mensi nebo rovno x. Vime, Ze se kazdy

prvek rovna sam sobé, tedy relace je reflexivni.

Symetricnost: [(x p y) = (y p x)] — V tomto pripadé chceme zjistit, jestli kdyZ prvek
X je mensi nebo roven prvku y, tak jestli je poté y mensi nebo roven prvku x. To
ovsem neplati, protoze pokud bychom naptiklad vzali prvky x =5 a y = 14, pak by

mélo platit, Ze 5 < 14, ale 14 neni < nez 5. Tedy relace neni symetricka.

Antisymetricnost: [(x py) A (y p X)] = (x =y) — Prvek x je mensi nebo roven prvku y
a zaroven je y mensi nebo roven x, z ¢ehoZ vyplyva, Ze x a y se rovnaji. A jelikoz
mame v zapisu relace predikat , byt mensi nebo roven”, tak diky rovnosti vime, Ze

pak tento predpoklad platit bude. Relace je antisymetricka.

Tranzitivita: [(x py) A (y p 2)] = (x p z) — Méjme predpoklad, Ze prvek x je mensi
nebo roven y a zdroven je prvek y mensi nebo roven z. Ddle chceme zjistit, jestli
v tomto pripadé taktézZ plati, Ze prvek x je mensi nebo roven z. Tento predpoklad by
mél vzdy platit. Napfiklad pro prvky x=2,y=4az=18 - 2<4 a 4< 18, zaroven

pak plati Ze 2 < 18. Relace je tranzitivni.

Ve vysledku mame relaci, ktera je reflexivni, antisymetricka a tranzitivni.
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d) Reflexivnost: (x p x) —Zkoumame, jestli je mozné, aby prvek x byl mensi, nez prvek x.
To samo o sobé nedava zadny smysl (4 nikdy neni mensinez 4), z toho dlivodu relace
neni reflexivni. V tomto pripadé vime, Ze pro vSechny prvky plati, Ze x neni nikdy

mensi nez x. Z toho divodu o této relaci mizeme prohlasit, Ze je antireflexivni.

Symetricnost: [(x py) = (y p x)] — Podle predpisu by mélo platit, Ze pokud je prvek
x mensinez prvek y, je prvek y mensi nez prvek x. To neplati a mizeme si to dokazat
na trividlnim prikladu. Vezméme si prvky x =9 ay =27, to Zze 9 < 27 je pravdivé, ale

nikdy nenastane aby 27 < 9. Relace neni symetricka.

Antisymetricnost: [(x p y) A (y p X)] = (x = y) —JelikoZz leva strana rovnice
[(x py) A (y p xX)] nema reSeni (situace, aby bylo x mensi nez y a zaroven y mensi, nez
x nastat nemuze), ve vyrokové logice bychom misto levé strany doplnili 0. Taktéz
podle vyrokové logiky plati, Ze pokud mame na levé strané implikace 0, na pravé
pak bude 1 nebo 0, coz podle vyrokové logiky implikace znazornuje vidy pravdu.

Relaci oznac¢ime jako trividlné antisymetrickou.

Tranzitivita: [(x p y) A (y p z)] = (x p z) — Tvrdime, Ze pokud prvek x je mensi nez
prvek y a y je zaroven mensi nez prvek z, pak musi platit, Ze prvek x je mensi nez
prvek z. Tento predikat plati na celé mnoziné realnych cisel. Napftiklad plati pro
prvky x = 13, y = 20 a z = 31, tak mdZeme tvrdit, Ze 13 < 20 a 20 < 31 a zaroven

13 < 31. Relace je tedy tranzitivni.
Relace ,, byt mensi nez” je vysledné antireflexivni, antisymetrickd a tranzitivni.

PRIKLAD 1.9.10.: Méjme zadanou mnozinu G = {a, b, ¢, d, e}. Pomoci zadanych uzlovych

grafl uréete vlastnosti relaci.

Obrazek 19 - zadani k dloze 1.9.10. (zdroj: vlastni)
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Redeni:
a) Relaci A muzeme oznacit jako antireflexivni (graf neobsahuje zZadnou smycku),

symetrickou (vSechny Sipky v grafu jsou obousmérné) a tranzitivni (trojuhelnik

prvkl a, c a d je uzavieny obousmérné).

b) O této relaci B mlzZzeme prohlasit, Ze je reflexivni (vSechny prvky maji kolem sebe

smycku) a symetricka (vSechny Sipky jsou obousmeérné) a je tranzitivni.

c) Tentokrat miZeme o relaci C fict, Ze je areflexivni (obsahuje jen nékteré smycky),

neni symetrickd ani antisymetricka a je tranzitivni.

1.10 ROZKLAD MNOZINY NA TRIDY
JelikoZz jsme jiz definovali relaci ekvivalence, mizeme nyni definovat i takzvany rozklad

mnoziny na tridy ekvivalence.

DEFINICE 1.10.1: Rozkladem libovolné neprdzdné mnoziny M rozumime systém podmnozin

M1, M2, Ms, ..M, ktery spliuje nasledujici vlastnosti:

Miz@,i=1,2,..n,
M1UM2UM3U ...UM,=M,
Mi N Mj=@, pro kazdé i # ],
Pak mnoziny M1, My, ..., M nazyvame tfidami rozkladu mnoZiny M. Z uvedeného zapisu je

zfejmé, Ze systém podmnoZin mnoZiny M muze byt i nekonecny. ([7], s. 53)

Jinymi slovy muiZeme tuto situaci popsat tak, Ze kteroukoliv relaci ekvivalence na
mnoziné M, mizZeme rozdélit na jeji jednotlivé tfidy. Zaroven pak muzeme tvrdit, Ze ke

kazdému rozkladu ndlezi néjaka relace ekvivalence.
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Uvedme si nyni nékolik prikladi:

PRIKLAD 1.10.2: Méjme zadanou mnozinuP ={q, r, s, t}a nanidanourelaciR = [q, ql; [q, s];
[g, t]; [, r]; [t, 9]}. Relaci R doplnite nejmensim poctem usporadanych dvojic tak, aby vznikla

relace ekvivalence.

Redeni: Nejprve si nakreslime graf pro lepsi orientaci v relaci.

t &,

S
Obrazek 20 - graf k ptikladu 1.10.2. (zdroj: vlastni)

Nyni relaci doplnime na relaci reflexivni. Tedy relaci R sjednotime s témito dvojicemi:

Rr =R U {[s, s]; [t, t]}. V grafu doplnime u vSech prvkd smycky.

t 9,

Obrazek 21 - reflexivni graf k prikladu 1.10.2. (zdroj: vlastni)

Nyni relaci Rz doplnime na relaci symetrickou. Dostaneme tedy sjednoceni relace Rg

a téchto prvka:

Rs = Rr U {[s, q]; [t, g]}. Nasledujici dopInéni grafu by vypadalo takto:

q

t €

Obrazek 22 - symetricky graf ptikladu 1.10.2. (zdroj: vlastni)
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Relaci Rs jesté naposledy doplnime na relaci tranzitivni. To dokdZzeme pomoci sjednoceni

relace Rs s témito dvojicemi:

Rr=Rs U {][s, t]; [t, s]} = Re, toto je naSe vysledna relace ekvivalence.

t &,

Obrazek 23 - graf relace ekvivalence ptiklad 1.10.2. (zdroj: vlastni)
Relace Re je relaci ekvivalence a rozlozi mnozinu M na tfidy:
Ri={q,s, t},
R2 ={r}.
PRIKLAD 1.10.3.: Méjme zadanou mnoZinu A ={c, d, e, f, g, h, i, j, k}. Na této mnoziné
méjme zadanou relaci B nasledujicim grafem. Relaci B doplrite na relaci ekvivalence tak,

aby vznikly co nejmensi tfidy rozkladu.

ee

Obrazek 24 - zadani prikladu 1.10.3. (zdroj: vlastni)

Redeni: Jako prvni si vypiseme viechny dvojice relace B.

B = {[c, f]; [d, d]; [f, c]; [f, g]; [j, h]; [k, k]; [k, i]}. Nejprve si tuto relaci doplnime na relaci

reflexivni pomoci sjednoceni.
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Br=B U {[c, c]; [e, el; [f, f1; [h, h], [i, i]; [j, jI}, do grafu pak pridame ke vSsem prvkim
smycky.

Obrazek 25 - reflexivni graf prikladu 1.10.3. (zdroj: vlastni)

Nyni relaci Bz doplnime na relaci symetrickou dalsim sjednocenim.

Bs =Br U {[g, fl; [h, j]; [i, k]}, graficky pak udélame vSechny Sipky obousmérné.

Obrazek 26 - symetricky graf ptikladu 1.10.3. (zdroj: vlastni)

Madame tedy relaci reflexivni a symetrickou. Doplnime jesté na relaci tranzitivni, diky ¢emuz

dostaneme relaci ekvivalence.
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Br=Bs U {[c, g]; [g, c]} = Be. Graficky pfidame obousmérnou Sipku mezi prvky ca g.

g

Obrazek 27 - graf relace ekvivalence ptikladu 1.10.3. (zdroj: vlastni)

Mnozinu A mdZzeme momentalné rozdélit na nékolik ekvivalentnich trid:

Bi={c,f, g},

B2 ={d},
Bs = {e},
Ba={h, j},
Bs = {i, k}.
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2 RESENE PRIKLADY

V této ¢asti si vysvétlime princip fungovani binarnich relaci na skutecnych situacich. Jsou
zde zejména vybrané takové priklady, které jsou néjakym zplsobem unikatni. Tyto priklady
zde feSime z toho dlvodu, abychom si ukazali, Ze ne vSechno je tak jednoduché, jak se mlze

na prvni pohled zdat. A také kvili tomu, Ze by normdlni ¢lovék ani nefekl, Ze se vlastné

jedna o binarni relaci.

2.1 RODINNE DRAMA
V této Casti si ukdzeme pfriklady, které budou Uzce souviset s rodinnymi vazbami a jak

komplikované vlastné rodinné vazby mohou byt.

2.1.1 BYT SOUROZENCEM
V tomto konkrétnim pripadé si ukdazeme, jakym zplsobem mlZeme premyslet nad
sourozeneckymi vztahy. ProtozZze ne vidy se v rodiné vyskytuji pouze sourozenci s obéma

stejnymi rodici.
a) Byt sourozencem (se stejnymi rodici):

Pro nas je tato relace vymezena tim, Ze prvky (jedinci) x, y i z maji tytéZz rodice A, B

(viz Priloha I). Nyni si vySetfime vlastnosti:

Reflexivnost: (x p x) — V praxi pro nas tato vlastnost znamend ,byt svym vlastnim
sourozencem®. To samoziejmé neplati, tudiz relace neni reflexivni. Zaroven jsme schopni

fict, Ze tento predpoklad neplati nikdy, a tedy relace je antireflexivni.

Symetric¢nost: [(x py) = (y p x)] —JestliZe je jedinec x sourozencem y, pak nasledné i jedinec

y je sourozencem x. Tento predpoklad plati, proto relace je symetricka.

Antisymetricnost: [(x p y) A (y p X)] = (x =y) — Zajima nds, zda kdyZ x je sourozencem y a
zaroven y je sourozencem x, tak z toho vyplyva, Ze x a y je tatdZz osoba. JelikoZz plati
antireflexivnost tak situace Ze x a y jsou tatdz osoba nastat nemUZe. Relace neni

antisymetricka.

Tranzitivita: [(x p y) A (y p 2)] = (x p z) — Pokud x je sourozencem y a zaroven je y
sourozencem z, pak nasledné musi platit, Ze x je sourozencem z. To taktéz plati, tudiz

mulzeme tvrdit, Ze tato relace je i tranzitivni.
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Dohromady jsme v tomto pfipadé dostali relaci, ktera je antireflexivni, symetricka

a tranzitivni a neni antireflexivni.
b) Byt sourozencem (nevlastni, s alespon jednim rodicem stejnym)

Méjme zadanou relaci ,x je sourozencem y“ pricemz budeme do zadani poditat i se
sourozenci nevlastnimi, nebo se sourozenci se stejnym jen jednim rodi¢em. Situace, jak by

tyto dvé moznosti mohly napfiklad nastat mGzeme vidét viz. Pfiloha Il a Pfiloha lll.

Reflexivnost: (x p y) — stejné jako v pfedchozim pfipadé prvek x neni svym sourozencem.

Relace neni reflexivni, ale je antireflexivni.

Symetricnost: [(x p y) = (y p x)] — Pokud x je sourozenec s y pak i y je sourozenec s x. Toto

plati, nebot x i y jsou sourozenci navzajem. Relace je symetricka.

Antisymetricnost: [(x p y) A (y p X)] = (x = y) — Zajima nas, zda kdyZ x je sourozencem
(nevlastnim/poloviénim) s y a zaroven y je sourozencem x, tak z toho vyplyva, 7ze x a y je
tataz osoba. Jelikoz plati antireflexivnost tak situace Ze x a y jsou tatdZ osoba nastat

nemuzZe. Relace neni antisymetricka.

Tranzitivita: [(x py) A (y p z)] = (x p z) — Jestlize x je sourozencem s y a zaroven pak y je
sourozencem se z mélo by pak platit, Ze x je sourozencem z. Hned podle zminénych priloh
mUlzZeme vidét, Ze tato relace byt tranzitivni nemusi, protoZe nemusi existovat Zadna vazba

mezi x a z. Relace tranzitivni neni.

Tato relace je symetricka a antireflexivni a neni tranzitivni a antisymetricka.
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2.1.2 BYT RODICEM
Tato relace by se na prvni pohled mohla zdat jako velmi jednoduchad. Jelikoz se vsak
nebudeme vyhybat tématim jako je incest?, dostaneme se ke komplikovanéjsim, ale na

druhou stranu zajimavé;jsim relacim.
a) Byt rodicem:

Tato relace, je presné ta jednoduchd varianta, kterou si vétsina lidi vybavi pod pojmem ,, byt

rodicem®. Nyni si ukazme vlastnosti této relace:

Reflexivnost: (x p x) — To znamena3, Ze by jedinec x mél byt svym vlastnim rodi¢em. V tomto
pfipadé to neni mozné a relace neni reflexivni. Naopak tento predpoklad neni mozny nikdy,

a proto je relace antireflexivni.

Symetricnost: [(x py) = (y p X)] — Coz znamen3, Ze jedinec x je rodi¢em jedince y a zaroven
by tedy i prvek y mél byt rodicem jedince x. To ovSsem znovu neplati a neplati ani

symetri¢nost.

Antisymetricnost: [(x p y) A (y p X)] = (x = y) — Tato relace bude trividlné antisymetricka.
Podminka plati diky stejnému principu, jako jsme fesili v prikladu 1.9.8. d). Tedy jelikoz

nemuzZe nikdy nastat prava strana implikace, nemidzZeme dokazat jeji nepravdivost.

Tranzitivita: [(x py) A (y p z)] = (x p z) — Pokud jedinec x je rodicem y a y je rodi¢em z, pak

ztoho vyplyva, Ze x je rodicem z. Toto taktéZ neplati, protoZe obecné by x byl prarodi¢em z.
Relace je tedy antireflexivni, antisymetricka a neni tranzitivni.
b) Byt rodicem (teoreticky):

V tomto pripadé budeme relaci byt rodicem brat Cisté teoreticky. V podstaté zapojime do
feSeni vlastnosti relace i pravé jiz dfive zminéna tabuizovana témata, nebo cestovani

¢asem. Nyni si ukazme, jak by pak tato relace vypadala:

Reflexivnost: (x p x) —Jedinec x by mél byt sam svym vlastnim rodi¢em. Tato vlastnost by
fungovala ve dvou moznych pfipadech. Prvnim z nich je, Ze by samotny x uzavrel snatek se
svym pavodnim rodi¢em — pak by se teoreticky stal svym nevlastnim rodicem. Druhym
opravdu velmi teoretickym zplsobem by se situace dala vyresit tak, Ze existuje cestovani v

case. V tomto pfipadé by samotny jedinec x cestoval do minulosti, kde by zplodil potomka

3 Sexudlni aktivita mezi pfibuznymi (krvesmilstvo).
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se svym rodi¢éem —>zplodil by tedy sam sebe a nasledné by tedy platilo, Ze je svym vlastnim
rodicem. Z téchto teorii (tedy minimalné z té prvni) vyplyva, Ze ano jedinec x miZe byt svym

vlastnim rodi¢em a relace je v teoretické roviné areflexivni.

Symetricnost: [(x py) = (y p y)] — Pokud x je rodicem y tak zaroven plati, Ze y je rodicem x.
Znovu na teoretické urovni by si y, které je ditétem x, mohlo vzit (uzavtit snatek) svého
prarodice (tedy rodice x) a tim by se z y stal nevlastni rodi¢ rodice x. Stejnym zplsobem by
se dalo vyuzit teoretického cestovani v Case. Jelikoz, ale pfipoustime vztahy z minulého

prikladu, relace neni symetricka.

Antisymetricnost: [(x py) A (y p X)] = (x=y) — Tedy x je rodiéem y a y je rodi¢em x, z ¢ehoz
vyplyva Ze x a y se sobé rovnaji. Tuto implikaci oviem mGzeme vyvratit tak, Ze by teoreticky
mohla nastat situace, kdy x je rodicem y, ale y uzavie snatek se svym prarodicem, tedy y by

bylo nevlastnim rodicem x. Pfitom x a y jsou dvé rizné osoby. Relace neni antisymetricka.

Tranzitivita: [(x py) A (y p z)] = (x p z) — Pokud je x rodicem y a zaroven je y rodi¢em z, tak
z toho vyplyva Ze x je rodi¢em z. Tato vlastnost mlze fungovat na jednoduchém principu —
jedinec x je rodiCem y a pak nasledné ten samy jedinec x zplodi potomka spolecné s y
(potomka z), ergo y je rodicem z, ale zaroven i x je rodicem z. ProtozZe ptipoustime i pripad

v minulém prikladu, relace znovu nebude tranzitivni.

Ve vysledku dostdvame relaci, kterd je areflexivni, ale neni symetricka, antisymetrickd, ani

tranzitivni.

2.2 RUZNE HRY
V této podkapitole si ukdzeme, Ze mnoho her, a to jak deskovych, karetnich, nebo Uplné

specialnich, se dd vyjadrit jako binarni relace. UkaZzeme si jaké vlastnosti maji a jak vypadaiji.

2.2.1 KAMEN, NUZKY, PAPIiR
Prvni hra, kterou mlGzZeme vyjadfit jako bindrni relaci, je stara klasickd hra ,, Kamen, nlzky,
papir“. Jednd se o hru pro dva a vice hracli a prvni zndmky o jeji existenci pochazi
z 19. stoleti z Japonska. Tato hra funguje na principu vyfazovani. Hrac¢i pomoci odpoctu
synchronizované ukazou jeden ze symboll (kdmen — zatnuta pést, nGzky — zaviena ruka s
dvéma zvednutymi prsty (ukazovacek, prostfednicek), papir — rozeviend dlan
(viz Ptiloha 1V)). Nasledné se vyrazuje ten hrac, ktery podle pravidel nikoho ,neprebiji“.

Pravidla jsou nasledujici: kdmen prebiji nGzky (ztupi je), nlzky prebiji papir (rozstfihnou ho)
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a papir prebiji kdmen (zabali ho). Pokud ovsem vsichni hraci ukazou v jednom kole stejny
symbol, nebo pokud se vSsechny symboly navzajem v jednom kole pfebiji, tak se celé kolo

anuluje a zUstavaji nadale hrat vsichni hradi. [11]
Nyni si ukazme, jaké vlastnosti ma binarni relace ,,x prebiji y“.

Reflexivnost: (x p x) — Tedy x by mélo prebijet samo sebe. To podle pravidel neplati, protoze
pokud jsou symboly stejné, tak se kolo anuluje. Z toho vypliva, Ze relace neni reflexivni, ale

dokonce je antireflexivni.

Symetricnost: [(x py) = (y p x)] — Pokud prvek x prebiji prvek y, tak nasledné i prvek y prebiji
prvek x. JelikozZ se jednd o jednosmérny kruh, tak vlastnost taky neplati — napriklad kamen

prebiji nlzky, ale nGzky neprebiji kamen. Relace neni symetricka.

Antisymetricnost: [(x py) A (y p X)] = (x =y) — Prvek x je vrelaci y a y je v relaci s x, coz
implikuje, Ze se prvky x a y rovnaji. V tomto pfikladu bude relace trividlné antisymetricka.
Z prilohy IV mlzZeme zjistit, Ze leva polovina implikace nemuze nikdy nastat (ve vyrokové
logice oznacdime tuto relaci jako 0). V pfipadé vyrokové logiky implikace at doplnime za
pravou stranu 0 nebo 1, bude vZdy vychazet tvrzeni pravdivé. Ve vysledku je relace

antisymetricka.

Tranzitivita: [(x py) A (y p )] = (x p z) — JestliZe x pFebiji y a zaroven y prebiji z, pak z toho
vyplyva, Ze x prebiji z. Jak jiz bylo zminéno, jedna se o jednosmérny kruh, a tato vlastnost
taktéz neni platna. Napfiklad papir pfebiji kAmen a kamen prebiji nlzky, ale papir neprebiji
nuzky.

Vysledné je relace ,, Kamen, nlzky, papir”, relaci, kterd je antireflexivni a antisymetricka a

neni tranzitivni.

2.2.2 PRSI
Jako dalsi priklad hry jako bindrni relace je Prsi. Prsi je velmi zndma karetni hra, ktera vznikla
v povalecnych letech. Jeji plvodni ndzev ,Mau-mau” pochazi z odvozeni od ktidla
osvobozeneckého hnuti v Keni, ale ve stfedni Evropé je tato hra znama spiSe pod pojmy
»,Pony“ nebo pravé nase Prsi. Tato hra se hraje nej¢astéji s mariasovymi kartami (32 karet
-7,8,9, 10, spodek, svrsek, krdl, eso; barvy: srdce, zelené, Zaludy a kule), a hlavnim ukolem

pro hrace (vétSinou 2 aZ 6) je zbavit se co nejrychleji svych karet, pficemz na zacatku
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kazdého kola ma kazidy hrac Ctyfi karty. V PfilohaV se nachazi sloZeni vSech 32 karet,

se kterymi Prsi hrajeme. [12]

Pravidla hry jsou nasledujici: jeden hrac¢ rozda vSem hracdm karty a jednu pak licem umisti
doprostied stolu (pokud se jedna o svrSek o vybéru startovni barvy rozhoduje barva tuplné
posledni karty v balicku), zbytek balicku postavi na stal, kde bude slouzit pro dobirani karet
(hrdc si musi vzit kartu z bali¢ku, pokud nem{zZe nebo nechce odhodit ani jednu kartu, co
drzi v ruce). Karty muze kazdy hrac zahrat tak, Ze na stejné Cislo maze zahrat pouze stejné
Cislo (rdzné druhy barev) nebo stejnou barvu (jakékoliv Cislo). Naptiklad, lezZi-li na stole
zelena 9, dalsi hra¢ mlze na tuto kartu zahrat jakoukoliv devitku (Zaludovou, srdcovou,

nebo kulovou), nebo jakoukoliv zelenou kartu (7, 8, 10, spodek, svrsek, kral, eso). [12]

Tato pravidla se vSak Uplné nevztahuji na takzvané specidlni karty (sedma, svrsek, eso
—viz Pfiloha VI). Tyto katry maji specialni efekty: sedma — pokud se zahraje, hrac, ktery je
dalsi na fadé, si musi vzit dvé karty z balicku. Ovsem pokud se mezi sebou hraci domluvi na
,prebijeni“, tak pokud padne sedma a nasledujici hra¢ ma jinou sedmu v ruce, mlZe tu
prvni ,prebit” a tim padem azZ dalsi hrac bere karty z balicku, tentokrat ctyfi. Svrsek — mize
byt zahran kdykoliv a na libovolnou kartu (mimo sedmy a esa) a hrac, ktery svrska pouzil,
urcuje, ve které barvé bude nasledujici hra¢ pokracovat. Napfiklad hra¢ A zahraje svrska a
rozhodne se pro Zaludy, to tedy znamena, Ze dalsi hra¢ musi zahrat jakoukoliv Zaludovou
kartu, nebo pouZit jiného svrSka na zménéni barvy znovu. Eso — podobné jako u sedmy,
pokud néjaky hrac zahraje eso, nasledujici hra¢ nehraje. Vyjimkou je znovu ,,prebijeni”, kdy,
pokud se zahraje eso a nasledujici hra¢ ho vlastni mezi svymi kartami, mlze to prvni

,prebit“ a tim ,stoji” az hrac ndasledujici. [12]

Nyni si vymezime vlastnosti relace Prsi. V tomto pfipadé relaci definovanou pojmem ,,moci

zahrat na” (ve hire mGZeme prebijet):

Reflexivnost: (x p x) — Na kartu x mGzZeme zahrat znovu kartu x. Toto obecné plati, v pfipadé

prebijeni a relace je tedy reflexivni.

Pozn: Ovsem je zde nutné zminit, Ze v kaZzdém balicku se kaZdd karta nachdzi pravé jednou,

tudiZ tato situace v praxi nastat nemdZe (pri hfe s jednou sadou karet).

Symetric¢nost: [(x py) = (y p X)] — To ndm popisuje vztah takovy, Ze pokud mlzeme na kartu

x zahrat kartou y, tak i na kartu y miZzeme hrat kartou x. Zde se dostavame do jistého
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problému se specidlnimi kartami. Bez specialnich karet by symetri¢nost ve vsech pfipadech
fungovala, ale pokud by napftiklad karta x byla srdcova 8 a karta y by byla srdcova 7, pak se

dostavame do sporu, protoze na srdcovou 7 nemuze nasledujici hrac¢ zahrat srdcovou 8.

Pozn: Relace by z teoretického hlediska mohla byt symetrickd za predpokladu, Ze neni
povolené prebijeni. Slo by o to, Ze prvni hrd& by zahrdl srdcovou sedmu, druhy hrd¢ by musel
brdt dvé karty z baliku, diky ¢emuz by nehrdl (nepolozil by do hry Zaddnou dalsi kartu). Treti
hrac¢ by mohl jako ndsledujici kartu zahrat prdvé danou srdcovou 8 — cozZ by vedlo k tomu,
Ze by na srdcovou 7 byla zahrdna srdcova 8. TotéZ by platilo i v pfipadé prebijeni, ale za
predpokladu, Ze by druhy hra¢ nemél Zadnou sedmu, kterou by mohl prebit (pak by musel

lizat a situace by byla obdobnd).
Diky této poznamce muzeme tvrdit, Ze relace je symetricka.

Antisymetricnost: [(x py) A (Y p X)] = (x=y) — Typ x je v relaci s typem y a zaroven je typ y
v relaci s x, z cehoz vypliva Ze se prvky x a y rovnaji. V nasem ptipadé by to tedy znamenalo,
Ze by relace byla symetrickd pouze ve chvili, kdy se karty x a y rovnaji. Antisymetri¢nost
neplati, jelikoZ naptiklad pro kulovou 9 a zelenou 9 symetrie plati, aniz by se karty sobé

rovnaly. Relace neni antisymetricka.

Tranzitivita: [(x py) A (y p 2)] = (x p z) — Tento predpoklad si miZzeme vyloZit tak, Ze na
kartu x mUZeme zahrat kartu y. Zaroven pak na kartu y mGZzeme hrat kartu z. Tento
predpoklad mizeme vyvratit hned nékolika zplGsoby. Napfiklad pokud budeme jako x hrat
kulovou 10 a y budeme hrat Zaludovou 10, z pak bude predstavovat Zaludovou 8. V tomto
pripadé urcité nemuUzeme zahrat na kulovou desitku Zaludovou 8 (to odporuje pravidliim
hry). Dalsim ptikladem je opét vyuziti specidlnich karet, napfiklad za x si predstavme
zelenou 9 a za y zelené eso, za z pak eso srdcové. Zde znovu urcité vime, Ze na zelenou 9

nemuzZeme hrat srdcovym esem.

Ve vysledku tady dostdvame, Ze tato relace je reflexivni, symetricka, ale neni antisymetricka

ani tranzitivni.
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2.3 POKEMONI
DalSim, tentokrat ponékud zvlaStnim ptipadem bindrni relace v redlném svété, jsou
Pokémoni. Toto téma by se dalo zaradit do kapitoly hry, ale jelikoZ tuto mnozinu, mnozinu

Pokémon(, mizeme vyuzit hned nékolikrat, bude lepsi ji vénovat samostatny oddil.

Pojem Pokémon pochdzi z Japonska, jednd se v podstaté o zkratku vytvorenou ze slov
»pocket monsters”, tedy do cestiny bychom tento vyraz pfelozili jako kapesni ptiSerky.
Autorem pUlvodni videohry (tedy prostoru, kde se s nimi poprvé setkdvame) je Satoshi
Tajiri. Byla poprvé publikovana spolec¢nosti Nintendo v roce 1996. Hra Pokémon je po vSech
mnoha letech stale aktualni (prosla nékolika vylepSenimi a obnovami), kdy jako posledni
v roce 2022 vysla tzv. osma generace této videohry. Pokémoni se ale vryli do paméti svych
fanouskl nejen jako hra na Nintendo, ale taktéz jako karetni hra, animovany serial nebo

mobilni aplikace (Pokemon GO spusténa v roce 2016). [13]

Pravidla hry se na prvni pohled mohou zdat ponékud slozita, ale princip je pomérné
jednoduchy. Ve hfe mate avatara, ktery ma 6 pokémondu, se kterymi bojuje proti ostatnim.
Pokémoni mohou byt rlizného typu: normalni, bojovy, |étajici, jedovaty, zemni, kamenny,
hmyzi, duch, ocelovy, ohnivy, vodni, travni, elektricky, psychicky, ledovy, draci, temny a vili

typ. Zakladem je, Ze kazdy tento typ ma jiny vliv v boji proti ostatnim typtim. [13]

Na samotném bojisti si pak hrac vybere jednoho ze svych pokémon( a bojuje proti jinému,
co si vybral protihrac. Cely zapas je konstruovany na principu tahové strategie. V praxi to
funguje takovym zpuUsobem, Ze hraje prvni hrac, ktery ma na vybér z nékolika akci (mQze
pouZit pouze jednu), jakmile svij krok dokonci, hraje hra¢ druhy. Prohrava ten, kterému
jako prvnimu klesne zdravi pokémona na minimum (pokémon omdli a neni schopen dal$iho
zapasu). Akce, ze kterych maze hrac ve svém kole vybirat jsou: utok (pokémon zautoci na
soupere), pouziti predmétu (uzdravovaci lektvar, ...), vyména pokémona (pokud ma hrac
vice nez jednoho, muze je v prlbéhu boje vystfidat), odchod (pokud se to hraci povede,

muze se pokusit utéct spolecné se svym pokémonem). [13]

Pro nase Setfeni binarnich relaci budeme potfebovat informace, jakym zplsobem a jak

pusobi jeden typ na ostatni. Tyto Udaje najdeme v tabulce Pfiloha VII.
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2.3.1 BYT EFEKTIVNI
Relace budeme definovat pojmem , byt efektivni“, tedy jinak feceno, typ pokémona dava
normalni, ¢i zvySené poskozeni druhému typu pokémona. V tabulce (Ptiloha VII) nds zajima,

mezi kterymi typy se vyskytuje 1 nebo 2:

Reflexivita (x p x): — Zajima nas, jestli ten samy typ pokémona, ma stejny vliv sam na sebe.
To ale neplati, jelikoZ naptiklad jedovaty typ na sebe plisobi pouze se snizenou efektivnosti.
Z tabulky Ize ale vycist, Ze nékteré prvky vici sobé reflexivni jsou a diky tomu je relace

areflexivni.

Symetricnost: [(x p y) = (y p X)] — Zajima nas, jestli je jeden typ pokémona efektivni vici
druhému a jestli je pak i ten druhy efektivni vacéi prvnimu. Z tabulky mizeme vycist, Ze
relace symetricka neni, jelikoZz napfiklad kamenny typ je efektivni vici normalnimu typu,
ale naopak je normalni typ pouze slabé efektivni (coz neplati pro predikat nasi relace) vici

kamennému. Relace neni symetricka.

Antisymetricnost: [(x p y) A (y p X)] = (x = y) — Tento predpis nam tika, Ze relace je
antisymetrickd pouze v pripadé, Ze typy x i y se sobé rovnaji a plati, Ze xjevrelacisyayje
vrelaci s x. Toto dle priloZzené tabulky taktéZz neplati, protoze napriklad hmyzi typ je
efektivni proti normalnimu a zaroven ale i normalni typ je efektivni viaéi hmyzimu

(a normalni typ neni stejny jako typ hmyzi). Relace neni antisymetricka.

Tranzitivita: [(x py) A (y p 2)] = (x p z) — Tedy zkoumdame, pokud typ x je efektivni vici
typu y a zdroven je typ y efektivni vici typu z, zda je typ x efektivni vlci typu z. Tento
dlsledek ndm vyvraci naptiklad trojice, kde x = hmyzi typ, y = normalni typ a z = |étajici typ.
Hmyzi typ je efektivni proti normalnimu a normalni typ je efektivni vici létajicimu, ale hmyzi

typ je jen slabé efektivni proti létajicimu. Relace tranzitivni neni.

Tato relace je tedy areflexivni, neni symetricka, antisymetrickd ani tranzitivni.
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2.3.2 BYT SUPEREFEKTIVNi
Relace , byt superefektivni“, jinak receno pokémon dava za Utok pouze zvySené poskozeni.

V tabulce (viz Pfiloha VII) hleddme pouze hodnotu 2.

Reflexivnost: (x p x) — Zajimd nas, zda je kazdy prvek superefektivni sam vici sobé. To
neplati a relace neni reflexivni. Napfiklad zemni typ je vici sobé pouze normalné efektivni.
Ovsem v tabulce se vyskytuje nékolik typl, které podminku spliuji, a tedy relace je

areflexivni.

Symetricnost: [(x p y) = (v p x)] — Typ x je superefektivni proti typu y a pak zaroven i typ y
ma byt superefektivni vici x. V tabulce si mizeme naptiklad vSimnout, Ze ocelovy typ je
superefektivni vii¢i kamennému, ale kamenny typ je pouze slabé efektivni vici ocelovému.

Relace neni symetricka.

Antisymetricnost: [(x py) A (Y p X)] = (x=y) — Typ x je v relaci s typem y a zaroven je typ y
v relaci s x, z ¢ehoz vypliva Ze se prvky x a y rovnaji. Pokud bychom vyzkouseli vsechny
kombinace superefektivnich prvkd, zjistili bychom, Ze relace je antisymetricka, protoze
jediné, kdy plati, Ze jsou dva prvky vzajemné vUici sobé superefektivni je, kdyz jsou si prvky

rovny (presnéji jediné dva prvky, a to duch a draci typ).

Tranzitivita: [(x py) A (y p 2)] = (x p z) — Pokud je typ x superefektivni vici typu y a zaroven
pokud je y superefektivni vici typu z, pak musi platit, Ze i typ x je superefektivni vici typu z.
To bohuzel neplati, protoze napfiklad hmyzi typ je superefektivni vci travnimu typu a ten
je pak superefektivni proti typu kamennému, ale hmyzi typ je jen normalné efektivni vici

kamennému. Relace je tranzitivni.
Relace je tedy areflexivni, antisymetrickd a neni symetricka a tranzitivni.

2.3.3 BYT NEEFEKTIVNi
Relace , byt neefektivni“, tedy pokémon ddva pouze sniZzeny nebo Zadny utok. V tabulce

(viz. Ptiloha VII) nds tentokrat zajimaji hodnoty 0.5 a 0.

Reflexivita: (x p x) — Zajima nds, zda ten samy typ je vici sobé efektivni slabé nebo vibec.
To neplati, jelikoZz naptiklad typ duch je v(i¢i sobé superefektivni. Z tabulky zaroven mizeme

vycist, Ze pro nékteré prvky vsak tento predpoklad plati, a proto je relace areflexivni.

Symetricnost: [(x py) = (y p x)] — Zajima nas, zda pokud je typ x neefektivni vici typu y, tak

to znamena Ze typ y je neefektivni proti x. Tento pfedpoklad poprfeme napftiklad ve chuvili,
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kdy bojovy typ je neefektivni proti duchovi, ale duch je normalné efektivni vici bojovému.

Znamena to, Ze relace neni symetricka.

Antisymetricnost: [(x py) A (y p X)] = (x =y) — CoZ znamena, Ze typ x je v relaci s typem y a
zaroven je typ y v relaci s x, z ¢ehoz vypliva Ze se prvky x a y rovnaji. Z tabulky mGzeme
vycist, Ze napfiklad typ duch nedava zadné poskozeni normalnimu a stejné tak i normalini

typ neddva zadné poskozeni duchovi. Relace neni ani antisymetricka.

Tranzitivnita: [(x py) A (y p z)] = (x p z) — Zkoumame, zda pokud typ x je neefektivni vici
typu y a y je neefektivni vici z, pak by mélo platit, Ze typ x je neefektivni proti typu z.
Z tabulky jsme schopni zjistit, Ze pokud bychom si za prvky vzali x = bojovy typ, y = typ duch
a z = normalni typ, kdy bojovy typ je neefektivni proti duchovi a duch je neefektivni proti

normalnimu, tak bojovy typ je superefektivni proti normalnimu. Relace neni ani tranzitivni.

Nakonec dostavame relaci areflexivni, kterd ale neni symetricka, antisymetricka ani

tranzitivni.

2.4 MESTSKA HROMADNA DOPRAVA

Jako posledni ukazkovou binarni relaci z redlného svéta si zde ukazeme, Ze jako takovou
binarni relaci miZzeme vzit tak banalni koncept, jako je cestovani méstskou hromadnou
dopravou. Pro nazorné ukazky pak vyuZijeme mapu plzeriské MHD, kterd je zaroven
pfiloZzend jako Pfiloha VIII, a soucasné na odkazu vloZzeném niZe nalezneme stejnou mapu

v interaktivnim provedeni.

https://jizdnirady.pmdp.cz/provoz

Pod pojmem MHD si tedy predstavujeme systém linek verejné osobni méstské hromadné
dopravy. V Plzni by se pak jednalo konkrétné o 3 linky tramvaji, 9 linek trolejbust, 27 linek
autobus( a 9 nocnich linek. Tento systém pak vyuziva presné 312 zastdvek rozprostienych

po celém mésté a v jeho prfiméstskych oblastech.

2.4.1 MoOCT PRESTOUPIT
Budeme se tedy zabyvat relaci vymezenou pomoci pojmu ,moci prestoupit z linky x na

linku y“. Ur¢eme si nyni vlastnosti této relace.

Reflexivnost: (x p x) — Zajima nas, pokud jedeme konkrétni linkou x, zdali pak miZeme na

néjaké zastavce prestoupit na tu samou linku x. To samoziejmé plati, jakmile na néjaké
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zastavce linky x vystoupime, mizeme na tom samém misté nastoupit na tutéz linku znovu
(a to at uz v pripadé, Ze jsme vystoupili z vozu, jen abychom pustili ostatni cestujici ven,
nebo, Ze chceme pockat na dalsi spoj). Napfiklad jedeme-li linkou 12 a vystoupime na
zastavce Mikulasska, mizZzeme na té samé zastdvce nastoupit na linku 12 znovu. Relace je

tedy reflexivni.

Symetricnost: [(x p y) = (y p x)] — V nasem pripadé jde o princip, Ze pokud mizZeme
prestoupit z linky x na linku y, tak zaroven midzeme i z linky y prestoupit na tom samém
misté na linku x. Tedy jakmile linka x stavi na zastavce, na které stavi i jina linka y, mizeme
mezi nimi libovolné prestupovat. Takovychto zastavek, kde stavi vice nez jedna linka, je
v Plzni 183. Tedy pokud bychom napfiklad jeli linkou tramvaje 4 a vystoupili bychom na
zastavce Pod Zahorskem, mzeme prestoupit na linku tramvaje 1, a stejné tak mGzeme na

zastavce Pod Zahorskem prestoupit z linky 1 na linku 4. Relace je tedy symetricka.

Antisymetricnost: [(x py) A (Y p X)] = (x =y) — tedy z linky x mUZeme prestoupit na linku y
a zaroven z linky y mGzZeme prestoupit na linku x z ¢ehoz vyplyva, Ze linky x a y je jedna a
tam sama linka. Toto mlUzZeme vyvratit tak Ze x = autobus 29 a y = autobus 30. Mezi linkami
29 a 30 mGzeme libovolné prestupovat na zastavkach: Poliklinika Doubravka, Opavska,
U Pietasu, U Astry, Rolnické namésti, Castkova, Poliklinika Slovany, Posta Francouzska,
Slovany, Vodarna, Panasonic, Borska pole. Pfitom linka 29 je rozdilna od linky 30. Relace

neni antisymetricka.

Tranzitivita: [(x py) A (y p 2)] = (x p z) — Zajima nds, zda pokud mUZeme z linky x prestoupit
na linku y a z linky y pfestoupit na linku z, jestli pak mlZeme zaroven i pfestoupit z linky x
na linku z. Tento predpoklad vyvracime, pokud bychom naptiklad za x zvolili linku autobusu
32, za y linku trolejbusu 16 a za linku z tramvaj 2. Z linky 32 mzZeme prestoupit na linku 16
a to na dvou zastdvkach (U Luny a U Teplarny). Z linky 16 pak mUZeme prestoupit na tramvaj
2, na zastavce Hlavni nadrazi, ale z linky 32 nem(zZeme nikdy ptfimo prestoupit na tramvaj

2. Relace tedy neni tranzitivni.

Pozn. Tato relace by mohla byt tranzitivni v pfipadé, Ze by napriklad v zaddni byl predikdt
»moci pfestoupit na téZe zastdvce”. V tom pfipadé by na stejné zastdvce museli zastavovat
vSechny tfi prvky a relace by byla i tranzitivni. Pak by byla relace zdrovern relaci ekvivalence.
Takovych zastdvek, na kterych zastavuji vice neZ tfi linky, je v Plzni 123 (véetné nocnich

linek).
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Relace je reflexivni, symetricka, ale neni tranzitivni.

2.4.2 CESTOVANIi MEZI ZASTAVKAMI
Tentokrat si zkusme relaci s predikatem ,,dostat se ze zastavky x do zastavky y pomoci linek

MHD”. Mezi zastdvkami miZzeme neomezené prestupovat. Uréeme si nyni jeji vlastnosti.

Reflexivnost: (x p x) — Zajimd nds, zda se mlzZeme ze zastdvky x dostat na tu samou
zastavku x. V pfipadé, Ze ze zastavky x odjizdi néjaka linka MHD, tak se na to misto také

vraci a relace tedy je reflexivni.

Symetricnost: [(x p y) = (y p xX)] — Tedy pokud se lze pomoci MHD dostat z mista x na
misto y, pak by se méloi z mista y dostat zpét pomoci MHD na misto x. Tuto vlastnost nam
komplikuji jednosmérné zastavky jako je napfiklad zastdvka Hlavni posta. Z Hlavni posty
totiz, mGZzeme napfiklad pomoci linky 2, dostat na zastavku Terezie Brzkové, ale ze zastavky
Terezie Brzkové se prfimo do zastavky Hlavni posta nedostaneme. MlzZeme vsak z Terezie
Brzkové prejet az do zastavky Anglické nabrezi, kde mizeme prestoupit na opacny smér

linky 2 a dojet zpét k Hlavni posté. Relace je tedy symetricka.

Antisymetricnost: [(x py) A (y p X)] = (x =y) — Ze zastavky x se mUZzeme pomoci MHD dostat
na zastavku y a zaroven se ze zastavky y se mlzeme dostat pomoci MHD dostat na
zastavku y. Toto implikuje, Ze zastavky x a y jsou stejné (jedna stejnd zastavka). Tato
implikace neplati, nebot se miZeme ze zastavky Slovany dostat pomoci MHD na zastavku
Jedlova, stejné tak se mlzZeme ze zastdvky Jedlova dostat na zastavku Slovany. Zastavky

Jedlova a Slovany odlisné. Relace neni antisymetricka.

Tranzitivita: [(x p y) A (Y p 2)] = (x p z) — Zajima nas, zda pokud se ze zastavky x mlzeme
pomoci linek MHD dostat do zastdvky y a ze zastavky y se pak mizZzeme pomoci MHD dostat
do zastavky z, znamend to Ze i ze zastavky x se mizeme pomoci MHD dostat do zastavky z.
Jelikoz v ramci relace mdme povolené prestupy, pak se vidy mlzZeme dostat ze
zastavky x do zastdvky z. Relace tedy bude tranzitivni. Napfiklad ze zastavky Vinice se
mulzeme pomoci linky 41 dostat na zastavku Sady pétatficatnik(, odkud se pak mizeme
dostat pomoci linky 4 na zastavku Technickd. A zaroven mlGzeme ze zastavky Vinice prejet

na zastdvku technickd dokonce tak, aniz bychom vyuzili zastavku y (Sady pétatficatnika).

Relace je tedy reflexivni, symetricka i tranzitivni — je tedy relaci ekvivalence.
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Tato posledni ¢ast je vénovana nékolika riznym prikladim bindrnich relaci, které bychom

mohli najit ve svété kolem nas. Tentokrat jsou vSak priklady nefesSené.

3.1 HRy

1. Vezméme si jako hru znovu Prsi. Vysetrete vlastnosti relace zadanou pojmem ,x je
prebito y“.

2. Vysetrete vlastnosti relace ,x plati y“ ve hfe Monopoly.

3. Vysettete vlastnosti relace na mnoziné hry Clovéce, nezlob se, zadanou pomoci
pojmu ,,x vyhodi figurku y“.

4. Méjme zadanou relaci pomoci pojmu ,x zvitézi nad y“, vySetrete jeji vlastnosti.

5. Vysetrete vlastnosti relace ,x remizuje s y“.

3.2 DOPRAVA

1.
2.
3.

Vysetrete vlastnosti relace zadané pomoci pojmu ,,x ma novéjsi model auta nez y“.
Méjme relaci ,,x ma drazsi auto nez y“, vysetrete vlastnosti této relace.

Vysetrete vlastnosti relace zadané predikatem ,x predjel y*.

3.3 ZAMESTNANi

1
2
3.
4

Méjme relaci byt kolegou v praci, vySetrete vlastnosti relace ,x je kolegou y“.
Vysetrete vlastnosti relace ,x je ucitelem y“.
Méjme zadany predikat ,,x je nadfizenym y“, vySetfete vlastnosti této relace.

Vysetrete vlastnosti binarni relace ,x mési¢né vydélava vice penéz nez y“.

3.4 PRATELSTVi

1.

o u kW N

Méjme zadanou relaci pomoci pojmu ,x znd y“, nebo relaci ,x je pfitelem na socialni
siti y“, vySettete vlastnosti této relace.

Vysetrete vlastnosti relace ,x je nepfitel y“.

Méjme relaci zadanou pomoci predikatu ,x je vyssi nez y“, vySetiete jeji vlastnosti.
Méjme zadanou relaci, kdy ,,x je zajimavy pro y“, vySetfete vlastnosti této relace.
Vysetrete vlastnosti relace ,x je oblibenéjsi nez y“.

Méjme zadanou relaci pomoci pojmu ,x ma spolecny konicek sy, vySetfete
vlastnosti této relace.
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3.5 OSTATNI
1. Vysetrete vlastnosti relace zadanou pomoci pojmu ,x je dvojcetem y*“.
2. Vysetrete vlastnosti relace zadanou predikatem ,x je tanec¢nikem y*“.
3. Méjme zadanou relaci, kdy ,,x je sousedem y“, vySetrete jeji vlastnosti.
4. Relace je zadand pomoci predpokladu ,x a y vlastni stejnou znacku telefonu”,

vySetrete vlastnosti této relace.

Méjme zadanou relaci ,x je vy$ v potravnim fetézci nez y“, vysetrete vlastnosti této
relace.
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ZAVER

ZAVER

Tato prace méla dvé konkrétni ndplné. Prvni z nich bylo napsat bakaldfskou praci takovou,
aby mohla slouzit studentlim matematickych studii jako pomocny ucebni text a zaroven
jako sbirka specidlnich prikladd. VSem témto studentim by méla pomoci komplexné
pochopit téma bindrnich relaci. Druhou ndplni pak bylo napsat praci dostatecné
srozumitelnou, aby si ji mohl precist kazdy, kdo by se rad presvédcil, Ze matematika se

v realném svété opravdu prolind kdekoliv.
Praci jsme rozdélili do tfi hlavnich kapitol.

Prvni kapitolu jsme celou vénovali vysvétlovani teorie. Tedy seznameni s matematickymi
pojmy, které pro zkoumani bindrnich relaci potfebujeme. Zacali jsme pojmem mnoZina
a pres pojmy, jako je usporadana dvojice, kartézsky soucin a jeho grafické zndzornéni, jsme
se propracovali az k pojmdm binarni relace, grafické znazornéni binarnich relaci a ke
stéZejnim vlastnostem bindrnich relaci. Kazdou definici, ¢i vysvétlivku, jsme pak pro

snadnéjsi pochopeni doplnili o nazorné priklady.

Ve druhé kapitole jsme pak jiz resSili konkrétni priklady z redlného svéta. Ty jsme zamérné
vybrali takové, aby byly néjakym zplsobem zajimavé. Napfriklad priklady spolecné s tim, co
nam je nejblizsi, tedy srodinou, nebo priklady ze svéta her i z cestovani méstskou
hromadnou dopravou. Vtéto kapitole jsme zjistili, Ze ne vSechny ulohy jsou tak
jednoduché, jak se na prvni pohled mizZe zdat. Tedy v pfipadé relace , byt sourozencem*”
jsme se dostali do problémU s nevlastnimi sourozenci. V pfipadé hry Prsi vyvstal napfiklad
problém u takzvanych specidlnich karet, nebo u zkoumani plzeriské méstské dopravy, kdy

musime pocitat i s jednosmérnymi zastavkami.

Ve treti kapitole jsme pak uz jen na zavér zminili nékteré dalsi ptiklady bindrnich relaci

v realném svété. V tomto pripadé byly ulohy nefesené.
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RESUME

RESUME

Tato bakaldrska prace pojedndva o vztazich v redlném svété jako o prikladech binarnich
relaci. Tedy zabyva se Setfenim vlastnosti bindrnich relaci (reflexivita, symetri¢nost,
tranzitivita) definovanych pomoci pojm( redlného prostredi. Nejprve prace vymezuje
zakladni teoretické pojmy, které ve druhé ¢asti aplikuje na konkrétnich pfikladech. Posledni

Cast je vénovana nefeSenym prikladdm binarnich relaci redlného svéta.
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RESUME

This bachelor thesis deals with real-world relationships as examples of binary relations.
It studies properties of binary relations (reflexivity, symmetry, transitivity), which are
defined with the usage of real-life surroundings. Firstly this work defines the basic
theoretical concepts, which it then applies in the second part to specific examples. In the

last part there are other examples of binary relations in the real world.
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Priloha II - Rodokmenové zobrazeni 2 (zdroj: vlastni)
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Priloha III - Rodokmenové zobrazeni 3 (zdroj: vlastni)
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