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Abstrakt

Diserta¢ni prace se zabyva odhadem vlastnosti Sumi ve stavovych mo-
delech. Prace prezentuje ¢tyii zakladni pristupy k odhadu vlastnosti Sumii,
pficemz zvlastni pozornost je vénovana korela¢nim metodam. Jsou zde uve-
deny zpisoby vypoctu vlastnosti Sumt hlavnimi predstaviteli korela¢nich me-
tod a je poukidzano na jejich spolecné vlastnosti a slabé stranky. Na zakladé
zjisténych nedostatki korela¢nich metod jsou definovany samotné cile diser-
tacni prace.

Nésledné je detailné predstavena nova korelacni metoda, které tesi cile
disertacni prace. Metoda poskytuje odhad necentrilnich a centrilnich mo-
mentli pro ¢asové nezavislé i zavislé Sumy. Také je dokazano, ze tyto odhady
jsou nestranné a konzistentni. Metoda je téz vyuzita k ziskani dalsiho popisu
Sumi, jakym je ovéfeni predpokladu gaussovosti Sumi, ¢i odhad parame-
tri popisujicich ¢asové zavislé Sumy nebo hustotu pravdépodobnosti Sumi.
V zavéru diserta¢ni prace jsou ilustrovany schopnosti nové korela¢ni metody.
Metoda je porovnéna s vyznamnymi piedstaviteli korela¢nich metod a také
jsou ilustrovany unikatni schopnosti metody samotné. V neposledni fadé je
ilustrovano vyuziti nové korelacni metody v oblasti globalnich naviga¢nich
satelitnich systémi, kde je kromé simulovanych dat vyuzito i redlnych mé-
feni pseudovzdélenosti.

Klicova slova: stavovy model, korela¢ni metody, vlastnosti Sumi, korelované
Sumy, stfedni hodnoty Sumi, kovarian¢ni matice Sumii, vyssi momenty Sumii,
parametricky popis Sumu



Abstract

The thesis deals with the estimation of noise properties of the state
space model. The thesis presents four basic approaches to the estimation
of the noise properties, where the special attention is devoted to the es-
timation using correlation methods. Also, the detailed ways of calculating
the noise properties by the main representatives of the state-of-the-art corre-
lation methods are shown here. Their common qualities and weaknesses are
pointed out. The goals of the thesis are defined on the basis of the established
properties of the correlation methods.

Subsequently, a new correlation method is presented in detail to ad-
dress the thesis goals. The method provides estimation of non-central and
central moments for both time-independent and time-dependent noises. It is
also shown that these estimates are unbiased and consistent. The method
is also used to obtain a further description of noises such as Gaussianity
of noises, or estimating parameters describing time-dependent noises or the
probability density of noises. Finally, the thesis illustrates the capabilities of
the new correlation method. The method is compared with prominent repre-
sentatives of correlation methods and the unique capabilities of the method
itself are illustrated. Finally, the application of the new correlation method
in the field of global navigation satellite systems is illustrated where the real
pseudorange measurements are used in addition to simulated data.

Keywords: state-space model, correlation methods, noise properties, corre-
lated noises, noise means, noise covariance matrices, noise higher-order mo-
ments, parametric noise description
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Kapitola 1

Uvod

V mnoha odvétvich lidské ¢innosti se setkavame se systémy, u nichz
je potieba poznat jejich aktualni situaci ¢ ovlivnit jejich chovani. Aby bylo
poznani, ¢i ovliviiovani efektivni, vyuziva se model systému, ktery v sobé
koncentruje dostupné informace o chovani daného systému. V piipadé, ze by
model svym popisem neodpovidal chovani systému, mize dojit k chybnému
poznani ¢i nevhodnému ovlivnéni chovani tohoto sytému. Proto je velmi di-
lezité najit model, ktery dostatecné kvalitné popisuje systém.

Mezi ¢asto vyuzivané modely patii stavové modely. Stavovy model vy-
uziva vnitini proménnou kterd, jak uz nézev napovida, se nazyva stavem.
Tento stav reprezentuje aktuélni situaci daného systému. Cely stavovy mo-
del urcuje vyvoj stavu, vzijemné vazby mezi samotnymi slozkami stavu,
zpusob, jakym lze tento stav ovlivnit vnéjsSim zasahem, ¢i zptisob, jakym se
stav projevuje na meéfeni daného systému.

Model popisujici systém je mozné chapat jako kombinaci dvou c¢ésti.
Prvni ¢ast popisuje predvidatelné chovani systému, kterd se obvykle vy-
znamné projevuje pri jeho pozorovani. Tato ¢ast se oznacuje jako determinis-
tickd ¢ast modelu a lze ji obvykle nalézt modelovanim pomoci mechanickych,
chemickych, biologickych, ekonomickych ¢i jinych zédkont nebo pravidel [1]
nebo alternativné pomoci identifika¢nich metod na zakladé dostupnych mé-
feni [2, 3|. Druh4 ¢ast modelu se oznacuje jako stochastickd ¢ast modelu
a ma za tkol co nejlépe popsat neptredvidatelné (tj. obtizné modelovatelné)
chovéani systému. Nalezeni stochastické ¢asti modelu pomoci expertnich zna-
losti ¢i modelovanim byva, oproti deterministické ¢ésti, obvykle velice kom-
plikované, v nékterych piipadech dokonce nemozné. Proto je stochasticka
¢ast modelu ziskdvana vyhradné za pomoci identifika¢nich metod a mé spolu
s deterministickou ¢asti modelu jako celek co nejlépe popsat chovani realného
systému.

Rozvoj metod identifikujicich stochastickou ¢ast modelu probiha jiz



od sedmdesatych let. Tyto metody maji mnoho rozdilnych predpokladi nejen
na model, ale i na zpusob identifikace. I pfesto maji casto fadu nevhodnych
vlastnosti, tvrdych predpokladii a jejich schopnosti byvaji omezené.

V této praci se zaméfime na vyznamné predstavitele metod identifiku-
jicich stochastickou ¢ast modelu. Poukéaze se nejen na jejich dobré vlastnosti,
které budou v této praci dale rozsifovany, ale i na slabé stranky, které budou
potla¢ovany ¢i uplné odstranovany.

Préce je roz¢lenéna véetné tivodni kapitoly do celkem 10 kapitol. V ka-
pitole 2 je ukdzan model systému a znaceni, které je v praci vyuzito. V ka-
pitole 3 jsou jednotlivé metody pro odhad vlastnosti Sumi rozdéleny do Ctyt
skupin dle principu odhadu a je poukizano na jejich predpoklady a vlast-
nosti. V kapitole 4 jsou pfedstaveny a porovnany veskeré vyznamné korelacni
metody. Na zakladé zjisténych schopnosti a predpokladu korela¢nich metod
jsou definovany v kapitole 5 cile disertac¢ni prace. Stézejni ¢ast disertacni
prace je v kapitole 6, kde je pfedstavena novi korela¢ni metoda, ktera po-
skytuje hned nékolik riznych zptusobt odhadu momenti Sumt. V kapitole 7
jsou nejen analyzovany vlastnosti odhadi momentt z pfedchozi kapitoly 6,
ale také jsou ukdzana ruzna rozsiteni a diskutovany poznamky k metodé sa-
motné. Vyuziti odhadi momentt Sumu k dalsimu popisu Sumi je predstaveno
v kapitole 8. Jednotlivé ¢asti kapitol 6, 7 a 8 také postupné tesi jednotlivé cile
disertacni prace z kapitoly 5. V kapitole 9 je na nékolika piikladech ilustro-
vano chovani nové navrzené korelaéni metody. Zavéreéna kapitola 10 shrnuje
dosazené vysledky diserta¢ni prace.



Kapitola 2

Model systému a znaceni

Uvazujme linearni ¢asové proménny (LTV - z anglického linear time-
varying) diskrétni stochasticky stavovy model systému [4, 5], ktery je dan
nasledujicimi rovnicemi vyjadiujicimi dynamiku stavu a relaci mezi stavem
a méfenim

Xk+1 = Fka + ug + Wy, (21)
z, = Hypxy + vy,

kde £ =0, 1, 2, ..., 7, Fi € R™*" je matice dynamiky, H; € R"*"= je
matice méfeni, x; € R™ je nemétitelny vektor stavu, u, € R" je znamy
vektor fizeni, z;, € R™ je znamy vektor méfeni, w;, € R™ je neméfitelny
vektor Sumu stavu a vy € R™ je neméfitelny vektor Sumu méfeni.
Deterministicka ¢ast modelu je dana v tomto pripadé linearnimi rovni-
cemi (2.1), (2.2) a maticemi F a Hy, které budeme v této praci povazovat
za znamé! a omezené, tzn. kazdy prvek matic F;, a Hj, nabyva kone¢né hod-
noty. Také predpokladejme, Ze stav je v kazdém okamziku pozorovatelny,

tzn. odhad stavu lze ziskat z posloupnosti ¥izenf [wf,uf,,, ..., wl,,, »I"
a posloupnosti méfent [z}, z}_,, ... ,zgﬂnfl)]T pro vSechna k. Stav x;, je po-

zorovatelny pravé tehdy, kdyz matice pozorovatelnosti, kterd je definovani
jako

Hy,
Hj 1 Fy,
Opr = | HipoFrpnF | ¢ Rrenexne, (2.3)

e—1
_Hk—&—nm—lf]? |

1Ziskané napiiklad modelovanim & identifikaci.



mé ‘hodnost rovnou Ng. Matice F; ,ﬂ je definovana
jako Fl = ngle—i-j—i = Fk+j—1 .. Fk+1Fk € RMexna,
Stochasticka ¢ast modelu je dana vlastnostmi Sumi stavu wy a méteni
vi. V praci budeme uvazovat nidhodné vektory Ssumi wy a vy, které jsou
popsany
i) zndmymi funkcemi? parametrizovanymi kone¢nym poc¢tem Casové ne-
proménnych konec¢nych parametri 0
ii) nebo pomoci kone¢ného poctu ¢asové neproménnych koneénych mo-
mentii.
Mezi ¢asto vyuzivany popis parametrizovanou funkci patii naptiklad popis
pomoci funkce hustoty pravdépodobnosti (PDF - z anglického probability
density function) Sumi zapsané jako pw,. . wr.vo...vi(Wos - -« s Wr, Vo, ..., V730).
V préci bude pfevazné vyuzivan popis pomoci momenti, ktery se da
dale rozdélit na popis pomoci necentralnich a centralnich momenti?®. Z di-
vodu uspornosti zapisu budeme v praci vyuzivat nasledujici znaceni.
Uvazujme libovolné vektory s;,i € {1,2, ..., n}, pro které bude pouzi-
van zkraceny zapis stfedni hodnoty jejich Kroneckerova sou¢inu (tj. necent-
ralni momenty)

Nil i9 in
S 89" --,Sn

—E[s¥" @ ®...® sﬁ“‘] , (2.4)

/L'.
J . v . v
kde s? =85, ®8; ®...®s;,Vj znac¢i Kroneckerovu mocninu, ® znaci ope-

TV
1;—Clent
rator Kroneckerova sou¢inu a dolni index si', sy, ...,s!» je zkraceny zapis
cs1 . i1 2 i
polynomialni funkce s{' ®sy” ®...®@s2".
— Priklad

Pokud je w; ndhodny vektor, pak NW% je 4. necentrdlni moment tohoto
vektoru, ktery lze také zapsat jako E[wj @ wy @ wr @ wy]. Pokud je necen-
tralni moment navic ¢asové neproménny, 1ze u néj z duvodu zjednoduseni
zapisu vynechat dolni ¢asovy index jako Nye = Nwi‘

Pokud je a deterministicky vektor a wj, a Wy, jsou nahodné vek-
tory, pak Nw;c,a,wiﬂ je 3. kriZovy necentralni moment ndhodnych vektoru
W}, & Wy nasobeny vektorem a, ktery lze také zapsat jako E[w, ® a ®
Wit1 ® W)

Obdobné bude vyuzit pro nahodné vektory s;,i € {1,2, ..., n} zapis

2Tato funkce je dana napiiklad hustotou pravdépodobnosti nebo pomoci struktury
popisujici vyvoj ndhodné veli¢iny v Case, jak je detailné ukazano v kapitole 8.2.
3Centralni momenty lze piepsat jako polynomialni funkce necentralnich momenti.



pro centralni momenty

Coi iz = E| (51— E[s1])”" @ (32 — Elsa) " @ ... @ (s, — E[s,]))*" |, (2.5)
kde dolni index s!',sZ, ..._,sﬁ’l" je zkréceny zapis polynomidlni funkce
(s1 — E[s1])®" ® (s — E[82))®° @ ... @ (s, — E[s,])®".

— Prtiklad

Pokud wy, je ndhodny vektor, pak C, je 4. centrdlni moment tohoto vek-
toru, ktery lze také zapsat jako E[(w), — E[wy]) ® (wi, — E[wy]) @ (wy, —
E[wk]) ® (wi, — E[wy])]. Pokud je centralni moment ¢asové neproménny,
lze u néj z diuvodu zjednoduseni zapisu vynechat dolni casovy index
Cws = Cys.

Pokud jsou wy a wy nadhodné vektory, pak Cw, w,,,,w, je 3. kri-
Zovy centralni moment ndhodnych vektori wy a wy,q, ktery lze také
zapsat E[(w), — E[wi]) ® (Wii1 — E[wiia]) @ (wy, — E[wi])].

Pokud vektor A obsahuje kopie nékterych prvki, poté lze vektor ob-
sahujici pouze jeho unikatni prvky zapsat jako AY. Diky tomu lze vektor

unikatnich prvki vektoru N; i g2 in (2.4) zapsat jako N lfl & ., pomoci
1 S92 5-Sn 1So” 3o ,Sp
néasledujiciho vztahu
_ N U
N, 711 ,s? ,,,,, s \Ijsil ,S;Q, ,sﬁl"'/\/sil ,s? yery ST (26)

12 in predstavuje replikacni matici obsahujici jednicky
1 ,S S

kde symbol TV
2 1P n
a nuly. Obdobné lze i pro vektor Csil G2 gin (2.5) a vektor jeho unikatnich
1 59 5-ySn

prvka CY g2 i nalézt vztah
17,897 sSpt
) _ aC U
CSlll ,SQ ,...732" - \Ijsil ,5227 7S:{LCS;1 75222, 7537'”' (27)
— Priklad

Nahodny vektor w;, € R? ma nulovou stiedni hodnotu a ¢asové nepro-
N5 (1) N5 (2)

N‘L’i2(2) NVL‘J’Q(3):|> kterou lze za-

ménnou kovarianéni matici E[w,w]] = [

psat ve vektorizované formé jako Noz = [VY5(1) MYy (2) MY, @) NY,3) ], pi-
padné pouze pomoci unikatnich prvki jako NV, = [N, (1) M5 (2) MY, (3) 17,
kde N, (i) je prvek vektoru N, na i-tém radku. Tudiz plati vztah

100
Nyz = WM NY, | kde matice ¥, = [8 8}
001

OO




Jako opak replika¢ni matice bude vyuzivana takzvanéd unifika¢ni ma-
tice, kterda z vektoru a obsahujici ho kopie nékterych prvki vybere libovol-
nym zpiisobem pouze unikatni prvky, které sefadi do vektoru aV. Proto lze

z vektoru N g2 g . (2.4) vytvorit vektor unikatnich prvki N .. po-
Sg7hees 1 3 2 5eSn
moci vztahu
U _ &N
'/\/’5’1175”;27 7Sn @ ;178222, 7Sn N’Sll,S?, 7sln7 (28)
kde symbol &V iz in pfedstavuje unifika¢ni matici? obsahujici jednicky
S1y 2 yeerSn

a nuly. Obdobné i vektor C Gl gl gin (2.5) Ize prevést na vektor jeho unikat-

So7 e

nich prvka CY podle Vztahu

11 7'2

) 2 3oy 71
b = @5, 0 n 2
Csil 75227 752111 Sil 7SZ227 7Sn Csil 75227”"53{1' ( 9)
— Piiklad
Nahodny vektor w;, € R? ma nulovou stiedni hodnotu a ¢asové nepro-
. o T
ménnou kovarianci Ngz =[N0 N2 N2 MLB)]T nebo

./\/vlng = [N N (2) Nvﬂz(?))]T. Tudiz plati vztah ./\/WUQ = @Q@Nwz kde

. o . : ) v . <. 1000
unifikaéni matice ma napifklad nasledujici podobu &V, = [0100].
w 0001

Pokud existuje dvojice vektori /\/'z-1 o2, sin(2'4) takova, Ze mnozina
2.

prvki s '.Vj u obou vektori obsahuje stejné prvky, ale pouze v jiném po-
fadi, tak je mezi touto dvojici vektoru jednoznacny vztah pomoci takzvané
preskladavaci matice.

— Priklad
Pro nadhodné vektory wi a wy; Ize nadefinovat vektory 4. necentralnich
moment Nwz wi1 & Nwpwiig,wis které se vzajemné nerovnaji, nicméné
obsahuji SteJne prvky. Proto mezi nimi existuji nésledujici vztahy
— 132 — 23,1 — 1,23
NW%WICH =7 WisWk4+1,WE — T ka,WkJrhWk T ka,wkH kde

symbol Yi-i2-in p¥edstavuje preskladavaci matici jednic¢ek a nul, ktera
vhodné preusporada jednotlivé cleny v operatoru stiedni hodnoty
podle pofadi ¢isel v hornim indexu. Poznamenejme, ze Y123 se rovna
jednotkové matici.

V této praci budeme uvazovat, ze mezi parametry @ a momenty existuje
vztah. Vztah mezi momenty a parametry PDF je pro nékolik vybranych
(skalarnich) ndhodnych veli¢in ilustrovan v tabulce 2.1.

4Unifika¢ni matice neni jednoznaéné definovan. Z vektoru obsahujiciho kopie stejnych
prvki lze napiiklad vybrat libovolné jeden z nich a je jedno ktery.



Gaussovo rozdéleni

z—a)2
hustota pe(z5a,0) = G(z;a,b) = ﬁe_( 5

parametry [ a € R, b >0

vztahy Ny,=a,Cp2=0b

Studentovo rozdéleni

pe(x;a,b,¢)=T(x;a,b,c)

hustota i1 (et
\/71%(;(5( )) <1 + %(x_baV) * .G je gama funkce
parametry | a € R, b6 >0,c>0
b 6
vztahy Ne =a, Cpr = c—_627 Cpa = c—4

Sikmé Studentovo rozdéleni
pe(x;a,b,¢,d)=ST(x;a,b,c,d)

hustota =2T(z;a,b+ 2, d)DT(o717d+1)<\/%% d:(lfa,)? )
T

kde funkce D poskytuje hodnotu distribu¢ni funkce

parametry [a € R, b>0,ceR,d>0

vztahy No=a+ec, Cp=50b+c%) — (ce)?

Cos = ec%5(3b 4 2¢%) — 2L (b+ %) + 2(ce)?

Cor = ot (0 + )% — 74(3b +2202) + 5L (ce)2(b+ )
—3(ce)* (555 (b+ ) — (ce)?)

_ [aGt5)
kdeef\/:G(%)

Rozdéleni smési dvou Gaussovych rozdéleni
p(x;a,b,¢,d,e) = GM(z;a,b,¢,d, e)
= aG(z;b,d) + (1 —a)G(z;c,e)

parametry | a € (0,1),beR, ceR, d>0,e>0
vztahy N, =ab+ (1 —a)c
./\/;2 =a(d+b*)+ (1 —a)(e+?)
Nz = a(3bd + b*) + (1 — a)(3ce + ¢?)
Nt = a(6b*d + 3d* + b*) + (1 — a)(6c%e + 3e2 + )
(1063d + 15bd? + b°) + (1 — a)(10c®e + 15ce? + ¢°)

hustota

xs—a

Tabulka 2.1: Pfehled vybranych skalarnich ndhodnych veli¢in popsanych ko-
ne¢nou mnozinou parametri PDF a jejich vztahy k momenttm.



Kapitola 3

Rozdéleni metod pro odhad
vlastnosti Sumu

Za poslednich pét desetileti bylo navrzeno nemalé mnozstvi identifikac-
nich metod, které poskytuji odhad vlastnosti Sumi. Tyto metody lze rozdélit
do nasledujicich ¢tyt skupin podle principu jejich odhadu [6]: korelaéni me-
tody [7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26,
27, 28, 29, 30, 31|, metody odpovidajicich momenti |32, 33, 34, 6, 35, 36, 37,
38, 39, 40, 41, 42, 43, 44, 45, 46, 47, 48, 49, 50|, metody zaloZzené na maxi-
méalni vérohodnosti [51, 52, 53, 54, 55, 56, 57, 58, 59, 60, 61, 62, 63, 64, 65|
a bayesovské metody, |66, 67, 68, 69, 70, 71, 72, 73, 74, 75, 76, 77, 78, 79,
80, 81, 82, 83, 84|. Vlastnostmi, vyhodami a nevyhodami konkrétnich me-
tod ¢i urcitych skupin se zabyvalo nékolik nasledujicich, ¢asto pfehledovych
¢lanka [51, 85, 86, 6, 87, 88, 75, 17, 89, 20, 30, 90, 91].

Hlavni myslenky, vlastnosti a predpoklady jednotlivych skupin jsou dis-
kutovany v nasledujicich podkapitolach.

3.1 Nestrannost a konzistence odhadu

V nasledujicich kapitolach bude vyuzivana dvojice pojmi, jakymi jsou
nestrannost a konzistence odhadt. Uvazujme deterministicky vektor x € R"=,
jehoz odhad lze zapsat jako x.

Tento odhad x 1ze nazyvat nestrannym, pokud se stfedni hodnota od-
hadu rovna odhadovanému vektoru, tj. plati E[x] = x. Pokud je odhad x
ziskan na zakladé dostupnych méfeni, pak nestrannost neni nijak ovlivnéné
celkovym poctem pouzitych meéteni.

Dalsi vyuzivanou vlastnosti odhadu je slaba konzistence [92, 93], kterou
budeme v této praci zkracené nazyvat jako konzistence. Odhad %, poc¢itany



na zakladé 7 méreni, je konzistentni, pokud konverguje ve smyslu stfedni
kvadratické chyby (MSE - z anglického mean squared error) ke skuteéné
hodnoté x, tj. plati vztah lim, ., E[(x—x)T (x—x)] = 0, ktery je ekvivalentn{
se vztahem lim, . E[(X — x)(X — x)T] = 0,,, xn,, kde 0, xn, znaci nulovou
matici piislu§né dimenze. Slabé konzistence zarucuje snizovani MSE odhadu
s nartistajicim poc¢tem méreni.

3.2 Bayesovské metody

V této kapitole se zaméfime na metody vyuzivaji bayesovsky ptistup.
Bayesovské metody (BM - z anglického Bayesian methods) jsou obecné na-
vrzeny pro systém, ktery je popsan stavovym LTV modelem.

BM vyuzivaji mnoha riznorodych nelinedrnich filtri, diky kterym po-
skytuji odhad popisu Sumi spole¢né s odhadem stavu.

BM jsou prevazné navrzené k odhadu stfednich hodnot a kovarianc-
nich matic Sumiu. BM piedpokladaji kromé jiného i znalost rozlozeni hustot
pravdépodobnosti nejen pocate¢ni informaci o stavu a Sumi, které jsou v dr-
tivé vétsiné gaussovské, ale také znalosti rozlozeni hustot pravdépodobnosti
jednotlivych parametri Sumu. Ty ovliviiuji nejen vyslednou kvalitu odhadu,
ale i stabilitu vypoc¢tu samotného odhadu. Vlastnosti odhadi popisu Sumi
ziskané pomoci BM, konkrétné nestrannost a konzistence, takika nebyly v li-
teratuie feSeny.

3.3 Metody zalozené na maximalni vérohod-
nosti

Dalsimi metodami identifikujicimi vlastnosti Sumi jsou metody zalo-
zené na maximalni vérohodnosti (MLM - z anglického maximum likelihood
methods). Vétsina MLM je navrzena pro systém popsany stavovym LTV mo-
delem obecné s negaussovskym Sumem. Samotné MLM lze rozdélit do dvou
podskupin dle zpisobu odhadu vlastnosti Sumii.

Prvni podskupina vyuzivd mnozinu preddefinovanych modelu parame-
trizovanych riznymi parametry popisujici Sumy. Pro kazdy tento model je
pomoci vérohodnostni funkce vypoc¢tena mira duvéry v tento model a diky
tomu je z mnoziny vybran model s nejvétsi mirou davéry. Tento ptistup vy-
zaduje vytvoreni obvykle nemalé mnoziny téchto preddefinovanych modeli.
Druha podskupina vyuziva algoritmus ustfednéni a maximalizace (EM — z an-
glického expectation-maximization). Tento pFistup vyuZiva pocateéni infor-
maci o parametrech Sumu k nadefinovani filtru a odhadu stavu systému



pro vSechna dostupna méteni. Pomoci tohoto odhadu stavu se diky vérohod-
nostni funkci odhadnou nové parametry sumu, diky nimz se znovu nadefinuje
novy filtr a znovu se odhadne stav. Tyto kroky se pak st¥idavé opakuji, dokud
nedojde k ustaleni hodnoty odhadu.

MLM poskytuji odhad stfednich hodnot a kovarian¢ni matice Sumi
stavu i méfeni nebo autokorela¢ni funkei Sumu méfeni. Kvalita odhadu a sta-
bilita vypoc¢tu je u tohoto pristupu zavisla na pocatec¢ni informaci o para-
metrech sumu. Odhad popisu Sumu pomoci MLM je ¢asové velmi naro¢ny,
a podobné jako BM ani pro MLM nebylo dokazano, Ze poskytuji nestranny
nebo konzistentni odhad vlastnosti Sumii.

3.4 Metody odpovidajicich momentii

V této kapitole jsou popsany metody, které se snazi najit popis vlast-
nosti Sumi pomoci odpovidajici momenti. Metody odpovidajicich momenti
(MMM - 7z anglického moment-matching methods) jsou navrzené pro systémy
popsané stavovym LTV modelem s gaussovskymi Sumy.

MMM jsou zalozené na vyuziti odhadu stavu z linedrniho filtru
(tj. stiedni hodnoty a kovarian¢ni matice chyby odhadu stavu) spolu s jejich
o¢ekavanymi vlastnostmi, a to i v pripadé, zZe nejsou splnény piedpoklady
pro pouziti tohoto filtru. Tyto odhady stavu jsou s pomoci zapominaciho
faktoru ¢i posuvného okénka v kazdém kroku filtru vyuzity pro odhad vlast-
nosti Sumi, které jsou vyuzity v dalsim c¢asovém kroku filtru. To znamen4,
ze filtru se v ¢ase aktualizuji informace o vlastnostech Sumi a tim i méni
vlastnosti odhadu stavu.

MMM poskytuji odhad jak stfednich hodnot, tak kovarian¢nich ma-
tic Sumu. Kvalita odhadu, stejné jako stabilita vypoctu, je obecné zavisla
na kvalité poc¢atecni informace o parametrech Sumu. Vypocet pomoci MMM
je Casové nenaroc¢ny, ale podobné jako u predchozich ptistupu nebylo doké-
zano, ze tento pristup poskytuje nestranné ¢i konzistentni odhady.

3.5 Korela¢ni metody

V neposledni fadé se v této kapitole podivime na metody nazyvané
korela¢ni metody (CM - z anglického correlation methods). Vétsina CM
je navrzena pro systémy popsané stavovym linearni ¢asové neproménny
(LTT - z angl. linear time-invariant) modelem obecné s libovolnymi husto-
tami pravdépodobnosti Sumt a stavu.

Hlavni myslenka CM je zalozena na korela¢ni analyze chyby predikce
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méfeni pocéitané prevazné' pomoci linedrniho filtru s uZivatelsky volenym
ziskem.

Diky tomu CM poskytuji odhad kovarian¢ni matice sumi. Oproti pred-
chozim tfem pristupim maji CM nejméné predpokladu na systém, nejméné
pozadovanych pocate¢nich informaci a uzivatelskych parametri. Nejen
diky tomu lze ukazat, ze CM jsou schopny poskytnout jednak konzistentni,
ale pro nékteré metody dokonce i nestranné odhady.

Predevsim diky schopnosti poskytovat konzistentni a nestranny odhad,
diky mirnym predpokladiim na systém a malému poctu uzivatelskych para-
metri se tato prace zamét{ vyhradné na CM.

Obecné jde o korelaéni analyzu stochastického procesu vzniklého transformaci méfeni.

11



Kapitola 4

Korela¢ni metody: zakladni
pristupy a vlastnosti

V této kapitole se zaméiime na vyznamné piedstavitele CM spolu
s jejich nasledovniky a na zpisob definovani chyby predikce méreni
(MPE - z anglického measurement prediction error), ktera je vyuzivana ves-
kerymi CM. Nasledné budou vlastnosti, schopnosti a nedostatky predsta-
venych metod shrnuty jednotnou formou a na zakladé ziskanych poznatki
budou formovany cile disertacni prace.

4.1 Vyuzivany model systému

Predpokladejme systém popsany rovnicemi (2.1) a (2.2), kde vektor
sumii &, = [wi,v[]" je nezavisly na vektoru &; pro k # j, tj. Sumy stavu
a méreni jsou casové nezavislé, ale mohou byt zavislé vzajemné. Vektory
Sumu stavu wji a Sumu méfeni v, maji nulovou stiedni hodnotu a kovari-
ance’ sumi jsou nasledujici Cy2z = Q, Cy2 = R, Cwy = S. Dale budeme
uvazovat z diuvodu zjednoduSeni (bez ztraty obecnosti), Ze bude Fizeni uy
nulové pro vSechna k.

4.2 Chyba predikce méreni
Veskeré CM jsou zaloZeny na statistické analyze MPE definované jako

2, = 2, — 2, (4.1)

"Wektory Q, R, S obsahuji prvky kovarianénich matic umi a v textu je dale budeme
oznacovat zkracené kovariance Sumi.
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kde Z; je vektor vytvofeny z posloupnosti méieni a é’\k je jeho predikce. Jak
uz z nazvu vyplyva, CM vyuzivaji korela¢ni analyzu MPE (4.1). Korela¢ni
funkci MPE lze zjednodusen&? zapsat ve vektorové formé jako

QU
Cr=A; |RY|, (4.2)
S

kde Ay je zndma matice konstruovana za pomoci znamych matic Fy, Hy
a uzivatelskych parametri a vektor Cy je definovan

2
2k,§k,1

Cp = , (4.3)

gkagkz—J

z ¢ehoz plyne, Ze rovnice obsahuje celkem J + 1 korelacnich ¢lenti.
Rovnici (4.2) lze pro vechny dostupné ¢asové okamziky zapsat do jed-
notného tvaru

QU
C=A |RY|, (4.4)
S
kde A a C jsou definovany nasledovné
Ay C,

A= |Aml|, ¢= |Cm

Pokud by byl vektor C znamy a znama matice A by méla plnou sloup-
covou hodnost, bylo by mozné z linedrni rovnice (4.4) ziskat odhad unikatnich
prvki kovarianci Sumi. BohuZzel vektor C je neznamy, jelikoz jeho znalost je
podminéna znalosti hledanych kovarian¢nich matic Sumu. Nicméné autokore-
lace chyby predikce méteni Cy, a tim i vektor C muze byt nestranné odhadnut

2Pro nékteré metody zde plati rovnost pro libovolny poéet méfeni, pro jiné tato rovnost
plati pouze v piipadé nekone¢ného poctu dat z divodu odeznéni pocatecnich podminek,
které jsou uzivatelskym parametrem téchto metod. Stejné tak nékteré CM poskytuji odhad
pouze kovarianci Q a R, tj. pfedpokladaji S = 0, x1-
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z namérenych dat jako

~

¢ /VN% z Z’?z
& C —~ 2,2 X Zp_
C=|Cr|, Co= | 22| = |77 (4.5)
25,25y 2k ® 2y

Pokud ma A plnou sloupcovou hodnost?, je mozné na zakladé linearn{
rovnice (4.4) a odhadu (4.5) ziskat odhad kovarianci Sumu pro vSechny mozné
¢asové okamziky pomoci vztahu

RU| = ATC, (4.6)
S

kde At = (ATA 1 AT znagi levou pseudoinverzi matice A.

Tento koncept je shodny pro veskeré CM. Konkrétni rozdily v definici
vektoru Z, vypoc¢tu odhadu predikce Z, konstrukci matice Ay, stejné jako
vysledné vlastnosti odhadu kovarianci Sumi a predpoklady na systém pro vy-
znamné a konceptudlné odlisné CM a jejich nasledovniky budou diskutovany
v nasledujicich podkapitolach.

4.3 Metoda navrzena Mehrou

Historicky prvni korela¢ni metodou odhadujici vlastnosti Sumu je be-
zesporu metoda navrzend Mehrou v [7]. Metoda byla navrzena pro odhad
kovarianci sumt stavu Q a méfeni R pro systém popsany stavovym LTI
modelem s gaussovskymi? umy.

Pro tuto metodu ma MPE(4.1) nasledujici podobu

Zk. = Zip — H}A(k;‘k_l, (47)
N ~——
Zy ék

3Pokud matice A € R**J m4 plnou sloupcovou hodnost, znamena to, ze rank(A) = 7,
kde rank(A) zna¢i hodnost matice A.

*Metoda v tvodu ¢lanku [7] sice predpoklada gaussovské Sumy, ale tento piedpoklad
je nadbytecny a samotny algoritmus tuto znalost nevyuziva a ani ji nepotiebuje pro sviij
chod.
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kde Xy, je prediktivni odhad stavu v ¢ase k za podminky znalosti méfeni
do casu k — 1, ktery je ziskan pomoci linearniho filtru definovaného jako

X1 =F (X1 + K (2 — HXgjpo1))

kde uzivatelsky voleny =zisk linearniho filtru K, musi byt zvoleny tak,
aby matice (F —FKH) méla vSechna vlastni ¢isla uvniti jednotkové kruznice.
Kromé zisku K musi byt také zvolen pocatecni odhad stavu Xg_;.

Pocet korela¢nich ¢lena J ve vztahu (4.5) je zvolen J = n,. Kromé po-
zorovatelnosti stavu metoda navic vyzaduje pii konstrukei matice Ay, (4.2) in-
vertovatelnou matici dynamiky F a vzijemné nekorelované Sumy,
tj. S = 0,1, x1- Vysledny odhad kovarianci Q a R je konzistentnd, ale stranny.
Poznamenejme, ze metoda téz poskytuje odhad ustaleného Kalmanova zisku.

4.3.1 Modifikace a zlepSeni Mehrovy metody

Prvni zlepSeni pfevazné numerické stability Mehrovy metody bylo na-
vrzeno v [8]. Dalsi zlepSeni metody bylo navrzeno v [9], kde se kromé matic
Q a R navic poskytuje odhad vzajemné kovariance S. Aplikaci metody v ob-
lasti geofyzikalnich dat a zlepSeni rychlosti a stability vypoctu se zabyval
¢lanek [16].

4.4 Metoda navrzenid Bélangerem

Druhou velice vyznamnou metodou odhadujici kovarian¢ni matice Sumi
je metoda navrzena Bélangerem v [10]. Metoda je navrzend, na rozdil od Me-
hrovy metody, pro systém popsany LTV stavovym modelem se Sumy po-
psanymi libovolnou hustotou pravdépodobnosti a nulovou stiedni hodnotou.
Pro takovyto model miize metoda poskytnout odhady nejen matic Q a R,
ale také vzdjemnou kovarianci Sumi S.

V piipadé LTI modelu je generovani MPE (4.1) pro tuto metodu to-
tozné s metodou navrzenou Mehrou (4.7), tj. pomoci linearniho filtru s uzi-
vatelsky volenym ziskem a pocatecnim odhadem stiedni hodnoty predikce
stavu. Pro LTV model muze byt volba stabilizujiciho zisku ¢asové proménné
s tim, jak se méni matice F;, a H;. Oproti pfedchozi metodé vytvoreni ma-
tice Ay, (4.2) vyzaduje volbu pottu korela¢nich ¢lenti J (4.5), bazové matice’

5Bazové matice generujici obal kovarianci sumi Q, R, S se daji zvolit velice jednoduge
bez jakékoliv prvotni znalosti o skutecnych kovariancich §umi. Rozumné zvolené bazové
prvky nemaji vliv na vysledny odhad kovarianci Sumii.
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generujici obal (anglicky zvané span) kovarianci suma Q, R, S, ale zato
nevyZaduje invertibilni matici dynamiky Fj. Diky tomu metoda poskytuje
konzistentni avsak stranné odhady kovarianci Sumu Q, R a S.

Poznamenejme, Ze pokud jsou bazové matice zvoleny tak, ze kazda jed-
notlivd bazova matice generuje obal pouze pro kazdy jednotlivy unikatni pr-
vek z kovarianci Sumi, lze ukazat, 7ze pro LTI model systému je takto vy-
tvofend matice Ay (4.2) totozna s matici vytvofenou pomoci metody ALS
|17, 20] (z anglického autocovariance least-squares). Nicméné ALS metoda je
navrzend vylu¢né pro systém popsany LTI modelem. Diky tomu se odvozeni
i vysledny zapis rovnic u metody ALS vyznamné zjednodusil.

4.4.1 Modifikace a zlepSeni Bélangerovy (ALS) metody

V této kapitole se zamérime nejen na modifikace a zlepSeni Bélangerovy
metody, ale také na metody odkazujici se na metodu ALS, kterd diky zjed-
nodusenému zapisu ziskala velky ohlas.

ZlepSeni Bélangerovy metody z pohledu rychlosti konvergence rekur-
zivniho odhadu kovarianci Sumi bylo navrzeno v [13]. Metoda ov§em navic
vyzaduje predpoklad gaussovskych Sumi. V [30] byl analyzovan vliv volby
uzivatelskych parametri na vyslednou varianci kovarianci Sumu pro Bélan-
gerovu metodu.

Mezi prvni zlepSeni ALS metody jisté patii metoda navrzend v praci
[18]. Ta je rozsifena o predpoklad na model, jenz miize byt nelinearni, ale je
dobfe linearizovatelny Taylorovym polynomem prvniho fadu. Metoda je diky
tomu schopné poskytnout odhady kovarianci Sumi, které nejsou kvili aproxi-
macim ve srovnani s piivodni metodou konzistentni. Aplikace tohoto p¥istupu
pro chemické procesy byla predstavena v [23], [25] a pro navigaci v [24].

Dalsi zlepseni ALS metody je v [19], kde se kromé kovarianci Sumu
stavu Q a méfeni R navic odhaduje vzajemné kovariance S. Podobny piistup
pro jednodussi model byl pfedstaven v [21].

V ¢lanku [22| byla ALS metoda rozsifena pro LTV modely, specialné
pro periodické modely (tj. stav se periodicky opakuje). Metoda vyuziva zna-
losti délky periody, diky niz je metoda schopna poskytnout konzistentni od-
had kovarianci sSumu Q a R.

Aproximativni rozsifeni ALS metody pro pomalu se ménici LTV modely
bylo publikovano v ¢lanku [26].

Metoda publikovana v [27| rozsifuje metodu ALS a je navrzena pro od-
had ¢asové korelovanych §umu pies jeden ¢asovy okamzik (tj. Q, R, Cyw, w,_;
a CVlka—l)'

V ¢lanku 28] je navrZzeno rozsireni pro metodu ALS pro model s asympto-
ticky stabilni matici dynamiky F a bud ¢asové proménnou matici méreni Hy,
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nebo nelinedrni rovnici méfeni s aditivnim Sumem, kde nelinearita je dana
polynomialni funkei. Pro model s nelineadrni rovnici méfeni je mozno rovnici
meéfeni diky tomu, Ze nelinearita je dana polynomialni funkci, pfesné nahradit
Taylorovym polynomem konec¢ného fadu. Pro tyto modely metoda poskytuje
konzistentni odhad kovarianci Sumi Q a R.

ZlepSeni z pohledu kvality vysledného odhadu Q a R metody ALS
pro ruzné uzivatelské parametry bylo navrzeno v [29, 31].

4.5 Metoda navrzena Leeem

Dalsi metoda byla predstavena v ¢lanku o rozsahu pouhé jedné strany
Leeem [11]. Metoda je navrzena pro systém popsany stavovym LTT mode-
lem s gaussovskymi® $umy s nulovou stiedni hodnotou. Pro takovyto model
metoda poskytuje odhad kovarianci Sumi Q, R, S.

Tato metoda oproti pfedchozim dvéma nevyuziva k vypoétu MPE (4.1)
linearnf{ filtr. Tudiz nevyzaduje ani definici stabilizujictho zisku K, ani znalost
pocatecniho odhadu stavu Xo—;. Metoda pouziva pro vypocet MPE pfedchozi
meéfeni podle vztahu

Zi—1
Zi—2

gk = Zp — O R R (49)
Zi—n,

kde matice O obsahuje koeficienty charakteristického polynomu” f(a) matice
F. Diky tomu lze ukézat, ze MPE (4.9) je oproti pfedchozim dvéma meto-
dam linearni funkci pouze Sumii stavu a méteni, ale nenf funkci pocate¢niho
odhadu stavu. Proto je autokovarianéni funkce (4.2), u niz je maximalni kore-
la¢ni posuv nastaven na J = n,, neaproximativni pro kone¢ny pocet méfeni.
Proto také metoda poskytuje nejen konzistentni, ale také nestranng odhad
kovarianci sumu Q, R, S. Zdiraznéme téz, ze metoda témér jako jedinéd
nevyzaduje zadny uzivatelsky parametr.

6Metoda v uvodu ¢lanku sice predpoklada gaussovské sumy, ale tento piedpoklad je
nadbyteény a samotny algoritmus tuto znalost nijak nevyuZziva a ani ji nepotiebuje pro svij
chod.

"Metoda vyuziva charakteristického polynom f(a) matice dynamiky F, pro ktery plati,
ze f(F) = 0,,, diky ¢emuz se zbavi zévislosti na neznamém stavu.
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4.6 Metoda navrzenad Bundickem

Dalsi metoda navrzenad pro odhad vlastnosti Sumu byla predstavené
Bundickem v [14]. Metoda je navrzenad pro systém popsany stavovym LTI
modelem se vzajemné nekorelovanymi gaussovskymi® umy s nulovou stiedni
hodnotou. Pro takovyto model metoda poskytuje odhad kovarianci Sumi
Q aR.

Metoda vyuziva podobné jako metody navrzené Mehrou a Bélangerem
linearni filtr, jen s tim rozdilem, Ze misto jednoho filtru vyuzivd mnozinu
téchto filtri s ruznymi stabilizujicimi zisky K. Pocet téchto filtru je uziva-
telskou volbou. Pro vSechny tyto linearni filtry jsou spocitany autokovari-
anéni funkce pouze pro maximélni korelaéni posuv J = 0 (4.5), tzn. jsou
pocitany pouze kovarianéni matice MPE. Metoda poskytuje konzistentni,
nicméné stranné odhady kovarianci sumu Q a R.

4.6.1 Modifikace a zlepSeni Bundickovy metody

Spise nez na modifikace ¢i zlepSeni se podivame na piedchudce této me-
tody, jenz byl navrzen v [12]. Zde je uveden velmi specificky model s jednim
méfenim a dvéma stavy, kde stavové Sumy jsou vzajemné nezavislé. Takto
navrzend metoda tedy odhaduje pouze t¥i neznamé parametry (dva prvky
7z kovarian¢ni matice Sumu stavu a jeden z méfeni), avSak p¥istup k jed-
notlivym nezndmym a predpokladim je totozny jako u metody navrzené
Bundickem.

4.7 Souhrn, porovnani, schopnosti a slabé stranky
metod

Jak bylo ukdzano v predchozich kapitolach, vybrané metody jsou na-
vrzené za ruznych predpokladii, pro riizné modely a jsou schopné odhadovat
rizné vlastnosti Sumu. CM maji mnoho kladnych spole¢nych vlastnosti, ale
1 neschopnosti a slabé stranky, na které se v této kapitole podivame.

Veskeré CM vyuzivaji MPE, které je pocitano jako vaZeny soucet mé-
feni (popf. poCatecni znalosti stavu). Z této posloupnosti CM poéitaji ko-
relaci, diky ¢emuz také ziskaly sviij ndzev. Néekteré CM jsou si dokonce tak
podobné, 7e pii vhodném zvoleni parametrii metod lze dostat naprosto to-
tozné odhady 7 nékolika riuznych CM (tj. rovnice nékolika riznych CM jsou

8Metoda v uvodu ¢lanku sice predpoklada gaussovské sumy, ale tento piedpoklad je
nadbyte¢ny a samotny algoritmus tuto znalost nijak nevyuziva a ani ji nepotiebuje pro svij
chod.
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tomto piipadé naprosto totozné). Pokud napiiklad budeme uvazovat skalarni
LTI model a parametry pro metodu navrzenou Bélangerem (ALS?), jsou zvo-
leny takto:

e zisk linearntho filtru K = %,

e pocétecni odhad stavu 2o, = 22,
pak jsou matice Ay (4.2) pro odhad pouze varianci Q a R (S = 0) totozné
pro metody navrzené Leeem a Bélangerem (ALS).

Pokud se podivame napii¢ vemi CM!°, zjistime, Ze i pres veskerou
snahu nelze jednozna¢né odhadnout vSechny unikatni prvky kovarianci Sumi
Q, R a S, protoze matice A nemé plnou sloupcovou hodnost. Tato vlastnost
byla pozorovana prevazné pro systémy popsané LTI modely, ackoliv se tento
problém muze vyskytnout i u LTV model.

Pro ziskani dobrého piehledu vyznamnych CM jsou kli¢ové vlastnosti
shrnuty v tabulce 4.1, kde symbol v znaci schopnost umeét, symbol x znaci
neschopnost umét, symbol — znac¢i prazdné policko a cervend znacka oznacuje
zménu oproti ptvodni metodé.

7 tabulky 4.1 je vidét, ze napfi¢ vSemi vyznamnymi CM jsou metody
schopné poskytnout odhad kovarianci Q a R pro LTI model. Existuji ovSsem
oblasti, kde schopnosti samotnych metod ¢i vlastnosti poskytovanych odhadi
nejsou idealni ¢i dostacujici. Mezi tyto oblasti patii napiiklad systémy po-
psané LTV modelem nebo odhady stfednich hodnot sumii Ny, a N, vyssich
momentt Sumi, kitzovych kovarianci Sumi Cy, w,_; & Cy, v,_, pro abs(j) > 0,
kde funkce abs(a) vraci absolutni hodnotu jednotlivych prvki argumentu a,
a mnoho dalgich. Pfitom existuje mnoho aplikaci, kde jsou tyto znalosti pfed-
pokladany a vyzadovany. Mezi nejvyznamnéjsi patii aplikace v oblastech
navigace, sledovani, senzorové kalibrace nebo detekce zmén systému. Dalsi
slabou strankou drtivé véts§iny CM je nutnost volby uzivatelskych parametri
(napf. Xo -1, K, J), které mohou vyznamné ovlivnit vyslednou kvalitu od-
hadu [31]. Nebo skute¢nost, ze metody poskytuji sice konzistentni, ale stranné
odhady, coz muze byt problém prevazné v p¥ipadech, kdy je dostupny pouze
omezeny pocet méfeni.

9V piipadé vhodné zvolenych bazovych matic u Bélangérovy metody, jak jiz bylo dis-
kutovano diive.

19Nejednoznaénost odhadu kovarianci sumi Q, R, S byla pozorovana nejen pro CM, ale
také i pro BM, MLM a MMM.
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Kapitola 5

Cile diserta¢ni prace

Tato kapitola definuje cile samotné disertac¢ni prace, které povedou k po-
tlaceni slabych stranek a zaroven k rozsiteni dobrych vlastnosti a schopnosti

vvvvvv

nosti sumau.

5.1 Odhad strednich hodnot Sumi

Predpoklad modelu s bilymi Sumy popsanymi nulovymi stfednimi hod-
notami neni zcela neobvykly. Nalezneme ovSem aplikac¢ni oblasti, kde jsou
ocekavany Sumy s nenulovou stfedni hodnotou, a to napiiklad z divodu off-
setu senzort nebo fidici jednotky. Bohuzel zadna z vyse predstavenych metod
neni navrzené pro odhad jak stfednich hodnot, tak i kovarianci Sumu. Proto
bude prvnim cilem disertac¢ni prace rozsitit CM na odhad stfednich hodnot
Sumu (vedle kovarianci Sumi).

5.2 Odhad vysSich momenti Sumi

Dalsim problémem nefeSenym v literatufe je odhad vlastnosti Sumi,
které obecné nelze dostatec¢né dobie popsat za pomoci stiedni hodnoty a ko-
variancim Sumii. Mohou to byt napfiiklad modely obsahujici obecné negaus-
sovské Sumy (viz tabulka 2.1) jako naptiklad pii méfeni pomoci
ultra-Sirokopasmovych zafizeni (anglicky zvané ultra-wideband) [94]. Dalsim
cilem disertacni prace je tedy navrhnout metodu pro odhad vyssich momenti
za pomoci vyuziti principa CM.
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5.3 Odhad momentii casové zavislych Sumi

Dalsi cil je zaméreny na pifipady, kdy odhadované stochastické ¢ést mo-
delu obsahuje ¢asové =zavisle Sumy (tzn. kifzové kovariance Sumi
Cowipw; 7 On2x1s Cyyvy 7 On2x1 Ci Cuy v, 7 Onungx1 Pro k # j). Takovyto po-
pis Sumu lze ocekavat napiiklad v p¥ipadé méfeni z inercialnich senzoru [95]
nebo méfeni pseudovzdélenosti v satelitnim navigaénim systému [96]. Z po-
hledu CM byl tento problém ¢astecné fegen v ¢lanku [27], avSak pouze pro
LTT model, kde Sumy byly zavislé pouze pies jeden Casovy okamzik. Z téchto
divodi bude dalsim cilem diserta¢ni prace navrhnout metodu pro odhad
popisu ¢asové zavislych sumu vyuzitim principu CM.

5.4 Nestranny odhad kovarianci Sumi

Na velice dilezitou vlastnost, jakou je nestrannost, dosdhlo v oblasti od-
hadovani vlastnosti Sumt minimum metod. Ze v8ech metod, at uz CM, BM,
MLM ¢i MMM, poskytuje nestranny odhad pouze Leeova metoda, ktera je
navrzend pro odhad kovarianci Sumi pouze pro LTI model. Tato vlastnost je
velice dilezita predevsim v pripadé malého poc¢tu méreni 7. Proto dal$im ci-
lem disertacni prace bude navrhnout takovou CM, aby poskytovala nestranné
odhady kovarianci Sumi, a to i pro systém popsany LTV modelem.

5.5 Ovéreni gaussovosti Sumi

V nékterych aplikacich je kromé ziskdni odhadu stavu také velice diile-
zitou soucasti feSeni i urceni takzvané integrity feseni, kterd zarucuje urcitou
divéru v poskytnuty odhad stavu. Pro jeji urceni se obvykle predpoklada, ze
Sumy stavu a méreni maji gaussovské rozdéleni hustoty pravdépodobnosti.
Tato problematika se vyskytuje v oblasti bezpe¢nostné kritickych systémi
jako je naptiklad navigace letadel. Proto bude dal§im cilem vyuzit CM pro
ovéfeni predpokladu gaussovosti Sumii.

5.6 Maximalni pocCet jednoznac¢né odhadnutel-

nych prvki kovarianci Sumi pro LTI mo-
dely

Jak bylo zminéno v kapitole 4.7, CM nemusi byt schopné v piipadé LTI
modelu odhadnout veskeré prvky kovarianci Sumt. Nicméné v literatuie nee-
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xistuje vztah, ktery by na zakladé modelu systému (konkrétné hodnosti a di-
menzi matic F a H) uréil, kolik prvka kovarianci Sumt je mozné maximalné
jednozna¢né odhadnout. Dalsim cilem diserta¢ni prace je proto analyzovat
maximéalni mozny pocet jednoznaéné odhadnutelnych prvki kovarianci Sumi
za pomoci vyuziti principu CM.

5.7 Odhad parametri popisujicich Sumy

Dalsi oblasti zajmu bude situace, kdy stochastickd ¢ast modelu bude
popsana pomoci zndmych funkci, které jsou parametrizovany neznamym vek-
torem parametri. Takovéto Sumy lze ocekavat naptiklad v piipadé Sumi
popsanych Markovovym procesem, poptipadé obecné negaussovskou PDF,
které se vyskytuji v jiz zminénych métenich ultra-sirokopasmovych zarizeni
nebo inercidlnich senzorech. Proto dalsim cilem disertac¢ni prace bude na-
vrhnout metodu pro odhad vektoru parametri popisujicich Sumt s vyuzitim
principi CM.

5.8 Ilustrace pouziti navrzenych metod a algo-
ritmi

Posledni cil disertacni prace bude implementace a ilustrace chovani nové
navrzenych piistupii k odhadu popisu vlastnosti Sumi ve vybranych aplika-
cich.
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Kapitola 6

Ld

Metoda diference méreni

V této kapitole bude pfedstaven zakladni koncept nové korelaéni
metody diference méreni (MDM - 7 anglického measurement difference me-
thod) zalozené na statistické analyze rozdilu sekvence méteni. Schopnosti
samotné metody budou nejenom v této, ale i v nasledujicich kapitolach po-
stupné rozvijeny a ilustrovany. Diky tomu bude mozné vyuzit MDM jednak
k tfeseni jednotlivych cili diserta¢ni prace, ale také budou ukazany vyhody,
jaké MDM piinasi oproti ostatnim CM.

Samotna kapitola bude rozdélena nasledujicim zptsobem. Na pocatku
kapitoly bude popsano, jak je definovin samotny proces MDM pocitany po-
moci sekvence méteni, poptipadé fizeni. Dale bude, za predpokladu casové
nezavislych sumit, ukazan vztah mezi necentralnimi a centralnimi momenty
vypocteného procesu a nezndmych momentti Sumi. Nésledné budou pied-
staveny dva rizné zpusoby odhadu — celkovy a postupny, které poskytuji
rozdilné zpiisoby odhadu jak necentralnich, tak i centralnich momentu Sumsi.
Ve zbytku kapitoly bude poukizano na rozdily odhadu necentralnich a cen-
tralnich momentt Sumi, a to jak postupnym, tak i celkovym zptisobem od-
hadu v pfipadé, Ze jsou Sumy casové zavislé.

6.1 Zakladni predstaveni a rovnice MDM

V kapitole 4 byli zminéni hlavni pfedstavitelé korela¢nich metod spolu
s jejich nésledovniky. Bylo poukdzano na fakt, ze vyuziti linearniho filtru
pro vypocet procesu MPE (4.7) vyzaduje nékolik uzivatelskych parametri
ovliviigjicich zpracovani dat. Tyto parametry mohou mit nepiiznivy vliv
na vysledné vlastnosti odhadu kovarianci Sumu z pohledu, jakym je naptiklad
nestrannost odhadi kovarianci §umu. Proto také Leova metoda [11], kterd
jako jedind z predstavenych CM nevyuziva linearni filtr, poskytuje nestranny

24



odhad. Je to ale vykoupeno tim, 7e Leeova metoda je jednak navrzena pouze
pro systém popsany LTI modelem, ale také tim, Ze k odhadu kovarianci Sumi
vyuziva minimalniho charakteristického polynomu. Kvili tomu metoda ne-
nabizi zddnou moznost, jak ovlivnit vyslednou kvalitu pro konkrétni modely
systému. Nicméné zakladni koncept vyuzivajici k odhadu vlastnosti Sumi
statistickou analyzu stochastického procesu vytvoreného transformaci sek-
vence znamych méteni, popiipadé trizeni, bez nutnosti potieby pocate¢niho
odhadu stavu v linedrnim filtru byl jednou z motivaci pro navrh nové metody,
ktera bude v této kapitole predstavena.

Nova MDM je zalozena na analyze stochastického procesu vytvoreného
transformaci sekvence méfeni. S ohledem na rovnici MPE (4.1) vyuziva MDM
rozsiteného vektoru méreni definovaného

Zj
Zp41

7k = eR" prok=0,..., 71— L+1 (6.1)

Zi+1—-1

pro kone¢né celé L > 1. Tento vektor se da diky rovnicim dynamiky (2.1)
a méfeni (2.2) rozepsat do nasledujici podoby
Zy = Opxp + T "W+ VE+ T 10 (6.2)

kde jednotlivé ¢leny T'y~' € REn=x(L=Une Wil ¢ REna L ¢ R
a ULt € REDns jsou definovany vztahy

Wi Vi Uy
W A% u
—— k+1 k+1 -1 k+1
ko : ) I T :
Wi4+L-2 Vi4+L-1 Ug+r-2
Onz X Mg Onzxngc OnZ XMNg
Hk+1 Onzxnw Onz X Ty
pL-1 HyoFp Hj.1 0. xn,,
k - . .
L—2 L—3
Hk—&—L—lfk;_i_l Hk+L—1fk+2 Hk+L—1

v v L L_o £ PR TI « . 2
piicemz cleny O, a F, ;" byly definovany v (2.3). Kvili zjednoduseni za-
pisu budeme uvazovat, ze matice, jejichz alespon jedna dimenze je nulovi, se
v rovnici nevyskytuji. Poznamenejme, Ze rovnice rozsifeného vektoru méieni

25



(6.2) bude mit pro L = 1, tj. W2 € R% U? € R? a I'Y € R"*? podobu
rovnice méieni (2.2), tj. Z; = zy.

Pro rozsifeny vektor méieni ZF (6.2) lze vypoéitat N-krokovou pre-
dikei 251\[ za pomoci znamé sekvence méfeni ZZ ., popifpadé fizeni Ué__}v.
Predikce je definovana nésledovné

5L, + — —
Zé M= Olgfli\iN (Olng) (Z#N - Fﬁ—}vUé—}v)

, 6.3
+O BN v Ub v + T 0 (63)

prok=N,..., 7 —L+1 kde BY v, = [F N0 Fimia - Fion Ln,] €
R"=*Nne konecéné celé N > 1! a I, znaéi jednotkovou matici dimenze n, xn,.

Diky rozsffenému vektoru méeni ZL (6.2) a jeho predikci ZﬁN (6.3)
lze zadefinovat nésledujici stochasticky proces, ktery je zakladnim kamenem
MDM, jako

Zy =2F —Z-N prok=N,.... T —L+1. (6.4)

Rovnice (6.4) predstavujici vztah pro vypocet procesu Zk se da prepsat do
nésledujici podoby vhodné pro analyzu vlastnosti procesu samotného

71 = Avs, (6.5)

kde vektor &, € R(P=DnmatPn= g matice Aj, € REw=*FP-natPnz g p = [+ N
jsou definovany nasledovneé

P-1
& = {‘%fg—ﬂ € RIP=lnatlns, (6.6)
A = [AY AY] € REx(PmlnatPns, (6.7)

kde matice AY € REn=X(P=ln= 5 Ay € REm=*Fn= jsou definovany

w [Olgal]cv—N—i-la Fﬁ_l}
= (Lo Lin LN L \fpL-1 ; (6.8)
|:_Ok 'Fk—N (Ok—N) Fk:Naoananz]
[ ] [OanXany:[LnZ} ( )
AV = Iana Ian 6.9
' _[_Olg‘/—_}i\iN (Olng)T 70an><an:|

dalsi moznosti odhadu vlastnosti Sumu konkrétné pro senzorovou kalibraci v kapitole 7.6.
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Vektor Z, lze vypocitat podle vztahu (6.4) pomoci rozsiteného vektoru
méteni ZE (6.2) a jeho predikee Zr™ (6.3). Oviem vyzdvihnéme, Ze vypocet
tohoto vektoru Zy, Ize také ziskat primou transformaci znamé sekvence méreni
a Tizeni

- _17P-1
2= 4| (6.0
k—N

jak je ukazano v piiloze A. Poznamenejme 7e matice Ag(6.10) je ta sama ma-
tice jako v rovnici (6.5). Pokud se podivame na vektor Zr, zjistime, Ze tento
vektor se da diky rovnici (6.5) chapat nejen jako linearni funkce sekvence ne-
znamych realizaci Sumi stavu a méteni, ale soucasné také, diky rovnici (6.10),
jako linearni funkce sekvence znamych realizaci fizeni a métfeni. Vztah (6.10)
také rovnéz dovoluje odklonit se od historicky zaveden¢ho pohledu na kore-
la¢ni metody u kterych je proces Zj, (4.1) tvofen oddélitelnou sekvenci méfeni
Z. a jeji predikci Z,. Proces Zy (6.10) jako transformace méfeni bez vyuziti
jeji predikce je nejvice patrny, jak uz bylo kratce zminéno, pro specificky
model systému, ktery umozni zvolit parametry jako N =0 a L = 1, jak bude
ukazano v kapitole 7.6. Diky tomu je proces Zj pocitan pouze z jednoho
vektoru méreni bez vyuziti jakékoliv znalosti o rovnici stavu.

Parametry N a L v (6.5) nebo (6.10) mohou byt zvoleny, jak uz bylo
feteno, N > 1a L > 1 (tzn. P > 2). Nicméné (v zavislosti na konkrétnich
maticich modelu systému Fy a Hy), parametr L musi byt zvolen dostateéné
velky, aby matice OF méla plnou sloupcovou hodnost, tj. n,. Diky tomu
bude platit vztah (OL)TOL =1, , ktery je vyZadovan v piepisu do maticové
podoby (6.5) a (6.10) v pFiloze A. Dale si také povsimnéme matice Ay, kterd
je vytvofena ze zndmych a omezenych matic systému Fj a Hy, tudiz je také
Znadma a omezena.

6.2 Casové nezavislé Sumy

Mezi casto pfedpokladané vlastnosti Sumu vyskytujici se v modelu
systému jisté patii Casovd nezéavislost. Proto se v této kapitole podivame
na odhad momenti Sumu stavu wy a méreni v, jez se vyskytuji v rovnicich
modelu systému (2.1) a (2.2). Navic budeme piedpokladat, ze vektor Sumi
&, = [wi,v{]" je nezavisly na vektoru &; pro k # j, tj. Sumy stavu a méfeni
jsou casové nezavislé, ale mohou byt zavislé vzajemné.
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6.2.1 Vztah momentt procesu Z; a momenti Sumt

V této kapitole se podivame, jaky je vztah libovolnych m-tych momenti
nahodného vektoru Z; a momentu Sumu stavu w, a méieni vi. Tyto vztahy
budou v nasledujicich kapitolach vyuzity k odhadu momenti Sumu.

Pokud vyuZzijeme rovnice (6.5), lze ukazat, Ze jednotlivé ¢asové pro-
ménné centralni ¢i necentralni m-té momenty stochastického procesu Zk 1ze
vyjadiit jako linedrni funkce ¢asové neproménngch m-tych momentu rozsive-
ného vektoru Sumu stavu a méteni &, diky polynomialni funkei a operatoru
stfedni hodnoty vztahem

sz = A®mNg7rL (611&)
Cap = A" Cem, (6.11b)

kde sz c R(an)m, sz c Ran A@m c R(an)mx((P—l)nm—&-Pnz)m7

Nem € R((P Dng+Pnz)™ o Cng( (P— l)na:-l-Pnz)m

P11 bliz&im pohledu na necentralni a centralni momenty &, tj. Nem
a Cgm, lze velmi jednoduse ukizat, Ze tyto vektory obsahuji kopie nékterych
prvkii polynomiélnich funkci momenti Sumi stavu a méreni. Proto je mozné
za vyuziti rovnic (2.6), (2.7) nalézt nasledujici vztahy

Nem = WX NY,, (6.12a)
Cem = UE,.C00. (6.12b)
Priklad
Pokud je vektor &, = [wj,v{|" nezavisly na vektoru £; pro k # j, pak
prvni a druhé necentralni momenty Ng a Ng2 pro P > 3 mohou byt
zapsany jako
WP—I N
Ne = E[V]’i‘N] =y {Nw} = WY NY, (6.13a)
k—N v
NG
WP 1 ®? Nw,v
Nex =E {Vk N} = U, (/\/®2)U = UENY. (6.13b)
k—N w
(o)
Naw & N,
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Druhy necentralni moment Ny lze zapsat pro P = 2 ve tvaru

TN
U
v2

=0 | New | = WENY, (6.13¢)

(ve)
| Now @ N |

P
kaN

p-17@?
Ng2 =E [{Wk_N}

u
kde se ve vektoru NV, nevyskytuji prvky vektoru (NVQE’Z) oproti vztahu

(6.13b). Druhy centralni moment Cg2 lze zapsat pro P > 2 ve tvaru

WPl ®* w
Ceo = E ([V;—N} — quNNgJ) =0% | CY | = 05CE.  (6.13d)
k—N
Cw,v

Rovnice necentradlnich a centralnich momentii vektoru Zg,
tj. NZL" a CZL" (6.11), obsahuji nadbytecné kopie stejnych prvki. Proto je
mozné za pomoci unifika¢nich matic (2.8), (2.9) vybrat pouze unikatni radky

N N m N
N = V3, Nay = O3 AL W N, (6.14a)
Cop = ¥5.Cap = D5 AL VEnCpn. (6.14b)

V rovnici (6.14a) lze nejen diky piikladu (6.13b) vidét, ze m-ty necentralni

moment NZU je funkci jednak unikatnich prvkia m-tych necentralnich mo-

ZL
mentil Sumi, ale také polynomialnich funkci prvnich a7z (m — 1)-tych ne-
centralnich momentt sumi. Ty jsou uspoifadané do vektoru AVY,.. Obdobné

v rovnici (6.14b) m-ty centralni moment CY, je funkei jednak unikitnich

prvki m-tych centralnich moment Sumi, ale take polynomialnich funkci
druhych az (m — 1)-tych centralnich momentt Sumi. Ty jsou usporfadané
do vektoru Cgn.

Rovnice (6.14) je moZné zapsat pro vSechny ¢asové okamziky
k=N,...,m— L+ 1 do kompaktni podoby

= AN, (6.15a)
Cr, = AfFCen, (6.15b)
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kde

- N - - - N QM
(I)ZmNz;(; q)ZmAN
L\/’ - N QM
. (I)ZT"/NZ}’V"H . (I)imAN—f—l N
Fm = i JAN = . Uem, (6.16)
N A~ N o™
_szNZT7L+1_ _®ZmAT7L+1_
— C » - - C QM A
@zmczg (I)ZmAN
C _ C m
. (I)zmczyvb+1 . (I)zmANH ¢
sz = R ,AC = . v m-. (617)
C (. C M
_®ZMCZ:’_’LL+1_ _®2771,AT—L+1_

Samotné matice A} a A7 jsou zkonstruovany a obsahuji pouze zndmé a ome-
zené matice Fy a Hj, diky ¢emuz jsou tyto matice také zndmé a omezené.
Pokud by navic byly momenty ./\/'glm a C%”m také znamé, bylo by mozné z rov-
nic (6.15) pomoci metody nejmensich ¢tvercti odhadnout nezndmé momenty
NS a Clh, které rovnéZ obsahuji hledané momenty $umi stavu a méFend.
Nanestésti jsou tyto momenty procesu Zk nezname.

Nicméné v nasledujicich kapitolach bude ukazano hned nékolik cest, jak
ziskat odhad momenti Sumu, které si v kratkosti nastinime. Budou ukazany
dva zakladni piistupy:

e Celkovy odhad poskytuje odhad celého vektoru Ng. a Com, tzn. jak
m-tych momentu Sumi, tak i polynomialnich funkei nizsich momentu
Sumu. K odhadu tudiz nevyzaduje znalost nizSich momenti.

e Postupny odhad, jak je vidét jiz z nazvu, poc¢itd odhady momentu
momentim Sumi. K vypoctu jednotlivych momenti Sumu vzdy vyuzije
veskerou znalost o nizSich momentech.

6.2.2 Celkovy odhad necentrialnich moment@ Sumi

V této kapitole si ukdzeme, jak ziskat odhad nejen stiednich hodnot
Sumt, ale obecné m-tych necentralnich momenti Sumi.

Momenty stochastického procesu Zy (6.14a) jsou neznamé, nicméné sa-
motné realizace tohoto procesu lze vypocitat podle rovnice (6.10) diky zné-
mym maticim Fy, Hy a dostupnym métfenim z; a fizenim ug, Vk. Diky témto
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realizacim 2k lze ziskat odhad jeho momenti podle vztahu

N A N Fem
(I)Zmivzyvl (I)szZN
Y N WA
Ngo=| 27 P = | e (6.18)
N /\~ N N®7n
QZmNZT7L+1 ®zm ZT—L+1

Pokud v rovnici (6.15a) je nahrazen vyraz N7 jeho odhadem (6.18) a matice
A% (6.16) ma plnou sloupcovou hodnost, je mozné z rovnice (6.15a) ziskat
odhad unikatnich prvki momentit Sumi usporadanych ve vektoru N, po-
moci metody nejmensich ¢tvercu

NY = (A Nz (6.19)

— Priklad
Realizace Z;, vypocitané pomoci (6.10) vyuzité k odhadu Nil (6.18)

umozni odhadnout sttedni hodnotu Sumi ve vektoru NV (6.13a) podle
(6.19) jako

NP = (Al) ML (6.20)

Zakladni myslenka celkového odhadu necentralnich momentt je velice
jednoduché a pfimocara. Celkovy odhad necentralnich momentu vyuziva do-
stupnych méfeni a znalosti matic dynamiky a méteni, diky ¢emuz je schopen
poskytnout odhad celého vektoru N3, ktery obsahuje jak m-té necentralni
momenty Sumu, tak i polynomialni funkci nizsich necentralnich momenti.
Diky tomu je tento odhad, jak bude dokdzano pozdéji, nestranny a konzis-
tentni.

6.2.3 Celkovy odhad centralnich momentt Sumii

V této kapitole si ukdzeme jak ziskat odhad m-tych centralnich mo-
mentl Sumil.

Libovolny m-ty centralni moment Cg,, miZe byt vyjadfen jako polyno-
midlni funkce nejen m-tych, ale také nizsich necentrdlnich momenti Sumi
stavu a méfeni, které jsou za predpokladu P > m uspofadané do vektoru
NE,.. Tento vztah lze zapsat nasledujici rovnici

Con = OgnNen. (6.21)
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Proto je mozné, za predpokladu ¢asové nezavislych sumia a P > m, nejdiive
ziskat odhad vektoru N3, (6.19) a linearni kombinaci jednotlivych prvki
vektoru MY, podle (6.21) ziskat navic i odhad vektoru Cg, vztahem

— —

Cgm - @gWINUm. (622)

Pokud je oviem hodnota parametru P < m, tak vztah (6.21) jako celek
nelze definovat. Je to zptsobené tim, Ze vektor N3, neobsahuje viechny
potiebné prvky polynomialnich funkei nizsich necentralnich momenti Sumt,
které jsou zapotiebi pro linearni prepocet do vektoru C2.. Nicméné pokud
P = m, je mozné vypocitat alespon ¢ast centralnich momenti Sumut. Pokud
ovSem plati P < m, nelze vypocitat zadnou ¢ast centralnich momenta Sumi.

— Priklad
Vektor Cg, (6.13d) lze pro P > 3 vyjadiit z vektoru Mg (6.13b) ve tvaru

C;J‘JQ = \( |:1 _1] ® In;c(77.2x+l)+nz(n2z+l)+nznz> NéL‘JQ (623)

J/

-~

O,2
Ovsem pro P = 2 je mozné z vektoru Ng2 (6.13¢) vypoditat pouze ¢ast
centralnich momenta Sumi, a to
U U 2\’
Y = NY — (N;X’ ) , (6.24a)
Cw,v = NW,V - Nw ®NV (624]3)

Bohuzel centralni moment Sumu stavu CVL‘J,Q neni mozné vypocitat kvili chy-

v
VS 2 . . .
béjicimu ¢lenu (/\/'v? ) ve vektoru Ngz (6.13¢). Poznamenejme, Ze rovnice

(6.24) odpovidaji poslednim Fadkam z rovnice (6.23).

Hlavni myslenka celkového odhadu centralnich momenti je zalozené
na dvou jednoduchych skute¢nostech. Prvni je ta, Zze m-ty centralni mo-
ment lze vyjadiit jako linedrni funkce jednak prvki m-tych necentralnich
momenti, ale také prvku polynomialnich funkci niz§ich necentralnich mo-
mentii. Druhou skutec¢nost{ je, Ze vektor N, obsahuje za piedpokladu, Ze
P > m, vsechny prvky jak m-tych necentralnich momenti, tak i polynomi-
alnich funkci niz8ich necentralnich momentt, které jsou potieba k vypoctu
vektoru Cgn. Proto k vypoctu celkového odhadu centralnich momenti, ktery
je také, jak bude dokézano nestranny a konzistentni, je potieba prvotné vy-
pocitat celkovy odhad necentralnich momenti.
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6.2.4 Postupny odhad necentralnich momentt Sumi

fvv s

momentu ziskat odhad m-tych necentralnich momenti Sumai.

Postupny odhad necentrilnich momenti Sumi postupné identifikuje
prvni az (m — 1)-té necentralni momenty Sumu, které vyuzivad k odhadu
dalsich, tj. m-tych necentralnich momentt Sumii. Tento piistup lze ukézat
upravenim rovnice (6.15a) do nasledujici podoby

Ngp = A{mNen{m} + AGADNgn {1}, (6.25)

kde matice AY{m} obsahuje vSechny sloupecky z matice A%} nalezici prv-
kiim pouze m-tych necentradlnich momentia Suma uspordadanym ve vektoru
Ngw{m}. Oproti tomu matice A%{l} obsahuje zbyvajici sloupecky matice
A7 které nalezi zbyvajicim prvkim, uspoiddanym ve vektoru N¥,.{l}. Tyto
zbyvajici prvky jsou polynomiélni funkce prvnich az (m — 1)-tych necentral-
nich momentt sumi. Pokud jsou prvky ve vektoru N&,.{l} (6.25) nahrazeny
odhady prvka (m — 1)-tych a nizsich necentralnich momenta Sumu, vektor
N7, je nahrazen odhadem (6.18) a matice A%{m} (6.25) ma plnou sloup-
covou hodnost, je mozné ziskat odhad m-tych necentralnich moment Sumi
NE.{m} metodou nejmensich ¢tverct ve tvaru

NZAmY = (A (N, = AHUAGAL ). (626)
vliv niz8ich
necentralnich

momentd Suma

Priklad

Odhad J\//’gU (6.20) lze vyuzit k odhadu vektoru N {2} (6.26) pro P >3
podle vztahu

I (=)
NE2Y = | AT | = (B2h)' | V2, - A (1) <A7v®2>“ . (6.27)
N v No o N,

Poznamenejme, 7e celkovy a postupny (6.20) odhad pruniho necentralniho
momentu Sumu je totozny.

Postupny odhad necentralnich momentu vyzaduje postupné odhadnout
veskeré nizsi necentralni momenty od prvniho po (m — 1)-ty, které jsou vyu-
zity k odhadu m-tého necentralnitho momentu. To znamena, Ze kromé odhadu
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m-~tych necentralnich momenti Sum metoda postupného odhadu poskytne
i odhady wsech niz$ich momenti. V porovnani s celkovym odhadem m-tych
necentralnich momenti Sumi, ktery také poskytl odhad m-tych necentralnich
momentt Sumi, ale dale poskytl odhad pouze polynomialni funkce nizgich
momenttl, nikoliv niz§ich momenta samotnych. Bohuzel kviili vyuzivani od-
hadi nizsich necentralnich momentt Sumi v postupném odhadu je obecné
velice obtizné Fici néco o nestrannosti a konzistenci odhadi.

6.2.5 Postupny odhad centralnich momenta Sumi

Tvv

momenti ziskat odhad m-tého centralniho momentu Sumi.

Podobné jako v pfedchozi kapitole 6.2.4 hlavni myslenkou postupného
odhadu centralnich momenti Sumii je postupné identifikace druhych az
(m — 1)-tych centralnich momentt $umua a vyuziti téchto jiz odhadnutych
nizsich momenti k odhadu dalsiho, tj. m-tého centralniho momentu Sum.
Navic je vyuZito i odhadu prvki prvniho necentralntho momentu Sumi AY.
Tento piistup lze ukizat tpravou rovnice (6.15b) do nasledujici podoby

= Ag{m}Cen{m} + AZ{I}Cen {1}, (6.28)

kde matice A7 {m} obsahuje vSechny sloupecky z matice A% nalezici pouze
m-tym prvkim centralnich momentii sumi usporadanych do vektoru Cg,. {m}.
Oproti tomu matice AZ{l} obsahuje zbyvajici sloupecky matice A7, které
nalezi zbyvajicim prvkim usporadanym ve vektoru C¢.{l}. Tyto zbyvajici
prvky jsou polynomiélni funkce druhych az (m — 1)-tych centralnich mo-
menti Sumi. Poznamenejme, ze Ag'{m} = AZ" pro m < 4, protoze C' bude
pouze linearn{ funkei m-tych prvki centralnich momenti Sumii. Pokud je N
(6.13a) odhadnut pomoci (6.19), pak je moZné odhadnout CZ ze vztahu

W O og, (Zy — AvUYAY)
~ ——\Q"
C _ C _ N ArU
5;-; _ o7 CZ’](}H | %% (ZN+1 «.4N+1‘I’g Ne) (6.29)
5 Com o o5, (ZPLH — A p i VN )

Pokud je vektor Cg.{l} (6.28) nahrazen odhady prvki druhych aZ
(m — 1)-tych centrélnich momentii Sumi, vektor CZ'  je nahrazen odhadem
(6.29) a matice AZ{m} (6.28) ma plnou sloupcovou hodnost, je mozné ziskat
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odhad m-tych centralnich momentt Sumit Cg,{m} pomoci vztahu

Cl{m} = (Az{m))' (G — Az {1yCE.1}) (6:30)

— Priklad

Odhad @(6.20) vyuzity v odhadu C/\%Q (6.29) lze pouzit pro odhad vek-
toru Cg,(6.30)® podle

ey, = (42) 2, (6.31)

*Vektor Cg{2} je totozny s Cg.(6.13d) a matice AZ{2} je rovna A%, protoze
m—2<4.

Postupny odhad centralnich momenti Sumt vyzaduje odhadnout
nejdiive prvni necentralni moment Sumt, ktery je néasledné vyuzit k po-
stupnému odhadu v8ech nizsich centralnich momenti Sumu od druhého po
(m — 1)-ty. Veskeré odhady nizsich momentu jsou poté vyuzity k odhadu
m-tych centralnich momenti Sumii. To znamend, Ze kromé odhadu m-tych
centralnich momentt Sumi metoda postupného odhadu poskytne i odhady
v§ech nizsich centralnich momentu a stfednich hodnot $umi. Oproti tomu
celkovy odhad m-tych centralnich momenti Sumi poskytuje pouze odhad
m-tych centralnich momenti Sumi. BohuZel kviili vyuzivani odhadi nizsich
momentil Sumi v postupném odhadu je obecné velice obtizné fici néco o ne-
strannosti a konzistenci téchto odhadi.

6.3 Casové zavislé Sumy

Predchozi kapitola 6.2 se vénovala odhadu momenti Casové nezavis-
Iych Sumi. Nicméné pro popis nékterych systémii nemusi byt modely s ca-
sové nezavislymi Sumy dostacujici. Proto je potieba vyuzit modely obsa-
hujici ¢asové zavislé Sumy, jejichz momenty budou v této kapitole odhado-
vany. Konkrétné bude v této kapitole ukazén odhad momenti Sumu stavu wy,
a méfeni v v rovnicich modelu systému (2.1), (2.2). Také bude predpoklé-
dano, ze existuje zdvislost mezi vektorem sumi &, = [w],vi]T a vektorem
€; pro abs(k — j) < zmax, kde zZmax je hodnota maximdlni Casové zavislosti
mezi vektory Sumu tj. Sumy stavu a méfeni mohou byt casové i vzajemné
zévislé. Poznamenejme, Ze v této kapitole budou ukazény prevazné zmény ¢i
rozdily ve vypocétu odhadu momentii Sumu oproti kapitole 6.2.
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6.3.1 Vztah momentt procesu Z; a momenti Sumt

V této kapitole se podivame, jaky je vztah libovolnych m-tych momenti
Sumi ndhodného vektoru Zj; s momenty casové zavislych Sumi stavu wy
a meéfeni vy.

Stejné jako v kapitole 6.2.1 lze beze zmény ukazat, Ze jednotlivé cen-
tralni ¢i necentralni m-té momenty stochastického procesu Zj lze vyjadriit
jako linearni funkci momentu rozsifeného vektoru Sumi stavu a méfeni &,
podobné jako v (6.11). Samotné m-té momenty Nem a Cem samoziejmé také
obsahuji kopie nékterych prvki, a proto lze nadefinovat vektor obsahujici
pouze unikatni prvky stejné jako v (6.12).

Rozdil oproti predchozi kapitole 6.2.1 Ize ale spattit pii bliz§im pohledu
na jednotlivé prvky vektorti N&. a Cn. Ty obsahuji stejné jako v pripadé
Casové nezavislych Sumu kopie prvkia m-tych momenti sumu. Misto kopii
prvkii polynomidlnich funkei prvnich az (m — 1)-tych momenti Sumii stavu
a méfeni se zde v8ak mohou vyskytnout i m-té k¥izové momenty popisujici
casové zavislé Sumy. Poznamenejme, ze konkrétni pocet unikatnich prvki vy-
skytujicich se v momentech Ngm a Cem se riizni v zavislosti nejen na hodnoté
maximalni ¢asové korelace zm.y, ale také na velikosti hodnoty parametru P.

— Priklad
Pokud je vektor sumi &, = [wy,v{]" zavisly na vektoru &; pouze
pro abs(k — j) < 1 = zpax, pak druhé momenty Ngz, Ce2 pro P = 2
mohou byt zapsany jako

]T

SV
—— NY,
NSQZEHV};—N} = 0N | Mo | = TENE, (6.32a)
kE—N wa
_kaflvvk_
ST
WPfl ®? C\L/JQ
ngzE[([Vﬁ‘N]—\I!Q/Ng) = VUG [Copliv, | = V6Ce.
k—N Cw7v
_ka:—hvk_
(6.32b)
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Druhy necentralni moment Nz2 pro P = 3 lze zapsat ve tvaru
_ NWUZ -
Wi —1,Wk
N\l,JZ
k—1,Vk
— o) | NMev | = 0ENY. (6.32¢)

Wk—1,Vk

=

a2

2

P-119®
P

Vi-n

Ngz—EH

z 2

Wik VEk—1
5 U

NE )

| Nw @ N

VRS

Druhy necentralni moment Ng2 pro P > 4 lze zapsat ve tvaru

A,
kaf 1,Wk

= UNND. (6.32d)
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Druhy centralni moment Cg2 pro P > 3 lze zapsat ve tvaru
_ 632 -
ka—lvwk
WP—l ®2 C‘l;lg
Cg2 — E [( |:V1]§N:| - \I/?/NEL-J) = gz (:,\;,{717‘,]C - \I]gzc(gz
k—N Core
karflzvk
_ka7vk—1 .
(6.32¢)

Stejné jako v kapitole 6.2.1 1ze beze zmény zapsat rovnice (6.11) do tvaru
(6.14) a vyjadiit je pro v8echny ¢asové okamziky k = N, ..., 7— L+1 v kom-
paktni podobé (6.15). Vyuziti rovnice (6.15) k ziskani odhadu vlastnosti ¢a-
sové zavislych sumu stavu a méreni bude ukazédno v nasledujicich kapitoléch.

6.3.2 Celkovy odhad necentrialnich moment@ Sumi

V této kapitole si ukdzeme, jak ziskat odhad nejen m-tého necentralniho
momentu ¢asové zavislych Sumi.

Pokud je v rovnici (6.15a) nahrazen vyraz N7 jeho odhadem (6.18)
a matice A%} (6.16) ma plnou sloupcovou hodnost, je mozné z rovnice (6.15a)
ziskat odhad unikatnich prvka momentt $umi uspofadanych ve vektoru N,
stejné jako v pripadé ¢asové nezavislych sumii v kapitole 6.2.2. Vysledny od-
had je stejné tak nestranny a konzistentni, jak bude dokazano v néasledujicich
kapitolach.

6.3.3 Celkovy odhad centralnich momentt Sumii

V této kapitole si ukdzeme, jak ziskat celkovy odhad m-tého centralniho
momentu ¢asové zavislych Sumi.

V  pripadé zavislosti vektori Sumu &, = [wi,v[]" a ¢
pro abs(k — j) < zmax lze také vyjadiit m-ty centralni moment Cghn jako
funkci prvki z vektoru N3, pomoci vztahu (6.21) obdobné jako v kapitole
6.2.3, ale pouze pokud hodnota parametru spliuje P > (m + Zmax)-

Pokud ovSem pro hodnotu parametru plati P < (m + zpax), nelze
vztah (6.21) jako celek definovat. Je to zptisobené tim, 7e vektor N, neob-
sahuje vSechny potfebné prvky polynomialnich funkci nizsich necentralnich
momentii §umi, které jsou zapotiebi pro linearni piepocet do vektoru Cg..
Nicméné pokud P = (m+ zmax), je mozné vypocitat alespon ¢ast centralnich
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momenti Sumu obdobné jako v kapitole 6.2.3. Pokud oviem P < (m + Zmax),
napiiklad kdyz maximalni ¢asova zavislost zna neni konecna, pak nelze vy-
pocitat zadnou ¢ast centralnich momentu Sumd.

Priiklad
Vektor Cg, (6.32e) lze vyjadiit z vektoru N (6.32d), pro P > 4, ve tvaru

Inz(nz+1) 0 0
A
O Inz(nz+1) 0
2
Cg2: Inz(n21+1)+n%+nz(n22+l)+n2+3nznz 0 \ijl\/; 0 Nguz,(6.33)
0 0 I...
0 0 Inxnz
i 0 0 ILin|
e

kde 0 je zjednoduSeny zéapis nulové matice s odpovidajici dimenzi. OvSem
pro P = 3 je mozné z vektoru Ngz (6.32¢) vypocitat pouze ¢ast central-
nich momenti Sumi Cg, (6.32e), a to

2\U
CY = N% = (M), (6.34a)
Corrve = Nopiwp — N, (6.34b)
CW,V = Nw,v - Nw ®Nv, (634C)
ka,l,vk — kaflzvk - Nw ®Nv, (634d)
CWk,Vk,1 = ka,vk71 - Nw ®NV (6346)

. T -« o u . v .
Bohuzel centrdlni momenty Sumi stavu C. a Cw, ,,w, neni mozné vy-

poitat kvili chyb&jicimu ¢lenu N&” ve vektoru N2 (6.32¢). Pozname-
nejme, 7e rovnice (6.34) odpovidaji poslednim fadkam rovnice (6.33).

Vypocet celkového odhadu centralnich momenti pro ¢asové zavislé Sumy
za predpokladu P > (m + zmax) je, jak bude dokdzano v néasledujicich kapi-
tolach, nestranny a konzistentni.

6.3.4 Postupny odhad necentralnich momentt Sumi

V této kapitole si ukazeme, jak postupnym odhadovanim ziskat odhad
m-tych necentralnich momenti Suma.
Vypocet postupného odhadu m-tych necentralnich momenti Sumu

N {m} (6.26) s vyuZzitim polynomidlnich funkei nizsich, jiz odhadnutych,
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necentralnich momentit ve vektoru N, {l} (6.25) zlistAviA nezmé&nén v po-
rovnani s kapitolou 6.2.4.

Poznamenejme, ze pro vétsi casovou zavislost abs(k—7j) = zpnax mezi vek-
tory sumi &, = [wi,v{]|" a £; a zaroveii malou hodnotu P muZe odhado-
vany vektor N3 {m} (6.26) obsahovat stejné prvky jako v pipadé celkového
odhadu Ng. (6.19). Jelikoz vektor polynomialnich funkei nizgich necentrél-
nich momentit Ny, {I} (6.26) miize byt prazdny, tzn. Zadny niZsi necentralni
moment neni vyuzit a postupny odhad necentralnich momenti je totozny
s celkovym odhadem dokonce pro libovolny moment m.

Bohuzel, podobné jako v ptipadé odhadu necentralnich momenti ca-
sové nezavislych sumi v kapitole 6.2.4, je kvili vyuzivani odhadi nizsich
necentralnich momentu $umi v postupném odhadu obecné velice obtizné fici
néco o nestrannosti a konzistenci odhadi.

6.3.5 Postupny odhad centralnich momenta Sumii

V této kapitole si ukdzeme, jak postupné ziskat odhad m-tého central-
niho momentu Sumi.

/\Pro vypocet postupného odhadu m-tych centralnich momenti Sumu
C2.{m} (6.30) jsou vyuzity jiz odhadnuté niz$i momenty Sumi ve vektoru
C2.{l} (6.28) obdobé jako v kapitole 6.2.5.

Poznamenejme, Ze pro vétsi casovou zavislost zmax a zaroven malou
hodnotu P miize odhadovany vektor Cg.{m} (6.30) obsahovat stejné prvky
jako cely vektor C2. (6.21). TudiZ vektor polynomiélnich funkei nizgich cent-
ralnich momentii Cg,. {1} (6.30) miiZze byt prazdny, tzn. Zidny nizsf centralni
moment neni vyuzit pro libovolny moment m. Nicméné vzdy bude vyuZito
alespoii odhadu stfednich hodnot §umu Ny pii vypoctu CZ/~m\m (6.29).

Podobné jako v pripadé odhadu centralnich momenttu ¢asové nezavis-
Iych Sumi v kapitole 6.2.5 je diky vyuzivani odhadi nizsich momenti Sumi
v postupném odhadu obecné velice obtizné Tici néco o nestrannosti a konzis-
tenci odhadu.
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Kapitola 7

Metoda diference méreni: analyzy

4

a rozsireni

V této kapitole budou analyzovany odhady momentu Sumi ziskané po-
moci MDM a také bude ukdzano nékolik rozsiteni metody samotné.

Na pocatku kapitoly bude pomoci blokového schématu ukézano, které
meéteni ¢i odhady vyzaduji pro svij vypocet jednotlivé odhady MDM. Daéle
pak bude ukadzan narustajici celkovy pocet odhadovanych prvki momenti
Sumi pomoci MDM v zavislosti na nékolika faktorech, jako jsou casova
ne/zéavislost §umii, kolikaty moment bude odhadovan nebo zda je pro odhad
vyuzit celkovy ¢i postupny odhad MDM. V nasledujicich dvou podkapitolach
7.3 a 7.4 budou analyzovany vlastnosti jednotlivych MDM odhadi, jako jsou
nestrannost a konzistence. Dale v podkapitole 7.5 pak bude ukézana moz-
nost vyuziti kiizovych momenti Z; definujicich dal$i rovnice, které lze vyu-
zit k odhadu momenta Sumi. Moznost odhadu momenti pouze Sumu méreni
s vyuzitim vztaht MDM bude ukazana v dalsi kapitole 7.6. Poté v podkapi-
tole 7.7 bude diskutoviana moznost vyuziti znalosti nékterych prvki momenti
Sumi k odhadu zbyvajicich neznamych prvki momenti Sumi. V nésleduji-
cich dvou podkapitolach 7.8 a 7.9 bude diskutovina moznost rozsiteni MDM
odhadu jednak do rekurzivni verze, ale také vyuziti vztahu MDM pro ne-
linearni modely. Nasledné bude v podkapitole 7.10 ukazéno, jak v odhadu
momentil Sumt pomoci MDM vyuzit modelu systému, ktery obsahuje znamé
tvarovaci matice Sumu. Dale v podkapitole 7.11 bude ukizano, jak zména po-
uziti dostupnych métreni mize vhodné zménit model s ohledem na vyslednou
kvalitu odhadovanych kovarianci sumu. Poté bude v podkapitole 7.12 ukéa-
zadna moznost vazeni nejmensich ¢tverci v odhadu momenti Sumi pomoci
MDM. Na zavér kapitoly budou diskutoviany hodnoty uzivatelsky volenych
parametri L a N v MDM.
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7.1 Vzijemné vztahy mezi odhady MDM

V této kapitole se podivame na vztahy jednotlivych odhadi MDM.

Jak bylo v piedchozich kapitolach vidét, jednotlivé kroky vypoctu od-
hadi jsou ¢aste¢né propojené. Pro piehlednost jsou jednotlivé ¢asti vypoctu
odhadu centralnich a necentralnich momenti celkovym a postupnym zptso-
bem ukazany na obrazku 7.1.
ug Z

Rizeni L N

)

Systém Vypocet Z, Odhad 1. necentralniho
F., H, Nem z? Z,; (6.10) 7|  momentu Nil (6.18)

N i—19 m [ Odhad m-tych Celkovy/postupny
z" T T necentralnich mo- |« [ odhad 1. necentralnho
l mentd N2 (6.18) momentu NY (6.20)
NZ NE
P°fttf’c‘;]"i’]e‘::‘it'li'fj Celkovy odhad | Odhad m-tych |
mty m-tého necentralniho centralnich mo-

ralnich momenta

U {m} (6.26) momentu Ng. (6.19) || mentd C%, (6.29)

Moy | | AR | M Coi=23...m
Celkovy odhad | Postupny odhad |
m-tého centralniho || m-tych centralnich

momentu CY,. (6.22) momentd Sumi

(pokud P >m+zmax) Ce.{m} (6.30)

ce. e qmy| | co{t}

Obrazek 7.1: Struktura vypoc¢tu odhadu moment Sumu pomoci MDM

7.2 Pocet odhadovanych momentt Sumi

V této kapitole se podivame na to, jak nartusta celkovy pocet odhado-
vanych prvkia pro urc¢ity moment a pro riuzné pristupy k odhadu.

Pti celkovém odhadu moment Sumi uvedenych v podkapitolach 6.2.2,
6.2.3, 6.3.2 a 6.3.3 se vidy odhaduji veskeré neznadmé prvky, nicméné neni
potieba znalosti nizsich momenti. Oproti tomu postupné odhady momenti
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uvedenych v podkapitolach 6.2.4, 6.2.5, 6.3.4 a 6.3.5 pro vypocet m-tého
momentu Sumi vyzaduji (odhadnuté) niz§i momenty Sum.

Pokud budeme napiiklad uvazovat vektor sumi &, = [wl, vI]T, ktery
je nezavisly na vektoru §; pro k # j, zjistime, Ze pocet vSech odhadnutelnych
prvki pro celkovy (podkapitola 6.2.2, 6.2.3) a postupny (podkapitola 6.2.4,
6.2.5) odhad momentt Sumi je rizny, jak ukazuje tabulka 7.1.

Celkovy odhad | Postupny odhad
m-ty necent. | cent. | necent. cent.
ng n, P
moment | mom. | mom. | morm. mom.
1 1 3 1 2 - 2 -
1 1 3 2 6 3 3 3
1 1 3 3 13 4 4
1 1 3 4 26 11 5) )
1 1 3 5) 46 18 6 6

Tabulka 7.1: Celkovy pocet odhadovanych prvki v piipadé nezévislosti vek-
torti Sumu &, a §; pro k # j.

Z tabulky 7.1 je ziejmé, Ze celkovy odhad 4. necentralniho momentu Mg, (6.19)
obsahuje celkem 26 prvki, coz je vice nez SHkrat vice nez pii postupném

—

odhadu 4. necentralniho momentu N {4} (6.26), ktery obsahuje celkem
5 prvki (konkrétné Nya, Nys o, Nz w2, Ny s a Nya). Obdobné je v tabulce
vidst, ze celkovy odhad Cgs (6.22) a postupny odhad Cg;{3} (6.30) tietich
centralnich momenti obsahuji stejny pocet odhadovanych prvka pro m < 4,
jak bylo zminéno v kapitole 6.2.5.

Nyni uvazujme, Ze vektor sumi &, = [wi,vi]? je zavisly na vektoru
&; pro k # j. V tomto ptipadé je celkovy pocet vSech odhadnutelnych prvki
pro celkovy a postupny odhad momenti z podkapitol 6.3.2, 6.3.4, 6.3.5 po-
psan tabulkou 7.2.
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Celkovy odhad | Postupny odhad

n o n P m-ty necentralnich | necent. | cent.

v moment momentu mom. | mom.

1 1 3 1 2 2 -

1 1 3 2 9 9 9

1 1 3 3 25 25 25

1 1 3 4 55 55 5%5)

1 1 3 5 105 105 105

Tabulka 7.2: Celkovy pocet odhadovanych prvki v pripadé zavislosti vektori
Sumi & a §; pro k # j.

V tomto piipadé neni mozné vypocitat celkovy odhad centralnich momentii,
protoze kvili chybéjicim ¢lentim polynomialnich funkei niz$ich momenti
ve vektoru N, nenf mozné definovat matici Ogm (6.21). Jak je z tabulky
vidét, v piipadé (nekonecné) velké ¢asové zavislosti zmax mezi vektory Sumi
&, a &, obsahuji odhadované vektory pro celkovy a postupny odhad necent-
ralnich momenti a vektor pro postupny odhad centrilnich momentu stejny
pocet prvkii. Je to zpusobeno také skutecnosti, ze vektory obsahujici funkce
nizsich momentt NVZ.{l} a C¢.{l} neobsahuji zadné prvky.

Nyni uvazujme celkovy odhad druhého necentrdlntho momentu
pro P = 3, kde ¢asova zavislost mezi vektory Sumii £, a &; by byla pouze
ptes jeden Casovy okam7ik zpmax = 1 jako v (6.32¢). Poté by byl celkovy pocet
odhadovanych prvki pouze 7, coz je o dva méné, nez je ukédzano v tabulce 7.2
pro (nekoneéné) velkou zavislost zmax, protoze vektor funkei niz8ich momenti
sumi N, {I} (6.28) nebude prazdny, ale bude obsahovat nasledujici prvky

cLl} = Q )| (7.1

No @ N,

7.3 (Ne)strannost odhadi momentt Sumi

V této kapitole se podivime na strannost celkového a postupného od-
hadu pro casové korelované i nekorelované Sumy.

Celkovy odhad m-tych necentralnich momenti sumit N3, (6.19) je ne-
stranny diky pfedpokladu, Ze matice AR (6.16) je zndmd, omezend a ma
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plnou sloupcovou hodnost. Protoze plati vztah

(D'%/’m?%’!”
/U m\T (I)%[mZ%Tj-l m\T A/m m\T Am AU U
E |:N5m:| - ('A./\/') E : - (‘A./\/) sz == (.AN') .ANNgm — Ngm,
(I)/z\/mZ?—L—i-l
ktery dokazuje, ze odhad libovolného m-tého necentralniho momentu Sumi
(6.19) je nestranny pro nezavislé i zavisle vektory &, = [w/), vi]" a &,
pro k # j.

JelikoZ je celkovy odhad m-tého centralniho momentu sumu Cg,. (6.22)
pouze linearni funkei celkového odhadu m-tych necentrdlnich momenta Sumu
NY,. (6.19), za predpokladu P > (m + 2may) je tento odhad také nestranny.
Vyplyva to ze vztahu

E [CE | = ©enE [N | = Oen N = CE. (7.2)
ktery dokazuje, ze celkovy odhad libovolného m-tého centralntho momentu
Sumi (6.19) je také nestranny.

Postupny odhad m-tych necentralnich N§,.{m} (6.26) a centralnich
Cl.{m} (6.30) momenti Sumi je, na rozdil od celkového odhadu, obecné
strannym odhadem. Je to zpusobeno tim, Ze polynomidlni funkce odhadu

niz8ich momenti Sumi, které jsou vyuzity ve vypoctu, se obecné nerovnaji
polynomialnim funkcim skute¢nych nizsich momenta Sumii, tj. obecné

E [N # N0, (7.3
E [C8. {1} # et {1 (7.4)

7.4 Konzistence odhadi momentu Sumu

V této kapitole se podivame na konzistenci odhadi momenti Sumu
ziskanych pomoci MDM.
Pro diikaz konzistence odhadu tplného necentralniho m-tého momentu

—

S (6.19) je pouzit nasledujici vztah

N ZP" = oY ATTER" = oY AT (VNN +my) (7.5)

kde ndhodna veli¢ina n;, = S,S?M — \I//gvm./\/ 4. ma nulovou stfedni hodnotu a jeji
autokorela¢ni funkce je definovana jako

Non; = Ns;",sgn — NE.. (7.6)
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Odhad NVY, (6.19) muze byt diky rovnici (7.5) zapsan jako
- T—L+1 T—L+1
N~ A+ ( > nkwm) ( 5 nmk> S a
k=N

kde I, = (@N A" \I/Q/m> Y A", Kovariance chyby odhadu NY, (6.19) je

zm zm

®2

- 22 T—L+1 - T—L+1
k=N

r—L+1 N L+17—L+1
(Z 11, W, ) Z Z (M ®T1;) Ny, -

Pokud existuje regularni matice A takova, Ze pro vSechny 7 > 0 plati

T—L+1
> MU, > AT (7.9)
k=N

kde 7 = 7 — P + 2 a maticova nerovnost A > B znamen4, Ze rozdil A — B
je pozitivné semidefinitni, poté lze velice jednoduse ukazat, ze plati

T—L+1 -1 AL
Z Loy, | <—. (7.10)
T

Také je mozné ukazat, ze vektor z (7.8)

T—L+117—L+1

Z Z (I ® I1;) Ny, (7.11)

lze zapsat do podoby ¢tvercové matice jako

7—L+17—L+1 T—L+1717—L+1
(35 men ) > S el
k=N j=N

kde (-)m je inverzni funkce k funkei (-)y ktera vektorizuje ¢tvercové matice,
tj. pro ¢tvercovou matici A plati vztah A = (Ay)m. Déle je potiFeba pro ma-
tici (7.12) nalézt maticovou funkei Q(7) takovou, ze plati nerovnost

T—L+17—L+1

> D WE[mmi] I} < Q). (7.13)
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pfi¢emz maticova funkce 2(7) roste maximélné s malym-o (anglicky zvané
little-0) kvadratické funkce 72 ve smyslu lim, QT(QT ) — 0. Ctvercové matice
na obou stranach nerovnice (7.13) lze také zapsat ve vektorové formé pii za-

chovani platnosti maticové nerovnosti pro ptivodni ¢tvercové matice zapsané

M
symbolem < jako

T—L+17—-L+1

STY (@) N, < Q. (7.14)

Poté lze diky A (7.10), Q(7)v (7.14) a vztahu (7.8) zapsat nasledujici
nerovnost

g [(/@ —/\/En)ﬂ YA o0, (7.15)

72

Pokud bude pro funkci na pravé strané rovnice (7.15) platit limita

oAy
bude jisté platit i limita
— ®2
lim E [(NUm —Ng{n) } =0, (7.17)
T—00

a proto je uplny odhad necentrdlniho m-tého momentu NS, (6.19)
konzistentni. Ukazka konzistentnich odhadi momenti Sumi pro model sys-
tému s nezavislymi i zavislymi Sumy je v ptiloze B. -

Jelikoz tplny odhad m-tého centralniho momentu C¥,. (6.22) je pouze
linearni kombinaci konzistentntho odhadu N3, (6.19), je i tento odhad kon-
zistentni.

Pro diikaz konzistence postupného necentrilnitho m-tého momentu

—

NE.{m} (6.26) a postupného centralniho m-tého momentu Cg.{m} (6.30)
bohuzel nelze vyuzit odvozeni, jez bylo vyuzito pro diikaz konzistence tiplného
necentralniho m-tého momentu z ivodu této kapitoly. Komplikace zpusobuji
dosazované nizsi momenty, kvili nimz je vysledny postupny odhad momenti
stranny. Nicméné lze ocekavat, ze s tim, jak budou jednotlivé odhady niz-
$ich momenti pocitiny na zakladé stale vétsitho poc¢tu dat, se i veskeré tyto
odhady budou blizit k hledanym momentim. Diky tomu by se k hledanym
momenttt mély blizit i odhady vyssich momentu, které vyuzivaji tyto nizsi
momenty.
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7.5 Vyuziti kfizovych momentt procesu Zk

_ V této kapitole se podivime na moznost, jak vyuzit i kifzové momenty
Z,;, pro odhad momentt Sumu stavu wj a méfeni vy.

V podkapitolach (6.2.1) a (6.3.1) bylo ukazéano, ze jednotlivé centralni ¢
necentralni m-té momenty stochastického procesu Zk lze vyjadrit jako funkci
hledanych vektorii Ny a Cgm (6.15). Nicméné k vyjadieni vektortt N3, a Cin
lze obdobné vyuzit také kriZové centralni i necentralni momenty procesu 7,
definované jako

./\/’221172222’.“722 , (718&)
Cz;l ’ZiQ 2” ; (7.18b)
1

kg Ty

kde k; € {0,1,...,7},4; € {1,2,...,m} a Zézlij =m.

Tyto kfizové momenty lze vyuzit jako dal$i rovnice pro odhad momentt
Sumi obdobné jako u rovnic (6.15). Nicméné poznamenejme, ze pokud mo-
del systému obsahuje ¢asové nezavislé Sumy, lze ukdzat, ze kifzové momenty
(7.18) jsou funkei pouze prvki momenti Sumii, které jsou jiz obsazeny ve
vektorech N, a Cgn pro dostatecné velké P. To znamend, ze veskeré kii-
7ové momenty (7.18) lze zapsat jako funkce pouze prvki vektort N, a Con.
Pokud ovSem model systému obsahuje casové zavislé Sumy, tak odhadovany
vektor prvkii momenti Sumi NS, a Cgn bude obsahovat vice prvki, ne
kdyby tyto kiizové momenty (7.18) pouZity nebyly. Vyuziti kiizovych mo-
mentu (7.18) samoziejmé bude mit vliv na kvalitu vysledného odhadu mo-
menti Sumu. S ohledem na to, ze odhad momenti Sumi je ziskdn pomoci ne-
vazenych nejmensich ¢tverci, nemusi vést vyuziti kiizovych momentu (7.18)
vzdy ke zlepSeni kvality odhadovanych momentt Sumii.

Rovnice vzniklé pomoci kiizovych momentii Sumu budou velice dulezité
v nésledujici kapitole 7.6.

7.6 Senzorova kalibrace, odhad moment@ Sumu
meéreni

V této kapitole bude ukazéano, jak lze pro specificky model systému od-
hadnout pouze momenty Sumi méfeni bez potieby jakékoli znalosti o rovnici
dynamiky stavu.

V kapitole 6.1 byla uvedena moznost volby parametri N =0a L =1
(tj. P = 1) k vypoctu procesu Zj (6.10). S touto volbou lze rovnici (6.10)
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zapsat a upravit do nasledujici podoby vhodné pro vypocet
Zy = AZL = (Inz - HkH,’;) Z (7.19)

a obdobné lze upravit i rovnici (6.5) do tvaru vhodného pro analyzu vlastnosti
Sumu méreni

Podminkou pro vypocty (7.19) a (7.20) je, aby matice H;, méla plnou sloupco-
vou hodnost, tj. aby platil vztah HLHk = I, Vk, ale také musi platit n, > n,,
aby Ai # Op,xn.-

Jak je vidét z rovnic (7.19) a (7.20), neni potieba zadné znalosti o celé
rovnice dynamiky (2.1). To znamend, Ze neni potieba mit znalost matice
dynamiky F}. a vektoru fizeni uy, ale ani o popisu Sumu stavu wy, ¢i zavislosti
Sumu stavu a méfeni, jelikoz se v odhadu nevyskytuji. Tudiz pouze ze znalosti
matice méfeni Hy a méfeni samotného zg, je mozné vypocitat proces Zy
(7.19), ktery lze, obdobné jako pro N > 0, vyuZit pro odhady vlastnosti
Sumu, samozfejmé v tomto pripadé pouze Sumu méreni.

Pokud si vyjadiime momenty Zj, jako funkci momentti Sumi podle (6.15),
zjistime, ze diky struktufe (7.20) (kde vidy P = 1) budou hledané vektory
funkei pouze m-tych momenti sumi méreni jako N, = N a Con = Con.

V tomto piipadé naptiklad neni mozné vypocitat celkové odhady centrél-
ntho momentu $umu méreni C¢,, (6.22), protoze celkovy odhad necentralntho
momentu §umu méteni Ng,. (6.19), ze kterého by mél byt Cg,. pocitan, neob-
sahuje vSechny potfebné prvky. Nicméné tento problém lze velice jednoduse
vytesit vyuzitim kiiZovych momenti Zj, jak bylo ukdzano v kapitole 7.5.

— Priklad
Pokud je vektor Sumu méfeni vy casové nezavisly a P = 1, tak bez
vyuziti kiizovych ¢lent nelze ziskat celkovy odhad druhého centralniho
momentu méreni ng = C‘lfg, protoze celkovy odhad necentralniho mo-

U

mentu Sumu méieni EUZ = N2, ze kterého je pocitan, neobsahuje uni-

Ve z v 2 v M vV I v
katni prvky ¢lenu M. Pokud ale vyuZijeme i vztah pro kiizovy ¢len
2 . v s . . , 2 ¢
Ne, e, = NZ7, je mozné ziskat celkovy odhad druhého centrélniho mo-
mentu Sumu méfeni, protoze celkovy odhad necentralniho momentu Sumu

Er€r—1

NU2 NUQ
méfeni jiz obsahuje véechny potfebné ¢leny [ ut } = ( )U .
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7.7 Vyuziti apriorné znadmych prvki momenti
Sumu

V této kapitole se podivame, jak vyuzit apriorné znamych prvki mo-
mentl Sumi pro odhad zbyvajicich neznamych prvki momentu Sumi. Apri-
orni znalost prvki momentt Sumi muze byt ziskdna napiiklad predpokladem
vzajemné nezavislosti Sumi, tj. Nyyv = Ny @ Ny a Cyy = Opp .-

Pokud jsou nékteré prvky moment Sumi apriorné zndmé, je mozné
jejich vliv odecist z momentt Nz? a szn a odhadovat pouze zbylé neznamé
prvky momenti Sumi. Tento postup lze provést u vSech prezentovanych od-
had.

Samotny postup si pro illgtraci ukazme pro celkovy odhad necentral-
nich prvnich momenti sumi NY (6.19). Piedpokladejme, 7e z vektoru prv-
nich necentralni momentt Sumi Ny (6.13a) je apriorné znamy vektor stie-
nich hodnot sumu stavu Ny. V tom pifpadé lze vektor N¥ rozdélit na znamou
a zbylou odhadovanou ¢ast upravenim rovnice (6.15a) do nasledujici podoby

N% = Ay {o}NZ{o} + A\ A2 INE {2}, (7.21)

kde matice Aj{o} obsahuje vSechny sloupetky z matice A}, nélezici od-
hadovanym prvkim vektoru N¥ usporadanym ve vektoru N¥{o} = N,.
Oproti tomu matice A} {z} obsahuje zbyvajici sloupecky matice A}, které
nalezi znAmym prvkim uspofadanych ve vektoru N¥{z} = N,. Pokud je
vektor N7 nahrazen odhadem (6.18) a matice Aj {0} (7.21) mé plnou sloup-
covou hodnost, je mozné ziskat odhad vektoru Ng {o} metodou nejmensich
ctvercu

—_— o~ _‘_ —
AVoh = N = (Acdo)' (NG - AL} ). (22)
—_—
vliv znamé casti
Poznamenejme, Zze vyuziti znalosti nékterych momenti ma samoziejmé pii-

znivy vliv jak na vyslednou kvalitu odhadu, tak na vypocetni a pamétovou
naro¢nost odhadu.

7.8 Rekurzivni odhad momentia Sumiu

V této kapitole se podivame na moznost odhadu momentid Sumi
pomoci rekurzivni metody nejmensich ¢tvercii.

V nékolika predchozich podkapitolach bylo ukazano, jak ziskat odhad
necentralnich i centralnich momentii umii, a to za pomoci davkové (anglicky
nazyvané batch) metody nejmensich ¢tverca. To muze byt ovSem limitujici
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pro modely s velkou dimenzi stavu ¢i méfeni nebo v ptipadé velkého mnoz-
stvi métreni. V téchto pripadech je velmi vhodné vyuzit rekurzivni metodu
nejmensgich ¢tvercu [97], kterd tyto problémy potlacuje a navic ma dalsi pii-
znivé vlastnosti, jako naptiklad mensi naro¢nost na vypocet nebo pamét.
Rekurzivni piistup ovsem vyzaduje jednak apriorni znalost odhadované veli-
¢iny, ale také matici urc¢ujici jistou miru davéry v tuto apriorni znalost.

7.9 Nelinearni modely systému

V této kapitole se podivime na moznost odhadu momentid Sumu
pro nelinearni model systému.

Ptredstavend MDM je navrzend pro linedrni model systému popsany
rovnicemi (2.1), (2.2). Nicméné pisobnost MDM je moZné rozsitit i pro ne-
linedrni modely. Zakladni myslenka je zalozena na vyuziti vhodné lineari-
zace napiiklad pomoci Taylorova polynomu prvniho faddu nebo pomoci Sti-
rlingovy interpolace, kterd nevyzaduje diferencovatelnost nelinedrni funkce.
Takovyto linearizovany model lze piimo vyuzit pro odhad momenti Sumi
pomoci MDM. Nicméné lze ptirozené ocekavat, ze vyslednd kvalita odhadi
bude ovlivnéna velikosti lineariza¢ni chyby, kterd je dana jednak mirou neli-
nearity samotného modelu, ale také i volbou samotného lineariza¢niho bodu.

7.10 Vyuziti znalosti tvarovani Sumi

V této kapitole se podiviame, jak vyuzit znalosti tvarovini Sumi
pomoci znamych tvarovacich matic (anglicky zvané shaping matrices). Také
je zde ukazéano, jak vyuzit libovolné matice trizeni.

Pokud uvazujeme, Ze rovnice stavu a méfeni maji nasledujici upravenou
podobu

Xp+1 = Fka + Z/lkuk + Wka, (723)
Z — Hka + Vkvk, (724)

kde n,, n, a n, jsou dimenze vektoru rizeni, vektoru Sumu stavu a méreni
ally € R">M W € R">" 3 ), € R™*™ jsou znamé matice fizeni a znamé
tvarovaci matice Sumu stavu a Sumu méreni. V tomto piipadé lze jednoduse
poupravit nékolik navazujicich rovnic a hodnot dimenzi vektori a matic a lze
vyuzit MDM v piedstavené verzi. Napiiklad rovnici (6.5), pouzitou pro ana-
Iyzu vlastnosti Sumii, je mozné zapsat do podoby

Zy, = AT, (7.25)
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kde matice J;, € R((FP—DnatPn)x((P=1nwtPnv) jo definovana

kaN Onzxnw cee Onzxnw Onzxnv cee Onzxnv Onzxnu
Onzxnw kaNJrl e Onzxnw Onzxnv cee Onzxnv Onzxnv
j - Onmxnw Onmxnw cee Wk+L—2 Onxxm, cee Onmxnv Onmxnv
=
Onz X Ty Onz X Ty ce Onz X Ty Vk—N CIE Onz X Ty Onz X Ty
Onzxnw Onzxnw ce Onzxnw Onzxnv ce Vk’—L—2 Onzxnv
_Onzxnw Oannw cee Oannw Onzxnv cee Onzxnv kaLfl_

Obdobné lze poupravit i vztah mezi momenty Zk a momenty Sumu z rovnice
(6.11) do podoby

Ny = (AeT)™" Nem, (7.26a)
CZ;” = (Akjk)®m Cgm. (726b)
Jak je vidét z rovnic (7.25) a (7.26), uprava jednotlivych vztahu je déna
jednoduchym nahrazenim ptvodni matice Ay, jeji upravenou verzi Ay Jy, pii-
¢emz navazujici vtahy jsou stale platné a je mozné je pouzit.
Vztah (6.10) pro vypocet vektoru Zj z dostupnych méfeni a fizeni méa
v tomto pripadé podobu

_UP—l
Zk = AkBk Z}‘%_N , (727)
k—N
kde matice B, € R(FP=DnetPr)x((P=lnutPnz) jo definovana jako
Uk:—N Onan“ CIE Onanu OnxXnU cee Onwxm, Onxxm,
Onwxnu uk—N—i—l cee Onwxnu Onxxnv e Onwxnu Onwxnv
Bk _ Onzxnu Onzxnu cee Z/{k—i-L—Q Onzxnv Onzxnu Onzxnv
Onzxnu Onzxnu s Onzxnu Inz Onzxnv Onzxnv
Onzxnu Onzxnu cee Onzxnu Onlxnv cee Inz Onzxnv
_Oannu Oannu s Oannu Onz XNy e Onz XNy Inz a

Poznamenejme, Ze pokud pro matici fizeni plati Uy = I,,,, tak vztah pro vy-
pocet vektoru Zj (6.10) zistava nezménén.
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7.11 Vztah poradi pouziti méreni a kvality od-
hadu kovariance Sumu

V dloze identifikace parametri pomoci modelu systému a dostupnych
méfeni lze oCekavat, 7e vysledna kvalita odhadu, jakou je napiiklad MSE
odhadu, je mimo jiné pfirozené zavisla na modelu samotném. To samé lze
ocCekavat 1 pfi odhadu momentu Sumi. Proto si v této kapitole ukazeme,
jak muze poradi pouzitych méfeni ovlivnit model systému a tim i vyslednou
kvalitu odhadu momentt Sumi, konkrétné kovarianci Sumu stavu.

Predpokladejme, Ze k dostupnym métenim z; a fizenim u; méame model
systému popsany rovnicemi (7.23), (7.24) z predchozi kapitoly 7.10, kde navic
Sumy stavu a méfeni maji nulovou stfedni hodnotu a jsou vzajemné a ¢asové
nezavislé. Nicméné uvazujme Ze pro takovyto model provedeme odhad ko-
varianci sumi, ale vysledna kvalita, konkrétné kovariance Sumu stavu, nenfi
dostacujici. To muze byt zpusobeno kombinaci nékolika faktort, jakymi je na-
priklad pomérové velky rozdil v hodnotach odhadovanych kovarianci Sumi
stavu a méfeni. Tento rozdil muze byt zpisobeny malou periodou vzorkovani
méfeni, kvili které se Sum stavu, zjednoduSené feceno, nestihl tolik projevil
skrze stav v rovnici méreni.

Jednou z moznosti, jak zménit model systému tak, aby se mohl Sum
stavu vice projevit, je nepouzivat po sobé nasledujici méteni. Pokud bychom
vybirali napriklad kazdé M-té méteni, tj. k = 0, M, 2M, ..., tak rovnice
méteni (7.24) se nijak nezméni, ale rovnici dynamiky (7.23) je potfeba upravit
do nasledujici podoby

Xe+rt =Fropn—1 - FrFex

Ty
M
+ [Frinior - FrpoFoally , oo Froyoalliyn—2, Unin—1 | UG
/f//keR”?;XJVI’ﬂu
M
+ [Frinio1 - FrpoFooaWe, o, FroyeiWein—2, Wi |WY,
Wkeanxl\lnw
= M M
=X + OZ/kUk + %Wk . (728)

Z této rovnice dynamiky (7.28) vidime, Ze piechod ze stavu k do k + M je
nyni ovlivnén vazenym souctem celkem M Sumi stavu. Diky tomu se Sum
stavu miuze vice projevit a tim miize byt zménéna i vysledna kvalita odhadu
kovarianci Sumu stavu.

Rovnice dynamiky (7.28) pro velké hodnoty M obsahuje matice velkych
dimenzi, coz muze vést k velké naro¢nosti na pamét pii odhadu kovarianci
Sumi. Tento problém lze pro nékteré modely vyteSit vhodnou transformaci
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nahodné veli¢iny # W do podoby Z;Xi, kde 2 € R=xn= XM ¢ R"=.
Po takovéto transformaci bude platit jednak rovnost nasledujicich kovari-
an¢nich matic %, (Nwuyz)y #7 = 25 (Naz),, 2,7, ale také obé kovari-
ance /\/'(WM)Q a Ny2 budou parametrizované pouze pomoci unikatnich prvki
kovariance Sumu stavu Nxz. Diky tomu lze pouzit misto ptvodni rovnice
dynamiky (7.28) rovnici s transformovanym Sumem stavu

Xkt M =X, + %kUIJCVI + 25X (729)

a odhadnutim kovariance Ny, budou ziskany i odhady ptvodni kovariance
Sumi NMY,. Volba pouzité rovnice dynamiky (7.29), misto (7.28), ma vliv
na pamétovou naro¢nost pii vypoctu, nikoliv na odhad kovarianci Sumi. Po-
znamenejme, ze transformace $umi stavu do podoby rovnice (7.29) zvySuje
vypocetni naro¢nost kvili potfebé vyuzit maticové rozklady. Ilustrativni pii-
klad transformace bude pozdéji ukazan v kapitole 9.4.

Vybiranim kazdého M-tého méteni je ale v kazdém kroku vynechano
celkem M — 1 méfeni, ktera obsahovala i Sumy méreni. To bohuzel vede
ke zhorSeni kvality odhadu kovariance Sumu meéfeni. Nicméné je mozné,
kromé jedné sady rovnic pro casové okamziky k = 0, M,2M, ..., vyuzit i vy-
nechana méfeni, a to naptiklad nasledujicimi dvéma zpusoby.

Prvni moznost je k rovnicim pro odhad kovarianci Sumi dodefinovat a vyuzit
dalsich M — 1 sad rovnic pro ¢asové okamziky k =i, M +i,2M + 1, ..., kde
ie{l,2,...,M —1}.

Druha moznost je vynechanad méteni k = 1,2, ... M —1, M+1, M+2, ... do-
definovat dalsi sadou rovnic pomoci senzorové kalibrace z kapitoly 7.6 za pied-
pokladu, Ze matice méfeni H; mé plnou sloupcovou hodnost a n, > n,.

Diky témto sadam rovnic je mozné sestavit jednu matici A3, (6.16),
kterd je pouzita k odhadu kovarianci Sumi stavu a méreni pro veskerd do-
stupna méfeni. Prvni moznost je, oproti druhé moznosti, bud pamétové na-

Poznamenejme, ze druhou moznost je mozné vyuzit v piipadé odhadu
Sumu stavu a méfeni, kdy Sum méfeni je uvazovan ¢asové zavisly pres ¢ oka-
mziki tj. Ny, v, 7 0,2 pro abs(k — j) <, nicméné z kovarianci Sumi méteni
je potFeba odhadnout pouze kovarianci Ny2. V piipadé, Ze hodnota M je zvo-
lena vétsi nez ¢asova korelace Sumu méreni ¢, diky pouziti kazdého M-tého
méfeni budou Sumy méreni v téchto okamzicich jiz ¢asové nezavislé. Proto
druhou moZnost lze vyuzit k odhadu pouze kovarianci sumi N2 a Noo.

Otazka, kterd vyvstava, je jak zvolit hodnotu M, aby se dospélo k poza-
dovanému zlepseni kvality odhadu momentt $umi stavu. Jednou z moznosti
je vyuzit ¢islo podminénosti matice A3, ktera je vyuzita k odhadu kovari-
anci Sumt, a zvolit takovou hodnotu M, pro kterou je ¢islo podminénosti
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cond(A3%,) minimélni. Jelikoz je ale odhad kovarianci Sumii ovlivnén mnoha
faktory, je nutné brat toto doporuceni o vyuziti ¢isla podminénosti s dosta-
te¢nou opatrnosti.

7.12 Vazeny odhad momentid Sumi

V této kapitole se podivame na moznost odhadu necentralnich momentu
Sumi pomoci metody vazenych nejmensich ¢tvercu.

MDM vyuziva toho, 7ze m-té necentralni momenty procesu /\/'zum
pro vSechny casové okamziky 1ze vyjadrit jako m-ty necentralni moment vek-
toru sekvence sumi Ng, podle (6.15a). Jelikoz ale m-té momenty NU jsou

neznameé, jsou jejich odhady nahrazeny (IDN Z®m (7.5). To znamena, Ze cel-

kovy odhad necentralnich momentt Sumi N, VY, (6.19) je dan feSenim metodou
nejmensich ¢tverci pro rovnici

= m i @N A®m ]
o
@NMZ%L (I) ANH
- . gm NgnL (730)
@N Z®m m
T Ll Q/MA? L+1]
Ngin (6:18) A5 (6.16)
AT 0 . 0 [ my ]
0 o AT, 0 Ny
_|_
L 0 0 ®/Z\/;n'AT L+1] \Ir’TfLJrl_J
o ym

7 rovnice (7.5) 1ze vidét, Ze ndhodny vektor n, = " — U, N, ma nulovou
stfedni hodnotu a jeho autokorela¢ni funkce je deﬁnovana v (7.6). Proto
i chyba rovnice £ )™ mé nulovou stiedni hodnotu a jeji kovarian¢ni matice
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je definovana nasledovné

P = Z"E [T (2m) (7:31)
(N,,?V ) e Mo )y
=gm ; : (™7
_(NnNVnFLH)M e (Nn?V>M
[ (Ve = NE) e (Wen, e - NEL)
— gm : : (™",
(e -AE),, - (D),

Diky kovarianéni matici P™ (7.31) je mozné ziskat celkovy wdZeny odhad
necentralnich momenti Sumu vztahem

-1

N = (AT (P AR) ()T (P NG (782)

Navic k tomuto odhadu NVY, (7.32) je, diky kovarianéni matici P™, mozné
dopoditat i kovarianéni matici (chyby) odhadu

cov[NZ] = (4w (P ag) (7.33)

kde je pouzito znaceni COV[s| = (Cs2) -

Bohuzel kovarianéni matice P™ neni pfedem znamé, protoze je funkci
neznamych momentd Suma Ng;gg;n - N gf?f Nicméné tento problém lze vy-
fesit dvéma nasledujicimi zpisoby, kdy jeden vyuziva odhadi nevazenych
momentii Sumi a druhy zpiisob nahrazuje neznamou matici P™ jeji aproxi-
mativni verzi.

Prvni pristup vyuzivajici nevazenych odhadi momentid Sumi lze popsat
v nékolika jednoduchych krocich:

e Vypoditat celkovy (nevazeny) odhad (6.19) vSech necentralnich mo-
mentl Sumi, které se vyskytuji v P™.

e Diky témto nevazenym odhadim necentralnich momentti Sumu lze vy-
pocitat jak odhady momenti Nn\i a m, tak i celé kovarian¢ni matice
chyby rovnice P,

e Nahradit v rovnici (7.32) kovarian¢ni matici P™ jejim odhadem a poté

vypoéitat celkovy vaZeny odhad necentrdlnich momenti sumit NY,.
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e Nahrazenim kovarian¢ni matice P™ jejim odhadem v rovnici (7.33)
je mozné navic ziskat i odhad kovarian¢ni matice celkového vazeného

odhadu necentralnich momenti gumi COV [N Um].
P1i vypoctu vazeného odhadu 1ze pozorovat nékolik nasledujicich vlast-

nosti. Pro vypocet celkového vazeného odhadu m-tych momentt Suma N,
je potfeba znat nejen m-té, ale i 2m-té momenty rozsifeného vektoru Sumi
stavu a méfeni &. Napiiklad pro odhad stfedni hodnoty Sumi (m = 1)
je potieba znat jak prvni, tak i druhy necentralni moment Sumi. Za urci-
tych predpokladi, o distribuci Sumi, lze vyjadiit vyssi momenty jako funkci
niz§ich momenttu. Napiiklad pro gaussovské Sumy je mozné veskeré vyssi
momenty zapsat jako funkci prvnich dvou momenti. V piipadé, ze kovari-
an¢ni matice P™ ¢i jeji odhad je pozitivné semidefinitni, tj. nelze vypodi-
tat jeji inverzi (Pm)fl, je mozné vypocitat celkovy vazeny odhad necentral-
nich momentd Sumu vyuzitim linearni transformace rovnice (7.30) a vyuZzi-
tim Lagrangeovych multiplikdtori. Poznamenejme, Ze pokud je odhad véa-
hové m/at\ice (Pm)_1 a celkovy vazeny odhad m-tych necentralnich momentu
Sumii M§), pocitan na zdklads stejnych méFent, je tento celkovy vazeny odhad
m-tych necentralnich momenti Sumi (7.32) obecné strannym odhadem.

Druhy pristup nevyuziva nevazené odhady momentt Sumu pro odhad kovari-
anc¢ni matici P™, ale pocita aproximativni hodnotu matice E [ym(ym)T} , jez
utvari matici P™, a to hned dvéma zpisoby. Prvni zptisob je velmi podobny
prvnimu pfistupu,/kdi byly vyuzity nevazené odhady momentt Sumu k vy-
po¢tu matice E[Y™(Y™)T], ale misto téchto nevazenych odhadi momenti
Sumi jsou vyuzity pocatec¢ni znalosti o momentech Sumi. Samoziejmé ob-
dobné jako u prvniho p/ﬁs\tupu lze vyuzit predpokladu o Gaussovosti Sumi
k vypoctu matice E [Y™(Y™)7]. Druhy velmi jednoduchy zpusob je nahra-
zeni matice E [Y™(Y™)T] matici jednotkovou, tj. Prm= 2m (™7 Poté je
moZné, jako u prvniho p¥istupu, nahradit v rovnici (7.32) kovarian¢ni ma-
tici P™ jejimi odhady a tim ziik\at i celkovy aproximativni vazeny odhad
necentralnich momentt sumia NY,. Obdobné jako u predchoziho piistupu
lze vyuzit Lagrangeovych multiplikatort v piipadé pozitivni semidefinitnosti
kovarian¢ni matice. Ov8em na rozdil od prvniho pristupu nelze ocekavat, ze
nahrazenim kovarian¢ni matice P™ jejim aproximativnim odhadem v rovnici
(7.33) je mozné ziskat dobry odhad kovarianéni matice celkového vazeného
odhadu necentralnich momenti Sumi COV [./\/ Um] Nicméné celkovy aproxi-

—_

mativni vaZeny odhad necentralnich momenti $umia N3, bude, oproti prv-
nimu pristupu, vzdy odhadem nestranngm.
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7.13 Volba parametri L a N v MDM

V této kapitole se podivame na volbu parametri L a N u MDM a na to,
jaky ma tato volba vliv na predpoklady o Sumech, a na matice, které jsou
vyuzivany pro odhad samotny.

V kapitole (6.1) bylo Feceno, Ze parametr L s konec¢nou celou hodnotou
musi byt zvoleny tak, aby platil vztah L > 1, ale zarovenn musi byt dostatec¢né
velky, aby matice OF méla plnou sloupcovou hodnost n,, aby platil vztah
(OB OE =1,,,, ktery je vyZadovan v rovnicich (6.5) a (6.10). Podobné pa-
rametr N je zvoleny tak, aby mél kone¢nou celou hodnotu a aby platil vztah
N > 1. Nicméné zde bylo zminéno a déle poté v kapitole 7.6 ukézano, ze
pro jisté modely systému! je mozné i volba parametrat L =1 a N = 0.

Se zvétsujicimi hodnotami parametra L a N, piipadné parametru
P =L+ N, lze pozorovali nékolik vlivii, které zde budou diskutovéany.

Pro vétsi hodnotu P budou mit véts$i dimenze i jednotlivé matice z MDM.
Diky tomu bude odhad kovarianci Sumu c¢asové i pamétové narocnéjsi
nez pro nizsi hodnotu P.

Na vliv velikosti hodnoty P a velikosti dimenze odhadovaného vek-
toru obsahujictho prvky momenti Sumu se d& divat dvéma zpusoby. Prvni
pohled je, ze se zvétsujici se hodnotou P miize odhadovany vektor obsaho-
vat vétsi mnozstvi prvkit momentli Sumu jako napiiklad v ptipadé vektort
(6.32a), (6.32c) a (6.32d) pro P = 2,3,4. To pfirozené zpusobi zhorSeni
kvality vysledného odhadu. Druhy pohled je, Ze je potfeba mit urcité pired-
poklady nebo znalosti Sumii, diky ¢emuz neni potieba odhadovat vice prvki
momentli Sumid. Napfiklad pokud je k dispozici znalost ¢asové nezavislosti
vektorti &, = [wy,v{]" a §; pro k # j, pak vektory (6.32c) a (6.32d) lze
upravit do jedné rovnice (6.13b) pro P =31 P = 4.

Hodnoty jednotlivych parametri L a N maji samoziejmé vliv na vy-
slednou kvalitu odhadu momenti Sumi, a to i v pfipadé, ze odhadovany
vektor neméni svoji dimenzi jako (6.13b) pro P > 3. Jednou z moZnosti,
jak tyto parametry zvolit, je vyuzit ¢islo podminénosti, jak bylo diskutovano
v kapitole 7.11. Nicméné opét je potieba zduraznit, ze kvalita vysledného
odhadu kovarianci Sumi je ovlivnéna mnoha faktory. Tudiz je potieba dopo-
ruceni o vyuziti ¢isla podminénosti brat s opatrnosti.

Poznamenejme, ze na zakladé dlouhodobého pozorovani je vhodné,
s ohledem na vyslednou kvalitu a vypocetni naro¢nost, volit parametr N =1
a druhy parametr nejlépe L = 2, popiipadé dostatec¢né velky s ohledem

na nutnost platnosti vztahu ((’),f)T OF=1,,.

'U modelu systému musi mit matice H;, plnou sloupcovou hodnost kvili platnosti
vztahu HLHk =1, ,Vk, a také musi byt n, > n, aby platilo Ay # 0,,_xn, (7.20).
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7.14 Stanoveni maximalniho poc¢tu jednoznac¢né
odhadnutelnych prvkia kovarianci Sumit
pro LTI modely

V této kapitole se zaméiime na problematiku odhadnutelnosti prvkua
kovarianci sumi v LTI modelech pro vSechny vyznamné CM, jez byly pfed-
staveny v kapitole 4.

Uvazujme model systému diskutovany v kapitole 4.1 popsany rovnicemi
(2.1) a (2.2) s nulovym? ¥izenim uy, Vk, kde vektor sumu &, = [wi,vi]T je
nezévisly na vektoru §; pro k # j, ma nulovou stfedni hodnotu a bude vyuzito
zjednoduseného zapisu momentt Sumi Q = Ny2, R = N2, S = Ny .

Pokud bychom chtéli pro takovyto model systému odhadnout kovari-
ance sumi QY, RY, S pomoci metody MDM, vyuzili bychom toho, Ze §umy
maji nulovou stfedni hodnotu. Diky tomu lze velice jednoduse ukazat, ze
rovnice (6.15a) ma néasledujici podobu

QU
NZ, = A% |RY|. (7.34)
S

U
Ngo

Poté lze vypocitat odhad vektoru /\/}J2 napiiklad pomoci celkového odhadu
necentralnich momenta Sumu (6.19), jenz poskytuje nestranné a konzistentni
odhady. Podminkou pro ziskani tohoto odhadu je mimo jiného® plna sloup-
cové hodnost matice A3, kterd mize byt pro LTT modely nesplnéna.

Z duvodu zjednodusSeni zapisu budeme v této kapitole misto rovnice
(7.34) vyuzivat zapis (4.4) z kapitoly 4, ktery lze obecné vyuzit pro veskeré
CM a ktery pro pripomenuti vypada nasledovné

C = Ap, (7.35)

kde hodnost matice A stejné tak jako matice A3, urcuje, zda existuje jedno-
znacné feSeni pro odhad kovarianci Sumt /\/ » = 0 € R". Vektor N 2 stejné

jako C obsahuje veSkera namérena data. Proto _pro ZJednodusenl budeme
v této kapitole mluvit a pracovat pouze s matici A a vektorem C jez budou
zastupovat viech pét* vyznamnych CM véetné MDM.

2Nenulové zndmé Fizeni nijak neovlivni pozorovani pfedstavend v této kapitole.

3Hodnost matice miize také ovlivnit volba parametru P, ktera byla ale pfedpoklidana
dostatecné velka.

4Prvni ¢tyfi vyznamné korela¢ni metody byly pfedstaveny v kapitole 4.
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Pro linearni model systému, jak uz bylo zminéno v kapitole 4.7, byla
napii¢ véemi CM?® pozorovana nejednoznac¢nost odhadu vsech prvki kova-
rianci sumit QY, RY a S. Tento problém se pro uréité modely vyskytuje
i za pfedpokladu vzajemné nezavislosti Sumi stavu a méfenti, tj. S = 0,,_,,_x1,
kdy jsou odhadovény pouze kovariance Q, R. Prvotni analyzu jednoznac¢nosti
odhadu kovarianci $umu lze nalézt jiz v prvnim ¢lanku o CM od Mehry [7].
V samotném ¢lanku je feceno, Ze za predpokladu existence inverze matice dy-
namiky F a vzdjemné nezavislosti Sumi stavu a méteni, tj. S = 0,,,,,.x1, 1ze
odhadnout vSechny prvky kovariance R, ale pouze n,n. neunikatnich prvki
kovariance Q. Tento nézor byl pfijat a opakovan v mnoha nasledujicich pu-
blikacich. Dalsi analyza tohoto problému byla provedena v [91], kdy byla
zjisténa dvé nasledujici pozorovani. Prvnim je, Ze za predpokladu nezavis-
Iych Sumi stavu a méfeni, tj. S = 0,,,,,.x1, 1ze odhadnout vSechny unikatni
prvky kovarianci QY, RY, coz ¢asteénd koresponduje s vysledky od Mehry.
Druhym vysledkem je, ze neni mozné odhadnout (pro LTI model) vSechny
unikatni prvky kovarianci QV, RY a S.

V piipadé, Ze matice A nemé plnou sloupcovou hodnost a piesto chceme
ziskat jednoznac¢né feSeni, uzivatel si mize specifikovat nékteré prvky kova-
rianci a zbylé prvky odhadnout. To bylo ukazano napiiklad v kapitole 7.7
pro zjednoduSenou rovnici (7.35) zapsanou ve tvaru

C = A{0}0{0} + A{}6{z}, (7.36)

kde matice A{o} obsahuje vybrané sloupce matice A odpovidajici odhado-
vanym prvkim kovarianci ve vektoru 8{o} € R™} a matice A{z} obsa-
huje zbylé sloupce matice A odpovidajici uzivatelem specifikovanym prvkim
uspofadanym do vektoru 8{z}. Pocet uzivatelem specifikovanych prvki a tim
i pocet odhadovanych prvki musi byt takovy, aby matice A{o} meéla plnou
sloupcovou hodnost. Nicméné odpovéd na otazku ,,Kolik unikatnich prvkua
kovarianci lze pro dany model jednoznac¢né odhadnout?* nebyla v literature
zodpovézena.

Samotna analyza problému identifikovatelnosti kovarianci Sumi je v této
praci provedena pro vSech pét vyznamnych CM.

Analyza je ilustrovana na péti modelech systému s pozorovatelnym sta-
vem, jez zahrnuji matice systému F a H s plnou i netiplnou hodnosti®, sta-
bilni i nestabilni modely, a to vSe pro rizné dimenze stavu n, € {1,2,3,4}
a méfeni n, € {1,2,3,4}.

5Nejednozna¢nost odhadu kovarianci sumi QY, RY, S byla pozorovana nejen pro CM,
ale také i pro BM, MLM a MMM.
6Pokud matice A € R/ m4 plnou hodnost, znamena to, Ze plati rank(A) = min(i, j).
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Model 1: Matice F je ve Frobeniové formé s poly
{0.5,04,...,0.5—0.1(n, — 1)} a matice

H— {[lnth Inzx(nw—l)]a pOkUd Ny < Nz (737)

[Onth Inzx(nzfl)] Jlnak

kde matice I,,,, dimenze n X m mé prvky na ¢-tém Ffadku a j-tém sloupecku
dany Diracovu deltou ¢; j, kterd nabyva hodnoty 1, kdyZ ¢ = j a hodnoty 0,
kdyz k # [, a matice 1,,,, dimenze n x m obsahuje samé jednicky. Tento mo-
del mé stabilni poly a ma plnou hodnost jak F (tj. je to invertibilni matice),
tak 1 H.

Model 2: Matice F je stejnd jako u Modelu 1, ale matice H je odlisna
H= [lnle, Onzx(nx_l)], tj. H m& hodnost rovnou 1.

Model 3: Matice F a H jsou stejné jaku Modelu 1, ale s nulovou prvni
fadkou matice F. Proto tento model ma plnou hodnost pouze matice H
a matice F ma hodnost n, — 1 (tj. neni to invertibilni matice).

Model 4: Matice F je stejna jako u Modelu 3 a matice H je stejné jako u Mo-
delu 1, ale posledni fadek je nahrazen predposlednim fadkem a posledni slou-

pecek je nahrazen piedposlednim sloupe¢kem (pokud n,>1 a n, >1). Tento

model nema plné hodnosti obou matic, protoze F méa hodnost n, —1 a matice

H ma hodnost min(ng,n,) — 1.

Model 5: Matice F je ve Frobeniové formé s poly definovanymi
{1.1,1,...,1.1 = 0.1(n, — 1)} a matice H je definovana jako sou¢et matice
(7.37) a matice 1,,_xy,,. Kvili tomu ma tento model plné hodnosti obou matic
F a H, ale ma stabilni pély.

Poznamenejme, ze ackoliv zvolené modely mohou piisobit ponékud aka-
demickym dojmem, jsou zvoleny pouze tak, aby pokryvaly co nejvétsi ob-
last modelt z pohledu stability, hodnosti a dimenzi matic modelu systému.
Nicméné veskeré dale prezentované vysledky, ilustrované na péti modelech,
maji na zakladé nékolikaletého pozorovani platnost i pro mnoho dalsich mo-
deli zahrnujicich i redlné modely systémii popsanych v literatuie. Kromé
toho za celou tuto dobu nebyl nalezen zadny model systému, pro ktery by
nasledné prezentované vysledky neodpovidaly.

Pro téchto pét modeli je vypoc¢tena hodnost matice A oznacens jako

r = rank (A) : (7.38)

Pokud je hodnost matice A men3i nez celkovy pocet unikatnich prvki ko-
varianci, tj. 7 < ng, je mozné odhadnout (maximalné) ngg,y = r unikatnich
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prvki kovarianci sumi. Pokud uzivatel pozaduje jednoznac¢né feseni, je nucen
si zvolit alespoll ng(.y = ng — neyey prvki. K témto odhadovanym a specifi-
kovanym prvkiim lze najit odpovidajici matice A{o} a A{z} (7.36). V tomto
pFipadé existuje celkem ¢ riznych matic A{o}, pfi¢emy c je kombina¢ni ¢islo

c= ( 10 ) : (7.39)
160}

kde i-tou matici lze zapsat jako A{o} = [A(:,i1), A(:,i2),..., A(:,ir)], sym-
bol A(,z) znadi i-ty sloupec matice A a vektor i = [i1,42,...,ir] € N" je
tvofeny kombinaci r ¢isel z mnoziny {1,2,...,ng}.

Nanestésti jak bude ilustrovano pozdgji, tak hodnost matice A{o}! zd-
vist na konkrétnim vybéru sloupcii. SamozFejmé z mnoziny viech A{o}" musi
existovat matice, jez ma hodnost r, nicméné hodnost mize byt i nizsi. Proto
kromé vypoc¢tu hodnosti r vztahem (7.38) bude hledan i minimdlni pocet
identifikovatelnijch unikdtnich prvkid nezavisle na vybéru, ktery bude defino-
van jako

m = miin rank <A{o}z> : (7.40)

Poznamenejme, 7e plati » = max rank (A{o}l) Samotné vysledky mohou
byt rozdéleny do dvou Samostatély'ch ¢asti. Prvni ¢ast je zaméfend na odhad
pouze kovarianci QV, RY a druha ¢4st na odhad trojice kovarianci QV, RY, S.
7 péti metod byly vynechany metody Mehry z kapitoly 4.3 a Bundicka z ka-
pitoly 4.6 pro odhad trojice kovarianci QV, RV, S, jelikoZ pro tento problém
nebyly navrzené.

Celkovy pocet unikatnich prvki pro odhad QV, RY a QY, RY, S je
uveden v tabulce 7.3. Jednotlivé hodnoty maximélntho (7.38) a minimalniho
(7.40) poctu identifikovatelnych unikatnich prvka kovarianci umi jsou kom-
paktné sepsany pro odhad QY, RY v tabulce 7.4 a pro odhad QV, RY, S
v tabulce 7.5.
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N,

=W N =

Ty

1 2 3 1
213  4]6 7]10 11|15
46 610 9]15 13|21
7110 9]15 13]21 1628
11|15 13]21 16|28 2036

Tabulka 7.3: Celkovy pocet prvkit pro odhad QY,RY | QV,RY, S

Model 1

Model 2

Model 3

Model 4

Model 5

| 2 3 4
nZ
1 212 3|2 4]2 5|2
P 414 6|6 8|7 10]|7
3 717 99 12]12 15|14
4 1111 13|13 16|16 2020
1 212 3|2 4]3 53
P 414 5|4 6|3 74
3 7|7 8|7 9|6 104
4 1111 12|11 13]10 148
1 11 21 3|2 4|2
p 313 5|5 7|5 9|5
3 6|6 8|8 11]10 14|12
4 1010 12|12 15|14 1918
1 11 2|1 3|2 4]2
p 313 4|3 5]2 6]3
3 6|6 7|6 10|19 1218
4 1010 11]10 1413 1816
1 212 32 4|3 5|4
P 414 6|6 8|7 10]|7
3 717 9|9 12]12 15|14
4 1111 13|13 16|16 20|20

Tabulka 7.4: Odhad QY, RY: 7 | m hodnoty.
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Ny

1 2 3 4
nZ

1 212 3|2 4|2 52

2 505 7|6 9|6 115

Model 1 3 919 12]10 15|12 18|11
4 1414 18]16 22|18 26|21

1 202 3|2 4|3 5[3

2 505 7|5 9|6 115

Model 2 3 919 12]10 15|10 18|11
4 1414 18[16 22|17 26|17

1 211 3|2 4]2 52

2 504 7|5 9|5 115
Model 3 3 9|8 12|19 15|11 1811
1 1413 18|15 22|17 26|19

1 201 3|2 4]2 52

2 504 7|5 9|5 115
Model 4 3 9|8 12|19 15]10 18|10
1 1413 18|15 22|17 26|19

1 212 3|2 4|3 5|4

2 515 7]6 9|7 117
Model 5 3 9]9 12]10 15|12 1814
1 1414 18]16 22|18 2621

Tabulka 7.5: Odhad QV, RV, S: r | m hodnoty

Prvni pozorovani: Viechny pouzité CM maji stejng maximalni (7.38)
i minimalni (7.40) pocet identifikovatelnych unikatnich prvki kovarianci Sumai.

Druhé pozorovani: Z tabulky (7.4) a cel¢ fady dalsich experimenti
bylo zjisténo, ze maximalni pocet identifikovatelnych unikatnich prvkua kova-
rianci QV a RY lze obecné dopoéitat na zakladé hodnosti matic a dimenzi
stavu a méreni pomoci nésledujici rovnice

rg(rg—1 Ng—T Ng—T 1
H(2H )+ ( F)( r+1) (7.41)

r=THNy — P) ;

UR —
1 Ny P v 1.2 . o .
kde urp = % znad¢i celkovy pocet unikitnich prvka kovariance RY

a dvojice rp a ry znaci hodnosti matic F a H. V ptripadé, zZe obé matice
F a H maji plnou hodnost a zaroveir n, > n, (tzn. ry = n.), lze vztah (7.41)
zjednodusit na

r=ug — ("“’_"Z)(;“’_"ZJFI) +ur = n,(n, + 1), (7.42)
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ng(ng+1)
2

kde ug = znadi celkovy pocet unikatnich prvka matice QV. Pokud

matice F a H maji plnou hodnost, avSak plati n, <n, (tj., g = n.), pak je
mozné vztah (7.41) upravit jako

r=ug + Uug. (7.43)

Ti¥eti pozorovani: 7 tabulky (7.5) a celé fady dal$ich experimentu
bylo zjisténo, ze maximélni pocet identifikovatelnych unikatnich prvka kova-
rianci QY, RY a S lze dopoéitat na zékladé dimenzi stavu a méfeni pomoci
néasledujici rovnice

r = ngn, + ug. (7.44)

Z tabulek (7.4) a (7.5) je na prvni pohled vidét, Ze rozdil mezi celkovym
poc¢tem jednoznac¢né odhadnutelnych prvki a poc¢tem unikétnich prvki kova-
rian¢nich matic Sumii je vyznamny pii prekroceni hranice n, > n,. Stejné tak
1ze vidét, ze minimélni pocet identifikovatelnych unikatnich prvka m (7.40)
je zavisly na konkrétnim modelu systému.

Priiklad
Predpokladejme, Zze mame Model 1 pro dimenze n, = 2 a n, = 1 s ne-
zavislymi Sumy stavu a méfeni s vyuzitim libovolné CM. V tom piipadé
vektor viech unikatnich prvki kovarianci QV, R mize byt definovan jako

i

_ Qe

6 = Q3| (7.45)
R

kde dimenze vektoru 8 je ny = 4, QU(i) je prvek vektoru QY na i-tém
radku a plati

T _ oo Q1) QY2
Elwiw] = Qm = |:QU(2> QU(S)] : (7.46)

Matice A z (7.36) ma nicmén& hodnost pouze

V]

r =rank(A) = 3, (7.47)

cozZ je zaroven i maximalni pocet identifikovatelnych unikétnich prvkua. To
znamend, Ze alespon ngg.y = ng —r = 1 prvki kovarianci Sumu musi byt
specifikovano uzivatelem. To je celkem ¢ = 4 (7.39) moznych kombinaci
prvku kovarianci usporddanych ve vektoru ng,) a k nim odpovidajicich

matic A{o} z (7.36). Zvolme si tedy dva pripady:
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e Odhadovany jsou prvky 8{o}=[QY, QY, R]T (proto prvek 8{z}=QY
musi byt uzivatelem specifikovan), pak rank(A{o}) = 3 = r. To zna-
mené, ze v tomto pripadé mize byt {0} s maximalnim pocet iden-
tifikovatelnych unikitnich prvka odhadovan.

e Odhadovany jsou prvky 8{o}=[QY, QY, R]* (proto prvek 8{z}=QY
musi byt uzivatelem specifikovén), pak rank(A{o}) = 2 # r. Tozna-
mena, ze v tomto piipadé nelze odhadnout maximéalni pocet identi-
fikovatelnych unikatnich prvkia. Vektor 8{o} musi byt zredukovan
o dalsi specifikovany prvek v 68{z}.

Ctvrté pozorovani: Neni mozné vidy odhadnout viechny diagonalni
prvky kovarian¢nich matic Sumu stavu a méfeni.
Priklad
Uvazujeme Model 2 s dimenzemi n, = 2 a n, = 1, kde kovariance SY
a R jsou zndmé a je odhadovana pouze kovariance stavu

oot - - [0 32] - [ 3]

(7.48)

V tomto pfipadé je mozné odhadnout pouze rank(A{o}) = 2 prvky
z celkovych 3. Pokud jako odhadované prvky jsou zvoleny diagonalni
prvky, tj. 8{o} = [QY(1),QY(3)], pak musi byt specifikovin mimodia-
gonalni prvek 8{z} = QY(2). Nicméné pokud by tento prvek byl zvolen
jako 0{z} = QY(2) = 0%, vysledny odhad® by dopadl nasledovné

— [-1 0
Qu = {0 4.38}’ (7.49)

kde tento odhad neni pozitivni semidefinitni matice, tudiz ji nelze nazy-
vat ani kovarian¢ni matici.

%Nulové mimodiagonalni prvky se mohou na prvni pohled zdat piirozenou volbou.
bZa predpokladu ze vektor C z rovnice (7.36) by byl znamy.

Paté pozorovani: Prvky 6{z} musi byt vhodné specifikovany, pro-
toze vysledné odhady kovarian¢nich matic Sumit nemusi nutné byt pozitivné
semidefinitni, a to ani v pripadé, Ze by se pocet méreni blizil k nekone¢nu.
Upozornéme, ze obdobné vysledky lze pozorovat i v prfipadé nevhodné volby
kovariance S, kdy odhadované kovarianéni matice $umi stavu QY a méfen{
RY také nemusi byt pozitivné semidefinitni.

Sesté pozorovani: Pokud ma matice F plnou hodnost, podminky
pro identifikovatelnost vSech prvki kovariance RY jsou nezavislé na identifi-
kovatelnosti dvojice kovarianci QV a S. Podminky identifikovatelnosti prvki
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kovarianci QY a S jsou totiz silné svazané. To znamend, 7e je mozné vidy
identifikovat vSech up unikatnich prvki kovariance RY, ale maximalné r —upg
unikatnich prvki z dvojice kovarianci QY nebo S.

Sedmé pozorovani: Uvazujme libovolny odhad unikatnich prvki ko-

A

varianci 6 (4.6), ktery spliiuje rovnici
C = A¥, (7.50)

kde pro odhadnuté kovariance sumii QY, RY, S zapsané jako kovarian¢ni ma-
tice Sumia Qum, Rm, Sm pro ktery existuje ustalené feseni P diskrétni alge-
braické Riccatiho rovnice

_ _ _ —~ _ —~ -1 _ o~ \T ~
P — FPF? - <FPHT + SM><HPHT + RM> (FPHT + SM) + Qu. (7.51)
Pro ptislusny zisk linearniho filtru

K = (FPH” + Sy)(HPH” + Ry)™! (7.52)

plati, Ze je identicky s ustalenym Kalméanovym ziskem Ky pocitanym na zé-
kladé skute¢nych kovarian¢nich matic Sumi, tj. Qm, Rm, Sm, to znamena,
ze

K = Ky. (7.53)

Rovnice (7.53) je platna dokonce i v piipadé, Ze jsou odhady stranné z du-
vodu nevhodné volby specifikovanych prvka 6{z}. Tento zavér je konzistentni
s pozorovanim, ze ustaleny Kalmaniv zisk Ky muze byt (na rozdil od kovari-
anci $umil) odhadnut vzdy[7, 8, 91]. Upozornéme na skutecnost, ze ackoliv je

mozné ziskat optimalni” odhad stavu pomoci zisku K, tak ustalené reseni P

vypoctené na zakladé odhadnutych kovarian¢nich matic Sumu Qum, Rum, Sy je

v tomto ptipadé obecné jiné nez ustalena kovarian¢ni matice chyby odhadu

stavu Py z Kalméanova filtru pocitana na zakladé skute¢nych kovarianénich

matic Sumu Qm, Rm, Sm. To znamené, Ze k optimélné odhadnutému stavu
nent k dispozici kovarianéni matice (chyby) odhadu stavu.

— Priklad
Kalménuv filtr pro Model 2 s n, = 2, n, = 1, Qu = [\ ], R =1
a Sy = 0541 poskytne nasledujici ustalenou kovarianéni matici chyby
odhadu stavu Py a ustaleny Kalmanuv zisk Ky

p. _ [34042 3.7916) . [0.7729
U™ 137916 5.6684) Y~ 10.8609]

Linearn filtr, ktery vyuzije® odhadu matice Qu =[5! ,%] (7.49), ktera

TOptimalni ve smyslu st¥edni kvadratické chyby.
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je negativné definitni, poskytne nasledujici ustélené fesenf matice P (7.51)
a ustaleny zisk K (7.52)

P 3.4042  3.7916 K- 0.7729
- 13.7916 7.6684| ~10.8609|

%Kovariance sumi R a S jsou uvazovany jako znidmé.
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Kapitola 8

Vyuziti metody diference méreni
k dalsimu popisu Sumi

V kapitole 6 bylo ukazano nékolik ruznych zptusobt, jak pomoci MDM
ziskat odhad momentd Sumt, a to jak ¢asové nezavislych, tak i zavislych
Sumu. Popis Sumt pomoci momenti ale nemusi byt vhodny nebo dostacu-
jici v navazujicich vypoctech. Proto bude na pocatku této kapitoly bude
ukazano, jak lze vyuzit MDM k posouzeni toho, zda Sumy stavu a méreni
pochézi z Gaussova rozdéleni. Dodrzeni predpokladu o rozdéleni Sumu je ne-
dilnou soucasti nékterych kritickych aplikaci, u nichz muze dojit k ohrozeni
zdravi. Dale bude ukizano, jak diky odhadim momentt Sumi ziskanych po-
moci MDM ziskat vektor parametri parametrizujici nejen PDF Sumi stavu
a méfeni, ale i jiné funkce popisujici naptiklad ¢asovou zavislost sumi.

8.1 Ovéreni gaussovosti Sumii

V této kapitole se podivame na to, jak vyuzit MDM pro posouzeni toho,
zda Sumy stavu a méfeni maji Gaussovo rozdéleni.

Pti testovani gaussovosti ndhodné veli¢iny se vyuziva statistické analyzy
vlastnosti jejich vzorkt k, aby se rozhodlo o tom, zda vzorky pochéazi z Gaus-
sova rozdéleni. Mezi velice oblibené a Casto vyuzivané testy jsou takové, které
poskytuji rozhodnuti o gaussovosti navic s pozadovanou pravdépodobnosti
falesného alarmu. Pro pfiklad uvedme dva testy gaussovosti s velice dobrymi
vysledky [K1|. Prvnim je Shapiro-Wilk test|[98], ktery porovnava transformo-
vané a sefazené naméiené vzorky se vzorky, které jsou generovany ze stan-
dardniho Gaussova rozdéleni. Druhym testem je Jarque-Bera test [98], ktery
porovnava Sikmosti a Spicatosti vypoctené na zakladé naméienych vzorku
a vzorku vypoctenych teoreticky pro Gaussovo rozdéleni.
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Soucasti vypoctu MDM je i vypocet vektoru Zk Tento vektor je, viz
rovnice (6.5), pouze vaZenym sou¢tem Sumi stavu a méieni. To znamend, ze
pokud Sumy stavu a méreni maji Gaussovo rozdéleni, tak i tento vektor Zk
musi mit také Gaussovo rozdéleni. To je také zakladni myslenka, jak vyuzit
vektor Zj pro ovéfeni gaussovosti sumt.

Testy gaussovosti jsou zaloZzené na predpokladu, zZe vzorky s jsou iden-
ticky distribuované. V piipadé LTT modelu systému lze vektor MPE vyuzit
jako vzorky ky = Zg, protoZe pro ty plati, Ze jsou identicky distribuované. Na-
opak v piipadé, ze systém je popsan LTV modelem, nejsou vektory Z; iden-
ticky distribuované. Pokud by ale byla dostupna kovarian¢ni matice (Czi)'\"

vektoru Zk, bylo by mozné vypodcitat! normalizované vzorky s, = ﬁ,;lik.
Matice 0, je Choleského dekompozice kovariancéni matice (Czi)'v" pro kterou
plati 0,0F = (CiiW' Diky této normalizaci by vzorky ry jiz byly identicky
distribuované a bylo by mozné je vyuzit pro testy gaussovosti.

Bohuzel kovariance Czi a tudiz i jeji rozklad O}, jsou neznamé. Nicméné

je mozné nejdiive pomoci MDM odhadnout kovariance Sumi CAgQ, a spolu
s rovnici (6.14b) ziskat i odhad kovariance Czi ze vztahu

Cp = A7 WECY,. (8.1)

Proto v piipadé LTV modelu systému lze pouzit normalizované vzorky rj
pocitané podle

~—1~

ki = Oy 1. (8.2)

Diky tomu lze vyuzit metodu MDM nejen k odhadu momentu Sumt, ale
i k posouzeni, zda Sumy stavu a méreni pochazi z Gaussova rozdéleni.

8.2 Odhad parametri Sumi

V této kapitole se podivame jak odhadnout vektor parametri 6, které
popisuji Sumy stavu a meéteni.

Uvazujme systém popsany rovnicemi stavu (2.1) a méFeni (2.2), kde
Sum stavu a méfeni je popsan znamou funkci, ktera je parametrizoviana ne-
znamym c¢asové neproménnym vektorem parametri 6. V literatufe 1ze nalézt
mnoho vzajemné se prolinajicich oblasti a aplikaci, jez spadaji do této pro-
blematiky a které 1ze zjednodusené rozdélit do dvou skupin.

'Pokud je kovarianéni matice (Cz,)m pozitivng semidefinitni, tj. matice & neni in-
k
vertovatelna, je mozné nalézt normalizované vzorky kj s vyuzitim linedrni transformace
vektoru Zjy.
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Prvni skupina zahrnuje problematiku, kde vektor Sumil stavu a méieni
&, = Wi, vi]" je nezavisly na vektoru &; pro k # j a lze ho popsat znamou
funkei hustoty pravdépodobnosti pw, v, (Wi, vi; 0), kde 0 je hledany vektor
parametri. Také je pfedpokladano, ze mezi parametry hustoty pravdépodob-
nosti a momenty existuje prepocet, coz plati napiiklad pro vsechna rozdé-
leni 7z tabulky 2.1. Mezi casto vyuzivané a predpoklddané rozlozeni hustot
pravdépodobnosti Sumi patii napiiklad Gaussovo rozdéleni Sumi, rozdéleni
Gaussovych smési a Sikmého Studentova rozdéleni. Jako piiklady aplikace
uvedme oblast navigace, ktera zahrnuje napiiklad globalni satelitni navigace
|96], vnitini navigaci pomoci ultra-Sirokopasmovych zafizeni [94|, terénni na-
vigaci (anglicky zvané terrain aided navigation) [99].
Druha skupina zahrnuje problematiku, kdy vektor Sumt stavu a méfeni
&, = Wi, vi]" je obecné zavisly na vektoru &; pro abs(k — j) > 0 a lze ho
popsat néjakou strukturou. Piikladem je Markoviv proces, zavislost vektori
Sumi pies koneény pocet okamzikt, popiipadé i jiné struktury zavislosti,
které je mozné popsat vektorem parametru 0. Jako piiklad vyskytu casové
zévislych Sumi uvedme méfeni pomoci inercidlnich senzor [95], méteni z glo-
balniho naviga¢niho satelitniho systému [96], ¢i chemické a priumyslové pro-
cesy [100].

Jak uz bylo zminéno v kapitole 2, mezi vektorem parametri @ a mo-
menty existuje vztah, ktery lze zapsat nasledujicim zptisobem

e
NY

cg =g (9). (8.3)

U
¢y,

Rovnice (8.3) je obecné libovolna funkce hledaného vektoru parametru 6. Po-
kud by byly unikatni prvky necentralnich nebo centralnich momenti Sumi
zndmé, bylo by mozné ziskat odhad vektoru parametri 6. Tyto momenty
Sumu jsou neznamé, avSak je mozné je odhadnout bud pomoci celkového,
nebo postupného odhadu momentt Sumi. Témito odhady lze nahradit ne-
znamé skutedné momenty v rovnici (8.3) a ziskat odhad vektoru parametri

0 podle
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~|=s (5) . (8.4)

Pro odhad vektoru parametri 6 z rovnice (8.4) lze vidy vyu#it optima-
liza¢ni metodu jako napiiklad Gauss-Newtonovu metodu. V nékterych pii-
padech, v zavislosti na struktufe funkce g(-), lze vztah (8.4) upravit a vyuzit
analytického reSeni. Poznamenejme, Ze slozitost ¢i jednoznacnost vypoctu
odhadu vektoru parametri 0 (8.4) je vyznamnou mérou ovlivnéna jednak
celkovym poctem pouzitych momentu, ale také konkrétni volbou momenti,
tj. vyuzitim napiiklad pouze necentralnich momenti, nebo riznoroda kom-
binace necentralnich a centralnich momentti. Vhodnost této volby neni jed-
notné a je ptirozené dana konkrétnim popisem Sumii.

Vyuziti momentii k odhadu parametri je v literature také znamé jako
metoda momentu (anglicky zvanou method of moments [101]).

Poznamenejme, Ze vektor parametru 0 je také mozné piimo odhadnout
z méfeni z, Vk pomoci optimaliza¢niho pristupu. Nicméné v této praci se
zameéiime vyhradné na odhad vektor parametru @ pomoci metody momenti
s vyuzitim MDM.

8.2.1 Odhad parametri hustoty pravdépodobnosti

V této kapitole se podivame na nékolik konkrétnich prikladi, jak po-
moci momentt Sumt odhadnout vektor parametri, ktery parametrizuje hus-
toty pravdépodobnosti téchto sumii. Vektor sumi &, = [w},vI]T bude v této
kapitole uvazovin jako nezévisly na vektoru §; pro k # j a bude vyuzito
zjednoduseného zapisu prvnich dvou momenti $umi jako w = Ny, v = N,

Q="Cu2, R=0Cy2,S =Cy .

Prvni pitklad obsahuje vektor Gaussovych umt &, = [wl, vi]T, které lze
zapsat jako

pwk,vk(Wk,Vk; 9) = G(Wk>Vk§ 9)» (8-5)
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kde vektor parametri @ popisujici tuto hustotu pravdépodobnosti Sumu lze
zapsat

(8.6)

D
I
» 7<=

Protoze samotny vektor parametri @ v tomto pripadé obsahuje pouze prvni
dva momenty Sumii, lze pro jejich odhad také vyuzit dva momenty Sumii,
a to konkrétné prvnf necentralni moment sumi NP (6.13a) a druhy necen-
tralnf moment $umi Ng (6.13b). Vektor parametri 6 lze z rovnice (8.3)
samoziejmé odhadnout pomoci optimaliza¢ni metody, nicméné v tomto kon-
krétnim ptipadé lze rovnici upravit a prepsat do nasledujici podoby

In +n On 4Nz Xneo |:NU:|
0 _ T z T z £ £ , 87
Oz, o [1 —1] @1 | [AG (8.7)

kde ngz = ny(n, + 1) + n.(n, + 1) + 2n,n.. Pokud bychom znali prvni dva
necentralnf momenty Sumi N a N, bylo by k odhadu vektoru parame-
tri @ mozno vyuzit rovnici (8.7). Bohuzel prvni dva necentralni momenty
Sumi Ng a NG jsou neznamé, ale mohou byt ziskany jejich nestranné a kon-
zistentni odhady z celkového odhadu necentralnich momentit Sumi (6.19).
Pokud necentralni momenty Sumii v rovnici (8.7) nahradime jejich odhady,
je mozné vektor parametri 8 vypocitat nasledovné

A I”L+nz 0nw+nz><n£2 .@
= P 8.8
O—ngQ XNg+nz [1 _1] ® Ing Ngg ( )

Tento odhad @ je pouze linearni funkei nestrannych a konzistentnich od-

hadii necentralnich momenti sumia N, Ng (6.19), a proto i tento odhad
je nestranny a konzistentni. Vsimnéme si, ze odhad (8.8) v sobé implicitné
obsahuje celkovy odhad druhého centralniho momentu (6.23).

Druhy ptiklad obsahuje Sumy stavu wy a méteni vy, které jsou navic vza-
jemné nezavislé. Déle je pfedpokladano, ze Sum stavu ma Gaussovo rozdéleni
a lze jej zapsat jako

Pw, (Wk’; 0w) = G(Wk§ 0W)7 (8.9)
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kde vektor parametru 60, je definovan

0y = {SU} : (8.10)

Sum méfent je popsan smési dvou Gaussovych rozdéleni
Py, (Vi; 0v) = GM(vy; 6 (8.11)

s vektorem parametri 6, definovanym
0,=|vy |, (8.12)

kde v;,i € {1,2} je vektor stfednich hodnot a RY,i € {1,2} je kovariance
Sumu pro i-ty ¢len v Gaussové smési. Skalarni parametr 0 < oy < 1 urcuje,
s jakym pomérem tvoii jednotlivé ¢leny celou hustotu Gaussové smési, pii-
¢emz také plati vztah as = 1 — ay. Poznamenejme, Ze ndhodnou velic¢inu vy,
miizeme (netiplnd) popsat stiedni hodnotou v a kovarianci RY.

Tento konkrétni problém lze z diivodu nezavislosti Sumiu stavu a méfeni
rozdélit na dva samostatné problémy odhadu vektoru parametra Sumi stavu
0., (8.10) a méfeni 0, (8.12).

Nalezeni vektoru parametri Sumu stavu 6y je obdobny problém
jako u prvniho piikladu. Stac¢i vyuzit prvky prvnich dvou necentralnich mo-
mentt N a Vg, diky nim# lze upravenou rovnici (8.3) zapsat jako

W

Inm Onzxnz(nz-l—l) NU

Ou = lﬂwmxn (1 1] @Tmtern | |, U] (8.13)
2 x 5 <W® >

Piipomeiime, Ze vektor w je soucasti vektoru NV (6.13a) a dvojice vek-

U
tori MY, a <w®2> jsou soucésti vektoru /\/'gUg (6.13b). Prvni dva necentralni

momenty Sumu wy, jsou sice neznameé, ale jsme schopni je nestranné a konzis-
tentné odhadnout jako soucast vektori N¢, N§, pomoci celkového odhadu
necentralnich momenta Sumu (6.19). Pokud v rovnici (8.13) nahradime ne-
centralni momenty Sumu wy jeho odhady, je mozno ziskat nestranny a kon-
zistentni odhad vektoru parametru 6y, (8.10), obdobné jako v piedchozim
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piipadé podle vztahu

~

w

A Inz Onzxnz(anrl) /U
W Onm(”x-H) XN |:1 _1:| ® Inx(nx+1) /vi
2 2 (W®2)U

Pro nalezeni vektoru parametri Sumu méfeni 6,, ktery obsahuje cel-
kem pét ¢lent, vyuzijeme prvnich pét necentralnich momentd Sumi Ngui,
i ={1,2,3,4,5}. Tyto momenty je mozné zapsat do podoby (8.3) jako funkce
vektort parametri 6, (8.12), jak je ukazano v piiloze C, podle vztahi

2
V=> av (8.14a)
=1
2 u
NE =30 (Ri+v) (8.14b)
=1
2 u
N‘% = Z (07 <E1 (Rz X Vz) + Vz® > (814C)
=1
2 2 2 4 u
Y=Y o (3R 4 B (Riw v + v (8.14d)
=1
2 2 3 5 u
NG =30 (38 (R @ w) + B (Rie v ) +97) |, (814e)

.
Il
—

kde

El =L + Y132 | 312
108 —L. + 1243 4 LA | 4123
3 —L. + L824 | L342 | 3124 | 3142 | 3412
E'=(E°(E'®1,) - E°)
108 = L2354 | L2534 | 15234 4 051234
RS ~L; + 12453 | 14253 | pLAS23 | 41258 | 41523
LoYASL23 | L2435 | r1A235 | 41235
E7 = L3452 | 31452 | 34152 | 34512 | 13245
LoYL3A25 | 31245 | 31425 | 34125
E°=(E°(E'®L,) —E° (E'®L:) +E").
Diky rovnicim (8.14) je moZné necentralni momenty Sumu v, zapsat
v kompaktni podobé jako funkce hledaného vektoru parametri 6, obdobné
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jako rovnici (8.3), podle vztahu

(v a1V + (1 — o) Vs .

N @ <R1 + (v?z»u +(1— o) <R2 + <v§2>>u

No| = S <E1 (R; ®v;) + v?g)u _ e (6y). (8.15)
v PPRgY <3R§® “+E! (Ri ® v?2> + v;@4>u

VY| L e <3E5 (Rg®2 ® vi> +E (RZ- ® \7?3> 498 )U_

Pokud by byly necentralni momenty Sumu vy znamé, bylo by mozné odhad-
nout vektor parametri 6, (8.12) pomoci vhodné numerické metody. Tyto mo-
menty jsou bohuzel neznamé, ale je mozné je odhadnout jako soucast vektort
Nglio€ {1,2,3,4,5} pomoci bud celkového (6.19), nebo postupného (6.26)
odhadu necentralnich momentt Sumi. Témito odhady lze nahradit momenty
v rovnici (8.15) jako

NS | =g(0y). (8.16)

a z ni numericky vypocitat vektor parametru 8 (8.12).

Poznamenejme, Ze odhadem prvnich péti necentralnich momentu vek-
toru &, celkovym (6.19), popiipadé postupnym (6.25) odhadem necentralnich
momentil Sumi jsme ziskali nejen prvnich pét necentralnich momenti vektoru
Vi, které byly potfeba v rovnici (8.16), ale také dalsi prvky jako napiiklad
momenty NWU,Z € {3,4,5}, které vyuzity nebyly. Pokud by ale byly vyuZzity
i vy$si momenty pro odhad vektoru parametri Sumu stavu 6y, (8.10), nesel
by tento problém vyjadFit v podobé linearni rovnice (8.13) a vysledny odhad
by musel byt fesen optimaliza¢ni metodou, kvili ¢emuz by vysledny odhad
(6.19) jiz nebyl nestranny a konzistentni.

8.2.2 Odhad parametri ¢asové korelovanych Sumii

V této kapitole se podivame na konkrétni piiklad, jak pomoci momentu
Sumu odhadnout vektor parametri, ktery parametrizuje casové korelované
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Sumy. Vektor sumi &, = [w},v]]? tedy bude v této kapitole uvazovan
jako zavisly na vektoru §; pro k # j.

Predpokladejme, Ze stavovy casové zavisly Sum pouze pres jeden ¢asovy
okamzik je generovan jako

Wi = Oty + Py, (8.17)

kde a € R™*"= je neznadma, omezend a ¢asové neproménnd matice. Vektor
Sumu méfeni je stacionarni Markoviv proces, ktery je generovan jako

Vi = ,BVk,1 + Ok_1, (818)

kde matice 3 € R"™*" je nezndmd, omezend, Casové neproménni a méi
vlastni ¢isla v jednotkové kruznici. Nahodny vektor ¢, = [u;‘f a;ﬂT € Ri=tn=
je nezéavisly na ¢; pro k # j a lze ho popsat omezenymi a Casové nepromeén-
nymi prvnimi dvéma necentralnimi momenty, které jsou neznamé.

Vektor parametri @ muze obsahovat ruzné prvky podle toho, co uzivatel
vyzaduje. V nasem problému uvazujme, Ze hledany vektor parametri mé
nasledujici podobu?

Oy
Bv
Nu
9 - Nv
cy,
CY,

_Cl‘l’7o-_

: (8.19)

kde ay € R™ a By € R" jsou vektorizované matice o a 3.

Stejné tak je diky casové zavislosti vektoru sumi &, dulezité myslet
na to, ze momenty N5 a Cgi pro ¢ > 1 budou obsahovat rizny pocet uni-
katnich prvka v zavislosti na typu c¢asové korelace stejné tak jako na volbé
parametru P, jak je vidét z rovnic (6.32). Proto v tomto piipadé budeme
uvazovat, ze hodnota parametru P = 3, a pro odhad bude vyuzit prvni
necentralni moment N7 a druhy centralnf moment Cg,. Tyto momenty je

mo’né zapsat do podoby (8.3) jako funkce vektoru parametria 6 (8.19), jak

2 Jinou moznosti, jak zvolit vektor parametrt, je napiiklad misto N\’ 32 z (8.19) odhadovat
NY; nebo misto N odhadovat NY,.
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je podrobné ukazano v ptiloze D

Ny (a+1,,)N,
N, Ny
v . U
C‘l,Jvz ((a® + Ing)CL@)
U ka,Wk—l (Inm X O‘>Cu2
B YT v’ —g(6). (8.20
[CEJ Copmr s (BoL, )Cy g(0). (8.20)
CVk+1,Vk_1 (182 %Inz )Cv2
Cw R o
Corvoo (@®L.) + (I, ® 8))Cpe
Corvn]  [(@@B) 4 (T, @ BQ))CW_

Pokud by byly prvni dva momenty N, gli a ng znamé, bylo by mozné vypodi-
tat vektor parametri 6 (8.19) numericky. Tyto momenty jsou neznamé a je
mozné je odhadnout pomoci celkového odhadu (6.19) necentralnich a postup-
ného odhadu (6.30) centralnich momentu Sumu. Témito odhady lze nahradit

momenty v rovnici (8.20) jako
N
[A‘f] =g(0), (8.21)

z rovnice (8.21) lze numericky vypocitat vektor parametra 6 (8.19).

Pro vysledny odhad 8 je vyuzito odhadi unikatnich prvki prvnich dvou
momentii N¥ a ng. Tyto momenty definuji urcity pocet unikatnich prvki,
které zaroven urcuji i pocet rovnic, jez jsou funkci prvka vektoru parametri
0. Tento pocet rovnic je dan jednak konkrétni ¢asovou korelaci Sumu, ale také
tim, jak velky bude zvolen parametr P. To znamena, Ze parametr P musi
byt zvoleny dostate¢né velky tak, aby bylo mozno jednoznac¢né odhadnout
vSechny prvky vektoru €. Napiiklad v rovnici (8.20), kde P = 3, je celkovy
pocet téchto rovnic roven 10. Pokud by hodnota P = 2, tak by celkovy pocet
rovnic byl roven pouze 6, coz je o jeden méné nez pocet prvkia ve vektoru
parametri 6 (8.19).
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Kapitola 9

Numerické ilustrace

V této kapitole bude ukazédno nékolik prikladi, na nichz budou ilu-
strovany schopnosti nejen samotné MDM, ale také jeji srovnani s dalsimi
vyznamnymi predstaviteli CM.

9.1 Porovnani korela¢nich metod - LTI model

V této kapitole bude porovnan celkovy necentralni odhad MDM s od-
hady dalsich ¢tyt vyznamnych CM, jmenovité Mehrovou metodou z podkapi-
toly 4.3, Bélangerovou metodou z podkapitoly 4.4, Leeovou metodou z pod-
kapitoly 4.5 a Bundickovou metodou z podkapitoly 4.6. Veskeré tyto CM jsou
schopné odhadnou kovariance vzajemné a ¢asové nekorelovanych sumi s nu-
lovou stfedni hodnotu v LTI modelu. Proto uvazujme model systému (2.1),
(2.2), kde znamé matice a vektory jsou

099 0 2 0 0 0 0
F:[o.z; 0.99}’ H:L 2}’ “’FM N‘”:M’ NV:M’

naopak neznamé jsou

M=o} oo 1) €= T T3} €]} 3]

Pro takovyto model jsou jednotlivé CM analyzovany s vyuzitim 10* Monte
Carlo (MC) simulaci, kde v kazdé simulaci bude k odhadu kovarianci Sumi
vyuzito celkem 102,10%,10* a 10° méfeni 7. Dale piedpokladejme, ze CM!
budou vyuzivat dvé rizné znalosti o pofateéni stfedni hodnoté stava N, .

!Mehra, Bélanger a Bundick vyuZzivaji k odhadu kovarianci umt informaci o po¢atecéni
stfedni hodnoté stavu MM,
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Jednak bude uvazovana (spravnd) nulovd stfedni hodnota stavu
NM = Ny, ale také bude vyuZzita (nespravnd) pocateéni stiedni hodnota
stavu MM = [10 10]".

Priumér a smérodatnd odchylka (STD - z anglického standard devi-
ation), odhadi kovarianci Sumi ziskané priamérovanim pies MC simulace
jsou vykresleny v obréazcich 9.1 a 9.2. Pi¥ipometime, Zze CJ, (i) je prvek vek-
toru CY, = [¢Y2(1) €%y ¢Y,3)]" = [2 -1 2]" nad-tém Fadku. Obdobné to plati
i pro i-ty prvek CY (i) vektoru CY = [c% (1) ¢%@ ¢%e)]" = [313]".
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7 obou obrazki 9.1 a 9.2 mizeme vidét, ze STD odhadu se pro vSechny
CM snizuje s nartustajicim poctem méfeni 7. Jednotlivé CM setrazené
podle STD od nejvétsiho po nejmensi jsou Lee, Mehra, Bélanger, Bundick
a MDM.

7 obrazku 9.1, kde NfOM = Nx,, miZeme vidét, ze pruméry odhadii
jsou pro v8echny CM koncentrovany kolem skute¢né hodnoty.

Naopak z obrazku 9.2, kde NM = [10 1O]T, je vidét, Ze pruméry
odhadu jsou koncentroviny kolem skute¢né hodnoty pouze pro Leeovu me-
todu a MDM, které poskytuji nestranné odhady. U zbyvajicich CM Mehry,
Bélangera a Bundicka je vidét, Ze strannost odhadu (pFevazné kovariance
stavu Cvlig) je vétsi pro mensi poc¢et méfeni 7. Poznamenejme, ze CM Mehry,
Bélangera, Leea a Bundicka maji téméi stejné MSE odhadt pro 7 = 102
Pti¢emz odhady pomoci Leeovy metody jsou, oproti zbylym, koncentrovany
kolem skutec¢né hodnoty nicméné, maji vétsi varianci odhadu.

9.2 Porovnani korelac¢nich metod - LTV model

V této kapitole budou odhadovany kovariance vzajemné zavislych a ca-
sové nezavislych Sumi s nulovou stfedni hodnotou pro LTV model systému
popsany rovnicemi (2.1), (2.2). Jak je vidét i z tabulky 4.1, CM navrzené
pro takovyto model jsou pouze dvé, a to Bélangérova metoda a MDM. Znamé
hodnoty modelu systému jsou

Fr,=0.840.1sin(0.0077k), Hy=1+ 0.99sin(0.17k), ur=1x0=N,p=N, =0,
naopak neznamé jsou kovariance Sumi
Co2 =2, C2=1, Cp, =0.5.

Pro analyzu je vyuzito 10* MC simulaci, kde v kazdé simulaci bude
k odhadu kovarianci sumi vyuZito celkem 7 = 103 mé¥eni. Celkovy odhad
kovarianci Sumtu z MDM je ziskan nékolika zpusoby. Zaprvé ve standardni
verzi (6.19), ale také ve v8ech t¥ech vazenych verzich (7.32) predstavenych
v kapitole 7.12. Vazen& verze vyuzivajici k vypoctu vahy nevazené odhady
momentli Sumi bude znacena jako MDM I, aproximativni verze, kterd vy-
uziva pocatecni znalosti druhych necentralnich momentta Sumi zvolené jako
ch, =1,C5 = 1,C;, = 0, ? bude znacena MDM II a posledni verze, kdy
vahovd matice je zvolend jako Pm = ™ (Z™", bude oznacovana MDM III.

Pramér a STD odhadi kovarianci Sumu ziskané prumérovanim pres MC
simulace pro Bélangérovu metodu, standartni MDM a vazenou MDM 1 jsou

2Pocatecni znalost veli¢iny X je znadend jako XP.
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vykresleny v obriazku 9.3. Kromé toho je na obrazku vyobrazen i pramér
odhadnutych kovarian¢nich matic (¢i STD) odhadu kovarianci $umi (7.33),
které poskytuje vazenad MDM 1.
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Obrézek 9.3: Odhady kovarianci vzajemné zavislych Sumu v LTV modelu

Z obrazku 9.3 plyne nasledujici:

e Odhady ziskané pomoci Bélangerovy metody a standardni MDM jsou
koncentrovany kolem skute¢né hodnoty. Nicméné odhady ziskané po-
moci vazené MDM I se mirné odchyluji od skute¢né hodnoty.

e Hodnoty kovarian¢ni matice (STD) odhadu ziskané pomoci vazené
MDM T jsou vyznamné mensi nez hodnoty kovarianéni matice (STD)
odhadt ziskanych pomoci Bélangerovy metody a standardni MDM,
které jsou si navzajem velice podobné.

e Vazenda MDM T poskytuje odhad kovarianéni matice (STD) odhadu
(7.33) (purpurova teckovana ¢ara), kterd je téméf totozné s kovarianéni
matici (STD) vypo¢tenou na zakladé MC simulaci (zelend ¢arkovana
¢ara).
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Primér a STD odhadu kovarianci Sumu ziskané prumérovanim pres
MC simulace pro vazené MDM I, MDM II a MDM III jsou vykresleny v ob-
razku 9.4. Kromé toho je na obrazku vyobrazen i primér odhadnutych kova-
rian¢nich matic (STD) odhadi kovarianci umu (7.33), které poskytly vazené
MDM IT a MDM II1.

1.15 T T T 0.9
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Obrazek 9.4: Vazené odhady kovarianci vzajemné zavislych Sumi

7 obrazku 9.4 plyne néasledujici:

e Odhady ziskané pomoci vazené MDM IT a MDM III jsou, oproti vazené
MDM I, koncentrovany kolem skute¢né hodnoty.

e Hodnoty kovarian¢nich matic (STD) odhadu ziskanych pomoci vsech
vazenych MDM I, MDM II a MDM I1I jsou si velice podobné.

e Odhad kovarian¢ni matice (STD) odhadu pro vazené MDM IT a MDM
I1T (tyrkysova a purpurova teckovana ¢ara) se lisi od kovarianéni matice
(STD) odhadu vypo¢tenych na zakladé MC simulaci (modréa a ¢ervené
¢arkovana cara).
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9.3 Celkovy a postupny odhad MDM

V této kapitole budou pomoci MDM odhadoviny necentralni i cent-
ralni momenty vzajemné a casové nezavislych sumi pro LTV model systému
popsany rovnicemi (2.1), (2.2). MDM odhad bude ziskan jednak pomoci cel-
kového vypoctu z podkapitoly 6.2.2, 6.2.3, ale i pomoci postupného vypoctu
z podkapitoly 6.2.4, 6.2.5. Znamé hodnoty pouzitého modelu systému jsou

F;,=0.840.1sin(0.0077k), Hy=1+4 0.99sin(0.17k), ux=C, =0,
naopak neznamé jsou momenty (Gaussovych) sumi

Ny =—-2, Ny2 =6, Nys =-20, Cpo =2, Cus =0,
Ny=-1, Npo=2, Nps=-4, Cpo=1 Cp=0.

Pro analyzy je vyuzito 10* MC simulaci, kde v kazdé simulaci, bude k odhadu
momentii Sumi vyuZito celkem 7 = 10° méieni.

Pramér a STD odhadi momentu Sumi stavu a méfeni ziskané prumé-
rovanim pfes MC simulace jsou uvedeny v tabulce 9.1.

Celkovy odhad Postupny odhad

Skutec¢nost Primér STD Primér STD
Ny -2 -1.9992 0.0653 -1.9992  0.0653
N, -1 -0.9995 0.0861 -0.9995 0.0861
N2 6 5.9907 0.5492 5.9698  0.4844
N2 2 1.9986 0.3081 2.0059  0.3268
N3 -20 -19.8539 7.0559 -19.9235 2.7317
N3 -4 -3.9637 2.1482 -4.0342 2.3276
Cu2 2 1.9964 0.3507 1.9850 0.2229
Cy2 1 1.0049 0.3941 1.0042 0.1327
Cou3 0 0.0327 3.4081 0.0018 0.8168
Cy3 0 -0.0650 4.3757 -0.0059 0.6115

Tabulka 9.1: MDM celkovy a postupny odhad momenti Sumii.

Poznamenejme, Ze v tabulce 9.1 jsou zapsdny pouze nekiizové odhad-
nuté momenty Sumi. Nicméné pomoci celkového odhadu druhého a tretiho
necentralniho momentu byly také odhadnuty dalsi 3 (N&°, N, @ N, N¥°)

v
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a8 (Nw2 Nw; Nw2 Nw '/\/:U2®N'U7 Nv2®Nw> Nq?Q@Nw) -/\[1;®2®N’w7 NE)S; NU®3)
prvkii. Z tohoto divodu u celkovych odhadi lze vidét vétsi varianci odhadu
nez u postupného odhadu.

9.4 Vztah poradi pouziti méreni a kvality od-
hadu kovariance Sumi

V této kapitole se podivame, jak zmény poradi pouziti méfeni ovlivni
model systému a tim i vyslednou kvalitu odhadu kovarianci sumu pomoci
MDM.

Uvazujme model systému (7.23), (7.24), ktery obsahuje vzajemné a Ca-
sové nezavislé Sumy stavu a méfeni, pricemz jednotlivé znamé hodnoty mo-
delu systému jsou nasledujici

Fk: |:(1] Oi2:|,Hk: [1 0},W}€: {002:|,sz 1,Nw:Nv: U =0.

Naopak neznamé jsou kovariance sumi
Nw2 = Mz =1.

Pro analyzu je vyuzito 10* MC simulaci, kde v kazdé simulaci bude
k odhadu kovarianci sumi vyuZito celkem 7 = 103 mé¥eni. Také bude pou-
zito kazdé M € {1,2,3,...,20}-té méfeni, diky ¢emuz lze rovnice dynamiky
(7.28) zapsat v nasledujici podobé

Wi,
|1 02M (M —1)0.2%2 ... 022 0 Wit1
X’”M_{o 1 ]X’“ { 0.2 .02 02 | 0D
T h Wi Wr+M~1
wM
pricemz plati
(/\/(WW)M = LN, (9.2)
2MB—3M2+My 94 M2—M 93
N ) = 5 0. 2
7 (Mowey?), 7 wfang s o [N 93

Tuto rovnici dynamiky (9.3) je moZné také zapsat v alternativni podobé
pfi pouziti ndhodné veli¢iny 2, X} jako

XM =FuXy + X, (9.4)

87



kde

X = (Z) WY (9.5)
2M373M2+M0_24 M27MO.23
e :chol([ MQSMO‘? A%‘QQ D (9.6)

a chol(A) znaci Choleského dekomporzici matice A, pficemz plati nasledujici
vztahy pro momenty

(NX,?)M = InINw27 (97)
3_ 2 2_
2M°—-3M +MO.24 M = M 023

MEZM () 93 M0.2?

2 Naz)y 21! = { } Ny (9.8)

K celkovému odhadu kovarianci Sumii je pouzita matice A3, kterd obsa-
huje celkem M sad rovnic pro ¢asové okamziky k = ¢, M + ¢,2M +1,. ..,
kde i € {0,1,2,..., M — 1}, aby bylo vyuZito co nejvice méfeni jak bylo
popsano v kapitole 7.11. Vysledna kvalita odhadu kovarianci Sumi popsana
pomoci MSE ziskana prumérovianim pfes MC simulace a ¢islo podminénosti
matice A3, jsou vykresleny v obrazku 9.5.

. MSE odhadu kovarianci Sumu Cislo podminénosti matice .Af\/
10% , , : , : :
Soucet MSE JT/; a JV;
‘a\ MSE N
\ — — —MSE N, 103
\
10%F \ 3
a,\ M=12 M=12
\ MSE A.+MSE N,2=0.0643 1021 cond(A3)=6.3674
\
\
100 3
101t
0%y EETRHEE | | ‘
5 10 15 20 5 10 15 20
M M

Obrazek 9.5: Vliv kvality odhadu kovarianci Sumu pomoci preskladani méreni

Z obrazku 9.5 plyne nasledujici:
e MSE odhadu kovarianci Sumt je zavislé na volbé parametru M.
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e Pribéh hodnot ¢isel podminénosti a sou¢tu MSE odhadu kovarianci
Sumu v zavislosti na M je velmi podobné.

e Pro hodnotu M = 12 vybranou podle &isla podminénosti matice A3,
je hodnota souc¢tu MSE odhadi momentu Sumu 0.0643, coz je velice
podobné hodnoté minimu sou¢tu MSE odhadu 0.0638 v M = 10.

7 tohoto ptikladu je vidét, ze vztah potradi pouziti méfeni mize mit
vyznamné pozitivni vliv na vyslednou kvalitu odhadovanych kovarianci Sumni.

9.5 Odhad parametrt Sumi

V této kapitole budou pomoci MDM odhadnuty parametry hustoty
pravdépodobnosti vzajemné a ¢asové nezavislych Sumi pro LTV model sys-
tému popsaného rovnicemi (2.1), (2.2). Znamé hodnoty pouzitého modelu
systému jsou

5k
F.=09+0.1 sin(—), H,.=
T

2 + sin (3£
COS<%)T )]7 Ukzo

Sumy stavu a méfeni se uvazuji vzajemné a ¢asové nezavislé. Sum stavu je po-
) f s _ T

psan Gaussovou PDF G(wy; 6,,) s nezndmymi parametry 0, = [w Q} (8.10),

kde w = ) = 1. Oproti tomu Sum méfeni popsan bimodalni Gaussovou smési

T
PDF GM(vy; 0) s neznamymi parametry 9v:[a1 vl vT (RllJ)T (Rg)T]
(8.12), kde

a1=08,v,=[4 —3]", RY=[3 05 2], v,=[6 7]" ,RY=[4 2 4]".

Problém ale i feSeni odhadu parametri pro takovyto model systému byl
popsan v druhém piikladu v kapitole 8.2.1. Proto bude tohoto postupu fe-
Seni, kdy byly samostatné pro sum stavu a méreni nejdiive odhadnuty mo-
menty, diky nimz byly nasledné odhadnuty i parametry téchto Sumit, vyuzito
i v tomto piipadé. Poznamenejme, 7ze k odhadu prvnich péti necentralnich
momenttl Sumu je vyuzito postupného odhadovani, jak bylo popsano v ka-
pitole 6.2.4. Pro analyzu je vyuzito 10> MC simulaci, kde v kazdé simulaci
bude k odhadu momentt Sumt vyuZzito celkem 10° a 10° méieni 7.

Primér a STD odhadi momentu a parametri Sumu stavu ziskané pru-
mérovanim pies MC simulace jsou zapsiny v tabulce 9.2.
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N, Nz Nys N N, w Q

Skutecnost 1 2 4 10 26 1 1
Prumér (7=10°) 1 1 3.999 10.003 26.012 1 1
Priumér (7=10%) 1 2 4 10.001 25.998 1 1
STD (7=10%) 0.004 0.035 0.118 0.628 2.74 0.004 0.032
STD (7=10%) 0.001 0.011 0.038 0.2 0.874  0.001 0.009

Tabulka 9.2: Skutecné a odhadnuté momenty a parametry Sumu stavu wy.

Primér a STD nékolika vybranych prvki?® z odhadi momenti Sumi
méfeni ziskané prumérovanim pres MC simulace jsou sepsany v tabulce 9.3.
Piipomeiime, ze N, (i) je prvek vektoru MY, na i-tém radku. Z téchto od-
hadnutych momenti Sumu méieni byly nasledné odhadnuty parametry Sumiu
méieni O, a prumér a STD téchto odhadii jsou sepsany v tabulce 9.4.

37 davodu tspory mista jsou v tabulce 9.3 vykresleny pouze prvni dva prvky pro kazdy
z péti odhadnutych momenti Sumt méfeni.
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7 tabulek 9.2, 9.3 a 9.4 je vidét, ze vysledné odhady momenti, stejné jako
parametri, jsou velmi blizko ke skute¢nym hodnotam. Déle hodnoty ukazuji,
ze pro vétsi pocet dat 7 mé& odhad momenti a parametri Sumu nizsi varianci.

Z odhadnutych parametri Sumu méfeni 6, je vypocitano kritérium
hodnotici celé PDF zapsané néasledujicim vztahem

J*°_abs (GM (vi:0) — GM (vk; oAV)) vy
5 .

Tato hodnota reprezentuje, jak moc podobné je odhadnuté hustota pravdé-
podobnosti té skuteéné. Pokud jsou odhadnuta a skutec¢né hustoty pravdé-
podobnosti totozné, tak 7 = 1. Naopak pokud by se hustoty ani ¢asteéné
nepiekryvaly, pak bude hodnota kritéria 7 = 0. Veskeré hodnoty 7 pro pocet
méfeni 7 = 10° a 7 = 10° jsou vykresleny pomoci histogramt v obrazku 9.6.

T=1- (9.9)

T =10° =100
120 T T T T T T T T T 180 T T T T T T

0
084 0.86 0.88 0.9 0.92 094 096 0.98 1 091 092 093 094 095 096 097 098 0.99 1

Obréazek 9.6: Hodnoty 7T pro veskeré MC simulace.

Odhadnuta hustota pravdépodobnosti méfeni GM(Vk,O ), kterd odpovida
medidnu mezi vSemi hodnotami 7, je nazyvana typickym odhadem.
Pro 7 = 10° ma mediin hodnotu 7 = 0.9435 a piisludny typicky odhad
vektoru parametru 0, je dan parametry

a1 = 0.7756, %, = [4.1814 —3.0631]", RY = [2.4028 0.6091 1.8453]"

~

V= [5.7632  6.6186)" RY = [4.1453 2.5191 4.6204]".

Obdobné pro 7 = 10° ma median hodnotu 7" = 0.9779 a p¥islusnym typickym
odhadem vektoru parametru 6, je dan odhady

@i = 0.8081,v, = [3.9840 —2.9561]" RY = [3.1251 0.4863 2.1084]"

~

V= [6.0897  7.1191)" RY = [3.8480 1.8021 3.8122]".
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Skute¢né PDF méfeni, typické odhady PDF méfeni pro 7 = 10% a 7 = 10°
a jejich rozdily jsou pro uplnost vykresleny na obrazku 9.7.

Skutecné PDF méreni

0.06 +

0.05

0.06 0.06

5

vi(2)

Obrazek 9.7: Tlustrace skutec¢né PDF méieni, jejich typickych odhadu a jejich
rozdilt.

Z obrazku 9.7 je vidét, ze typické odhady PDF meéfeni jsou velice blizko
skuteé¢né PDF méfeni.

93



9.6 Odhad kovarianci Sumu - nelinearni model

V této kapitole bude vyuzito MDM k odhadu kovarianci Sumi pro ne-
linedrni model. Konkrétné se bude jednat o model objektu, kde informace
o jeho poloze je ziskdvana vyuzitim globélniho navigacniho satelitniho sys-
tém (GNSS) |96, 102].

Na pocatku podkapitoly v 9.6.1 bude pfedstaven systém jakozto gene-
rator dat kde budou definovin nejen rovnice samotné dynamiky a méreni
ale také popis Sumu stavu a méreni. Nasledné bude predstaven model, ktery
bude vyuzit k odhadu kovarianci Sumit. Jednotlivé parametry pro genero-
vani dat a odhad kovarianci budou ukazédny v néasledujicich podkapitolach
9.6.3 a 9.6.4. Protoze budou v tomto pfipadé dostupné skuteény popis Sumi
z 9.6.1, budou zavérem této podkapitoly vysledné odhady vlastnosti Sumu
pfimo porovnavat se skutecnymi hodnotami.

9.6.1 Systém - generator dat

Dynamika stavu je v tomto pfipadé popsana pomoci nasledujici rovnice

1 000 O T, 0 0 O T, 0 0 O
0100 0 0 T, 0 0 0 7, 0 O
Xp1=(0 01 0 Ofxg+1|0 0 Ty Ojlug+ |0 0 Tp O [wy,
0001 T 0O 0 0 1 0 0 0 0
0000 1 0O 0 0 0 0 0 0 T
F Ui Wi

(9.10)

kde prvni tii slozky stavu x;(1),xx(2) a xx(3) predstavuji pozici objektu
v soufadnicich z, y a z v metrech v soufadném systému ECEF (anglickou
zkratkou Earth-Centred-Earth-Fixed). Hodiny ptijimace GNSS signalu umis-
téné na objektu, pomoci kterych se poc¢ita poloha daného pfijimace, se budou
vlivem poruch jako napiiklad zmény teploty odchylovat od hodin satelitniho
systému. Proto ¢tvrta slozka stavu xj(4) predstavuje chybu hodin pfijimace
vyjadfenou po vynéasobeni rychlosti svétla v metrech. Posledni pata slozka
stavu x;(5) predstavuje zménu chyby hodin pfijimace vyjadienou po vynéso-
beni rychlosti svétla v metrech za sekundu. Hodnota 7} v rovnici dynamiky
ur¢uje dobu mezi ¢asovymi okamziky k£ a k + 1 v sekundach?.

Skutecné ak¢ni zasahy pisobici zménu polohy ve vSech osach polohy
Ty (ug (i) + wi (7)) , i € {1,2,3} z okamziku k do k+1 nejsou znamé. Nicméné

4Vegkeré ¢asové hodnoty v této kapitole jsou brany v pozemském smyslu.
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jsou dostupna jejich méfeni jako Tpug(i),i € {1,2, 3}, ktera jsou ziskdna po-
moci zpracovani méfeni z dostupnych senzori v pohybujicim se objektu®.
Posledni prvek vektoru fizeni uy(4) predstavuje dostupny reset chyby ho-
din®, kterym se udrzuje chyba hodin v rozumné velkych hodnotach v porov-
nani s hodnotami polohy objektu xx(i),i € {1,2,3}. Prvni tii slozky $umu
Tewyi(i),i € {1,2,3} predstavuji chybu méteni skute¢ného akéniho zasahu.
Posledni ¢tvrta slozka Sumu Twy(4) reprezentuje kolisani zmény chyby ho-
din pfijimace za jednu sekundu.

Rovnici méfeni Ize v tomto piipadé popsat pomoci nasledujictho vztahu

Z — h(Xk, k) + Vi, (911)

pfifemz pocet méFeni a tim i dimenze vektoru zj, h(xy, k) a vi jsou dany
poc¢tem viditelnych sateliti v dany okamzik, tj. 1ze od nich pfijimat signal.
Meéreni z, z téchto viditelnych satelitti pfedstavuje zasSuménou pseudovzdale-
nost od pfijimace k tomuto satelitu, kterou konkrétné pro j-ty prvek méreni
lze zapsat pomoci vztahu

3

20(7) = | D (xi(d) — pL(D))” + xi(4) + Vi), (9.12)

i=1

kde z;(j) je j-ta slozka vektoru méteni, pl(1), pL(2) a pL(3) je dostupna’
poloha satelitu j-tého méteni v ¢ase k v soufadnicich z, y a z v ECEF a v, ()
je chyba pseudovzdélenosti j-tého méfeni v case k.

Poznamenejme, 7e parametry pouzitého modelu GNSS jsou velmi po-
dobné globalnimu pozi¢nimu systému (GPS - z anglického global positioning
system). Napiiklad jednotlivé satelity se pohybuji ve vysce 20350 km s do-
bou jednoho obéhu 12 hodin a obihaji ve ¢tveficich na celkem Sesti obéznych
drahach, které jsou navzajem posunuty vzdy o 60° se sklonem 55°.

Déle uvazujme, ze Sum stavu wy ma nulovou stfedni hodnotu, je casovée
nekorelovany a méa ¢asové neménnou kovarian¢ni matici

025 0 0 0
0 025 0 0
0 0 025 0
0 0 0 100

(Nwz)y= (9.13)

5U automobilu to mize byt vyuziti odometrického, inercidlniho naviga¢niho & jiného
systému, ktery vyuziva meéfeni z celé fady senzorii, jako jsou napiiklad akcelerometr, gy-
roskop, kamera, radar, otacky a natoceni kol.

5Pokud odhad chyby hodin piijimace piekro¢i uzivatelem zvolenou hodnotu, je prove-
den reset hodin o presné znamé velikosti.

"Polohu satelitii lze vypo¢itat pomoci informaci obsaZenych v naviga¢ni zprave, které
jsou nazyvany efemeridy.
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Také predpokladejme, ze zpozdéni signalu odeslaného ze satelitu k pfi-
jimadi, jako napfiklad ionosférické zpozdéni, je potlaceno s vyuzitim dvou
riznych frekvenci vysilanych ze sateliti. Obdobné i dals$i zdroje ruznych
zpozdéni a chyb jako napiiklad troposférické zpozdéni, Sagnactuv efekt ¢i
chyby ¢asu odeslani zpravy ze satelitu jsou potlaceny také diky dostupnym
informacim z naviga¢ni zpravy. Diky tomu budeme uvazovat, 7ze Sum méfeni
v ma nulovou stfedni hodnotu. Kovariance Sumu méfeni je ovsem proménné
v ¢ase s tim, jak se méni elevace® jednotlivych sateliti. Za standardnich pod-
minek a vyse uvednych korekei zpozdéni 1ze ocekavat [103], Ze varianci chyby
pro j-té méfeni pseudovzdalenosti lze zapsat jako

ka(j))2 = RURA + R{Lser,k + Ri?"opo,k?
Ryra = 0.5625,
. 4 4 ,e:/'vTr 2 7e5,'v7r 2
Rlr = % ((0.13 +0.5 expwﬁ) + <0.15 +0.43 expu’iz) ) ,
(le - fLS)
0.12012?
0.002001 + (sin (e}))”"

(9.14)

Rj

tropo,k =

kde fi; = 1 575.42MHz a fis = 1 176.45MHz jsou nosné frekvence, na
nichz je pfenaSena navigacni zprava od satelitu k pfijimaci, ei je elevace sa-
telitu v j-tém méfeni v case k, Ryra predstavuje varianci Sumu zptisobeného
chybou pozice satelitu a chyby hodin ¢asu odeslani zpravy, Rﬂser’k je vari-
ance Sumu vzniklého zpracovani signalu v prijimaci pro j-té méteni v case k
a R{ropm je variance Sumu vzniklého pti prichodu signalu skrze troposféru
pro j-té méfeni v ¢ase k. Mimodiagonalni prvky kovarian¢ni matice (NV§)M
jsou uvazovany nulové, tj. Sumy v jednotlivych méfenich pseudovzdalenosti
jsou predpokladany vzajemné nezévislé. éumy meéfeni jsou také ¢asoveé zavislé
s ¢asovou konstantou 100 sekund [96].

Poznamenejme, Ze Sumy stavu a méreni jsou uvazovany vzajemné ne-
zavislé a signdly ze satelitu jsou prijimany jiz od elevace 0°.

9.6.2 Model rovnice méreni a Sumu pro tilohu
identifikace

Jelikoz MDM je navrzena pro linedrni modely, je potieba linearizovat
nelinearni funkei v rovnici méfeni (9.11) napiiklad vyuzitim Taylorovy fady.
Diky tomu lze ziskat Tayloruv polynom prvniho fadu, ktery je z diavodu
zanedbani vyssich ¢lent aproximativni, nicméné pozadovanou linearni funkci

8Elevace satelitu je tihel od horizontu k satelitu.
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stavu. S védomim, 7e se jedné o aproximativni vztah, zapiSseme tento polynom
jako

kde %;, je dostupny odhadu stavu?, ktery je v tomto p¥ipadé také nazyvany
lineariza¢nim bodem, a Hy, je Jacobiho matice v bodé x. Diky vztahu (9.15)
je mozné upravit nelinedrni méieni z; (9.11) a zapsat jej v linearizované
podobé podle

Zp — Z) — h()A(]€7 k?) + ka(k = Hka + Vi. (916)

Déle, pro zjednoduSeni zapisu a objasnéni dilé¢ich problémiu budeme
uvazovat, ze Sum méfeni je ¢asové nezavisly. Nicméné tento problém nebude
opomenut a bude Fesen v dalsi kapitole s nazvem ,Parametry pro odhad
kovarianci Sumu‘ 9.6.4.

Prestoze jsou rovnice stavu (9.10) a méfeni (9.16) linearnimi rovnicemi,
nelze je vyuzit v této podobé MDM k odhadu kovarianci $umi N2 a /\/'V%,
a to ze dvou divodi. Prvni diivod je, Ze jednotlivé kovariance NV% pro riizné
casové okamziky &£ mohou obecné obsahovat rtzny pocet prvka v zavislosti
na tom, kolik sateliti je viditelnych. Druhym problémem je, ze hodnota ko-
variance méfeni je proménnd v ¢ase (9.14). Rovnici (6.14a) lze tedy v tomto
piipadé zapsat jako

N 2N
7 = A VN, (9.17)

kde unikatni prvky kovariance sumu méfeni v ¢ase k usporadané ve vektoru
N, gug jsou bohuzel ¢asové proménné. Nicméné oba vySe zminéné problémy lze
k

vyfesSit pomoci dostupné znalosti o elevaci ei jednotlivych sateliti nasleduji-
cim zptsobem.

Z rovnice (9.14) je vidét, ze kovariance Sumu méfeni méni svoji hodnotu
v ¢ase s tim, jak se ménf elevace k jednotlivym satelitim. Je ale mozné rozdé-
lit prostor hodnot elevace!® na libovolny pocet intervalt Z;,i = 1,2, ..., nr,
které jsou disjunktni a jejich sjednoceni tvofi cely prostor hodnot elevace.
Déle predpokladejme, ze veskeré signaly prijimané od satelitii, jejichz elevace
jsou v jednom intervalu Z;, jsou ovlivnéné Sumy s nulovou stiedni hodnotu
a se stejnou varianci Rz,,7 = 1,2, ..., nz. Hodnotu variance Rz, lze piiblizné

90dhad prvnich étyf prvki stavu je ziskan v kazdém okamziku z méfeni z; pomoci ne-
vazenych nelinearnich nejmensich ¢étverct (tzn. Gaussova-Newtonova metoda). K samotné
linearizaci jsou potieba odhady pouze prvnich t¥i prvka stavu reprezentujici polohu ob-
jektu, jak je vid&t z rovnice (9.12).

19Uvazujme hodnoty elevace od 0° od 90°
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otekavat takovou, jaka je hodnota variance (9.14) pro elevaci odpovidajici
stfedu prislusného intervalu Z;. S védomim, Ze se jedné o aproximativni vztah,
Ize zapsat vektor N, (9.17) v nasledujici podobé

k

A, e
U
A{J"%N RIl
N =Ny | =4 | Ba | (9.18)
N Rz,
L Vit+L-1 ] L -
L

kde L je novy vektor hledanych ¢asové neproménngch kovarianci a .7, je
zndmd matice obsahujici jednicky a nuly jejiz dimenze a struktura je dana
aktualnimi elevacemi a poc¢tem viditelnych sateliti.

— Priklad
Uvazujme zjednoduSeny® model objektu s méfenim zasumeéné pseudo-
vzdalenosti, kde n, = 1 a uvazujme ze elevace je rozdélena do tfech inter-
valu Z; = (0°,30°), Z, = (30°,60°) a Z3 = (60°,90°). Pokud L = N =1,
v okamzik k — 1 jsou pfijaty dva signaly piicemz elevace satelitu jsou
na intervalu Z, a Z; a v okamzik k je pfijat jeden signal kde elevace
satelitu je na intervalu Z, tak rovnice (9.18) bude vypadat nasledovné

NNw2 1 0 0 0] [Me

v 2 R
T v I R o A

g (vi_1(2))? 2

Ny 00 1 0] |Ry,

I L

2Smysl takto zjednoduSeného piikladu spociva v ilustraci hlavni my$lenky upravy
rovnice (9.18), piestoze v jednodimenzionalnim prostoru stavu (n, = 1) nelze elevaci
definovat. Zapis pro t¥idimenzionalni prostor je zna¢né komplikovany.

Diky vztahu (9.18) je mozné upravit rovnici (9.17) do podoby
N 2aN
kterou lze dale pouzit jen s nékolika méala tupravami jako v predstavené verzi

MDM. Napiiklad rovnici (6.15a), kterd sjednocuje rovnice (9.20) pro vSechny
casové okamziky do kompaktni podoby, je mozné v tomto piipadé upravit
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do podoby

[ LAY Sy
Y E U A
NZ, = z s c, (9.21)

®%2A§iL+1\P?é7L+1 tﬁ’r—L-ﬁ-l
kde vektor VZ, (6.16) ziistava nezménén.

Poznamenejme Ze matice Hy v (9.16) nem4 plnou sloupcovou hodnost
proto ji v této podobé nelze vyuzit pro senzorovou kalibraci z kapitoly 7.6. Po-
kud se podivame na matice méfeni Hy, zjistime Ze neni funkci zmény chyby
hodin GNSS pfijimace, ale pouze polohy a chyby hodin GNSS pfijimace.
To znamend 7Ze matice méfeni Hy ma posledni sloupec nulovy diky cemuz
nespliuje podminku plné sloupcové hodnosti. Nicméné je mozné, za tcelem
vyuziti senzorové kalibrace, upravit rovnici méteni (9.16) tak, aby neobsaho-
val posledni nemétreny stavy. Diky tomu se odstrani posledni nulovy sloupec
matice méfeni Hy a pokud takto upravena matice méfeni

H), = [Hi(;,1) Hi(5,2) Hi(;,3) Hi(:,4)] (9.22)

bude mit plnou sloupcovou hodnost a pocet radku matice bude vétsi nez po-
¢et sloupcii je mozné takto upravenou rovnici méfeni vyuzit v kalibra¢nim
piistupu.

9.6.3 Parametry pro generovani dat

Pro vyse predstaveny model je vygenerovano celkem 7 = 86 400 méfent,
coz piiblizné odpovida 24 hodinovému méfeni. Poc¢atecni poloha pohybuji-
ciho se objektu a chyba hodin a zména chyby hodin GNSS pfijimacem na ném
umisténém je
Xy = [4 017 325.26 956 119.659 4 844 798.39 299 792.458 3 469.82}T,
tj. objekt je na poc¢atku na klicovém misté'!, chyby hodin pfijimace je
1 milisekunda a zména chyby hodin pfijimace by bez resetu zptsobila za je-
den den priimérnou chybu hodin 1 sekundu. éumy stavu a méfeni jsou gene-
rovany jako gaussovské nédhodné veli¢iny s prislusnymi kovariancemi (9.13)
a (9.14). Doba mezi méfenimi je generovina podle vztahu Ty = 1+ t, kde
tr je gaussovskd ndhodné veli¢ina s nulovou stfedni hodnotou a kovarianci
0.01. Skuteény akéni zasah na poloze Ty (ug(i) + wi(i)),i € {1,2,3} je ta-
kovy, aby se objekt pohyboval po rovnobézce rychlosti 100 km/h vychodnim

Hystup do plzeiiského pivovaru.
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smérem. Reset chyby hodin ug(4) vynuluje chybu hodin, kdy?z jeji hodnota
prekro¢i piiblizné 107 metru'?. Zjednodu$ené vyobrazeni po¢ateéni polohy
objektu, polohy viditelnych sateliti a jejich signalt vysilanych k piijimaci
a celkova trajektorie objektu jsou na obrazku 9.8.

%108 ' O

20 | G._

—-—-— Signal od satelitu k pEjimadi
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Obrazek 9.8: Pocatecni polohy satelitii a objektu s celou trajektorii.

9.6.4 Parametry pro odhad kovarianci Sumii

Nyni se vratme k problému ¢asové zavislosti Sumi méfeni. Uvazujme, ze
je potieba odhadnout pouze kovariance Sumit N2 a Ny (¢i Ry,) a casovou
korelaci Sumu meéreni popsanou pomoci va,vj, k # j neni potieba odhadovat.
Jestlize je predpokladéno, zZe Sum méfeni je ¢asoveé zavisly s ¢asovou konstan-
tou 100 sekund, lze oc¢ekavat, zZe Sumy métfeni vzdalenych alespon 300 sekund
od sebe budou jiz nezavislé!?. To znamen4, ze k odhadu kovarianci gumt N2
a N"i (¢ Rz,) vyuzijeme kazdé 300. méfeni, tj. k£ = 0,300,600, ...,86 400,
coz odpovida celkovému mnozstvi 289 méfeni, jak bylo ukidzano v kapitole
7.11. Zbyvajici méfeni, tj. £ = 1,2,...,299,301,...86 399, kterych je cel-
kem 86 112, budou vyuzity k odhadu kovarianci Sumu mé¥eni N,z (¢i Rz,)

12To odpovida chybé piiblizné 33 milisekund.

13Casova zavislost dand momentem Ny, bude mit hodnotu pfiblizné 0.0025N,z.

Vik+300
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pomoci senzorové kalibrace z kapitoly 7.6.

Z divodu odhadu kovariance $umu méfeni NV,2 (¢i Rz,) je prostor ele-
vace rozdélen do celkem nz = 20 intervala Z; (9.18). Pro volbu hranic jed-
notlivych intervali se nejdiive podivejme na elevace sateliti pro vsSechna
dostupna méieni, kterych je ptiblizné 774 600. Pro danou trajektorii objektu
jsou elevace k jednotlivym satelitim vykresleny na obrazku 9.9.

x10%
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Obrazek 9.9: Hodnoty elevaci sateliti pro veskera dostupné méieni.

Pro jinou pozici na Zemi lze samoziejmé ocekivat jiné rozdéleni elevace,
nez je ukdzano na obrazku 9.9. Hranice intervalii jsou zvoleny tak, aby celkové
mnozstvi dostupnych métreni bylo pfiblizné rovnomérné rozdéleno do vSech
20 intervalu, tj. aby vychazelo ptiblizné 38 730 méfeni na kazdy jeden inter-
val Rz,,i € {1,2,...,20}. Diky tomu lze oCekavat, 7e kvalita odhadi kovari-
anci pro jednotlivé intervaly bude podobna. Konkrétné hodnoty kovariance
pro hodnoty elevace ze stiedu jednotlivych intervali Z;,i € {1,2,...,20}
spolu s kovariancemi Sumt méfeni pro vsechny hodnoty elevace jsou vykres-
leny na obrazku 9.10.
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Obrézek 9.10: Kovariance Sumu méfeni a stfedu intervalu Z;.

Protoze bylo vyuzito kazdého 300. méreni pro odhad kovarianci Sumi
N2 a Nvﬁ (¢i Rg,), bylo z divodu nizsi vypocetni naro¢nosti pred samotnym
odhadem vyuzito transformace Sumu stavu, jak to bylo ukazéno v kapitole
7.11.

Pouzita pocatecni znalost pro odhad kovarianci Sumt pomoci rekur-
zivnich nejmensich ¢tvercii byla pro v8echny hodnoty 1 s mirou divéry 106.
Samotny odhad kovarianci Sumi je proveden ve dvou krocich. Nejdiive jsou
vyuzita ,, vynechana méreni“ k = 1,2,...,299,301,...,86 399 k odhadu kova-
rianci Sumu méfeni Nz (¢i Rz,), a to pomoci rekurzivnich nejmensgich ctverci
hlavné z diivodu nizsi naro¢nosti na pamét. Poté je vysledny odhad N"i (@
R7z,) pouzit jako pocatecni znalost kovariance Sumu méfeni pro odhad obou
kovarianci Sumi Nye a Nz (& Rz,) pro méfeni & = 0,300,600, . . .,86 400,
ktery je také pocitan pomoci rekurzivnich nejmensich ¢tverci.

__Takeé je vyuzit nejjednodussi zpusob vazeni diskutovany v kapitole 7.12,
tj. Pm = 2™ (L™)" (7.32) v piipadé nerekurzivnich nejmensich Gtverci.
Parametry MDM jsou zvoleny N = 1 a L = 2 a pro analyzu bylo pouzito
celkem 100 MC simulaci.

9.6.5 Vysledky odhadt kovarianci Sumi

Pramér a STD odhadi vektoru N2 ziskany primérovanim pies MC
simulace pro data za dobu 1, 3, 5, 10 a 24 hodin jsou vykresleny na obrazku
9.11.
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Obrazek 9.11: Kovariance skutecného a odhadovaného $umu stavu N,e.

Obdobné i pramér a STD odhadu varianci Rz, 7 € {1,2,...,20}, ktery
urc¢uje i odhad momentu Sumu méient N"i skrze vztah (9.18), ziskany pramé-
rovanim pres MC simulace pro data za dobu 1, 5 a 24, hodin jsou vykresleny
na obrazku 9.12.
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Obrazek 9.12: Kovariance skutecnych Sumii méfeni a odhadi Rz, ve stfedu
jednotlivych intervali Z;.

Z obrazku 9.11 a 9.12 plyne néasledujici:
e Odhady kovariance stavu N2 jsou koncentrovany kolem skuteéné hod-
noty.
e Odhady varianci Rz, jsou koncentrovany kolem skute¢né hodnoty ko-
variance Sumu méfeni ve stfedu prislusného intervalu Z;.
e S naristajicim po¢tem méfeni se snizuje variance (STD) odhad.
Poznamenejme, ze odhady varianci Rz, v obrazku 9.12 jsou ziskany
pomoci piistupu senzorové kalibrace, tudiz pro jeji odhad neni potieba zadné
znalost rovnice dynamiky (tj. neni potieba znalost fizeni u; a popisu Sumu
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stavu wy), a dokonce ani ¢asova zavislost Sumu méfeni vy, ktera je v tomto
pripadé uvazovana s casovou konstantou 100 sekund. K odhadu Rz, je vyuzito
86 112 méteni z celkové 86 400 dostupnych, takze pokud bychom vyuzili
vesSkera méreni k odhadu Rz, vysledek by byl velmi podobny tomu z obrazku
9.12. Ziskany odhad varianci Rz, lze vyuzit napfiklad pro vypocet vahové
matice v odhadu stavu v kazdém jednotlivém casovém okamziku k.

9.7 Realna méreni pseudovzdalenosti GNSS

V této podkapitole bude vyuzito redlnych dat z evropského GNSS Ga-
lileo k odhadu variance chyby pseudovdalenosti pomoci MDM. V porovnani
s predchozi kapitolou neni v tomto pripadé znam skuteény popis Sumi,
nicméné je dostupna geodeticky zaméfend poloha antény GNSS pfijimace.
Proto budou vysledné odhady varianci Sumi méreni pseudovzdalenosti me-
todou MDM vyuzity pro vypocet vazeného odhadu polohy antény a chyby
hodin GNSS pfijimac¢e. Diky dostupné zaméiené poloze bude vypocitana
chyba tohoto vazeného odhadu polohy antény GNSS prijimace a bude po-
rovnana s chybou nevazeného odhadu polohy antény GNSS piijimace.

9.7.1 Odhad variance Sumu pseudovzdalenosti

Meérieni bylo provadéno na GNSS prijimaci u-blox C099-F9P, kde za dobu
méteni 24.3 hodin bylo ziskdno celkem 711 817 pseudovzdalenosti pro signal
El na frekvenci fg; = 1 575.42MHz a 734 795 pseudovzdalenosti pro signal
E5b na frekvenci fgs, = 1 207.14MHz. Poloha antény GNSS pfijimace byla
po celou dobu méieni neménnéa. Elevace dostupnych satelitii za celou dobu
méfeni je vykreslena na obrazku 9.13.
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Obrazek 9.13: Hodnoty elevaci sateliti pro veskerd dostupna méteni.

Oproti obrazku 9.9 je vidét méné dostupnych satelitii na elevaci nizsi
nez 10°, coz bylo zptusobeno tim, ze GNSS prijimac¢ mél viditelnost oblohy
pro nizsi hodnoty elevace zakryt okolnimi kopci.

Obdobné jako v podkapitole 9.6.2 je pro odhad kovariance elevace sa-
telitd rozdélena do celkem nz = 20 intervala Z; (9.18). Hranice jednotlivych
intervali je zvolena tak, aby méfeni byla pfiblizné rovnomérné rozdélena
do vSech 20 intervali, tj. priblizné 35 591 méfeni pro signal E1 a 36 740
méfeni pro signal E5b na kazdy jeden interval Rz, i € {1,2,...,20}.

Odhady varianci Rz, € {1,2,...,20} ur¢ujici i odhad momentu Sumi
méfeni N2 skrze vztah (9.18) pro veskeré dostupné méteni a signaly E1 a E5b
jsou vykresleny na obrazku 9.14.
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Obrazek 9.14: Odhad varianci Rz, ve stfedu intervali Z; pro signaly z GNSS
Galileo.

7 obrazku 9.14 plyne nasledujici:
e Odhady varianci Rz, pro signal E1 maji vétsi hodnotu nez pro Eb5b.
e Odhady varianci Rz, maji téméf neménnou hodnotu pro elevaci vetsi

nez 30°, obdobné jako na obrazku 9.10.

Odhadnuté hodnoty Rz, urcuji variance chyby pseudovzdalenosti
pro jednotlivé intervaly Z;,i € {1,2,...,20}. Nicméné pokud chceme vari-
ance Rz, vyuzit jako vahu pro odhad polohy antény a chyby hodin GNSS
prijimace, je vhodné tyto odhady vyhladit, aby byly hodnoty varianci defino-
vané spojité pro cely prostor elevace. Pro nalezeni vyhlazené kiivky variance
méfeni v zavislosti na elevaci je vhodné vyuzit vztahti pro vypocet kovari-
ance chyby pseudovzdalenosti (9.14), ktery lze upravit do podoby vhodné
pro vyuziti jednofrekven¢nich méfeni pseudovzdalenosti zapsané nasledujici
funkei

ce? d
ka(j))Q =a+ bexp™ +-fH—” (923)
+ (sin (e}))

s parametry a, b, ¢, d a f. Parametry funkce (9.23) nalezené optimalizaci, které
vyhlazuji odhady Rz,,i € {1,2,...,20} pro signaly E1 a E5b, maji néasledujici
hodnoty

El: a=0.2181,b = 10.5281,c = —4.4044, d = 0.0296, f = 0.2016, (9.24a)
E5b: a = 0.1543, b = 1.8458, ¢ = —9.3625,d = 0.0565, f = 0.0188  (9.24b)

a samotné funkce jsou vykreslené na obrazku 9.15.
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Obrazek 9.15: Odhad varianci Rz, pro signaly E1 a E5b a vyhlazené funkce.

9.7.2 Vyuziti odhadu variance Sumu pseudovzdalenosti
k viazenému odhadu polohy
Néasledujici odhady jsou pocitany samostatné pro signaly E1 a pro sig-
naly E5b. Nevazeny odhad polohy antény GNSS  piijimace
xp = [xi(1) x%(2) xk(3)]T a chyby hodin GNSS pfijimace lze vypocitat
pomoci matice Hy, (9.22) a linearizovaného méfeni z; (9.16) podle

[}%} —H z,. (9.25)
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Diky tomu, Ze je dostupné geodeticky zaméfena poloha antény ' X, je mozné
vypocitat chybu polohy GNSS pfijimace v lokalnim sourfadném systému NED
(zkratkou anglickych slov North, East, Down) nasledujicim vztahem

P
—~— —~— o~

o T
= (1) RP2) P3| =D -x).  (920)

kde slozky odhadu XNEP (1), XNEP(2) a xNEP(3) predstavuji chybu nevazeného
odhadu v souradnicich sever, vychod a dolit v souradném systému NED. DYER:
je rota¢ni matice ze soutadného systému ECEF do NED.

Pro vypocet vazeného odhadu polohy antény GNSS piijimace )ic\‘,’gv a chyby
hodin GNSS piijimace je kromé matice Hy (9.22) a méieni z, (9.16) vyuzit
vztah pro vypocet diagonaly'® kovarian¢ni matice chyby pseudovzdalenosti
W, = (NV§> " (9.23) s piislusnymi parametry (9.24). Vypocty vazeného od-
hadu a chyby tohoto odhadu v lokdlnim soufadném systému NED lze provést
pomoci vztaht

)i(\\];\l =1\ —157 -1__p -1
e | (H'woH,) HAWlzg, 9.97
Lk( 4)W] ( » Wi k:) r Wi 2 (9.27)

- —_ — —_ — —_ — T
—w,NED ” T “w _ S o
X = [xkaEDu) x!"NED(9) Xk’NED(?))] = Decer (xk x) , (9.28)
kde slozky odhadu x{"N*P (1), xi"NP(2) a x}"NFP(3) predstavuji chybu véze-
ného odhadu v soufadnicich sever, vychod a doli v soufadném systému NED.
Hodnota odmocniny stiedni kvadratické chyby (RMSE - z anglického

(v . o —wNED .~ . 1 _NED .
root mean squared error) vazenych X, - a nevazenych XNEP odhadu po-

lohy antény GNSS piijimace ziskanych primérovanim pies vSechny casové
okamziky k a jejich porovnani pro signaly E1 a E5b je sepsana v tabulce 9.5.

RMSE
Signaly nevazeného odhadu véazeného odhadu zlepseni
El 3.2617 2.5632 21 % (70 cm)
E5b 2.3294 1.9838 15 % (35 c¢m)

Tabulka 9.5: Porovnani RMSE vazenych a nevazenych odhadi polohy antény
GNSS prijimace pro signaly E1 a E5b

14Geodeticky zaméfens poloha antény GNSS piijimade bude uvazovana jako skutecna
poloha antény GNSS pfijimace.
15 Mimodiagonalni prvky jsou zde nulové.

109



- —_
. v . _wNED T
Porovnani chyb vazeného X, - a nevazeného XNEP odhadu polohy an-

tény GNSS pfijimace nejen pro jednotlivé souradnice sever, vychod a dolu
v soufadném systému NED, ale i oba signaly E1 a Ebb je vykresleno na ob-
razku 9.16.

E1 E5b

15 F i T ' , ] ;
----- + - nevazeny odhad ‘;
......... vaZeny odhad

-
+

Hodin méreni Hodin méreni

E5b

Vychod

4 8 12 16 20 24

Hodin méfeni Hodin méfeni

E1 ESb

Dolu
Dol

4 8 12 16 20 24 4 8 12 16 20 24
Hodin méfeni Hodin méfeni

Obrazek 9.16: Chyby nevazeného a vazeného odhadu polohy antény GNSS
prijimace.
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7 obrézku 9.16 plyne nasledujici:

e Vazené odhady polohy antény GNNS pfijimace poskytuji, pro oba sig-
naly E1 a Ebb, primérné lepsi kvalitu odhadu ve v8ech smérech nez ne-
vazené odhady.

e Vizené odhady polohy antény GNNS piijimace vyrazné omezuji krét-
kodobé, ale velké chyby v odhadu polohy v porovnani s nevazenym
odhadem.

9.7.3 Modelovani varianci pseudovzdalenosti

V literatufe existuje nékolik modelil, které urcuji, jak zvolit variance
chyby pseudovzdalenosti [96, 103|. Vyuziti téchto modeli je ovSem velmi
¢asto podminéné radou predpokladi, jako jsou napiiklad pouziti konkrétnich
korekci ionosféry a tropostéry, pouziti dvoufrekvencénich métreni pseudovzdéa-
lenosti nebo pouziti signdlu z jednoho konkrétnitho GNSS. Nicméné pokud
neni néktery z predpokladii splnén, nemély by se tyto modely variance chyby
pseudovzdalenosti pouzivat. Poznamenejme, 7e také existuje cela fada mo-
delii, které jsou poskytnuty ve formé funkce elevaci sateliti, poméru signalu
k sumu a dalsich veli¢in. Nanestésti tyto funkce byvaji ¢casto parametrizovany
vektorem neznamych parametri, které si kazdy uzivatel musi zvolit sam.

Ptistup pro ziskani modelu popisujiciho variance Sumi pseudovzdale-
nosti a zalozeného na MDM, ktery byl popsan v predchozich podkapitoléch,
predstavuje atraktivni alternativu k vySe uvedenym piistupim. Neni totiz
vazan na konkrétni sadu pouzitych korekei, GNSS signaly nebo na pouzity
typ GNSS prijimace. Umoznuje nalezeni parametru funkce prepocitavajici
elevaci sateliti na varianci Sumi pseudovzdalenosti pro konkrétni uzivatelem
zvoleny GNSS pfijimac a postup zpracovani dat.
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Kapitola 10
ZAveér

Tato diserta¢ni prace se zabyvala odhadem vlastnosti Sumi v dyna-
mickych modelech. Znalost popisu Sumu je jednou z dilezitych soucésti pii
navrhu optimélnich tidicich, sledovacich, rozhodovacich ¢i navigac¢nich sys-
tému. Jak bylo ukizano v kapitole 3, souc¢asné metody odhadujici vlastnosti
Sumi lze rozdélit dle zptusobu odhadu do ¢tyt skupin: bayesovské metody, me-
tody zalozené na maximéalni vérohodnosti, metody odpovidajicich momenti
a korela¢ni metody. Diky velmi piiznivym vlastnostem korelacnich metod,
jako jsou napiiklad dokazatelnost vlastnosti odhadi popisu Sumi a malé
mnozstvi pozadovanych pocatecnich znalosti o modelu, se diserta¢ni prace
zameérila vyhradné na korelacni metody. V kapitole 4 byly z korela¢nich me-
tod vybrany ¢tyfi vyznamné korelacni metody, které historicky jako prvni
predstavily jedinec¢ny zptisob odhadu vlastnosti Sumi, a zbylé metody k nim
byly pfifazeny jako jejich nastupci ¢i rozsiteni. U korela¢nich metod byly
uvedeny jejich spole¢né vlastnosti a bylo poukazino na jejich slabé stranky,
jejichz odstranéni se stalo cili této disertacni prace.

V kapitole 5 byly definovany nasledujici cile diserta¢ni prace:

Cil 1: Odhad stiednich hodnot Sumi

Cil 2: Odhad vyssich momenti Sumu

Cil 3: Odhad momentu casové zavislych Sumu

Cil 4: Nestranny odhad kovarianci Sumu

Cil 5: Ovéfeni gaussovosti Sumi

Cil 6: Stanoveni maximélntho poc¢tu jednozna¢né odhadnutelnych prvki
kovarianci Sumi pro LTI modely

Cil 7: Odhad parametrii popisujicich sumy

Cil 8: Ilustrace pouziti navrzenych metod a algoritmi

Diky analyze zptsobu odhadu jednotlivych korela¢nich metod bylo zjis-
téno, ze zde existuje dalsi moznost odhadu vlastnosti Sumi. Proto byla v kapi-
tole 6 podrobné pfedstavena nova korela¢ni metoda diference méfeni (MDM),
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ktera piinesla novy jedine¢ny zptisob odhadu vlastnosti Sumi. V nasleduji-
cich podsekcich byly postupné prezentoviny moznosti, vlastnosti a vyhody
MDM, které zaroven fesily i jednotlivé cile disertac¢ni préce.

Cil 1 byl splnén v kapitole 6.2.2, kde byl pfedstaven odhad nejen stied-
nich hodnot §umti, ale i libovolnych necentralnich momentt Sumit. Diky tomu
je mozné vyuzit korelacniho pfistupu k odhadu nejen kovarianci Sumi, ale
i stfednich hodnot Sumu. Odhad stifednich hodnot Sumi byl prezentovany
na konferenci 2018 American Control Conference |K2|.

Cil 2 byl splnén v kapitole 6.2, kde byl pfedstaven zptisob vypoctu li-
bovolnych necentralnich a centralnich momentt Sumi, a to dokonce ve dvou
verzich celkového a postupného odhadu. Diky tomu je mozné ziskat lepsi
celkovy popis modeli napiiklad s obecné negaussovymi Sumy stavu ¢i meé-
feni. Odhad vyssich momenti byl prezentovan na konferencich 18th IFAC
Symposium on System Identification |[K3| a 21st IFAC World Congress [K4].

Cil 3 byl splnén v kapitole 6.3, kde byl pfedstaven odhad libovolnych
necentralnich a centralnich momenti ¢asové i vzajemné zavislych Sumi stavu
a méieni. Tento vypocet je velice dilezity v oblastech vyuzivajicich napiiklad
inercialni senzory, jejichz méteni obsahuji zavislé Sumy. Odhad momentu za-
vislych sumu byl prezentovan na konferencich 18th International Conference
on Information Fusion |K5| a 57th IEEE Conference on Decision and Con-
trol |K6].

Cil 4 byl splnén v kapitole 7.3, kde bylo dokazano, ze celkovy odhad
momenti Sumi pomoci MDM je nestranny. Tato vlastnost je velice dulezité,
predev§im pokud je dostupné malé mnozstvi méreni, kterd jsou vyuzitelna
k odhadu momenti Sumu. Dukaz nestrannosti odhadu byl prezentovan v pu-
blikacich, mezi které patii ¢asopis Automatica [K7|, a také na konferenci 13th
IFAC European Workshop on Advanced Control and Diagnosis |K8].

Cil 5 byl splnén v kapitole 8.1, kde bylo ukazano, jak velice dobfe lze
vyuzit nejen odhady kovarianci Sumi, ale i vztahu v MDM k ovéfeni, zda
Sumy stavu a méfeni pochazeji z Gaussova rozdéleni. Ovéfeni gaussovosti
pii vyuziti MDM bylo prezentovano v ¢asopise Journal of Guidance, Control,
and Dynamics |[K1] a na konferenci 2018 IEEE/ION Position Location and
Navigation Symposium [K9].

Cil 6 byl splnén v kapitole 7.14, kde byl predstaven vztah, ktery ur-
¢uje maximalni pocet jednoznac¢né odhadnutelnych prvki kovarianci Sumi
pro LTI modely na zakladé hodnosti a dimenzi matic dynamiky a méfeni.
Také je v této kapitole piedstavena celd tfada dilezitych pozorovani, ktera
uzivateli pomohou v situaci, kdy nenf mozné jednoznac¢né odhadnout veskeré
prvky kovariance Sumt. Identifikovatelnost prvkua kovarianci Ssumu pro LTI
modely byla prezentovana na konferenci 19th IFAC Symposium on System
Identification |K10].
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Cil 7 byl splnén v kapitole 8.2, kde bylo vyuzito MDM odhadi mo-
mentd Sumi k nalezeni vektoru parametri, ktery parametrizuje funkci popi-
sujici Sumy. Takovy piistup je vhodny, pokud jsou Sumy popsany funkei jako
napiiklad PDF nebo Markoviv proces, ktery je parametrizovan neznamym
vektorem parametri. Vyuziti MDM k odhadu vektoru parametri bylo pre-
zentovano na konferencich 18th IFAC Symposium on System Identification
|K3] a 21th IFAC World Congress [K4].

Cil 8 byl splnén v kapitole 9.6, kde bylo ilustrovano pouziti navrzenych
a implementovanych metod a algoritmii, které byly porovnavany se soucas-
nymi korela¢nimi metodami. Poznamenejme, Ze vyuziti odhadu popisu Sumi
pomoci MDM v problematice GNSS je v této kapitole detailné diskutovano
a ilustrovano nejen pro simulovana data, ale i pro realna data.

Proto veskeré cile diserta¢ni prace byly splnény.

Jelikoz na problému odhadu popisu Sumi autor pracoval jiz od roku
2014, vznikla fada autorovych publikaci, které tyto problémy freSily, ale ne-
byly v této praci dosud zminény. Jednim z nich je ¢lanek, ktery podava kom-
plexni pohled na metody odhadujici kovariance Sumi se zvlastni pozornosti
na CM publikovany v ¢asopise International Journal of Adaptive Control and
Signal Processing [K11]|, ktery ma aktualné 46 citaci podle serveru Web of
Science. Dalsi je ¢lanek, ve kterém byl ukazén vliv volby poctu rovnic na
vyslednou kvalitu odhadu kovarianci sumii pro MDM a Bélangerovu (ALS)
metodu, ktery byl prezentovan na konferenci 55th IEEE Conference on Deci-
sion and Control [K12|. Clanek, ve kterém byly porovnavany kvality odhadu
kovarianci sumu vybranych predstavitela z CM, MLM, BM, MMM pro linea-
rizovany LTI model, byl prezentovan na konferenci 56th IEEE Conference on
Decision and Control [K13]. élének, ve kterém byla popsana implementace
metody ALS do toolboxu NEF, byl prezentovan na konferenci 12th IFAC
European Workshop on Advanced Control and Diagnosis [K14]. Clanek neza-
méfujici se pfimo na odhad parametru popisujici vlastnosti Sumi, ale na pii-
stup vyuzivajici zdznam z kamery k rozpoznani konkrétntho modu z Gaus-
sovy smeési v problematice terénni navigace, byl prezentovan na konferenci
2020 IEEE/ION Position Location and Navigation Symposium [KO1|.

114



Priloha A
Vztahy v MDM

Vyraz AZE  1ze diky matici A}, (6.9) zapsat jako
AZZkP—N :Zi - Olffli\iN (Olg—z\f)T Zé—Na
ktery diky rovnicim (2.1) a (6.2) lze déle upravit do nasledujici podoby

AVZy =Ofx, + Ty "Wt 4+ Vi 4 T U
~ OFFY 5 (OF-2) (Of wxien + TERWITY + VL + TV UL

=Ofxy + TF'"WET + VE 4+ TE Ul

- Olgfli\iNXk—N

— OFFY  (OF ) (TEAWE L + VE  + TELUEL)
=0fx, + T "WE 4+ Vi T Ut

— OF (Frz1 - Fron) (Xe-nt1 — Wieny — We_n)

— OFFY y (OF )" (DA WEL + VE  + TE L UL
=O0rx;, + Ty "Wt + Vi T Uy

_OL Xp — W1 — Fpoiwyp — ... — (qu ce kaNJrl)kaN
F —upy —Fpou o — . — (kal cen Fk7N+1)uk7N

— OpFY v (Ofy) (TEAWEEN + VN +TINUEY) (A
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Vyraz (A.1) lze upravit a zapsat v kompaktni formé

.A‘,;ZP :OI?E]kV—N—HWl]cV—N + Fﬁ_lwﬁ_l - Olgfli\iN <(915—N>T Fﬁ:}VW,S:}V
T
+ Vi = Oy Ry (Oiy) Vi
+ OB v Uy + U = OpFY (Olg—N)T T yvUiy
WP—I P
k—N

Diky tomu lze velmi jednoduse ukazat, ze plati vztah (6.5) a (6.10), jelikoz

. WP—l _UP—l

Z,=A { k—N}zA { ’f—N}. A2

A vE A ey (42
Ex

Diky rovnici (A.2) lze rovnéz ukézat, ze jadro (anglicky zvané kernel), matice
Ay je rovno

_UPfl WP*I
ctan = [T - [V =k

kde P\, € RP=DnatPraxPne o XP ¢ RPP jsou definovény vztahy

B kaN *Inzxnw Onzxnw Onzxnw Onzxnw Onzxnw T
07Lz><'nz kaNle *Inzxnz Onzxnz Onzxnz Onzxng;
Xk—N
Onzxnx Onz XNy Onz Xng 7 Fk+L73 *Inz Xng Onz Xng Xk—N+1
,CP Onzxngc Onzxnx Onzxnw Onzxngc Fk+L72 7Inz><ngc X_P
k=N"| H 0 0 -0 0 0 » k=N :
k—N nzXng nzXng Nz Xng Nz Xng Nz Xng x
k+L—2
Onyxngy He—Nt1 Onyxng = Ongxng Onzxng Ongxng xkiL—l
Onz><'nz Onzxnz Onzxnz Onzxnz Hk+L72 Onzxnm
_Onz Xng Onz Xng Onz Xng 77 Onz Xng Onz Xng HIH»Lfl -
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Priloha B

Konzistence odhadu

Predpokladejme, Ze matice \I//S\[ je znama, matice Ay je Casové ne-
proménna a mé plnou sloupcovou hodnost (takze ji lze zkracené zapisovat

pouze jako A). Pokud bychom chtéli pocitat odhad stfedni hodnoty /\/fg\u
podle (6.19), vypadaly by rovnice (7.5) nasledovné

N7y, = 0N AL, = DY A (TYNY +1,,) .
Rovnici (7.7) je mozné zapsat jako
T—L+1 o1
() 3
k=N i=N
1 T—L+1

=NV + H\I!N i Z e

T
kdet=7—P+2all = (@%@4@?) @%/.A. Kovariance chyby tohoto odhadu
podle (7.8) lze zapsat do nasledujici podoby

— ®2 (H\I/N)_l , T—L+17-L+1
u €
e [(-a2) - (— 1SS N,
Poté matice A muze byt zvolena jako
A =T1Y,
ktera jisté spliiuje nerovnost (7.10). Rovnice (7.6) bude vypadat nasledovné

_ ®2 _
Nnkﬂ?j _Ngk»‘gj _Né‘ - Cgkvgj
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proto lze vektor (7.11) zapsat jako

T—L4+17—L+1

I 3" > Cee, (B.1)

k=N j=N

Pro dokézani konzistence odhadi momentu Sumii je potieba nalézt ma-
ticovou funkci Q(7) takovou, aby platila nerovnost (7.14). Uréeni této mati-
cové funkce Q(7T) stejné jako nasledné dokazani konzistence bude nyni pre-
zentovano na dvou ruznych pripadech.

V prvnim p¥ipadé je vektor sumi &, = [wy, v{]" nezavisly na vektoru §;
pro k # j, a proto autokorelace i, nabyva nasledujicich hodnot

Xk, j, pro abs(k —j) < P

0 , proabs(k—j)>P

Nmmj = Cgk>gj = {

kde Xy ; je nenulovy konedny vektor tvofeny kovariancemi Cl,,CYs, a Cy v.

Diky vztahu (B.2) lze ukazat, Ze nerovnost (7.14) bude splnéna, kdyz funkce
Q(7)v bude zvolena jako
M T—L+17—L+1
Q7)y = M¥°2PCe7 > %" D" N~ Cep e, (B.3)
k=N j=N

—_———
abs(k—j)<P
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Priklad
Pokud je vektor sumit &, = [wl,vi]? nezavisly na vektoru & prok # j,

pak argument sumy Z;;?Fl Z;;{}H E [n;n}] z (B.1) lze zjednodusen¢

graficky znazornit jako

- | é

{

'
i
m i

iy
i Wi
/f i

il

i

i

I"f%]!/
s
/W Ml

i
i

:
//ffux
N\

MR i
!
%&l?‘-'

/
7
/%/ mjuf

Horizontalni osy znaci jednotlivé ¢asové posuvy k a j v jednotlivych su-
méch a hodnota vynesend do vertikdlni osy zna¢i hodnotu
Nowm, =Ce ;- Cervend ¢ara ma délku 7 a znaci misto, kde abs(k — j)=0.
Zelena cara je kolmé na cervenou Caru, znaci oblast, kde moment Nnkmj
nabyva nenulové hodnoty, a ma délku mensi nez 2P. Poznamenejme,
7ze hodnoty momentu nad cervenou ¢arou nabyvaji nejvétsi hodnoty,
tj. NTI2 = Ce2.

Tato ¢ervend a zelena c¢ara spolec¢né charakterizuji kvadr o délkach
stran Cg2, 2P a 7, ktery prekryva celou nenulovou oblast reprezentujici
argument sumy z (B.1), jak také zjednodusené graficky znazornit v na-
sledujicim obrazku

MM M

Proto hodnota celé rovnice (B.1) bude jist& mensi nez Q(7)y = I1%°2PCe7,
a proto bude platit i nerovnost (7.14).
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Poté 1ze zapsat nerovnost (7.15) jako

((me)™) ¥ 15°2pCes

E [(/T/E —Ngu)@T <

Protoze plati limita (7.16)

7

((Hqﬂgf )1>® 1%°2PC,»
lhn — ::07

T—$00 T

jisté plati i limita (7.17)

— ®2
lim E {(Ngu —AY) } ~o,
T—r00

ktera dokazuje, Ze vysledny odhad stiedni hodnoty N¥ (6.19) je konzistentni,
pokud je vektor sumi &, = [wi,v{]|" nezavisly na vektoru &; pro k # j.

V druhém piipadé je vektor sumi &, = [wy,v{|" zavisly na vektoru §;
pro abs(k — j) > 0, kde zavislost vychazi z popisu Sumu pomoci Markovova
procesu podle

Epp1 = &y + 1y, (B.4)

kde matice ¢ € R™*™ je omezend, ¢asové neproménnd a ma vlastni ¢isla
v jednotkové kruznici a ndhodny vektor g, € R™ "= je nezavisly na vektoru
K pro k # j a je popsan nezndmymi, omezenymi a ¢asové neproménnymi
momenty.

V tomto piipadé lze autokorelace Ny, . = Cg, g, rozdélit do dvou ob-
lasti. Prvni oblast popisuje C¢, ¢, pro abs(k — j) < P a lze pro ni velice
jednoduse ukazat jako v (B.3), Ze jisté plati vztah

T—L+17—L+1

Z Z Cg,ng 22P6527_'. (B5)

k=N j=N
————
abs(k—j)<P

Druh4 oblast popisuje autokorelaci Cg, ¢, pro abs(k — j) > P, kde lze
diky ¢asové zavislosti danou rovnici (B.4) ukazat, Ze jeji hodnota exponenci-
alné klesa podle vztahu

Cgk75k+P+l = (Infj ® %l) Cgk7gk+p7 <B6b)
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pro ! > 0, kde ng = (P — 1)n, + Pn,, o € R"*" je znadm4 matice, ktera
mé vlastni ¢isla v jednotkové kruznici, jelikoz je tvorend prvky matice
a o' = [[._,«. Diky vztahim (B.6) lze ukdzat, 7e jisté plati nasledujici
nerovnosti
T—L+17—L+1 M 1
Z Z Cfimgj <2 ((%k ® I, )CEHP,Sk + (Ins ® ’dk>C5k:gk+P) T
k=N j=N k=0

—_——
abs(k—j)>P

k=0
u, ((pf ®1,,)— Ing): ((Q{f ®1L,) — In§>+ Cor
(o2 )~Tg) (M @™ ~1,)

(B.7)

Diky vztahum (B.5) a (B.7) lze ukazat, Ze nerovnost (7.14) bude spl-
nénd, kdyz funkce Q(7)y bude zvolena jako
" L1 7—L+1
Ay = T2 (P +4(7) Cer ST 3 S Coe.
k=N j=N
— Priklad
Pokud je vektor sumi &, = [wj, v{]" zavisly na vektoru £; podle (B.4),
pak argument sumy ZZ;ZH Z;;f,“ E [nn}] z (B.1) lze zjednodusen¢
graficky znazornit nésledujicim obrazkem

j
Horizontalni osy znaci jednotlivé ¢asové posuvy k a j v jednotlivych su-
mach a hodnota vynesena do vertikalni osy znac¢i hodnotu Nmmj = Cg, ¢;-
Cervend ¢ara mé délku 7 a znadi misto, kde abs(k — j) = 0. Zelena ¢ara
je kolma na c¢ervenou ¢aru, ma délku mensi nez 2P. Poznamenejme, Ze
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korelace nad Gervenou ¢arou nabyvaji nejvétsi hodnoty, tj. N2 = Ce2.

Tato Cervené a zelend Cara spolecné se vztahem (B.7) charakteri-
zuji Sedivou plochu, ktera prekryva celou nenulovou oblast reprezentujici
argument sumy z (B.1), jak také zjednodugené graficky znazornit v na-
sledujicim obrazku

Nowa,

Sediva rovina omezujici k¥ivku shora méa vysku Cg2, $itku 2P a délku 7.
Celkovou hodnotu Sedivé klesajici oblasti po stranach 1ze popsat diky vzta-
him B.7 jako 2t(7)Cg27. Tudiz hodnota celé rovnice (B.1) bude jisté
mensi nez [I%°2 (P + t(7)) Ce27 = Q(7)v, a proto plati nerovnost (7.14).

Poté 1ze zapsat nerovnost (7.15) jako

sy 2 (00) e
g T IVe =~ — ‘

T

Protoze plati limita (7.16)

((qug)l)(gz T19°2 (P + (7)) Ce:

lim — =0,
T—00 T

jisté plati i limita (7.17)

T—00

lim E l(@ —NgU)@T —0,

ktera dokazuje, Ze vysledny odhad st¥edni hodnoty ¥ (6.19) je konzistentni,
pokud je vektor sumi &, = [wy, v{]" zavisly na vektoru &; podle (B.4).
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Priloha C

Momenty Gaussovy smeési

Uvazujme nahodnou veli¢inu vy, ktera je popsana smési dvou'! Gausso-

vych  rozdéleni (8.11) parametrizovanych  vektorem  parametri

0, =[ay v{ vi (RY)" (Rg)T}T (8.12) a navic plati vztah as = 1 — a;.

Néhodnou veli¢inu v je mozné také (netplné) popsat pomoci stfedni hod-
noty v a kovariance RY. Dale bude ukazano jak vyjadiit prvnich pét necen-
tralnich momenti nadhodné veli¢iny v, pomoci vektoru parametra 0. Z du-
vodu zjednoduseni zapisu vynechame dolni ¢asovy index u ndhodné veli¢iny,
tj. vip = V.

V nasledujicich vztazich vyuzijeme dvou gaussovskych ndhodnych ve-
licin v; ~ G(vi;v;, RY),i € {1,2}, ktera usnadni samotné odvozeni. Déle
vyuZzijeme toho, Ze libovolny m-ty necentralni moment nahodné veli¢iny v
lze zapsat jako vazeny soucet m-tych necentralnich momentu ndhodnych ve-
li¢in v;,7 = {1,2} podle vztahu

2
./V‘Vm = Z Oéi./\/-vgn
=1

Prvni necentralni moment nahodné veli¢iny v lze jednoduse vyjadrit
jako funkci vektoru parametri (8.12) podle

2
i=1

Pokud chceme vyjadiit druhy necentralni moment ndhodné veli¢iny v
jako funkei vektoru parametra (8.12), musime se nejdiiv podivat na druhé

LQdvozeni lze velice jednoduse upravit pro libovolny pocet ¢lentt Gaussovy smési.
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centralni momenty nahodnych veli¢iny v;,i € {1, 2}, které lze zapsat jako
Cvi2 — Rz = Nv? - Nvii’i _N{’iyvi + \_/Z®2
=N,z — ¥, (C.1)

protoze Ny, v, = Ny, ®@ v; = v&. Diky vatahu (C.1) lze vyjadfit druby
necentralni moment v jako funkei vektoru parametri (8.12) podle

2
Nz =) o (Ri + v?2> .
i=1
Pro vyjadreni tfettho necentralntho momentu nadhodné veliciny v se
nejdiive podivejme na tfeti centralni momenty nahodnych veli¢in
vi, 1 € {1,2}, které jsou definovany nasledovné

_ —®3
Cvf = NV? — Nvm"i,vz- — N\%V? + ./\/’\—,2_27\,2. — NVE,\'M + sz-,\",? + ./\/"—,i’vm—,i —V;
— 1,3,2 3,1,2 —®3
= Nog = (Noz @ 91) = TG g, = THENG, 2 4 207

= Nys —E! (Nvg ® vi) +EV® —v®

— N,s — E! ((NV2 + v;@’2> ® vi> — v
=Ny —E' (Ri@v;) — v, (C.2)
protoze plati vztahy
El — I 3 4+ T1,3,2 + T3,1,2
392" = BEIv¥",
Z (C.2) 1ze vyjadrit t¥eti necentralni moment v jako funkei vektoru parametri
(8.12) jako
2
Nos =) (E1 (R; @ v;) + \7?3) :
i=1
kde je vyuzito, Zze Gaussovo ndhodné veli¢iny v;, 7 € {1, 2} maji liché centralni
momenty Cys nulové.
Ctvrty centralni moment ndhodnych velitin v;,i € {1,2} lze vyjadrit
dvéma zptisoby. Jednim z nich je

Cv? :Nvf‘ - Nv?,\?i - NV?,Vi,Vi + Nv%,ff% - Nvi,\?hv% +Nvi,\_/i,vi,\7i +Nvi,0$,vi

B NVi,V? - Nf’i,V? + meV?i@ +N\_’z‘7vi,\_’i7w - Nvi,vi,vf +N\7§,v§
o4
- N\_/?,Vi,\_’z‘ - N\_/?,Vi + V?
_ o2 e
=Nys — E? (Nv§ ® VZ'> + E3 (Nvf R VY ) -3V (C.3)
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kde
E2 — I + YL243 L 123 | pil23
3 — I+ L824 L 1342 | 3124 | 3142 4 3412

Druhym zptisobem, jak vyjadiit ¢tvrté centralni momenty ndhodnych veli¢in
v;,1 € {1,2}, je pomoci Isserlisova teorému [104]

Ci=Cr®Ca+Clr @l +C ol
= 3RY".
Pokud tento vztah dosadime na levou stranu rovnice (C.3) a vyuzijeme
vztaht jiz vypoctenych nizsich necentralnich momenti, lze tuto rovnici upra-
vit do rovnice pro ctvrté necentrdlni momenty nédhodnych velicin
v, i € {1,2} jako
N+ =3R{" + E? (Nvg, ® vi> ~E® (Nvg ® vg®2> +3v¢*
—3R® + E? ((E1 (R, ® v;) + \7?3> ® \_/i>
~B (R4 v ) @ v + 30
—3RE" 4 E? ((E1 (R ® Vi) @ V; + v?“)
~ E? (RZ— ® \7;@2) A
=R+ B (B oL, (Riov?) +

) -E (R

ve' ') - ave
=3RY" +E*(E'®1L,.) (Ri ® v;@z) +ENY —E° (

®
; ® \7;@2> —3v¥
2

R
=3RY" +E? (E'®1,,) <Ri ® v?2> ~ B (Ri 2 vE ) + v

7

(C.4)

—3RY" + E (RZ- ® v?2> e
protoze plati vztahy
E' = (E2 (E1 ® Inz) — E3) ,
4w = B
6v2" = B3
Vysledna pozadovana podoba ¢tvrtého necentralniho momentu ndhodné ve-
li¢iny v jako funkce vektoru parametru (8.12) se da diky (C.4) zapsat jako

2
N@:E:%@R?+E%&®v§)+@ﬁ.

i=1
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Obdobné pro vyjadieni posledniho patého necentralniho momentu na-
hodné veli¢iny v se nejdiive podivejme na paté centralni momenty ndhodnych
veli¢in vy, € {1, 2} které lze zapsat nasledovné

Cvf :N 5 Nv3 ViV sz Vi, v2 + Nv2 Vv T Nvl Vi, v3 + NVi,Vi Vi Vi Vi
+Nv1,\’122v1 Nvl, 3 v, _Nv1v4+~/\/’v7v v1v1+Nvlvl,v1v

'Rl

— sz,vl v2v; + N"? v NV Vi Vi,V NV3 V2 + NV4 vi Nv;‘,fw
+ Nos oz + Nz g vion — Nozgs + NG, o 020, — Ny, v 92

- Nvi,\_/-z Vi, Vi + Nvi \2 + ./\/\—,i Vi, T N\_fi7v-2 A N“/z,vz,\‘u,w,\‘/i
—l—./\/'vhvwv Nv2 RERD +Nv2 Vi, 2 +./\/v3 Vi T \7®5

—Nys — B (N1 ® %) + ES(Wys @ vF7) — ET(N,2 @ v9) 4 497,(C.5)
kde

ES i Y2854 4 L2584 L YLE234 | 51234
FS i 12453 | L4253 | L4523 | 41253 | 41523
LSR8 L I2ABS | P LA235 | Al 285
E i YL3452 | 31452 | 34152 | 84512 | l324s
L3425 | L2456 | Ar3ld25 | Ar3AL25
Z (C.5) lze pfi vyuziti vztaht jiz vypo¢tenych nizsich necentralnich momenti

a platnosti vztahu, Ze Gaussovy nahodné veli¢iny v;,i € {1,2} maji liché
centralni momenty C,s nulové, vyjadrit paty necentralni moment jako

N, =E° (Nv? ® \71-> —ES (Nv§ ® \7;@2) +E7 (Nvg ® \7;@3) — 4v®
~E((B' Riwvi) + 97" )@ v )+ BT ((Ri +
-E° (3R @ v) + (B'@L.) (R 2 V9
) ® ) 4V®5
—3E° <R® ® vz> +E (E'®1L,) (R ® Ve > v
~E°(E' @ Ly)(Rio v ) ~ B +E7< v ) 4BV - 4w

—E° <<3RZ®2 +E! (Ri ® ‘7?2) + V®4) ® Vi)
+)ev) v
)+v)
_E6((E1 ®In2)<Ri®‘7z®> )+E7<< v
o) e (o) o o
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pficemz plati vztahy
E*=(E°(E'®1, ) —E°(E'®L;)+E"),
v = BV
10v8° = ESv%°
10v8° = E'v¢".
Konec¢na podoba patého necentralniho momentu nahodné veli¢iny v jako funkce
vektoru parametru (8.12) se da diky (C.6) zapsat jako

2
Nos =D <3E5 (R;?@2 ® vi> + E8 (Ri ® \7;@3> + \7;@5> :

1=
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Priloha D

Momenty c¢asové korelovanych
Sumu

Uvazujme nahodné veli¢iny wy, (8.17) a vy (8.18), kde je hledany vektor
parametrit definovén jako @ = [ag, By NI NI (C%)" (Ch)" Cl ] .
(8.19). Pro odhad je vyuzito prvniho necentralniho NV a druhého centrélniho
ng momentu, pficemz parametr P = 3. V tomto ptipadé prvni dva momenty

k
obsahuji nasledujici unikatni prvky

C

| “WEk—1,Vk+1 |

Vyjadreni vSech ¢leni momenti N(% a ng jako funkce prvkia vektoru
k
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parametri 0 (8.19) bude nasledujici

« ® Inz) Mi—1,0k—1 + (Inz ® IB)C
( N ®IB>>CH‘70’

= (/62 & Inz )Cv27

N, = (o + I, )Ny,
Ny, =N,
Co = (@ +1,2)C,2,
ka Wip_1 (Inz ® a)clﬂy
Cvz Cy2,
Covpvis = (B L, )C2,
CVk+17Vk—1 = (6 ® Inz)CVka_l
Cwpvi = Cuos
Corvit = Onpnaxts
ka—lavk (
=(a®1, )+
Co1vier = (Tne @ B)Co vy =
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