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Abstrakt

Diserta£ní práce se zabývá odhadem vlastností ²um· ve stavových mo-
delech. Práce prezentuje £ty°i základní p°ístupy k odhadu vlastností ²um·,
p°i£emº zvlá²tní pozornost je v¥nována korela£ním metodám. Jsou zde uve-
deny zp·soby výpo£tu vlastností ²um· hlavními p°edstaviteli korela£ních me-
tod a je poukázáno na jejich spole£né vlastnosti a slabé stránky. Na základ¥
zji²t¥ných nedostatk· korela£ních metod jsou de�novány samotné cíle diser-
ta£ní práce.

Následn¥ je detailn¥ p°edstavena nová korela£ní metoda, která °e²í cíle
diserta£ní práce. Metoda poskytuje odhad necentrálních a centrálních mo-
ment· pro £asov¥ nezávislé i závislé ²umy. Také je dokázáno, ºe tyto odhady
jsou nestranné a konzistentní. Metoda je téº vyuºita k získání dal²ího popisu
²um·, jakým je ov¥°ení p°edpokladu gaussovosti ²um·, £i odhad parame-
tr· popisujících £asov¥ závislé ²umy nebo hustotu pravd¥podobnosti ²um·.
V záv¥ru diserta£ní práce jsou ilustrovány schopnosti nové korela£ní metody.
Metoda je porovnána s významnými p°edstaviteli korela£ních metod a také
jsou ilustrovány unikátní schopnosti metody samotné. V neposlední °ad¥ je
ilustrováno vyuºití nové korela£ní metody v oblasti globálních naviga£ních
satelitních systém·, kde je krom¥ simulovaných dat vyuºito i reálných m¥-
°ení pseudovzdáleností.

Klícová slova: stavový model, korela£ní metody, vlastnosti ²um·, korelované
²umy, st°ední hodnoty ²um·, kovarian£ní matice ²um·, vy²²í momenty ²um·,
parametrický popis ²um·



Abstract

The thesis deals with the estimation of noise properties of the state
space model. The thesis presents four basic approaches to the estimation
of the noise properties, where the special attention is devoted to the es-
timation using correlation methods. Also, the detailed ways of calculating
the noise properties by the main representatives of the state-of-the-art corre-
lation methods are shown here. Their common qualities and weaknesses are
pointed out. The goals of the thesis are de�ned on the basis of the established
properties of the correlation methods.

Subsequently, a new correlation method is presented in detail to ad-
dress the thesis goals. The method provides estimation of non-central and
central moments for both time-independent and time-dependent noises. It is
also shown that these estimates are unbiased and consistent. The method
is also used to obtain a further description of noises such as Gaussianity
of noises, or estimating parameters describing time-dependent noises or the
probability density of noises. Finally, the thesis illustrates the capabilities of
the new correlation method. The method is compared with prominent repre-
sentatives of correlation methods and the unique capabilities of the method
itself are illustrated. Finally, the application of the new correlation method
in the �eld of global navigation satellite systems is illustrated where the real
pseudorange measurements are used in addition to simulated data.

Keywords: state-space model, correlation methods, noise properties, corre-
lated noises, noise means, noise covariance matrices, noise higher-order mo-
ments, parametric noise description
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Kapitola 1

Úvod

V mnoha odv¥tvích lidské £innosti se setkáváme se systémy, u nichº
je pot°eba poznat jejich aktuální situaci £i ovlivnit jejich chování. Aby bylo
poznání, £i ovliv¬ování efektivní, vyuºívá se model systému, který v sob¥
koncentruje dostupné informace o chování daného systému. V p°ípad¥, ºe by
model svým popisem neodpovídal chování systému, m·ºe dojít k chybnému
poznání £i nevhodnému ovlivn¥ní chování tohoto sytému. Proto je velmi d·-
leºité najít model, který dostate£n¥ kvalitn¥ popisuje systém.

Mezi £asto vyuºívané modely pat°í stavové modely. Stavový model vy-
uºívá vnit°ní prom¥nnou která, jak uº název napovídá, se nazývá stavem.
Tento stav reprezentuje aktuální situaci daného systému. Celý stavový mo-
del ur£uje vývoj stavu, vzájemné vazby mezi samotnými sloºkami stavu,
zp·sob, jakým lze tento stav ovlivnit vn¥j²ím zásahem, £i zp·sob, jakým se
stav projevuje na m¥°ení daného systému.

Model popisující systém je moºné chápat jako kombinaci dvou £ástí.
První £ást popisuje p°edvídatelné chování systému, která se obvykle vý-
znamn¥ projevuje p°i jeho pozorování. Tato £ást se ozna£uje jako determinis-
tická £ást modelu a lze ji obvykle nalézt modelováním pomocí mechanických,
chemických, biologických, ekonomických £i jiných zákon· nebo pravidel [1]
nebo alternativn¥ pomocí identi�ka£ních metod na základ¥ dostupných m¥-
°ení [2, 3]. Druhá £ást modelu se ozna£uje jako stochastická £ást modelu
a má za úkol co nejlépe popsat nep°edvídatelné (tj. obtíºn¥ modelovatelné)
chování systému. Nalezení stochastické £ásti modelu pomocí expertních zna-
lostí £i modelováním bývá, oproti deterministické £ásti, obvykle velice kom-
plikované, v n¥kterých p°ípadech dokonce nemoºné. Proto je stochastická
£ást modelu získávána výhradn¥ za pomoci identi�ka£ních metod a má spolu
s deterministickou £ástí modelu jako celek co nejlépe popsat chování reálného
systému.

Rozvoj metod identi�kujících stochastickou £ást modelu probíhá jiº
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od sedmdesátých let. Tyto metody mají mnoho rozdílných p°edpoklad· nejen
na model, ale i na zp·sob identi�kace. I p°esto mají £asto °adu nevhodných
vlastností, tvrdých p°edpoklad· a jejich schopnosti bývají omezené.

V této práci se zam¥°íme na významné p°edstavitele metod identi�ku-
jících stochastickou £ást modelu. Poukáºe se nejen na jejich dobré vlastnosti,
které budou v této práci dále roz²i°ovány, ale i na slabé stránky, které budou
potla£ovány £i úpln¥ odstra¬ovány.

Práce je roz£len¥na v£etn¥ úvodní kapitoly do celkem 10 kapitol. V ka-
pitole 2 je ukázán model systému a zna£ení, které je v práci vyuºito. V ka-
pitole 3 jsou jednotlivé metody pro odhad vlastností ²um· rozd¥leny do £ty°
skupin dle principu odhadu a je poukázáno na jejich p°edpoklady a vlast-
nosti. V kapitole 4 jsou p°edstaveny a porovnány ve²keré významné korela£ní
metody. Na základ¥ zji²t¥ných schopností a p°edpoklad· korela£ních metod
jsou de�novány v kapitole 5 cíle diserta£ní práce. St¥ºejní £ást diserta£ní
práce je v kapitole 6, kde je p°edstavena nová korela£ní metoda, která po-
skytuje hned n¥kolik r·zných zp·sob· odhadu moment· ²um·. V kapitole 7
jsou nejen analyzovány vlastnosti odhad· moment· z p°edchozí kapitoly 6,
ale také jsou ukázána r·zná roz²í°ení a diskutovány poznámky k metod¥ sa-
motné. Vyuºití odhad· moment· ²um· k dal²ímu popisu ²um· je p°edstaveno
v kapitole 8. Jednotlivé £ásti kapitol 6, 7 a 8 také postupn¥ °e²í jednotlivé cíle
diserta£ní práce z kapitoly 5. V kapitole 9 je na n¥kolika p°íkladech ilustro-
váno chování nov¥ navrºené korela£ní metody. Záv¥re£ná kapitola 10 shrnuje
dosaºené výsledky diserta£ní práce.
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Kapitola 2

Model systému a zna£ení

Uvaºujme lineární £asov¥ prom¥nný (LTV - z anglického linear time-
varying) diskrétní stochastický stavový model systému [4, 5], který je dán
následujícími rovnicemi vyjad°ujícími dynamiku stavu a relaci mezi stavem
a m¥°ením

xk+1 = Fkxk + uk + wk, (2.1)
zk = Hkxk + vk, (2.2)

kde k = 0, 1, 2, . . ., τ , Fk ∈ Rnx×nx je matice dynamiky, Hk ∈ Rnz×nx je
matice m¥°ení, xk ∈ Rnx je nem¥°itelný vektor stavu, uk ∈ Rnx je známý
vektor °ízení, zk ∈ Rnz je známý vektor m¥°ení, wk ∈ Rnx je nem¥°itelný
vektor ²umu stavu a vk ∈ Rnz je nem¥°itelný vektor ²umu m¥°ení.

Deterministická £ást modelu je dána v tomto p°ípad¥ lineárními rovni-
cemi (2.1), (2.2) a maticemi Fk a Hk, které budeme v této práci povaºovat
za známé1 a omezené, tzn. kaºdý prvek matic Fk a Hk nabývá kone£né hod-
noty. Také p°edpokládejme, ºe stav je v kaºdém okamºiku pozorovatelný,
tzn. odhad stavu lze získat z posloupnosti °ízení [uTk ,u

T
k+1, . . . ,u

T
k+(nx−2)]

T

a posloupnosti m¥°ení [zTk , z
T
k+1, . . . , z

T
k+(nx−1)]

T pro v²echna k. Stav xk je po-
zorovatelný práv¥ tehdy, kdyº matice pozorovatelnosti, která je de�novaná
jako

Onxk =


Hk

Hk+1Fk

Hk+2Fk+1Fk
...

Hk+nx−1Fnx−1
k

 ∈ Rnznx×nx , (2.3)

1Získané nap°íklad modelováním £i identi�kací.
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má hodnost rovnou nx. Matice F jk je de�nována
jako F jk =

∏j
i=1Fk+j−i = Fk+j−1 . . .Fk+1Fk ∈ Rnx×nx .

Stochastická £ást modelu je dána vlastnostmi ²um· stavu wk a m¥°ení
vk. V práci budeme uvaºovat náhodné vektory ²um· wk a vk, které jsou
popsány

i) známými funkcemi2 parametrizovanými kone£ným po£tem £asov¥ ne-
prom¥nných kone£ných parametr· θ

ii) nebo pomocí kone£ného po£tu £asov¥ neprom¥nných kone£ných mo-
ment·.

Mezi £asto vyuºívaný popis parametrizovanou funkcí pat°í nap°íklad popis
pomocí funkce hustoty pravd¥podobnosti (PDF - z anglického probability
density function) ²um· zapsané jako pw0,...,wτ ,v0,...,vτ(w0, . . . ,wτ ,v0, . . . ,vτ ;θ).

V práci bude p°eváºn¥ vyuºíván popis pomocí moment·, který se dá
dále rozd¥lit na popis pomocí necentrálních a centrálních moment·3. Z d·-
vodu úspornosti zápisu budeme v práci vyuºívat následující zna£ení.

Uvaºujme libovolné vektory si, i ∈ {1, 2, . . . , n}, pro které bude pouºí-
ván zkrácený zápis st°ední hodnoty jejich Kroneckerova sou£inu (tj. necent-
rální momenty)

N
s
i1
1 ,s

i2
2 ,...,s

in
n

= E
[
s⊗

i1

1 ⊗ s⊗
i2

2 ⊗ . . .⊗ s⊗
in

n

]
, (2.4)

kde s⊗
ij

j = sj ⊗ sj ⊗ . . .⊗ sj︸ ︷︷ ︸
ij−£len·

, ∀j zna£í Kroneckerovu mocninu, ⊗ zna£í ope-

rátor Kroneckerova sou£inu a dolní index si11 , s
i2
2 , . . . , s

in
n je zkrácený zápis

polynomiální funkce s⊗
i1

1 ⊗ s⊗
i2

2 ⊗ . . .⊗ s⊗
in

n .

P°íklad
Pokud je wk náhodný vektor, pak Nw4

k
je 4. necentrální moment tohoto

vektoru, který lze také zapsat jako E[wk⊗wk⊗wk⊗wk]. Pokud je necen-
trální moment navíc £asov¥ neprom¥nný, lze u n¥j z d·vodu zjednodu²ení
zápisu vynechat dolní £asový index jako Nw4 = Nw4

k
.

Pokud je a deterministický vektor a wk a wk+1 jsou náhodné vek-
tory, pak Nwk,a,w

2
k+1

je 3. k°íºový necentrální moment náhodných vektor·
wk a wk+1 násobený vektorem a, který lze také zapsat jako E[wk ⊗ a⊗
wk+1 ⊗wk+1].

Obdobn¥ bude vyuºit pro náhodné vektory si, i ∈ {1, 2, . . . , n} zápis
2Tato funkce je dána nap°íklad hustotou pravd¥podobnosti nebo pomocí struktury

popisující vývoj náhodné veli£iny v £ase, jak je detailn¥ ukázáno v kapitole 8.2.
3Centrální momenty lze p°epsat jako polynomiální funkce necentrálních moment·.
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pro centrální momenty

C
s
i1
1 ,s

i2
2 ,...,s

in
n

= E
[
(s1 − E[s1])⊗

i1⊗ (s2 − E[s2])⊗
i2⊗ . . .⊗ (sn − E[sn])⊗

in
]
, (2.5)

kde dolní index si11 , s
i2
2 , . . . , sinn je zkrácený zápis polynomiální funkce

(s1 − E[s1])⊗
i1 ⊗ (s2 − E[s2])⊗

i2 ⊗ . . .⊗ (sn − E[sn])⊗
in

.

P°íklad
Pokud wk je náhodný vektor, pak Cw4

k
je 4. centrální moment tohoto vek-

toru, který lze také zapsat jako E[(wk − E[wk])⊗ (wk − E[wk])⊗ (wk −
E[wk])⊗ (wk − E[wk])]. Pokud je centrální moment £asov¥ neprom¥nný,
lze u n¥j z d·vodu zjednodu²ení zápisu vynechat dolní £asový index
Cw4 = Cw4

k
.

Pokud jsou wk a wk+1 náhodné vektory, pak Cwk,wk+1,wk je 3. k°í-
ºový centrální moment náhodných vektor· wk a wk+1, který lze také
zapsat E[(wk − E[wk])⊗ (wk+1 − E[wk+1])⊗ (wk − E[wk])].

Pokud vektor A obsahuje kopie n¥kterých prvk·, poté lze vektor ob-
sahující pouze jeho unikátní prvky zapsat jako AU. Díky tomu lze vektor
unikátních prvk· vektoru N

s
i1
1 ,s

i2
2 ,...,s

in
n
(2.4) zapsat jako N U

s
i1
1 ,s

i2
2 ,...,s

in
n

pomocí
následujícího vztahu

N
s
i1
1 ,s

i2
2 ,...,s

in
n

= ΨN
s
i1
1 ,s

i2
2 ,...,s

in
n
N U

s
i1
1 ,s

i2
2 ,...,s

in
n
, (2.6)

kde symbol ΨN
s
i1
1 ,s

i2
2 ,...,s

in
n

p°edstavuje replika£ní matici obsahující jedni£ky

a nuly. Obdobn¥ lze i pro vektor C
s
i1
1 ,s

i2
2 ,...,s

in
n
(2.5) a vektor jeho unikátních

prvk· CU
s
i1
1 ,s

i2
2 ,...,s

in
n
nalézt vztah

C
s
i1
1 ,s

i2
2 ,...,s

in
n

= ΨC
s
i1
1 ,s

i2
2 ,...,s

in
n
CU
s
i1
1 ,s

i2
2 ,...,s

in
n
. (2.7)

P°íklad
Náhodný vektor wk ∈ R2 má nulovou st°ední hodnotu a £asov¥ nepro-

m¥nnou kovarian£ní matici E[wkw
T
k ] =

[
NU

w2 (1) NU
w2 (2)

NU
w2 (2) NU

w2 (3)

]
, kterou lze za-

psat ve vektorizované form¥ jakoNw2 = [NU
w2 (1) NU

w2 (2) NU
w2 (2) NU

w2 (3) ]T , p°í-
padn¥ pouze pomocí unikátních prvk· jakoN U

w2 = [NU
w2 (1) NU

w2 (2) NU
w2 (3) ]T ,

kde N U
w2(i) je prvek vektoru N U

w2 na i-tém °ádku. Tudíº platí vztah

Nw2 = ΨNw2N U
w2 , kde matice ΨNw2 =

[
1 0 0
0 1 0
0 1 0
0 0 1

]
.
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Jako opak replika£ní matice bude vyuºívána takzvaná uni�ka£ní ma-
tice, která z vektoru a obsahující ho kopie n¥kterých prvk· vybere libovol-
ným zp·sobem pouze unikátní prvky, které se°adí do vektoru aU. Proto lze
z vektoru N

s
i1
1 ,s

i2
2 ,...,s

in
n
(2.4) vytvo°it vektor unikátních prvk· N U

s
i1
1 ,s

i2
2 ,...,s

in
n
po-

mocí vztahu

N U

s
i1
1 ,s

i2
2 ,...,s

in
n

= ΦN
s
i1
1 ,s

i2
2 ,...,s

in
n
N

s
i1
1 ,s

i2
2 ,...,s

in
n
, (2.8)

kde symbol ΦN
s
i1
1 ,s

i2
2 ,...,s

in
n

p°edstavuje uni�ka£ní matici4 obsahující jedni£ky

a nuly. Obdobn¥ i vektor C
s
i1
1 ,s

i2
2 ,...,s

in
n
(2.5) lze p°evést na vektor jeho unikát-

ních prvk· CU
s
i1
1 ,s

i2
2 ,...,s

in
n
podle vztahu

CU
s
i1
1 ,s

i2
2 ,...,s

in
n

= ΦC
s
i1
1 ,s

i2
2 ,...,s

in
n
C
s
i1
1 ,s

i2
2 ,...,s

in
n
. (2.9)

P°íklad
Náhodný vektor wk ∈ R2 má nulovou st°ední hodnotu a £asov¥ nepro-
m¥nnou kovarianci Nw2 = [NU

w2 (1) NU
w2 (2) NU

w2 (2) NU
w2 (3) ]T nebo

N U
w2 = [NU

w2 (1) NU
w2 (2) NU

w2 (3) ]T . Tudíº platí vztah N U
w2 = ΦNw2Nw2 kde

uni�ka£ní matice má nap°íklad následující podobu ΦNw2 =
[

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1

]
.

Pokud existuje dvojice vektor· N
s
i1
1 ,s

i2
2 ,...,s

in
n
(2.4) taková, ºe mnoºina

prvk· s
ij
j ,∀j u obou vektor· obsahuje stejné prvky, ale pouze v jiném po-

°adí, tak je mezi touto dvojicí vektor· jednozna£ný vztah pomocí takzvané
p°eskládávací matice.

P°íklad
Pro náhodné vektory wk a wk+1 lze nade�novat vektory 4. necentrálních
moment· Nw2

k,wk+1
a Nwk,wk+1,wk , které se vzájemn¥ nerovnají, nicmén¥

obsahují stejné prvky. Proto mezi nimi existují následující vztahy
Nw2

k,wk+1
= Υ1,3,2Nwk,wk+1,wk = Υ2,3,1Nwk,wk+1,wk = Υ1,2,3Nw2

k,wk+1
kde

symbol Υi1,i2,...,in p°edstavuje p°eskládávací matici jedni£ek a nul, která
vhodn¥ p°euspo°ádá jednotlivé £leny v operátoru st°ední hodnoty
podle po°adí £ísel v horním indexu. Poznamenejme, ºe Υ1,2,3 se rovná
jednotkové matici.

V této práci budeme uvaºovat, ºe mezi parametry θ a momenty existuje
vztah. Vztah mezi momenty a parametry PDF je pro n¥kolik vybraných
(skalárních) náhodných veli£in ilustrován v tabulce 2.1.

4Uni�ka£ní matice není jednozna£n¥ de�novaná. Z vektoru obsahujícího kopie stejných
prvk· lze nap°íklad vybrat libovoln¥ jeden z nich a je jedno který.
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Gaussovo rozd¥lení

hustota px(x; a, b) = G(x; a, b) = 1√
2πb

e−
(x−a)2

2b

parametry a ∈ R, b > 0

vztahy Nx = a, Cx2 = b

Studentovo rozd¥lení

hustota
px(x; a, b, c)=T(x; a, b, c)

= 1√
πbc

G( c+1
2

)

G( c
2

)

(
1 + 1

c
(x−a)2

b

)−( c+1
2

)

,G je gama funkce

parametry a ∈ R, b > 0, c > 0

vztahy Nx = a, Cx2 = bc
c−2

, Cx4 = 6
c−4

�ikmé Studentovo rozd¥lení

hustota

px(x; a, b, c, d)=ST(x; a, b, c, d)

=2T(x; a, b+ c2, d)DT(0,1,d+1)

(
c√
b
x−a√
b+c2

√
d+1

d+
(x−a)2
b+c2

)
kde funkce D poskytuje hodnotu distribu£ní funkce

parametry a ∈ R, b > 0, c ∈ R, d > 0

vztahy Nx = a+ ec, Cx2 = d
d−2

(b+ c2)− (ce)2

Cx3 = ec d
d−3

(3b+ 2c2)− 3d
d−2

(b+ c2) + 2(ce)2

Cx4 = 3d2

(d−2)(d−4)
(b+ c2)2 − 4d

d−3
(3b+ 2c2) + 6d

d−2
(ce)2(b+ c2)

−3(ce)4
(

d
d−2

(b+ c2)− (ce)2
)2

kde e =
√

d
π

G( d−1
2

)

G( d
2

)

Rozd¥lení sm¥si dvou Gaussových rozd¥lení

hustota
px(x; a, b, c, d, e) = GM(x; a, b, c, d, e)

= aG(x; b, d) + (1− a)G(x; c, e)

parametry a ∈ (0, 1), b ∈ R, c ∈ R, d > 0, e > 0

vztahy Nx = ab+ (1− a)c

Nx2 = a(d+ b2) + (1− a)(e+ c2)

Nx3 = a(3bd+ b3) + (1− a)(3ce+ c3)

Nx4 = a(6b2d+ 3d2 + b4) + (1− a)(6c2e+ 3e2 + c4)

Nx5 = a(10b3d+ 15bd2 + b5) + (1− a)(10c3e+ 15ce2 + c5)

Tabulka 2.1: P°ehled vybraných skalárních náhodných veli£in popsaných ko-
ne£nou mnoºinou parametr· PDF a jejich vztahy k moment·m.
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Kapitola 3

Rozd¥lení metod pro odhad
vlastností ²um·

Za posledních p¥t desetiletí bylo navrºeno nemalé mnoºství identi�ka£-
ních metod, které poskytují odhad vlastností ²um·. Tyto metody lze rozd¥lit
do následujících £ty° skupin podle principu jejich odhadu [6]: korela£ní me-
tody [7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26,
27, 28, 29, 30, 31], metody odpovídajících moment· [32, 33, 34, 6, 35, 36, 37,
38, 39, 40, 41, 42, 43, 44, 45, 46, 47, 48, 49, 50], metody zaloºené na maxi-
mální v¥rohodnosti [51, 52, 53, 54, 55, 56, 57, 58, 59, 60, 61, 62, 63, 64, 65]
a bayesovské metody, [66, 67, 68, 69, 70, 71, 72, 73, 74, 75, 76, 77, 78, 79,
80, 81, 82, 83, 84]. Vlastnostmi, výhodami a nevýhodami konkrétních me-
tod £i ur£itých skupin se zabývalo n¥kolik následujících, £asto p°ehledových
£lánk· [51, 85, 86, 6, 87, 88, 75, 17, 89, 20, 30, 90, 91].

Hlavní my²lenky, vlastnosti a p°edpoklady jednotlivých skupin jsou dis-
kutovány v následujících podkapitolách.

3.1 Nestrannost a konzistence odhad·

V následujících kapitolách bude vyuºívána dvojice pojm·, jakými jsou
nestrannost a konzistence odhad·. Uvaºujme deterministický vektor x ∈ Rnx ,
jehoº odhad lze zapsat jako x̂.

Tento odhad x̂ lze nazývat nestranným, pokud se st°ední hodnota od-
hadu rovná odhadovanému vektoru, tj. platí E[x̂] = x. Pokud je odhad x̂
získán na základ¥ dostupných m¥°ení, pak nestrannost není nijak ovlivn¥ná
celkovým po£tem pouºitých m¥°ení.

Dal²í vyuºívanou vlastností odhadu je slabá konzistence [92, 93], kterou
budeme v této práci zkrácen¥ nazývat jako konzistence. Odhad x̂, po£ítaný
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na základ¥ τ m¥°ení, je konzistentní, pokud konverguje ve smyslu st°ední
kvadratické chyby (MSE - z anglického mean squared error) ke skute£né
hodnot¥ x, tj. platí vztah limτ→∞ E[(x̂−x)T (x̂−x)] = 0, který je ekvivalentní
se vztahem limτ→∞ E[(x̂ − x)(x̂ − x)T ] = 0nx×nx , kde 0nx×nx zna£í nulovou
matici p°íslu²né dimenze. Slabá konzistence zaru£uje sniºování MSE odhadu
s nar·stajícím po£tem m¥°ení.

3.2 Bayesovské metody

V této kapitole se zam¥°íme na metody vyuºívají bayesovský p°ístup.
Bayesovské metody (BM - z anglického Bayesian methods) jsou obecn¥ na-
vrºeny pro systém, který je popsán stavovým LTV modelem.

BM vyuºívají mnoha r·znorodých nelineárních �ltr·, díky kterým po-
skytují odhad popisu ²um· spole£n¥ s odhadem stavu.

BM jsou p°eváºn¥ navrºené k odhadu st°edních hodnot a kovarian£-
ních matic ²um·. BM p°edpokládají krom¥ jiného i znalost rozloºení hustot
pravd¥podobnosti nejen po£áte£ní informaci o stavu a ²um·, které jsou v dr-
tivé v¥t²in¥ gaussovské, ale také znalosti rozloºení hustot pravd¥podobnosti
jednotlivých parametr· ²um·. Ty ovliv¬ují nejen výslednou kvalitu odhadu,
ale i stabilitu výpo£tu samotného odhadu. Vlastnosti odhad· popisu ²um·
získané pomocí BM, konkrétn¥ nestrannost a konzistence, tak°ka nebyly v li-
teratu°e °e²eny.

3.3 Metody zaloºené na maximální v¥rohod-
nosti

Dal²ími metodami identi�kujícími vlastnosti ²um· jsou metody zalo-
ºené na maximální v¥rohodnosti (MLM - z anglického maximum likelihood
methods). V¥t²ina MLM je navrºena pro systém popsaný stavovým LTV mo-
delem obecn¥ s negaussovským ²umem. Samotné MLM lze rozd¥lit do dvou
podskupin dle zp·sobu odhadu vlastností ²um·.

První podskupina vyuºívá mnoºinu p°edde�novaných model· parame-
trizovaných r·znými parametry popisující ²umy. Pro kaºdý tento model je
pomocí v¥rohodnostní funkce vypo£tena míra d·v¥ry v tento model a díky
tomu je z mnoºiny vybrán model s nejv¥t²í mírou d·v¥ry. Tento p°ístup vy-
ºaduje vytvo°ení obvykle nemalé mnoºiny t¥chto p°edde�novaných model·.
Druhá podskupina vyuºívá algoritmus ust°edn¥ní a maximalizace (EM− z an-
glického expectation-maximization). Tento p°ístup vyuºívá po£áte£ní infor-
maci o parametrech ²umu k nade�nování �ltru a odhadu stavu systému
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pro v²echna dostupná m¥°ení. Pomocí tohoto odhadu stavu se díky v¥rohod-
nostní funkci odhadnou nové parametry ²umu, díky nimº se znovu nade�nuje
nový �ltr a znovu se odhadne stav. Tyto kroky se pak st°ídav¥ opakují, dokud
nedojde k ustálení hodnoty odhadu.

MLM poskytují odhad st°edních hodnot a kovarian£ní matice ²um·
stavu i m¥°ení nebo autokorela£ní funkci ²umu m¥°ení. Kvalita odhadu a sta-
bilita výpo£tu je u tohoto p°ístupu závislá na po£áte£ní informaci o para-
metrech ²umu. Odhad popisu ²um· pomocí MLM je £asov¥ velmi náro£ný,
a podobn¥ jako BM ani pro MLM nebylo dokázáno, ºe poskytují nestranný
nebo konzistentní odhad vlastností ²um·.

3.4 Metody odpovídajících moment·

V této kapitole jsou popsány metody, které se snaºí najít popis vlast-
ností ²um· pomocí odpovídající moment·. Metody odpovídajících moment·
(MMM - z anglického moment-matching methods) jsou navrºené pro systémy
popsané stavovým LTV modelem s gaussovskými ²umy.

MMM jsou zaloºené na vyuºití odhadu stavu z lineárního �ltru
(tj. st°ední hodnoty a kovarian£ní matice chyby odhadu stavu) spolu s jejich
o£ekávanými vlastnostmi, a to i v p°ípad¥, ºe nejsou spln¥ny p°edpoklady
pro pouºití tohoto �ltru. Tyto odhady stavu jsou s pomocí zapomínacího
faktoru £i posuvného okénka v kaºdém kroku �ltru vyuºity pro odhad vlast-
ností ²um·, které jsou vyuºity v dal²ím £asovém kroku �ltru. To znamená,
ºe �ltru se v £ase aktualizují informace o vlastnostech ²um· a tím i m¥ní
vlastnosti odhadu stavu.

MMM poskytují odhad jak st°edních hodnot, tak kovarian£ních ma-
tic ²um·. Kvalita odhadu, stejn¥ jako stabilita výpo£tu, je obecn¥ závislá
na kvalit¥ po£áte£ní informace o parametrech ²umu. Výpo£et pomocí MMM
je £asov¥ nenáro£ný, ale podobn¥ jako u p°edchozích p°ístup· nebylo doká-
záno, ºe tento p°ístup poskytuje nestranné £i konzistentní odhady.

3.5 Korela£ní metody

V neposlední °ad¥ se v této kapitole podíváme na metody nazývané
korela£ní metody (CM - z anglického correlation methods). V¥t²ina CM
je navrºena pro systémy popsané stavovým lineární £asov¥ neprom¥nný
(LTI - z angl. linear time-invariant) modelem obecn¥ s libovolnými husto-
tami pravd¥podobností ²um· a stavu.

Hlavní my²lenka CM je zaloºena na korela£ní analýze chyby predikce
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m¥°ení po£ítané p°eváºn¥1 pomocí lineárního �ltru s uºivatelsky voleným
ziskem.

Díky tomu CM poskytují odhad kovarian£ní matice ²um·. Oproti p°ed-
chozím t°em p°ístup·m mají CM nejmén¥ p°edpoklad· na systém, nejmén¥
poºadovaných po£áte£ních informací a uºivatelských parametr·. Nejen
díky tomu lze ukázat, ºe CM jsou schopny poskytnout jednak konzistentní,
ale pro n¥které metody dokonce i nestranné odhady.

P°edev²ím díky schopnosti poskytovat konzistentní a nestranný odhad,
díky mírným p°edpoklad·m na systém a malému po£tu uºivatelských para-
metr· se tato práce zam¥°í výhradn¥ na CM.

1Obecn¥ jde o korela£ní analýzu stochastického procesu vzniklého transformací m¥°ení.
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Kapitola 4

Korela£ní metody: základní
p°ístupy a vlastnosti

V této kapitole se zam¥°íme na významné p°edstavitele CM spolu
s jejich následovníky a na zp·sob de�nování chyby predikce m¥°ení
(MPE - z anglického measurement prediction error), která je vyuºívána ve²-
kerými CM. Následn¥ budou vlastnosti, schopnosti a nedostatky p°edsta-
vených metod shrnuty jednotnou formou a na základ¥ získaných poznatk·
budou formovány cíle diserta£ní práce.

4.1 Vyuºívaný model systému

P°edpokládejme systém popsaný rovnicemi (2.1) a (2.2), kde vektor
²um· ξk = [wT

k ,v
T
k ]T je nezávislý na vektoru ξj pro k 6= j, tj. ²umy stavu

a m¥°ení jsou £asov¥ nezávislé, ale mohou být závislé vzájemn¥. Vektory
²umu stavu wk a ²umu m¥°ení vk mají nulovou st°ední hodnotu a kovari-
ance1 ²um· jsou následující Cw2 = Q, Cv2 = R, Cw,v = S. Dále budeme
uvaºovat z d·vodu zjednodu²ení (bez ztráty obecnosti), ºe bude °ízení uk
nulové pro v²echna k.

4.2 Chyba predikce m¥°ení

Ve²keré CM jsou zaloºeny na statistické analýze MPE de�nované jako

Z̃k = Zk − Ẑk, (4.1)

1Vektory Q,R,S obsahují prvky kovarian£ních matic ²um· a v textu je dále budeme
ozna£ovat zkrácen¥ kovariance ²um·.
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kde Zk je vektor vytvo°ený z posloupnosti m¥°ení a Ẑk je jeho predikce. Jak
uº z názvu vyplývá, CM vyuºívají korela£ní analýzu MPE (4.1). Korela£ní
funkci MPE lze zjednodu²en¥2 zapsat ve vektorové form¥ jako

Ck = Ak

QU

RU

S

 , (4.2)

kde Ak je známá matice konstruovaná za pomoci známých matic Fk, Hk

a uºivatelských parametr· a vektor Ck je de�nován

Ck =


NZ̃2

k

NZ̃k,Z̃k−1

...
NZ̃k,Z̃k−J

 , (4.3)

z £ehoº plyne, ºe rovnice obsahuje celkem J + 1 korela£ních £len·.
Rovnici (4.2) lze pro v²echny dostupné £asové okamºiky zapsat do jed-

notného tvaru

C̆ = Ă

QU

RU

S

 , (4.4)

kde Ă a C̆ jsou de�novány následovn¥

Ă =

 AJ

AJ+1
...

 , C̆ =

 CJ

CJ+1
...

 .
Pokud by byl vektor C̆ známý a známá matice Ă by m¥la plnou sloup-

covou hodnost, bylo by moºné z lineární rovnice (4.4) získat odhad unikátních
prvk· kovariancí ²um·. Bohuºel vektor C̆ je neznámý, jelikoº jeho znalost je
podmín¥ná znalostí hledaných kovarian£ních matic ²um·. Nicmén¥ autokore-
lace chyby predikce m¥°ení Ck a tím i vektor C̆ m·ºe být nestrann¥ odhadnut

2Pro n¥které metody zde platí rovnost pro libovolný po£et m¥°ení, pro jiné tato rovnost
platí pouze v p°ípad¥ nekone£ného po£tu dat z d·vodu odezn¥ní po£áte£ních podmínek,
které jsou uºivatelským parametrem t¥chto metod. Stejn¥ tak n¥které CM poskytují odhad
pouze kovariancí Q a R, tj. p°edpokládají S = 0nxnz×1.

13



z nam¥°ených dat jako

̂̆
C =

 ĈJ

ĈJ+1
...

 , Ĉk =


N̂Z̃2

k

N̂Z̃k,Z̃k−1

...
N̂Z̃k,Z̃k−J

 =


Z̃⊗2

k

Z̃k ⊗ Z̃k−1
...

Z̃k ⊗ Z̃k−J

 . (4.5)

Pokud má Ă plnou sloupcovou hodnost3, je moºné na základ¥ lineární
rovnice (4.4) a odhadu (4.5) získat odhad kovariancí ²um· pro v²echny moºné
£asové okamºiky pomocí vztahuQ̂U

R̂U

Ŝ

 = Ă†
̂̆
C, (4.6)

kde Ă† =
(
ĂT Ă

)−1

ĂT zna£í levou pseudoinverzi matice Ă.
Tento koncept je shodný pro ve²keré CM. Konkrétní rozdíly v de�nici

vektoru Z, výpo£tu odhadu predikce Ẑ, konstrukci matice Ak, stejn¥ jako
výsledné vlastnosti odhadu kovariancí ²um· a p°edpoklady na systém pro vý-
znamné a konceptuáln¥ odli²né CM a jejich následovníky budou diskutovány
v následujících podkapitolách.

4.3 Metoda navrºená Mehrou

Historicky první korela£ní metodou odhadující vlastnosti ²um· je be-
zesporu metoda navrºená Mehrou v [7]. Metoda byla navrºena pro odhad
kovariancí ²um· stavu Q a m¥°ení R pro systém popsaný stavovým LTI
modelem s gaussovskými4 ²umy.

Pro tuto metodu má MPE(4.1) následující podobu

Z̃k = zk︸︷︷︸
Zk

−Hx̂k|k−1︸ ︷︷ ︸
Ẑk

, (4.7)

3Pokud matice Ă ∈ Ri×j má plnou sloupcovou hodnost, znamená to, ºe rank(Ă) = j,
kde rank(Ă) zna£í hodnost matice Ă.

4Metoda v úvodu £lánku [7] sice p°edpokládá gaussovské ²umy, ale tento p°edpoklad
je nadbyte£ný a samotný algoritmus tuto znalost nevyuºívá a ani ji nepot°ebuje pro sv·j
chod.
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kde x̂k|k−1 je prediktivní odhad stavu v £ase k za podmínky znalosti m¥°ení
do £asu k − 1, který je získán pomocí lineárního �ltru de�novaného jako

x̂k+1|k =F
(
x̂k|k−1 + K

(
zk −Hx̂k|k−1

))
= (F− FKH) x̂k|k−1 + FKzk, (4.8)

kde uºivatelský volený zisk lineárního �ltru K, musí být zvolený tak,
aby matice (F−FKH) m¥la v²echna vlastní £ísla uvnit° jednotkové kruºnice.
Krom¥ zisku K musí být také zvolen po£áte£ní odhad stavu x̂0|−1.

Po£et korela£ních £len· J ve vztahu (4.5) je zvolen J = nx. Krom¥ po-
zorovatelnosti stavu metoda navíc vyºaduje p°i konstrukci matice Ak (4.2) in-
vertovatelnou matici dynamiky F a vzájemn¥ nekorelované ²umy,
tj. S = 0nxnz×1. Výsledný odhad kovariancí Q a R je konzistentní, ale stranný.
Poznamenejme, ºe metoda téº poskytuje odhad ustáleného Kálmánova zisku.

4.3.1 Modi�kace a zlep²ení Mehrovy metody

První zlep²ení p°eváºn¥ numerické stability Mehrovy metody bylo na-
vrºeno v [8]. Dal²í zlep²ení metody bylo navrºeno v [9], kde se krom¥ matic
Q a R navíc poskytuje odhad vzájemné kovariance S. Aplikací metody v ob-
lasti geofyzikálních dat a zlep²ení rychlosti a stability výpo£tu se zabýval
£lánek [16].

4.4 Metoda navrºená Bélangerem

Druhou velice významnou metodou odhadující kovarian£ní matice ²um·
je metoda navrºená Bélangerem v [10]. Metoda je navrºená, na rozdíl od Me-
hrovy metody, pro systém popsaný LTV stavovým modelem se ²umy po-
psanými libovolnou hustotou pravd¥podobnosti a nulovou st°ední hodnotou.
Pro takovýto model m·ºe metoda poskytnout odhady nejen matic Q a R,
ale také vzájemnou kovarianci ²um· S.

V p°ípad¥ LTI modelu je generování MPE (4.1) pro tuto metodu to-
toºné s metodou navrºenou Mehrou (4.7), tj. pomocí lineárního �ltru s uºi-
vatelsky voleným ziskem a po£áte£ním odhadem st°ední hodnoty predikce
stavu. Pro LTV model m·ºe být volba stabilizujícího zisku £asov¥ prom¥nná
s tím, jak se m¥ní matice Fk a Hk. Oproti p°edchozí metod¥ vytvo°ení ma-
tice Ak (4.2) vyºaduje volbu po£tu korela£ních £len· J (4.5), bázové matice5

5Bázové matice generující obal kovariancí ²um· Q, R, S se dají zvolit velice jednodu²e
bez jakékoliv prvotní znalosti o skute£ných kovariancích ²um·. Rozumn¥ zvolené bázové
prvky nemají vliv na výsledný odhad kovariancí ²um·.
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generující obal (anglicky zvané span) kovariancí ²um· Q, R, S, ale zato
nevyºaduje invertibilní matici dynamiky Fk. Díky tomu metoda poskytuje
konzistentní av²ak stranné odhady kovariancí ²um· Q, R a S.

Poznamenejme, ºe pokud jsou bázové matice zvoleny tak, ºe kaºdá jed-
notlivá bázová matice generuje obal pouze pro kaºdý jednotlivý unikátní pr-
vek z kovariancí ²um·, lze ukázat, ºe pro LTI model systému je takto vy-
tvo°ená matice Ak (4.2) totoºná s maticí vytvo°enou pomocí metody ALS
[17, 20] (z anglického autocovariance least-squares). Nicmén¥ ALS metoda je
navrºená výlu£n¥ pro systém popsaný LTI modelem. Díky tomu se odvození
i výsledný zápis rovnic u metody ALS významn¥ zjednodu²il.

4.4.1 Modi�kace a zlep²ení Bélangerovy (ALS) metody

V této kapitole se zam¥°íme nejen na modi�kace a zlep²ení Bélangerovy
metody, ale také na metody odkazující se na metodu ALS, která díky zjed-
nodu²enému zápisu získala velký ohlas.

Zlep²ení Bélangerovy metody z pohledu rychlosti konvergence rekur-
zivního odhadu kovariancí ²um· bylo navrºeno v [13]. Metoda ov²em navíc
vyºaduje p°edpoklad gaussovských ²um·. V [30] byl analyzován vliv volby
uºivatelských parametr· na výslednou varianci kovariancí ²um· pro Bélan-
gerovu metodu.

Mezi první zlep²ení ALS metody jist¥ pat°í metoda navrºená v práci
[18]. Ta je roz²í°ená o p°edpoklad na model, jenº m·ºe být nelineární, ale je
dob°e linearizovatelný Taylorovým polynomem prvního °ádu. Metoda je díky
tomu schopná poskytnout odhady kovariancí ²um·, které nejsou kv·li aproxi-
macím ve srovnání s p·vodní metodou konzistentní. Aplikace tohoto p°ístupu
pro chemické procesy byla p°edstavena v [23], [25] a pro navigaci v [24].

Dal²í zlep²ení ALS metody je v [19], kde se krom¥ kovariancí ²um·
stavu Q a m¥°ení R navíc odhaduje vzájemná kovariance S. Podobný p°ístup
pro jednodu²²í model byl p°edstaven v [21].

V £lánku [22] byla ALS metoda roz²í°ená pro LTV modely, speciáln¥
pro periodické modely (tj. stav se periodicky opakuje). Metoda vyuºívá zna-
losti délky periody, díky níº je metoda schopná poskytnout konzistentní od-
had kovariancí ²um· Q a R.

Aproximativní roz²í°ení ALS metody pro pomalu se m¥nící LTVmodely
bylo publikováno v £lánku [26].

Metoda publikovaná v [27] roz²i°uje metodu ALS a je navrºená pro od-
had £asov¥ korelovaných ²um· p°es jeden £asový okamºik (tj. Q, R, Cwk,wk−1

a Cvk,vk−1
).

V £lánku [28] je navrºeno roz²í°ení pro metodu ALS pro model s asympto-
ticky stabilní maticí dynamiky F a bu¤ £asov¥ prom¥nnou maticí m¥°ení Hk,
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nebo nelineární rovnicí m¥°ení s aditivním ²umem, kde nelinearita je dána
polynomiální funkcí. Pro model s nelineární rovnicí m¥°ení je moºno rovnici
m¥°ení díky tomu, ºe nelinearita je dána polynomiální funkcí, p°esn¥ nahradit
Taylorovým polynomem kone£ného °ádu. Pro tyto modely metoda poskytuje
konzistentní odhad kovariancí ²um· Q a R.

Zlep²ení z pohledu kvality výsledného odhadu Q a R metody ALS
pro r·zné uºivatelské parametry bylo navrºeno v [29, 31].

4.5 Metoda navrºená Leeem

Dal²í metoda byla p°edstavená v £lánku o rozsahu pouhé jedné strany
Leeem [11]. Metoda je navrºená pro systém popsaný stavovým LTI mode-
lem s gaussovskými6 ²umy s nulovou st°ední hodnotou. Pro takovýto model
metoda poskytuje odhad kovariancí ²um· Q, R, S.

Tato metoda oproti p°edchozím dv¥ma nevyuºívá k výpo£tu MPE (4.1)
lineární �ltr. Tudíº nevyºaduje ani de�nici stabilizujícího zisku K, ani znalost
po£áte£ního odhadu stavu x̂0|−1. Metoda pouºívá pro výpo£et MPE p°edchozí
m¥°ení podle vztahu

Z̃k = zk −O


zk−1

zk−2
...

zk−nx

 , (4.9)

kde matice O obsahuje koe�cienty charakteristického polynomu7 f(a) matice
F. Díky tomu lze ukázat, ºe MPE (4.9) je oproti p°edchozím dv¥ma meto-
dám lineární funkcí pouze ²um· stavu a m¥°ení, ale není funkcí po£áte£ního
odhadu stavu. Proto je autokovarian£ní funkce (4.2), u níº je maximální kore-
la£ní posuv nastaven na J = nx, neaproximativní pro kone£ný po£et m¥°ení.
Proto také metoda poskytuje nejen konzistentní, ale také nestranný odhad
kovariancí ²um· Q, R, S. Zd·razn¥me téº, ºe metoda tém¥° jako jediná
nevyºaduje ºádný uºivatelský parametr.

6Metoda v úvodu £lánku sice p°edpokládá gaussovské ²umy, ale tento p°edpoklad je
nadbyte£ný a samotný algoritmus tuto znalost nijak nevyuºívá a ani ji nepot°ebuje pro sv·j
chod.

7Metoda vyuºívá charakteristického polynom f(a) matice dynamiky F, pro který platí,
ºe f(F) = 0nx , díky £emuº se zbaví závislosti na neznámém stavu.
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4.6 Metoda navrºená Bundickem

Dal²í metoda navrºená pro odhad vlastností ²um· byla p°edstavená
Bundickem v [14]. Metoda je navrºená pro systém popsaný stavovým LTI
modelem se vzájemn¥ nekorelovanými gaussovskými8 ²umy s nulovou st°ední
hodnotou. Pro takovýto model metoda poskytuje odhad kovariancí ²um·
Q a R.

Metoda vyuºívá podobn¥ jako metody navrºené Mehrou a Bélangerem
lineární �ltr, jen s tím rozdílem, ºe místo jednoho �ltru vyuºívá mnoºinu
t¥chto �ltr· s r·znými stabilizujícími zisky K. Po£et t¥chto �ltr· je uºiva-
telskou volbou. Pro v²echny tyto lineární �ltry jsou spo£ítány autokovari-
an£ní funkce pouze pro maximální korela£ní posuv J = 0 (4.5), tzn. jsou
po£ítány pouze kovarian£ní matice MPE. Metoda poskytuje konzistentní,
nicmén¥ stranné odhady kovariancí ²um· Q a R.

4.6.1 Modi�kace a zlep²ení Bundickovy metody

Spí²e neº na modi�kace £i zlep²ení se podíváme na p°edch·dce této me-
tody, jenº byl navrºen v [12]. Zde je uveden velmi speci�cký model s jedním
m¥°ením a dv¥ma stavy, kde stavové ²umy jsou vzájemn¥ nezávislé. Takto
navrºená metoda tedy odhaduje pouze t°i neznámé parametry (dva prvky
z kovarian£ní matice ²um· stavu a jeden z m¥°ení), av²ak p°ístup k jed-
notlivým neznámým a p°edpoklad·m je totoºný jako u metody navrºené
Bundickem.

4.7 Souhrn, porovnání, schopnosti a slabé stránky
metod

Jak bylo ukázáno v p°edchozích kapitolách, vybrané metody jsou na-
vrºené za r·zných p°edpoklad·, pro r·zné modely a jsou schopné odhadovat
r·zné vlastnosti ²um·. CM mají mnoho kladných spole£ných vlastností, ale
i neschopnosti a slabé stránky, na které se v této kapitole podíváme.

Ve²keré CM vyuºívají MPE, které je po£ítáno jako váºený sou£et m¥-
°ení (pop°. po£áte£ní znalosti stavu). Z této posloupnosti CM po£ítají ko-
relaci, díky £emuº také získaly sv·j název. N¥které CM jsou si dokonce tak
podobné, ºe p°i vhodném zvolení parametr· metod lze dostat naprosto to-
toºné odhady z n¥kolika r·zných CM (tj. rovnice n¥kolika r·zných CM jsou

8Metoda v úvodu £lánku sice p°edpokládá gaussovské ²umy, ale tento p°edpoklad je
nadbyte£ný a samotný algoritmus tuto znalost nijak nevyuºívá a ani ji nepot°ebuje pro sv·j
chod.
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tomto p°ípad¥ naprosto totoºné). Pokud nap°íklad budeme uvaºovat skalární
LTI model a parametry pro metodu navrºenou Bélangerem (ALS9), jsou zvo-
leny takto:
• zisk lineárního �ltru K = 1

H
,

• po£áte£ní odhad stavu x̂0,−1 = z0
H
,

pak jsou matice Ak (4.2) pro odhad pouze variancí Q a R (S = 0) totoºné
pro metody navrºené Leeem a Bélangerem (ALS).

Pokud se podíváme nap°í£ v²emi CM10, zjistíme, ºe i p°es ve²kerou
snahu nelze jednozna£n¥ odhadnout v²echny unikátní prvky kovariancí ²um·
Q, R a S, protoºe matice Ă nemá plnou sloupcovou hodnost. Tato vlastnost
byla pozorována p°eváºn¥ pro systémy popsané LTI modely, a£koliv se tento
problém m·ºe vyskytnout i u LTV model·.

Pro získání dobrého p°ehledu významných CM jsou klí£ové vlastnosti
shrnuty v tabulce 4.1, kde symbol zna£í schopnost um¥t, symbol × zna£í
neschopnost um¥t, symbol − zna£í prázdné polí£ko a £ervená zna£ka ozna£uje
zm¥nu oproti p·vodní metod¥.

Z tabulky 4.1 je vid¥t, ºe nap°í£ v²emi významnými CM jsou metody
schopné poskytnout odhad kovariancí Q a R pro LTI model. Existují ov²em
oblasti, kde schopnosti samotných metod £i vlastnosti poskytovaných odhad·
nejsou ideální £i dosta£ující. Mezi tyto oblasti pat°í nap°íklad systémy po-
psané LTV modelem nebo odhady st°edních hodnot ²um· Nw a Nv, vy²²ích
moment· ²um·, k°íºových kovariancí ²um· Cwk,wk−j a Cvk,vk−j pro abs(j) > 0,
kde funkce abs(a) vrací absolutní hodnotu jednotlivých prvk· argumentu a,
a mnoho dal²ích. P°itom existuje mnoho aplikací, kde jsou tyto znalosti p°ed-
pokládány a vyºadovány. Mezi nejvýznamn¥j²í pat°í aplikace v oblastech
navigace, sledování, senzorové kalibrace nebo detekce zm¥n systému. Dal²í
slabou stránkou drtivé v¥t²iny CM je nutnost volby uºivatelských parametr·
(nap°. x̂0,−1, K, J), které mohou významn¥ ovlivnit výslednou kvalitu od-
hadu [31]. Nebo skute£nost, ºe metody poskytují sice konzistentní, ale stranné
odhady, coº m·ºe být problém p°eváºn¥ v p°ípadech, kdy je dostupný pouze
omezený po£et m¥°ení.

9V p°ípad¥ vhodn¥ zvolených bázových matic u Bélangérovy metody, jak jiº bylo dis-
kutováno d°íve.

10Nejednozna£nost odhadu kovariancí ²um· Q, R, S byla pozorována nejen pro CM, ale
také i pro BM, MLM a MMM.
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Kapitola 5

Cíle diserta£ní práce

Tato kapitola de�nuje cíle samotné diserta£ní práce, které povedou k po-
tla£ení slabých stránek a zárove¬ k roz²í°ení dobrých vlastností a schopností
CM odhadujících nejen kovariance ²um·, ale také sloºit¥j²ích popis· vlast-
ností ²um·.

5.1 Odhad st°edních hodnot ²um·

P°edpoklad modelu s bílými ²umy popsanými nulovými st°edními hod-
notami není zcela neobvyklý. Nalezneme ov²em aplika£ní oblasti, kde jsou
o£ekávány ²umy s nenulovou st°ední hodnotou, a to nap°íklad z d·vodu o�-
setu senzor· nebo °ídicí jednotky. Bohuºel ºádná z vý²e p°edstavených metod
není navrºená pro odhad jak st°edních hodnot, tak i kovariancí ²um·. Proto
bude prvním cílem diserta£ní práce roz²í°it CM na odhad st°edních hodnot
²um· (vedle kovariancí ²um·).

5.2 Odhad vy²²ích moment· ²um·

Dal²ím problémem ne°e²eným v literatu°e je odhad vlastností ²um·,
které obecn¥ nelze dostate£n¥ dob°e popsat za pomoci st°ední hodnoty a ko-
variancím ²um·. Mohou to být nap°íklad modely obsahující obecn¥ negaus-
sovské ²umy (viz tabulka 2.1) jako nap°íklad p°i m¥°ení pomocí
ultra-²irokopásmových za°ízení (anglicky zvané ultra-wideband) [94]. Dal²ím
cílem diserta£ní práce je tedy navrhnout metodu pro odhad vy²²ích moment·
za pomoci vyuºití princip· CM.

21



5.3 Odhad moment· £asov¥ závislých ²um·

Dal²í cíl je zam¥°ený na p°ípady, kdy odhadovaná stochastická £ást mo-
delu obsahuje £asov¥ závislé ²umy (tzn. k°íºové kovariance ²um·
Cwk,wj 6= 0n2

x×1, Cvk,vj 6= 0n2
z×1 £i Cwk,vj 6= 0nznx×1 pro k 6= j). Takovýto po-

pis ²um· lze o£ekávat nap°íklad v p°ípad¥ m¥°ení z inerciálních senzor· [95]
nebo m¥°ení pseudovzdálenosti v satelitním naviga£ním systému [96]. Z po-
hledu CM byl tento problém £áste£n¥ °e²en v £lánku [27], av²ak pouze pro
LTI model, kde ²umy byly závislé pouze p°es jeden £asový okamºik. Z t¥chto
d·vod· bude dal²ím cílem diserta£ní práce navrhnout metodu pro odhad
popisu £asov¥ závislých ²um· vyuºitím princip· CM.

5.4 Nestranný odhad kovariancí ²um·

Na velice d·leºitou vlastnost, jakou je nestrannost, dosáhlo v oblasti od-
hadování vlastností ²um· minimum metod. Ze v²ech metod, a´ uº CM, BM,
MLM £i MMM, poskytuje nestranný odhad pouze Leeova metoda, která je
navrºená pro odhad kovariancí ²um· pouze pro LTI model. Tato vlastnost je
velice d·leºitá p°edev²ím v p°ípad¥ malého po£tu m¥°ení τ . Proto dal²ím cí-
lem diserta£ní práce bude navrhnout takovou CM, aby poskytovala nestranné
odhady kovariancí ²um·, a to i pro systém popsaný LTV modelem.

5.5 Ov¥°ení gaussovosti ²um·

V n¥kterých aplikacích je krom¥ získání odhadu stavu také velice d·le-
ºitou sou£ástí °e²ení i ur£ení takzvané integrity °e²ení, která zaru£uje ur£itou
d·v¥ru v poskytnutý odhad stavu. Pro její ur£ení se obvykle p°edpokládá, ºe
²umy stavu a m¥°ení mají gaussovské rozd¥lení hustoty pravd¥podobnosti.
Tato problematika se vyskytuje v oblasti bezpe£nostn¥ kritických systém·
jako je nap°íklad navigace letadel. Proto bude dal²ím cílem vyuºít CM pro
ov¥°ení p°edpokladu gaussovosti ²um·.

5.6 Maximální po£et jednozna£n¥ odhadnutel-
ných prvk· kovariancí ²um· pro LTI mo-
dely

Jak bylo zmín¥no v kapitole 4.7, CM nemusí být schopné v p°ípad¥ LTI
modelu odhadnout ve²keré prvky kovariancí ²um·. Nicmén¥ v literatu°e nee-
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xistuje vztah, který by na základ¥ modelu systému (konkrétn¥ hodností a di-
menzí matic F a H) ur£il, kolik prvk· kovariancí ²um· je moºné maximáln¥
jednozna£n¥ odhadnout. Dal²ím cílem diserta£ní práce je proto analyzovat
maximální moºný po£et jednozna£n¥ odhadnutelných prvk· kovariancí ²um·
za pomoci vyuºití princip· CM.

5.7 Odhad parametr· popisujících ²umy

Dal²í oblastí zájmu bude situace, kdy stochastická £ást modelu bude
popsána pomocí známých funkcí, které jsou parametrizovány neznámým vek-
torem parametr·. Takovéto ²umy lze o£ekávat nap°íklad v p°ípad¥ ²um·
popsaných Markovovým procesem, pop°ípad¥ obecn¥ negaussovskou PDF,
které se vyskytují v jiº zmín¥ných m¥°eních ultra-²irokopásmových za°ízení
nebo inerciálních senzorech. Proto dal²ím cílem diserta£ní práce bude na-
vrhnout metodu pro odhad vektoru parametr· popisujících ²um· s vyuºitím
princip· CM.

5.8 Ilustrace pouºití navrºených metod a algo-
ritm·

Poslední cíl diserta£ní práce bude implementace a ilustrace chování nov¥
navrºených p°ístup· k odhadu popisu vlastností ²um· ve vybraných aplika-
cích.
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Kapitola 6

Metoda diference m¥°ení

V této kapitole bude p°edstaven základní koncept nové korela£ní
metody diference m¥°ení (MDM - z anglického measurement di�erence me-
thod) zaloºené na statistické analýze rozdílu sekvence m¥°ení. Schopnosti
samotné metody budou nejenom v této, ale i v následujících kapitolách po-
stupn¥ rozvíjeny a ilustrovány. Díky tomu bude moºné vyuºít MDM jednak
k °e²ení jednotlivých cíl· diserta£ní práce, ale také budou ukázány výhody,
jaké MDM p°iná²í oproti ostatním CM.

Samotná kapitola bude rozd¥lena následujícím zp·sobem. Na po£átku
kapitoly bude popsáno, jak je de�nován samotný proces MDM po£ítaný po-
mocí sekvence m¥°ení, pop°ípad¥ °ízení. Dále bude, za p°edpokladu £asov¥
nezávislých ²um·, ukázán vztah mezi necentrálními a centrálními momenty
vypo£teného procesu a neznámých moment· ²um·. Následn¥ budou p°ed-
staveny dva r·zné zp·soby odhadu − celkový a postupný, které poskytují
rozdílné zp·soby odhadu jak necentrálních, tak i centrálních moment· ²um·.
Ve zbytku kapitoly bude poukázáno na rozdíly odhadu necentrálních a cen-
trálních moment· ²um·, a to jak postupným, tak i celkovým zp·sobem od-
hadu v p°ípad¥, ºe jsou ²umy £asov¥ závislé.

6.1 Základní p°edstavení a rovnice MDM

V kapitole 4 byli zmín¥ni hlavní p°edstavitelé korela£ních metod spolu
s jejich následovníky. Bylo poukázáno na fakt, ºe vyuºití lineárního �ltru
pro výpo£et procesu MPE (4.7) vyºaduje n¥kolik uºivatelských parametr·
ovliv¬ujících zpracování dat. Tyto parametry mohou mít nep°íznivý vliv
na výsledné vlastnosti odhadu kovariancí ²um· z pohledu, jakým je nap°íklad
nestrannost odhad· kovariancí ²um·. Proto také Leova metoda [11], která
jako jediná z p°edstavených CM nevyuºívá lineární �ltr, poskytuje nestranný
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odhad. Je to ale vykoupeno tím, ºe Leeova metoda je jednak navrºená pouze
pro systém popsaný LTI modelem, ale také tím, ºe k odhadu kovariancí ²um·
vyuºívá minimálního charakteristického polynomu. Kv·li tomu metoda ne-
nabízí ºádnou moºnost, jak ovlivnit výslednou kvalitu pro konkrétní modely
systému. Nicmén¥ základní koncept vyuºívající k odhadu vlastností ²um·
statistickou analýzu stochastického procesu vytvo°eného transformací sek-
vence známých m¥°ení, pop°ípad¥ °ízení, bez nutnosti pot°eby po£áte£ního
odhadu stavu v lineárním �ltru byl jednou z motivací pro návrh nové metody,
která bude v této kapitole p°edstavena.

Nová MDM je zaloºená na analýze stochastického procesu vytvo°eného
transformací sekvence m¥°ení. S ohledem na rovnici MPE (4.1) vyuºívá MDM
roz²í°eného vektoru m¥°ení de�novaného

ZL
k =


zk

zk+1
...

zk+L−1

 ∈ RLnz , pro k = 0, . . . , τ − L+ 1 (6.1)

pro kone£né celé L ≥ 1. Tento vektor se dá díky rovnicím dynamiky (2.1)
a m¥°ení (2.2) rozepsat do následující podoby

ZL
k = OLk xk + ΓL−1

k WL−1
k + VL

k + ΓL−1
k UL−1

k , (6.2)

kde jednotlivé £leny ΓL−1
k ∈ RLnz×(L−1)nx , WL−1

k ∈ R(L−1)nx , VL
k ∈ RLnz

a UL−1
k ∈ R(L−1)nx jsou de�novány vztahy

WL−1
k =


wk

wk+1
...

wk+L−2

 ,VL
k =


vk

vk+1
...

vk+L−1

 ,UL−1
k =


uk

uk+1
...

uk+L−2

 ,

ΓL−1
k =



0nz×nx 0nz×nx · · · 0nz×nx
Hk+1 0nz×nx · · · 0nz×nx

Hk+2Fk+1 Hk+2 · · · 0nz×nx
...

... . . . ...

Hk+L−1FL−2
k+1 Hk+L−1FL−3

k+2 · · · Hk+L−1


.

p°i£emº £leny OL

k a FL−2
k+1 byly de�novány v (2.3). Kv·li zjednodu²ení zá-

pisu budeme uvaºovat, ºe matice, jejichº alespo¬ jedna dimenze je nulová, se
v rovnici nevyskytují. Poznamenejme, ºe rovnice roz²í°eného vektoru m¥°ení
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(6.2) bude mít pro L = 1, tj. W0
k ∈ R0, U0

k ∈ R0 a Γ0
k ∈ Rnz×0 podobu

rovnice m¥°ení (2.2), tj. Z1
k = zk.

Pro roz²í°ený vektor m¥°ení ZL
k (6.2) lze vypo£ítat N -krokovou pre-

dikci ẐL,N
k za pomoci známé sekvence m¥°ení ZL

k−N , pop°ípad¥ °ízení UL−1
k−N .

Predikce je de�nována následovn¥

ẐL,N
k = OLkFNk−N

(
OLk−N

)†
(ZL

k−N − ΓL−1
k−NUL−1

k−N)

+OkΞN
k−N+1U

N
k−N + ΓL−1

k UL−1
k

, (6.3)

pro k = N, . . . , τ − L + 1, kde ΞN
k−N+1 = [FN−1

k−N+1,F
N−2
k−N+2, . . . ,F1

k−1, Inx ]∈
Rnx×Nnx , kone£né celéN ≥ 11 a Inx zna£í jednotkovou matici dimenze nx×nx.

Díky roz²í°enému vektoru m¥°ení ZL
k (6.2) a jeho predikci ẐL,N

k (6.3)
lze zade�novat následující stochastický proces, který je základním kamenem
MDM, jako

Z̃k =ZL
k − ẐL,N

k , pro k = N, . . . , τ − L+ 1. (6.4)

Rovnice (6.4) p°edstavující vztah pro výpo£et procesu Z̃k se dá p°epsat do
následující podoby vhodné pro analýzu vlastností procesu samotného

Z̃k = AkEk, (6.5)

kde vektor Ek ∈ R(P−1)nx+Pnz a matice Ak ∈ RLnz×(P−1)nx+Pnz pro P = L+N
jsou de�novány následovn¥

Ek =

[
WP−1

k−N
VP
k−N

]
∈ R(P−1)nx+Pnz , (6.6)

Ak =
[
Aw
k Av

k

]
∈ RLnz×(P−1)nx+Pnz , (6.7)

kde matice Aw
k ∈RLnz×(P−1)nx a Av

k ∈ RLnz×Pnz jsou de�novány

Aw
k =

[
ILnz , ILnz

] 
[
OLkΞN

k−N+1,Γ
L−1
k

][
−OLkFNk−N

(
OLk−N

)†
ΓL−1
k−N ,0Lnz×Nnx

]
 , (6.8)

Av
k =

[
ILnz , ILnz

]  [
0Lnz×Nnz , ILnz

][
−OLkFNk−N

(
OLk−N

)†
,0Lnz×Nnz

] . (6.9)

1Pozd¥ji také ukáºeme moºnost volby N = 0 pro ur£ité modely systému, která p°iná²í
dal²í moºnosti odhadu vlastností ²umu konkrétn¥ pro senzorovou kalibraci v kapitole 7.6.
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Vektor Z̃k lze vypo£ítat podle vztahu (6.4) pomocí roz²í°eného vektoru
m¥°ení ZL

k (6.2) a jeho predikce ẐL,N
k (6.3). Ov²em vyzdvihn¥me, ºe výpo£et

tohoto vektoru Z̃k lze také získat p°ímou transformací známé sekvence m¥°ení
a °ízení

Z̃k = Ak
[
−UP−1

k−N
ZP
k−N

]
, (6.10)

jak je ukázáno v p°íloze A. Poznamenejme ºe matice Ak(6.10) je ta samá ma-
tice jako v rovnici (6.5). Pokud se podíváme na vektor Z̃k, zjistíme, ºe tento
vektor se dá díky rovnici (6.5) chápat nejen jako lineární funkce sekvence ne-
známých realizací ²um· stavu a m¥°ení, ale sou£asn¥ také, díky rovnici (6.10),
jako lineární funkce sekvence známých realizací °ízení a m¥°ení. Vztah (6.10)
také rovn¥º dovoluje odklonit se od historicky zavedeného pohledu na kore-
la£ní metody u kterých je proces Z̃k (4.1) tvo°en odd¥litelnou sekvencí m¥°ení
Zk a její predikcí Ẑk. Proces Z̃k (6.10) jako transformace m¥°ení bez vyuºití
její predikce je nejvíce patrný, jak uº bylo krátce zmín¥no, pro speci�cký
model systému, který umoºní zvolit parametry jako N = 0 a L = 1, jak bude
ukázáno v kapitole 7.6. Díky tomu je proces Z̃k po£ítán pouze z jednoho
vektoru m¥°ení bez vyuºití jakékoliv znalosti o rovnici stavu.

Parametry N a L v (6.5) nebo (6.10) mohou být zvoleny, jak uº bylo
°e£eno, N ≥ 1 a L ≥ 1 (tzn. P ≥ 2). Nicmén¥ (v závislosti na konkrétních
maticích modelu systému Fk a Hk), parametr L musí být zvolen dostate£n¥
velký, aby matice OLk m¥la plnou sloupcovou hodnost, tj. nx. Díky tomu
bude platit vztah (OLk )†OLk = Inx , který je vyºadován v p°episu do maticové
podoby (6.5) a (6.10) v p°íloze A. Dále si také pov²imn¥me matice Ak, která
je vytvo°ená ze známých a omezených matic systému Fk a Hk, tudíº je také
známá a omezená.

6.2 �asov¥ nezávislé ²umy

Mezi £asto p°edpokládané vlastnosti ²um· vyskytující se v modelu
systému jist¥ pat°í £asová nezávislost. Proto se v této kapitole podíváme
na odhad moment· ²um· stavu wk a m¥°ení vk, jeº se vyskytují v rovnicích
modelu systému (2.1) a (2.2). Navíc budeme p°edpokládat, ºe vektor ²um·
ξk = [wT

k ,v
T
k ]T je nezávislý na vektoru ξj pro k 6= j, tj. ²umy stavu a m¥°ení

jsou £asov¥ nezávislé, ale mohou být závislé vzájemn¥.
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6.2.1 Vztah moment· procesu Z̃k a moment· ²um·

V této kapitole se podíváme, jaký je vztah libovolnýchm-tých moment·
náhodného vektoru Z̃k a moment· ²um· stavu wk a m¥°ení vk. Tyto vztahy
budou v následujících kapitolách vyuºity k odhadu moment· ²um·.

Pokud vyuºijeme rovnice (6.5), lze ukázat, ºe jednotlivé £asov¥ pro-
m¥nné centrální £i necentrální m-té momenty stochastického procesu Z̃k lze
vyjád°it jako lineární funkce £asov¥ neprom¥nných m-tých moment· roz²í°e-
ného vektoru ²um· stavu a m¥°ení Ek díky polynomiální funkci a operátoru
st°ední hodnoty vztahem

NZ̃mk
= A⊗mk NEm , (6.11a)

CZ̃mk = A⊗mk CEm , (6.11b)

kde NZ̃mk
∈ R(Lnz)m , CZ̃mk ∈ R(Lnz)m , A⊗mk ∈ R(Lnz)m×((P−1)nx+Pnz)m ,

NEm ∈ R((P−1)nx+Pnz)m a CEmR((P−1)nx+Pnz)m .
P°i bliº²ím pohledu na necentrální a centrální momenty Ek, tj. NEm

a CEm , lze velmi jednodu²e ukázat, ºe tyto vektory obsahují kopie n¥kterých
prvk· polynomiálních funkcí moment· ²um· stavu a m¥°ení. Proto je moºné
za vyuºití rovnic (2.6), (2.7) nalézt následující vztahy

NEm = ΨNEmN U
Em , (6.12a)

CEm = ΨCEmCUEm . (6.12b)

P°íklad
Pokud je vektor ξk = [wT

k ,v
T
k ]T nezávislý na vektoru ξj pro k 6= j, pak

první a druhé necentrální momenty NE a NE2 pro P ≥ 3 mohou být
zapsány jako

NE = E

[
WP−1

k−N
VP
k−N

]
= ΨNE

[
Nw

Nv

]
= ΨNE N U

E , (6.13a)

NE2 = E

[[
WP−1

k−N
VP
k−N

]⊗2]
= ΨNE2



N U
w2

N U
v2

Nw,v(
N⊗2

w

)U(
N⊗2

v

)U
Nw ⊗Nv


= ΨNE2N U

E2 . (6.13b)
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Druhý necentrální moment NE2 lze zapsat pro P = 2 ve tvaru

NE2 = E

[[
WP−1

k−N
VP
k−N

]⊗2]
= ΨNE2



N U
w2

N U
v2

Nw,v(
N⊗2

v

)U
Nw ⊗Nv


= ΨNE2N U

E2 , (6.13c)

kde se ve vektoru N U
E2 nevyskytují prvky vektoru

(
N⊗2

w

)U
oproti vztahu

(6.13b). Druhý centrální moment CE2 lze zapsat pro P ≥ 2 ve tvaru

CE2 = E

[([
WP−1

k−N
VP
k−N

]
−ΨNE N U

E

)⊗2]
= ΨCE2

C
U
w2

CUv2

Cw,v

 = ΨCE2CUE2 . (6.13d)

Rovnice necentrálních a centrálních moment· vektoru Zk,
tj. NZ̃mk

a CZ̃mk (6.11), obsahují nadbyte£né kopie stejných prvk·. Proto je
moºné za pomoci uni�ka£ních matic (2.8), (2.9) vybrat pouze unikátní °ádky

N U
Z̃mk

= ΦN
Z̃m
NZ̃mk

= ΦN
Z̃m
A⊗mk ΨNEmN U

Em , (6.14a)

CU
Z̃mk

= ΦC
Z̃m
CZ̃mk = ΦC

Z̃m
A⊗mk ΨCEmCUEm . (6.14b)

V rovnici (6.14a) lze nejen díky p°íkladu (6.13b) vid¥t, ºe m-tý necentrální
moment N U

Z̃mk
je funkcí jednak unikátních prvk· m-tých necentrálních mo-

ment· ²um·, ale také polynomiálních funkcí prvních aº (m − 1)-tých ne-
centrálních moment· ²um·. Ty jsou uspo°ádané do vektoru N U

Em . Obdobn¥
v rovnici (6.14b) m-tý centrální moment CU

Z̃mk
je funkcí jednak unikátních

prvk· m-tých centrálních moment· ²um·, ale také polynomiálních funkcí
druhých aº (m − 1)-tých centrálních moment· ²um·. Ty jsou uspo°ádané
do vektoru CUEm .

Rovnice (6.14) je moºné zapsat pro v²echny £asové okamºiky
k = N, . . . , τ − L+ 1 do kompaktní podoby

Nm
Z̃m

= AmNN U
Em , (6.15a)

Cm
Z̃m

= AmC CUEm , (6.15b)
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kde

Nm
Z̃m

=


ΦN

Z̃m
NZ̃mN

ΦN
Z̃m
NZ̃mN+1

...

ΦN
Z̃m
NZ̃mτ−L+1

 ,AmN =


ΦN

Z̃m
A⊗mN

ΦN
Z̃m
A⊗mN+1

...

ΦN
Z̃m
A⊗mτ−L+1

ΨNEm , (6.16)

Cm
Z̃m

=


ΦC

Z̃m
CZ̃mN

ΦC
Z̃m
CZ̃mN+1

...

ΦC
Z̃m
CZ̃mτ−L+1

 ,AmC =


ΦC

Z̃m
A⊗mN

ΦC
Z̃m
A⊗mN+1

...

ΦC
Z̃m
A⊗mτ−L+1

ΨCEm . (6.17)

Samotné matice AmN a AmC jsou zkonstruovány a obsahují pouze známé a ome-
zené matice Fk a Hk, díky £emuº jsou tyto matice také známé a omezené.
Pokud by navíc byly momenty Nm

Z̃m
a Cm

Z̃m
také známé, bylo by moºné z rov-

nic (6.15) pomocí metody nejmen²ích £tverc· odhadnout neznámé momenty
N U
Em a CUEm , které rovn¥º obsahují hledané momenty ²um· stavu a m¥°ení.

Nane²t¥stí jsou tyto momenty procesu Z̃k neznámé.
Nicmén¥ v následujících kapitolách bude ukázáno hned n¥kolik cest, jak

získat odhad moment· ²um·, které si v krátkosti nastíníme. Budou ukázány
dva základní p°ístupy:
• Celkový odhad poskytuje odhad celého vektoru N U

Em a CUEm , tzn. jak
m-tých moment· ²um·, tak i polynomiálních funkcí niº²ích moment·
²um·. K odhadu tudíº nevyºaduje znalost niº²ích moment·.
• Postupný odhad, jak je vid¥t jiº z názvu, po£ítá odhady moment·
²um· postupn¥ od nejniº²ích moment· ²um· aº k poºadovanýmm-tým
moment·m ²um·. K výpo£tu jednotlivých moment· ²um· vºdy vyuºije
ve²kerou znalost o niº²ích momentech.

6.2.2 Celkový odhad necentrálních moment· ²um·

V této kapitole si ukáºeme, jak získat odhad nejen st°edních hodnot
²um·, ale obecn¥ m-tých necentrálních moment· ²um·.

Momenty stochastického procesu Z̃k (6.14a) jsou neznámé, nicmén¥ sa-
motné realizace tohoto procesu lze vypo£ítat podle rovnice (6.10) díky zná-
mým maticím Fk, Hk a dostupným m¥°ením zk a °ízením uk, ∀k. Díky t¥mto
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realizacím Z̃k lze získat odhad jeho moment· podle vztahu

N̂m
Z̃m

=


ΦN

Z̃m
N̂Z̃mN

ΦN
Z̃m
N̂Z̃mN+1

...
ΦN

Z̃m
N̂Z̃mτ−L+1

 =


ΦN

Z̃m
Z̃⊗

m

N

ΦN
Z̃m

Z̃⊗
m

N+1
...

ΦN
Z̃m

Z̃⊗
m

τ−L+1

 . (6.18)

Pokud v rovnici (6.15a) je nahrazen výraz Nm
Z̃m

jeho odhadem (6.18) a matice
AmN (6.16) má plnou sloupcovou hodnost, je moºné z rovnice (6.15a) získat
odhad unikátních prvk· moment· ²um· uspo°ádaných ve vektoru N U

Em po-
mocí metody nejmen²ích £tverc·

N̂ U
Em = (AmN )† N̂m

Z̃m
. (6.19)

P°íklad

Realizace Z̃k vypo£ítané pomocí (6.10) vyuºité k odhadu N̂ 1
Z̃
(6.18)

umoºní odhadnout st°ední hodnotu ²um· ve vektoru N U
E (6.13a) podle

(6.19) jako

N̂ U
E =

(
A1
N
)† N̂ 1

Z̃
. (6.20)

Základní my²lenka celkového odhadu necentrálních moment· je velice
jednoduchá a p°ímo£ará. Celkový odhad necentrálních moment· vyuºívá do-
stupných m¥°ení a znalosti matic dynamiky a m¥°ení, díky £emuº je schopen
poskytnout odhad celého vektoru N U

Em , který obsahuje jak m-té necentrální
momenty ²um·, tak i polynomiální funkci niº²ích necentrálních moment·.
Díky tomu je tento odhad, jak bude dokázáno pozd¥ji, nestranný a konzis-
tentní.

6.2.3 Celkový odhad centrálních moment· ²um·

V této kapitole si ukáºeme jak získat odhad m-tých centrálních mo-
ment· ²um·.

Libovolný m-tý centrální moment CUEm m·ºe být vyjád°en jako polyno-
miální funkce nejen m-tých, ale také niº²ích necentrálních moment· ²um·
stavu a m¥°ení, které jsou za p°edpokladu P > m uspo°ádané do vektoru
N U
Em . Tento vztah lze zapsat následující rovnicí

CUEm = ΘEmN U
Em . (6.21)
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Proto je moºné, za p°edpokladu £asov¥ nezávislých ²um· a P > m, nejd°íve
získat odhad vektoru N U

Em (6.19) a lineární kombinací jednotlivých prvk·
vektoru N̂ U

Em podle (6.21) získat navíc i odhad vektoru CUEm vztahem

ĈUEm = ΘEmN̂ U
Em . (6.22)

Pokud je ov²em hodnota parametru P ≤ m, tak vztah (6.21) jako celek
nelze de�novat. Je to zp·sobené tím, ºe vektor N U

Em neobsahuje v²echny
pot°ebné prvky polynomiálních funkcí niº²ích necentrálních moment· ²um·,
které jsou zapot°ebí pro lineární p°epo£et do vektoru CUEm . Nicmén¥ pokud
P = m, je moºné vypo£ítat alespo¬ £ást centrálních moment· ²um·. Pokud
ov²em platí P < m, nelze vypo£ítat ºádnou £ást centrálních moment· ²um·.

P°íklad
Vektor CUE2 (6.13d) lze pro P ≥ 3 vyjád°it z vektoru N U

E2 (6.13b) ve tvaru

CUE2 =
([

1 −1
]
⊗ Inx(nx+1)

2
+
nz(nz+1)

2
+nxnz

)
︸ ︷︷ ︸

ΘE2

N U
E2 . (6.23)

Ov²em pro P = 2 je moºné z vektoru NE2 (6.13c) vypo£ítat pouze £ást
centrálních moment· ²um·, a to

CUv2 = N U
v2 −

(
N⊗2

v

)U
, (6.24a)

Cw,v = Nw,v −Nw ⊗Nv. (6.24b)

Bohuºel centrální moment ²umu stavu CUw2 není moºné vypo£ítat kv·li chy-

b¥jícímu £lenu
(
N⊗2

w

)U
ve vektoruNE2 (6.13c). Poznamenejme, ºe rovnice

(6.24) odpovídají posledním °ádk·m z rovnice (6.23).

Hlavní my²lenka celkového odhadu centrálních moment· je zaloºená
na dvou jednoduchých skute£nostech. První je ta, ºe m-tý centrální mo-
ment lze vyjád°it jako lineární funkce jednak prvk· m-tých necentrálních
moment·, ale také prvk· polynomiálních funkcí niº²ích necentrálních mo-
ment·. Druhou skute£ností je, ºe vektor N U

Em obsahuje za p°edpokladu, ºe
P > m, v²echny prvky jak m-tých necentrálních moment·, tak i polynomi-
álních funkcí niº²ích necentrálních moment·, které jsou pot°eba k výpo£tu
vektoru CUEm . Proto k výpo£tu celkového odhadu centrálních moment·, který
je také, jak bude dokázáno nestranný a konzistentní, je pot°eba prvotn¥ vy-
po£ítat celkový odhad necentrálních moment·.
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6.2.4 Postupný odhad necentrálních moment· ²um·

V této kapitole si ukáºeme, jak postupným odhadováním od nejniº²ích
moment· získat odhad m-tých necentrálních moment· ²um·.

Postupný odhad necentrálních moment· ²um· postupn¥ identi�kuje
první aº (m − 1)-té necentrální momenty ²um·, které vyuºívá k odhadu
dal²ích, tj. m-tých necentrálních moment· ²um·. Tento p°ístup lze ukázat
upravením rovnice (6.15a) do následující podoby

Nm
Z̃m

= AmN{m}N U
Em{m}+AmN{l}N U

Em{l}, (6.25)

kde matice AmN{m} obsahuje v²echny sloupe£ky z matice AmN náleºící prv-
k·m pouze m-tých necentrálních moment· ²um· uspo°ádaným ve vektoru
N U
Em{m}. Oproti tomu matice AmN{l} obsahuje zbývající sloupe£ky matice
AmN , které náleºí zbývajícím prvk·m, uspo°ádaným ve vektoru N U

Em{l}. Tyto
zbývající prvky jsou polynomiální funkce prvních aº (m− 1)-tých necentrál-
ních moment· ²um·. Pokud jsou prvky ve vektoru N U

Em{l} (6.25) nahrazeny
odhady prvk· (m − 1)-tých a niº²ích necentrálních moment· ²um·, vektor
Nm

Z̃m
je nahrazen odhadem (6.18) a matice AmN{m} (6.25) má plnou sloup-

covou hodnost, je moºné získat odhad m-tých necentrálních moment· ²um·
N U
Em{m} metodou nejmen²ích £tverc· ve tvaru

̂N U
Em{m} = (AmN{m})

†
(
N̂m

Z̃m
− AmN{l}N̂ U

Em{l}︸ ︷︷ ︸
vliv niº²ích
necentrálních
moment· ²um·

)
. (6.26)

P°íklad

Odhad N̂ U
E (6.20) lze vyuºít k odhadu vektoru N U

E2{2} (6.26) pro P ≥ 3
podle vztahu

N̂ U
E2{2} =


N̂ U

w2

N̂ U
v2

N̂w,v

 =
(
A2
N{2}

)†
N̂ 2

Z̃2
−A2

N{l}


(
N̂w

⊗2)U
(
N̂v

⊗2)U
N̂w ⊗ N̂v


 . (6.27)

Poznamenejme, ºe celkový a postupný (6.20) odhad prvního necentrálního
momentu ²um· je totoºný.

Postupný odhad necentrálních moment· vyºaduje postupn¥ odhadnout
ve²keré niº²í necentrální momenty od prvního po (m− 1)-tý, které jsou vyu-
ºity k odhadum-tého necentrálního momentu. To znamená, ºe krom¥ odhadu
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m-tých necentrálních moment· ²um· metoda postupného odhadu poskytne
i odhady v²ech niº²ích moment·. V porovnání s celkovým odhadem m-tých
necentrálních moment· ²um·, který také poskytl odhadm-tých necentrálních
moment· ²um·, ale dále poskytl odhad pouze polynomiální funkce niº²ích
moment·, nikoliv niº²ích moment· samotných. Bohuºel kv·li vyuºívání od-
had· niº²ích necentrálních moment· ²um· v postupném odhadu je obecn¥
velice obtíºné °íci n¥co o nestrannosti a konzistenci odhad·.

6.2.5 Postupný odhad centrálních moment· ²um·

V této kapitole si ukáºeme jak postupným odhadováním od nejniº²ích
moment· získat odhad m-tého centrálního momentu ²um·.

Podobn¥ jako v p°edchozí kapitole 6.2.4 hlavní my²lenkou postupného
odhadu centrálních moment· ²um· je postupná identi�kace druhých aº
(m − 1)-tých centrálních moment· ²um· a vyuºití t¥chto jiº odhadnutých
niº²ích moment· k odhadu dal²ího, tj. m-tého centrálního momentu ²um·.
Navíc je vyuºito i odhadu prvk· prvního necentrálního momentu ²um· N U

E .
Tento p°ístup lze ukázat úpravou rovnice (6.15b) do následující podoby

Cm
Z̃

= AmC {m}CUEm{m}+AmC {l}CUEm{l}, (6.28)

kde matice AmC {m} obsahuje v²echny sloupe£ky z matice AmC náleºící pouze
m-tým prvk·m centrálních moment· ²um· uspo°ádaných do vektoru CUEm{m}.
Oproti tomu matice AmC {l} obsahuje zbývající sloupe£ky matice AmC , které
náleºí zbývajícím prvk·m uspo°ádaným ve vektoru CUEm{l}. Tyto zbývající
prvky jsou polynomiální funkce druhých aº (m − 1)-tých centrálních mo-
ment· ²um·. Poznamenejme, ºe AmC {m} = AmC pro m < 4, protoºe Cm

Z̃
bude

pouze lineární funkcím-tých prvk· centrálních moment· ²um·. Pokud je N U
E

(6.13a) odhadnut pomocí (6.19), pak je moºné odhadnout Cm
Z̃m

ze vztahu

Ĉm
Z̃m

=


ΦC

Z̃m
ĈZ̃mN

ΦC
Z̃m
ĈZ̃mN+1

...

ΦC
Z̃m
ĈZ̃mτ−L+1


=



ΦC
Z̃m

(
Z̃N −ANΨNE N̂ U

E

)⊗m
ΦC

Z̃m

(
Z̃N+1 −AN+1ΨNE N̂ U

E

)⊗m
...

ΦC
Z̃m

(
Z̃τ−L+1 −Aτ−L+1ΨNE N̂ U

E

)⊗m


. (6.29)

Pokud je vektor CUEm{l} (6.28) nahrazen odhady prvk· druhých aº
(m − 1)-tých centrálních moment· ²um·, vektor Cm

Z̃m
je nahrazen odhadem

(6.29) a matice AmC {m} (6.28) má plnou sloupcovou hodnost, je moºné získat
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odhad m-tých centrálních moment· ²um· CUEm{m} pomocí vztahu

̂CUEm{m} = (AmC {m})
†
(
Ĉm
Z̃
−AmC {l}ĈUEm{l}

)
. (6.30)

P°íklad

Odhad N̂ U
E (6.20) vyuºitý v odhadu Ĉ2

Z̃2
(6.29) lze pouºít pro odhad vek-

toru CUE2(6.30)a podle

ĈUE2 =
(
A2
C
)† Ĉ2

Z̃2
. (6.31)

aVektor CUE2{2} je totoºný s CUE2(6.13d) a matice A2
C{2} je rovna A2

C , protoºe
m=2<4.

Postupný odhad centrálních moment· ²um· vyºaduje odhadnout
nejd°íve první necentrální moment ²um·, který je následn¥ vyuºit k po-
stupnému odhadu v²ech niº²ích centrálních moment· ²um· od druhého po
(m − 1)-tý. Ve²keré odhady niº²ích moment· jsou poté vyuºity k odhadu
m-tých centrálních moment· ²um·. To znamená, ºe krom¥ odhadu m-tých
centrálních moment· ²um· metoda postupného odhadu poskytne i odhady
v²ech niº²ích centrálních moment· a st°edních hodnot ²um·. Oproti tomu
celkový odhad m-tých centrálních moment· ²um· poskytuje pouze odhad
m-tých centrálních moment· ²um·. Bohuºel kv·li vyuºívání odhad· niº²ích
moment· ²um· v postupném odhadu je obecn¥ velice obtíºné °íci n¥co o ne-
strannosti a konzistenci t¥chto odhad·.

6.3 �asov¥ závislé ²umy

P°edchozí kapitola 6.2 se v¥novala odhadu moment· £asov¥ nezávis-
lých ²um·. Nicmén¥ pro popis n¥kterých systém· nemusí být modely s £a-
sov¥ nezávislými ²umy dosta£ující. Proto je pot°eba vyuºít modely obsa-
hující £asov¥ závislé ²umy, jejichº momenty budou v této kapitole odhado-
vány. Konkrétn¥ bude v této kapitole ukázán odhad moment· ²um· stavu wk

a m¥°ení vk v rovnicích modelu systému (2.1), (2.2). Také bude p°edpoklá-
dáno, ºe existuje závislost mezi vektorem ²um· ξk = [wT

k ,v
T
k ]T a vektorem

ξj pro abs(k − j) ≤ zmax, kde zmax je hodnota maximální £asové závislosti
mezi vektory ²um· tj. ²umy stavu a m¥°ení mohou být £asov¥ i vzájemn¥
závislé. Poznamenejme, ºe v této kapitole budou ukázány p°eváºn¥ zm¥ny £i
rozdíly ve výpo£tu odhadu moment· ²umu oproti kapitole 6.2.
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6.3.1 Vztah moment· procesu Z̃k a moment· ²um·

V této kapitole se podíváme, jaký je vztah libovolnýchm-tých moment·
²um· náhodného vektoru Z̃k s momenty £asov¥ závislých ²um· stavu wk

a m¥°ení vk.
Stejn¥ jako v kapitole 6.2.1 lze beze zm¥ny ukázat, ºe jednotlivé cen-

trální £i necentrální m-té momenty stochastického procesu Z̃k lze vyjád°it
jako lineární funkci moment· roz²í°eného vektoru ²um· stavu a m¥°ení Ek
podobn¥ jako v (6.11). Samotné m-té momenty NEm a CEm samoz°ejm¥ také
obsahují kopie n¥kterých prvk·, a proto lze nade�novat vektor obsahující
pouze unikátní prvky stejn¥ jako v (6.12).

Rozdíl oproti p°edchozí kapitole 6.2.1 lze ale spat°it p°i bliº²ím pohledu
na jednotlivé prvky vektor· N U

Em a CUEm . Ty obsahují stejn¥ jako v p°ípad¥
£asov¥ nezávislých ²um· kopie prvk· m-tých moment· ²um·. Místo kopií
prvk· polynomiálních funkcí prvních aº (m− 1)-tých moment· ²um· stavu
a m¥°ení se zde v²ak mohou vyskytnout i m-té k°íºové momenty popisující
£asov¥ závislé ²umy. Poznamenejme, ºe konkrétní po£et unikátních prvk· vy-
skytujících se v momentech NEm a CEm se r·zní v závislosti nejen na hodnot¥
maximální £asové korelace zmax, ale také na velikosti hodnoty parametru P .

P°íklad
Pokud je vektor ²um· ξk = [wT

k ,v
T
k ]T závislý na vektoru ξj pouze

pro abs(k − j) ≤ 1 = zmax, pak druhé momenty NE2 , CE2 pro P = 2
mohou být zapsány jako

NE2 = E

[[
WP−1

k−N
VP
k−N

]⊗2]
= ΨNE2



N U
w2

N U
v2

Nvk−1,vk

Nw,v

Nwk−1,vk

 = ΨNE2N U
E2 , (6.32a)

CE2 = E

[([
WP−1

k−N
VP
k−N

]
−ΨNE N U

E

)⊗2]
= ΨCE2



CUw2

CUv2

Cvk−1,vk

Cw,v
Cwk−1,vk

 = ΨCE2CUE2 .

(6.32b)
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Druhý necentrální moment NE2 pro P = 3 lze zapsat ve tvaru

NE2 = E

[[
WP−1

k−N
VP
k−N

]⊗2]
= ΨNE2



N U
w2

Nwk−1,wk

N U
v2

Nvk−1,vk

Nw,v

Nwk−1,vk

Nwk,vk−1(
N⊗2

v

)U
Nw ⊗Nv



= ΨNE2N U
E2 . (6.32c)

Druhý necentrální moment NE2 pro P ≥ 4 lze zapsat ve tvaru

NE2 = E

[[
WP−1

k−N
VP
k−N

]⊗2]
= ΨNE2



N U
w2

Nwk−1,wk

N U
v2

Nvk−1,vk

Nw,v

Nwk−1,vk

Nwk,vk−1(
N⊗2

w

)U(
N⊗2

v

)U
Nw ⊗Nv



= ΨNE2N U
E2 . (6.32d)
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Druhý centrální moment CE2 pro P ≥ 3 lze zapsat ve tvaru

CE2 = E

[([
WP−1

k−N
VP
k−N

]
−ΨNE N U

E

)⊗2]
= ΨCE2



CUw2

Cwk−1,wk

CUv2

Cvk−1,vk

Cw,v
Cwk−1,vk

Cwk,vk−1


= ΨCE2CUE2 .

(6.32e)

Stejn¥ jako v kapitole 6.2.1 lze beze zm¥ny zapsat rovnice (6.11) do tvaru
(6.14) a vyjád°it je pro v²echny £asové okamºiky k = N, . . . , τ−L+1 v kom-
paktní podob¥ (6.15). Vyuºití rovnice (6.15) k získání odhad· vlastností £a-
sov¥ závislých ²um· stavu a m¥°ení bude ukázáno v následujících kapitolách.

6.3.2 Celkový odhad necentrálních moment· ²um·

V této kapitole si ukáºeme, jak získat odhad nejenm-tého necentrálního
momentu £asov¥ závislých ²um·.

Pokud je v rovnici (6.15a) nahrazen výraz Nm
Z̃m

jeho odhadem (6.18)
a matice AmN (6.16) má plnou sloupcovou hodnost, je moºné z rovnice (6.15a)
získat odhad unikátních prvk· moment· ²um· uspo°ádaných ve vektoru N U

Em

stejn¥ jako v p°ípad¥ £asov¥ nezávislých ²um· v kapitole 6.2.2. Výsledný od-
had je stejn¥ tak nestranný a konzistentní, jak bude dokázáno v následujících
kapitolách.

6.3.3 Celkový odhad centrálních moment· ²um·

V této kapitole si ukáºeme, jak získat celkový odhadm-tého centrálního
momentu £asov¥ závislých ²um·.

V p°ípad¥ závislosti vektor· ²um· ξk = [wT
k ,v

T
k ]T a ξj

pro abs(k − j) ≤ zmax lze také vyjád°it m-tý centrální moment CUEm jako
funkci prvk· z vektoru N U

Em pomocí vztahu (6.21) obdobn¥ jako v kapitole
6.2.3, ale pouze pokud hodnota parametru spl¬uje P > (m+ zmax).

Pokud ov²em pro hodnotu parametru platí P ≤ (m + zmax), nelze
vztah (6.21) jako celek de�novat. Je to zp·sobené tím, ºe vektor N U

Em neob-
sahuje v²echny pot°ebné prvky polynomiálních funkcí niº²ích necentrálních
moment· ²um·, které jsou zapot°ebí pro lineární p°epo£et do vektoru CUEm .
Nicmén¥ pokud P = (m+ zmax), je moºné vypo£ítat alespo¬ £ást centrálních
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moment· ²um· obdobn¥ jako v kapitole 6.2.3. Pokud ov²em P < (m+ zmax),
nap°íklad kdyº maximální £asová závislost zmax není kone£ná, pak nelze vy-
po£ítat ºádnou £ást centrálních moment· ²um·.

P°íklad
Vektor CUE2 (6.32e) lze vyjád°it z vektoru N U

E2(6.32d), pro P ≥ 4, ve tvaru

CUE2=


Inx(nx+1)

2
+n2

x+
nz(nz+1)

2
+n2

z+3nxnz
−



Inx(nx+1)
2

0 0

ΨNw2 0 0
0 Inz(nz+1)

2

0

0 ΨNv2 0
0 0 Inxnz
0 0 Inxnz
0 0 Inxnz




︸ ︷︷ ︸

ΘE2

N U
E2 ,(6.33)

kde 0 je zjednodu²ený zápis nulové matice s odpovídající dimenzí. Ov²em
pro P = 3 je moºné z vektoru NE2 (6.32c) vypo£ítat pouze £ást centrál-
ních moment· ²um· CUE2 (6.32e), a to

CUv2 = N U
v2 −

(
N⊗2

v

)U
, (6.34a)

Cvk−1,vk = Nvk−1,vk −N⊗
2

v , (6.34b)
Cw,v = Nw,v −Nw ⊗Nv, (6.34c)

Cwk−1,vk = Nwk−1,vk −Nw ⊗Nv, (6.34d)
Cwk,vk−1

= Nwk,vk−1
−Nw ⊗Nv. (6.34e)

Bohuºel centrální momenty ²um· stavu CUw2 a Cwk−1,wk není moºné vy-
po£ítat kv·li chyb¥jícímu £lenu N⊗2

w ve vektoru NE2 (6.32c). Pozname-
nejme, ºe rovnice (6.34) odpovídají posledním °ádk·m rovnice (6.33).

Výpo£et celkového odhadu centrálních moment· pro £asov¥ závislé ²umy
za p°edpokladu P > (m + zmax) je, jak bude dokázáno v následujících kapi-
tolách, nestranný a konzistentní.

6.3.4 Postupný odhad necentrálních moment· ²um·

V této kapitole si ukáºeme, jak postupným odhadováním získat odhad
m-tých necentrálních moment· ²um·.

Výpo£et postupného odhadu m-tých necentrálních moment· ²um·
̂N U
Em{m} (6.26) s vyuºitím polynomiálních funkcí niº²ích, jiº odhadnutých,
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necentrálních moment· ve vektoru N U
Em{l} (6.25) z·stává nezm¥n¥n v po-

rovnání s kapitolou 6.2.4.
Poznamenejme, ºe pro v¥t²í £asovou závislost abs(k−j) = zmax mezi vek-

tory ²um· ξk = [wT
k ,v

T
k ]T a ξj a zárove¬ malou hodnotu P m·ºe odhado-

vaný vektor N U
Em{m} (6.26) obsahovat stejné prvky jako v p°ípad¥ celkového

odhadu N U
Em (6.19). Jelikoº vektor polynomiálních funkcí niº²ích necentrál-

ních moment· N U
Em{l} (6.26) m·ºe být prázdný, tzn. ºádný niº²í necentrální

moment není vyuºit a postupný odhad necentrálních moment· je totoºný
s celkovým odhadem dokonce pro libovolný moment m.

Bohuºel, podobn¥ jako v p°ípad¥ odhadu necentrálních moment· £a-
sov¥ nezávislých ²um· v kapitole 6.2.4, je kv·li vyuºívání odhad· niº²ích
necentrálních moment· ²um· v postupném odhadu obecn¥ velice obtíºné °íci
n¥co o nestrannosti a konzistenci odhad·.

6.3.5 Postupný odhad centrálních moment· ²um·

V této kapitole si ukáºeme, jak postupn¥ získat odhad m-tého centrál-
ního momentu ²um·.

Pro výpo£et postupného odhadu m-tých centrálních moment· ²um·
̂CUEm{m} (6.30) jsou vyuºity jiº odhadnuté niº²í momenty ²um· ve vektoru
CUEm{l} (6.28) obdob¥ jako v kapitole 6.2.5.

Poznamenejme, ºe pro v¥t²í £asovou závislost zmax a zárove¬ malou
hodnotu P m·ºe odhadovaný vektor CUEm{m} (6.30) obsahovat stejné prvky
jako celý vektor CUEm (6.21). Tudíº vektor polynomiálních funkcí niº²ích cent-
rálních moment· CUEm{l} (6.30) m·ºe být prázdný, tzn. ºádný niº²í centrální
moment není vyuºit pro libovolný moment m. Nicmén¥ vºdy bude vyuºito
alespo¬ odhadu st°edních hodnot ²um· N̂ U

E p°i výpo£tu Ĉm
Z̃m

(6.29).
Podobn¥ jako v p°ípad¥ odhadu centrálních moment· £asov¥ nezávis-

lých ²um· v kapitole 6.2.5 je díky vyuºívání odhad· niº²ích moment· ²um·
v postupném odhadu obecn¥ velice obtíºné °íci n¥co o nestrannosti a konzis-
tenci odhad·.
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Kapitola 7

Metoda diference m¥°ení: analýzy
a roz²í°ení

V této kapitole budou analyzovány odhady moment· ²um· získané po-
mocí MDM a také bude ukázáno n¥kolik roz²í°ení metody samotné.

Na po£átku kapitoly bude pomocí blokového schématu ukázáno, které
m¥°ení £i odhady vyºadují pro sv·j výpo£et jednotlivé odhady MDM. Dále
pak bude ukázán nar·stající celkový po£et odhadovaných prvk· moment·
²um· pomocí MDM v závislosti na n¥kolika faktorech, jako jsou £asová
ne/závislost ²um·, kolikátý moment bude odhadován nebo zda je pro odhad
vyuºit celkový £i postupný odhad MDM. V následujících dvou podkapitolách
7.3 a 7.4 budou analyzovány vlastnosti jednotlivých MDM odhad·, jako jsou
nestrannost a konzistence. Dále v podkapitole 7.5 pak bude ukázána moº-
nost vyuºití k°íºových moment· Z̃k de�nujících dal²í rovnice, které lze vyu-
ºít k odhadu moment· ²um·. Moºnost odhadu moment· pouze ²umu m¥°ení
s vyuºitím vztah· MDM bude ukázána v dal²í kapitole 7.6. Poté v podkapi-
tole 7.7 bude diskutována moºnost vyuºití znalosti n¥kterých prvk· moment·
²um· k odhadu zbývajících neznámých prvk· moment· ²um·. V následují-
cích dvou podkapitolách 7.8 a 7.9 bude diskutována moºnost roz²í°ení MDM
odhad· jednak do rekurzivní verze, ale také vyuºití vztah· MDM pro ne-
lineární modely. Následn¥ bude v podkapitole 7.10 ukázáno, jak v odhadu
moment· ²um· pomocí MDM vyuºít modelu systému, který obsahuje známé
tvarovací matice ²um·. Dále v podkapitole 7.11 bude ukázáno, jak zm¥na po-
uºití dostupných m¥°ení m·ºe vhodn¥ zm¥nit model s ohledem na výslednou
kvalitu odhadovaných kovariancí ²um·. Poté bude v podkapitole 7.12 uká-
zána moºnost váºení nejmen²ích £tverc· v odhadu moment· ²um· pomocí
MDM. Na záv¥r kapitoly budou diskutovány hodnoty uºivatelsky volených
parametr· L a N v MDM.
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7.1 Vzájemné vztahy mezi odhady MDM

V této kapitole se podíváme na vztahy jednotlivých odhad· MDM.
Jak bylo v p°edchozích kapitolách vid¥t, jednotlivé kroky výpo£tu od-

had· jsou £áste£n¥ propojené. Pro p°ehlednost jsou jednotlivé £ásti výpo£tu
odhadu centrálních a necentrálních moment· celkovým a postupným zp·so-
bem ukázány na obrázku 7.1.

�ízení

Systém
Fk,Hk,NEm

Výpo£et
Z̃k (6.10)

Odhad 1. necentrálního
momentu N 1

Z̃
(6.18)

Celkový/postupný
odhad 1. necentrálnho
momentu N U

E (6.20)

Odhad m-tých
necentrálních mo-
ment· Nm

Z̃m
(6.18)

Celkový odhad
m-tého necentrálního
momentu N U

Em (6.19)

Odhad m-tých
centrálních mo-
ment· Cm

Z̃m
(6.29)

Postupný odhad
m-tých necent-
rálních moment·
N U
Em{m} (6.26)

Celkový odhad
m-tého centrálního
momentu CUEm (6.22)
(pokud P >m+zmax)

Postupný odhad
m-tých centrálních
moment· ²um·
CUEm{m} (6.30)

zk

uk
L,N

Z̃k

N̂ 1
Z̃

N̂m
Z̃m

N̂ i
Z̃i
, i = 1, 2, . . . ,m

N̂ U
E

N̂ U
Em

ĈUEm

N̂ U
Em{l}̂N U

Em{m}
Ĉi
Z̃i
, i = 2, 3, . . . ,m

ĈUEm{l}̂CUEm{m}

Obrázek 7.1: Struktura výpo£tu odhadu moment· ²um· pomocí MDM

7.2 Po£et odhadovaných moment· ²um·

V této kapitole se podíváme na to, jak nar·stá celkový po£et odhado-
vaných prvk· pro ur£itý moment a pro r·zné p°ístupy k odhadu.

P°i celkovém odhadu moment· ²um· uvedených v podkapitolách 6.2.2,
6.2.3, 6.3.2 a 6.3.3 se vºdy odhadují ve²keré neznámé prvky, nicmén¥ není
pot°eba znalosti niº²ích moment·. Oproti tomu postupné odhady moment·
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uvedených v podkapitolách 6.2.4, 6.2.5, 6.3.4 a 6.3.5 pro výpo£et m-tého
momentu ²um· vyºadují (odhadnuté) niº²í momenty ²um·.

Pokud budeme nap°íklad uvaºovat vektor ²um· ξk = [wT
k ,v

T
k ]T , který

je nezávislý na vektoru ξj pro k 6= j, zjistíme, ºe po£et v²ech odhadnutelných
prvk· pro celkový (podkapitola 6.2.2, 6.2.3) a postupný (podkapitola 6.2.4,
6.2.5) odhad moment· ²um· je r·zný, jak ukazuje tabulka 7.1.

Celkový odhad Postupný odhad

nx nz P
m-tý

moment
necent.
mom.

cent.
mom.

necent.
mom.

cent.
mom.

1 1 3 1 2 - 2 -
1 1 3 2 6 3 3 3
1 1 3 3 13 4 4 4
1 1 3 4 26 11 5 5
1 1 3 5 46 18 6 6

Tabulka 7.1: Celkový po£et odhadovaných prvk· v p°ípad¥ nezávislosti vek-
tor· ²um· ξk a ξj pro k 6= j.

Z tabulky 7.1 je z°ejmé, ºe celkový odhad 4. necentrálního momentu N̂ U
E4 (6.19)

obsahuje celkem 26 prvk·, coº je více neº 5krát více neº p°i postupném
odhadu 4. necentrálního momentu N̂ U

E4{4} (6.26), který obsahuje celkem
5 prvk· (konkrétn¥ Nw4 , Nw3,v, Nw2,v2 , Nw,v3 a Nv4). Obdobn¥ je v tabulce
vid¥t, ºe celkový odhad CUE3 (6.22) a postupný odhad CUE3{3} (6.30) t°etích
centrálních moment· obsahují stejný po£et odhadovaných prvk· pro m < 4,
jak bylo zmín¥no v kapitole 6.2.5.

Nyní uvaºujme, ºe vektor ²um· ξk = [wT
k ,v

T
k ]T je závislý na vektoru

ξj pro k 6= j. V tomto p°ípad¥ je celkový po£et v²ech odhadnutelných prvk·
pro celkový a postupný odhad moment· z podkapitol 6.3.2, 6.3.4, 6.3.5 po-
psán tabulkou 7.2.

43



Celkový odhad Postupný odhad

nx nz P
m-tý

moment
necentrálních
moment·

necent.
mom.

cent.
mom.

1 1 3 1 2 2 -
1 1 3 2 9 9 9
1 1 3 3 25 25 25
1 1 3 4 55 55 55
1 1 3 5 105 105 105

Tabulka 7.2: Celkový po£et odhadovaných prvk· v p°ípad¥ závislosti vektor·
²um· ξk a ξj pro k 6= j.

V tomto p°ípad¥ není moºné vypo£ítat celkový odhad centrálních moment·,
protoºe kv·li chyb¥jícím £len·m polynomiálních funkci niº²ích moment·
ve vektoru N U

E2 není moºné de�novat matici ΘEm (6.21). Jak je z tabulky
vid¥t, v p°ípad¥ (nekone£n¥) velké £asové závislosti zmax mezi vektory ²um·
ξk a ξj obsahují odhadované vektory pro celkový a postupný odhad necent-
rálních moment· a vektor pro postupný odhad centrálních moment· stejný
po£et prvk·. Je to zp·sobeno také skute£ností, ºe vektory obsahující funkce
niº²ích moment· N U

Em{l} a CUEm{l} neobsahují ºádné prvky.
Nyní uvaºujme celkový odhad druhého necentrálního momentu

pro P = 3, kde £asová závislost mezi vektory ²um· ξk a ξj by byla pouze
p°es jeden £asový okamºik zmax = 1 jako v (6.32c). Poté by byl celkový po£et
odhadovaných prvk· pouze 7, coº je o dva mén¥, neº je ukázáno v tabulce 7.2
pro (nekone£n¥) velkou závislost zmax, protoºe vektor funkcí niº²ích moment·
²um· N U

Em{l} (6.28) nebude prázdný, ale bude obsahovat následující prvky

ĈUE2{l} =

(N̂v

⊗2
)U

N̂w ⊗ N̂v

 . (7.1)

7.3 (Ne)strannost odhad· moment· ²um·

V této kapitole se podíváme na strannost celkového a postupného od-
hadu pro £asov¥ korelované i nekorelované ²umy.

Celkový odhad m-tých necentrálních moment· ²um· N̂ U
Em (6.19) je ne-

stranný díky p°edpokladu, ºe matice AmN (6.16) je známá, omezená a má
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plnou sloupcovou hodnost. Protoºe platí vztah

E
[
N̂ U
Em

]
= (AmN )† E


ΦN

Z̃m
Z̃⊗

m

N

ΦN
Z̃m

Z̃⊗
m

N+1
...

ΦN
Z̃m

Z̃⊗
m

τ−L+1

= (AmN )†Nm
Z̃m

= (AmN )†AmNN U
Em = N U

Em ,

který dokazuje, ºe odhad libovolného m-tého necentrálního momentu ²um·
(6.19) je nestranný pro nezávislé i závislé vektory ξk = [wT

k ,v
T
k ]T a ξj

pro k 6= j.
Jelikoº je celkový odhad m-tého centrálního momentu ²um· ĈUEm (6.22)

pouze lineární funkcí celkového odhadu m-tých necentrálních moment· ²um·
N̂ U
Em (6.19), za p°edpokladu P > (m + zmax) je tento odhad také nestranný.

Vyplývá to ze vztahu

E
[
ĈUEm

]
= ΘEmE

[
N̂ U
Em

]
= ΘEmN U

Em = CUEm , (7.2)

který dokazuje, ºe celkový odhad libovolného m-tého centrálního momentu
²um· (6.19) je také nestranný.

Postupný odhad m-tých necentrálních ̂N U
Em{m} (6.26) a centrálních

̂CUEm{m} (6.30) moment· ²um· je, na rozdíl od celkového odhadu, obecn¥
stranným odhadem. Je to zp·sobeno tím, ºe polynomiální funkce odhad·
niº²ích moment· ²um·, které jsou vyuºity ve výpo£tu, se obecn¥ nerovnají
polynomiálním funkcím skute£ných niº²ích moment· ²um·, tj. obecn¥

E
[
N̂ U
Em{l}

]
6= N U

Em{l}, (7.3)

E
[
ĈUEm{l}

]
6= CUEm{l}. (7.4)

7.4 Konzistence odhad· moment· ²um·

V této kapitole se podíváme na konzistenci odhad· moment· ²um·
získaných pomocí MDM.

Pro d·kaz konzistence odhadu úplného necentrálního m-tého momentu
N̂ U
Em (6.19) je pouºit následující vztah

ΦN
Z̃m

Z̃⊗
m

k = ΦN
Z̃m
A⊗mk E

⊗m
k = ΦN

Z̃m
A⊗mk

(
ΨNEmN U

Em + ηk
)
, (7.5)

kde náhodná veli£ina ηk = E⊗mk −ΨNEmN U
Em má nulovou st°ední hodnotu a její

autokorela£ní funkce je de�nována jako

Nηk,ηj = NEmk ,Emj −N
⊗2

Em . (7.6)
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Odhad N̂ U
Em (6.19) m·ºe být díky rovnici (7.5) zapsán jako

N̂ U
Em = N U

Em +

(
τ−L+1∑
k=N

ΠkΨ
N
Em

)1(τ−L+1∑
k=N

Πkηk

)
, (7.7)

kde Πk=
(

ΦN
Z̃m
A⊗mk ΨNEm

)T
ΦN

Z̃m
A⊗mk . Kovariance chyby odhadu N̂ U

Em (6.19) je

E

[(
N̂ U
Em −N

U
Em

)⊗2
]

=E


(τ−L+1∑

k=N

ΠkΨ
N
Em

)−1(τ−L+1∑
k=N

Πkηk

)⊗2
 (7.8)

=

(τ−L+1∑
k=N

ΠkΨ
N
Em

)−1
⊗2

τ−L+1∑
k=N

τ−L+1∑
j=N

(Πk⊗Πj)Nηk,ηj .

Pokud existuje regulární matice Λ taková, ºe pro v²echny τ > 0 platí

τ−L+1∑
k=N

ΠkΨ
N
Em ≥ Λτ̄ , (7.9)

kde τ̄ = τ − P + 2 a maticová nerovnost A ≥ B znamená, ºe rozdíl A −B
je pozitivn¥ semide�nitní, poté lze velice jednodu²e ukázat, ºe platí(

τ−L+1∑
k=N

ΠkΨ
N
Em

)−1

≤ Λ−1

τ̄
. (7.10)

Také je moºné ukázat, ºe vektor z (7.8)

τ−L+1∑
k=N

τ−L+1∑
j=N

(Πk ⊗ Πj)Nηk,ηj (7.11)

lze zapsat do podoby £tvercové matice jako(
τ−L+1∑
k=N

τ−L+1∑
j=N

(Πk ⊗ Πj)Nηk,ηj

)
M

=
τ−L+1∑
k=N

τ−L+1∑
j=N

ΠjE
[
ηjη

T
k

]
ΠT
k , (7.12)

kde (·)M je inverzní funkce k funkci (·)V která vektorizuje £tvercové matice,
tj. pro £tvercovou matici A platí vztah A = (AV)M. Dále je pot°eba pro ma-
tici (7.12) nalézt maticovou funkci Ω(τ̄) takovou, ºe platí nerovnost

τ−L+1∑
k=N

τ−L+1∑
j=N

ΠjE
[
ηjη

T
k

]
ΠT
k ≤ Ω(τ̄), (7.13)
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p°i£emº maticová funkce Ω(τ̄) roste maximáln¥ s malým-o (anglicky zvané
little-o) kvadratické funkce τ 2 ve smyslu limτ→∞

Ω(τ̄)
τ2

= 0. �tvercové matice
na obou stranách nerovnice (7.13) lze také zapsat ve vektorové form¥ p°i za-
chování platnosti maticové nerovnosti pro p·vodní £tvercové matice zapsané

symbolem
M

≤ jako

τ−L+1∑
k=N

τ−L+1∑
j=N

(Πk ⊗ Πj)Nηk,ηj

M

≤ Ω(τ̄)V. (7.14)

Poté lze díky Λ (7.10), Ω(τ̄)V (7.14) a vztahu (7.8) zapsat následující
nerovnost

E

[(
N̂ U
Em −N

U
Em

)⊗2
]

M

≤ (Λ−1)
⊗2

τ̄ 2
Ω(τ̄)V. (7.15)

Pokud bude pro funkci na pravé stran¥ rovnice (7.15) platit limita

lim
τ→∞

(Λ−1)
⊗2

τ̄ 2
Ω(τ̄)V = 0, (7.16)

bude jist¥ platit i limita

lim
τ→∞

E

[(
N̂ U
Em −N

U
Em

)⊗2
]

= 0, (7.17)

a proto je úplný odhad necentrálního m-tého momentu N̂ U
Em (6.19)

konzistentní. Ukázka konzistentních odhad· moment· ²um· pro model sys-
tému s nezávislými i závislými ²umy je v p°íloze B.

Jelikoº úplný odhad m-tého centrálního momentu ĈUEm (6.22) je pouze
lineární kombinací konzistentního odhadu N̂ U

Em (6.19), je i tento odhad kon-
zistentní.

Pro d·kaz konzistence postupného necentrálního m-tého momentu
̂N U
Em{m} (6.26) a postupného centrálního m-tého momentu ̂CUEm{m} (6.30)

bohuºel nelze vyuºít odvození, jeº bylo vyuºito pro d·kaz konzistence úplného
necentrálního m-tého momentu z úvodu této kapitoly. Komplikace zp·sobují
dosazované niº²í momenty, kv·li nimº je výsledný postupný odhad moment·
stranný. Nicmén¥ lze o£ekávat, ºe s tím, jak budou jednotlivé odhady niº-
²ích moment· po£ítány na základ¥ stále v¥t²ího po£tu dat, se i ve²keré tyto
odhady budou blíºit k hledaným moment·m. Díky tomu by se k hledaným
moment· m¥ly blíºit i odhady vy²²ích moment·, které vyuºívají tyto niº²í
momenty.
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7.5 Vyuºití k°íºových moment· procesu Z̃k

V této kapitole se podíváme na moºnost, jak vyuºít i k°íºové momenty
Z̃k pro odhad moment· ²um· stavu wk a m¥°ení vk.

V podkapitolách (6.2.1) a (6.3.1) bylo ukázáno, ºe jednotlivé centrální £i
necentrální m-té momenty stochastického procesu Z̃k lze vyjád°it jako funkci
hledaných vektor·N U

Em a CUEm (6.15). Nicmén¥ k vyjád°ení vektor·N U
Em a CUEm

lze obdobn¥ vyuºít také k°íºové centrální i necentrální momenty procesu Z̃k

de�nované jako

N
Z̃
i1
k1
,Z̃
i2
k2
,...,Z̃

il
kl

, (7.18a)

C
Z̃
i1
k1
,Z̃
i2
k2
,...,Z̃

il
kl

, (7.18b)

kde kj ∈ {0, 1, . . . , τ}, ij ∈ {1, 2, . . . ,m} a
∑l

j=1 ij = m.
Tyto k°íºové momenty lze vyuºít jako dal²í rovnice pro odhad moment·

²um· obdobn¥ jako u rovnic (6.15). Nicmén¥ poznamenejme, ºe pokud mo-
del systému obsahuje £asov¥ nezávislé ²umy, lze ukázat, ºe k°íºové momenty
(7.18) jsou funkcí pouze prvk· moment· ²um·, které jsou jiº obsaºeny ve
vektorech N U

Em a CUEm pro dostate£n¥ velké P . To znamená, ºe ve²keré k°í-
ºové momenty (7.18) lze zapsat jako funkce pouze prvk· vektor· N U

Em a CUEm .
Pokud ov²em model systému obsahuje £asov¥ závislé ²umy, tak odhadovaný
vektor prvk· moment· ²um· N U

Em a CUEm bude obsahovat více prvk·, neº
kdyby tyto k°íºové momenty (7.18) pouºity nebyly. Vyuºití k°íºových mo-
ment· (7.18) samoz°ejm¥ bude mít vliv na kvalitu výsledného odhadu mo-
ment· ²um·. S ohledem na to, ºe odhad moment· ²um· je získán pomocí ne-
váºených nejmen²ích £tverc·, nemusí vést vyuºití k°íºových moment· (7.18)
vºdy ke zlep²ení kvality odhadovaných moment· ²um·.

Rovnice vzniklé pomocí k°íºových moment· ²umu budou velice d·leºité
v následující kapitole 7.6.

7.6 Senzorová kalibrace, odhad moment· ²umu
m¥°ení

V této kapitole bude ukázáno, jak lze pro speci�cký model systému od-
hadnout pouze momenty ²um· m¥°ení bez pot°eby jakékoli znalosti o rovnici
dynamiky stavu.

V kapitole 6.1 byla uvedena moºnost volby parametr· N = 0 a L = 1
(tj. P = 1) k výpo£tu procesu Z̃k (6.10). S touto volbou lze rovnici (6.10)
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zapsat a upravit do následující podoby vhodné pro výpo£et

Z̃k = AkZ1
k =

(
Inz −HkH

†
k

)
zk (7.19)

a obdobn¥ lze upravit i rovnici (6.5) do tvaru vhodného pro analýzu vlastností
²umu m¥°ení

Z̃k = AkEk =
(
Inz −HkH

†
k

)
vk. (7.20)

Podmínkou pro výpo£ty (7.19) a (7.20) je, aby matice Hk m¥la plnou sloupco-
vou hodnost, tj. aby platil vztah H†kHk = Inx∀k, ale také musí platit nz > nx,
aby Ak 6= 0nz×nz .

Jak je vid¥t z rovnic (7.19) a (7.20), není pot°eba ºádné znalosti o celé
rovnice dynamiky (2.1). To znamená, ºe není pot°eba mít znalost matice
dynamiky Fk a vektoru °ízení uk, ale ani o popisu ²umu stavu wk £i závislosti
²umu stavu a m¥°ení, jelikoº se v odhadu nevyskytují. Tudíº pouze ze znalosti
matice m¥°ení Hk a m¥°ení samotného zk, je moºné vypo£ítat proces Z̃k

(7.19), který lze, obdobn¥ jako pro N > 0, vyuºít pro odhady vlastností
²umu, samoz°ejm¥ v tomto p°ípad¥ pouze ²umu m¥°ení.

Pokud si vyjád°íme momenty Z̃k jako funkci moment· ²um· podle (6.15),
zjistíme, ºe díky struktu°e (7.20) (kde vºdy P = 1) budou hledané vektory
funkcí pouze m-tých moment· ²um· m¥°ení jako N U

Em = N U
vm a CUEm = CUvm .

V tomto p°ípad¥ nap°íklad není moºné vypo£ítat celkové odhady centrál-
ního momentu ²umu m¥°ení ĈUEm (6.22), protoºe celkový odhad necentrálního
momentu ²umu m¥°ení N̂ U

Em (6.19), ze kterého by m¥l být ĈUEm po£ítán, neob-
sahuje v²echny pot°ebné prvky. Nicmén¥ tento problém lze velice jednodu²e
vy°e²it vyuºitím k°íºových moment· Z̃k, jak bylo ukázáno v kapitole 7.5.

P°íklad
Pokud je vektor ²umu m¥°ení vk £asov¥ nezávislý a P = 1, tak bez
vyuºití k°íºových £len· nelze získat celkový odhad druhého centrálního
momentu m¥°ení CUE2 = CUv2 , protoºe celkový odhad necentrálního mo-
mentu ²umu m¥°ení N U

E2 = N U
v2 , ze kterého je po£ítán, neobsahuje uni-

kátní prvky £lenu N⊗2

v . Pokud ale vyuºijeme i vztah pro k°íºový £len
NEk,Ek−1

= N⊗2

v , je moºné získat celkový odhad druhého centrálního mo-
mentu ²umu m¥°ení, protoºe celkový odhad necentrálního momentu ²umu

m¥°ení jiº obsahuje v²echny pot°ebné £leny
[
N U
E2

N U
Ek,Ek−1

]
=

[
N U

v2(
N⊗2

v

)U].
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7.7 Vyuºití apriorn¥ známých prvk· moment·
²um·

V této kapitole se podíváme, jak vyuºít apriorn¥ známých prvk· mo-
ment· ²um· pro odhad zbývajících neznámých prvk· moment· ²um·. Apri-
orní znalost prvk· moment· ²um· m·ºe být získána nap°íklad p°edpokladem
vzájemné nezávislosti ²um·, tj. Nw,v = Nw ⊗Nv a Cw,v = 0nxnz .

Pokud jsou n¥které prvky moment· ²um· apriorn¥ známé, je moºné
jejich vliv ode£íst z moment· NZ̃mk

a CZ̃mk a odhadovat pouze zbylé neznámé
prvky moment· ²um·. Tento postup lze provést u v²ech prezentovaných od-
had·.

Samotný postup si pro ilustraci ukaºme pro celkový odhad necentrál-
ních prvních moment· ²um· N̂ U

E (6.19). P°edpokládejme, ºe z vektoru prv-
ních necentrální moment· ²um· N U

E (6.13a) je apriorn¥ známý vektor st°e-
ních hodnot ²umu stavuNw. V tom p°ípad¥ lze vektorN U

E rozd¥lit na známou
a zbylou odhadovanou £ást upravením rovnice (6.15a) do následující podoby

N 1
Z̃

= A1
N{o}N U

E {o}+A1
N{z}N U

E {z}, (7.21)

kde matice A1
N{o} obsahuje v²echny sloupe£ky z matice A1

N náleºící od-
hadovaným prvk·m vektoru N U

E uspo°ádaným ve vektoru N U
E {o} = Nv.

Oproti tomu matice A1
N{z} obsahuje zbývající sloupe£ky matice A1

N , které
náleºí známým prvk·m uspo°ádaných ve vektoru N U

E {z} = Nw. Pokud je
vektor N 1

Z̃
nahrazen odhadem (6.18) a matice A1

N{o} (7.21) má plnou sloup-
covou hodnost, je moºné získat odhad vektoru N U

E1{o} metodou nejmen²ích
£tverc·

N̂ U
E {o} = N̂v =

(
A1
N{o}

)† (N̂ 1
Z̃
−A1

N{z}N U
E {z}︸ ︷︷ ︸

vliv známé £ásti

)
. (7.22)

Poznamenejme, ºe vyuºití znalosti n¥kterých moment· má samoz°ejm¥ p°í-
znivý vliv jak na výslednou kvalitu odhadu, tak na výpo£etní a pam¥´ovou
náro£nost odhadu.

7.8 Rekurzivní odhad moment· ²um·

V této kapitole se podíváme na moºnost odhadu moment· ²um·
pomocí rekurzivní metody nejmen²ích £tverc·.

V n¥kolika p°edchozích podkapitolách bylo ukázáno, jak získat odhad
necentrálních i centrálních moment· ²um·, a to za pomoci dávkové (anglicky
nazývané batch) metody nejmen²ích £tverc·. To m·ºe být ov²em limitující
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pro modely s velkou dimenzí stavu £i m¥°ení nebo v p°ípad¥ velkého mnoº-
ství m¥°ení. V t¥chto p°ípadech je velmi vhodné vyuºít rekurzivní metodu
nejmen²ích £tverc· [97], která tyto problémy potla£uje a navíc má dal²í p°í-
znivé vlastnosti, jako nap°íklad men²í náro£nost na výpo£et nebo pam¥´.
Rekurzivní p°ístup ov²em vyºaduje jednak apriorní znalost odhadované veli-
£iny, ale také matici ur£ující jistou míru d·v¥ry v tuto apriorní znalost.

7.9 Nelineární modely systému

V této kapitole se podíváme na moºnost odhadu moment· ²um·
pro nelineární model systému.

P°edstavená MDM je navrºená pro lineární model systému popsaný
rovnicemi (2.1), (2.2). Nicmén¥ p·sobnost MDM je moºné roz²í°it i pro ne-
lineární modely. Základní my²lenka je zaloºená na vyuºití vhodné lineari-
zace nap°íklad pomocí Taylorova polynomu prvního °ádu nebo pomocí Sti-
rlingovy interpolace, která nevyºaduje diferencovatelnost nelineární funkce.
Takovýto linearizovaný model lze p°ímo vyuºít pro odhad moment· ²um·
pomocí MDM. Nicmén¥ lze p°irozen¥ o£ekávat, ºe výsledná kvalita odhad·
bude ovlivn¥na velikostí lineariza£ní chyby, která je dána jednak mírou neli-
nearity samotného modelu, ale také i volbou samotného lineariza£ního bodu.

7.10 Vyuºití znalosti tvarování ²um·

V této kapitole se podíváme, jak vyuºít znalosti tvarování ²um·
pomocí známých tvarovacích matic (anglicky zvané shaping matrices). Také
je zde ukázáno, jak vyuºít libovolné matice °ízení.

Pokud uvaºujeme, ºe rovnice stavu a m¥°ení mají následující upravenou
podobu

xk+1 = Fkxk + Ukuk +Wkwk, (7.23)
zk = Hkxk + Vkvk, (7.24)

kde nu, nw a nv jsou dimenze vektoru °ízení, vektoru ²umu stavu a m¥°ení
a Uk ∈ Rnx×nu ,Wk ∈ Rnx×nw a Vk ∈ Rnz×nv jsou známé matice °ízení a známé
tvarovací matice ²umu stavu a ²umu m¥°ení. V tomto p°ípad¥ lze jednodu²e
poupravit n¥kolik navazujících rovnic a hodnot dimenzí vektor· a matic a lze
vyuºít MDM v p°edstavené verzi. Nap°íklad rovnici (6.5), pouºitou pro ana-
lýzu vlastností ²um·, je moºné zapsat do podoby

Z̃k = AkJkEk, (7.25)

51



kde matice Jk ∈ R((P−1)nx+Pnz)×((P−1)nw+Pnv) je de�nována

Jk =



Wk−N 0nx×nw . . . 0nx×nw 0nx×nv . . . 0nx×nv 0nx×nv
0nx×nw Wk−N+1 . . . 0nx×nw 0nx×nv . . . 0nx×nv 0nx×nv

...
... . . . ...

... . . . ...
...

0nx×nw 0nx×nw . . . Wk+L−2 0nx×nv . . . 0nx×nv 0nx×nv
0nz×nw 0nz×nw . . . 0nz×nw Vk−N . . . 0nz×nv 0nz×nv

...
... . . . ...

... . . . ...
...

0nz×nw 0nz×nw . . . 0nz×nw 0nz×nv . . . Vk−L−2 0nz×nv
0nz×nw 0nz×nw . . . 0nz×nw 0nz×nv . . . 0nz×nv Vk−L−1


.

Obdobn¥ lze poupravit i vztah mezi momenty Z̃k a momenty ²um· z rovnice
(6.11) do podoby

NZ̃mk
= (AkJk)⊗

m

NEm , (7.26a)

CZ̃mk = (AkJk)⊗
m

CEm . (7.26b)

Jak je vid¥t z rovnic (7.25) a (7.26), úprava jednotlivých vztah· je dána
jednoduchým nahrazením p·vodní matice Ak její upravenou verzí AkJk, p°i-
£emº navazující vtahy jsou stále platné a je moºné je pouºít.

Vztah (6.10) pro výpo£et vektoru Z̃k z dostupných m¥°ení a °ízení má
v tomto p°ípad¥ podobu

Z̃k = AkBk
[
−UP−1

k−N
ZP
k−N

]
, (7.27)

kde matice Bk ∈ R((P−1)nx+Pnz)×((P−1)nu+Pnz) je de�nována jako

Bk =



Uk−N 0nx×nu . . . 0nx×nu 0nx×nv . . . 0nx×nv 0nx×nv
0nx×nu Uk−N+1 . . . 0nx×nu 0nx×nv . . . 0nx×nv 0nx×nv

...
... . . . ...

... . . . ...
...

0nx×nu 0nx×nu . . . Uk+L−2 0nx×nv . . . 0nx×nv 0nx×nv
0nz×nu 0nz×nu . . . 0nz×nu Inz . . . 0nz×nv 0nz×nv

...
... . . . ...

... . . . ...
...

0nz×nu 0nz×nu . . . 0nz×nu 0nx×nv . . . Inz 0nz×nv
0nz×nu 0nz×nu . . . 0nz×nu 0nz×nv . . . 0nz×nv Inz


.

Poznamenejme, ºe pokud pro matici °ízení platí Uk = Inx , tak vztah pro vý-
po£et vektoru Z̃k (6.10) z·stává nezm¥n¥n.
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7.11 Vztah po°adí pouºití m¥°ení a kvality od-
hadu kovariance ²um·

V úloze identi�kace parametr· pomocí modelu systému a dostupných
m¥°ení lze o£ekávat, ºe výsledná kvalita odhadu, jakou je nap°íklad MSE
odhadu, je mimo jiné p°irozen¥ závislá na modelu samotném. To samé lze
o£ekávat i p°i odhadu momentu ²um·. Proto si v této kapitole ukáºeme,
jak m·ºe po°adí pouºitých m¥°ení ovlivnit model systému a tím i výslednou
kvalitu odhadu moment· ²um·, konkrétn¥ kovarianci ²umu stavu.

P°edpokládejme, ºe k dostupným m¥°ením zk a °ízením uk máme model
systému popsaný rovnicemi (7.23), (7.24) z p°edchozí kapitoly 7.10, kde navíc
²umy stavu a m¥°ení mají nulovou st°ední hodnotu a jsou vzájemn¥ a £asov¥
nezávislé. Nicmén¥ uvaºujme ºe pro takovýto model provedeme odhad ko-
variancí ²um·, ale výsledná kvalita, konkrétn¥ kovariance ²umu stavu, není
dosta£ující. To m·ºe být zp·sobeno kombinací n¥kolika faktor·, jakými je na-
p°íklad pom¥rov¥ velký rozdíl v hodnotách odhadovaných kovariancí ²um·
stavu a m¥°ení. Tento rozdíl m·ºe být zp·sobený malou periodou vzorkování
m¥°ení, kv·li které se ²um stavu, zjednodu²en¥ °e£eno, nestihl tolik projevil
skrze stav v rovnici m¥°ení.

Jednou z moºností, jak zm¥nit model systému tak, aby se mohl ²um
stavu více projevit, je nepouºívat po sob¥ následující m¥°ení. Pokud bychom
vybírali nap°íklad kaºdé M -té m¥°ení, tj. k = 0, M, 2M, . . . , tak rovnice
m¥°ení (7.24) se nijak nezm¥ní, ale rovnici dynamiky (7.23) je pot°eba upravit
do následující podoby

xk+M = Fk+M−1 . . .Fk+1Fk︸ ︷︷ ︸
Fk

xk

+
[
Fk+M−1 . . .Fk+2Fk+1Uk , . . . , Fk+M−1Uk+M−2 , Uk+M−1

]︸ ︷︷ ︸
Uk∈Rnx×Mnu

UM
k

+
[
Fk+M−1 . . .Fk+2Fk+1Wk, . . . , Fk+M−1Wk+M−2, Wk+M−1

]︸ ︷︷ ︸
Wk∈Rnx×Mnw

WM
k ,

=Fkxk + UkU
M
k + WkW

M
k . (7.28)

Z této rovnice dynamiky (7.28) vidíme, ºe p°echod ze stavu k do k + M je
nyní ovlivn¥n váºeným sou£tem celkem M ²um· stavu. Díky tomu se ²um
stavu m·ºe více projevit a tím m·ºe být zm¥n¥na i výsledná kvalita odhadu
kovariancí ²umu stavu.

Rovnice dynamiky (7.28) pro velké hodnotyM obsahuje matice velkých
dimenzí, coº m·ºe vést k velké náro£nosti na pam¥´ p°i odhadu kovariancí
²um·. Tento problém lze pro n¥které modely vy°e²it vhodnou transformací
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náhodné veli£iny WkW
M
k do podoby XkXk, kde Xk ∈ Rnx×nx ,XM

k ∈ Rnx .
Po takovéto transformaci bude platit jednak rovnost následujících kovari-
an£ních matic Wk (N(WM )2)M W T = Xk

(
NX 2

)
M

X T
k , ale také ob¥ kovari-

ance N(WM )2 a NX 2 budou parametrizované pouze pomocí unikátních prvk·
kovariance ²um· stavu N U

w2 . Díky tomu lze pouºít místo p·vodní rovnice
dynamiky (7.28) rovnici s transformovaným ²umem stavu

xk+M =Fkxk + UkU
M
k + XkXk (7.29)

a odhadnutím kovariance N U
X 2 budou získány i odhady p·vodní kovariance

²um· N U
w2 . Volba pouºité rovnice dynamiky (7.29), místo (7.28), má vliv

na pam¥´ovou náro£nost p°i výpo£tu, nikoliv na odhad kovariancí ²um·. Po-
znamenejme, ºe transformace ²um· stavu do podoby rovnice (7.29) zvy²uje
výpo£etní náro£nost kv·li pot°eb¥ vyuºít maticové rozklady. Ilustrativní p°í-
klad transformace bude pozd¥ji ukázán v kapitole 9.4.

Vybíráním kaºdého M -tého m¥°ení je ale v kaºdém kroku vynecháno
celkem M − 1 m¥°ení, která obsahovala i ²umy m¥°ení. To bohuºel vede
ke zhor²ení kvality odhadu kovariance ²umu m¥°ení. Nicmén¥ je moºné,
krom¥ jedné sady rovnic pro £asové okamºiky k = 0,M, 2M, . . ., vyuºít i vy-
nechaná m¥°ení, a to nap°íklad následujícími dv¥ma zp·soby.
Prvnímoºnost je k rovnicím pro odhad kovariancí ²um· dode�novat a vyuºít
dal²ích M − 1 sad rovnic pro £asové okamºiky k = i,M + i, 2M + i, . . ., kde
i ∈ {1, 2, . . . ,M − 1}.
Druhámoºnost je vynechaná m¥°ení k = 1, 2, . . . ,M−1,M+1,M+2, . . . do-
de�novat dal²í sadou rovnic pomocí senzorové kalibrace z kapitoly 7.6 za p°ed-
pokladu, ºe matice m¥°ení Hk má plnou sloupcovou hodnost a nz > nx.

Díky t¥mto sadám rovnic je moºné sestavit jednu matici A2
N (6.16),

která je pouºitá k odhadu kovariancí ²um· stavu a m¥°ení pro ve²kerá do-
stupná m¥°ení. První moºnost je, oproti druhé moºnosti, bu¤ pam¥´ov¥ ná-
ro£n¥j²í v p°ípad¥ vyuºití (7.28), nebo výpo£etn¥ náro£n¥j²í pro (7.29).

Poznamenejme, ºe druhou moºnost je moºné vyuºít v p°ípad¥ odhadu
²um· stavu a m¥°ení, kdy ²um m¥°ení je uvaºován £asov¥ závislý p°es i oka-
mºik· tj. Nvk,vj 6= 0n2

v
pro abs(k− j) ≤ i, nicmén¥ z kovariancí ²um· m¥°ení

je pot°eba odhadnout pouze kovarianci Nv2 . V p°ípad¥, ºe hodnotaM je zvo-
lená v¥t²í neº £asová korelace ²umu m¥°ení i, díky pouºití kaºdého M -tého
m¥°ení budou ²umy m¥°ení v t¥chto okamºicích jiº £asov¥ nezávislé. Proto
druhou moºnost lze vyuºít k odhadu pouze kovariancí ²um· Nw2 a Nv2 .

Otázka, která vyvstává, je jak zvolit hodnotuM , aby se dosp¥lo k poºa-
dovanému zlep²ení kvality odhadu moment· ²um· stavu. Jednou z moºností
je vyuºít £íslo podmín¥nosti matice A2

N , která je vyuºita k odhadu kovari-
ancí ²um·, a zvolit takovou hodnotu M , pro kterou je £íslo podmín¥nosti
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cond(A2
N ) minimální. Jelikoº je ale odhad kovariancí ²um· ovlivn¥n mnoha

faktory, je nutné brát toto doporu£ení o vyuºití £ísla podmín¥nosti s dosta-
te£nou opatrností.

7.12 Váºený odhad moment· ²um·

V této kapitole se podíváme na moºnost odhadu necentrálních moment·
²um· pomocí metody váºených nejmen²ích £tverc·.

MDM vyuºívá toho, ºe m-té necentrální momenty procesu N U
Z̃mk

pro v²echny £asové okamºiky lze vyjád°it jako m-tý necentrální moment vek-
toru sekvence ²um· N U

Em podle (6.15a). Jelikoº ale m-té momenty N U
Z̃mk

jsou

neznámé, jsou jejich odhady nahrazeny ΦN
Z̃m

Z̃⊗
m

k (7.5). To znamená, ºe cel-

kový odhad necentrálních moment· ²um· N̂ U
Em (6.19) je dán °e²ením metodou

nejmen²ích £tverc· pro rovnici
ΦN

Z̃m
Z̃⊗

m

N

ΦN
Z̃m

Z̃⊗
m

N+1
...

ΦN
Z̃m

Z̃⊗
m

τ−L+1


︸ ︷︷ ︸
N̂m

Z̃m
(6.18)

=


ΦN

Z̃m
A⊗mN

ΦN
Z̃m
A⊗mN+1

...

ΦN
Z̃m
A⊗mτ−L+1

ΨNEm
︸ ︷︷ ︸

AmN (6.16)

N U
Em (7.30)

+


ΦN

Z̃m
A⊗mN 0 . . . 0

0 ΦN
Z̃m
A⊗mN+1 . . . 0

...
... . . . . . .

0 0 . . . ΦN
Z̃m
A⊗mτ−L+1


︸ ︷︷ ︸

Lm


ηN

ηN+1

...

ητ−L+1


︸ ︷︷ ︸

Ym

.

Z rovnice (7.5) lze vid¥t, ºe náhodný vektor ηk = E⊗mk −ΨNEmN U
Em má nulovou

st°ední hodnotu a jeho autokorela£ní funkce je de�nována v (7.6). Proto
i chyba rovnice L mYm má nulovou st°ední hodnotu a její kovarian£ní matice
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je de�nována následovn¥

Pm = L mE
[
Ym(Ym)T

]
(L m)T (7.31)

= L m


(
Nη2

N

)
M

. . .
(
Nητ−L+1,ηN

)
M

... . . . ...(
NηN ,ητ−L+1

)
M

. . .
(
Nη2

N

)
M

 (L m)T

= L m


(
NE2mN −N

⊗2

Em

)
M

. . .
(
NEmτ−L+1,E

m
N
−N⊗2

Em

)
M

... . . . ...(
NEmN ,Emτ−L+1

−N⊗2

Em

)
M

. . .
(
NE2mN −N

⊗2

Em

)
M

 (L m)T .

Díky kovarian£ní matici Pm (7.31) je moºné získat celkový váºený odhad
necentrálních moment· ²um· vztahem

N̂ U
Em =

(
(AmN )T (Pm)−1AmN

)−1

(AmN )T (Pm)−1 N̂m
Z̃m
. (7.32)

Navíc k tomuto odhadu N̂ U
Em (7.32) je, díky kovarian£ní matici Pm, moºné

dopo£ítat i kovarian£ní matici (chyby) odhadu

COV
[
N̂ U
Em

]
=
(

(AmN )T (Pm)−1AmN
)−1

, (7.33)

kde je pouºito zna£ení COV[s] = (Cs2)M.
Bohuºel kovarian£ní matice Pm není p°edem známá, protoºe je funkcí

neznámých moment· ²um· NEmk ,Emj − N
⊗2

Em . Nicmén¥ tento problém lze vy-
°e²it dv¥ma následujícími zp·soby, kdy jeden vyuºívá odhad· neváºených
moment· ²um· a druhý zp·sob nahrazuje neznámou matici Pm její aproxi-
mativní verzí.
První p°ístup vyuºívající neváºených odhad· moment· ²um· lze popsat
v n¥kolika jednoduchých krocích:
• Vypo£ítat celkový (neváºený) odhad (6.19) v²ech necentrálních mo-
ment· ²um·, které se vyskytují v Pm.
• Díky t¥mto neváºeným odhad·m necentrálních moment· ²um· lze vy-
po£ítat jak odhady moment· N̂η2

k
a N̂ηk,ηj , tak i celé kovarian£ní matice

chyby rovnice P̂m.
• Nahradit v rovnici (7.32) kovarian£ní matici Pm jejím odhadem a poté
vypo£ítat celkový váºený odhad necentrálních moment· ²um· N̂ U

Em .
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• Nahrazením kovarian£ní matice Pm jejím odhadem v rovnici (7.33)
je moºné navíc získat i odhad kovarian£ní matice celkového váºeného
odhadu necentrálních moment· ²um· COV

[
N̂ U
Em

]
.

P°i výpo£tu váºeného odhadu lze pozorovat n¥kolik následujících vlast-
ností. Pro výpo£et celkového váºeného odhadu m-tých moment· ²um· N̂ U

Em
je pot°eba znát nejen m-té, ale i 2m-té momenty roz²í°eného vektoru ²um·
stavu a m¥°ení Ek. Nap°íklad pro odhad st°ední hodnoty ²um· (m = 1)
je pot°eba znát jak první, tak i druhý necentrální moment ²um·. Za ur£i-
tých p°edpoklad·, o distribuci ²um·, lze vyjád°it vy²²í momenty jako funkci
niº²ích moment·. Nap°íklad pro gaussovské ²umy je moºné ve²keré vy²²í
momenty zapsat jako funkci prvních dvou moment·. V p°ípad¥, ºe kovari-
an£ní matice Pm £i její odhad je pozitivn¥ semide�nitní, tj. nelze vypo£í-
tat její inverzi (Pm)−1, je moºné vypo£ítat celkový váºený odhad necentrál-
ních moment· ²um· vyuºitím lineární transformace rovnice (7.30) a vyuºi-
tím Lagrangeových multiplikátor·. Poznamenejme, ºe pokud je odhad vá-
hové matice (Pm)−1 a celkový váºený odhad m-tých necentrálních moment·
²um· N̂ U

Em po£ítán na základ¥ stejných m¥°ení, je tento celkový váºený odhad
m-tých necentrálních moment· ²um· (7.32) obecn¥ stranným odhadem.
Druhý p°ístup nevyuºívá neváºené odhady moment· ²um· pro odhad kovari-
an£ní matici Pm, ale po£ítá aproximativní hodnotu matice E

[
Ym(Ym)T

]
, jeº

utvá°í matici Pm, a to hned dv¥ma zp·soby. První zp·sob je velmi podobný
prvnímu p°ístupu, kde byly vyuºity neváºené odhady moment· ²um· k vý-
po£tu matice ̂E [Ym(Ym)T ], ale místo t¥chto neváºených odhad· moment·
²um· jsou vyuºity po£áte£ní znalosti o momentech ²um·. Samoz°ejm¥ ob-
dobn¥ jako u prvního p°ístupu lze vyuºít p°edpokladu o Gaussovosti ²um·
k výpo£tu matice ̂E [Ym(Ym)T ]. Druhý velmi jednoduchý zp·sob je nahra-
zení matice E

[
Ym(Ym)T

]
maticí jednotkovou, tj. P̂m = L m (L m)T . Poté je

moºné, jako u prvního p°ístupu, nahradit v rovnici (7.32) kovarian£ní ma-
tici Pm jejími odhady a tím získat i celkový aproximativní váºený odhad
necentrálních moment· ²um· N̂ U

Em . Obdobn¥ jako u p°edchozího p°ístupu
lze vyuºít Lagrangeových multiplikátor· v p°ípad¥ pozitivní semide�nitnosti
kovarian£ní matice. Ov²em na rozdíl od prvního p°ístupu nelze o£ekávat, ºe
nahrazením kovarian£ní matice Pm jejím aproximativním odhadem v rovnici
(7.33) je moºné získat dobrý odhad kovarian£ní matice celkového váºeného
odhadu necentrálních moment· ²um· COV

[
N̂ U
Em

]
. Nicmén¥ celkový aproxi-

mativní váºený odhad necentrálních moment· ²um· N̂ U
Em bude, oproti prv-

nímu p°ístupu, vºdy odhadem nestranným.
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7.13 Volba parametr· L a N v MDM

V této kapitole se podíváme na volbu parametr· L a N u MDM a na to,
jaký má tato volba vliv na p°edpoklady o ²umech, a na matice, které jsou
vyuºívány pro odhad samotný.

V kapitole (6.1) bylo °e£eno, ºe parametr L s kone£nou celou hodnotou
musí být zvolený tak, aby platil vztah L ≥ 1, ale zárove¬ musí být dostate£n¥
velký, aby matice OLk m¥la plnou sloupcovou hodnost nx, aby platil vztah
(OLk )†OLk = Inx , který je vyºadován v rovnicích (6.5) a (6.10). Podobn¥ pa-
rametr N je zvolený tak, aby m¥l kone£nou celou hodnotu a aby platil vztah
N ≥ 1. Nicmén¥ zde bylo zmín¥no a dále poté v kapitole 7.6 ukázáno, ºe
pro jisté modely systému1 je moºná i volba parametr· L = 1 a N = 0.

Se zv¥t²ujícími hodnotami parametr· L a N , p°ípadn¥ parametru
P = L+N , lze pozorovali n¥kolik vliv·, které zde budou diskutovány.

Pro v¥t²í hodnotu P budou mít v¥t²í dimenze i jednotlivé matice z MDM.
Díky tomu bude odhad kovariancí ²um· £asov¥ i pam¥´ov¥ náro£n¥j²í
neº pro niº²í hodnotu P .

Na vliv velikosti hodnoty P a velikosti dimenze odhadovaného vek-
toru obsahujícího prvky moment· ²um· se dá dívat dv¥ma zp·soby. První
pohled je, ºe se zv¥t²ující se hodnotou P m·ºe odhadovaný vektor obsaho-
vat v¥t²í mnoºství prvk· moment· ²um· jako nap°íklad v p°ípad¥ vektor·
(6.32a), (6.32c) a (6.32d) pro P = 2, 3, 4. To p°irozen¥ zp·sobí zhor²ení
kvality výsledného odhadu. Druhý pohled je, ºe je pot°eba mít ur£ité p°ed-
poklady nebo znalosti ²um·, díky £emuº není pot°eba odhadovat více prvk·
moment· ²um·. Nap°íklad pokud je k dispozici znalost £asové nezávislosti
vektor· ξk = [wT

k ,v
T
k ]T a ξj pro k 6= j, pak vektory (6.32c) a (6.32d) lze

upravit do jedné rovnice (6.13b) pro P = 3 i P = 4.
Hodnoty jednotlivých parametr· L a N mají samoz°ejm¥ vliv na vý-

slednou kvalitu odhadu moment· ²um·, a to i v p°ípad¥, ºe odhadovaný
vektor nem¥ní svojí dimenzi jako (6.13b) pro P ≥ 3. Jednou z moºností,
jak tyto parametry zvolit, je vyuºít £íslo podmín¥nosti, jak bylo diskutováno
v kapitole 7.11. Nicmén¥ op¥t je pot°eba zd·raznit, ºe kvalita výsledného
odhadu kovariancí ²um· je ovlivn¥na mnoha faktory. Tudíº je pot°eba dopo-
ru£ení o vyuºití £ísla podmín¥nosti brát s opatrností.

Poznamenejme, ºe na základ¥ dlouhodobého pozorování je vhodné,
s ohledem na výslednou kvalitu a výpo£etní náro£nost, volit parametr N = 1
a druhý parametr nejlépe L = 2, pop°ípad¥ dostate£n¥ velký s ohledem
na nutnost platnosti vztahu

(
OLk
)†OLk = Inx .

1U modelu systému musí mít matice Hk plnou sloupcovou hodnost kv·li platnosti
vztahu H†kHk = Inx ,∀k, a také musí být nz > nx aby platilo Ak 6= 0nz×nz (7.20).
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7.14 Stanovení maximálního po£tu jednozna£n¥
odhadnutelných prvk· kovariancí ²um·
pro LTI modely

V této kapitole se zam¥°íme na problematiku odhadnutelnosti prvk·
kovariancí ²um· v LTI modelech pro v²echny významné CM, jeº byly p°ed-
staveny v kapitole 4.

Uvaºujme model systému diskutovaný v kapitole 4.1 popsaný rovnicemi
(2.1) a (2.2) s nulovým2 °ízením uk ∀k, kde vektor ²um· ξk = [wT

k ,v
T
k ]T je

nezávislý na vektoru ξj pro k 6= j, má nulovou st°ední hodnotu a bude vyuºito
zjednodu²eného zápisu moment· ²um· Q = Nw2 ,R = Nv2 ,S = Nw,v.

Pokud bychom cht¥li pro takovýto model systému odhadnout kovari-
ance ²um· QU, RU, S pomocí metody MDM, vyuºili bychom toho, ºe ²umy
mají nulovou st°ední hodnotu. Díky tomu lze velice jednodu²e ukázat, ºe
rovnice (6.15a) má následující podobu

N 2
Z̃2 = A2

N

QU

RU

S


︸ ︷︷ ︸
NU
E2

. (7.34)

Poté lze vypo£ítat odhad vektoru N U
E2 nap°íklad pomocí celkového odhadu

necentrálních moment· ²um· (6.19), jenº poskytuje nestranné a konzistentní
odhady. Podmínkou pro získaní tohoto odhadu je mimo jiného3 plná sloup-
cová hodnost matice A2

N , která m·ºe být pro LTI modely nespln¥ná.
Z d·vodu zjednodu²ení zápisu budeme v této kapitole místo rovnice

(7.34) vyuºívat zápis (4.4) z kapitoly 4, který lze obecn¥ vyuºít pro ve²keré
CM a který pro p°ipomenutí vypadá následovn¥

C̆ = Ăθ, (7.35)

kde hodnost matice Ă stejn¥ tak jako matice A2
N ur£uje, zda existuje jedno-

zna£né °e²ení pro odhad kovariancí ²um· N U
E2 = θ ∈ Rnθ . Vektor N 2

Z̃2
stejn¥

jako C̆ obsahuje ve²kerá nam¥°ená data. Proto pro zjednodu²ení budeme
v této kapitole mluvit a pracovat pouze s maticí Ă a vektorem C̆, jeº budou
zastupovat v²ech p¥t4 významných CM v£etn¥ MDM.

2Nenulové známé °ízení nijak neovlivní pozorování p°edstavená v této kapitole.
3Hodnost matice m·ºe také ovlivnit volba parametru P , která byla ale p°edpokládána

dostate£n¥ velká.
4První £ty°i významné korela£ní metody byly p°edstaveny v kapitole 4.
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Pro lineární model systému, jak uº bylo zmín¥no v kapitole 4.7, byla
nap°í£ v²emi CM5 pozorována nejednozna£nost odhadu v²ech prvk· kova-
riancí ²um· QU, RU a S. Tento problém se pro ur£ité modely vyskytuje
i za p°edpokladu vzájemné nezávislosti ²um· stavu a m¥°ení, tj. S = 0nxnz×1,
kdy jsou odhadovány pouze kovariance Q, R. Prvotní analýzu jednozna£nosti
odhadu kovariancí ²um· lze nalézt jiº v prvním £lánku o CM od Mehry [7].
V samotném £lánku je °e£eno, ºe za p°edpokladu existence inverze matice dy-
namiky F a vzájemné nezávislosti ²um· stavu a m¥°ení, tj. S = 0nxnz×1, lze
odhadnout v²echny prvky kovariance R, ale pouze nxnz neunikátních prvk·
kovariance Q. Tento názor byl p°ijat a opakován v mnoha následujících pu-
blikacích. Dal²í analýza tohoto problému byla provedena v [91], kdy byla
zji²t¥na dv¥ následující pozorování. Prvním je, ºe za p°edpokladu nezávis-
lých ²um· stavu a m¥°ení, tj. S = 0nxnz×1, lze odhadnout v²echny unikátní
prvky kovariancí QU, RU, coº £áste£n¥ koresponduje s výsledky od Mehry.
Druhým výsledkem je, ºe není moºné odhadnout (pro LTI model) v²echny
unikátní prvky kovariancí QU, RU a S.

V p°ípad¥, ºe matice Ă nemá plnou sloupcovou hodnost a p°esto chceme
získat jednozna£né °e²ení, uºivatel si m·ºe speci�kovat n¥které prvky kova-
riancí a zbylé prvky odhadnout. To bylo ukázáno nap°íklad v kapitole 7.7
pro zjednodu²enou rovnici (7.35) zapsanou ve tvaru

C̆ = Ă{o}θ{o}+ Ă{z}θ{z}, (7.36)

kde matice Ă{o} obsahuje vybrané sloupce matice Ă odpovídající odhado-
vaným prvk·m kovariancí ve vektoru θ{o} ∈ Rnθ{o} , a matice Ă{z} obsa-
huje zbylé sloupce matice Ă odpovídající uºivatelem speci�kovaným prvk·m
uspo°ádaným do vektoru θ{z}. Po£et uºivatelem speci�kovaných prvk· a tím
i po£et odhadovaných prvk· musí být takový, aby matice Ă{o} m¥la plnou
sloupcovou hodnost. Nicmén¥ odpov¥¤ na otázku �Kolik unikátních prvk·
kovariancí lze pro daný model jednozna£n¥ odhadnout?� nebyla v literatu°e
zodpov¥zena.

Samotná analýza problému identi�kovatelnosti kovariancí ²um· je v této
práci provedená pro v²ech p¥t významných CM.

Analýza je ilustrována na p¥ti modelech systému s pozorovatelným sta-
vem, jeº zahrnují matice systému F a H s plnou i neúplnou hodností6, sta-
bilní i nestabilní modely, a to v²e pro r·zné dimenze stavu nx ∈ {1, 2, 3, 4}
a m¥°ení nz ∈ {1, 2, 3, 4}.

5Nejednozna£nost odhadu kovariancí ²um· QU, RU, S byla pozorována nejen pro CM,
ale také i pro BM, MLM a MMM.

6Pokud matice A ∈ Ri×j má plnou hodnost, znamená to, ºe platí rank(A) = min(i, j).
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Model 1: Matice F je ve Frobeniov¥ form¥ s póly
{0.5, 0.4, . . . , 0.5− 0.1(nx − 1)} a matice

H =

{
[1nz×1, Inz×(nx−1)], pokud nx ≤ nz,

[0nz×1, Inz×(nx−1)] jinak.
(7.37)

kde matice In×m dimenze n×m má prvky na i-tém °ádku a j-tém sloupe£ku
dány Diracovu deltou δi,j, která nabývá hodnoty 1, kdyº i = j a hodnoty 0,
kdyº k 6= l, a matice 1n×m dimenze n×m obsahuje samé jedni£ky. Tento mo-
del má stabilní póly a má plnou hodnost jak F (tj. je to invertibilní matice),
tak i H.

Model 2: Matice F je stejná jako u Modelu 1, ale matice H je odli²ná
H =

[
1nz×1, 0nz×(nx−1)

]
, tj. H má hodnost rovnou 1.

Model 3: Matice F a H jsou stejné jaku Modelu 1, ale s nulovou první
°ádkou matice F. Proto tento model má plnou hodnost pouze matice H
a matice F má hodnost nx − 1 (tj. není to invertibilní matice).

Model 4: Matice F je stejná jako u Modelu 3 a matice H je stejná jako u Mo-
delu 1, ale poslední °ádek je nahrazen p°edposledním °ádkem a poslední slou-
pe£ek je nahrazen p°edposledním sloupe£kem (pokud nz>1 a nx>1). Tento
model nemá plné hodnosti obou matic, protoºe F má hodnost nx−1 a matice
H má hodnost min(nx, nz)− 1.

Model 5: Matice F je ve Frobeniov¥ form¥ s póly de�novanými
{1.1, 1, . . . , 1.1 − 0.1(nx − 1)} a matice H je de�nována jako sou£et matice
(7.37) a matice 1nz×nx . Kv·li tomu má tento model plné hodnosti obou matic
F a H, ale má stabilní póly.

Poznamenejme, ºe a£koliv zvolené modely mohou p·sobit pon¥kud aka-
demickým dojmem, jsou zvoleny pouze tak, aby pokrývaly co nejv¥t²í ob-
last model· z pohledu stability, hodností a dimenzí matic modelu systému.
Nicmén¥ ve²keré dále prezentované výsledky, ilustrované na p¥ti modelech,
mají na základ¥ n¥kolikaletého pozorování platnost i pro mnoho dal²ích mo-
del· zahrnujících i reálné modely systém· popsaných v literatu°e. Krom¥
toho za celou tuto dobu nebyl nalezen ºádný model systému, pro který by
následn¥ prezentované výsledky neodpovídaly.

Pro t¥chto p¥t model· je vypo£tená hodnost matice Ă ozna£ená jako

r = rank
(
Ă
)
. (7.38)

Pokud je hodnost matice Ă men²í neº celkový po£et unikátních prvk· ko-
variancí, tj. r < nθ, je moºné odhadnout (maximáln¥) nθ{o} = r unikátních
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prvk· kovariancí ²um·. Pokud uºivatel poºaduje jednozna£né °e²ení, je nucen
si zvolit alespo¬ nθ{z} = nθ − nθ{o} prvk·. K t¥mto odhadovaným a speci�-
kovaným prvk·m lze najít odpovídající matice Ă{o} a Ă{z} (7.36). V tomto
p°ípad¥ existuje celkem c r·zných matic Ă{o}, p°i£emº c je kombina£ní £íslo

c =

(
nθ

nθ{o}

)
, (7.39)

kde i-tou matici lze zapsat jako Ă{o}i = [Ă(:, i1), Ă(:, i2), . . . , Ă(:, ir)], sym-
bol Ă(:, i) zna£í i-tý sloupec matice Ă a vektor i = [i1, i2, . . . , ir] ∈ Nr je
tvo°ený kombinací r £ísel z mnoºiny {1, 2, . . . , nθ}.

Nane²t¥stí jak bude ilustrováno pozd¥ji, tak hodnost matice Ă{o}i zá-
visí na konkrétním výb¥ru sloupc·. Samoz°ejm¥ z mnoºiny v²ech Ă{o}i musí
existovat matice, jeº má hodnost r, nicmén¥ hodnost m·ºe být i niº²í. Proto
krom¥ výpo£tu hodnosti r vztahem (7.38) bude hledán i minimální po£et
identi�kovatelných unikátních prvk· nezávisle na výb¥ru, který bude de�no-
ván jako

m = min
i

rank
(
Ă{o}i

)
. (7.40)

Poznamenejme, ºe platí r = max
i

rank
(
Ă{o}i

)
. Samotné výsledky mohou

být rozd¥leny do dvou samostatných £ástí. První £ást je zam¥°ená na odhad
pouze kovariancí QU, RU a druhá £ást na odhad trojice kovariancí QU, RU, S.
Z p¥ti metod byly vynechány metody Mehry z kapitoly 4.3 a Bundicka z ka-
pitoly 4.6 pro odhad trojice kovariancí QU, RU, S, jelikoº pro tento problém
nebyly navrºené.

Celkový po£et unikátních prvk· pro odhad QU, RU a QU, RU, S je
uveden v tabulce 7.3. Jednotlivé hodnoty maximálního (7.38) a minimálního
(7.40) po£tu identi�kovatelných unikátních prvk· kovariancí ²um· jsou kom-
paktn¥ sepsány pro odhad QU, RU v tabulce 7.4 a pro odhad QU, RU, S
v tabulce 7.5.
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HHH
HHHnz

nx 1 2 3 4

1 2 | 3 4 | 6 7 | 10 11 | 15
2 4 | 6 6 | 10 9 | 15 13 | 21
3 7 | 10 9 | 15 13 | 21 16 | 28
4 11 | 15 13 | 21 16 | 28 20 | 36

Tabulka 7.3: Celkový po£et prvk· pro odhad QU,RU | QU,RU,S

Model 1

HH
HHHHnz

nx 1 2 3 4

1 2 | 2 3 | 2 4 | 2 5 | 2
2 4 | 4 6 | 6 8 | 7 10 | 7
3 7 | 7 9 | 9 12 | 12 15 | 14
4 11 | 11 13 | 13 16 | 16 20 | 20

Model 2

1 2 | 2 3 | 2 4 | 3 5 | 3
2 4 | 4 5 | 4 6 | 3 7 | 4
3 7 | 7 8 | 7 9 | 6 10 | 4
4 11 | 11 12 | 11 13 | 10 14 | 8

Model 3

1 1 | 1 2 | 1 3 | 2 4 | 2
2 3 | 3 5 | 5 7 | 5 9 | 5
3 6 | 6 8 | 8 11 | 10 14 | 12
4 10 | 10 12 | 12 15 | 14 19 | 18

Model 4

1 1 | 1 2 | 1 3 | 2 4 | 2
2 3 | 3 4 | 3 5 | 2 6 | 3
3 6 | 6 7 | 6 10 | 9 12 | 8
4 10 | 10 11 | 10 14 | 13 18 | 16

Model 5

1 2 | 2 3 | 2 4 | 3 5 | 4
2 4 | 4 6 | 6 8 | 7 10 | 7
3 7 | 7 9 | 9 12 | 12 15 | 14
4 11 | 11 13 | 13 16 | 16 20 | 20

Tabulka 7.4: Odhad QU, RU: r | m hodnoty.
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Model 1

HHH
HHHnz

nx 1 2 3 4

1 2 | 2 3 | 2 4 | 2 5 | 2
2 5 | 5 7 | 6 9 | 6 11 | 5
3 9 | 9 12 | 10 15 | 12 18 | 11
4 14 | 14 18 | 16 22 | 18 26 | 21

Model 2

1 2 | 2 3 | 2 4 | 3 5 | 3
2 5 | 5 7 | 5 9 | 6 11 | 5
3 9 | 9 12 | 10 15 | 10 18 | 11
4 14 | 14 18 | 16 22 | 17 26 | 17

Model 3

1 2 | 1 3 | 2 4 | 2 5 | 2
2 5 | 4 7 | 5 9 | 5 11 | 5
3 9 | 8 12 | 9 15 | 11 18 | 11
4 14 | 13 18 | 15 22 | 17 26 | 19

Model 4

1 2 | 1 3 | 2 4 | 2 5 | 2
2 5 | 4 7 | 5 9 | 5 11 | 5
3 9 | 8 12 | 9 15 | 10 18 | 10
4 14 | 13 18 | 15 22 | 17 26 | 19

Model 5

1 2 | 2 3 | 2 4 | 3 5 | 4
2 5 | 5 7 | 6 9 | 7 11 | 7
3 9 | 9 12 | 10 15 | 12 18 | 14
4 14 | 14 18 | 16 22 | 18 26 | 21

Tabulka 7.5: Odhad QU, RU, S: r | m hodnoty

První pozorování: V²echny pouºité CM mají stejný maximální (7.38)
i minimální (7.40) po£et identi�kovatelných unikátních prvk· kovariancí ²um·.

Druhé pozorování: Z tabulky (7.4) a celé °ady dal²ích experiment·
bylo zji²t¥no, ºe maximální po£et identi�kovatelných unikátních prvk· kova-
riancí QU a RU lze obecn¥ dopo£ítat na základ¥ hodností matic a dimenzí
stavu a m¥°ení pomocí následující rovnice

r = rHnx − rH(rH−1)
2

+ uR − (nx−rF )(nx−rF+1)
2

, (7.41)

kde uR = nz(nz+1)
2

zna£í celkový po£et unikátních prvk· kovariance RU

a dvojice rF a rH zna£í hodnosti matic F a H. V p°ípad¥, ºe ob¥ matice
F a H mají plnou hodnost a zárove¬ nx > nz (tzn. rH = nz), lze vztah (7.41)
zjednodu²it na

r = uQ − (nx−nz)(nx−nz+1)
2

+ uR = nz(nx + 1), (7.42)
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kde uQ = nx(nx+1)
2

zna£í celkový po£et unikátních prvk· matice QU. Pokud
matice F a H mají plnou hodnost, av²ak platí nx ≤ nz (tj., rH = nx), pak je
moºné vztah (7.41) upravit jako

r = uQ + uR. (7.43)

T°etí pozorování: Z tabulky (7.5) a celé °ady dal²ích experiment·
bylo zji²t¥no, ºe maximální po£et identi�kovatelných unikátních prvk· kova-
riancí QU, RU a S lze dopo£ítat na základ¥ dimenzí stavu a m¥°ení pomocí
následující rovnice

r = nxnz + uR. (7.44)

Z tabulek (7.4) a (7.5) je na první pohled vid¥t, ºe rozdíl mezi celkovým
po£tem jednozna£n¥ odhadnutelných prvk· a po£tem unikátních prvk· kova-
rian£ních matic ²um· je významný p°i p°ekro£ení hranice nx > nz. Stejn¥ tak
lze vid¥t, ºe minimální po£et identi�kovatelných unikátních prvk· m (7.40)
je závislý na konkrétním modelu systému.

P°íklad
P°edpokládejme, ºe máme Model 1 pro dimenze nx = 2 a nz = 1 s ne-
závislými ²umy stavu a m¥°ení s vyuºitím libovolné CM. V tom p°ípad¥
vektor v²ech unikátních prvk· kovariancí QU, R m·ºe být de�nován jako

θ =


QU(1)
QU(2)
QU(3)
R

 , (7.45)

kde dimenze vektoru θ je nθ = 4, QU(i) je prvek vektoru QU na i-tém
°ádku a platí

E[wkw
T
k ] = QM =

[
QU(1) QU(2)
QU(2) QU(3)

]
. (7.46)

Matice Ă z (7.36) má nicmén¥ hodnost pouze

r = rank(Ă) = 3, (7.47)

coº je zárove¬ i maximální po£et identi�kovatelných unikátních prvk·. To
znamená, ºe alespo¬ nθ{z} = nθ− r = 1 prvk· kovariancí ²um· musí být
speci�kováno uºivatelem. To je celkem c = 4 (7.39) moºných kombinací
prvk· kovariancí uspo°ádaných ve vektoru nθ{o} a k nim odpovídajících
matic Ă{o} z (7.36). Zvolme si tedy dva p°ípady:
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• Odhadovány jsou prvky θ{o}=[QU
1 ,Q

U
2 , R]T (proto prvek θ{z}=QU

3

musí být uºivatelem speci�kován), pak rank(Ă{o}) = 3 = r. To zna-
mená, ºe v tomto p°ípad¥ m·ºe být θ{o} s maximálním po£et iden-
ti�kovatelných unikátních prvk· odhadován.
• Odhadovány jsou prvky θ{o}=[QU

1 ,Q
U
3 , R]T (proto prvek θ{z}=QU

2

musí být uºivatelem speci�kován), pak rank(Ă{o}) = 2 6= r. To zna-
mená, ºe v tomto p°ípad¥ nelze odhadnout maximální po£et identi-
�kovatelných unikátních prvk·. Vektor θ{o} musí být zredukován
o dal²í speci�kovaný prvek v θ{z}.

�tvrté pozorování: Není moºné vºdy odhadnout v²echny diagonální
prvky kovarian£ních matic ²um· stavu a m¥°ení.

P°íklad
Uvaºujeme Model 2 s dimenzemi nx = 2 a nz = 1, kde kovariance SU

a R jsou známé a je odhadovaná pouze kovariance stavu

E[wkw
T
k ] = QM =

[
QU(1) QU(2)
QU(2) QU(3)

]
=

[
1 1.8

1.8 4

]
. (7.48)

V tomto p°ípad¥ je moºné odhadnout pouze rank(Ă{o}) = 2 prvky
z celkových 3. Pokud jako odhadované prvky jsou zvoleny diagonální
prvky, tj. θ{o} = [QU(1),QU(3)], pak musí být speci�kován mimodia-
gonální prvek θ{z} = QU(2). Nicmén¥ pokud by tento prvek byl zvolen
jako θ{z} = QU(2) = 0a, výsledný odhadb by dopadl následovn¥

Q̂M =

[
−1 0
0 4.38

]
, (7.49)

kde tento odhad není pozitivní semide�nitní matice, tudíº ji nelze nazý-
vat ani kovarian£ní maticí.

aNulové mimodiagonální prvky se mohou na první pohled zdát p°irozenou volbou.
bZa p°edpokladu ºe vektor C̆ z rovnice (7.36) by byl známý.

Páté pozorování: Prvky θ{z} musí být vhodn¥ speci�kovány, pro-
toºe výsledné odhady kovarian£ních matic ²um· nemusí nutn¥ být pozitivn¥
semide�nitní, a to ani v p°ípad¥, ºe by se po£et m¥°ení blíºil k nekone£nu.
Upozorn¥me, ºe obdobné výsledky lze pozorovat i v p°ípad¥ nevhodné volby
kovariance S, kdy odhadované kovarian£ní matice ²um· stavu QU a m¥°ení
RU také nemusí být pozitivn¥ semide�nitní.

�esté pozorování: Pokud má matice F plnou hodnost, podmínky
pro identi�kovatelnost v²ech prvk· kovariance RU jsou nezávislé na identi�-
kovatelnosti dvojice kovariancí QU a S. Podmínky identi�kovatelnosti prvk·
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kovariancí QU a S jsou totiº siln¥ svázané. To znamená, ºe je moºné vºdy
identi�kovat v²ech uR unikátních prvk· kovariance RU, ale maximáln¥ r−uR
unikátních prvk· z dvojice kovariancí QU nebo S.

Sedmé pozorování: Uvaºujme libovolný odhad unikátních prvk· ko-
variancí θ̂ (4.6), který spl¬uje rovnici

C̆ = Ăθ̂, (7.50)

kde pro odhadnuté kovariance ²um· Q̂U, R̂U, Ŝ zapsané jako kovarian£ní ma-
tice ²um· Q̂M, R̂M, ŜM pro který existuje ustálené °e²ení P diskrétní alge-
braické Riccatiho rovnice

P = FPFT−
(
FPHT + ŜM

)(
HPHT + R̂M

)−1(
FPHT + ŜM

)T
+ Q̂M. (7.51)

Pro p°íslu²ný zisk lineárního �ltru

K = (FPHT + ŜM)(HPHT + R̂M)−1 (7.52)

platí, ºe je identický s ustáleným Kálmánovým ziskem KU po£ítaným na zá-
klad¥ skute£ných kovarian£ních matic ²um·, tj. QM,RM,SM, to znamená,
ºe

K = KU. (7.53)

Rovnice (7.53) je platná dokonce i v p°ípad¥, ºe jsou odhady stranné z d·-
vodu nevhodné volby speci�kovaných prvk· θ{z}. Tento záv¥r je konzistentní
s pozorováním, ºe ustálený Kálmán·v zisk KU m·ºe být (na rozdíl od kovari-
ancí ²um·) odhadnut vºdy[7, 8, 91]. Upozorn¥me na skute£nost, ºe a£koliv je
moºné získat optimální7 odhad stavu pomocí zisku K, tak ustálené °e²ení P
vypo£tené na základ¥ odhadnutých kovarian£ních matic ²um· Q̂M, R̂M, ŜM je
v tomto p°ípad¥ obecn¥ jiné neº ustálená kovarian£ní matice chyby odhadu
stavu PU z Kálmánova �ltru po£ítaná na základ¥ skute£ných kovarian£ních
matic ²um· QM,RM,SM. To znamená, ºe k optimáln¥ odhadnutému stavu
není k dispozici kovarian£ní matice (chyby) odhadu stavu.

P°íklad
Kálmán·v �ltr pro Model 2 s nx = 2, nz = 1, QM = [ 1 1.8

1.8 4 ], R = 1
a SM = 02×1 poskytne následující ustálenou kovarian£ní matici chyby
odhadu stavu PU a ustálený Kálmán·v zisk KU

PU =

[
3.4042 3.7916
3.7916 5.6684

]
, KU =

[
0.7729
0.8609

]
.

Lineární �ltr, který vyuºijea odhadu matice Q̂M = [ −1 0
0 4.38 ] (7.49), která

7Optimální ve smyslu st°ední kvadratické chyby.
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je negativn¥ de�nitní, poskytne následující ustálené °e²ení matice P (7.51)
a ustálený zisk K (7.52)

P =

[
3.4042 3.7916
3.7916 7.6684

]
, K =

[
0.7729
0.8609

]
.

aKovariance ²um· R a S jsou uvaºovány jako známé.
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Kapitola 8

Vyuºití metody diference m¥°ení
k dal²ímu popisu ²um·

V kapitole 6 bylo ukázáno n¥kolik r·zných zp·sob·, jak pomocí MDM
získat odhad moment· ²um·, a to jak £asov¥ nezávislých, tak i závislých
²um·. Popis ²um· pomocí moment· ale nemusí být vhodný nebo dosta£u-
jící v navazujících výpo£tech. Proto bude na po£átku této kapitoly bude
ukázáno, jak lze vyuºít MDM k posouzení toho, zda ²umy stavu a m¥°ení
pochází z Gaussova rozd¥lení. Dodrºení p°edpokladu o rozd¥lení ²um· je ne-
dílnou sou£ástí n¥kterých kritických aplikací, u nichº m·ºe dojít k ohroºení
zdraví. Dále bude ukázáno, jak díky odhad·m moment· ²um· získaných po-
mocí MDM získat vektor parametr· parametrizující nejen PDF ²um· stavu
a m¥°ení, ale i jiné funkce popisující nap°íklad £asovou závislost ²um·.

8.1 Ov¥°ení gaussovosti ²um·

V této kapitole se podíváme na to, jak vyuºít MDM pro posouzení toho,
zda ²umy stavu a m¥°ení mají Gaussovo rozd¥lení.

P°i testování gaussovosti náhodné veli£iny se vyuºívá statistické analýzy
vlastnosti jejich vzork· κk, aby se rozhodlo o tom, zda vzorky pochází z Gaus-
sova rozd¥lení. Mezi velice oblíbené a £asto vyuºívané testy jsou takové, které
poskytují rozhodnutí o gaussovosti navíc s poºadovanou pravd¥podobností
fale²ného alarmu. Pro p°íklad uve¤me dva testy gaussovosti s velice dobrými
výsledky [K1]. Prvním je Shapiro�Wilk test[98], který porovnává transformo-
vané a se°azené nam¥°ené vzorky se vzorky, které jsou generovány ze stan-
dardního Gaussova rozd¥lení. Druhým testem je Jarque�Bera test [98], který
porovnává ²ikmosti a ²pi£atosti vypo£tené na základ¥ nam¥°ených vzork·
a vzork· vypo£tených teoreticky pro Gaussovo rozd¥lení.
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Sou£ástí výpo£tu MDM je i výpo£et vektoru Z̃k. Tento vektor je, viz
rovnice (6.5), pouze váºeným sou£tem ²um· stavu a m¥°ení. To znamená, ºe
pokud ²umy stavu a m¥°ení mají Gaussovo rozd¥lení, tak i tento vektor Z̃k

musí mít také Gaussovo rozd¥lení. To je také základní my²lenka, jak vyuºít
vektor Z̃k pro ov¥°ení gaussovosti ²um·.

Testy gaussovosti jsou zaloºené na p°edpokladu, ºe vzorky κk jsou iden-
ticky distribuované. V p°ípad¥ LTI modelu systému lze vektor MPE vyuºít
jako vzorky κk = Z̃k, protoºe pro ty platí, ºe jsou identicky distribuované. Na-
opak v p°ípad¥, ºe systém je popsán LTV modelem, nejsou vektory Z̃k iden-
ticky distribuované. Pokud by ale byla dostupná kovarian£ní matice (CZ̃2

k
)M

vektoru Z̃k, bylo by moºné vypo£ítat1 normalizované vzorky κk = O−1
k Z̃k.

Matice Ok je Choleského dekompozice kovarian£ní matice (CZ̃2
k
)M, pro kterou

platí OkOT
k = (CZ̃2

k
)M. Díky této normalizaci by vzorky κk jiº byly identicky

distribuované a bylo by moºné je vyuºít pro testy gaussovosti.
Bohuºel kovariance CZ̃2

k
a tudíº i její rozklad Ok jsou neznámé. Nicmén¥

je moºné nejd°íve pomocí MDM odhadnout kovariance ²um· ĈUE2 , a spolu
s rovnicí (6.14b) získat i odhad kovariance CZ̃2

k
ze vztahu

ĈZ̃2
k

= A⊗2

k ΨCE2 ĈUE2 . (8.1)

Proto v p°ípad¥ LTV modelu systému lze pouºít normalizované vzorky κk
po£ítané podle

κk = Ôk

−1
Z̃k. (8.2)

Díky tomu lze vyuºít metodu MDM nejen k odhadu momentu ²um·, ale
i k posouzení, zda ²umy stavu a m¥°ení pochází z Gaussova rozd¥lení.

8.2 Odhad parametr· ²um·

V této kapitole se podíváme jak odhadnout vektor parametr· θ, které
popisují ²umy stavu a m¥°ení.

Uvaºujme systém popsaný rovnicemi stavu (2.1) a m¥°ení (2.2), kde
²um stavu a m¥°ení je popsán známou funkcí, která je parametrizována ne-
známým £asov¥ neprom¥nným vektorem parametr· θ. V literatu°e lze nalézt
mnoho vzájemn¥ se prolínajících oblastí a aplikací, jeº spadají do této pro-
blematiky a které lze zjednodu²en¥ rozd¥lit do dvou skupin.

1Pokud je kovarian£ní matice (CZ̃2
k
)M pozitivn¥ semide�nitní, tj. matice Ok není in-

vertovatelná, je moºné nalézt normalizované vzorky κk s vyuºitím lineární transformace
vektoru Z̃k.
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První skupina zahrnuje problematiku, kde vektor ²um· stavu a m¥°ení
ξk = [wT

k ,v
T
k ]T je nezávislý na vektoru ξj pro k 6= j a lze ho popsat známou

funkcí hustoty pravd¥podobnosti pwk,vk(wk,vk;θ), kde θ je hledaný vektor
parametr·. Také je p°edpokládáno, ºe mezi parametry hustoty pravd¥podob-
nosti a momenty existuje p°epo£et, coº platí nap°íklad pro v²echna rozd¥-
lení z tabulky 2.1. Mezi £asto vyuºívané a p°edpokládané rozloºení hustot
pravd¥podobnosti ²um· pat°í nap°íklad Gaussovo rozd¥lení ²um·, rozd¥lení
Gaussových sm¥sí a ²ikmého Studentova rozd¥lení. Jako p°íklady aplikace
uve¤me oblast navigace, která zahrnuje nap°íklad globální satelitní navigace
[96], vnit°ní navigaci pomocí ultra-²irokopásmových za°ízení [94], terénní na-
vigací (anglicky zvané terrain aided navigation) [99].
Druhá skupina zahrnuje problematiku, kdy vektor ²um· stavu a m¥°ení
ξk = [wT

k ,v
T
k ]T je obecn¥ závislý na vektoru ξj pro abs(k − j) > 0 a lze ho

popsat n¥jakou strukturou. P°íkladem je Markov·v proces, závislost vektor·
²um· p°es kone£ný po£et okamºik·, pop°ípad¥ i jiné struktury závislosti,
které je moºné popsat vektorem parametr· θ. Jako p°íklad výskytu £asov¥
závislých ²um· uve¤me m¥°ení pomocí inerciálních senzor· [95], m¥°ení z glo-
bálního naviga£ního satelitního systému [96], £i chemické a pr·myslové pro-
cesy [100].

Jak uº bylo zmín¥no v kapitole 2, mezi vektorem parametr· θ a mo-
menty existuje vztah, který lze zapsat následujícím zp·sobem

N U
E
N U
E2
...
CUE2
CUE3
...


= g (θ) . (8.3)

Rovnice (8.3) je obecn¥ libovolná funkce hledaného vektoru parametr· θ. Po-
kud by byly unikátní prvky necentrálních nebo centrálních moment· ²um·
známé, bylo by moºné získat odhad vektoru parametr· θ. Tyto momenty
²um· jsou neznámé, av²ak je moºné je odhadnout bu¤ pomocí celkového,
nebo postupného odhadu moment· ²um·. T¥mito odhady lze nahradit ne-
známé skute£né momenty v rovnici (8.3) a získat odhad vektoru parametr·
θ̂ podle
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

N̂ U
E

N̂ U
E2
...
ĈUE2
ĈUE3
...


= g

(
θ̂
)
. (8.4)

Pro odhad vektoru parametr· θ̂ z rovnice (8.4) lze vºdy vyuºít optima-
liza£ní metodu jako nap°íklad Gauss-Newtonovu metodu. V n¥kterých p°í-
padech, v závislosti na struktu°e funkce g(·), lze vztah (8.4) upravit a vyuºít
analytického °e²ení. Poznamenejme, ºe sloºitost £i jednozna£nost výpo£tu
odhadu vektoru parametr· θ̂ (8.4) je významnou m¥rou ovlivn¥na jednak
celkovým po£tem pouºitých moment·, ale také konkrétní volbou moment·,
tj. vyuºitím nap°íklad pouze necentrálních moment·, nebo r·znorodá kom-
binace necentrálních a centrálních moment·. Vhodnost této volby není jed-
notná a je p°irozen¥ dána konkrétním popisem ²um·.

Vyuºití moment· k odhadu parametr· je v literatu°e také známé jako
metoda moment· (anglicky zvanou method of moments [101]).

Poznamenejme, ºe vektor parametr· θ je také moºné p°ímo odhadnout
z m¥°ení zk ∀k pomocí optimaliza£ního p°ístupu. Nicmén¥ v této práci se
zam¥°íme výhradn¥ na odhad vektor parametr· θ pomocí metody moment·
s vyuºitím MDM.

8.2.1 Odhad parametr· hustoty pravd¥podobnosti

V této kapitole se podíváme na n¥kolik konkrétních p°íklad·, jak po-
mocí moment· ²um· odhadnout vektor parametr·, který parametrizuje hus-
toty pravd¥podobnosti t¥chto ²um·. Vektor ²um· ξk = [wT

k ,v
T
k ]T bude v této

kapitole uvaºován jako nezávislý na vektoru ξj pro k 6= j a bude vyuºito
zjednodu²eného zápisu prvních dvou moment· ²um· jako w̄ = Nw, v̄ = Nv,
Q = Cw2 ,R = Cv2 ,S = Cw,v.

První p°íklad obsahuje vektor Gaussových ²um· ξk = [wT
k ,v

T
k ]T , které lze

zapsat jako

pwk,vk(wk,vk;θ) = G(wk,vk;θ), (8.5)
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kde vektor parametr· θ popisující tuto hustotu pravd¥podobnosti ²umu lze
zapsat

θ =


w̄
v̄

QU

RU

S

 . (8.6)

Protoºe samotný vektor parametr· θ v tomto p°ípad¥ obsahuje pouze první
dva momenty ²um·, lze pro jejich odhad také vyuºít dva momenty ²um·,
a to konkrétn¥ první necentrální moment ²um· N U

E (6.13a) a druhý necen-
trální moment ²um· N U

E2 (6.13b). Vektor parametr· θ lze z rovnice (8.3)
samoz°ejm¥ odhadnout pomocí optimaliza£ní metody, nicmén¥ v tomto kon-
krétním p°ípad¥ lze rovnici upravit a p°epsat do následující podoby

θ =

[
Inx+nz 0nx+nz×nE2

0nE2
2
×nx+nz

[
1 −1

]
⊗ InE2

2

][
N U
E
N U
E2

]
, (8.7)

kde nE2 = nx(nx + 1) + nz(nz + 1) + 2nxnz. Pokud bychom znali první dva
necentrální momenty ²um· N U

E a N U
E2 , bylo by k odhadu vektoru parame-

tr· θ moºno vyuºít rovnici (8.7). Bohuºel první dva necentrální momenty
²um· N U

E a N U
E2 jsou neznámé, ale mohou být získány jejich nestranné a kon-

zistentní odhady z celkového odhadu necentrálních moment· ²um· (6.19).
Pokud necentrální momenty ²um· v rovnici (8.7) nahradíme jejich odhady,
je moºné vektor parametr· θ vypo£ítat následovn¥

θ̂ =

[
Inx+nz 0nx+nz×nE2

0nE2
2
×nx+nz

[
1 −1

]
⊗ InE2

2

][
N̂ U
E

N̂ U
E2

]
. (8.8)

Tento odhad θ̂ je pouze lineární funkcí nestranných a konzistentních od-
had· necentrálních moment· ²um· N̂ U

E , N̂ U
E2 (6.19), a proto i tento odhad

je nestranný a konzistentní. V²imn¥me si, ºe odhad (8.8) v sob¥ implicitn¥
obsahuje celkový odhad druhého centrálního momentu (6.23).

Druhý p°íklad obsahuje ²umy stavu wk a m¥°ení vk, které jsou navíc vzá-
jemn¥ nezávislé. Dále je p°edpokládáno, ºe ²um stavu má Gaussovo rozd¥lení
a lze jej zapsat jako

pwk(wk;θw) = G(wk;θw), (8.9)
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kde vektor parametr· θw je de�nován

θw =

[
w̄
QU

]
. (8.10)

�um m¥°ení je popsán sm¥sí dvou Gaussových rozd¥lení

pvk(vk;θv) = GM(vk;θv) (8.11)

s vektorem parametr· θv de�novaným

θv =


α1

v̄1

v̄2

RU
1

RU
2

 , (8.12)

kde v̄i, i ∈ {1, 2} je vektor st°edních hodnot a RU
i , i ∈ {1, 2} je kovariance

²um· pro i-tý £len v Gaussov¥ sm¥si. Skalární parametr 0 < α1 < 1 ur£uje,
s jakým pom¥rem tvo°í jednotlivé £leny celou hustotu Gaussové sm¥si, p°i-
£emº také platí vztah α2 = 1− α1. Poznamenejme, ºe náhodnou veli£inu vk
m·ºeme (neúpln¥) popsat st°ední hodnotou v̄ a kovariancí RU.

Tento konkrétní problém lze z d·vodu nezávislosti ²um· stavu a m¥°ení
rozd¥lit na dva samostatné problémy odhadu vektoru parametr· ²um· stavu
θw (8.10) a m¥°ení θv (8.12).

Nalezení vektoru parametr· ²um· stavu θw je obdobný problém
jako u prvního p°íkladu. Sta£í vyuºít prvky prvních dvou necentrálních mo-
ment· N U

E a N U
E2 , díky nimº lze upravenou rovnici (8.3) zapsat jako

θw =

[
Inx 0nx×nx(nx+1)

0nx(nx+1)
2

×nx

[
1 −1

]
⊗ Inx(nx+1)

2

] w̄
N U

w2(
w̄⊗

2
)U
 . (8.13)

P°ipome¬me, ºe vektor w̄ je sou£ástí vektoru N U
E (6.13a) a dvojice vek-

tor· N U
w2 a

(
w⊗

2
)U

jsou sou£ástí vektoru N U
E2 (6.13b). První dva necentrální

momenty ²umu wk jsou sice neznámé, ale jsme schopni je nestrann¥ a konzis-
tentn¥ odhadnout jako sou£ást vektor· N U

E , N U
E2 pomocí celkového odhadu

necentrálních moment· ²um· (6.19). Pokud v rovnici (8.13) nahradíme ne-
centrální momenty ²umu wk jeho odhady, je moºno získat nestranný a kon-
zistentní odhad vektoru parametru θw (8.10), obdobn¥ jako v p°edchozím
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p°ípad¥ podle vztahu

θ̂w =

[
Inx 0nx×nx(nx+1)

0nx(nx+1)
2

×nx

[
1 −1

]
⊗ Inx(nx+1)

2

]
̂̄w
N̂ U

w2

(̂w̄⊗2)
U

 .
Pro nalezení vektoru parametr· ²um· m¥°ení θv, který obsahuje cel-

kem p¥t £len·, vyuºijeme prvních p¥t necentrálních moment· ²um· N U
Ei ,

i = {1, 2, 3, 4, 5}. Tyto momenty je moºné zapsat do podoby (8.3) jako funkce
vektor· parametr· θv (8.12), jak je ukázáno v p°íloze C, podle vztah·

v̄ =
2∑
i=1

αiv̄i (8.14a)

N U
v2 =

2∑
i=1

αi

(
Ri + v̄⊗

2

i

)U
(8.14b)

N U
v3 =

2∑
i=1

αi

(
E1 (Ri ⊗ v̄i) + v̄⊗

3

i

)U
(8.14c)

N U
v4 =

2∑
i=1

αi

(
3R⊗

2

i + E4
(
Ri ⊗ v̄⊗

2

i

)
+ v̄⊗

4

i

)U
(8.14d)

N U
v5 =

2∑
i=1

αi

(
3E5

(
R⊗

2

i ⊗ v̄i

)
+ E8

(
Ri ⊗ v̄⊗

3

i

)
+ v̄⊗

5

i

)U
, (8.14e)

kde

E1 =In3
z

+ Υ1,3,2 + Υ3,1,2

E2 =In4
z

+ Υ1,2,4,3 + Υ1,4,2,3 + Υ4,1,2,3

E3 =In4
z

+ Υ1,3,2,4 + Υ1,3,4,2 + Υ3,1,2,4 + Υ3,1,4,2 + Υ3,4,1,2

E4 =
(
E2
(
E1 ⊗ Inz

)
− E3

)
E5 =In5

z
+ Υ1,2,3,5,4 + Υ1,2,5,3,4 + Υ1,5,2,3,4 + Υ5,1,2,3,4

E6 =In5
z

+ Υ1,2,4,5,3 + Υ1,4,2,5,3 + Υ1,4,5,2,3 + Υ4,1,2,5,3 + Υ4,1,5,2,3

+ Υ4,5,1,2,3 + Υ1,2,4,3,5 + Υ1,4,2,3,5 + Υ4,1,2,3,5

E7 =In5
z

+ Υ1,3,4,5,2 + Υ3,1,4,5,2 + Υ3,4,1,5,2 + Υ3,4,5,1,2 + Υ1,3,2,4,5

+ Υ1,3,4,2,5 + Υ3,1,2,4,5 + Υ3,1,4,2,5 + Υ3,4,1,2,5

E8 =
(
E5
(
E4 ⊗ Inz

)
− E6

(
E1 ⊗ In2

z

)
+ E7

)
.

Díky rovnicím (8.14) je moºné necentrální momenty ²umu vk zapsat
v kompaktní podob¥ jako funkce hledaného vektoru parametr· θv, obdobn¥
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jako rovnici (8.3), podle vztahu

v̄

N U
v2

N U
v3

N U
v4

N U
v5


=



α1v̄1 + (1− α1)v̄2

α1

(
R1 +

(
v̄⊗

2

1

))U
+ (1− α1)

(
R2 +

(
v̄⊗

2

2

))U
∑2

i=1 αi

(
E1 (Ri ⊗ v̄i) + v̄⊗

3

i

)U
∑2

i=1 αi

(
3R⊗

2

i + E4
(
Ri ⊗ v̄⊗

2

i

)
+ v̄⊗

4

i

)U
∑2

i=1 αi

(
3E5

(
R⊗

2

i ⊗ v̄i

)
+ E8

(
Ri ⊗ v̄⊗

3

i

)
+v̄⊗

5

i

)U


= g (θv). (8.15)

Pokud by byly necentrální momenty ²umu vk známé, bylo by moºné odhad-
nout vektor parametr· θv (8.12) pomocí vhodné numerické metody. Tyto mo-
menty jsou bohuºel neznámé, ale je moºné je odhadnout jako sou£ást vektor·
N U
Ei , i ∈ {1, 2, 3, 4, 5} pomocí bu¤ celkového (6.19), nebo postupného (6.26)

odhadu necentrálních moment· ²um·. T¥mito odhady lze nahradit momenty
v rovnici (8.15) jako 

̂̄v
N̂ U

v2

N̂ U
v3

N̂ U
v4

N̂ U
v5


= g

(
θ̂v

)
, (8.16)

a z ní numericky vypo£ítat vektor parametr· θv (8.12).
Poznamenejme, ºe odhadem prvních p¥ti necentrálních moment· vek-

toru Ek celkovým (6.19), pop°ípad¥ postupným (6.25) odhadem necentrálních
moment· ²um· jsme získali nejen prvních p¥t necentrálních moment· vektoru
vk, které byly pot°eba v rovnici (8.16), ale také dal²í prvky jako nap°íklad
momenty N U

wi , i ∈ {3, 4, 5}, které vyuºity nebyly. Pokud by ale byly vyuºity
i vy²²í momenty pro odhad vektoru parametr· ²umu stavu θw (8.10), ne²el
by tento problém vyjád°it v podob¥ lineární rovnice (8.13) a výsledný odhad
by musel být °e²en optimaliza£ní metodou, kv·li £emuº by výsledný odhad
(6.19) jiº nebyl nestranný a konzistentní.

8.2.2 Odhad parametr· £asov¥ korelovaných ²um·

V této kapitole se podíváme na konkrétní p°íklad, jak pomocí moment·
²um· odhadnout vektor parametr·, který parametrizuje £asov¥ korelované
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²umy. Vektor ²um· ξk = [wT
k ,v

T
k ]T tedy bude v této kapitole uvaºován

jako závislý na vektoru ξj pro k 6= j.
P°edpokládejme, ºe stavový £asov¥ závislý ²um pouze p°es jeden £asový

okamºik je generován jako

wk = αµk + µk−1, (8.17)

kde α ∈ Rnx×nx je neznámá, omezená a £asov¥ neprom¥nná matice. Vektor
²umu m¥°ení je stacionární Markov·v proces, který je generován jako

vk = βvk−1 + σk−1, (8.18)

kde matice β ∈ Rnx×nx je neznámá, omezená, £asov¥ neprom¥nná a má
vlastní £ísla v jednotkové kruºnici. Náhodný vektor ζk =

[
µT
k σT

k

]T ∈ Rnx+nz

je nezávislý na ζj pro k 6= j a lze ho popsat omezenými a £asov¥ neprom¥n-
nými prvními dv¥ma necentrálními momenty, které jsou neznámé.

Vektor parametr· θ m·ºe obsahovat r·zné prvky podle toho, co uºivatel
vyºaduje. V na²em problému uvaºujme, ºe hledaný vektor parametr· má
následující podobu2

θ =



αV

βV

Nµ

Nv

CUµ2

CUv2

Cµ,σ


, (8.19)

kde αV ∈ Rn2
x a βV ∈ Rn2

z jsou vektorizované matice α a β.
Stejn¥ tak je díky £asové závislosti vektoru ²um· ξk d·leºité myslet

na to, ºe momenty N U
Ei a CUEi pro i > 1 budou obsahovat r·zný po£et uni-

kátních prvk· v závislosti na typu £asové korelace stejn¥ tak jako na volb¥
parametru P , jak je vid¥t z rovnic (6.32). Proto v tomto p°ípad¥ budeme
uvaºovat, ºe hodnota parametru P = 3, a pro odhad bude vyuºit první
necentrální moment N U

E a druhý centrální moment CUE2 . Tyto momenty je
moºné zapsat do podoby (8.3) jako funkce vektor· parametr· θ (8.19), jak

2Jinou moºností, jak zvolit vektor parametr·, je nap°íklad místoNU
µ2 z (8.19) odhadovat

NU
w2 nebo místo NU

v2 odhadovat NU
σ2 .
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je podrobn¥ ukázáno v p°íloze D

[
N U
E

CUE2

]
=



Nw

Nv

CUw2

Cwk,wk−1

CUv2

Cvk,vk−1

Cvk+1,vk−1

Cwk,vk
Cwk−1,vk

Cwk−1,vk+1


=



(α + Inx)Nµ

Nv(
(α⊗

2
+ In2

x
)Cµ2

)U
(Inx ⊗α)Cµ2

CUv2

(β ⊗ Inz)Cv2

(β2 ⊗ Inz)Cv2

Cµ,σ
((α⊗ Inz) + (Inx ⊗ β))Cµ,σ
((α⊗ β) + (Inx ⊗ β2))Cµ,σ


= g(θ). (8.20)

Pokud by byly první dva momenty N U
Ek a C

U
E2k

známé, bylo by moºné vypo£í-
tat vektor parametr· θ (8.19) numericky. Tyto momenty jsou neznámé a je
moºné je odhadnout pomocí celkového odhadu (6.19) necentrálních a postup-
ného odhadu (6.30) centrálních moment· ²um·. T¥mito odhady lze nahradit
momenty v rovnici (8.20) jako [

N̂ U
E

ĈUE2

]
= g(θ̂), (8.21)

z rovnice (8.21) lze numericky vypo£ítat vektor parametr· θ (8.19).
Pro výsledný odhad θ̂ je vyuºito odhad· unikátních prvk· prvních dvou

moment· N U
E a CUE2 . Tyto momenty de�nují ur£itý po£et unikátních prvk·,

které zárove¬ ur£ují i po£et rovnic, jeº jsou funkcí prvk· vektoru parametr·
θ. Tento po£et rovnic je dán jednak konkrétní £asovou korelací ²um·, ale také
tím, jak velký bude zvolen parametr P . To znamená, ºe parametr P musí
být zvolený dostate£n¥ velký tak, aby bylo moºno jednozna£n¥ odhadnout
v²echny prvky vektoru θ. Nap°íklad v rovnici (8.20), kde P = 3, je celkový
po£et t¥chto rovnic roven 10. Pokud by hodnota P = 2, tak by celkový po£et
rovnic byl roven pouze 6, coº je o jeden mén¥ neº po£et prvk· ve vektoru
parametr· θ (8.19).
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Kapitola 9

Numerické ilustrace

V této kapitole bude ukázáno n¥kolik p°íklad·, na nichº budou ilu-
strovány schopnosti nejen samotné MDM, ale také její srovnání s dal²ími
významnými p°edstaviteli CM.

9.1 Porovnání korela£ních metod - LTI model

V této kapitole bude porovnán celkový necentrální odhad MDM s od-
hady dal²ích £ty° významných CM, jmenovit¥ Mehrovou metodou z podkapi-
toly 4.3, Bélangerovou metodou z podkapitoly 4.4, Leeovou metodou z pod-
kapitoly 4.5 a Bundickovou metodou z podkapitoly 4.6. Ve²keré tyto CM jsou
schopné odhadnou kovariance vzájemn¥ a £asov¥ nekorelovaných ²um· s nu-
lovou st°ední hodnotu v LTI modelu. Proto uvaºujme model systému (2.1),
(2.2), kde známé matice a vektory jsou

F=

[
0.99 0
0.4 0.99

]
, H=

[
2 0
1 2

]
, uk=

[
0
0

]
, Nw =

[
0
0

]
, Nv =

[
0
0

]
,

naopak neznámé jsou

Nx0 =

[
0
0

]
,
(
Cx2

0

)
M

=

[
1 0
0 1

]
,
(
Cw2

)
M

=

[
2 −1
−1 2

]
,
(
Cv2

)
M

=

[
3 1
1 3

]
.

Pro takovýto model jsou jednotlivé CM analyzovány s vyuºitím 104 Monte
Carlo (MC) simulací, kde v kaºdé simulaci bude k odhadu kovariancí ²um·
vyuºito celkem 102, 103, 104 a 105 m¥°ení τ . Dále p°edpokládejme, ºe CM1

budou vyuºívat dv¥ r·zné znalosti o po£áte£ní st°ední hodnot¥ stavu Nx0 .

1Mehra, Bélanger a Bundick vyuºívají k odhadu kovariancí ²um· informaci o po£áte£ní
st°ední hodnot¥ stavu N CM

x0
.
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Jednak bude uvaºována (správná) nulová st°ední hodnota stavu
N CM

x0
= Nx0 , ale také bude vyuºita (nesprávná) po£áte£ní st°ední hodnota

stavu N CM
x0

=
[
10 10

]T .
Pr·m¥r a sm¥rodatná odchylka (STD - z anglického standard devi-

ation), odhad· kovariancí ²um· získané pr·m¥rováním p°es MC simulace
jsou vykresleny v obrázcích 9.1 a 9.2. P°ipome¬me, ºe CUw2(i) je prvek vek-
toru CUw2 = [ CUw2 (1) CU

w2 (2) CU
w2 (3) ]T = [ 2 −1 2 ]T na i-tém °ádku. Obdobn¥ to platí

i pro i-tý prvek CUv2(i) vektoru CUv2 = [ CUv2 (1) CU
v2

(2) CU
v2

(3) ]T = [ 3 1 3 ]T .
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Obrázek 9.1: Odhad kovariancí ²um· významnými CM pro N CM
x0

= Nx0
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Obrázek 9.2: Odhad kovariancí ²um· významnými CM proN CM
x0

=
[
10 10

]T
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Z obou obrázk· 9.1 a 9.2 m·ºeme vid¥t, ºe STD odhad· se pro v²echny
CM sniºuje s nar·stajícím po£tem m¥°ení τ . Jednotlivé CM se°azené
podle STD od nejv¥t²ího po nejmen²í jsou Lee, Mehra, Bélanger, Bundick
a MDM.

Z obrázku 9.1, kde N CM
x0

= Nx0 , m·ºeme vid¥t, ºe pr·m¥ry odhad·
jsou pro v²echny CM koncentrovány kolem skute£né hodnoty.

Naopak z obrázku 9.2, kde N CM
x0

=
[
10 10

]T , je vid¥t, ºe pr·m¥ry
odhad· jsou koncentrovány kolem skute£né hodnoty pouze pro Leeovu me-
todu a MDM, které poskytují nestranné odhady. U zbývajících CM Mehry,
Bélangera a Bundicka je vid¥t, ºe strannost odhad· (p°eváºn¥ kovariance
stavu CUw2) je v¥t²í pro men²í po£et m¥°ení τ . Poznamenejme, ºe CM Mehry,
Bélangera, Leea a Bundicka mají tém¥° stejné MSE odhad· pro τ = 102.
P°i£emº odhady pomocí Leeovy metody jsou, oproti zbylým, koncentrovány
kolem skute£né hodnoty nicmén¥, mají v¥t²í varianci odhadu.

9.2 Porovnání korela£ních metod - LTV model

V této kapitole budou odhadovány kovariance vzájemn¥ závislých a £a-
sov¥ nezávislých ²um· s nulovou st°ední hodnotou pro LTV model systému
popsaný rovnicemi (2.1), (2.2). Jak je vid¥t i z tabulky 4.1, CM navrºené
pro takovýto model jsou pouze dv¥, a to Bélangérova metoda a MDM. Známé
hodnoty modelu systému jsou

Fk=0.8 + 0.1 sin(0.007πk), Hk=1 + 0.99 sin(0.1πk), uk=x0 =Nw=Nv=0,

naopak neznámé jsou kovariance ²um·

Cw2 = 2, Cv2 = 1, Cw,v = 0.5.

Pro analýzu je vyuºito 104 MC simulací, kde v kaºdé simulaci bude
k odhadu kovariancí ²um· vyuºito celkem τ = 103 m¥°ení. Celkový odhad
kovariancí ²um· z MDM je získán n¥kolika zp·soby. Zaprvé ve standardní
verzi (6.19), ale také ve v²ech t°ech váºených verzích (7.32) p°edstavených
v kapitole 7.12. Váºená verze vyuºívající k výpo£tu váhy neváºené odhady
moment· ²um· bude zna£ena jako MDM I, aproximativní verze, která vy-
uºívá po£áte£ní znalosti druhých necentrálních moment· ²um· zvolené jako
CPw2 = 1, CPv2 = 1, CPw,v = 0, 2 bude zna£ená MDM II a poslední verze, kdy
váhová matice je zvolená jako P̂m = L m (L m)T , bude ozna£ována MDM III.

Pr·m¥r a STD odhad· kovariancí ²um· získané pr·m¥rováním p°es MC
simulace pro Bélangérovu metodu, standartní MDM a váºenou MDM I jsou

2Po£áte£ní znalost veli£iny X je zna£ená jako XP.
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vykresleny v obrázku 9.3. Krom¥ toho je na obrázku vyobrazen i pr·m¥r
odhadnutých kovarian£ních matic (£i STD) odhad· kovariancí ²um· (7.33),
které poskytuje váºená MDM I.
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Obrázek 9.3: Odhady kovariancí vzájemn¥ závislých ²um· v LTV modelu

Z obrázku 9.3 plyne následující:
• Odhady získané pomocí Bélangerovy metody a standardní MDM jsou
koncentrovány kolem skute£né hodnoty. Nicmén¥ odhady získané po-
mocí váºené MDM I se mírn¥ odchylují od skute£né hodnoty.
• Hodnoty kovarian£ní matice (STD) odhadu získané pomocí váºené
MDM I jsou významn¥ men²í neº hodnoty kovarian£ní matice (STD)
odhad· získaných pomocí Bélangerovy metody a standardní MDM,
které jsou si navzájem velice podobné.
• Váºená MDM I poskytuje odhad kovarian£ní matice (STD) odhadu
(7.33) (purpurová te£kovaná £ára), která je tém¥° totoºná s kovarian£ní
maticí (STD) vypo£tenou na základ¥ MC simulací (zelená £árkovaná
£ára).
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Pr·m¥r a STD odhad· kovariancí ²um· získané pr·m¥rováním p°es
MC simulace pro váºené MDM I, MDM II a MDM III jsou vykresleny v ob-
rázku 9.4. Krom¥ toho je na obrázku vyobrazen i pr·m¥r odhadnutých kova-
rian£ních matic (STD) odhad· kovariancí ²um· (7.33), které poskytly váºené
MDM II a MDM III.
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Obrázek 9.4: Váºené odhady kovariancí vzájemn¥ závislých ²um·

Z obrázku 9.4 plyne následující:
• Odhady získané pomocí váºené MDM II a MDM III jsou, oproti váºené
MDM I, koncentrovány kolem skute£né hodnoty.
• Hodnoty kovarian£ních matic (STD) odhadu získaných pomocí v²ech
váºených MDM I, MDM II a MDM III jsou si velice podobné.
• Odhad kovarian£ní matice (STD) odhadu pro váºené MDM II a MDM
III (tyrkysová a purpurová te£kovaná £ára) se li²í od kovarian£ní matice
(STD) odhad· vypo£tených na základ¥ MC simulací (modrá a £ervená
£árkovaná £ára).
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9.3 Celkový a postupný odhad MDM

V této kapitole budou pomocí MDM odhadovány necentrální i cent-
rální momenty vzájemn¥ a £asov¥ nezávislých ²um· pro LTV model systému
popsaný rovnicemi (2.1), (2.2). MDM odhad bude získán jednak pomocí cel-
kového výpo£tu z podkapitoly 6.2.2, 6.2.3, ale i pomocí postupného výpo£tu
z podkapitoly 6.2.4, 6.2.5. Známé hodnoty pouºitého modelu systému jsou

Fk=0.8 + 0.1 sin(0.007πk), Hk=1 + 0.99 sin(0.1πk), uk=Cw,v=0,

naopak neznámé jsou momenty (Gaussových) ²um·

Nw = −2, Nw2 = 6, Nw3 = −20, Cw2 = 2, Cw3 = 0,

Nv = −1, Nv2 = 2, Nv3 = −4, Cv2 = 1 Cv3 = 0.

Pro analýzy je vyuºito 104 MC simulací, kde v kaºdé simulaci, bude k odhadu
moment· ²um· vyuºito celkem τ = 103 m¥°ení.

Pr·m¥r a STD odhad· moment· ²um· stavu a m¥°ení získané pr·m¥-
rováním p°es MC simulace jsou uvedeny v tabulce 9.1.

Celkový odhad Postupný odhad
Skute£nost Pr·m¥r STD Pr·m¥r STD

Nw -2 -1.9992 0.0653 -1.9992 0.0653
Nv -1 -0.9995 0.0861 -0.9995 0.0861

Nw2 6 5.9907 0.5492 5.9698 0.4844
Nv2 2 1.9986 0.3081 2.0059 0.3268

Nw3 -20 -19.8539 7.0559 -19.9235 2.7317
Nv3 -4 -3.9637 2.1482 -4.0342 2.3276

Cw2 2 1.9964 0.3507 1.9850 0.2229
Cv2 1 1.0049 0.3941 1.0042 0.1327

Cw3 0 0.0327 3.4081 0.0018 0.8168
Cv3 0 -0.0650 4.3757 -0.0059 0.6115

Tabulka 9.1: MDM celkový a postupný odhad moment· ²um·.

Poznamenejme, ºe v tabulce 9.1 jsou zapsány pouze nek°íºové odhad-
nuté momenty ²um·. Nicmén¥ pomocí celkového odhadu druhého a t°etího
necentrálního momentu byly také odhadnuty dal²í 3 (N⊗2

w , Nw⊗Nv, N⊗
2

v )
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a 8 (Nw2⊗Nw, Nw2⊗Nv, Nv2⊗Nv, Nv2⊗Nw, N⊗
2

w ⊗Nw, N⊗
2

v ⊗Nw, N⊗
3

w , N⊗3

v )
prvk·. Z tohoto d·vodu u celkových odhad· lze vid¥t v¥t²í varianci odhadu
neº u postupného odhadu.

9.4 Vztah po°adí pouºití m¥°ení a kvality od-
hadu kovariance ²um·

V této kapitole se podíváme, jak zm¥ny po°adí pouºití m¥°ení ovlivní
model systému a tím i výslednou kvalitu odhadu kovariancí ²um· pomocí
MDM.

Uvaºujme model systému (7.23), (7.24), který obsahuje vzájemn¥ a £a-
sov¥ nezávislé ²umy stavu a m¥°ení, p°i£emº jednotlivé známé hodnoty mo-
delu systému jsou následující

Fk=

[
1 0.2
0 1

]
,Hk=

[
1 0

]
,Wk=

[
0

0.2

]
,Vk= 1,Nw=Nv= uk =0.

Naopak neznámé jsou kovariance ²um·

Nw2 = Nv2 = 1.

Pro analýzu je vyuºito 104 MC simulací, kde v kaºdé simulaci bude
k odhadu kovariancí ²um· vyuºito celkem τ = 103 m¥°ení. Také bude pou-
ºito kaºdé M ∈ {1, 2, 3, . . . , 20}-té m¥°ení, díky £emuº lze rovnice dynamiky
(7.28) zapsat v následující podob¥

xk+M =

[
1 0.2M
0 1

]
︸ ︷︷ ︸

Fk

xk +

[
(M − 1)0.22 . . . 0.22 0

0.2 . . . 0.2 0.2

]
︸ ︷︷ ︸

Wk


wk
wk+1
...

wk+M−1


︸ ︷︷ ︸

WM
k

, (9.1)

p°i£emº platí (
N

(WM
k )

2

)
M

= IMNw2 , (9.2)

Wk

(
N

(WM
k )

2

)
M

W T
k =

[
2M3−3M2+M

6
0.24 M2−M

2
0.23

M2−M
2

0.23 M0.22

]
Nw2 . (9.3)

Tuto rovnici dynamiky (9.3) je moºné také zapsat v alternativní podob¥
p°i pouºití náhodné veli£iny XkXk jako

xk+M =Fkxk + XkXk, (9.4)
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kde

Xk = (Xk)
−1WkW

M
k (9.5)

Xk = chol

([
2M3−3M2+M

6
0.24 M2−M

2
0.23

M2−M
2

0.23 M0.22

])
, (9.6)

a chol(A) zna£í Choleského dekompozici matice A, p°i£emº platí následující
vztahy pro momenty

(NX 2
k
)M = InxNw2 , (9.7)

Xk (NX 2
k
)M X T

k =

[
2M3−3M2+M

6
0.24 M2−M

2
0.23

M2−M
2

0.23 M0.22

]
Nw2 . (9.8)

K celkovému odhadu kovariancí ²um· je pouºita matice A2
N , která obsa-

huje celkem M sad rovnic pro £asové okamºiky k = i,M + i, 2M + i, . . .,
kde i ∈ {0, 1, 2, . . . ,M − 1}, aby bylo vyuºito co nejvíce m¥°ení jak bylo
popsáno v kapitole 7.11. Výsledná kvalita odhad· kovariancí ²um· popsaná
pomocí MSE získaná pr·m¥rováním p°es MC simulace a £íslo podmín¥nosti
matice A2

N jsou vykresleny v obrázku 9.5.

5 10 15 20

M

10-2

100

102

104

5 10 15 20

M

101

102

103

Obrázek 9.5: Vliv kvality odhadu kovariancí ²um· pomocí p°eskládání m¥°ení

Z obrázku 9.5 plyne následující:
• MSE odhad· kovariancí ²um· je závislé na volb¥ parametru M .
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• Pr·b¥h hodnot £ísel podmín¥nosti a sou£tu MSE odhad· kovariancí
²um· v závislosti na M je velmi podobné.
• Pro hodnotu M = 12 vybranou podle £ísla podmín¥nosti matice A2

N
je hodnota sou£tu MSE odhad· moment· ²um· 0.0643, coº je velice
podobné hodnot¥ minimu sou£tu MSE odhad· 0.0638 v M = 10.
Z tohoto p°íkladu je vid¥t, ºe vztah po°adí pouºití m¥°ení m·ºe mít

významn¥ pozitivní vliv na výslednou kvalitu odhadovaných kovariancí ²um·.

9.5 Odhad parametr· ²um·

V této kapitole budou pomocí MDM odhadnuty parametry hustoty
pravd¥podobnosti vzájemn¥ a £asov¥ nezávislých ²um· pro LTV model sys-
tému popsaného rovnicemi (2.1), (2.2). Známé hodnoty pouºitého modelu
systému jsou

Fk=0.9 + 0.1 sin

(
5k

τ

)
, Hk=

[
2 + sin

(
13k
τ

)
cos
(

9k
τ

) ]
, uk=0.

�umy stavu a m¥°ení se uvaºují vzájemn¥ a £asov¥ nezávislé. �um stavu je po-
psán Gaussovou PDF G(wk;θw) s neznámými parametry θw=

[
w̄ Q

]T (8.10),
kde w̄ = Q = 1. Oproti tomu ²um m¥°ení popsán bimodální Gaussovou sm¥sí

PDF GM(vk;θv) s neznámými parametry θv =
[
α1 v̄T1 v̄T2

(
RU

1

)T (
RU

2

)T]T
(8.12), kde

α1 =0.8, v̄1 =
[
4 −3

]T
,RU

1 =
[
3 0.5 2

]T
, v̄2 =

[
6 7

]T
,RU

2 =
[
4 2 4

]T
.

Problém ale i °e²ení odhadu parametr· pro takovýto model systému byl
popsán v druhém p°íkladu v kapitole 8.2.1. Proto bude tohoto postupu °e-
²ení, kdy byly samostatn¥ pro ²um stavu a m¥°ení nejd°íve odhadnuty mo-
menty, díky nimº byly následn¥ odhadnuty i parametry t¥chto ²um·, vyuºito
i v tomto p°ípad¥. Poznamenejme, ºe k odhadu prvních p¥ti necentrálních
moment· ²um· je vyuºito postupného odhadování, jak bylo popsáno v ka-
pitole 6.2.4. Pro analýzu je vyuºito 103 MC simulací, kde v kaºdé simulaci
bude k odhadu moment· ²um· vyuºito celkem 105 a 106 m¥°ení τ .

Pr·m¥r a STD odhad· moment· a parametr· ²um· stavu získané pr·-
m¥rováním p°es MC simulace jsou zapsány v tabulce 9.2.
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Nw Nw2 Nw3 Nw4 Nw5 w̄ Q

Skute£nost 1 2 4 10 26 1 1

Pr·m¥r (τ=105) 1 1 3.999 10.003 26.012 1 1

Pr·m¥r (τ=106) 1 2 4 10.001 25.998 1 1

STD (τ=105) 0.004 0.035 0.118 0.628 2.74 0.004 0.032

STD (τ=106) 0.001 0.011 0.038 0.2 0.874 0.001 0.009

Tabulka 9.2: Skute£né a odhadnuté momenty a parametry ²umu stavu wk.

Pr·m¥r a STD n¥kolika vybraných prvk·3 z odhad· moment· ²um·
m¥°ení získané pr·m¥rováním p°es MC simulace jsou sepsány v tabulce 9.3.
P°ipome¬me, ºe N U

vm(i) je prvek vektoru N U
vm na i-tém °ádku. Z t¥chto od-

hadnutých moment· ²umu m¥°ení byly následn¥ odhadnuty parametry ²um·
m¥°ení θv a pr·m¥r a STD t¥chto odhad· jsou sepsány v tabulce 9.4.

3Z d·vodu úspory místa jsou v tabulce 9.3 vykresleny pouze první dva prvky pro kaºdý
z p¥ti odhadnutých moment· ²um· m¥°ení.
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Z tabulek 9.2, 9.3 a 9.4 je vid¥t, ºe výsledné odhady moment·, stejn¥ jako
parametr·, jsou velmi blízko ke skute£ným hodnotám. Dále hodnoty ukazují,
ºe pro v¥t²í po£et dat τ má odhad moment· a parametr· ²um· niº²í varianci.

Z odhadnutých parametr· ²umu m¥°ení θ̂v je vypo£ítáno kritérium
hodnotící celé PDF zapsané následujícím vztahem

T = 1−

∫∞
−∞ abs

(
GM (vk;θv)− GM

(
vk; θ̂v

))
dvk

2
. (9.9)

Tato hodnota reprezentuje, jak moc podobná je odhadnutá hustota pravd¥-
podobnosti té skute£né. Pokud jsou odhadnutá a skute£ná hustoty pravd¥-
podobnosti totoºné, tak T = 1. Naopak pokud by se hustoty ani £áste£n¥
nep°ekrývaly, pak bude hodnota kritéria T = 0. Ve²keré hodnoty T pro po£et
m¥°ení τ = 105 a τ = 106 jsou vykresleny pomocí histogram· v obrázku 9.6.
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Obrázek 9.6: Hodnoty T pro ve²keré MC simulace.

Odhadnutá hustota pravd¥podobnosti m¥°ení GM(vk; θ̂v), která odpovídá
mediánu mezi v²emi hodnotami T , je nazývána typickým odhadem.
Pro τ = 105 má medián hodnotu T = 0.9435 a p°íslu²ný typický odhad
vektoru parametr· θ̂v je dán parametry

α̂1 = 0.7756, ̂̄v1 =
[
4.1814 −3.0631

]T
, R̂U

1 =
[
2.4028 0.6091 1.8453

]T
,̂̄v2 =

[
5.7632 6.6186

]T
, R̂U

2 =
[
4.1453 2.5191 4.6204

]T
.

Obdobn¥ pro τ = 106 má medián hodnotu T = 0.9779 a p°íslu²ným typickým
odhadem vektoru parametr· θ̂v je dán odhady

α̂1 = 0.8081, ̂̄v1 =
[
3.9840 −2.9561

]T
, R̂U

1 =
[
3.1251 0.4863 2.1084

]T
,̂̄v2 =

[
6.0897 7.1191

]T
, R̂U

2 =
[
3.8480 1.8021 3.8122

]T
.
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Skute£né PDF m¥°ení, typické odhady PDF m¥°ení pro τ = 105 a τ = 106

a jejich rozdíly jsou pro úplnost vykresleny na obrázku 9.7.

Obrázek 9.7: Ilustrace skute£né PDF m¥°ení, jejich typických odhad· a jejich
rozdíl·.

Z obrázku 9.7 je vid¥t, ºe typické odhady PDF m¥°ení jsou velice blízko
skute£né PDF m¥°ení.
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9.6 Odhad kovariancí ²um· - nelineární model

V této kapitole bude vyuºito MDM k odhadu kovariancí ²um· pro ne-
lineární model. Konkrétn¥ se bude jednat o model objektu, kde informace
o jeho poloze je získávána vyuºitím globálního naviga£ního satelitního sys-
tém (GNSS) [96, 102].

Na po£átku podkapitoly v 9.6.1 bude p°edstaven systém jakoºto gene-
rátor dat kde budou de�nován nejen rovnice samotné dynamiky a m¥°ení
ale také popis ²um· stavu a m¥°ení. Následn¥ bude p°edstaven model, který
bude vyuºit k odhadu kovariancí ²um·. Jednotlivé parametry pro genero-
vání dat a odhad kovariancí budou ukázány v následujících podkapitolách
9.6.3 a 9.6.4. Protoºe budou v tomto p°ípad¥ dostupné skute£ný popis ²um·
z 9.6.1, budou záv¥rem této podkapitoly výsledné odhady vlastností ²um·
p°ímo porovnávat se skute£nými hodnotami.

9.6.1 Systém - generátor dat

Dynamika stavu je v tomto p°ípad¥ popsána pomocí následující rovnice

xk+1 =


1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 Tk
0 0 0 0 1


︸ ︷︷ ︸

Fk

xk +


Tk 0 0 0
0 Tk 0 0
0 0 Tk 0
0 0 0 1
0 0 0 0


︸ ︷︷ ︸

Uk

uk +


Tk 0 0 0
0 Tk 0 0
0 0 Tk 0
0 0 0 0
0 0 0 Tk


︸ ︷︷ ︸

Wk

wk,

(9.10)

kde první t°i sloºky stavu xk(1),xk(2) a xk(3) p°edstavují pozici objektu
v sou°adnicích x, y a z v metrech v sou°adném systému ECEF (anglickou
zkratkou Earth-Centred-Earth-Fixed). Hodiny p°ijíma£e GNSS signálu umís-
t¥né na objektu, pomocí kterých se po£ítá poloha daného p°ijíma£e, se budou
vlivem poruch jako nap°íklad zm¥ny teploty odchylovat od hodin satelitního
systému. Proto £tvrtá sloºka stavu xk(4) p°edstavuje chybu hodin p°ijíma£e
vyjád°enou po vynásobení rychlostí sv¥tla v metrech. Poslední pátá sloºka
stavu xk(5) p°edstavuje zm¥nu chyby hodin p°ijíma£e vyjád°enou po vynáso-
bení rychlostí sv¥tla v metrech za sekundu. Hodnota Tk v rovnici dynamiky
ur£uje dobu mezi £asovými okamºiky k a k + 1 v sekundách4.

Skute£né ak£ní zásahy p·sobící zm¥nu polohy ve v²ech osách polohy
Tk (uk(i) + wk(i)) , i ∈ {1, 2, 3} z okamºiku k do k+1 nejsou známé. Nicmén¥

4Ve²keré £asové hodnoty v této kapitole jsou brány v pozemském smyslu.
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jsou dostupná jejich m¥°ení jako Tkuk(i), i ∈ {1, 2, 3}, která jsou získána po-
mocí zpracování m¥°ení z dostupných senzor· v pohybujícím se objektu5.
Poslední prvek vektoru °ízení uk(4) p°edstavuje dostupný reset chyby ho-
din6, kterým se udrºuje chyba hodin v rozumn¥ velkých hodnotách v porov-
nání s hodnotami polohy objektu xk(i), i ∈ {1, 2, 3}. První t°i sloºky ²umu
Tkwk(i), i ∈ {1, 2, 3} p°edstavují chybu m¥°ení skute£ného ak£ního zásahu.
Poslední £tvrtá sloºka ²umu Tkwk(4) reprezentuje kolísání zm¥ny chyby ho-
din p°ijíma£e za jednu sekundu.

Rovnici m¥°ení lze v tomto p°ípad¥ popsat pomocí následujícího vztahu

zk = h(xk, k) + vk, (9.11)

p°i£emº po£et m¥°ení a tím i dimenze vektor· zk, h(xk, k) a vk jsou dány
po£tem viditelných satelit· v daný okamºik, tj. lze od nich p°ijímat signál.
M¥°ení zk z t¥chto viditelných satelit· p°edstavuje za²um¥nou pseudovzdále-
nost od p°ijíma£e k tomuto satelitu, kterou konkrétn¥ pro j-tý prvek m¥°ení
lze zapsat pomocí vztahu

zk(j) =

√√√√ 3∑
i=1

(
xk(i)− pjk(i)

)2
+ xk(4) + vk(j), (9.12)

kde zk(j) je j-tá sloºka vektoru m¥°ení, pjk(1),pjk(2) a pjk(3) je dostupná7

poloha satelitu j-tého m¥°ení v £ase k v sou°adnicích x, y a z v ECEF a vk(j)
je chyba pseudovzdálenosti j-tého m¥°ení v £ase k.

Poznamenejme, ºe parametry pouºitého modelu GNSS jsou velmi po-
dobné globálnímu pozi£nímu systému (GPS - z anglického global positioning
system). Nap°íklad jednotlivé satelity se pohybují ve vý²ce 20350 km s do-
bou jednoho ob¥hu 12 hodin a obíhají ve £tve°icích na celkem ²esti ob¥ºných
drahách, které jsou navzájem posunuty vºdy o 60◦ se sklonem 55◦.

Dále uvaºujme, ºe ²um stavu wk má nulovou st°ední hodnotu, je £asov¥
nekorelovaný a má £asov¥ nem¥nnou kovarian£ní matici

(Nw2)M =


0.25 0 0 0

0 0.25 0 0
0 0 0.25 0
0 0 0 100

. (9.13)

5U automobilu to m·ºe být vyuºití odometrického, inerciálního naviga£ního £i jiného
systému, který vyuºívá m¥°ení z celé °ady senzor·, jako jsou nap°íklad akcelerometr, gy-
roskop, kamera, radar, otá£ky a nato£ení kol.

6Pokud odhad chyby hodin p°ijíma£e p°ekro£í uºivatelem zvolenou hodnotu, je prove-
den reset hodin o p°esn¥ známé velikosti.

7Polohu satelit· lze vypo£ítat pomocí informací obsaºených v naviga£ní zpráv¥, které
jsou nazývány efemeridy.
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Také p°edpokládejme, ºe zpoºd¥ní signálu odeslaného ze satelitu k p°i-
jíma£i, jako nap°íklad ionosférické zpoºd¥ní, je potla£eno s vyuºitím dvou
r·zných frekvencí vysílaných ze satelit·. Obdobn¥ i dal²í zdroje r·zných
zpoºd¥ní a chyb jako nap°íklad troposférické zpoºd¥ní, Sagnac·v efekt £i
chyby £asu odeslání zprávy ze satelitu jsou potla£eny také díky dostupným
informacím z naviga£ní zprávý. Díky tomu budeme uvaºovat, ºe ²um m¥°ení
vk má nulovou st°ední hodnotu. Kovariance ²umu m¥°ení je ov²em prom¥nná
v £ase s tím, jak se m¥ní elevace8 jednotlivých satelit·. Za standardních pod-
mínek a vý²e uvedných korekcí zpoºd¥ní lze o£ekávat [103], ºe varianci chyby
pro j-té m¥°ení pseudovzdálenosti lze zapsat jako

N(vk(j))2 = RURA + Rj
user,k + Rj

tropo,k, (9.14)

RURA = 0.5625,

Rj
user,k =

f 4
L1 + f 4

L5

(f 2
L1 − f 2

L5)
2

((
0.13 + 0.5 exp

−ej
k
π

1800

)2
+

(
0.15 + 0.43 exp

−ej
k
π

1242

)2)
,

Rj
tropo,k =

0.120122

0.002001 +
(
sin
(
e
j
k

))2 ,

kde fL1 = 1 575.42MHz a fL5 = 1 176.45MHz jsou nosné frekvence, na
nichº je p°ená²ena naviga£ní zprava od satelitu k p°ijíma£i, ejk je elevace sa-
telitu v j-tém m¥°ení v £ase k, RURA p°edstavuje varianci ²umu zp·sobeného
chybou pozice satelitu a chyby hodin £asu odeslání zprávy, Rj

user,k je vari-
ance ²umu vzniklého zpracování signálu v p°ijíma£i pro j-té m¥°ení v £ase k
a Rj

tropo,k je variance ²umu vzniklého p°i pr·chodu signálu skrze troposféru
pro j-té m¥°ení v £ase k. Mimodiagonální prvky kovarian£ní matice (Nv2

k
)M

jsou uvaºovány nulové, tj. ²umy v jednotlivých m¥°eních pseudovzdáleností
jsou p°edpokládány vzájemn¥ nezávislé. �umy m¥°ení jsou také £asov¥ závislé
s £asovou konstantou 100 sekund [96].

Poznamenejme, ºe ²umy stavu a m¥°ení jsou uvaºovány vzájemn¥ ne-
závislé a signály ze satelitu jsou p°ijímány jiº od elevace 0◦.

9.6.2 Model rovnice m¥°ení a ²um· pro úlohu
identi�kace

Jelikoº MDM je navrºená pro lineární modely, je pot°eba linearizovat
nelineární funkci v rovnici m¥°ení (9.11) nap°íklad vyuºitím Taylorovy °ady.
Díky tomu lze získat Taylor·v polynom prvního °ádu, který je z d·vodu
zanedbání vy²²ích £len· aproximativní, nicmén¥ poºadovanou lineární funkcí

8Elevace satelitu je úhel od horizontu k satelitu.
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stavu. S v¥domím, ºe se jedná o aproximativní vztah, zapí²eme tento polynom
jako

h(xk, k) = h(x̂k, k) + Hk (xk − x̂k) , (9.15)

kde x̂k je dostupný odhadu stavu9, který je v tomto p°ípad¥ také nazývaný
lineariza£ním bodem, a Hk je Jacobiho matice v bod¥ x̂k. Díky vztahu (9.15)
je moºné upravit nelineární m¥°ení zk (9.11) a zapsat jej v linearizované
podob¥ podle

zk = zk − h(x̂k, k) + Hkx̂k = Hkxk + vk. (9.16)

Dále, pro zjednodu²ení zápisu a objasn¥ní díl£ích problém· budeme
uvaºovat, ºe ²um m¥°ení je £asov¥ nezávislý. Nicmén¥ tento problém nebude
opomenut a bude °e²en v dal²í kapitole s názvem �Parametry pro odhad
kovariancí ²um·� 9.6.4.

P°estoºe jsou rovnice stavu (9.10) a m¥°ení (9.16) lineárními rovnicemi,
nelze je vyuºít v této podob¥ MDM k odhadu kovariancí ²um· Nw2 a Nv2

k
,

a to ze dvou d·vod·. První d·vod je, ºe jednotlivé kovariance Nv2
k
pro r·zné

£asové okamºiky k mohou obecn¥ obsahovat r·zný po£et prvk· v závislosti
na tom, kolik satelit· je viditelných. Druhým problémem je, ºe hodnota ko-
variance m¥°ení je prom¥nná v £ase (9.14). Rovnici (6.14a) lze tedy v tomto
p°ípad¥ zapsat jako

N U
Z̃2
k

= ΦN
Z̃2A⊗

2

k ΨNE2k
N U
E2k
, (9.17)

kde unikátní prvky kovariance ²umu m¥°ení v £ase k uspo°ádané ve vektoru
N U
E2k

jsou bohuºel £asov¥ prom¥nné. Nicmén¥ oba vý²e zmín¥né problémy lze

vy°e²it pomocí dostupné znalosti o elevaci ejk jednotlivých satelit· následují-
cím zp·sobem.

Z rovnice (9.14) je vid¥t, ºe kovariance ²umu m¥°ení m¥ní svoji hodnotu
v £ase s tím, jak se m¥ní elevace k jednotlivým satelit·m. Je ale moºné rozd¥-
lit prostor hodnot elevace10 na libovolný po£et interval· Ii, i = 1, 2, . . . , nI ,
které jsou disjunktní a jejich sjednocení tvo°í celý prostor hodnot elevace.
Dále p°edpokládejme, ºe ve²keré signály p°ijímané od satelit·, jejichº elevace
jsou v jednom intervalu Ii, jsou ovlivn¥né ²umy s nulovou st°ední hodnotu
a se stejnou variancí RIi , i = 1, 2, . . . , nI . Hodnotu variance RIi lze p°ibliºn¥

9Odhad prvních £ty° prvk· stavu je získán v kaºdém okamºiku z m¥°ení zk pomocí ne-
váºených nelineárních nejmen²ích £tverc· (tzn. Gaussova-Newtonova metoda). K samotné
linearizaci jsou pot°eba odhady pouze prvních t°í prvk· stavu reprezentující polohu ob-
jektu, jak je vid¥t z rovnice (9.12).

10Uvaºujme hodnoty elevace od 0◦ od 90◦
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o£ekávat takovou, jaká je hodnota variance (9.14) pro elevaci odpovídající
st°edu p°íslu²ného intervalu Ii. S v¥domím, ºe se jedná o aproximativní vztah,
lze zapsat vektor N U

E2k
(9.17) v následující podob¥

N U
E2k

=



N U
w2

N U
v2
k−N

N U
v2
k−N+1

...
N U

v2
k+L−1


= Ik


N U

w2

RI1
RI2
...

RInI


︸ ︷︷ ︸

L

, (9.18)

kde L je nový vektor hledaných £asov¥ neprom¥nných kovariancí a Ik je
známá matice obsahující jedni£ky a nuly jejíº dimenze a struktura je dána
aktuálními elevacemi a po£tem viditelných satelit·.

P°íklad
Uvaºujme zjednodu²enýa model objektu s m¥°ením za²um¥né pseudo-
vzdálenosti, kde nx = 1 a uvaºujme ºe elevace je rozd¥lena do t°ech inter-
val· I1 = 〈0◦, 30◦), I2 = 〈30◦, 60◦) a I3 = 〈60◦, 90◦〉. Pokud L = N = 1,
v okamºik k − 1 jsou p°ijaty dva signály p°i£emº elevace satelit· jsou
na intervalu I2 a I1 a v okamºik k je p°ijat jeden signál kde elevace
satelitu je na intervalu I2 tak rovnice (9.18) bude vypadat následovn¥

N U
E2k

=


Nw2

N(vk−1(1))2

N(vk−1(2))2

Nv2k

 =


1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 1 0


︸ ︷︷ ︸

Ik


Nw2

RI1
RI2
RI3


︸ ︷︷ ︸
L

. (9.19)

aSmysl takto zjednodu²eného p°íkladu spo£ívá v ilustraci hlavní my²lenky úpravy
rovnice (9.18), p°estoºe v jednodimenzionálním prostoru stavu (nx = 1) nelze elevaci
de�novat. Zápis pro t°ídimenzionální prostor je zna£n¥ komplikovaný.

Díky vztahu (9.18) je moºné upravit rovnici (9.17) do podoby

N U
Z̃2
k

= ΦN
Z̃2A⊗

2

k ΨNE2k
IkL, (9.20)

kterou lze dále pouºít jen s n¥kolika mála úpravami jako v p°edstavené verzi
MDM. Nap°íklad rovnici (6.15a), která sjednocuje rovnice (9.20) pro v²echny
£asové okamºiky do kompaktní podoby, je moºné v tomto p°ípad¥ upravit
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do podoby

N 2
Z̃2 =


ΦN

Z̃2
A⊗2

N ΨNE2N
IN

ΦN
Z̃2
A⊗2

N+1ΨNE2N+1
IN+1

...

ΦN
Z̃2
A⊗2

τ−L+1ΨNE2τ−L+1
Iτ−L+1

L, (9.21)

kde vektor N 2
Z̃2

(6.16) z·stává nezm¥n¥n.
Poznamenejme ºe matice Hk v (9.16) nemá plnou sloupcovou hodnost

proto ji v této podob¥ nelze vyuºít pro senzorovou kalibraci z kapitoly 7.6. Po-
kud se podíváme na matice m¥°ení Hk, zjistíme ºe není funkcí zm¥ny chyby
hodin GNSS p°ijíma£e, ale pouze polohy a chyby hodin GNSS p°ijíma£e.
To znamená ºe matice m¥°ení Hk má poslední sloupec nulový díky £emuº
nespl¬uje podmínku plné sloupcové hodnosti. Nicmén¥ je moºné, za ú£elem
vyuºití senzorové kalibrace, upravit rovnici m¥°ení (9.16) tak, aby neobsaho-
val poslední nem¥°ený stavy. Díky tomu se odstraní poslední nulový sloupec
matice m¥°ení Hk a pokud takto upravená matice m¥°ení

Hk =
[
Hk(:, 1) Hk(:, 2) Hk(:, 3) Hk(:, 4)

]
(9.22)

bude mít plnou sloupcovou hodnost a po£et °ádku matice bude v¥t²í neº po-
£et sloupc· je moºn¥ takto upravenou rovnici m¥°ení vyuºít v kalibra£ním
p°ístupu.

9.6.3 Parametry pro generování dat

Pro vý²e p°edstavený model je vygenerováno celkem τ = 86 400 m¥°ení,
coº p°ibliºn¥ odpovídá 24 hodinovému m¥°ení. Po£áte£ní poloha pohybují-
cího se objektu a chyba hodin a zm¥na chyby hodin GNSS p°ijíma£em na n¥m
umíst¥ném je
x0 =

[
4 017 325.26 956 119.659 4 844 798.39 299 792.458 3 469.82

]T ,
tj. objekt je na po£átku na klí£ovém míst¥11, chyby hodin p°ijíma£e je
1 milisekunda a zm¥na chyby hodin p°ijíma£e by bez resetu zp·sobila za je-
den den pr·m¥rnou chybu hodin 1 sekundu. �umy stavu a m¥°ení jsou gene-
rovány jako gaussovské náhodné veli£iny s p°íslu²nými kovariancemi (9.13)
a (9.14). Doba mezi m¥°eními je generována podle vztahu Tk = 1 + tk, kde
tk je gaussovská náhodná veli£ina s nulovou st°ední hodnotou a kovariancí
0.01. Skute£ný ak£ní zásah na poloze Tk (uk(i) + wk(i)) , i ∈ {1, 2, 3} je ta-
kový, aby se objekt pohyboval po rovnob¥ºce rychlostí 100 km/h východním

11Vstup do plze¬ského pivovaru.
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sm¥rem. Reset chyby hodin uk(4) vynuluje chybu hodin, kdyº její hodnota
p°ekro£í p°ibliºn¥ 107 metru12. Zjednodu²ené vyobrazení po£áte£ní polohy
objektu, polohy viditelných satelit· a jejich signál· vysílaných k p°ijíma£i
a celková trajektorie objektu jsou na obrázku 9.8.

Obrázek 9.8: Po£áte£ní polohy satelit· a objektu s celou trajektorií.

9.6.4 Parametry pro odhad kovariancí ²um·

Nyní se vra´me k problému £asové závislosti ²um· m¥°ení. Uvaºujme, ºe
je pot°eba odhadnout pouze kovariance ²um· Nw2 a Nv2

k
(£i RIi) a £asovou

korelací ²umu m¥°ení popsánou pomocíNvk,vj , k 6= j není pot°eba odhadovat.
Jestliºe je p°edpokládáno, ºe ²um m¥°ení je £asov¥ závislý s £asovou konstan-
tou 100 sekund, lze o£ekávat, ºe ²umy m¥°ení vzdálených alespo¬ 300 sekund
od sebe budou jiº nezávislé13. To znamená, ºe k odhadu kovariancí ²um· Nw2

a Nv2
k
(£i RIi) vyuºijeme kaºdé 300. m¥°ení, tj. k = 0, 300, 600, . . . , 86 400,

coº odpovídá celkovému mnoºství 289 m¥°ení, jak bylo ukázáno v kapitole
7.11. Zbývající m¥°ení, tj. k = 1, 2, . . . , 299, 301, . . . 86 399, kterých je cel-
kem 86 112, budou vyuºity k odhadu kovariancí ²umu m¥°ení Nv2

k
(£i RIi)

12To odpovídá chyb¥ p°ibliºn¥ 33 milisekund.
13�asová závislost daná momentem Nvk,vk+300

bude mít hodnotu p°ibliºn¥ 0.0025Nv2
k
.
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pomocí senzorové kalibrace z kapitoly 7.6.
Z d·vodu odhadu kovariance ²umu m¥°ení Nv2

k
(£i RIi) je prostor ele-

vace rozd¥len do celkem nI = 20 interval· Ii (9.18). Pro volbu hranic jed-
notlivých interval· se nejd°íve podívejme na elevace satelit· pro v²echna
dostupná m¥°ení, kterých je p°ibliºn¥ 774 600. Pro danou trajektorii objektu
jsou elevace k jednotlivým satelit·m vykresleny na obrázku 9.9.
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Obrázek 9.9: Hodnoty elevací satelit· pro ve²kerá dostupná m¥°ení.

Pro jinou pozici na Zemi lze samoz°ejm¥ o£ekávat jiné rozd¥lení elevace,
neº je ukázáno na obrázku 9.9. Hranice interval· jsou zvoleny tak, aby celkové
mnoºství dostupných m¥°ení bylo p°ibliºn¥ rovnom¥rn¥ rozd¥leno do v²ech
20 interval·, tj. aby vycházelo p°ibliºn¥ 38 730 m¥°ení na kaºdý jeden inter-
val RIi , i ∈ {1, 2, . . . , 20}. Díky tomu lze o£ekávat, ºe kvalita odhad· kovari-
ancí pro jednotlivé intervaly bude podobná. Konkrétn¥ hodnoty kovariance
pro hodnoty elevace ze st°edu jednotlivých interval· Ii, i ∈ {1, 2, . . . , 20}
spolu s kovariancemi ²um· m¥°ení pro v²echny hodnoty elevace jsou vykres-
leny na obrázku 9.10.
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Obrázek 9.10: Kovariance ²um· m¥°ení a st°ed· interval· Ii.

Protoºe bylo vyuºito kaºdého 300. m¥°ení pro odhad kovariancí ²um·
Nw2 a Nv2

k
(£i RIi), bylo z d·vodu niº²í výpo£etní náro£nosti p°ed samotným

odhadem vyuºito transformace ²umu stavu, jak to bylo ukázáno v kapitole
7.11.

Pouºitá po£áte£ní znalost pro odhad kovariancí ²um· pomocí rekur-
zivních nejmen²ích £tverc· byla pro v²echny hodnoty 1 s mírou d·v¥ry 106.
Samotný odhad kovariancí ²um· je proveden ve dvou krocích. Nejd°íve jsou
vyuºita �vynechaná m¥°ení� k = 1, 2, . . . , 299, 301, . . . , 86 399 k odhadu kova-
riancí ²umu m¥°eníNv2

k
(£i RIi), a to pomocí rekurzivních nejmen²ích £tverc·

hlavn¥ z d·vodu niº²í náro£nosti na pam¥´. Poté je výsledný odhad Nv2
k
(£i

RIi) pouºit jako po£áte£ní znalost kovariance ²umu m¥°ení pro odhad obou
kovariancí ²um· Nw2 a Nv2

k
(£i RIi) pro m¥°ení k = 0, 300, 600, . . . , 86 400,

který je také po£ítán pomocí rekurzivních nejmen²ích £tverc·.
Také je vyuºit nejjednodu²²í zp·sob váºení diskutovaný v kapitole 7.12,

tj. P̂m = L m (L m)T (7.32) v p°ípad¥ nerekurzivních nejmen²ích £tverc·.
Parametry MDM jsou zvoleny N = 1 a L = 2 a pro analýzu bylo pouºito
celkem 100 MC simulací.

9.6.5 Výsledky odhad· kovariancí ²um·

Pr·m¥r a STD odhad· vektoru Nw2 získaný pr·m¥rováním p°es MC
simulace pro data za dobu 1, 3, 5, 10 a 24 hodin jsou vykresleny na obrázku
9.11.
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Obrázek 9.11: Kovariance skute£ného a odhadovaného ²umu stavu Nw2 .

Obdobn¥ i pr·m¥r a STD odhad· variancí RIi , i ∈ {1, 2, . . . , 20}, který
ur£uje i odhad momentu ²umu m¥°eníNv2

k
skrze vztah (9.18), získaný pr·m¥-

rováním p°es MC simulace pro data za dobu 1, 5 a 24, hodin jsou vykresleny
na obrázku 9.12.
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Obrázek 9.12: Kovariance skute£ných ²um· m¥°ení a odhad· RIi ve st°edu
jednotlivých interval· Ii.

Z obrázk· 9.11 a 9.12 plyne následující:
• Odhady kovariance stavu Nw2 jsou koncentrovány kolem skute£né hod-
noty.
• Odhady variancí RIi jsou koncentrovány kolem skute£né hodnoty ko-
variance ²umu m¥°ení ve st°edu p°íslu²ného intervalu Ii.
• S nar·stajícím po£tem m¥°ení se sniºuje variance (STD) odhad·.
Poznamenejme, ºe odhady variancí RIi v obrázku 9.12 jsou získány

pomocí p°ístupu senzorové kalibrace, tudíº pro její odhad není pot°eba ºádná
znalost rovnice dynamiky (tj. není pot°eba znalost °ízení uk a popisu ²umu
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stavu wk), a dokonce ani £asová závislost ²umu m¥°ení vk, která je v tomto
p°ípad¥ uvaºována s £asovou konstantou 100 sekund. K odhadu RIi je vyuºito
86 112 m¥°ení z celkov¥ 86 400 dostupných, takºe pokud bychom vyuºili
ve²kerá m¥°ení k odhadu RIi výsledek by byl velmi podobný tomu z obrázku
9.12. Získaný odhad variancí RIi lze vyuºít nap°íklad pro výpo£et váhové
matice v odhadu stavu v kaºdém jednotlivém £asovém okamºiku k.

9.7 Reálná m¥°ení pseudovzdáleností GNSS

V této podkapitole bude vyuºito reálných dat z evropského GNSS Ga-
lileo k odhadu variance chyby pseudovdáleností pomocí MDM. V porovnání
s p°edchozí kapitolou není v tomto p°ípad¥ znám skute£ný popis ²um·,
nicmén¥ je dostupná geodeticky zam¥°ená poloha antény GNSS p°ijíma£e.
Proto budou výsledné odhady variancí ²um· m¥°ení pseudovzdáleností me-
todou MDM vyuºity pro výpo£et váºeného odhadu polohy antény a chyby
hodin GNSS p°ijíma£e. Díky dostupné zam¥°ené poloze bude vypo£ítána
chyba tohoto váºeného odhadu polohy antény GNSS p°ijíma£e a bude po-
rovnána s chybou neváºeného odhadu polohy antény GNSS p°ijíma£e.

9.7.1 Odhad variance ²umu pseudovzdálenosti

M¥°ení bylo provád¥no na GNSS p°ijíma£i u-blox C099-F9P, kde za dobu
m¥°ení 24.3 hodin bylo získáno celkem 711 817 pseudovzdáleností pro signál
E1 na frekvenci fE1 = 1 575.42MHz a 734 795 pseudovzdáleností pro signál
E5b na frekvenci fE5b = 1 207.14MHz. Poloha antény GNSS p°ijíma£e byla
po celou dobu m¥°ení nem¥nná. Elevace dostupných satelit· za celou dobu
m¥°ení je vykreslena na obrázku 9.13.
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Obrázek 9.13: Hodnoty elevací satelit· pro ve²kerá dostupná m¥°ení.

Oproti obrázku 9.9 je vid¥t m¥n¥ dostupných satelit· na elevaci niº²í
neº 10◦, coº bylo zp·sobeno tím, ºe GNSS p°ijíma£ m¥l viditelnost oblohy
pro niº²í hodnoty elevace zakryt okolními kopci.

Obdobn¥ jako v podkapitole 9.6.2 je pro odhad kovariance elevace sa-
telit· rozd¥lena do celkem nI = 20 interval· Ii (9.18). Hranice jednotlivých
interval· je zvolena tak, aby m¥°ení byla p°ibliºn¥ rovnom¥rn¥ rozd¥lena
do v²ech 20 interval·, tj. p°ibliºn¥ 35 591 m¥°ení pro signál E1 a 36 740
m¥°ení pro signál E5b na kaºdý jeden interval RIi , i ∈ {1, 2, . . . , 20}.

Odhady variancí RIi , i ∈ {1, 2, . . . , 20} ur£ující i odhad momentu ²um·
m¥°eníNv2

k
skrze vztah (9.18) pro ve²keré dostupné m¥°ení a signály E1 a E5b

jsou vykresleny na obrázku 9.14.
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Obrázek 9.14: Odhad variancí RIi ve st°edu interval· Ii pro signály z GNSS
Galileo.

Z obrázku 9.14 plyne následující:
• Odhady variancí RIi pro signál E1 mají v¥t²í hodnotu neº pro E5b.
• Odhady variancí RIi mají tém¥° nem¥nnou hodnotu pro elevaci v¥t²í
neº 30◦, obdobn¥ jako na obrázku 9.10.
Odhadnuté hodnoty RIi ur£ují variance chyby pseudovzdáleností

pro jednotlivé intervaly Ii, i ∈ {1, 2, . . . , 20}. Nicmén¥ pokud chceme vari-
ance RIi vyuºít jako váhu pro odhad polohy antény a chyby hodin GNSS
p°ijíma£e, je vhodné tyto odhady vyhladit, aby byly hodnoty variancí de�no-
vané spojit¥ pro celý prostor elevace. Pro nalezení vyhlazené k°ivky variance
m¥°ení v závislosti na elevaci je vhodné vyuºít vztah· pro výpo£et kovari-
ance chyby pseudovzdáleností (9.14), který lze upravit do podoby vhodné
pro vyuºití jednofrekven£ních m¥°ení pseudovzdáleností zapsané následující
funkcí

N(vk(j))2 = a + b expce
j
k +

d

f +
(
sin
(
e
j
k

))2 (9.23)

s parametry a, b, c, d a f. Parametry funkce (9.23) nalezené optimalizací, které
vyhlazují odhady RIi , i ∈ {1, 2, . . . , 20} pro signály E1 a E5b, mají následující
hodnoty

E1 : a = 0.2181, b = 10.5281, c = −4.4044, d = 0.0296, f = 0.2016, (9.24a)
E5b : a = 0.1543, b = 1.8458, c = −9.3625, d = 0.0565, f = 0.0188 (9.24b)

a samotné funkce jsou vykreslené na obrázku 9.15.
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Obrázek 9.15: Odhad variancí RIi pro signály E1 a E5b a vyhlazené funkce.

9.7.2 Vyuºití odhadu variance ²umu pseudovzdálenosti
k váºenému odhadu polohy

Následující odhady jsou po£ítány samostatn¥ pro signály E1 a pro sig-
nály E5b. Neváºený odhad polohy antény GNSS p°ijíma£e
x̄k =

[
xk(1) xk(2) xk(3)

]T a chyby hodin GNSS p°ijíma£e lze vypo£ítat
pomocí matice Hk (9.22) a linearizovaného m¥°ení zk (9.16) podle[ ̂̄xk

x̂k(4)

]
= H

†
kzk. (9.25)

108



Díky tomu, ºe je dostupná geodeticky zam¥°ená poloha antény 14 x̄, je moºné
vypo£ítat chybu polohy GNSS p°ijíma£e v lokálním sou°adném systému NED
(zkratkou anglických slov North, East, Down) následujícím vztahem

˜̄xNED
k =

[
˜̄xNED
k (1) ˜̄xNED

k (2) ˜̄xNED
k (3)

]T
= DNED

ECEF(̂̄xk − x̄), (9.26)

kde sloºky odhadu ˜̄xNED
k (1), ˜̄xNED

k (2) a ˜̄xNED
k (3) p°edstavují chybu neváºeného

odhadu v sou°adnicích sever, východ a dol· v sou°adném systému NED. DNED
ECEF

je rota£ní matice ze sou°adného systému ECEF do NED.
Pro výpo£et váºeného odhadu polohy antény GNSS p°ijíma£e ̂̄xwk a chyby

hodin GNSS p°ijíma£e je krom¥ matice Hk (9.22) a m¥°ení zk (9.16) vyuºit
vztah pro výpo£et diagonály15 kovarian£ní matice chyby pseudovzdálenosti
Wk =

(
Nv2

k

)
M
(9.23) s p°íslu²nými parametry (9.24). Výpo£ty váºeného od-

hadu a chyby tohoto odhadu v lokálním sou°adném systému NED lze provést
pomocí vztah·[ ̂̄xwk

x̂k(4)w

]
=
(
H
T

kW
−1
k Hk

)−1

H
T

kW
−1
k zk, (9.27)

¯̃xw,NEDk =
[
¯̃xw,NEDk (1) ¯̃xw,NED

k (2) ¯̃xw,NEDk (3)

]T
= DNED

ECEF

(̂̄xwk − x̄
)
, (9.28)

kde sloºky odhadu ¯̃xw,NEDk (1), ¯̃xw,NEDk (2) a ¯̃xw,NEDk (3) p°edstavují chybu váºe-
ného odhadu v sou°adnicích sever, východ a dol· v sou°adném systému NED.

Hodnota odmocniny st°ední kvadratické chyby (RMSE - z anglického

root mean squared error) váºených ¯̃xw,NEDk a neváºených ˜̄xNED
k odhad· po-

lohy antény GNSS p°ijíma£e získaných pr·m¥rováním p°es v²echny £asové
okamºiky k a jejich porovnání pro signály E1 a E5b je sepsána v tabulce 9.5.

RMSE
Signály neváºeného odhadu váºeného odhadu zlep²ení

E1 3.2617 2.5632 21 % (70 cm)
E5b 2.3294 1.9838 15 % (35 cm)

Tabulka 9.5: Porovnání RMSE váºených a neváºených odhad· polohy antény
GNSS p°ijíma£e pro signály E1 a E5b

14Geodeticky zam¥°ená poloha antény GNSS p°ijíma£e bude uvaºována jako skute£ná
poloha antény GNSS p°ijíma£e.

15Mimodiagonální prvky jsou zde nulové.
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Porovnání chyb váºeného ¯̃xw,NEDk a neváºeného ˜̄xNED
k odhadu polohy an-

tény GNSS p°ijíma£e nejen pro jednotlivé sou°adnice sever, východ a dol·
v sou°adném systému NED, ale i oba signály E1 a E5b je vykresleno na ob-
rázku 9.16.

Obrázek 9.16: Chyby neváºeného a váºeného odhadu polohy antény GNSS
p°ijíma£e.
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Z obrázku 9.16 plyne následující:
• Váºené odhady polohy antény GNNS p°ijíma£e poskytují, pro oba sig-
nály E1 a E5b, pr·m¥rn¥ lep²í kvalitu odhadu ve v²ech sm¥rech neº ne-
váºené odhady.
• Váºené odhady polohy antény GNNS p°ijíma£e výrazn¥ omezují krát-
kodobé, ale velké chyby v odhadu polohy v porovnání s neváºeným
odhadem.

9.7.3 Modelování variancí pseudovzdáleností

V literatu°e existuje n¥kolik model·, které ur£ují, jak zvolit variance
chyby pseudovzdálenosti [96, 103]. Vyuºití t¥chto model· je ov²em velmi
£asto podmín¥né °adou p°edpoklad·, jako jsou nap°íklad pouºití konkrétních
korekcí ionosféry a troposféry, pouºití dvoufrekven£ních m¥°ení pseudovzdá-
leností nebo pouºití signálu z jednoho konkrétního GNSS. Nicmén¥ pokud
není n¥který z p°edpoklad· spln¥n, nem¥ly by se tyto modely variance chyby
pseudovzdálenosti pouºívat. Poznamenejme, ºe také existuje celá °ada mo-
del·, které jsou poskytnuty ve form¥ funkce elevací satelit·, pom¥ru signálu
k ²umu a dal²ích veli£in. Nane²t¥stí tyto funkce bývají £asto parametrizovány
vektorem neznámých parametr·, které si kaºdý uºivatel musí zvolit sám.

P°ístup pro získání modelu popisujícího variance ²um· pseudovzdále-
ností a zaloºeného na MDM, který byl popsán v p°edchozích podkapitolách,
p°edstavuje atraktivní alternativu k vý²e uvedeným p°ístup·m. Není totiº
vázán na konkrétní sadu pouºitých korekcí, GNSS signály nebo na pouºitý
typ GNSS p°ijíma£e. Umoº¬uje nalezení parametr· funkce p°epo£ítávající
elevaci satelit· na varianci ²um· pseudovzdáleností pro konkrétní uºivatelem
zvolený GNSS p°ijíma£ a postup zpracování dat.
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Kapitola 10

Záv¥r

Tato diserta£ní práce se zabývala odhadem vlastností ²um· v dyna-
mických modelech. Znalost popisu ²um· je jednou z d·leºitých sou£ástí p°i
návrhu optimálních °ídících, sledovacích, rozhodovacích £i naviga£ních sys-
tém·. Jak bylo ukázáno v kapitole 3, sou£asné metody odhadující vlastnosti
²um· lze rozd¥lit dle zp·sobu odhadu do £ty° skupin: bayesovské metody, me-
tody zaloºené na maximální v¥rohodnosti, metody odpovídajících moment·
a korela£ní metody. Díky velmi p°íznivým vlastnostem korela£ních metod,
jako jsou nap°íklad dokazatelnost vlastností odhad· popisu ²um· a malé
mnoºství poºadovaných po£áte£ních znalostí o modelu, se diserta£ní práce
zam¥°ila výhradn¥ na korela£ní metody. V kapitole 4 byly z korela£ních me-
tod vybrány £ty°i významné korela£ní metody, které historicky jako první
p°edstavily jedine£ný zp·sob odhadu vlastností ²um·, a zbylé metody k nim
byly p°i°azeny jako jejich nástupci £i roz²í°ení. U korela£ních metod byly
uvedeny jejich spole£né vlastnosti a bylo poukázáno na jejich slabé stránky,
jejichº odstran¥ní se stalo cíli této diserta£ní práce.

V kapitole 5 byly de�novány následující cíle diserta£ní práce:
Cíl 1: Odhad st°edních hodnot ²um·
Cíl 2: Odhad vy²²ích moment· ²um·
Cíl 3: Odhad moment· £asov¥ závislých ²um·
Cíl 4: Nestranný odhad kovariancí ²um·
Cíl 5: Ov¥°ení gaussovosti ²um·
Cíl 6: Stanovení maximálního po£tu jednozna£n¥ odhadnutelných prvk·

kovariancí ²um· pro LTI modely
Cíl 7: Odhad parametr· popisujících ²umy
Cíl 8: Ilustrace pouºití navrºených metod a algoritm·

Díky analýze zp·sobu odhadu jednotlivých korela£ních metod bylo zji²-
t¥no, ºe zde existuje dal²í moºnost odhadu vlastnosti ²um·. Proto byla v kapi-
tole 6 podrobn¥ p°edstavena nová korela£ní metoda diference m¥°ení (MDM),
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která p°inesla nový jedine£ný zp·sob odhadu vlastností ²um·. V následují-
cích podsekcích byly postupn¥ prezentovány moºnosti, vlastnosti a výhody
MDM, které zárove¬ °e²ily i jednotlivé cíle diserta£ní práce.

Cíl 1 byl spln¥n v kapitole 6.2.2, kde byl p°edstaven odhad nejen st°ed-
ních hodnot ²um·, ale i libovolných necentrálních moment· ²um·. Díky tomu
je moºné vyuºít korela£ního p°ístupu k odhadu nejen kovariancí ²um·, ale
i st°edních hodnot ²um·. Odhad st°edních hodnot ²um· byl prezentovaný
na konferenci 2018 American Control Conference [K2].

Cíl 2 byl spln¥n v kapitole 6.2, kde byl p°edstaven zp·sob výpo£tu li-
bovolných necentrálních a centrálních moment· ²um·, a to dokonce ve dvou
verzích celkového a postupného odhadu. Díky tomu je moºné získat lep²í
celkový popis model· nap°íklad s obecn¥ negaussovými ²umy stavu £i m¥-
°ení. Odhad vy²²ích moment· byl prezentován na konferencích 18th IFAC
Symposium on System Identi�cation [K3] a 21st IFAC World Congress [K4].

Cíl 3 byl spln¥n v kapitole 6.3, kde byl p°edstaven odhad libovolných
necentrálních a centrálních moment· £asov¥ i vzájemn¥ závislých ²um· stavu
a m¥°ení. Tento výpo£et je velice d·leºitý v oblastech vyuºívajících nap°íklad
inerciální senzory, jejichº m¥°ení obsahují závislé ²umy. Odhad moment· zá-
vislých ²um· byl prezentován na konferencích 18th International Conference
on Information Fusion [K5] a 57th IEEE Conference on Decision and Con-
trol [K6].

Cíl 4 byl spln¥n v kapitole 7.3, kde bylo dokázáno, ºe celkový odhad
moment· ²um· pomocí MDM je nestranný. Tato vlastnost je velice d·leºitá,
p°edev²ím pokud je dostupné malé mnoºství m¥°ení, která jsou vyuºitelná
k odhadu moment· ²um·. D·kaz nestrannosti odhad· byl prezentován v pu-
blikacích, mezi které pat°í £asopis Automatica [K7], a také na konferenci 13th
IFAC European Workshop on Advanced Control and Diagnosis [K8].

Cíl 5 byl spln¥n v kapitole 8.1, kde bylo ukázáno, jak velice dob°e lze
vyuºít nejen odhady kovariancí ²um·, ale i vztahu v MDM k ov¥°ení, zda
²umy stavu a m¥°ení pocházejí z Gaussova rozd¥lení. Ov¥°ení gaussovosti
p°i vyuºití MDM bylo prezentováno v £asopise Journal of Guidance, Control,
and Dynamics [K1] a na konferenci 2018 IEEE/ION Position Location and
Navigation Symposium [K9].

Cíl 6 byl spln¥n v kapitole 7.14, kde byl p°edstaven vztah, který ur-
£uje maximální po£et jednozna£n¥ odhadnutelných prvk· kovariancí ²um·
pro LTI modely na základ¥ hodností a dimenzí matic dynamiky a m¥°ení.
Také je v této kapitole p°edstavena celá °ada d·leºitých pozorování, která
uºivateli pomohou v situaci, kdy není moºné jednozna£n¥ odhadnout ve²keré
prvky kovariance ²um·. Identi�kovatelnost prvk· kovariancí ²um· pro LTI
modely byla prezentována na konferenci 19th IFAC Symposium on System
Identi�cation [K10].
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Cíl 7 byl spln¥n v kapitole 8.2, kde bylo vyuºito MDM odhad· mo-
ment· ²um· k nalezení vektoru parametr·, který parametrizuje funkci popi-
sující ²umy. Takový p°ístup je vhodný, pokud jsou ²umy popsány funkcí jako
nap°íklad PDF nebo Markov·v proces, který je parametrizován neznámým
vektorem parametr·. Vyuºití MDM k odhadu vektoru parametr· bylo pre-
zentováno na konferencích 18th IFAC Symposium on System Identi�cation
[K3] a 21th IFAC World Congress [K4].

Cíl 8 byl spln¥n v kapitole 9.6, kde bylo ilustrováno pouºití navrºených
a implementovaných metod a algoritm·, které byly porovnávány se sou£as-
nými korela£ními metodami. Poznamenejme, ºe vyuºití odhadu popisu ²um·
pomocí MDM v problematice GNSS je v této kapitole detailn¥ diskutováno
a ilustrováno nejen pro simulovaná data, ale i pro reálná data.

Proto ve²keré cíle diserta£ní práce byly spln¥ny.
Jelikoº na problému odhadu popisu ²um· autor pracoval jiº od roku

2014, vznikla °ada autorových publikací, které tyto problémy °e²ily, ale ne-
byly v této práci dosud zmín¥ny. Jedním z nich je £lánek, který podává kom-
plexní pohled na metody odhadující kovariance ²um· se zvlá²tní pozorností
na CM publikovaný v £asopise International Journal of Adaptive Control and
Signal Processing [K11], který má aktuáln¥ 46 citací podle serveru Web of
Science. Dal²í je £lánek, ve kterém byl ukázán vliv volby po£tu rovnic na
výslednou kvalitu odhadu kovariancí ²um· pro MDM a Bélangerovu (ALS)
metodu, který byl prezentován na konferenci 55th IEEE Conference on Deci-
sion and Control [K12]. �lánek, ve kterém byly porovnávány kvality odhadu
kovariancí ²um· vybraných p°edstavitel· z CM, MLM, BM, MMM pro linea-
rizovaný LTI model, byl prezentován na konferenci 56th IEEE Conference on
Decision and Control [K13]. �lánek, ve kterém byla popsána implementace
metody ALS do toolboxu NEF, byl prezentován na konferenci 12th IFAC
European Workshop on Advanced Control and Diagnosis [K14]. �lánek neza-
m¥°ující se p°ímo na odhad parametr· popisující vlastnosti ²um·, ale na p°í-
stup vyuºívající záznam z kamery k rozpoznání konkrétního módu z Gaus-
sovy sm¥si v problematice terénní navigace, byl prezentován na konferenci
2020 IEEE/ION Position Location and Navigation Symposium [KO1].
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P°íloha A

Vztahy v MDM

Výraz Av
kZ

P
k−N lze díky matici Av

k (6.9) zapsat jako

Av
kZ

P
k−N =ZL

k −OLkFNk−N
(
OLk−N

)†
ZL
k−N ,

který díky rovnicím (2.1) a (6.2) lze dále upravit do následující podoby

Av
kZ

P
k =OLk xk + ΓL−1

k WL−1
k + VL

k + ΓL−1
k UL−1

k

−OLkFNk−N
(
OLk−N

)†(OLk−Nxk−N + ΓL−1
k−NWL−1

k−N + VL
k−N + ΓL−1

k−NUL−1
k−N

)
=OLk xk + ΓL−1

k WL−1
k + VL

k + ΓL−1
k UL−1

k

−OLkFNk−Nxk−N

−OLkFNk−N
(
OLk−N

)†(
ΓL−1
k−NWL−1

k−N + VL
k−N + ΓL−1

k−NUL−1
k−N

)
=OLk xk + ΓL−1

k WL−1
k + VL

k + ΓL−1
k UL−1

k

−OLk (Fk−1 . . .Fk−N+1) (xk−N+1 −wk−N − uk−N)

−OLkFNk−N
(
OLk−N

)† (
ΓL−1
k−NWL−1

k−N + VL
k−N + ΓL−1

k−NUL−1
k−N

)
=OLk xk + ΓL−1

k WL−1
k + VL

k + ΓL−1
k UL−1

k

−OLk
(

xk −wk−1 − Fk−1wk−2 − . . .− (Fk−1 . . .Fk−N+1)wk−N
−uk−1 − Fk−1uk−2 − . . .− (Fk−1 . . .Fk−N+1)uk−N

)
−OLkFNk−N

(
OLk−N

)† (
ΓL−1
k−NWL−1

k−N + VL
k−N + ΓL−1

k−NUL−1
k−N

)
(A.1)
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Výraz (A.1) lze upravit a zapsat v kompaktní form¥

Av
kZ

P
k =OLkΞN

k−N+1W
N
k−N + ΓL−1

k WL−1
k −OLkFNk−N

(
OLk−N

)†
ΓL−1
k−NWL−1

k−N

+ VL
k −OLkFNk−N

(
OLk−N

)†
VL
k−N

+OLkΞN
k−N+1U

N
k−N + ΓL−1

k UL−1
k −OLkFNk−N

(
OLk−N

)†
ΓL−1
k−NUL−1

k−N

=Ak
[
WP−1

k−N
VP
k−N

]
+Aw

k UP
k−N .

Díky tomu lze velmi jednodu²e ukázat, ºe platí vztah (6.5) a (6.10), jelikoº

Z̃k = Ak
[
WP−1

k−N
VP
k−N

]
︸ ︷︷ ︸

Ek

= Ak
[
−UP−1

k−N
ZP
k−N

]
. (A.2)

Díky rovnici (A.2) lze rovn¥º ukázat, ºe jádro (anglicky zvané kernel), matice
Ak je rovno

Ker(Ak) =

[
−UP−1

k−N
ZP
k−N

]
−
[
WP−1

k−N
VP
k−N

]
= KPk−NXP

k−N ,

kde KPk−N ∈ R(P−1)nx+Pnz×Pnx a XP
k−N ∈ RPnx jsou de�novány vztahy

KPk−N =



Fk−N −Inz×nx 0nz×nx ··· 0nz×nx 0nz×nx 0nz×nx
0nz×nx Fk−N+1 −Inz×nx ··· 0nz×nx 0nz×nx 0nz×nx

...
...

... ... ...
...

0nz×nx 0nz×nx 0nz×nx ··· Fk+L−3 −Inz×nx 0nz×nx
0nz×nx 0nz×nx 0nz×nx ··· 0nz×nx Fk+L−2 −Inz×nx
Hk−N 0nz×nx 0nz×nx ··· 0nz×nx 0nz×nx 0nz×nx
0nz×nx Hk−N+1 0nz×nx ··· 0nz×nx 0nz×nx 0nz×nx

...
...

... ... ...
...

...
0nz×nx 0nz×nx 0nz×nx ··· 0nz×nx Hk+L−2 0nz×nx
0nz×nx 0nz×nx 0nz×nx ··· 0nz×nx 0nz×nx Hk+L−1


, XP

k−N =


xk−N
xk−N+1

...
xk+L−2
xk+L−1

.
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P°íloha B

Konzistence odhad·

P°edpokládejme, ºe matice ΨNE je známá, matice Ak je £asov¥ ne-
prom¥nná a má plnou sloupcovou hodnost (takºe jí lze zkrácen¥ zapisovat
pouze jako A). Pokud bychom cht¥li po£ítat odhad st°ední hodnoty N̂ U

E
podle (6.19), vypadaly by rovnice (7.5) následovn¥

ΦN
Z̃

Z̃k = ΦN
Z̃
AEk = ΦN

Z̃
A
(
ΨNE N U

E + ηk
)
.

Rovnici (7.7) je moºné zapsat jako

N̂ U
E = N U

E +

(
τ−L+1∑
k=N

ΠΨNE

)−1 τ−L+1∑
i=N

Πηk

= N U
E +

1

τ̄

(
ΠΨNE

)−1
Π
τ−L+1∑
i=N

ηk,

kde τ̄ = τ−P +2 a Π =
(

ΦN
Z̃
AΨNE

)T
ΦN

Z̃
A. Kovariance chyby tohoto odhadu

podle (7.8) lze zapsat do následující podoby

E

[(
N̂ U
E −N

U
E

)⊗2
]

=

((
ΠΨNE

)−1

τ̄

)⊗2

Π⊗
2
τ−L+1∑
k=N

τ−L+1∑
j=N

Nηk,ηj .

Poté matice Λ m·ºe být zvolena jako

Λ = ΠΨNE ,

která jist¥ spl¬uje nerovnost (7.10). Rovnice (7.6) bude vypadat následovn¥

Nηk,ηj = NEk,Ej −N⊗
2

E = CEk,Ej
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proto lze vektor (7.11) zapsat jako

Π⊗
2
τ−L+1∑
k=N

τ−L+1∑
j=N

CEk,Ej . (B.1)

Pro dokázání konzistence odhad· moment· ²um· je pot°eba nalézt ma-
ticovou funkci Ω(τ̄) takovou, aby platila nerovnost (7.14). Ur£ení této mati-
cové funkce Ω(τ̄) stejn¥ jako následné dokázání konzistence bude nyní pre-
zentováno na dvou r·zných p°ípadech.

V prvním p°ípad¥ je vektor ²um· ξk = [wT
k ,v

T
k ]T nezávislý na vektoru ξj

pro k 6= j, a proto autokorelace ηk nabývá následujících hodnot

Nηk,ηj = CEk,Ej =

{
Xk,j, pro abs(k − j) < P

0 , pro abs(k − j) ≥ P
, (B.2)

kde Xk,j je nenulový kone£ný vektor tvo°ený kovariancemi CUw2 , CUv2 , a Cw,v.
Díky vztahu (B.2) lze ukázat, ºe nerovnost (7.14) bude spln¥ná, kdyº funkce
Ω(τ̄)V bude zvolena jako

Ω(τ̄)V = Π⊗
2

2PCE2 τ̄
M

≥ Π⊗
2
τ−L+1∑
k=N

τ−L+1∑
j=N︸ ︷︷ ︸

abs(k−j)<P

CEk,Ej . (B.3)
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P°íklad
Pokud je vektor ²um· ξk = [wT

k ,v
T
k ]T nezávislý na vektoru ξj pro k 6= j,

pak argument sumy
∑τ−L+1

k=N

∑τ−L+1
j=N E

[
ηjη

T
k

]
z (B.1) lze zjednodu²en¥

gra�cky znázornit jako

Horizontální osy zna£í jednotlivé £asové posuvy k a j v jednotlivých su-
mách a hodnota vynesená do vertikální osy zna£í hodnotu
Nηk,ηj =CEk,Ej . �ervená £ára má délku τ̄ a zna£í místo, kde abs(k − j)=0.
Zelená £ára je kolmá na £ervenou £áru, zna£í oblast, kde moment Nηk,ηj

nabývá nenulové hodnoty, a má délku men²í neº 2P . Poznamenejme,
ºe hodnoty momentu nad £ervenou £árou nabývají nejv¥t²í hodnoty,
tj. Nη2 = CE2 .

Tato £ervená a zelená £ára spole£n¥ charakterizují kvádr o délkách
stran CE2 , 2P a τ̄ , který p°ekrývá celou nenulovou oblast reprezentující
argument sumy z (B.1), jak také zjednodu²en¥ gra�cky znázornit v ná-
sledujícím obrázku

Proto hodnota celé rovnice (B.1) bude jist¥ men²í neº Ω(τ̄)V = Π⊗
2
2PCE2 τ̄ ,

a proto bude platit i nerovnost (7.14).
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Poté lze zapsat nerovnost (7.15) jako

E

[(
N̂ U
E −N

U
E

)⊗2
]

M

≤

((
ΠΨNE

)−1
)⊗2

Π⊗
2
2PCE2

τ̄
.

Protoºe platí limita (7.16)

lim
τ→∞

((
ΠΨNE

)−1
)⊗2

Π⊗
2
2PCE2

τ̄
= 0,

jist¥ platí i limita (7.17)

lim
τ→∞

E

[(
N̂ U
E −N

U
E

)⊗2
]

= 0,

která dokazuje, ºe výsledný odhad st°ední hodnoty N U
E (6.19) je konzistentní,

pokud je vektor ²um· ξk = [wT
k ,v

T
k ]T nezávislý na vektoru ξj pro k 6= j.

V druhém p°ípad¥ je vektor ²um· ξk = [wT
k ,v

T
k ]T závislý na vektoru ξj

pro abs(k − j) > 0, kde závislost vychází z popisu ²um· pomocí Markovova
procesu podle

ξk+1 = αξk + µk, (B.4)

kde matice α ∈ Rnx×nx je omezená, £asov¥ neprom¥nná a má vlastní £ísla
v jednotkové kruºnici a náhodný vektor µk ∈ Rnx+nz je nezávislý na vektoru
µj pro k 6= j a je popsán neznámými, omezenými a £asov¥ neprom¥nnými
momenty.

V tomto p°ípad¥ lze autokorelace Nηk,ηj = CEk,Ej rozd¥lit do dvou ob-
lastí. První oblast popisuje CEk,Ej pro abs(k − j) < P a lze pro ni velice
jednodu²e ukázat jako v (B.3), ºe jist¥ platí vztah

τ−L+1∑
k=N

τ−L+1∑
j=N︸ ︷︷ ︸

abs(k−j)<P

CEk,Ej
M

≤ 2PCE2 τ̄ . (B.5)

Druhá oblast popisuje autokorelaci CEk,Ej pro abs(k − j) ≥ P , kde lze
díky £asové závislosti danou rovnicí (B.4) ukázat, ºe její hodnota exponenci-
áln¥ klesá podle vztahu

CEk+P+l,Ek =
(
A l ⊗ InE

)
CEk+P ,Ek , (B.6a)

CEk,Ek+P+l
=
(
InE ⊗A l

)
CEk,Ek+P , (B.6b)
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pro l ≥ 0, kde nE = (P − 1)nx + Pnz, A ∈ RnE×nE je známá matice, která
má vlastní £ísla v jednotkové kruºnici, jelikoº je tvo°ená prvky matice α
a A l =

∏l
i=1A . Díky vztah·m (B.6) lze ukázat, ºe jist¥ platí následující

nerovnosti
τ−L+1∑
k=N

τ−L+1∑
j=N︸ ︷︷ ︸

abs(k−j)≥P

CEk,Ej
M

≤ 2
τ̄−1∑
k=0

(
(A k ⊗ InE )CEk+P ,Ek + (InE ⊗A k)CEk,Ek+P

)
τ̄

M

≤ 2
τ̄−1∑
k=0

(
(A k ⊗ InE ) + (InE ⊗A k)

)
CE2 τ̄

M

≤ 2

((A ⊗ InE )− In2
E

)−1(
(A τ̄ ⊗ InE )− In2

E

)
+(

(InE ⊗A )− In2
E

)−1(
(InE ⊗A τ̄ )− In2

E

)


︸ ︷︷ ︸
t(τ̄)

CE2 τ̄ .

(B.7)

Díky vztah·m (B.5) a (B.7) lze ukázat, ºe nerovnost (7.14) bude spl-
n¥ná, kdyº funkce Ω(τ̄)V bude zvolena jako

Ω(τ̄)V = Π⊗
2

2 (P + t(τ̄)) CE2 τ̄
M

≥ Π⊗
2
τ−L+1∑
k=N

τ−L+1∑
j=N

CEk,Ej .

P°íklad
Pokud je vektor ²um· ξk = [wT

k ,v
T
k ]T závislý na vektoru ξj podle (B.4),

pak argument sumy
∑τ−L+1

k=N

∑τ−L+1
j=N E

[
ηjη

T
k

]
z (B.1) lze zjednodu²en¥

gra�cky znázornit následujícím obrázkem

Horizontální osy zna£í jednotlivé £asové posuvy k a j v jednotlivých su-
mách a hodnota vynesená do vertikální osy zna£í hodnotuNηk,ηj = CEk,Ej .
�ervená £ára má délku τ̄ a zna£í místo, kde abs(k − j) = 0. Zelená £ára
je kolmá na £ervenou £áru, má délku men²í neº 2P . Poznamenejme, ºe

121



korelace nad £ervenou £árou nabývají nejv¥t²í hodnoty, tj. Nη2 = CE2 .
Tato £ervená a zelená £ára spole£n¥ se vztahem (B.7) charakteri-

zují ²edivou plochu, která p°ekrývá celou nenulovou oblast reprezentující
argument sumy z (B.1), jak také zjednodu²en¥ gra�cky znázornit v ná-
sledujícím obrázku

�edivá rovina omezující k°ivku shora má vý²ku CE2 , ²í°ku 2P a délku τ̄ .
Celkovou hodnotu ²edivé klesající oblasti po stranách lze popsat díky vzta-
h·m B.7 jako 2t(τ̄)CE2 τ̄ . Tudíº hodnota celé rovnice (B.1) bude jist¥
men²í neº Π⊗

2
2 (P + t(τ̄)) CE2 τ̄ = Ω(τ̄)V, a proto platí nerovnost (7.14).

Poté lze zapsat nerovnost (7.15) jako

E

[(
N̂ U
E −N

U
E

)⊗2
]

M

≤

((
ΠΨNE

)−1
)⊗2

Π⊗
2
2 (P + t(τ̄)) CE2

τ̄
.

Protoºe platí limita (7.16)

lim
τ→∞

((
ΠΨNE

)−1
)⊗2

Π⊗
2
2 (P + t(τ̄)) CE2

τ̄
= 0,

jist¥ platí i limita (7.17)

lim
τ→∞

E

[(
N̂ U
E −N

U
E

)⊗2
]

= 0,

která dokazuje, ºe výsledný odhad st°ední hodnoty N U
E (6.19) je konzistentní,

pokud je vektor ²um· ξk = [wT
k ,v

T
k ]T závislý na vektoru ξj podle (B.4).
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P°íloha C

Momenty Gaussovy sm¥si

Uvaºujme náhodnou veli£inu vk, která je popsána sm¥sí dvou1 Gausso-
vých rozd¥lení (8.11) parametrizovaných vektorem parametr·
θv =

[
α1 v̄T1 v̄T2 (RU

1 )T (RU
2 )T
]T (8.12) a navíc platí vztah α2 = 1− α1.

Náhodnou veli£inu vk je moºné také (neúpln¥) popsat pomocí st°ední hod-
noty v̄ a kovariance RU. Dále bude ukázáno jak vyjád°it prvních p¥t necen-
trálních moment· náhodné veli£iny vk pomocí vektoru parametr· θv. Z d·-
vodu zjednodu²ení zápisu vynecháme dolní £asový index u náhodné veli£iny,
tj. vk = v.

V následujících vztazích vyuºijeme dvou gaussovských náhodných ve-
li£in vi ∼ G(vi; v̄i,R

U
i ), i ∈ {1, 2}, která usnadní samotné odvození. Dále

vyuºijeme toho, ºe libovolný m-tý necentrální moment náhodné veli£iny v
lze zapsat jako váºený sou£et m-tých necentrálních moment· náhodných ve-
li£in vi, i = {1, 2} podle vztahu

Nvm =
2∑
i=1

αiNvmi

První necentrální moment náhodné veli£iny v lze jednodu²e vyjád°it
jako funkci vektoru parametr· (8.12) podle

v̄ =
2∑
i=1

αiv̄i.

Pokud chceme vyjád°it druhý necentrální moment náhodné veli£iny v
jako funkci vektoru parametr· (8.12), musíme se nejd°ív podívat na druhé

1Odvození lze velice jednodu²e upravit pro libovolný po£et £len· Gaussovy sm¥si.
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centrální momenty náhodných veli£iny vi, i ∈ {1, 2}, které lze zapsat jako

Cv2
i

= Ri = Nv2
i
−Nvi,v̄i −Nv̄i,vi + v̄⊗

2

i

= Nv2
i
− v̄⊗

2

i , (C.1)

protoºe Nv1,v̄i = Nvi ⊗ v̄i = v̄⊗
2

i . Díky vztahu (C.1) lze vyjád°it druhý
necentrální moment v jako funkci vektoru parametr· (8.12) podle

Nv2 =
2∑
i=1

αi

(
Ri + v̄⊗

2

i

)
.

Pro vyjád°ení t°etího necentrálního momentu náhodné veli£iny v se
nejd°íve podívejme na t°etí centrální momenty náhodných veli£in
vi, i ∈ {1, 2}, které jsou de�novány následovn¥

Cv3
i

= Nv3
i
−Nvi,v̄i,vi −Nv̄i,v2

i
+Nv̄2

i ,vi
−Nv2

i ,v̄i
+Nvi,v̄2

i
+Nv̄i,vi,v̄i − v̄⊗

3

i

= Nv3
i
−
(
Nv2

i
⊗ v̄i

)
−Υ1,3,2Nvi,v̄i,vi −Υ3,1,2Nv̄i,v2

i
+ 2v̄⊗

3

i

= Nv3
i
− E1

(
Nv2

i
⊗ v̄i

)
+ E1v̄⊗

3

i − v̄⊗
3

i

= Nv3 − E1
((
Nv2

i
+ v̄⊗

2

i

)
⊗ v̄i

)
− v̄⊗

3

i

= Nv3
i
− E1 (Ri ⊗ v̄i)− v̄⊗

3

i , (C.2)

protoºe platí vztahy

E1 = In3
z

+ Υ1,3,2 + Υ3,1,2,

3v̄⊗
3

i = E1v̄⊗
3

i .

Z (C.2) lze vyjád°it t°etí necentrální moment v jako funkci vektoru parametr·
(8.12) jako

Nv3 =
2∑
i=1

αi

(
E1 (Ri ⊗ v̄i) + v̄⊗

3

i

)
,

kde je vyuºito, ºe Gaussovo náhodné veli£iny vi, i ∈ {1, 2}mají liché centrální
momenty Cv3

i
nulové.

�tvrtý centrální moment náhodných veli£in vi, i ∈ {1, 2} lze vyjád°it
dv¥ma zp·soby. Jedním z nich je

Cv4
i

=Nv4
i
−Nv3

i ,v̄i
−Nv2

i ,v̄i,vi
+Nv2

i ,v̄
2
i
−Nvi,v̄i,v2

i
+Nvi,v̄i,vi,v̄i +Nvi,v̄2

i ,vi

−Nvi,v̄3
i
−Nv̄i,v3

i
+Nv̄i,v2

i ,v̄i
+Nv̄i,vi,v̄i,vi −Nv̄i,vi,v̄2

i
+Nv̄2

i ,v
2
i

−Nv̄2
i ,vi,v̄i

−Nv̄3
i ,vi

+ v̄⊗
4

i

=Nv4
i
− E2

(
Nv3

i
⊗ v̄i

)
+ E3

(
Nv2

i
⊗ v̄⊗

2

i

)
− 3v̄⊗

4

i , (C.3)
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kde

E2 = In4
z

+ Υ1,2,4,3 + Υ1,4,2,3 + Υ4,1,2,3,

E3 = In4
z

+ Υ1,3,2,4 + Υ1,3,4,2 + Υ3,1,2,4 + Υ3,1,4,2 + Υ3,4,1,2.

Druhým zp·sobem, jak vyjád°it £tvrté centrální momenty náhodných veli£in
vi, i ∈ {1, 2}, je pomocí Isserlisova teorému [104]

Cv4
i

= Cv2
i
⊗ Cv2

i
+ Cv2

i
⊗ Cv2

i
+ Cv2

i
⊗ Cv2

i

= 3R⊗
2

i .

Pokud tento vztah dosadíme na levou stranu rovnice (C.3) a vyuºijeme
vztah· jiº vypo£tených niº²ích necentrálních moment·, lze tuto rovnici upra-
vit do rovnice pro £tvrté necentrální momenty náhodných veli£in
vi, i ∈ {1, 2} jako

Nv4
i

=3R⊗
2

i + E2
(
Nv3

i
⊗ v̄i

)
− E3

(
Nv2

i
⊗ v̄⊗

2

i

)
+ 3v̄⊗

4

i

=3R⊗
2

+ E2
((

E1 (Ri ⊗ v̄i) + v̄⊗
3

i

)
⊗ v̄i

)
− E3

((
Ri + v̄⊗

2

i

)
⊗ v̄⊗

2

i

)
+ 3v̄⊗

4

i

=3R⊗
2

i + E2
((

E1 (Ri ⊗ v̄i)
)
⊗ v̄i + v̄⊗

4

i

)
− E3

(
Ri ⊗ v̄⊗

2

i

)
− E3v̄⊗

4

i + 3v̄⊗
4

i

=3R⊗
2

i + E2
((

E1 ⊗ Inz
) (

Ri ⊗ v̄⊗
2

i

)
+ v̄⊗

4

i

)
− E3

(
Ri ⊗ v̄⊗

2

i

)
− 3v̄⊗

4

i

=3R⊗
2

i + E2
(
E1 ⊗ Inz

) (
Ri ⊗ v̄⊗

2

i

)
+ E2v̄⊗

4

i − E3
(
Ri ⊗ v̄⊗

2

i

)
− 3v̄⊗

4

i

=3R⊗
2

i + E2
(
E1 ⊗ Inz

) (
Ri ⊗ v̄⊗

2

i

)
− E3

(
Ri ⊗ v̄⊗

2

i

)
+ v̄⊗

4

i

=3R⊗
2

i + E4
(
Ri ⊗ v̄⊗

2

i

)
+ v̄⊗

4

i , (C.4)

protoºe platí vztahy

E4 =
(
E2
(
E1 ⊗ Inz

)
− E3

)
,

4v̄⊗
4

i = E2v̄⊗
4

i ,

6v̄⊗
4

i = E3v̄⊗
4

i .

Výsledná poºadovaná podoba £tvrtého necentrálního momentu náhodné ve-
li£iny v jako funkce vektoru parametr· (8.12) se dá díky (C.4) zapsat jako

Nv4 =
2∑
i=1

αi

(
3R⊗

2

i + E4
(
Ri ⊗ v̄⊗

2

i

)
+ v̄⊗

4

i

)
.
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Obdobn¥ pro vyjád°ení posledního pátého necentrálního momentu ná-
hodné veli£iny v se nejd°íve podívejme na páté centrální momenty náhodných
veli£in vi, i ∈ {1, 2},které lze zapsat následovn¥

Cv5
i

=Nv5
i
−Nv3

i ,v̄i,vi
−Nv2

i ,v̄i,v
2
i

+Nv2
i ,v̄

2
i ,vi
−Nvi,v̄i,v3

i
+Nvi,v̄i,vi,v̄i,vi

+Nvi,v̄2
i ,v

2
i
−Nvi,v̄3

i ,vi
−Nv̄i,v4

i
+Nv̄i,v2

i ,v̄i,vi
+Nv̄i,vi,v̄i,v2

i

−Nv̄i,vi,v̄2
i ,vi

+Nv̄2
i ,v

3
i
−Nv̄2

i ,vi,v̄i,vi
−Nv̄3

i ,v
2
i

+Nv̄4
i ,vi
−Nv4

i ,v̄i

+Nv3
i ,v̄

2
i

+Nv2
i ,v̄i,vi,v̄i

−Nv2
i ,v̄

3
i

+Nvi,v̄i,v2
i ,v̄i
−Nvi,v̄i,vi,v̄2

i

−Nvi,v̄2
i ,vi,v̄i

+Nvi,v̄4
i

+Nv̄i,v3
i ,v̄i
−Nv̄i,v2

i ,v̄
2
i
−Nv̄i,vi,v̄i,vi,v̄i

+Nv̄i,vi,v̄3
i
−Nv̄2

i ,v
2
i ,v̄i

+Nv̄2
i ,vi,v̄

2
i

+Nv̄3
i ,vi,v̄i

− v̄⊗
5

i

=Nv5
i
− E5(Nv4

i
⊗ v̄i) + E6(Nv3

i
⊗ v̄⊗

2

i )− E7(Nv2
i
⊗ v̄⊗

3

i ) + 4v̄⊗
5

i ,(C.5)

kde

E5 =In5
z

+ Υ1,2,3,5,4 + Υ1,2,5,3,4 + Υ1,5,2,3,4 + Υ5,1,2,3,4,

E6 =In5
z

+ Υ1,2,4,5,3 + Υ1,4,2,5,3 + Υ1,4,5,2,3 + Υ4,1,2,5,3 + Υ4,1,5,2,3

+ Υ4,5,1,2,3 + Υ1,2,4,3,5 + Υ1,4,2,3,5 + Υ4,1,2,3,5,

E7 =In5
z

+ Υ1,3,4,5,2 + Υ3,1,4,5,2 + Υ3,4,1,5,2 + Υ3,4,5,1,2 + Υ1,3,2,4,5

+ Υ1,3,4,2,5 + Υ3,1,2,4,5 + Υ3,1,4,2,5 + Υ3,4,1,2,5.

Z (C.5) lze p°i vyuºití vztah· jiº vypo£tených niº²ích necentrálních moment·
a platnosti vztahu, ºe Gaussovy náhodné veli£iny vi, i ∈ {1, 2} mají liché
centrální momenty Cv5

i
nulové, vyjád°it pátý necentrální moment jako

Nv5
i

=E5
(
Nv4

i
⊗ v̄i

)
− E6

(
Nv3

i
⊗ v̄⊗

2

i

)
+ E7

(
Nv2

i
⊗ v̄⊗

3

i

)
− 4v̄⊗

5

i

=E5
((

3R⊗
2

i + E4
(
Ri ⊗ v̄⊗

2

i

)
+ v̄⊗

4

i

)
⊗ v̄i

)
− E6

((
E1 (Ri ⊗ v̄i) + v̄⊗

3

i

)
⊗ v̄⊗

2

i

)
+ E7

((
Ri + v̄⊗

2

i

)
⊗ v̄⊗

3

i

)
− 4v̄⊗

5

i

=E5
((

3R⊗
2

i ⊗ v̄i

)
+
(
E4 ⊗ Inz

) (
Ri ⊗ v̄⊗

3

i

)
+ v̄⊗

5

i

)
− E6
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E1 ⊗ In2

z

)(
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3

i

)
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5
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3
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)
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5

i

)
− 4v̄⊗

5

i

=3E5
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)
+ E5

(
E4 ⊗ Inz

) (
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3
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)
+ E5v̄⊗

5
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− E6
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E1 ⊗ In2
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3
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i , (C.6)
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p°i£emº platí vztahy

E8 =
(
E5
(
E4 ⊗ Inz

)
− E6

(
E1 ⊗ In2

z

)
+ E7

)
,

5v̄⊗
5

i = E5v̄⊗
5

i ,

10v̄⊗
5

i = E6v̄⊗
5

i ,

10v̄⊗
5

i = E7v̄⊗
5

i .

Kone£ná podoba pátého necentrálního momentu náhodné veli£iny v jako funkce
vektoru parametr· (8.12) se dá díky (C.6) zapsat jako

Nv5 =
2∑
i=1

αi

(
3E5

(
R⊗

2

i ⊗ v̄i

)
+ E8

(
Ri ⊗ v̄⊗

3

i

)
+ v̄⊗

5

i

)
.
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P°íloha D

Momenty £asov¥ korelovaných
²um·

Uvaºujme náhodné veli£iny wk (8.17) a vk (8.18), kde je hledaný vektor
parametr· de�nován jako θ =

[
αT

V βTV N T
µ N T

v (CUµ2)T (CUv2)T CTµ,σ
]T
.

(8.19). Pro odhad je vyuºito prvního necentrálníhoN U
Ek a druhého centrálního

CUE2k momentu, p°i£emº parametr P = 3. V tomto p°ípad¥ první dva momenty
obsahují následující unikátní prvky

[
N U
E
CUE2

]
=



Nwk

Nvk

CU
w2
k

Cwk,wk−1

CU
v2
k

Cvk,vk−1

Cvk+1,vk−1

Cwk,vk
Cwk,vk−1

Cwk−1,vk

Cwk−1,vk+1



.

Vyjád°ení v²ech £len· moment· N U
Ek a CUE2k jako funkce prvk· vektoru
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parametr· θ (8.19) bude následující

Nwk = (α + Inx)Nµ,

Nvk = Nv,

Cw2
k

= (α⊗
2

+ In2
x
)Cµ2 ,

Cwk,wk−1
= (Inx ⊗α)Cµ2 ,

Cv2
k

= Cv2 ,

Cvk,vk−1
= (β ⊗ Inz)Cv2 ,

Cvk+1,vk−1
= (β ⊗ Inz)Cvk,vk−1

= (β2 ⊗ Inz)Cv2 ,

Cwk,vk = Cµ,σ,
Cwk,vk−1

= 0nxnz×1,

Cwk−1,vk = (α⊗ Inz)Cµk−1,σk−1
+ (Inx ⊗ β)Cµk−2,σk−2

= ((α⊗ Inz) + (Inx ⊗ β)) Cµ,σ,
Cwk−1,vk+1

= (Inx ⊗ β)Cwk−1,vk =
(
(α⊗ β) + (Inx ⊗ β2)

)
Cµ,σ.
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