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Anotace

Prediktivńı ř́ızeńı je v současnosti jednou z nejpopulárněǰśıch strategíı ř́ızeńı. Mezi hlavńı
výhody prediktivńıho ř́ızeńı lze bezesporu zařadit schopnost vyhovět př́ıpadným ome-
zeńım s menš́ı náročnost́ı, než je tomu v př́ıpadě konkurenčńıch strategíı, i když větš́ı
výpočetńı složitost rostoućı přirozeně s délkou prediktivńıho horizontu z̊ustává stále jed-
nou z jeho největš́ıch slabin. Z tohoto d̊uvodu byly metody prediktivńıho ř́ızeńı zpočátku
vyv́ıjeny pro potřeby chemického pr̊umyslu, kde sloužily k regulaci pomalých chemických
proces̊u. S dramatickým nár̊ustem výpočetńı śıly v posledńıch letech však prediktivńı
ř́ızeńı proniká do stále nových oblast́ı. Aktuálně jsou techniky prediktivńıho ř́ızeńı tes-
továny a nasazovány i pro regulaci elektromechanických systémů, kde je nutné generovat
akčńı zásah s velmi malou periodou. V př́ıpadě návrhu prediktivńıho ř́ızeńı pro takové
systémy je však třeba, i přes veškeré výpočetńı schopnosti dnešńı výpočetńı techniky,
podstatně krátit prediktivńı horizont. Důležitou otázkou tak je, jak se projev́ı dramatické
zkráceńı prediktivńıho horizontu na samotné kvalitě prediktivńıho ř́ızeńı.

Tato disertačńı práce se věnuje návrhu prediktivńıho ř́ızeńı pro speciálńı tř́ıdu systémů,
jež se označuje jako systémy s dynamikou dvojitého integrátoru. Ve zmı́něné tř́ıdě se
pak práce soustřed́ı na takové systémy, kde velká rychlost generováńı akčńıho zásahu
představuje požadovanou vlastnost pro ně navrženého algoritmu prediktivńıho ř́ızeńı.
Práce zkoumá, jak se projevuje zkráceńı prediktivńıho horizontu na celkové kvalitě pre-
diktivńıho ř́ızeńı těchto systémů a zda-li je možné př́ıpadné kvalitativńı nedostatky pre-
diktivńıho ř́ızeńı s krátkým prediktivńım horizontem nějak eliminovat. K eliminaci ne-
dostatk̊u pak využ́ıvá právě paralelu řešené tř́ıdy systémů s dynamikou dvojitého in-
tegrátoru. Výsledkem jsou výpočetně efektivńı algoritmy prediktivńıho ř́ızeńı, které mo-
hou obstát i ve srovnáńı s konkurenčńımi př́ıstupy prediktivńıho ř́ızeńı.
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Annotation

The predictive control is currently one of the most popular control strategies. The main
benefits of the predictive control include the ability to satisfy the constraints with less
effort than in case of other strategies. On the other hand, the predictive control hardly
manages to conceal its negatives consisting primarily in numerical complexity growing
naturally with the length of the predictive horizon. For this reason, the predictive control
was primarily deployed in control of slow chemical processes in the chemical industry.
However, the increasing hardware performance in recent years has enabled the predictive
control to penetrate into other areas. Nowadays, approaches of the predictive control are
even tested and used to control electromechanical systems where the control action must
be generated with a short sampling period. Despite the current hardware performance,
it is necessary to shorten the predictive horizon in the predictive control design for these
systems. Thus, the influence of the dramatical predictive horizon reduction on the control
quality should thoroughly be investigated.

This dissertation is devoted to predictive control design for a special class of sys-
tems that are introduced here as systems with the double-integrator dynamics. This class
includes the systems for which it is important to generate a control action very fast.
The dissertation analyzes the impact of the predictive horizon shortening on the complete
control quality and possibility of elimination of a short-horizon deficiency. To eliminate
the short-horizon deficiency, the parallel between the class of systems with the double-
integrator dynamics and double-integrator system is employed. This idea results in nume-
rically cheap predictive control algorithms that can fully compete with other predictive
control approaches.
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2.5 Optimalizace v prediktivńım ř́ızeńı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
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6.4 Experimenty . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76
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Kapitola 1

Úvod

Ned́ılnou součást́ı inženýrstv́ı, discipĺıny, jež se zabývá aplikováńım technických
a vědeckých poznatk̊u v praxi [93], jsou mimo jiné i aplikace, které se snaž́ı nabyté znalosti
o skutečnostech reálného světa (systémech) využ́ıt k přeměně jejich chováńı tak, aby to
bylo pro člověka nějak výhodné. Taková část inženýrstv́ı má již rozsáhle vybudovanou
teoretickou základnu se specifickým názvoslov́ım a postupy souhrnně označovanou jako
teorie ř́ızeńı [4, 31, 61, 86].

V současnosti se rozlǐsuj́ı dvě základńı větve teorie ř́ızeńı. Prvńı větev se označuje
jako klasická teorie ř́ızeńı a pracuje předevš́ım s vněǰśım (vstupně-výstupńım) popisem
systému. Patř́ı sem pojmy jako diferenciálńı rovnice, přenos a charakteristika systému,
PID regulátor apod. Počátky klasické teorie ř́ızeńı je možné hledat na konci 19. stolet́ı
a je ve své raněǰśı fázi spjata se jmény jako Wiener, Nyquist, Bode atd. Druhá větev
teorie ř́ızeńı bývá pak označována jako moderńı teorie ř́ızeńı. Zde se pracuje předevš́ım
s vnitřńım (stavovým) popisem systému. Moderńı teorie ř́ızeńı chápe návrh regulátoru
jako optimalizačńı úlohu. Mı́sto př́ımého nastavováńı konstant regulátoru tedy inženýr
nastavuje parametry kritéria optimality a př́ıpadných omezeńı. Kořeny moderńı teorie
ř́ızeńı je možné hledat v 60. letech 20. stolet́ı a mezi nejd̊uležitěǰśı jména jej́ı prvotńı
fáze je možné zcela určitě zařadit jména jako Kalman, Pontrjagin, Bellman atd. Nutno
poznamenat, že obě právě představené větve teorie ř́ızeńı jsou neustále rozv́ıjeny. Nezř́ıdka
kdy docháźı i k jejich proĺınáńı.

Text práce, kterou právě drž́ıte v ruce, se zabývá speciálńım souborem metod moderńı
teorie ř́ızeńı označovaným jako prediktivńı ř́ızeńı (MPC). MPC má za sebou poměrně bo-
hatou historii, kdy bylo několikrát znovuobjevováno a to jak pr̊umyslem, který v počátečńı
fázi rozv́ıjel MPC takřka výhradně, tak i akademickým prostřed́ım v pozděǰśı době. Neza-
nedbatelný pod́ıl na jeho rozvoji má samozřejmě i neustálý vývoj č́ıslicové techniky, i když
je to paradoxně nedostatek výpočetńıho výkonu při řešeńı složitých optimalizačńıch úloh,
který se MPC snaž́ı obej́ıt.

Jmenovitě se pak práce soustřed́ı na návrh MPC pro speciálńı tř́ıdu systémů, kte-
rou souhrnně označuje jako systémy s dynamikou dvojitého integrátoru (D-I). Vyjma
systémů popisuj́ıćıch pohyb hmotného tělesa do této tř́ıdy zařazuje i elektromotory, kde
se paralely s D-I s výhodou využ́ıvá pro aproximačńı popis vztahu elektrických a me-
chanických veličin. Právě návrh MPC pro elektromechanické systémy je velmi aktuálńım
problémem, nebot’ formulace problému ř́ızeńı těchto systémů dává tušit, že by MPC mohlo
být vhodným kandidátem pro jeho řešeńı. Limitace ve výkonu výpočetńı techniky si však
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Kapitola 1. Úvod

žádá přistupovat v tomto př́ıpadě k návrhu MPC novými nestandardńımi př́ıstupy.

1.1 Úvod do prediktivńıho ř́ızeńı

Asi nejekonomičtěji je zaveden pojem MPC v [71] jako tř́ıda ř́ıdićıch algoritmů, které
využ́ıvaj́ı model ř́ızené soustavy k predikováńı budoućı odezvy této soustavy. V každém
časovém kroku se MPC algoritmus snaž́ı optimalizovat budoućı chováńı soustavy dle zvo-
leného kritéria výpočtem konečné sekvence akčńıch zásah̊u. V pořad́ı prvńı akčńı zásah
źıskané optimálńı sekvence je pak aplikován a celý proces se opakuje v daľśım časovém
kroku. Ze zmı́něné definice MPC je zřejmé, že se v drtivé většině metody MPC omezuj́ı na
modely proces̊u popsaných diferenčńımi rovnicemi. Takové procesy mohou být diskrétńı
v čase ze své podstaty nebo mohou být odvozeny tzv. diskretizaćı [24] z p̊uvodńıho modelu
popsaného ve spojitém čase obvykle rovnićı diferenciálńı popř. určeny nějakou metodou
parametrické identifikace systémů [47, 83].

Zmı́něné jádro MPC algoritmů bývá někdy označováno jako ustupuj́ıćı horizont (RH).
V [10] je princip RH shrnut podrobněji následuj́ıćımi třemi po sobě jdoućımi body:

1. Určeńı predikce chováńı ř́ızené veličiny y vyv́ıjej́ıćı se v nějakém čase t čili yt , y(t)
nacházej́ıćı se v aktuálńım časovém okamžiku t = k, tj. yk, tvořené na základě
matematického modelu udávaj́ıćıho vztah mezi touto veličinou a akčńımi zásahy
ut pro nadcházej́ıćı časové okamžiky t = k + i, kde i = 1, 2, . . . , N . Označme tyto
predikce možného vývoje yk+i jako y′k+i(u

k+i−1
k , yk), kde uk+i−1

k označuje př́ıslušnou
posloupnost akčńıch zásah̊u {uk, uk+1, . . . , uk+i−1}. Symbolem N pak znač́ıme délku
tzv. prediktivńıho horizontu, tj. úseku, na kterém sledujeme vývoj ř́ızené i ř́ıdićı
veličiny1.

2. Určeńı takové posloupnosti z množiny všech možných posloupnost́ı akčńıch zásah̊u
uN−1
k , která minimalizuje nějaké předem zvolené kritérium. Tuto optimálńı po-

sloupnost akčńıch zásah̊u označme jako u∗N−1
k . Co se samotného kritéria týče, nej-

pravděpodobněji bude primárńı snahou sledovat nějakou referenčńı trajektorii popř.
dovést ř́ızenou veličinu y do nějaké žádané hodnoty yr. Ztrátová funkce kritéria tak
obvykle penalizuje odchylky mezi prediktivńı a referenčńı trajektoríı a obvykle i ve-
likost akčńıho zásahu k udržeńı rozumných energických výdaj̊u na jeho provedeńı.
Analytické řešeńı zmı́něného optimalizačńıho problému je možné pouze v př́ıpadě,
že je model lineárńı, kritérium kvadratické a nejsou zde daľśı omezeńı.

3. Aplikace prvńıho akčńıho zásahu u∗k ze źıskané optimálńı posloupnosti akčńıch
zásah̊u u∗N−1

k . Ostatńı akčńı zásahy z optimálńı posloupnosti jsou ignorovány.
Následuje vyčkáńı na daľśı časový krok (např. po uplynut́ı periody vzorkováńı),
přǐrazeńı k = k + 1 a návrat opět k prvńımu bodu.

Uvedený princip RH tak vlastně zajǐst’uje relativně rychlou reakci na očekávané či
neočekávané změny v chováńı ř́ızeného systému. Shrňme nyńı, jaké daľśı výhody MPC
v sobě ukrývá [10]:

1Z praktických d̊uvod̊u se lze v některých aplikaćıch setkat i s uvažováńım r̊uzných délek predikce
možného vývoje (horizontu predikce) a posloupnosti akčńıch zásah̊u (horizontu ř́ızeńı) [42, 50]. V této
práci budou však tyto délky uvažovány výhradně jako shodné a označeny právě jako prediktivńı horizont.
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Kapitola 1. Úvod

• Atraktivńı metody pro inženýry s limitovanou znalost́ı teorie ř́ızeńı, jelikož kon-
cept MPC je velmi intuitivńı a laděńı parametr̊u spoč́ıvaj́ıćı předevš́ım v nastaveńı
váhových parametr̊u v kritériu je poměrně snadné.

• Jedná se o otevřenou metodologii založenou na určitých základńıch principech, což
umožňuje spoustu daľśıch možných rozš́ı̌reńı (atraktivńı pro akademické obce).

• Může být využito pro široké spektrum proces̊u - od těch s jednoduchou dynami-
kou, po ty výrazně složitěǰśı včetně neminimálně fázových a nestabilńıch systémů
a systémů s velkými dopravńımi zpožděńımi.

• Př́ıpadné rozš́ı̌reńı o daľśı omezeńı je koncepčně jednodušš́ı. Dále jsou to úlohy s ome-
zeńımi, které je možné právě d́ıky MPC řešit s malými výpočetńımi nároky.

• Užitečné pro aplikace, kde jsou známy referenčńı hodnoty s větš́ım předstihem (re-
akce na tyto změny je pak o poznáńı lepš́ı).

• Vhodné jak pro SISO, tak i MIMO systémy.

Naopak mezi nevýhody MPC je možné zařadit nutnost mı́t k dispozici co možná
nejpřesněǰśı model a nejpřesněǰśı znalost ř́ızené veličiny, nebot’ je z principu jasné, že
se zde kvalita regulace odv́ıj́ı předevš́ım od kvality matematického popisu ř́ızeného pro-
cesu a znalosti o jeho aktuálńım stavu. Pro některé aplikace, kde se pracuje s opravdu
malou periodou vzorkováńı v poměru ke složitosti úlohy, je také nutné zmenšovat velikost
prediktivńıho horizontu. To s sebou přináš́ı samozřejmě daľśı otázky a výzvy.

Schematicky lze MPC ilustrovat např. tak, jak je vyobrazeno na obr. 1.1 (značeńı bylo
převzato z dř́ıvěǰśıch úvah). Poznamenejme, že d̊uvod toho, proč akčńı zásah určený op-
timalizačńı část́ı MPC regulátoru (označené jako Optim.) směřuje nejen do systému, ale
i do modelové části MPC regulátoru je ten, že existuj́ı aplikace (např. uvažuj́ıćı fenome-
nologický model), kde predikce chováńı ř́ızené veličiny nejsou tvořeny pouze na základě
aktuálńı hodnoty této veličiny, ale i hodnot minulých vstup̊u a výstup̊u ř́ızeného systému
kv̊uli daľśımu možnému zpřesněńı. Je zde tak ihned viditelný markantńı rozd́ıl mezi MPC
a klasickým zpětnovazebńım př́ıstupem k regulaci. Nab́ıźı se paralela s ř́ızeńım osobńıho
automobilu uvedena v [10], kde zpětnovazebńı př́ıstup je reprezentován řidičem, který ř́ıd́ı
v̊uz pouze na základě informace ze zpětného zrcátka. Takový řidič evidentně př́ılǐs úspěšný
nebude. Naopak MPC je pomyslným řidičem, který kromě cesty za sebou sleduje i cestu
před sebou, č́ımž má daleko větš́ı potenciál dojet zdárně do ćıle. Ćılem samotné paralely
ale neńı apriori tvrdit, že zpětnovazebńı ř́ızeńı je neužitečné. Poukazuje pouze na to, že
pro některé aplikace je zkrátka z principu nedostačuj́ıćı.

1.2 Vývoj prediktivńıho ř́ızeńı z historické perspek-

tivy

Kořeny MPC je třeba hledat v samotných počátćıch moderńı teorie ř́ızeńı. Prvńım velkým
výsledkem moderńı teorie ř́ızeńı byla bezesporu formulace a řešeńı tzv. LQ a LQG
úlohy [35, 36]. Existuje spousta reálných problémů, které lze jako LQG úlohu vńımat.
Problémem LQG ř́ızeńı však je, že obvykle vyžaduje velmi přesný matematický model,
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Kapitola 1. Úvod

Obrázek 1.1: Schéma MPC.

a tud́ıž je nasazováno sṕı̌se v aplikaćıch, kde se vyplat́ı investovat spoustu náklad̊u do
speciálńı teorie (např. letecký pr̊umysl). Daľśımi problémy, které zapř́ıčinily, že LQG ř́ızeńı
mělo v počátečńı fázi jen malý dopad na samotnou ř́ıdićı techniku té doby, byla možná
omezeńı, nelinearity, nejistoty modelu, unikátńı kritéria a odborné nedostatky personálu
[71].

Z těchto d̊uvod̊u zajǐst’oval vývoj MPC v prvńıch fáźıch právě pr̊umysl, i když nesmı́me
opomenout prvńı vědecké práce z 60. let 20. stolet́ı, které ideu RH poprvé nastiňuj́ı [30].
Jedná se předevš́ım o článek [70] a část úvah v knize [45]. Tyto práce však neměly kv̊uli ne-
dostatku výpočetńıho výkonu tehdeǰśıho hardwaru de facto žádný praktický dopad. V 70.
letech 20. stolet́ı se zač́ınaj́ı objevovat prvńı pr̊umyslové aplikace, které z principu RH
vycházej́ı. Jedná se výhradně o aplikace z chemického pr̊umyslu. Důvod je zřejmý - me-
tody MPC jsou aplikovány na ř́ızeńı pomalých (v čase se pomalu vyv́ıjej́ıćıch) chemických
proces̊u, takže hardwarové nároky na výpočty jsou zde poměrně ńızké. Celkovou sumari-
zaci MPC metod aplikovaných v chemickém pr̊umyslu je možné naj́ıt např. v [27]. My
zde připomeňme alespoň dvě základńı metody spadaj́ıćı do této historické etapy ve vývoji
MPC a to algoritmické ř́ızeńı podle modelu (MAC), označované někdy též jako heuristické
MPC (MPHC) [75], známěǰśı d́ıky své softwarové implementaci označené jako IDCOM,
a dynamickou maticovou regulaci (DMC) [14]. Obě metody využ́ıvaj́ı oř́ıznutých lineárńıch
I/O model̊u. V př́ıpadě MAC je to oř́ıznutý model impulsńı odezvy (impulse response mo-
del). V př́ıpadě DMC pak model odezvy na skok (step response model). Společné jádro
těchto metod odpov́ıdaj́ıćı principu RH je však ihned patrné, nebot’ je v obou př́ıpadech
hledáno minimum kritéria nabývaj́ıćı kvadratické formy přes konečný prediktivńı horizont
a prvńı akčńı zásah výsledné sekvence ř́ızeńı se uvažuje jako optimálńı [10]. V daľśıch letech
pak přibývá pr̊umyslově orientovaných MPC metod, které jsou schopny lépe zapracovat
složitěǰśı modely a omezeńı na veličiny [27, 71].

Ke konci 70. let už paralelně s pr̊umyslem źıskává pozornost RH princip i v akademické
sféře a to primárně jako alternativa k LQ a LQG úlohám. Tyto postupy jsou označovány
jako ř́ızeńı založené na principu RH (RHC) [42]. Prvńı výsledky se týkaly předevš́ım vlast-
nost́ı stability RHC řešené pro př́ıpad diskrétńıho i spojitého systému [43, 44]. V daľśıch
letech pak opět docháźı k rozšǐrováńı teorie RHC o složitěǰśı nelineárńı modely a ome-
zeńı [53]. Za zmı́nku zde ještě stoj́ı i tzv. zobecněné prediktivńı ř́ızeńı (GPC) [12]. To se od
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Kapitola 1. Úvod

předešlých akademických postup̊u lǐśı d́ıky svému p̊uvodu v adaptivńım ř́ızeńı předevš́ım
v tom, že parametry modelu jsou odhadovány z měřených dat on-line. Parametry modelu
ř́ızeného SISO systému, v př́ıpadě GPC se jedná o ARMA nebo ARIMA model, tak nejsou
jako v př́ıpadě RHC předem známy, což přináš́ı trochu v́ıce obecněǰśı pohled na MPC.

V prvńım desetilet́ı 21. stolet́ı se pak objevuj́ı prvńı souhrnná d́ıla autor̊u zabývaj́ıćıch
se problematikou MPC takřka celou svou profesńı dráhu jako např. [10, 30, 42, 50, 52,
71, 74]. Tato d́ıla shrnuj́ı koncept MPC a dodávaj́ı mu pomyslný teoretický základ. T́ım
s sebou přináš́ı možnost snadněǰśı orientace pro nováčky v této oblasti moderńı teorie
ř́ızeńı.

1.3 Současné výzvy v oblasti prediktivńıho ř́ızeńı

Výše uvedené však neznamená, že by MPC byla uzavřenou discipĺınou. Naopak. Stále zde
existuje spousta výzev a problémů - a to jak ryze teoretických, tak i čistě praktických.
Teoretické výzvy MPC jsou diskutovány např. v [17, 52, 91]. Praktické problémy jsou pak
spojené hlavně s faktem, že MPC proniká neustále do nových oblast́ı, kde lze problémy
návrhu vhodného automatického ř́ızeńı řešit pomoćı něj mnohdy o poznáńı úspěšněji nebo
jednodušeji než to umožňovaly př́ıstupy dosavadńı. Předevš́ım intuitivnost při návrhu
a schopnost vypořádat se s omezeńımi a poruchami o dost jednodušš́ım zp̊usobem než
tomu bývá u konkurenčńıch př́ıstup̊u k ř́ızeńı jsou vlastnosti, d́ıky nimž se postupně
o MPC zač́ıná hovořit i v souvislosti s ř́ızeńım složitých systémů s omezeńımi, kde rychlost
generováńı akčńıho zásahu hraje kĺıčovou roli.

Typickým př́ıkladem mohou být elektromechanické akčńı členy, výkonová elektronika
apod. [13, 22, 28, 38, 59, 76]. Byt’ č́ıslicová technika poskočila o velký skok dopředu
a lze předpokládat, že se rychlost jej́ıho vývoje jen tak nezastav́ı, tak právě zde spousta
praktických úloh naráž́ı v souvislosti s MPC na stále nedostatečně rychlý výpočet akčńıho
zásahu. K pomalému výpočtu akčńıho zásahu přisṕıvá předevš́ım složitost modelu systému
popř. složitost omezeńı a RH princip MPC, který úlohu často s rostoućım prediktivńım ho-
rizontem výpočetně komplikuje. V takovém př́ıpadě lze vypozorovat následuj́ıćı možnosti
pro zjednodušeńı numerických vlastnost́ı MPC vedoućı na rychleǰśı výpočet adekvátńıho
akčńıho zásahu [18, 19, 30, 42, 50, 74]:

• Aproximace dlouhého horizontu MPC kritéria nebo jeho úplné vyloučeńı (uvažováńı
pouze krátkých prediktivńıch horizont̊u).

• Redukce domény akčńıch zásah̊u (např. spojitý prostor možných akčńıch zásah̊u je
redukován do diskrétńı podmnožiny tohoto prostoru).

• Upřednostněńı některých norem ve ztrátové funkci MPC kritéria s lepš́ımi nume-
rickými vlastnostmi na úkor norem, které by byly z hlediska výsledné kvality ř́ızeńı
vhodněǰśı (typickým př́ıpadem je přeformulováńı problému do problému se ztrátovou
funkćı v kvadratické formě).

• Zjednodušeńı modelu ř́ızeného systému (obvyklá je linearizace nelineárńıch model̊u).

• Zrychleńı (zjednodušeńı, zkvalitněńı, optimalizace) samotného optimalizačńıho al-
goritmu určeného pro řešeńı MPC problému.
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Kapitola 1. Úvod

V praktických úlohách se pak využ́ıvá jedné či kombinace v́ıce těchto možnost́ı zjed-
nodušeńı. Kvalita výsledného MPC tak nezř́ıdka kdy záviśı právě na kvalitě toho, jak
bylo ke zjednodušeńı přistoupeno (tj. jak moc odráž́ı navržené zjednodušeńı realitu -
např. zda-li je lineárńı model pro daný pracovńı bod dostatečně přesný apod.).

Daľśı praktické problémy MPC plynou z jeho př́ımých kořen̊u v moderńı teorii ř́ızeńı.
Je zde např. otázka vhodného nastaveńı uživatelsky volitelných parametr̊u, které se ob-
jevuj́ı ve ztrátové funkci MPC kritéria, kde zpravidla dávaj́ı do poměru fyzikálně ne-
souměřitelné veličiny. Nav́ıc se u spousty návrh̊u aproximaćı dlouhého horizontu využ́ıvá
daľśıch uživatelsky nastavitelných parametr̊u, č́ımž pak MPC poněkud ztráćı svoji výhodu
oproti alternativńım př́ıstup̊um ř́ızeńı jako je PID regulace, kde je právě potřeba laděńı
velkého počtu parametr̊u obecně považována za velkou nevýhodu.

1.4 Struktura práce

Text práce je strukturován následuj́ıćım zp̊usobem. Po stručném úvodu do problematiky
MPC, jeho historie a současných výzev uvedených v kapitole 1, je čtenář v rámci kapitoly
2 seznámen podrobněji s MPC jako takovým. V kapitole 2 jsou tak shrnuty stěžejńı
pojmy a koncepty z oblasti MPC. Kapitola 3 se poté věnuje systémům s D-I dynamikou.
Popisuje charakteristické rysy této tř́ıdy systémů a vyb́ırá konkrétńı zástupce, na nichž
jsou v daľśım textu práce zkoumány vlastnosti diskutovaných a navržených MPC př́ıstup̊u.
V kapitole 4 jsou na základě poznatk̊u autora vytyčeny tři hlavńı ćıle práce týkaj́ıćı se
návrhu MPC pro tř́ıdu systémů s D-I dynamikou. Vytyčené ćıle disertačńı práce jsou pak
postupně řešeny v rámci kapitol 5-7. Každá z těchto kapitol obsahuje shrnut́ı hodnot́ıćı,
mimo jiné, úspěšnost splněńı vytyčeného ćıle. Práce je uzavřena závěrečnými úvahami
v kapitole 8.
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Kapitola 2

Prediktivńı ř́ızeńı

Kapitola Prediktivńı ř́ızeńı si klade za ćıl seznámit čtenáře bĺıže se základńımi pojmy
a koncepty z oblasti MPC. Přestože ji nelze vńımat jako detailńı vhled do této problema-
tiky, čtenář by měl po jej́ım prostudováńı źıskat přehled o základńıch ideách MPC tolik
nutný pro porozuměńı daľśımu textu práce. Pro detailněǰśı studium je v textu kapitoly
uvedeno rozsáhlé množstv́ı odborné literatury, ze které bylo čerpáno.

2.1 Modely systémů v prediktivńım ř́ızeńı

Jádro MPC je vždy pevně spjato s predikćı chováńı ř́ızeného systému. K tomu je primárně
zapotřeb́ı nějakým zp̊usobem źıskat model tohoto chováńı. Pro tento účel se využ́ıvá
matematicko-fyzikálńıho modelováńı, identifikace či kombinace oboj́ıho. Modely dyna-
mických systémů mohou být r̊uzné. Mezi základńı typy takových model̊u lze zařadit [83]:

• Matematické modely - tyto modely popisuj́ı chováńı systému nějakou matematickou
formuĺı, v př́ıpadě popisu chováńı dynamických systémů pak nejčastěji diferenciálńı
či diferenčńı rovnićı.

• Mentálńı, intuitivńı či slovńı modely (tento typ model̊u použ́ıváme pro popis
následk̊u nějakých čin̊u - např. při popisu zp̊usobu ř́ızeńı automobilu - ,,stlačeńım
brzdy sniž rychlost”, ,,otáčeńım volantu změň směr j́ızdy”).

• Tabulky a grafy - např. logaritmická frekvenčńı charakteristika, graf ceny a spotřeby
určitého zbož́ı apod.

Jak úvod napověděl, jsou to předevš́ım matematické modely, které se využ́ıvaj́ı pro
predikci v MPC. Matematické modely mohou být klasifikovány opět z r̊uzných hledisek.
Uved’me zde ta nejzákladněǰśı hlediska a zasad’me je př́ımo do kontextu MPC:

• Modely časově (t-) invariantńı vs. variantńı - na rozd́ıl od t-invariantńıho modelu se
v př́ıpadě t-variantńıho modelu předpokládá změna jeho parametr̊u s časem. Princip
MPC umožňuje zakomponovat oba typy model̊u a je výhodný právě pro t-variantńı
systémy.

• Modely deterministické vs. stochastické - u deterministických model̊u může být
výstup, zhruba řečeno, přesně vypočten, jakmile je vstupńı signál známý. Naopak
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stochastický model obsahuje náhodné složky popisuj́ıćı poruchy, které takový přesný
výpočet znemožňuj́ı. V MPC se objevuj́ı metody zabývaj́ıćı se jak deterministickými,
tak i stochastickými modely chováńı dynamických proces̊u. Např. v [52] je právě toto
rozděleńı modelu bráno jako primárńı kritérium děleńı MPC metod.

• Modely fenomenologické (I/O) vs. stavové - fenomenologické modely jsou výsledkem
vněǰśıho popisu systému, kde se vyjadřuj́ı dynamické vlastnosti děj̊u mezi vstupy
a výstupy. Při vněǰśım popisu systému se tak systém považuje za jakousi černou
skř́ıňku a vnitřńı děje nejsou bĺıže zkoumány. Naopak stavový model je vnitřńım
popisem systému, kde se hled́ı i na vnitřńı dynamiku. Oba zmı́něné druhy model̊u
lze v MPC naj́ıt, avšak většina literatury se soustřed́ı převážně na stavové modely,
což je dáno do jisté mı́ry provázanost́ı MPC a moderńı teorie ř́ızeńı.

• Modely lineárńı vs. nelineárńı - model je lineárńı, jestliže je popsán např. lineárńı
diferenčńı rovnićı. Opuštěńı podmı́nky linearity modelu s sebou přináš́ı spoustu
výzev. Proto se někdy soubor metod MPC zabývaj́ıćı se ř́ızeńım systémů s nelineárńı
dynamikou označuje speciálně jako nelineárńı MPC (NMPC) [30].

• Modely parametrické vs. neparametrické - parametrické modely předpokládaj́ı, že
jsou dány nějakou konečnou množinu parametr̊u. Naopak modely neparametrické
předpokládaj́ı, že rozložeńı dat nemůže být definováno konečnou množinou para-
metr̊u, ale lze jej definovat nekonečnou množinou parametr̊u, nejčastěji nějakou
funkćı. Z historických a aplikačńıch d̊uvod̊u se v MPC setkáváme sṕı̌se z modely
parametrickými, nicméně můžeme zde uvést i pokusy o spojeńı konceptu MPC a ne-
parametrických model̊u jako např. [11, 39].

• Modely s jedńım vstupem a výstupem (SISO) vs. s v́ıce vstupy a výstupy (MIMO) -
SISO modely se použ́ıvaj́ı k popisu proces̊u, kde existuje vliv pouze jednoho vstupu
na jeden výstup. Jestliže je uvažováno v́ıce vstup̊u a výstup̊u, hovoř́ıme o MIMO
modelech. Obecněǰśı metody MPC se snaž́ı samozřejmě vždy zapracovat MIMO
model. Existuj́ı však metody MPC, které jsou limitovány pouze na použit́ı SISO
modelu. Obvykle se jedná o speciálńı aplikace jako např. v diagnostice [32].

• Modely spojité vs. diskrétńı v čase - již dř́ıve v textu byla uvedena zmı́nka o tom,
že modely spojité v čase popisujeme diferenciálńı rovnićı a modely diskrétńı v čase
rovnićı diferenčńı. Model diskrétńı v čase tak popisuje vztah mezi vstupy a výstupy
pouze v určitých časových okamžićıch, obvykle se uvažuje ekvidistantńı doba mezi
dvěma po sobě jdoućımi okamžiky. Z principu MPC je zřejmé, že naprostá většina
metod uvažuje modely v čase diskrétńı.

Po stručném rozděleńı matematických model̊u systémů se dále podrobně zaměřme na
ty modely, kterým je vzhledem k obsahu této práce věnuj́ıćı se deterministickému MPC
věnována zvýšená pozornost.

Nelineárńı stavové modely

Pro základńı seznámeńı s nelineárńımi modely dynamických systémů v souvislosti s MPC
se postač́ı omezit na modely stavové, které jsou zde využ́ıvány dominantně. Nejobecněǰśı
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Kapitola 2. Prediktivńı ř́ızeńı

formu stavového deterministického modelu dynamického systému představuje obecný sta-
vový t-variantńı nelineárńı model, který lze pro spojitý čas zapsat jako

dxt
dt

= ft(xt,ut), (2.1a)

yt = ht(xt,ut), (2.1b)

xt0 = x0, (2.1c)

kde x ∈ Rn znač́ı stav systému, u ∈ Rm reprezentuje vstup, y ∈ Rp označuje výstup
a t ∈ R≥t0 je čas, kde t0 ≥ 0. Funkce f a h jsou definovány jako f : Rn×Rm×R≥t0 → Rn

a h : Rn × Rm × R≥t0 → Rp. Počátečńı podmı́nka x0 pak specifikuje stav v počátečńım
čase t = t0.

V čase diskrétńı obdobou v čase spojitého modelu (2.1) je následuj́ıćı diskrétńı stavový
t-variantńı nelineárńı model

xk+1 = fk(xk,uk),

yk = hk(xk,uk),

x0 = x0,

kde se čas pohybuje po ekvidistantńıch časových okamžićıch daných periodou vzorkováńı
Ts a k ∈ N0 jako t = t0 + kTs. Pro jednoduchost je symbolika převzata z modelu (2.1), tj.
f a h jsou opět obecné funkce nikterak souvisej́ıćı s funkcemi v modelu (2.1).

Opust́ıme-li předpoklad t-variantnosti, lze obecný stavový t-invariantńı model zapsat
jako

dxt
dt

= f(xt,ut), (2.3a)

yt = h(xt,ut), (2.3b)

xt0 = x0 (2.3c)

a jeho v čase diskrétńı obdobu jako

xk+1 = f(xk,uk), (2.4a)

yk = h(xk,uk), (2.4b)

x0 = x0. (2.4c)

Lineárńı stavové modely

Speciálńı podmnožinu nelineárńıch model̊u systémů tvoř́ı modely lineárńı. Kromě výše
uvedené poznámky, že tyto modely popisuj́ı systémy pomoćı lineárńı diferenciálńı nebo
diferenčńı rovnice v závislosti na uvažováńı spojitého či diskrétńıho času, se též vyznačuj́ı
vlastnost́ı platnosti principu superpozice [4]. Jinými slovy je u těchto model̊u systému
splněna aditivita (výstup součtu dvou vstupńıch signál̊u bude stejný, jako součet výstup̊u
pro tyto signály jednotlivě) a homogenita (výstup násobku vstupńıho signálu bude roven
stejnému násobku výstupu pro tento vstup). To má za následek snadněǰśı analýzu takto
popsaných systému pro př́ıpadnou syntézu. Často se tedy i při kvalitńım nelineárńım
modelu uchyluje k linearizaci v okoĺı pracovńıho bodu.

9
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Nejobecněǰśım stavovým modelem lineárńıho dynamického systému je t-variantńı mo-
del, který lze pro spojitý čas zapsat jako

dxt
dt

= Atxt + Btut, (2.5a)

yt = Ctxt + Dtut, (2.5b)

xt0 = x0, (2.5c)

kde matice A ∈ Rn×n je matićı stavového přechodu (dynamiky), B ∈ Rn×m je vstupńı
matićı, C ∈ Rp×n je výstupńı matićı a D ∈ Rp×m zachycuje př́ıpadný př́ımý vliv vstupńıho
signálu na výstup. Hodnotu stavu xt lze źıskat řešeńım stavové rovnice (2.5a) jako [1]

xt = Φ(t, t0)x0 +

t∫
t0

Φ(t, s)Bsusds, (2.6)

kde Φ(t, τ) ∈ Rn×n je matice přechodu daná Peano-Bakerovou řadou

Φ(t, τ) = In×n +

t∫
τ

As1ds1 +

t∫
τ

As1

s1∫
τ

As2ds2ds1 +

t∫
τ

As1

s1∫
τ

As2

s2∫
τ

As3ds3ds2ds1 + . . .

Řešeńı výstupńı rovnice (2.5b) źıskáme jednoduše dosazeńım řešeńı stavové rovnice (2.6)
do výstupńı rovnice (2.5b) a lze jej vyjádřit jako

yt = CtΦ(t, t0)x0 + Ct

t∫
t0

Φ(t, s)Bsusds+ Dtut.

Uved’me dále v čase diskrétńı obdobu modelu (2.5), tj. model lineárńı t-variantńı model
dynamického systému. Jeho strukturu lze popsat jako

xk+1 = Akxk + Bkuk, (2.7a)

yk = Ckxk + Dkuk, (2.7b)

x0 = x0, (2.7c)

kde jednotlivé matice jsou opět nějaké obecné matice nesouvisej́ıćı s maticemi v modelu
(2.5). Hodnotu stavu xk lze pak źıskat řešeńım stavové rovnice (2.7a) jako

xk = Φ(k, 0)x0 +
k−1∑
i=0

Φ(k, i+ 1)Biui,

kde matice přechodu Φ(k, κ) je daná vztahem

Φ(k, κ) =


k−1∏
i=κ

Ai, pokud k > κ,

In×n, pokud k = κ.
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Řešeńı výstupńı rovnice (2.7b) lze pak snadno vyjádřit jako

yk = CkΦ(k, 0)x0 + Ck

k−1∑
i=0

Φ(k, i+ 1)Biui + Dkuk.

Připust́ıme-li t-invariantnost, tak model (2.5) přecháźı do struktury

dxt
dt

= Axt + But, (2.8a)

yt = Cxt + Dut, (2.8b)

xt0 = x0. (2.8c)

Na tomto mı́stě je vhodné podotknout, že lineárńı t-invariantńı model systému se v li-
teratuře označuje zkratkou LTI. Matici přechodu pro LTI systém je pak možné vyjádřit
jako

Φ(t, τ) = In×n +
∞∑
i=1

Ai(t− τ)i

i!
= eA(t−τ).

Řešeńı stavové rovnice (2.8a) pro źıskáńı hodnoty stavu xt tedy přecháźı do podoby

xt = eA(t−t0)x0 +

t∫
t0

eA(t−s)Busds (2.9)

a řešeńı výstupńı rovnice (2.8b) do podoby

yt = CeA(t−t0)x0 + C

t∫
t0

eA(t−s)Busds+ Dut. (2.10)

Ze vztah̊u (2.9) a (2.10) je patrné, jak je analýza LTI systémů zjednodušená - např. pro
analýzu stability postač́ı sledovat vlastńı č́ısla matice dynamiky A.

Diskrétńı verze obecného modelu LTI systému má pak následuj́ıćı strukturu

xk+1 = Axk + Buk, (2.11a)

yk = Cxk + Duk, (2.11b)

x0 = x0. (2.11c)

Řešeńı stavové rovnice (2.11a) pro źıskáńı hodnoty stavu xk přecháźı do podoby

xk = Akx0 +
k−1∑
i=0

Ak−i−1Bui

a odpov́ıdaj́ıćı řešeńı výstupńı rovnice (2.11b) je

yk = CAkx0 + C
k−1∑
i=0

Ak−i−1Bui + Duk.

Znovu jsou zde tedy patrná zjednodušeńı, co se př́ıpadné analýzy týče.
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2.2 Omezeńı

Jako standardńı součást modelu se v MPC uvažuj́ı omezeńı. V reálných úlohách docháźı
velmi často k tomu, že vstupńı veličina je omezená (např. napět́ı je možné generovat
jen v určitém rozsahu, ventil se otáč́ı jen v určitém rozmeźı apod.). Vstupńı veličina tak
naráž́ı na fyzikálńı limity. Naopak v př́ıpadě stavu popř. výstupu se obvykle setkáváme
s úlohami, kde je žádoućı nepřesáhnout nějaké předem zvolené pásmo. Důvody mohou
být např. bezpečnostńıho nebo kvalitativńıho rázu.

Obecně tak v př́ıpadě omezeńı vstupńıch, stavových či výstupńıch veličin opět
uvažujeme, že tyto veličiny spadaj́ı do kompaktńıch podmnožin odpov́ıdaj́ıćıch prostor̊u
čili

u ∈ U ⊆ Rm,x ∈ X ⊆ Rn,y ∈ Y ⊆ Rp.

Demonstrujme př́ıklad omezeńı na skalárńım př́ıpadě. V tomto př́ıpadě lze omezeńı
veličiny x ∈ R vyjádřit obecně nerovnost́ı

c(x) ≤ 0,

kde c : R → R. V praxi se často setkáváme s př́ıpady, kdy c nabývá kvadratické formy
v součtu s nějakou konstantou udávaj́ıćı symetrické omezeńı veličiny x. Nicméně existuj́ı
i omezeńı složitěǰśı.

V souvislosti nejen s MPC se velmi často rozlǐsuj́ı dva druhy omezeńı. Prvńı tzv.
tvrdá (v angl. hard constraints) označuj́ı omezeńı, kde je naprosto zakázáno překročit
dané omezeńı. Druhá tzv. měkká (v angl. soft constraints) jsou omezeńı, která je dobré
dodržet, avšak překročeńı těchto omezeńı je do určité mı́ry možné - jako př́ıklad uved’me
p̊usobeńı stochastické poruchy na výstupu, které apriori neumožňuje dokonalé dodržeńı
omezeńı.

2.3 Koncept prediktivńıho ř́ızeńı

Jak bylo nast́ıněno v úvodu textu, MPC lze vńımat jako soubor metod, kde je akčńı
zásah źıskán on-line, tj. v každém okamžiku vzorkováńı, výpočtem, obvykle konečné
(viz RHC), optimálńı sekvence v čase po sobě jdoućıch akčńıch zásah̊u. Tuto sekvenci
źıskáváme řešeńım optimalizačńıho problému s nějakým kritériem hodnot́ıćım budoućı
chováńı systému, přičemž respektujeme př́ıpadná omezeńı. Veškerá informace, která je
k dispozici o dosavadńım chováńı systému, se kumuluje v aktuálńım časovém okamžiku
- např. v aktuálńım stavu systému. V pořad́ı prvńı akčńı zásah optimálńı sekvence
akčńıch zásah̊u je pak považován za optimálńı a aplikován. MPC se tak lǐśı od kon-
venčńıch př́ıstup̊u moderńı teorie ř́ızeńı [6, 8, 31], kde se strategie ř́ızeńı ,,předpoč́ıtává”
pro otevřenou smyčku.

MPC však v sobě výpočet optimálńı strategie ř́ızeńı pro otevřenou smyčku nepř́ımo
zahrnuje. Uved’me konkrétńı př́ıpad - je-li v aktuálńım časovém okamžiku k stav dán jako
xk, pak problém hledáńı optimálńı strategie ř́ızeńı podle principu RH může být chápán
jako př́ımovazebńı čili výpočet budoućıch akčńıch zásah̊u je závislý pouze na aktuálńım
stavu xk. Optimálńı sekvenci akčńıch zásah̊u tak od okamžiku k určujeme obdobně jako
pro otevřenou smyčku. Podstatný rozd́ıl oproti konvenčńım př́ıstup̊um však tkv́ı v tom, že
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v daľśım časovém okamžiku se celý postup opakuje, přičemž vycháźıme opět z aktuálńıho
stavu. Na MPC tak lze nahĺıžet jako na strategii, jež se v literatuře označuje jako ,,open-
loop optimal feedback” (OLOF, otevřená smyčka se zpětnou vazbou), kde je využ́ıváno
informace o aktuálńım stavu, ale nepředpokládá se, že bude v budoucnu nějaká daľśı
informace o stavu źıskána [5].

Věnujme nyńı pozornost návrhu deterministického MPC pro systémy, kde z faktických
či ryze praktických (aproximačńıch) d̊uvod̊u nepředpokládáme vliv neurčitosti. Je zřejmé,
že většinu reálných fyzikálńıch systémů lze výhodně popsat nelineárńım modelem spo-
jitým v čase. Jako př́ıklad tedy uvažujme model (2.3a). Dále se pokusme v krátkosti
demonstrovat, jak by mělo být navrženo optimálńı ř́ızeńı pro tento model a vysvětlit,
jaká jsou úskaĺı takového idealizovaného př́ıstupu. To nám umožńı lépe pochopit, proč se
v praktických problémech ve většině př́ıpad̊u MPC použ́ıvá v podobě, v jaké se použ́ıvá.

Uvažujme tedy model systému jako

dxt
dt

= f(xt,ut) (2.12)

s počátečńı podmı́nkou xt0 a př́ıpadná omezeńı dána jako

ut ∈ U ⊆ Rm,xt ∈ X ⊆ Rn. (2.13)

Pro takovou tř́ıdu systémů je trajektoríı ř́ızeńı s nejlepš́ımi vlastnostmi v uzavřené smyčce
řešeńı následuj́ıćıho optimalizačńıho problému

u∗〈t0,∞) = arg min
u〈t0,∞)

Jt0
(
xt0 ,u〈t0,∞)

)
, (2.14)

s.t. (2.12), (2.13)

kde u〈t0,∞) označuje vývoj akčńıho zásahu pro t ∈ 〈t0,∞) a kritérium Jt0 je uvažováno
jako

Jt0
(
xt0 ,u〈t0,∞)

)
=

∞∫
t0

l (xt,ut) dt,

kde ztrátová funkce l : Rn×Rm → R je pozitivně definitńı. Uzavřený systém tak přecháźı
do podoby

dx∗t
dt

= f(x∗t ,u
∗
t ).

Nalezeńı optimálńı trajektorie ř́ızeńı u∗〈t0,∞) představuje, vyjma některých speciálńıch
př́ıpad̊u, velice komplikovaný problém. Nelinearitu systému, zprava neomezený interval
času a ne vždy nutnou konvexitu kritéria zmiňme jako př́ıklady, které mohou řešeńı dané
úlohy zkomplikovat. Rovněž trvat na spojitosti času nemuśı být vždy nutně ku prospěchu
věci, obzvláště v dnešńı době, kdy měřeńı stavové informace i samotná regulace prob́ıhaj́ı
primárně pomoćı č́ıslicové techniky.

Z těchto d̊uvod̊u je tedy pro MPC výhodné nějakým zp̊usobem slevit z požadovaných
nárok̊u. Jak bylo diskutováno dř́ıve v textu, prvńı takovou slevou obvykle bývá diskreti-
zace celého problému, která přece jen do konceptu MPC z logiky věci zapadá daleko lépe.
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V př́ıpadě modelu (2.12) tak přecháźıme diskretizaćı do struktury modelu (2.4a) čili na
model

xk+1 = f(xk,uk) (2.15)

(z d̊uvodu jednodušš́ıho zápisu nebudeme opět měnit značeńı funkce f - časové indexy
proměnných prozrad́ı, že se jedná o diskretizaci p̊uvodńı spojité funkce). Definujme
kritérium pro aktuálńı časový okamžik k a aktuálńı stav xk jako

Jk (xk, {ui}∞i=k) =
∞∑
i=k

l (xi,ui) , (2.16)

kde posloupnost akčńıch zásah̊u je {ui}∞i=k = {uk,uk+1, . . .} a xk+1 = x′k+1(xk,uk),xk+2 =

x′k+2(xk, {ui}k+1
i=k ), . . . jsou predikce stavu založené na modelu (2.15) a předchoźıch akčńıch

zásaźıch. Optimálńı sekvenci akčńıch zásah̊u pak hledáme obdobně jako v př́ıpadě opti-
malizačńıho problému (2.14), tj. jako

{ui}∗∞i=k = arg min
{ui}∞i=k

Jk (xk, {ui}∞i=k) . (2.17)

s.t. (2.13), (2.15)

Opět však tuš́ıme nevýhodu plynoućı z nekonečného horizontu, tj. optimalizačńı problém
(2.17) je opět, až na výjimky, velmi komplikovaný. MPC tak přináš́ı určitou možnost
aproximace takových složitých problémů.

Slevme tedy pro účely MPC z délky horizontu, tj. uvažujme nyńı konečný horizont
délky N . Kritérium tak přecháźı do podoby

JN+k
k

(
xk, {ui}N+k−1

i=k

)
=

N+k−1∑
i=k

l (xi,ui) + lf (xN+k), (2.18)

kde funkce lf : Rn → R je ohodnoceńı koncového stavu (terminálńı ztrátová funkce).
V MPC existuj́ı prakticky tři zp̊usoby, jak se k ohodnoceńı koncového stavu postavit. Bud’

penalizovat koncový stav nějakou funkćı udávaj́ıćı, jak jsme s daným koncovým stavem
spokojeni, nebo se pokusit touto terminálńı ztrátovou funkćı aproximovat ,,utrženou” část
kritéria (myšleno pro horizont N+k+1, N+k+2, . . .) a nebo jednoduše toto ohodnoceńı
vypustit čili uvažovat lf (xN+k) = 0. Pro obecnost také uvažujme, že koncový stav má své
vlastńı omezeńı, tj. omezeńı nyńı uvažujme jako

ui ∈ U ⊆ Rm,xj ∈ X ⊆ Rn,xN+k ∈ Xf ⊆ Rn, ∀i ∈ Nk:N+k−1,∀j ∈ Nk+1:N+k−1. (2.19)

S kritériem (2.18) pak přecháźı problém návrhu MPC regulátoru s konečným horizontem
N do podoby

{ui}∗N+k−1
i=k = arg min

{ui}N+k−1
i=k

JN+k
k

(
xk, {ui}N+k−1

i=k

)
, (2.20)

s.t. (2.15), (2.19)

kde podle principu RH je aplikován pouze v pořad́ı prvńı akčńı zásah optimálńı sekvence
akčńıch zásah̊u, tj. u∗k, a v následuj́ıćım časovém okamžiku se celý proces syntézy opakuje,
tj. lze položit k = k + 1.
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Zat́ım jsme uvažovali t-invariantńı nejen systém, ale i omezeńı na ztrátovou funkci.
Nutno ovšem poznamenat, že i z tohoto předpokladu lze ustoupit. t-variantńı omezeńı lze
tak obecně uvažovat jako

ui ∈ Ui ⊆ Rm,xj ∈ Xj ⊆ Rn,xN+k ∈ Xf ⊆ Rn,∀i ∈ Nk:N+k−1,∀j ∈ Nk+1:N+k−1

a např. t-variantńı obdobu kritéria problému s konečným horizontem (2.18) jako

JN+k
k

(
xk, {ui}N+k−1

i=k

)
=

N+k−1∑
i=k

li (xi,ui) + lf (xN+k),

kde ztrátové funkce li : Rn × Rm → R jsou opět pozitivně definitńı. Právě pro tyto t-
variantńı problémy je MPC ze své podstaty obzvláště výhodné (např. nemuśıme zde znát
vývoj parametr̊u systému př́ılǐs dopředu a v př́ıpadě potřeby, tj. pokud se parametry měńı
jinak než jsme p̊uvodně předpokládali, lze MPC jednoduše upravit [56, 57]).

V souvislosti s omezeńımi ještě zd̊urazněme, že z d̊uvodu predikováńı podléhaj́ı sta-
vovým omezeńım predikce chováńı stavu závislé na již daném aktuálńım stavu a od-
pov́ıdaj́ıćıch akčńıch zásaźıch. Např. pro problém (2.20) lze tedy množinu všech možných
sekvenćı akčńıch zásah̊u, jejichž následkem stavové predikce nepřekroč́ı stavová omezeńı,
chápat jako [52, 74]

UN(xk) =
{
{ui}N+k−1

i=k |
(
xk, {ui}N+k−1

i=k

)
∈ ZN

}
,

kde množina ZN ⊆ Rn × RNm je uvažována jako

ZN =
{(

xk, {ui}N+k−1
i=k

)
|uj ∈ U,x′l

(
xk, {ui}l−1

i=k

)
∈ X,x′N+k

(
xk, {ui}N+k−1

i=k

)
∈ Xf ,

∀j ∈ Nk:N+k−1,∀l ∈ Nk+1:N+k−1

}
.

Optimalizačńı problém (2.20) lze tak alternativně zapsat jako

{ui}N+k−1∗
i=k = arg min

{ui}N+k−1
i=k ∈UN (xk)

{
JN+k
k

(
xk, {ui}N+k−1

i=k

)}
. (2.21)

Ne každý optimalizačńı problém má řešeńı, tj. nelze zaručit, že pro aktuálńı stav
xk ∈ Xk ⊆ Rn existuje taková posloupnost akčńıch zásah̊u {ui}N+k−1

i=k , která splňuje(
xk, {ui}N+k−1

i=k

)
∈ ZN . Aby úloha měla smysl, měla by existovat neprázdná podmnožina

Xk, pro kterou řešeńı problému (2.20), (2.21) bude existovat. V [74] je ukázáno, za jakých
podmı́nek je zaručena existence tohoto řešeńı.

2.4 Dynamické programováńı jako optimalizačńı

prostředek v prediktivńım ř́ızeńı

Po stručném představeńı obecného konceptu MPC je třeba se zamyslet nad konkrétněǰśımi
otázkami. Velmi d̊uležitou otázkou je volba zp̊usobu práce s dostupnou informaćı při
řešeńı optimalizačńıho problému (2.20), (2.21). Výpočetně jednodušš́ı cestou k jeho řešeńı
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Kapitola 2. Prediktivńı ř́ızeńı

jsou metody vedoućı na návrh optimálńıho programového (open-loop) ř́ızeńı dynamického
systému jako např. řešeńı Euler-Lagrangeovy rovnice či jej́ı rozš́ı̌reńı o Pontrjagin̊uv prin-
cip maxima (minima) [3, 8]. Ačkoliv má pak ř́ızeńı, pokud ho touto ,,př́ımou” cestou
nalezneme, optimálńı vlastnosti, z praktického hlediska je žádoućı sṕı̌se zpětnovazebńı
př́ıstup k syntéze kv̊uli nejistotě, která, byt’ jsme ji doposud apriori nepřipustili, v reálném
prostřed́ı do úlohy obvykle zasahuje. V MPC se tud́ıž klade d̊uraz na dynamické progra-
mováńı (DP) [6].

DP se využ́ıvá jako zpětnovazebńı alternativa syntézy regulátoru. Výsledkem je op-
timálńı zpětnovazebńı strategie ř́ızeńı µ reprezentuj́ıćı zobrazeńı z prostoru stav̊u do pro-
storu ř́ızeńı. V př́ıpadě horizontu délky N pak hledáme posloupnost N takových strategíı,
abychom pro všechny časové okamžiky tohoto horizontu věděli, jaký akčńı zásah genero-
vat v závislosti na aktuálńım stavu. DP tak ve své explicitńı podobě poskytuje strategii
ř́ızeńı, která může být jednoduše fyzicky implementována. Bohužel nalezeńı takové stra-
tegie je pro většinu problémů velmi složité až nemožné - vyjma snad jen problémů, kde
systém je lineárńı bez omezeńı a ztrátová funkce kritéria je v kvadratické formě.

MPC na rozd́ıl od explicitńıho př́ıstupu využ́ıvá DP jako optimalizačńıho prostředku
v duchu strategie OLOF. Výhodou MPC tak je, že jeho RH př́ıstup přináš́ı dostatečně
rychlá řešeńı využ́ıvaj́ıćı standardńıch matematických nástroj̊u a to i v př́ıpadě ne-
lineárńıch systémů s omezeńımi a velkými dimenzemi stavu. Jinými slovy MPC umožňuje
aplikaci DP i na problémy, kde je explicitńı źıskáńı optimálńı strategie ř́ızeńı nemožné.
Na MPC tak lze nahĺıžet jako na jakousi efektivńı aproximaci DP a nikoliv jako na novou
metodu ř́ızeńı [74].

Obecné dynamické programováńı

Dř́ıve, než využijeme DP jako nástroj optimalizace v MPC, představme základńı myšlenku
tohoto př́ıstupu syntézy. Jak bylo zmı́něno v úvodu této podkapitoly, primárńım úkolem
DP je źıskat posloupnost zpětnovazebńıch strategíı ř́ızeńı generuj́ıćı posloupnost akčńıch
zásah̊u, pro které kritérium nabývá své minimálńı hodnoty [1]. Uvažujme nejprve problém
nalezeńı optimálńıch akčńıch zásah̊u s kritériem

JN0

(
x0, {ui}N−1

i=0

)
=

N−1∑
i=0

l (xi,ui) + lf (xN), (2.22)

kde x0 je počátečńı stav, x1,x2, . . . ,xN jsou predikce stavu založené na modelu (2.15) a
uvažujme omezeńı

ui ∈ U ⊆ Rm,xj ∈ X ⊆ Rn,xN ∈ Xf ⊆ Rn,∀i ∈ N0:N−1,∀j ∈ N1:N−1. (2.23)

Dále definujme koncovou část kritéria optimality jako

JNk

(
xk, {ui}N−1

i=k

)
,

N−1∑
i=k

l (xi,ui) + lf (xN), (2.24)

kterou lze rovněž přepsat rekurentně jako

JNk

(
xk, {ui}N−1

i=k

)
= l (xk,uk) + JNk+1

(
xk+1, {ui}N−1

i=k+1

)
. (2.25)
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Na chv́ıli předpokládejme, že již známe celou posloupnost strategíı ř́ızeńı {µi}
N−1
i=0 gene-

ruj́ıćı posloupnost optimálńıch akčńıch zásah̊u {u∗i }
N−1
i=0 pro problém s kritériem (2.22).

Potom lze tvrdit, že i oř́ıznutá posloupnost strategíı ř́ızeńı {µi}
N−1
i=k je optimálńı pro pod-

problém s kritériem (2.24). Uvedená úvaha se v literatuře označuje jako princip optimality
[1, 30, 74] a lze ji rovněž interpretovat tak, že každý koncový úsek optimálńı trajektorie
systému, tj. trajektorie systému ř́ızeného pomoćı optimálńı strategie ř́ızeńı, je optimálńı
pro koncový úsek trajektorie.

Na prvńı pohled nemuśı být zjevné, v čem je princip optimality unikátńı. Sledujme
proto vývoj minimálńı hodnoty koncového úseku kritéria, tj.

V N
k (xk) = min

{ui}N−1
i=k

JNk

(
xk, {ui}N−1

i=k

)
, (2.26)

s.t. (2.15), (2.23)

kde funkci Vk : Rn → R budeme dále nazývat Bellmanovou funkćı. Využit́ım rekurentńıho
vyjádřeńı (2.25) lze Bellmanovu funkci (2.26) vyjádřit také jako

V N
k (xk) = min

uk

[
l (xk,uk) + min

{ui}N−1
i=k+1

JNk+1

(
xk+1, {ui}N−1

i=k+1

)]
=

= min
uk

[
l (xk,uk) + V N

k+1 (f (xk,uk))
]
. (2.27)

s.t. (2.15), (2.23)

Ze vztahu (2.27) je patrný rekurzivńı př́ıstup k řešeńı problému s kritériem (2.22) jdoućı
zpětně v čase založený právě na principu optimality. Optimálńı strategii lze konstruovat
po částech. Prvńı část́ı je źıskáńı Bellmanovy funkce v čase k = N − 1, v druhé části se
rekurźı snaž́ıme dostat k Bellmanově funci v čase k = N−2 a celý postup pak pokračuje až
do počátečńıho času nula. Tento slovně uvedený postup lze shrnout do rovnic Bellmanovy
optimalizačńı rekurze, které maj́ı podobu

V N
κ (xκ) = min

uκ

[
l (xκ,uκ) + V N

κ+1 (f (xκ,uκ))
]
, (2.28a)

s.t. (2.15), (2.23)

u∗κ = µκ(xκ) = arg min
uκ

[
l (xκ,uκ) + V N

κ+1 (f (xκ,uκ))
]
, (2.28b)

s.t. (2.15), (2.23)

V N
N (xN) = lf (xN) , (2.28c)

kde κ = N − 1, N − 2, . . . , 0. Bellmanova optimalizačńı rekurze (2.28) tak představuje
zp̊usob řešeńı problému nalezeńı optimálńı strategie ř́ızeńı pro systém (2.15) s počátečńım
stavem x0 a kritériem (2.22) na časovém horizontu N . Źıskáváme tak kompletńı strategii
pro všechny uvažované časové okamžiky daného horizontu [74].

Dynamické programováńı v prediktivńım ř́ızeńı

Proved’me nyńı modifikaci předchoźıch úvah tak, aby je bylo možné opět zasadit do rámce
MPC [30, 74]. Dle principu RH je tak počátečńım stavem aktuálńı stav xk systému (2.15)
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a kritérium na časovém horizontu N přecháźı do podoby (2.18). Pro jistotu přehlednosti
zápisu redefinujme nejprve Bellmanovu funkci jako

V N+k
j (xj) = min

{ui}N+k−1
i=j

JN+k
j

(
xk, {ui}N+k−1

i=j

)
.

s.t. (2.15), (2.23)

Rovnice Bellmanovy rekurze tedy přecháźı v MPC do podoby

V N+k
κ (xκ) = min

uκ

[
l (xκ,uκ) + V N+k

κ+1 (f (xκ,uκ))
]
, (2.29a)

s.t. (2.15), (2.23)

u∗κ = µκ(xκ) = arg min
uκ

[
l (xκ,uκ) + V N+k

κ+1 (f (xκ,uκ))
]
, (2.29b)

s.t. (2.15), (2.23)

V N+k
N+k (xN+k) = lf (xN+k) , (2.29c)

kde κ = N + k − 1, N + k − 2, . . . , k. Za optimálńı akčńı zásah v MPC pak budeme
považovat u∗k = µk(xk).

Všimněme si rozd́ılu mezi explicitńım využit́ım DP a jeho modifikaćı pro potřeby MPC
pro deterministický t-invariantńı systém (2.15). Explicitńım př́ıstupem DP vypočteme
off-line t-variantńı posloupnost optimálńıch zpětnovazebńıch strategíı. Nacháźıme-li se
v časovém okamžiku k, považujeme aktuálńı stav xk za počátečńı, vyřeš́ıme Bellmanovu
optimalizačńı rekurzi (2.28) a aplikujeme strategii u∗k = µk(xk). Použit́ım akčńıho zásahu
u∗k se dostaneme do stavu xk+1, kde aplikujeme odpov́ıdaj́ıćı strategii u∗k+1 = µk+1(xk+1).
Tak pokračujeme na zvoleném časovém horizontu stále dál.

V MPC je situace jiná. Zde v aktuálńım časovém okamžiku k opět vypoč́ıtáme off-line
posloupnost strategíı řešeńım rekurze (2.29) a rovněž aplikujeme strategii u∗k = µk(xk).
Nicméně v následuj́ıćıch časových kroćıch budeme i nadále aplikovat tuto strategii, tj.
u∗k+1 = µk(xk+1) atd. Je tak zřejmé, že optimálńı trajektorie stavu a akčńıch zásah̊u
se obecně mohou u obou př́ıpad̊u lǐsit, a tud́ıž trajektorie źıskané MPC nelze považovat
apriori za optimálńı pro problém (2.22). Opět ale připomeňme, že MPC je jakousi efektivńı
aproximaćı pro problémy, kde by uvažováńı deľśıch horizont̊u s sebou přineslo spoustu
výpočetńıch problémů, a tud́ıž se jedná o poměrně zaj́ımavý inženýrský nástroj. Slovy
popsaný rozd́ıl mezi explicitńım a MPC použit́ım DP je pro lepš́ı představu ilustrován na
obr. 2.1.

Využit́ı DP jako optimalizačńıho prostředku umožňuje hlouběji analyzovat vlastnosti
systému automatického ř́ızeńı (SAŘ) ř́ızeného pomoćı MPC. Např. v [54] bylo ukázáno,
za jakých podmı́nek kladených na Bellmanovu funkci a koncové podmı́nky lze zajistit sta-
bilitu rovnovážného stavu takového systému. Později byla tato práce pro širš́ı inženýrskou
veřejnost rozš́ı̌rena v [30, 74]. Rovněž je možné d́ıky DP źıskat lepš́ı představu o podobě
terminálńı ztrátové funkce MPC kritéria lf . Je evidentńı, že taková funkce v ideálńım
př́ıpadě reprezentuje Bellmanovu funkci v časovém kroku odpov́ıdaj́ıćım zvolenému pre-
diktivńımu horizontu.

2.5 Optimalizace v prediktivńım ř́ızeńı

Přestože nám uvažováńı DP jako optimalizačńıho prostředku v MPC pomáhá analyzo-
vat vlastnosti MPC SAŘ, pro řešeńı optimalizačńıho problému (2.20), kde jsou uvažovány
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(a) Explicitńı použit́ı DP

(b) MPC použit́ı DP

Obrázek 2.1: Rozd́ıl mezi explicitńım a MPC použit́ım DP.

omezeńı, nemuśı být hledáńı zpětnovazebńı strategie pomoćı DP snadným úkolem. V prak-
tických úlohách, kde rychlost určeńı akčńıho zásahu představuje obvykle kĺıčovou roli, se
tedy většinou přecháźı na některou z jiných forem matematického programováńı.

Za jednu z hlavńıch dělićıch čar mezi MPC problémy lze bezesporu považovat
skutečnost, zda je řešený optimalizačńı problém konvexńı nebo nekonvexńı. Pokud se
jedná o konvexńı problém, existuj́ı algoritmy, které jsou schopny naj́ıt globálńı řešeńı
daného MPC problému s dostatečnou přesnost́ı v konečném čase. Připomeňme, že aby
byl MPC problém konvexńı, muśı být uvažovaný model systému lineárńı a kritérium
a př́ıslušná nerovnostńı omezeńı konvexńı. Pokud je daný problém nekonvexńı, tj. neńı
splněna alespoň jedna z právě vyjmenovaných podmı́nek, obvykle je nutné spokojit se
s aproximacemi pomoćı lokálńıch extrémů. Upřesněme tedy úvahu zmı́něnou v děleńı
model̊u na lineárńı a nelineárńı, kde jsme do tř́ıdy úloh NMPC zařadili úlohy uvažuj́ıćı
nelineárńı model systému. Do tř́ıdy NMPC úloh se dále řad́ı rovněž úlohy porušuj́ıćı kon-
vexitu kritéria či nerovnostńıch omezeńı. Ostatńı, konvexńı, úlohy se někdy označuj́ı jako
lineárńı MPC [18].

Konvexńı optimalizace pro lineárńı MPC

Zaměřme nyńı pozornost na standardńı možnosti řešeńı optimalizačńıch problémů
v lineárńım MPC. Uvažujme tedy model systému popsaný lineárńım t-invariantńım mo-
delem (2.11).

Asi nejrozš́ı̌reněǰśım problémem patř́ıćım do tř́ıdy lineárńıch MPC je minimalizace kon-
vexńıho kvadratického kritéria (kritéria s konvexńı kvadratickou ztrátovou funkćı a kon-
covým úsekem Bellmanovy funkce) přepsatelná do následuj́ıćıho kvadratického programu
(QP) [18]

min
{xi}N+k

i=k ,{ui}N+k−1
i=k

(
1

2

N+k−1∑
i=k

[x′i,ui]

[
Q S
ST R

] [
x′i
ui

]
+

1

2
x′TN+kPx′N+k

)
, (2.30a)

s.t. x′k − xk = 0, (2.30b)
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x′i+1 −Ax′i −Bui = 0, i = k, k + 1, . . . , N + k − 1, (2.30c)

p1 + P1x
′
i + P2ui ≤ 0, i = k, k + 1, . . . , N + k − 1, (2.30d)

p2 + P3x
′
N+k ≤ 0, (2.30e)

kde p1 ∈ Rp1 , p2 ∈ Rp2 , P1 ∈ Rp1×n, P2 ∈ Rp1×m, P3 ∈ Rp2×n, Q ∈ Rn×n, R ∈ Rm×m, S ∈

Rn×m. Zároveň muśı být splněno, že matice

[
Q S
ST R

]
a P jsou symetrické a pozitivně

semidefinitńı, abychom zaručili, že QP (2.30) je skutečně konvexńı.
Motivaćı pro volbu formy zápisu QP (2.30), kde jsou, na rozd́ıl od předchoźıch zápis̊u,

predikce stavu striktně vyznačené apostrofy a aktuálńı stav v okamžiku k se do problému
dostává skrze rovnostńı omezeńı (2.30b), bylo názorně poukázat na to, že úlohu lze přepsat
dosazeńım rovnostńıho omezeńı (2.30c) za predikce stavu do formy odpov́ıdaj́ıćı QP

min
U

1

2
[U,xk]

[
H G
GT J

] [
U
xk

]
, (2.31a)

s.t. d + Kxk + MU ≤ 0, (2.31b)

kde U = [uTk ,u
T
k+1, . . . ,u

T
N+k−1]T , d ∈ Rd, K ∈ Rd×n, M ∈ Rd×Nm, H ∈ RNm×Nm,

J ∈ Rn×n a G ∈ RNm×n. Tento zp̊usob přepsáńı p̊uvodńıho ,,̌ŕıdkého” QP (2.30) do tvaru
QP (2.31) se někdy v literatuře označuje pojmem zhušt’ováńı (condensing). Zhuštěná
formulace QP je numericky výhodněǰśı předevš́ım pro menš́ı prediktivńı horizonty, nebot’

výpočetńı složitost u ńı roste kubicky právě s velikost́ı prediktivńıho horizontu [18, 34].
V MPC řeš́ıme QP (2.30), potažmo QP (2.31), pro nalezeńı U∗. Dle principu RH

pak v aktuálńım časovém okamžiku k aplikujeme u∗k. Otázkou však z̊ustává, jak nalézt
U∗ v př́ıtomnosti omezeńı. Připomeňme, že optimálńı řešeńı U∗ spolu s odpov́ıdaj́ıćım
vektorem Lagrangeových multiplikátor̊u λ∗ je jednoznačně určené tzv. Karush-Kuhn-
Tuckerovými (KKT) podmı́nkami [18, 50, 58]. Toho v́ıce či méně využ́ıvaj́ı numerické
algoritmy pro řešeńı QP s omezeńımi. Úkolem tohoto textu neńı věnovat se zmı́něným
numerickým algoritmům nějak hlouběji, ale s ohledem na časté využ́ıváńı těchto algoritmů
pro řešeńı problémů v MPC předevš́ım prostřednictv́ım r̊uzných již naimplementovaných
solver̊u by bylo žádoućı představit alespoň jejich základńı děleńı a stručně nast́ınit jejich
hlavńı princip (pro vysvětleńı principu se omezme např. na zhuštěnou formu QP (2.31)).

Metody aktivńıch množin Prvńı větv́ı numerických algoritmů pro řešeńı QP s ome-
zeńımi jsou tzv. metody aktivńıch množin (active set methods). Aktivńı množinou se
rozumı́ takové množina nerovnostńıch omezeńı (2.31b), které jsou pro daný bod, v našem
př́ıpadě nějaký akčńı zásah z vektoru U, splněny s rovnost́ı. Pokud bychom znali aktivńı
množinu pro dané xk, bylo by už snadné dopátrat se řešeńı. Metody aktivńıch množin
proto pracuj́ı s odhadem těchto množin, který iterativně vylepšuj́ı. V každé iteraci je řešen
daný lineárńı systém s ohledem na uvažovaný odhad aktivńıch množin. Pokud dojde ke
splněńı KKT podmı́nek, optimálńı řešeńı U∗ bylo nalezeno. Pokud ne, je potřeba daľśıho
rozděleńı na aktivńı a inaktivńı množiny [18, 50].

Dnes existuje spousta druh̊u numerických algoritmů pro řešeńı QP s omezeńımi, které
lze zařadit do větve metod aktivńıch množin. Zmiňme např. primárńı metody aktivńıch
množin (primar active set methods), které se snaž́ı nejprve odhadnout realizovatelné
U, a následně přidávat nebo odeb́ırat př́ıslušné aktivńı množiny tak, aby U z̊ustalo
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stále realizovatelné, nebo duálńı metody aktivńıch množin (dual active set methods),
které se snaž́ı udržovat multiplikátory kladné namı́sto náročněǰśıho udržováńı realizova-
telného U [23]. Z hlediska MPC je tak výhodou duálńıch metod aktivńıch množin oproti
primárńım fakt, že mohou být s výhodou použity pro tzv. teplý start, kde se využ́ıvá
źıskaného optimálńıho U∗ v předchoźım časovém kroku jako počátečńıho odhadu popř.
jeho adekvátńıho časového posunu jako počátečńı podmı́nky pro optimalizačńı algoritmus
v aktuálńım časovém kroku [18].

Metody vnitřńıho bodu Daľśı větev numerických algoritmů pro řešeńı QP s ome-
zeńımi představuj́ı tzv. metody vnitřńıho bodu (interior point methods). Tyto metody se
snaž́ı nahradit KKT podmı́nky hladkou aproximaćı, která využ́ıvá parametru τ ∈ R>0

pro redefinováńı podmı́nek optima do podoby

HU∗ + Gxk + MTλ∗ = 0 (2.32a)

(d + Kxk + MU∗)i λ
∗
i + τ = 0, (2.32b)

kde dolńı index i představuje č́ıslo řádku př́ıslušné matice resp. vektoru. Podmı́nky (2.32)
formuj́ı systém nelineárńıch rovnic, který jednoznačně definuje 1primárńı-duálńı řešeńı
U∗(τ) a λ∗(τ) uvnitř realizovatelné množiny. Nejsou ekvivalentńı KKT podmı́nkám, ale
s τ → 0 se jejich řešeńı bĺıž́ı přesnému řešeńı QP.

Vlastńı algoritmus metod vnitřńıho bodu pak řeš́ı systém (2.32) obvykle Newtonovou
metodou [58]. Současně je parametr τ , jenž byl při inicializaci nastaven na nějaké velké
č́ıslo, iterativně redukován, č́ımž docháźı k přibližováńı systému (2.32) k originálńım KKT
podmı́nkám [18, 50].

Metody projekce gradientu Na rozd́ıl od výše zmı́něných větv́ı numerických algo-
ritmů, stač́ı v algoritmech spadaj́ıćı do větve metod projekce gradientu (gradient pro-
jection methods) vyhodnotit pouze gradient kriteriálńı funkce v každé iteraci a tyto me-
tody jsou tak z principu výpočetně méně náročné. Lze je však použ́ıt pouze v př́ıpadě, kdy
realizovatelná množina akčńıch zásah̊u je jednoduchou množinou ve smyslu toho, že pro-
jekce P(U) do této množiny je velmi snadno vypoč́ıtatelná, tj. např. pro omezeńı pouze
na U. Metody projekce gradientu pak určuj́ı odhad optimálńıho U∗ zhruba následuj́ıćım
iterativńım postupem [18, 80]

U[l+1] = P
(
U[l] − α

(
HU[l] + Gxk

))
,

kde U[l] označuje odhad U∗ v l-té iteraci algoritmu a parametr α ∈ R>0 určuje daľśı
vlastnosti konvergence k tomuto odhadu. Algoritmy spadaj́ıćı do metod projekce gradientu
se lǐśı primárně v r̊uzně volených projekćıch a právě ve zp̊usobu práce s parametrem α.

Metody projekce gradientu jsou výpočetně jednoduché a lze je snadno použ́ıvat
v režimu teplého startu k ještě rychleǰśımu určeńı akčńıho zásahu. Nevýhodou oproti
výše uvedeným metodám však je jejich nevšestrannost ve smyslu schopnosti zapracovat
pouze jednoduchá omezeńı.

1Nejefektivněǰśı algoritmy patř́ıćı do větve metod vnitřńıho bodu jsou tzv. primárńı-duálńı. To zna-
mená, že hledaj́ı nejen řešeńı primárńı, ale i odpov́ıdaj́ıćı duálńı úlohy, což je de facto doplňková úloha
k primárně řešené úloze redefinována jako úloha maximalizačńı. Řešeńı obou úloh, primárńı i duálńı,
prob́ıhá z d̊uvodu větš́ı efektivity. Duálńı mezera, tj. rozd́ıl mezi primárńım a duálńım řešeńım, je u
konvexńıch úloh nulová čili obě řešeńı jsou si rovny [50, 58].
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Optimalizace pro NMPC

Jak bylo nast́ıněno v úvodu, u optimalizačńıch algoritmů v NMPC se muśıme spoko-
jit pouze s určeńım lokálńıch minim, předevš́ım, jde-li nám o dostatečně krátkou dobu
výpočtu. Stejně jako v př́ıpadě kvadratického programováńı před samotným představeńım
vybraných optimalizačńıch metod hojně použ́ıvaných v NMPC definujme nejprve řešený
nelineárńı program (NLP) jako

min
{xi}N+k

i=k ,{ui}N+k−1
i=k

Φ
(
{x′i}

N+k
i=k , {ui}N+k−1

i=k

)
, (2.33a)

s.t. grov

(
{x′i}

N+k
i=k , {ui}N+k−1

i=k ,xk

)
= 0, (2.33b)

gnerov

(
{x′i}

N+k
i=k , {ui}N+k−1

i=k

)
≤ 0, (2.33c)

kde Φ : RNn×RNm → R je kriteriálńı nelineárńı funkce, kterou se snaž́ıme minimalizovat.
Obecně nelineárńı funkce grov : RNn ×RNm ×Rn → Rgrov a gnerov : RNn ×RNm → Rgnerov

reprezentuj́ı rovnostńı a nerovnostńı omezeńı. Do funkce grov je tak třeba vždy zahrnout
rovnost x′k−xk = 0 a vazbovou podmı́nku modelu systému, tj. např. v př́ıpadě uvažováńı
modelu (2.4a) se jedná o rovnostńı omezeńı x′i+1 − f(x′i,ui) = 0 pro i = k, k + 1, . . . , N +
k − 1.

Obdobně jako u QP lze NLP (2.33) přepsat dosazeńım rovnostńıch omezeńı za predikce
do zhuštěné formy

min
U

Φ (xk,U) , (2.34a)

s.t. gnerov (xk,U) ≤ 0, (2.34b)

Při řešeńı zhuštěného NLP (2.34) nějakým iterativńım algoritmem tak vlastně sekvenčně
simulujeme a optimalizujeme systém, zat́ımco v př́ıpadě NLP (2.33) optimalizačńı algo-
ritmus simuluje a optimalizuje souběžně, simultánně. Proto někdy hovoř́ıme o NLP (2.33)
jako o simultánńım př́ıstupu (simultaneous approach) a o NLP (2.34) jako o sekvenčńım
př́ıstupu (sequential approach) k optimalizaci [18].

Představme dále některé hojně využ́ıvané algoritmy pro řešeńı NLP (2.33), potažmo
NLP (2.34). Pro vlastńı představeńı předpokládejme nyńı pro změnu nezhuštěný, si-
multánńı, NLP. Definujme tedy pro jednoduchost značeńı vektor všech optimalizovaných
proměnných jako v = [x′Tk ,u

T
k ,x

′T
k+1,u

T
k+1, . . . ,u

T
N+k−1,x

′T
N+k]

T . Dále se omezme pouze na
optimalizačńı algoritmy Newtonova typu.

Všechny algoritmu Newtonova typu se snaž́ı nalézt bod vyhovuj́ıćı KKT podmı́nkám
využit́ım série linearizaćı kriteriálńı funkce a př́ıslušného lagrangiánu, který lze vyjádřit
jako

L (V,ν,λ) = Φ (V) + νTgrov(V,xk) + λTgnerov (V) ,

kde ν ∈ Rgrov a λ ∈ Rgnerov představuj́ı rovnostńı a nerovnostńı multiplikátory. Vycházej́ıce
z počátečńıho odhadu V[0], ν [0], λ[0] algoritmy Newtonova typu iterativně generuj́ı
primárńı-duálńı odhady V[l], ν [l], λ[l] optimálńıch V∗, ν∗, λ∗.

Algoritmy Newtonova typu pak můžeme rozdělit do dvou hlavńıch větv́ı lǐśıćıch se
předevš́ım v tom, jak nakládaj́ı s nerovnostńımi omezeńımi, na algoritmy sekvenčńı kvad-
ratického programováńı (sequential quadratic programming) a nelineárńı metody vnitřńıho
bodu (nonlinear iterior point methods). Představme nyńı v krátkosti jejich podstatu.
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Sekvenčńı kvadratické programováńı V př́ıpadě sekvenčńıho kvadratického pro-
gramováńı se linearizuj́ı všechny nelineárńı funkce s ohledem na odhad v l-té iteraci, tj.
V[l],ν [l], λ[l], a odhad pro daľśı iteraci se hledá řešeńım následuj́ıćıho QP

min
V[l+1]

Φkvad
(
V[l+1]; V[l],ν [l],λ[l]

)
, (2.35a)

s.t. glin
rov

(
V[l+1],xk; V

[l]
)

= 0, (2.35b)

glin
nerov

(
V[l+1]; V[l]

)
≤ 0, (2.35c)

kde horńı index lin v omezeńıch vyjadřuje to, že funkce omezeńı byla aproximována Tay-
lorovým rozvojem prvńıho stupně, a horńı index kvad znač́ı rozvoj kriteriálńı funkce

Φkvad
(
V[l+1]; V[l],ν [l],λ[l]

)
= Φlin

(
V[l+1]; V[l]

)
+

1

2

(
V[l+1] −V[l]

)T
×∇2

VL
(
V[l],ν [l],λ[l]

)(
V[l+1] −V[l]

)
.

Připomeňme, že ∇2
VL znač́ı Hessovu matici lagrangiánu L. V př́ıpadě, že je tato Hessova

matice pozitivně semidefinitńı, QP (2.35) je konvexńı, a tud́ıž řešitelné např. nějakou
z metod představených v části konvexńı optimalizace pro lineárńı MPC. Řešeńım źıskáme
V[l+1],ν [l+1], λ[l+1] a celý postup opakujeme znovu v daľśı iteraci [18, 58].

Zmiňme, že existuje spousta r̊uzných variant algoritmů spadaj́ıćıch do větve sek-
venčńıho kvadratického programováńı lǐśıćı se hlavně ve zp̊usobu práce s Hessovou matićı
a zajǐstěńı jej́ı semidefinitnosti. Např. dobrou aproximaci Hessovy matice lze zajistit,
pokud je kriteriálńı funkce Φ konvexńı a kvadratická. Takové metodě sekvenčńıho kvad-
ratického programováńı se pak ř́ıká zobecněná Gauss-Newtonova metoda [18].

Nelineárńı metody vnitřńıho bodu Stejně jako v př́ıpadě klasických metod
vnitřńıho bodu se i nelineárńı metody vnitřńıho bodu snaž́ı nahradit KKT podmı́nky.
V tomto př́ıpadě nějakou vhodnou spojitou nelineárńı aproximaćı, kde se opět využ́ıvá
parametru τ pro redefinováńı podmı́nek optima. Tentokrát do podoby odpov́ıdaj́ıćı

∇VL (V∗,ν∗,λ∗) = 0

grov (V∗,xk) = 0,

gnerov (V∗)i λ
∗
i + τ = 0.

Pro hledáńı př́ıslušného optimálńıho V∗ se pak postupuje opět stejně jako v př́ıpadě
klasické verze, kdy je využ́ıvána Newtonova metoda a parametr τ klesá z nějaké počátečńı
inicializace o velké hodnotě. Jediným rozd́ılem oproti klasickým metodám vnitřńıho bodu
aplikovatelným na QP je, že v každé iteraci u nelineárńıch metod vnitřńıho bodu docháźı
k linearizaci všech funkćı v řešeném problému [18, 58].

Mimo algoritmy Newtonova typu existuje celá řada jiných algoritmů založených na
r̊uzných principech. Algoritmy Newtonova typu zde zmiňujeme kv̊uli jejich relativńı jed-
noduchosti a aplikovatelnosti na širokou škálu problémů v NMPC.

Nutno poznamenat, že právě popsané MPC, kde docháźı k výpočtu akčńıho zásahu on-
line, tj. akčńı zásah se vypoč́ıtává v každém časovém okamžiku regulace znovu a znovu
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namı́sto vytěžeńı nějakého univerzálńıho ř́ıdićıho zákona, se v literatuře velmi často
označuje pojmem explicitńı MPC [18, 52, 74]. Úspěšnost explicitńıho MPC lze v prak-
tických úlohách vylepšit celou řadou zp̊usob̊u. Uved’me zde např. již zmı́něný teplý start
nebo kompenzaci zpožděńı pomoćı predikce, kdy v př́ıpadech, že v́ıme, jak dlouho bude
prob́ıhat řešeńı daného MPC problému, tuto informaci využijeme pro predikci takového
stavu, ve kterém se systém bude nacházet při aplikaci akčńıho zásahu. Akčńı zásah je tak
určen s ohledem na tuto predikci a ne př́ımo s ohledem na aktuálńı stav, i když ten je
samozřejmě pro uvedenou predikci využit. Daľśı postupy pro vylepšeńı explicitńıho MPC
lze nalézt např. v [18, 19].
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Kapitola 3

Systémy s dynamikou dvojitého
integrátoru

Následuj́ıćı kapitola pojednává o tř́ıdě systémů, kterou lze označit souhrnně jako systémy
s dynamikou dvojitého integrálu. Do této tř́ıdy spadaj́ı ty systémy, jejichž kompletńı ma-
tematický popis odpov́ıdá nebo alespoň jejich určitá část lze popsat, lze aproximovat, D-I
dynamikou. V této práci je kladen d̊uraz na elektromotory, které se daj́ı do jisté mı́ry
jako systémy s D-I dynamikou rovněž vńımat. Právě paralela elektromotor̊u s dvojitým
integrátorem by mohla později přinést nová zlepšeńı pro MPC elektromotor̊u at’ už z kva-
litativńıho, nebo efektivńıho hlediska. Charakteristickými systémy, které do tř́ıdy systémů
s D-I dynamikou spadaj́ı, jsou však typicky systémy, které popisuj́ı pohyb objektu vyvo-
laný exterńı silou.

3.1 Dvojitý integrátor

Pro svoji jednoduchost a př́ımočarost je matematický model D-I systému v automa-
tickém ř́ızeńı hojně využ́ıván - a to at’ už v akademických úlohách pro testováńı teo-
retických princip̊u ř́ızeńı [3, 8, 48, 72], nebo v praxi jako aproximace složitěǰśıch (model̊u)
systémů [25, 78, 82]. Jedná se o speciálńı př́ıpad systému druhého řádu se dvěma nulovými
vlastńımi č́ısly (dvěma nulovými póly) [55], jehož dynamiku vystihuje následuj́ıćı v čase
spojitý t-invariantńı lineárńı stavový model

dx1,t

dt
= K1ut, (3.1a)

dx2,t

dt
= K2x1,t, (3.1b)

kde x1, x2 reprezentuj́ı stavy D-I systému, u akčńı zásah a K1, K2 ∈ R>0 tzv. časové
konstanty D-I systému. Model (3.1) tak odpov́ıdá obecné struktuře (2.8a), kde vektor
stavu je dán x = [x1, x2]T .

Nejčastěji se D-I model (3.1) pro lepš́ı vhled ilustruje jako pohyb masy v jednodi-
menzionálńım prostoru, na niž nep̊usob́ı žádné daľśı exterńı vlivy kromě śıly, kterou je
tlačena. Např. pokud K1 = K2 = 1, lze na D-I model nahĺıžet jako na voźık o hmotnosti
1 kg pohybuj́ıćı se po ose x rychlost́ı v m · s−1 odpov́ıdaj́ıćı stavu x1, jehož směr určuje
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Obrázek 3.1: Paralela D-I modelu s jednoosým voźıkem.

exterńı śıla v N odpov́ıdaj́ıćı akčńımu zásahu u. Poloha voźıku na ose x v m pak odpov́ıdá
stavu x2. Právě popsanou paralelu s voźıkem vystihuje obr. 3.1.

Co se př́ıpadných omezeńı týče, lze vycházet z reálných požadavk̊u. Obvykle je žádoućı
např. dostat voźık z jedné polohy do druhé a přitom nepřekročit určitou rychlost, při které
by hrozilo vysypáńı nákladu. Rovněž akčńı zásah muśı být obvykle limitován - śıla, která
je k dispozici k tlačeńı voźıku neńı nekonečná. Předpokládejme tedy, že veličiny x1 a u
jsou omezeny jako

x1,t ∈ 〈−x1, x1〉 , (3.2a)

ut ∈ 〈−1, 1〉 , (3.2b)

kde x1 ∈ R>0. Připomeňme, že omezeńı akčńıho zásahu (3.2b) nutně neznamená, že by
akčńı zásah nemohl ležet v jiném symetrickém intervalu než ±1. Pokud bude požadavek
na jinou mez, lze velikost této meze zahrnout př́ımo do časové konstanty K1 jej́ım
vynásobeńım př́ıslušnou velikost́ı meze.

3.2 Elektromotory

Ačkoliv samotné elektromotory nelze vńımat v jejich kompletńı podobě jako D-I systémy,
už jen z toho d̊uvodu, že většinou modely pokročilých elektromotor̊u maj́ı daleko v́ıce
stav̊u, složitěǰśı (často nelineárńı) dynamiku apod., v [25] bylo diskutováno, že vztah
mezi elektrickým momentem motoru a jeho úhlovou rychlost́ı může být do určité mı́ry
aproximován D-I dynamikou. V [25], jak bude zmı́něno zevrubně později, bylo této aproxi-
mace s výhodou využito při návrhu terminálńı ztrátové funkce MPC kritéria. Představme
si nyńı dva zástupce elektromotor̊u, jimž bude dále v práci věnována pozornost - základńı
hypotetický model stejnosměrného motoru a synchronńı motor s permanentńımi magnety.

3.2.1 Stejnosměrný motor

Matematické modely elektromotor̊u obecně dávaj́ı do vztahu elektrické a mechanické
veličiny. Jako nejjednodušš́ı př́ıklad elektromotoru tak lze vńımat stejnosměrný motor
ř́ızený do kotvy, jehož v čase spojitý t-invariatńı lineárńı stavový model lze źısat sesku-
peńım Kirchhoffova zákona pro kotevńı obvod a rovováhy moment̊u. Tento model hypo-
tetického motoru lze zapsat jako [41, 55]

diK,t
dt

= −RK

LK
iK,t −

Km

LK
ωm,t +

1

LK
uK,t, (3.3a)
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dωm,t
dt

=
1

Jm
(Te,t − TL,t) , (3.3b)

dϑm,t
dt

= ωm,t, (3.3c)

dTL,t
dt

= 0, (3.3d)

Te,t = KeiK,t, (3.3e)

kde iK představuje proud procházej́ıćı kotevńım obvodem, ωm úhlovou rychlost, ϑm úhel
natočeńı motoru, Te a TL elektrický (točivý) a zátěžový moment. Parametry motoru jsou:
rezistance RK a indukčnost LK kotvy, magnetický tok Km, moment setrvačnosti Jm a kon-
stanta elektrického momentu Ke. Kotevńı napět́ı uK je vńımáno jako vstup systému. Pro
ilustraci je schéma takového hypotetického elektromotoru ilustrováno na obr. 3.2.

Obrázek 3.2: Stejnosměrný motor ř́ızený do kotvy.

Je třeba zd̊uraznit, že se při odvozeńı matematického modelu stejnosměrného motoru
(3.3) vycháźı z celé řady zjednodušuj́ıćıch předpoklad̊u jako např. předpoklad lineárńı
závislosti elektrického momentu motoru na proudu kotvy, zanedbáńı třećıho momentu
závislého na úhlové rychlosti motoru apod. Strukturálně pak model stejnosměrného
motoru (3.3) odpov́ıdá stavovému modelu (2.8a), kde je vektor stavu uvažován jako
x = [iK , ωm, ϑm, TL]T a vstupem se rozumı́ skalár u = uK .

Omezeńı elektromotor̊u nejčastěji vycházej́ı z nutnosti držet Jouleovy ztráty pod
určitou meźı (např. bezpečnostńı faktory, hroźıćı přehřát́ı apod.) a z faktu, že vstupńı
napět́ı má vždy nějakou maximálńı hodnotu, kterou je možné vygenerovat. Omezeńı pro
stejnosměrný motor tak lze např. vyjádřit jako

i2K,t ≤ I2
K,max, (3.4a)

uK,t ≤ U2
K,max. (3.4b)

3.2.2 Synchronńı motor s permanentńımi magnety

Před uvedeńım matematického modelu synchronńıho motoru s permanentńımi magnety
PMSM představme v krátkosti několik základńıch informaćı o tomto druhu elektromotoru,
nebot’ tomuto typu elektromotoru bude v práci věnována zvýšená pozornost.
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Pro generováńı magnetického pole rotoru je v př́ıpadě PMSM využito namı́sto
tradičńıho bud́ıćıho vinut́ı permanentńıch magnet̊u. Ty jsou vyrobeny ze speciálńıch slitin
tzv. vzácných zemin jako např. semarium-kobalt nebo neodym-železo-bor vyznačuj́ıćı se
daleko větš́ı magnetickou indukćı. Právě klesaj́ıćı cena a zvyšuj́ıćı se dostupnost těchto
a obdobných slitin vede v současné době ke vzr̊ustaj́ıćımu zájmu o samotný PMSM.
Např. v oblasti servopohon̊u postupně nahrazuj́ı stejnosměrné a krokové motory [60], kde
si s sebou PMSM přináš́ı obdobné výhody jako asynchronńı stroje v̊uči stejnosměrným,
tj. předevš́ım vysokou spolehlivost a teoreticky jednodušš́ı konstrukci. Pokud bychom
pak měli srovnat výhody PMSM oproti asynchronńım stroj̊um, jednalo by se hlavně
o možnost fyzicky menš́ı konstrukce d́ıky absenci rotorového vinut́ı (mohou být menš́ı,
lehč́ı, s menš́ım momentem setrvačnosti rotoru, prakticky nedocháźı k poruchám rotoru),
skutečnost, že neńı třeba motor před rozběhem budit, velká momentová přet́ıžitelnost
a vyšš́ı účinnost (kv̊uli nulovým Jouleovým ztrátám v rotoru). Mezi nevýhody lze určitě
zařadit vyšš́ı cenu, technologicky složitěǰśı výrobu (tzv. ,,lepeńım” permanentńıch mag-
net̊u na rotor), problematické odbuzováńı a závislost permanentńıch magnet̊u na teplotě
[16].

Základńı konstrukce PMSM je ilustrována na obr. 3.3a). Vněǰśı kruh představuje stator
se zuby, na kterých je navinuto statorové vinut́ı. Vnitřńı kruh reprezentuje rotor, na
jehož povrchu jsou umı́stěny permanentńı magnety. Existuje i odlǐsný zp̊usob konstrukce
PMSM, kdy je stator umı́stěn do středu a rotor rotuje kolem něj v podobě rotuj́ıćıho
prstence. Dále se pak rozlǐsuj́ı konstrukce podle umı́stěńı magnet̊u jako např. konstrukce,
kde jsou magnety umı́stěné na povrch rotoru, zapuštěné v povrchu rotoru, umı́stěné uvnitř
rotoru apod. [40, 88].

(a) Základńı konstrukce PMSM (b) Zjednodušený model PMSM se souřadnými
systémy použ́ıvanými pro jeho matematický po-
pis

Obrázek 3.3: Konstrukce PMSM (jádro ilustraćı převzato z [88]).

Matematický model PMSM dává opět do vztahu elektrické a mechanické veličiny.
Elektrické veličiny se nejčastěji uvažuj́ı v jednom ze tř́ı souřadných systémů - a−b−c, α−β
a d− q. Obecně nelze tvrdit, která soustava je lepš́ı. Zálež́ı na konkrétńı situaci. Zmı́něné
souřadné systémy si je možné prohlédnout na obr. 3.3b), který ilustruje zjednodušený
model PMSM, kde rotor se stává pouze z jednoho permanentńıho magnetu a stator ze
tř́ı ćıvek posunutých o 2π/3[rad] reprezentuj́ıćıch statorové vinut́ı. Vid́ıme, že systém
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a − b − c představuje soustavu os vinut́ı jednotlivých fáźı. Protože elektrické veličiny
nebývaj́ı v jednotlivých osách systému a−b−c vzájemně nezávislé, přecháźı se obvykle do
systému α− β reprezentuj́ıćıho statorovou ortogonálńı soustavu, kde plat́ı α = a, pomoćı
tzv. Clarkovy (α − β) transformace souřadnic v podobě (zde ilustrováno pro statorové
proudy iα a iβ) [20, 84]

[
iα
iβ

]
=

2

3

[
1 −1

2
−1

2

0
√

3
2
−
√

3
2

] ia
ib
ic

 ,
 ia
ib
ic

 =
3

2

 2
3

0

−1
3

√
3

3

−1
3
−
√

3
3

[ iα
iβ

]
,

kde ia, ia a ic jsou fázové proudy ve fáźıch a, b a c splňuj́ıćı vzhledem ke konstrukci stroje

ia + ib + ic = 0.

Někdy je výhodné popisovat elektrické veličiny z pohledu rotoru. Pak přecháźıme do
souřadného systému d − q - rotorové ortogonálńı soustavy natočené v̊uči systému α − β
o úhel natočeńı (pozici) rotoru ϑ, kde osa d je umı́stěna ve směru osy permanentńıho
magnetu a směřuje k jeho severńımu pólu. Tento a opačný přechod se provád́ı tzv. Parko-
vou transformaćı ve tvaru (ilustrováno pro magnetický tok produkuj́ıćı proud id a točivý
moment produkuj́ıćı proud iq) [20, 84][

id
iq

]
=

[
cosϑ sinϑ
− sinϑ cosϑ

] [
iα
iβ

]
,[

iα
iβ

]
=

[
cosϑ − sinϑ
sinϑ cosϑ

] [
id
iq

]
.

Pro daľśı úvahy budeme uvažovat právě souřadný systém d− q.
Jako základńı v čase spojitý matematický popis PMSM se nejčastěji využ́ıvá

následuj́ıćı model [20, 63, 84, 88]

did,t
dt

= −Rs

Ld
id,t +

Lq
Ld
iq,tωt +

1

Ld
ud,t, (3.7a)

diq,t
dt

= −Rs

Lq
iq,t −

ΨPM

Lq
ωt −

Ld
Lq
id,tωt +

1

Lq
uq,t, (3.7b)

dωt
dt

=
pp
J

(Te,t − TL,t) , (3.7c)

dϑt
dt

= ωt, (3.7d)

dTL,t
dt

= 0, (3.7e)

Te,t = kppp (ΨPM iq,t + (Ld − Lq) id,tiq,t) , (3.7f)

kde ud a uq představuj́ı komponenty napět́ı, ω je úhlová rychlost, ϑ reprezentuje úhel
(pozici) natočeńı, TL je zátěžový moment a Te je moment elektrický. Parametry modelu
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jsou - komponenty indukčnosti Ld a Lq, statorová rezistance Rs, moment setrvačnosti
J , počet pár̊u pól̊u pp, tok permanentńıch magnet̊u ΨPM a kp = 3/2 je tzv. Parkova
konstanta.

Model (3.7) dává do vztahu elektrické a mechanické součásti PMSM prostřednictv́ım
jejich vzájemné energetické bilance a pro spoustu regulačńıch problémů je zcela
dostačuj́ıćı. Složitěǰśı fyzikálńı jevy jako teplotńı závislost parametr̊u či syceńı magne-
tickým tokem jsou zanedbány. Strukturálně tak model (3.7) odpov́ıdá t-invariantńımu
nelineárńımu stavovému modelu (2.3a), kde stavem PMSM rozumı́me vektor x =
[id, iq, ω, ϑ, TL]T a vstupem vektor u = [ud, uq]

T .
Stejně jako v př́ıpadě zjednodušeného hypotetického stejnosměrného motoru jsou

i v př́ıpadě PMSM omezeńı dány požadavkem na určitou maximálńı hodnotu Jouleových
ztrát a maximálńıho možného vstupńıho napět́ı, tj.

i2d,t + i2q,t ≤ I2
max, (3.8a)

u2
d,t + u2

q,t ≤ U2
max. (3.8b)

3.3 Prediktivńı ř́ızeńı systémů s dynamikou dvo-

jitého integrátoru

V rámci druhé kapitoly bylo vybudováno teoretické zázemı́ pro MPC. Naplňme nyńı
teoretické pojmy konkrétńımi př́ıklady a formulujme úlohu MPC pro zkoumanou tř́ıdu
systémů s D-I dynamikou, resp. pro jej́ı konkrétńı zástupce.

3.3.1 Definice ćıl̊u ř́ızeńı

Při představováńı konceptu MPC byl uveden obecný ćıl ř́ızeńı jako optimalizačńı problém
(2.14). V př́ıpadě uvažovaných zástupc̊u tř́ıdy systémů s D-I dynamikou tak řeš́ıme opti-
malizačńı problém (2.14) s.t. trajektorie systému dána modelem zvoleného systému a jeho
omezeńımi.

Důležitou otázkou pak je samotná volba ztrátové funkce. V př́ıpadě systémů s D-I
dynamikou se obvykle voĺı pro penalizaci veličin odpov́ıdaj́ıćıch stavu x1 základńıho D-I
modelu (3.1) kvadrát těchto veličin (rychlost voźıku by měla být pokud možno co nejmenš́ı,
Jouleovy ztráty by měly být co nejmenš́ı). Kvadrát je zde zcela přirozenou volbou (Joule-
ovy ztráty jsou př́ımo uvažovány jako proud v kvadrátu). V př́ıpadě veličin odpov́ıdaj́ıćım
stavu x2 základńıho D-I modelu (3.1) je otázka penalizace komplikovaněǰśı. Kvadrát od-
chylky tohoto stavu od požadovaného (referenčńıho) stavu xr

2 (odchylka aktuálńı polohy
voźıku od požadované polohy, odchylka aktuálńı úhlové rychlosti motoru od požadované
úhlové rychlosti) by s sebou mohl přinést lepš́ı numerické vlastnosti, nicméně z regulačńıho
pohledu může mı́t absolutńı hodnota v některém aspektu výhodněǰśı vlastnosti než nu-
mericky výhodněǰśı kvadrát. Otázkou s ohledem na MPC také je, jak se projev́ı výběr
normy na kvalitě MPC pro r̊uzně dlouhé prediktivńı horizonty.

Ponechme proto zat́ım otázku volby normy pro penalizaci veličin odpov́ıdaj́ıćım stavu
x2 základńıho D-I modelu (3.1) nezodpovězenou a definujme ztrátové funkce pro zkoumané
systémy následovně:
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• dvojitý integrátor:

l(xt,ut) = |x2,t − xr
2|p + c · x2

1,t, (3.9)

• stejnosměrný motor:

l(xt,ut) = |ωm,t − ωr|p + c · i2K,t, (3.10)

• synchronńı motor s permanentńımi magnety:

l(xt,ut) = |ωt − ωr|p + c ·
(
i2d,t + i2q,t

)
, (3.11)

kde konstanta c ∈ R>0 představuje uživatelsky volitelný parametr udávaj́ıćı poměr mezi
fyzikálně nesouměřitelnými veličinami, které obvykle stavy systémů s D-I dynamikou re-
prezentuj́ı. Jako ωr je označena požadovaná úhlová rychlost motoru a p ∈ {1, 2}. V př́ıpadě
konkrétńı volby p bude dále v textu tato volba pro jednoduchost označena jako Lp norma
(pozor - tento pojem je obvykle v literatuře vńımán lehce odlǐsně [7]).

3.3.2 Diskretizace

Jak bylo dále uvedeno při představeńı konceptu MPC, je dále nutné pro účely MPC
přenést formulaci ćıle ř́ızeńı do v čase diskrétńı podoby. Nejprve se zaměřme na samotný
model systému.

Pro źıskáńı v čase diskrétńıch model̊u bude v práci s výhodou využito diskretizačńı
metody založené na Taylorově rozvoji [92]. V čase diskrétńı model źıskaný touto metodou
je dán jako

xk+1 = xk +
Z∑
z=1

Az (xk,uk)
T zs
z!
, (3.12)

kde Ts je uvažovaná perioda vzorkováńı a Az (xk,uk) je źıskáno rekurzivně vztahem

A1 (xk,uk) = f (xk) + g (xk) uk, (3.12a)

Az+1 (xk,uk) =
∂Az (xk,uk)

∂xk
(f (xk) + g (xk) uk) , (3.12b)

kde forma funkćı f (xk) a g (xk) odpov́ıdá př́ıslušnému v čase spojitému modelu. Právě
popsaný algoritmizovaný př́ıstup k časové diskretizaci modelu se výborně hod́ı pro diskre-
tizaci pokročileǰśıch elektromotor̊u jako je např. PMSM, kde se často pro predikčńı model
využ́ıvá faktu, že pro statorovou dynamiku, kde vstup má okamžitý efekt na derivaci,
je dostačuj́ıćı volit menš́ı řád rozvoje (Z = 1), což v čase diskrétńı model zjednodušuje.
Naopak pro mechanické veličiny, kde tento efekt okamžitý neńı, je žádoućı volit rozvoj
vyšš́ıho řádu (alespoň Z = 2) [26].

Daľśım nutným krokem po časové diskretizaci modelu je přizp̊usobit diskretizaci ome-
zeńı. Ty pro námi zvolené speciálńı př́ıpady z tř́ıdy systémů s D-I dynamikou přecházej́ı
do podoby:

• dvojitý integrátor (časová diskretizace omezeńı (3.2)):

x1,k ∈ 〈−x1, x1〉 , (3.13a)

uk ∈ 〈−1, 1〉 , (3.13b)
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• stejnosměrný motor (časová diskretizace omezeńı (3.4)):

i2K,k ≤ I2
K,max, (3.14a)

uK,k ≤ U2
K,max, (3.14b)

• synchronńı motor s permanentńımi magnety (časová diskretizace omezeńı (3.8)):

i2d,k + i2q,k ≤ I2
max, (3.15a)

u2
d,k + u2

q,k ≤ U2
max. (3.15b)

V čase spojitý optimalizačńı problém (2.14) tak lze nyńı přepsat do jeho v čase
diskrétńı podoby dané optimalizačńım problémem (2.17), kde hledáme na nekonečném
horizontu optimálńı sekvenci akčńıch zásah̊u s.t. dynamika zvoleného systému reprezen-
tována př́ıslušným modelem diskretizovaným pomoćı metody (3.12) a př́ıslušným výše
uvedeným omezeńım v diskrétńım čase. V čase diskrétńı ztrátové funkce kritéria (2.16)
pro zkoumané systémy přecházej́ı do podoby:

• dvojitý integrátor (časová diskretizace ztrátové funkce (3.9)):

l(xk,uk) = |x2,k+1 − xr
2|p + c · x2

1,k+1, (3.16)

• stejnosměrný motor (časová diskretizace ztrátové funkce (3.10)):

l(xk,uk) = |ωm,k+1 − ωr|p + c · i2K,k+1, (3.17)

• synchronńı motor s permanentńımi magnety (časová diskretizace ztrátové funkce
(3.11)):

l(xk,uk) = |ωk+1 − ωr|p + c ·
(
i2d,k+1 + i2q,k+1

)
. (3.18)

3.3.3 Prediktivńı ř́ızeńı

V rámci prediktivńıho ř́ızeńı pak optimalizačńı problém (2.14) aproximačně řeš́ıme jako
optimalizačńı problém (2.17) s konečným prediktivńım horizontem N , tj. jako optima-
lizačńı problém (2.20). Pro zkoumané systémy lze tak optimalizačńı problém řešený
v rámci MPC vyjádřit jako

{ui}∗N+k−1
i=k = arg min

{ui}N+k−1
i=k

[
N+k−1∑
i=k

l (xi,ui) + lf (xN+k)

]
, (3.19)

jenž řeš́ıme pro

• dvojitý integrátor s.t. (3.1) disk. pomoćı (3.12), (3.13), (3.16),

• stejnosměrný motor s.t. (3.2) disk. pomoćı (3.12), (3.14), (3.17),

• synchronńı motor s permanentńımi magnety s.t. (3.7) disk. pomoćı (3.12), (3.15),
(3.18).
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V pořad́ı prvńı akčńı zásah ze źıskané optimálńı sekvence akčńıch zásah̊u u∗k je pak v rámci
RH strategie MPC aplikován. V daľśım časovém kroku se pak celý optimalizačńı problém
(2.20) řeš́ı znovu.

Rychlost určeńı akčńıho zásahu (řešeńı optimalizačńıho problému (2.20)) je, předevš́ım
pro elektromotory, kde je nutné držet periodu vzorkováńı Ts dostatečně krátkou, kĺıčová.
Jak bylo diskutováno v úvodńı kapitole a při obecném popisu konceptu MPC, exis-
tuj́ı r̊uzné možnosti, jak ke zrychleńı výpočtu akčńıho zásahu v MPC přistoupit. Neńı
tak divu, že je návrh výpočetně nenáročných technik, které by dokázaly řešit problém
(2.20) při respektováńı složitosti modelu a omezeńı dostatečně efektivně, velmi aktuálńım
problémem [13].
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Kapitola 4

Ćıle disertačńı práce

Na základě nabytých znalost́ı o MPC a systémech s D-I dynamikou shrnutých v předešlých
kapitolách a zhodnoceńı aktuálńıch výzev z oblasti MPC si tato disertačńı práce klade
následuj́ıćı ćıle:

1. Nalezeńı vhodné aproximace dlouhého horizontu kritéria prediktivńıho
ř́ızeńı pro tř́ıdu systémů s dynamikou dvojitého integrátoru.

Lze předpokládat, že návrh vhodné terminálńı ztrátové funkce MPC kritéria pro
systémy s D-I dynamikou by mohl mı́t potenciál urychlit samotné generováńı
akčńıho zásahu určeného MPC př́ıstupem. Návrhu terminálńı ztrátové funkce však
muśı předcházet podrobná analýza vlivu délky prediktivńıho horizontu na r̊uzné
volby ztrátové funkce - předevš́ım je třeba detailně zkoumat, jak se lǐśı vlastnosti
L1 a L2 normy s rostoućım prediktivńım horizontem. Teprve na základě takové
analýzy je možné vybrat tu správnou normu pro ztrátovou funkci MPC kritéria,
která s rostoućım prediktivńım horizontem dosahuje zaj́ımavých výsledk̊u. Aproxi-
mace dlouhohorizontové informace pro takovou normu, návrh terminálńı ztrátové
funkce pro MPC kritérium se ztrátovou funkćı s touto normou, by tud́ıž mohl být
pro potenciálńı aplikace žádoućı.

2. Návrh efektivńıho prediktivńıho ř́ızeńı použitelného v praktických apli-
kaćıch.

Ukáže-li se, že navržená terminálńı ztrátová funkce, resp. jej́ı využit́ı v MPC kritériu,
přináš́ı zaj́ımavé výsledky, mohl by být tento př́ıstup s výhodou implementován do
praktických problémů ř́ızeńı. Předevš́ım návrh výpočetně nenáročného MPC pro
PMSM je velmi aktuálńı problém a v literatuře je možné dohledat spoustu př́ıstup̊u
k jeho řešeńı. Pro př́ıpadný rozvoj této úvahy tak bude potřebné shrnout r̊uzné
př́ıstupy k MPC ř́ızeńı PMSM a navrhnout takový MPC algoritmus, založený na
poznatćıch źıskaných d́ıky splněńı prvńıho ćıle, který by obstál v konkurenci v lite-
ratuře uvedených př́ıstup̊u. Navržený MPC algoritmus bude otestován na reálném
PMSM.

3. Zobecněńı návrhu prediktivńıho ř́ızeńı pro nesymetrická omezeńı.

U všech vybraných př́ıklad̊u systémů spadaj́ıćıch do tř́ıdy systémů s D-I dynamikou
se obvykle uvažuj́ı symetrická omezeńı. Protože může být symetričnost v některých
úlohách př́ılǐs omezuj́ıćı, závěrečným ćılem této disertačńı práce je pokusit se
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předpoklad symetričnosti opustit a navržený př́ıstup k MPC vhodným zp̊usobem
upravit tak, aby byl schopný obstát i v obecněǰśı rovině, kde mohou nesymetrická
omezeńı veličin přicházet v úvahu.
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Kapitola 5

Aproximace dlouhého horizontu
kritéria prediktivńıho ř́ızeńı

Jednou z neoddiskutovatelných výhod MPC je jeho schopnost reagovat na změny refe-
renčńıch hodnot ř́ızených veličin s předstihem. Např. v́ıme-li, že na konci prediktivńıho
horizontu nastane změna referenčńı hodnoty, lze již tuto změnu brát ve výpočtu op-
timálńıho akčńıho zásahu v patrnost dopředu. Délka prediktivńı horizontu se tak vidi-
telně podeṕı̌se na celkové kvalitě ř́ızeńı. Nicméně, dlouhé prediktivńı horizonty se mohou
na kvalitě ř́ızeńı odrazit i v př́ıpadech, kdy apriori nepředpokládáme znalost vývoje refe-
renčńı hodnoty ř́ızené veličiny (když jsou změny referenčńıch hodnot nárazové, okamžité).
Logickou otázkou je, jak se změna délky horizontu vlastně odraźı na kvalitě ř́ızeńı v ta-
kových úlohách. Má zde smysl v̊ubec prediktivńı horizont prodlužovat? Projev́ı se délka
horizontu na kvalitě řešeńı obecného optimalizačńıho problému (2.14)? A pokud ano - jak
se odráž́ı délka horizontu na kvalitě pro r̊uzné volby ztrátové funkce kritéria?

Následuj́ıćı kapitola se snaž́ı na tyto otázky odpovědět vzhledem ke zvolené tř́ıdě
systémů s D-I dynamikou. Analyzovány zde jsou konkrétńı př́ıklady MPC jednotlivých
zástupc̊u této tř́ıdy při r̊uzných volbách délek prediktivńıch horizont̊u a ztrátových funkćı.
Primárńım ćılem analýzy je určit, při jakých podmı́nkách má uvažováńı dlouhého hori-
zontu MPC kritéria neoddiskutovatelný význam, a tud́ıž jej nelze v kritériu zanedbat
(uvažovat pouze krátký prediktivńı horizont). Připomeňme, že předevš́ım pro elektromo-
tory je rychlost generováńı akčńıho zásahu kĺıčová, a proto v praktických úlohách nelze
při jejich ř́ızeńı dlouhé horizonty uvažovat v̊ubec.

Tam, kde taková analýza odhaĺı, že má pro MPC př́ıstup délka horizontu fatálńı vliv
na celkovou kvalitu výsledného řešeńı optimalizačńıho problému (2.14), zkoumá kapitola
možnosti, jak dlouhohorizontovou informaci do MPC kritéria zařadit, aniž by se musela
nějak v́ıc prodlužovat celková délka prediktivńıho horizontu. To čińı pomoćı vhodného
návrhu terminálńı ztrátové funkce. Právě takový př́ıstup k návrhu MPC může mı́t spoustu
zaj́ımavých d̊usledk̊u, jež by šlo využ́ıt v reálných aplikaćıch.
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5.1 Analýza vlastnost́ı vybraných norem

ztrátové funkce

Aby bylo možné pochopit, jaký vliv má délka prediktivńıho horizontu na r̊uzné aspekty
MPC při r̊uzných volbách ztrátové funkce jeho kritéria, je nutné nejprve prozkoumat,
jaké vlastnosti s sebou větš́ı délka horizontu přináš́ı. Pro takovou analýzu předpokládejme
následuj́ıćı konkrétńı zástupce tř́ıdy systémů s D-I dynamikou resp. následuj́ıćı konkrétńı
problémy syntézy ř́ızeńı:

Problém 1: v tomto př́ıpadě bude analyzováno MPC ř́ızeńı D-I systému, který pro
ilustraci bude vńımán jako již dř́ıve představený jednoosý voźık, kde stav x1 re-
prezentuje rychlost voźıku v m · s−1, stav x2 polohu voźıku v m a akčńı zásah
představuje exterńı śılu p̊usob́ıćı na voźık v N , s parametry uvedenými v tabulce
5.1 podle kritéria (3.19) s nastaveńım odpov́ıdaj́ıćım D-I systému. Požadovaná po-
loha ve ztrátové funkci necht’ je dána jako xr

2 = 7. Pro voźık je tak požadováno, aby
zaparkoval v poloze xr

2 = 7m, přičemž počátečńı stav voźıku bude uvažován jako
nulový, tj. x1,0 = x2,0 = 0.

Tabulka 5.1: Parametry uvažovaného jednoosého voźıku.

Parametr Hodnota Parametr Hodnota
K1 2 x1 2m · s−1

K2 1 Ts 1 · 10−2 s

Problém 2: v tomto př́ıpadě bude analyzováno MPC ř́ızeńı hypotetického stej-
nosměrného motoru (3.3) s parametry uvedenými v tabulce 5.2 podle kritéria (3.19)
s nastaveńım odpov́ıdaj́ıćım stejnosměrnému motoru. Požadovaná úhlová rychlost
motoru necht’ je dána jako ωr = 30 rad · s−1. Počátečńı stav stejnosměrného motoru
je nulový (x0 = 0).

Tabulka 5.2: Parametry uvažovaného stejnosměrného motoru.

Parametr Hodnota Parametr Hodnota
RK 0.3 Ω Jm 0.01 kg ·m2

LK 0.005H UK,max 12V
Km 0.7V · s · rad−1 IK,max 5A
Ke 0.1N ·m · A−1 Ts 100 · 10−6 s

Problém 3: v tomto př́ıpadě bude analyzováno MPC ř́ızeńı PMSM (3.7) s parametry
uvedenými v tabulce 5.3 podle kritéria (3.19) s nastaveńım odpov́ıdaj́ıćım PMSM.
Požadovaná úhlová rychlost motoru necht’ je dána jako ωr = 100 rad ·s−1. Počátečńı
stav PMSM je, stejně jako v předchoźıch problémech, nulový (x0 = 0).

Pro problémy 1-3 dále předpokládejme vždy nulovou volbu terminálńı ztrátové funkce
MPC kritéria (3.19), tj. lf = 0. Jedná se tak o př́ıpad, kdy je dlouhohorizontová informace
z MPC kritéria vypuštěna. Takový př́ıstup k ř́ızeńı bude dále v textu označován jako
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Tabulka 5.3: Parametry uvažovaného PMSM.

Parametr Hodnota Parametr Hodnota
Rs 0.28 Ω pp 4
Ld 0.003465H J 0.04 kg ·m2

Lq 0.004465H Umax 200V
ΨPM 0.1989Wb Imax 20A
kp 1.5 Ts 50 · 10−6 s

MPC-N , kde N bude udávat délku zvoleného (krátkého) prediktivńıho horizontu. Co se
volby samotné ztrátové funkce MPC kritéria týče, omeźıme se, jak bylo nast́ıněno již
v minulé kapitole, na L1 a L2 normu pro penalizaci stav̊u odpov́ıdaj́ıćı stavu x2 D-I
systému. Takové volby ztrátové funkce maj́ı z praktického hlediska nejsignifikantněǰśı
dopad, at’ už z výpočetńıch nebo kvalitativńıch měř́ıtek.

Pro vlastńı numerické řešeńı problémů 1-3 bude využito softwarového nástroje
MathWorks R© Matlab R© (R2018b) běž́ıćıho na PC vybaveném CPU Intel R© CoreTM i7-
4790 (3.60 [GHz]). Optimalizačńı problém (3.19) bude řešen pomoćı standardńı funkce
fmincon [solver - nelineárńı metoda vnitřńıho bodu, studený start (nulové počátečńı
podmı́nky)] z MathWorks R© Optimization ToolboxTM. Ta sice nenab́ıźı nejrychleǰśı řešeńı,
ale pro potřeby demonstrace plně postač́ı (byt’ předevš́ım u LQ úloh existuj́ı efektivněǰśı
algoritmy pro jejich numerické řešeńı, i zde by se měla jejich menš́ı výpočetńı náročnost
projevit) [49].

Z d̊uvodu větš́ı výpočetńı náročnosti zvoleného řešeńı jednotlivých problémů však
bude zapotřeb́ı stanovit pevná pravidla, meze, v rámci kterých budou problémy 1-3
řešeny. Jedná se zejména o stanoveńı maximálńı délky prediktivńıho horizontu Nmax pro
MPC-N a dále o uvažováńı maximálńıho př́ıpustného času ustáleńı (ST), jenž je třeba
z fyzikálńı podstaty problému pevně vymezit, aby nebyl př́ılǐs dlouhý. Volme tedy ma-
ximálńı př́ıpustný ST např. jako čas, kdy ř́ızený systém dosáhne chybového pásma daného
odchylkou ±0.1% a již z tohoto pásma nevystouṕı, tj. STmax

±0.1%. V př́ıpadě problému 1 tak
budou kompletńı meze úlohy vybrány jako Nmax = 100 a STmax

±0.1% = 50 s, u problému 2
jako Nmax = 20 a STmax

±0.1% = 0.2 s a u problému 3 jako Nmax = 10 a STmax
±0.1% = 0.1 s.

5.1.1 Vliv délky prediktivńıho horizontu na kvalitu

Nejprve v rámci analýzy zkoumejme, jak se odraźı volba délky prediktivńıho horizontu
N v MPC-N pro zkoumané ztrátové funkce kritéria s L1 a L2 normou. K této analýze
přikročme tak, že budeme měnit u řešených problémů 1-3 uživatelsky volitelný parametr
c (od 0 do 105) a sledovat jednak vývoj celkové hodnoty kritéria a jednak, a to je hlavńı,
poměr mezi jednotlivými složkami tohoto kritéria, tj. při jakých konkrétńıch ztrátách
obdrž́ıme jaký celkový součet regulačńıch odchylek penalizovaný př́ıslušnou normou.

Problém 1 Diskutujme nejprve výpočetně nejméně náročný problém 1. Na obr. 5.1
a 5.2 jsou shrnuty výsledky výše uvedeného experimentu. Ihned tak vid́ıme, že délka pre-
diktivńıho horizontu má signifikantńı dopad na výslednou kvalitu MPC-N s L1 normou.
Předevš́ım grafy zachycuj́ıćı poměr mezi jednotlivými složkami kritéria jasně demonstruj́ı,
že abychom obdrželi lepš́ı poměr mezi celkovými ztrátami a celkovou odchylkou pena-
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lizovanou př́ıslušnou normou (ve smyslu při stejných ztrátách źıskáme menš́ı celkovou
odchylku), je nutné volit deľśı horizont. V př́ıpadě L2 normy je situace odlǐsná. Zde lze
pozorovat, že v grafech zachycuj́ıćıch poměr složek kritéria lež́ı de facto všechny horizonty
na jedné křivce. Nevýhoda krátkého horizontu N = 1 pro L2 normu tkv́ı tak předevš́ım
v tom, že se pohybuje pouze v malém rozmeźı ztrát, kde obdrž́ıme poměrně velkou celko-
vou odchylku. Lze tak tvrdit, že v př́ıpadě L2 normy se drž́ıme Paretova optima (Paretovy
fronty) [51, 79] bez ohledu na délku prediktivńıho horizontu, zat́ımco u L1 normy k tomuto
optimu s rostoućım prediktivńım horizontem postupně konvergujeme.

Pro lepš́ı pochopeńı toho, proč se zkoumané normy chovaj́ı tak odlǐsně, pozorujme
vybrané časové pr̊uběhy. Na obr. 5.3a) a b) vid́ıme časový vývoj ř́ızeného systému pomoćı
MPC-N pro r̊uzné volby prediktivńıho horizontu při fixńı volbě uživatelsky volitelného
parametru c (parametr c volený tak, aby horizont N = 1 splnil stanovené meze úlohy).
V př́ıpadě L2 normy docháźı k postupnému náběhu do požadované polohy voźıku, přičemž
se MPC-N dostává již pro malé horizonty (od N = 2) na mezńı rychlost, již postupně
snižuje. Č́ım deľśı prediktivńı horizont je, t́ım lépe dokáže MPC-N odhadnout, kdy je
vhodné zač́ıt rychlost snižovat tak, aby voźık dokázal zaparkovat přesně v požadované
poloze. U L1 normy se na maximálńı rychlost dostáváme s přibývaj́ıćım prediktivńım
horizontem. Strategie MPC-N s touto normou je držet určitou rychlost a v momentě,
kdy doraźı voźık do požadované polohy, zač́ıt brzdit, resp. zač́ıt snižovat rychlost. Délka
prediktivńıho horizontu se tak zde odráž́ı již na volbě maximálńı rychlosti, kterou voźık
nechá MPC-N jet a také na schopnosti voźıku adekvátně brzdit.

Zaj́ımavěǰśı vhled do rozd́ılnosti zkoumaných norem, který vysvětluje, proč źıskáváme
v př́ıpadě L1 normy, na rozd́ıl od L2 normy, s přibývaj́ıćım prediktivńım horizontem při
stejných ztrátách menš́ı celkovou odchylku poskytuj́ı obr. 5.3c) a d). Ty zobrazuj́ı vývoj
ř́ızeného systému pomoćı MPC-N pro r̊uzné volby prediktivńıho horizontu při fixńı volbě
celkových ztrát (konkrétńı naladěńı uživatelsky volitelných parametr̊u c bylo v experi-
mentu takové, aby celkové ztráty ř́ızeného systému spadly do pásma

∑
x2

1 = 1200± 70).
Je tak patrné, že v př́ıpadě L2 normy lze pouhou změnou volby uživatelsky volitelného pa-
rametru c doćılit časového pr̊uběhu se stejným charakterem jak u krátkých, tak dlouhých
prediktivńıch horizont̊u již od relativně krátkého prediktivńıho horizontu (od N = 2).
Dále zjǐst’ujeme, v čem tkv́ı podstata problému MPC-N s krátkým prediktivńım hori-
zontem (N = 1), spoč́ıvaj́ıćım v neschopnosti pohybovat se ve větš́ım rozmeźı celkových
ztrát. Krátký prediktivńı horizont u L2 normy s sebou přináš́ı větš́ı trvalou regulačńı od-
chylku, d́ıky ńıž MPC-1 v našem teoretickém př́ıkladě nesplňuje požadavek na dosažeńı
požadovaného STmax

±0.1% (MPC-1 je na obr. 5.3d) znázorněno čárkovanou čarou, aby bylo
zjevné, že je dodáno do analýzy jen pro ilustraci). L1 norma problém s trvalou regulačńı
odchylkou nevykazuje. Zde docháźı opět k dramatickým změnám rychlosti s ćılem zabrz-
dit přesně v požadované poloze. Nutnost těchto změn klesá s přibývaj́ıćım prediktivńım
horizontem, což se ve výsledku odráž́ı na menš́ım ST.

U konkrétńıho naladěńı problému 1 můžeme při porovnáńı krátkých a deľśıch hori-
zont̊u na obr. 5.1 a 5.2 rovněž pozorovat, že se pro krátké horizonty, v rozporu se stan-
dardńı logikou, nedostáváme k minimálńı celkové odchylce pro nejmenš́ı možnou volbu
uživatelsky volitelného parametru (c = 0). Pro deľśı horizonty se již ř́ızený systém chová
standardně. Toto chováńı, tolik patrné v př́ıpadě L1 normy, vysvětluje obr. 5.4, který
porovnává chováńı ř́ızeného systému s minimálńım a maximálńım naladěńım uživatelsky
volitelného parametru s naladěńım tohoto parametru pro př́ıpad, kdy byla obdržena mi-
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(a) L1 norma (b) L2 norma

(c) L1 norma: vybraný detail (d) L2 norma: vybraný detail

Obrázek 5.1: Problém 1 - vliv délky prediktivńıho horizontu N v MPC-N při ztrátové
funkci kritéria s L1 a L2 normou a při změně uživatelsky volitelného parametru c (krátké
horizonty): celková hodnota kritéria a poměr mezi jednotlivými složkami kritéria s ros-
toućım c.
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(a) L1 norma (b) L2 norma

(c) L1 norma: vybraný detail (d) L2 norma: vybraný detail

Obrázek 5.2: Problém 1 - vliv délky prediktivńıho horizontu N v MPC-N při ztrátové
funkci kritéria s L1 a L2 normou a při změně uživatelsky volitelného parametru c (deľśı ho-
rizonty): celková hodnota kritéria a poměr mezi jednotlivými složkami kritéria s rostoućım
c.
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(a) L1 norma: fixńı c (c = 0.01) (b) L2 norma: fixńı c (c = 0.04)

(c) L1 norma: fixńı ztráty (
∑

x2
1 = 1200± 70) (d) L2 norma: fixńı ztráty (

∑
x2

1 = 1200± 70)

Obrázek 5.3: Problém 1 - vybrané časové pr̊uběhy ř́ızeného systému pomoćı MPC-N
v závislosti na délce prediktivńıho horizontu N při ztrátové funkci kritéria s L1 a L2
normou.
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(a) L1 norma: N = 2 (b) L1 norma: N = 100

Obrázek 5.4: Problém 1 - vybrané časové pr̊uběhy ř́ızeného systému pomoćı MPC-N pro
nejmenš́ı a největš́ı volbu uživatelsky volitelného parametru c a naladěńı tohoto parametru
poskytuj́ıćı minimálńı celkovou odchylku.

nimálńı odchylka. Je tak patrné, že pro krátké prediktivńı horizonty je to právě adekvátńı
penalizace ztrát, jež dopomáhá k rychleǰśı stabilizaci uzavřeného systému. S deľśım ho-
rizontem potřeba adekvátně penalizovat i celkové ztráty pro rychleǰśı stabilizaci klesá.

Daľśı odlǐsnost zkoumaných norem, kterou je potřeba diskutovat, spoč́ıvá v jejich
numerické stabilitě, kdy celkem očekávaně u L1 normy, na rozd́ıl od L2 normy, na obr. 5.1
a 5.2 pozorujeme, že pro krátké horizonty je řešeńı numericky velmi nestabilńı, tj. malé
změny uživatelsky volitelného parametru c poměrně značně ovlivňuj́ı celkový výsledek
(byt’ celkový trend zobrazených křivek je dosti patrný). Zaj́ımavé je, že délka prediktivńıho
horizontu numerickou nestabilitu rovněž ovlivňuje - č́ım deľśı prediktivńı horizont MPC-N
s L1 normou je, t́ım je numerické řešeńı v́ıce stabilńı.

Problém 2 Obdobnou analýzu jako v př́ıpadě problému 1 proved’me nyńı pro problém 2.
Na obr. 5.5 sledujme opět předevš́ım poměr mezi jednotlivými složkami kritéria, kde

vid́ıme, že v př́ıpadě penalizace pomoćı L1 normy u MPC-N se opět s rostoućım predik-
tivńım horizontem posouváme bĺıže k oblasti Paretova optima. Deľśı prediktivńı horizont
se zde také pozitivně odráž́ı na větš́ı numerické stabilitě. U L2 normy je též situace ob-
dobná jako u problému 1 s t́ım rozd́ılem, že zde MPC-1 dokáže pokrýt deľśı úsek celkových
ztrát a odchylek. V př́ıpadě MPC-1 s penalizaćı pomoćı L2 normy můžeme rovněž po-
zorovat menš́ı numerickou nestabilitu. Ta může j́ıt na vrub zvolenému zp̊usobu řešeńı
optimalizačńıho problému; nicméně trend jasně ukazuje, že MPC-1 má přece jen o něco
horš́ı vlastnosti než MPC-N s (alespoň o něco) deľśımi prediktivńımi horizonty. Důvod
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lze hledat opět ve větš́ı trvalé regulačńı odchylce.
Právě velkou trvalou regulačńı odchylku MPC-1 spolu s daľśımi vybranými časovými

pr̊uběhy si je možné prohlédnout na obr. 5.6. Vid́ıme tak, že ř́ızený systém s ryźı D-I
dynamikou v podobě voźıku v problému 1 svým chováńım skutečně odpov́ıdá ř́ızenému
stejnosměrnému motoru v problému 2. Pokud bychom chtěli být korektněǰśı, měli bychom
pro toto tvrzeńı samozřejmě zkoumat pr̊uběh momentu Te namı́sto proudu iK , nebot’ právě
moment motoru odpov́ıdá dle předchoźıch tvrzeńı prvńımu stavu D-I modelu; nicméně
lineárńı závislost ve vztahu proudu a elektrického momentu (3.3e) dává tušit, že moment
má stejný charakter jako proud. Na obr. 5.6 zobrazuj́ıćı časový pr̊uběh vybraných proud̊u
je nav́ıc ihned patrné splněńı proudového omezeńı (3.4a).

Problém 3 analyzujme i posledńı z vytyčených problémů. Na tomto mı́stě připomeňme,
že se, na rozd́ıl od problémů 1 a 2, u problému 3 přesouváme z lineárńıho MPC do NMPC,
nebot’ model PMSM (3.7) vykazuje nelineárńı charakter.

Jak prozrazuje obr. 5.7 opět zachycuj́ıćı vývoj kritéria a poměr jeho složek s ros-
toućım uživatelsky volitelným parametrem c vyobrazený pro r̊uzné prediktivńı horizonty,
v př́ıpadě MPC-N s L1 normou můžeme nast́ınit obdobné závěry jako u předešlých
problémů, tj. deľśı prediktivńı horizont se jednoznačně odráž́ı na kvalitě výsledného ř́ızeńı,
nebot’ ř́ızený PMSM d́ıky němu dosahuje pro menš́ı Jouleovy ztráty menš́ı celkové od-
chylky. Deľśı horizont se opět projevuje i v lepš́ı numerické stabilitě, i když i v př́ıpadě
deľśıch prediktivńıch horizont̊u lze pozorovat horš́ı numerické vlastnosti, než tomu bylo
u předchoźıch problémů. Právě to, že se jedná o NMPC problém, je patrné předevš́ım u L2
normy, kde pozorujeme obdobné chováńı jako u L1 normy. Vliv prediktivńıho horizontu
je tak i zde, samozřejmě s ohledem na prostředky, kterými byla úloha řešena, patrný.
Nyńı se k Paretovu optimu postupně bĺıž́ıme, stejně jako u L1 normy, se zvyšuj́ıćım se
prediktivńım horizontem.

Vybrané časové pr̊uběhy znázorněné na obr. 5.8 lze okomentovat obdobně jako
v předchoźıch problémech. Na obr. 5.8 je již znázorněný moment Te, aby bylo patrné,
že vztah mezi točivým momentem a úhlovou rychlost́ı PMSM odpov́ıdá svým chováńım
D-I dynamice. Opět je patrný opatrněǰśı náběh na požadovanou úhlovou rychlost u L2
normy s t́ım, že zde docháźı u MPC-N s kratš́ımi prediktivńımi horizonty k větš́ı trvaleǰśı
odchylce. L1 norma je zase opatrněǰśı, co se nájezdu na proudové omezeńı týče; nicméně
v nájezdu na požadovanou rychlost je razantněǰśı, i za cenu překmitu, a o poznáńı rychleǰśı
a přesněǰśı. Abychom se pak přesvědčili o splněńı omezeńı na Jouleovy ztráty, jsou pro
vybrané časové pr̊uběhy ř́ızených systémů znázorněny tyto ztráty separátně na obr. 5.9.

5.1.2 Čas ustáleńı

Právě analýza dosaženého ST v MPC-N dává možnost porovnat vzájemně obě zkoumané
normy ve ztrátové funkci MPC kritéria, nebot’ je to kvalita, kterou u obou norem apriori
nežádáme. ST sice neńı to, co př́ımo zanáš́ıme do ztrátové funkce, ale v praktických
úlohách může být i tento aspekt velmi d̊uležitý [2, 8, 33, 62].

Sledujme tak nejprve, jak se bude měnit ST±0.1% s rostoućım uživatelsky volitelným
parametrem c pro r̊uzně dlouhé prediktivńı horizonty MPC-N při uvažováńı penalizace
pomoćı L1 normy v problémech 1-3. Výsledek analýzy tohoto hlediska zachycuje obr. 5.10,
ze kterého je ihned patrné, že v př́ıpadě L1 normy má prediktivńı horizont u MPC-N
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(a) L1 norma (b) L2 norma

(c) L1 norma: vybraný detail (d) L2 norma: vybraný detail

Obrázek 5.5: Problém 2 - vliv délky prediktivńıho horizontu N v MPC-N při ztrátové
funkci kritéria s L1 a L2 normou a při změně uživatelsky volitelného parametru c: celková
hodnota kritéria a poměr mezi jednotlivými složkami kritéria s rostoućım c.
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(a) L1 norma: fixńı c (c = 7 · 10−4) (b) L2 norma: fixńı c (c = 7 · 10−3)

(c) L1 norma: fixńı ztráty (
∑

i2K = 2 · 104 ± 70) (d) L2 norma: fixńı ztráty (
∑

i2K = 2.12 · 104 ± 70)

Obrázek 5.6: Problém 2 - vybrané časové pr̊uběhy ř́ızeného systému pomoćı MPC-N
v závislosti na délce prediktivńıho horizontu N při ztrátové funkci kritéria s L1 a L2
normou.
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(a) L1 norma (b) L2 norma

(c) L1 norma: vybraný detail (d) L2 norma: vybraný detail

Obrázek 5.7: Problém 3 - vliv délky prediktivńıho horizontu N v MPC-N při ztrátové
funkci kritéria s L1 a L2 normou a při změně uživatelsky volitelného parametru c: celková
hodnota kritéria a poměr mezi jednotlivými složkami kritéria s rostoućım c.
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(a) L1 norma: fixńı c (c = 1.7 · 10−4) (b) L2 norma: fixńı c (c = 3 · 10−3)

(c) L1 norma: fixńı ztráty (
∑

(i2d+ i2q) = 3 ·105±
700)

(d) L2 norma: fixńı ztráty (
∑

(i2d+ i2q) = 3 ·105±700)

Obrázek 5.8: Problém 3 - vybrané časové pr̊uběhy ř́ızeného systému pomoćı MPC-N
v závislosti na délce prediktivńıho horizontu N při ztrátové funkci kritéria s L1 a L2
normou.
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(a) L1 norma: pro obr. 5.8a) (nahoře), pro obr.
5.8c) (dole)

(b) L2 norma: pro obr. 5.8b) (nahoře), pro obr.
5.8d) (dole)

Obrázek 5.9: Problém 3 - časové pr̊uběhy Jouleových ztrát odpov́ıdaj́ıćı př́ıklad̊um
ř́ızených systémům na obr. 5.8.

zásadńı vliv na sńıžeńı ST. Pozorujeme zde, jak s deľśım prediktivńım horizontem jed-
noznačně klesá dosažený poměr mezi ST a celkovými ztrátami - a to takřka na celém
intervalu vytyčeném parametry řešeného problému.

Pokud budeme stejným zp̊usobem analyzovat chováńı ř́ızeného systému pomoćı
MPC-N s L2 normou (viz obr. 5.11), zjist́ıme u všech řešených problémů, že se pro
kratš́ı prediktivńı horizonty dosažený ST nejprve snižuje, ale pro deľśı horizonty začne
opět nar̊ustat. To plat́ı opět takřka na celých intervalech vytyčených parametry řešených
problémů vyjma jednoho bodu (jedné oblasti). Tento bod je z hlediska regulace velmi
zaj́ımavý, protože se jedná o takové naladěńı MPC-N , při němž ř́ızený systém dosáhne
minimálńıho ST při minimálńıch celkových ztrátách.

Pro vysvětleńı toho, proč se L1 a L2 norma chovaj́ı z hlediska ST tak odlǐsně, se postač́ı
znovu pod́ıvat na obr. 5.6 a 5.8, kde pro fixńı celkové ztráty je jasně patrný zcela jiný
př́ıstup k ř́ızeńı MPC-N s L1 a L2 normou. Priorita MPC-N s L2 normou neńı zkrátka
tolik orientována na celkovou rychlost a přesnost regulace. Ne nadarmo se L1 norma
zač́ıná uplatňovat v MPC právě pro problémy, kde ST hraje kĺıčovou roli, tj. návrh tzv.
časově-optimálńıho ř́ızeńı. Budeme-li se držet zavedeného značeńı, tak čistě hypoteticky
by přirozenou volbu normy ve ztrátové funkci časově-optimálńıho MPC kritéria musela
reprezentovat L0 norma. To by s sebou však přineslo spoustu praktických problémů, nebot’

by prediktivńı horizont musel být většinou obrovský - ve zvoleném prediktivńım horizontu
by muselo MPC dohlédnout do ćıle, aby se v̊ubec penalizace L0 normou projevila. Proto
se již v literatuře objevuj́ı prvńı ukázky toho, že L1 norma, d́ıky své bĺızkosti L0 normě,
je výbornou volbou v př́ıpadě návrhu takového MPC, kde je stěžejńım ukazatelem kvality
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(a) Problém 1 (krátké horizonty) (b) Problém 1 (deľśı horizonty)

(c) Problém 2 (d) Problém 3

Obrázek 5.10: Vliv délky prediktivńıho horizontu N v MPC-N při ztrátové funkci kritéria
s L1 normou a při změně uživatelsky volitelného parametru c: poměr celkových ztrát
a źıskaného ST s rostoućım c.
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(a) Problém 1 (krátké horizonty) (b) Problém 1 (deľśı horizonty)

(c) Problém 2 (d) Problém 3

Obrázek 5.11: Vliv délky prediktivńıho horizontu N v MPC-N při ztrátové funkci kritéria
s L2 normou a při změně uživatelsky volitelného parametru c: poměr celkových ztrát
a źıskaného ST s rostoućım c.
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i dosažený ST [21, 72].
Abychom v́ıce podtrhli rozd́ıl mezi L1 a L2 normou v MPC-N , porovnejme ještě

vzájemně obdržené poměry mezi celkovými ztrátami a ST. Na obr. 5.12 je toto po-
rovnáńı provedeno pro vybrané prediktivńı horizonty a zároveň je zde pro bližš́ı vhled
do principu fungováńı diskutovaných norem ilustrován zvolený časový pr̊uběh nájezdu
do požadovaného stavu odpov́ıdaj́ıćı stavu x2 D-I systému při dosažeńı obdobné kvality
celkových ztrát. Vid́ıme, že pro kratš́ı horizonty L1 norma v oblasti malých ztrát nej-
prve poskytuje menš́ı ST, ale pro vyšš́ı ztráty se situace obraćı ve prospěch MPC-N s L2
normou a stejně krátkou délkou horizontu. S deľśım horizontem však u L1 normy pozo-
rujeme, že poskytuje menš́ı ST přes celý interval obdržených celkových ztrát. Naopak,
jak bylo zmı́něno výše, L2 norma s rostoućım prediktivńım horizontem zač́ıná takřka přes
celý interval ztrát ST zvyšovat. Dlouhohorizontové MPC-N s L1 normou a MPC-N s L2
normou od prediktivńıho horizontu délky N = 2 se sb́ıhaj́ı v již diskutovaném bodě, kde
ř́ızený systém dosáhne minimálńıho ST při minimálńıch celkových ztrátách.

5.1.3 Výpočetńı nároky

Daľśım ukazatelem, který nám pomůže vzájemně porovnat jednotlivé normy z daľśıho
d̊uležitého hlediska, je výpočetńı složitost. Zde s výhodou využijeme toho, že problémy
1-3 jsou řešeny stejnou metodikou na stejném stroji. Zvolme tedy jako ukazatel výpočetńı
složitosti např. pr̊uměrný čas výpočtu optimálńıho akčńıho zásahu MPC-N v jednom
časovém kroku, v jednom okamžiku vzorkováńı, ∅t.

V tabulce 5.4, jež zachycuje pr̊uměrné časy optimalizačńıho výpočtu ∅t pro problémy
1-3 (tento pr̊uměr byl určen přes všechny provedené simulace), jasně vid́ıme, že L2 norma
ve ztrátové funkci MPC-N je rychleǰśı (i při zvolené metodě optimalizace), jak se ostatně
dalo očekávat. Rovněž je evidentńı, že opuštěńı linearity systému u problému 3 vede
u obou diskutovaných norem k citelnému nár̊ustu výpočetńıho času.

MPC-N N = 1 N = 2 N = 3 N = 4 N = 5 N = 10 N = 20 N = 50 N = 100
L1 norma (∅t/s) 0.0144 0.0226 0.0304 0.0381 0.0508 0.1059 0.2620 0.3011 0.4669
L2 norma (∅t/s) 0.0112 0.0209 0.0254 0.0359 0.0464 0.0929 0.2133 0.2839 0.4485

(a) Problém 1

MPC-N N = 1 N = 3 N = 5 N = 10 N = 20
L1 norma (∅t/s) 0.0244 0.0426 0.0800 0.1771 0.3954
L2 norma (∅t/s) 0.0177 0.0319 0.0721 0.1499 0.3875

(b) Problém 2

MPC-N N = 1 N = 2 N = 3 N = 5 N = 10
L1 norma (∅t/s) 0.0291 0.1276 0.2307 0.3001 0.5080
L2 norma (∅t/s) 0.0203 0.0897 0.1600 0.2354 0.4784

(c) Problém 3

Tabulka 5.4: Pr̊uměrné časy určeńı optimálńıho akčńıho zásahu pro jeden okamžik vzor-
kováńı ∅t pro MPC-N .
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(a) Problém 1 (krátké horizonty) (b) Problém 1 (deľśı horizonty)

(c) Problém 2 (d) Problém 3

Obrázek 5.12: Porovnáńı výkonu L1 a L2 normy ve ztrátové funkci kritéria MPC-N
pomoćı dosaženého ST pro vybrané prediktivńı horizonty N včetně ilustračńıch časových
pr̊uběh̊u.
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5.1.4 Shrnut́ı analýzy

Poměrně jasný vliv délky prediktivńıho horizontu na kvalitu, kterou pro MPC-N s L1
normou ve ztrátové funkci kritéria u systémů s D-I dynamikou vykazuje, dává tušit, že
je to právě nutnost uvažovat dlouhé horizonty, která L1 normu v pomyslné soutěži s L2
normou pro praktické aplikace jasně znevýhodňuje. Přitom, jak rovněž analýza odhalila,
při volbě dlouhého prediktivńıho horizontu si L1 norma s L2 normou nijak nezadá - a to
jak kvalitativně, tak numericky. Nav́ıc se ukázalo, že z určitých hledisek, jako je např. co
nejmenš́ı ST v SAŘ, disponuje L1 norma výhodněǰśımi vlastnostmi.

5.2 Návrh terminálńı ztrátové funkce

Pokusme se nyńı obej́ıt nutnost volby dlouhého prediktivńıho horizontu MPC-N s L1
normou pomoćı návrhu adekvátńı terminálńı ztrátové funkce MPC kritéria, jež by
dodala chyběj́ıćı dlouhohorizontovou informaci v př́ıpadě, že budeme uvažovat velmi
krátký prediktivńı horizont (s ohledem na to, jakým systémům je věnována pozornost,
předpokládejme maximálńı délku prediktivńıho horizontu pouze jako N = 1). Proto nej-
prve na základě výše uvedené analýzy formulujme, jaké vlastnosti by tato terminálńı
ztrátová funkce aproximuj́ıćı dlouhohorizontovou informaci měla, resp. MPC-1 s touto
terminálńı ztrátovou funkćı lf mělo, mı́t:

1. Pro libovolnou volbu uživatelsky volitelného parametru c (v nějakém smysluplném
intervalu) by mělo MPC-1 s terminálńı ztrátovou funkćı lf

a) poskytnout menš́ı poměr celkových ztrát a celkové odchylky penalizované L1
normou než MPC-N s krátkými horizonty (situace je pro představu modelově
ilustrována na obr. 5.13a)),

b) poskytnout menš́ı poměr celkových ztrát a ST než MPC-N s krátkými hori-
zonty (situace je pro představu modelově ilustrována na obr. 5.13a)).

c) vést celkově k rychleǰśımu ustáleńı (menš́ımu ST) než MPC-N s krátkými ho-
rizonty (situace je pro představu modelově ilustrována na obr. 5.13b)).

2. MPC-1 s terminálńı ztrátovou funkćı lf by mělo být co nejméně výpočetně náročné,
tj. pr̊uměrný čas výpočtu akčńıho zásahu ∅t s ohledem na zvolený zp̊usob řešeńı by
se zde měl pohybovat někde na úrovni MPC-2 s L2 normou, kterou vzhledem k jej́ım
vlastnostem, lze považovat za bĺızkého konkurenta - at’ už ve smyslu kvalitativńıch
měř́ıtek, tak právě numerických vlastnost́ı.

Z ryze teoretického hlediska je to, co by mělo terminálńı ztrátovou funkci lf
představovat, pokud požadujeme, aby vystihovala chyběj́ıćı dlouhohorizontovou infor-
maci v MPC-N , zřejmé. V rámci kapitoly 2.4 věnuj́ıćı se DP byl představen pohled na
DP jako optimalizačńı prostředek v MPC, kde Bellmanova optimalizačńı rekurze (2.29)
startuje právě z terminálńı ztráty. V iniciálńı rovnici Bellmanovy rekurze (2.29c) jsme
však předpokládali znalost terminálńı ztrátové funkce lf (mohlo se jednat o libovolnou
ztrátovou funkci penalizuj́ıćı koncový stav). Pokud tedy nyńı žádáme, aby terminálńı
ztrátová funkce reprezentovala dlouhý prediktivńı horizont N →∞, muśı pro terminálńı
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(a) Kvalita s měńıćım se c (b) Časový pr̊uběh pro fixńı c

Obrázek 5.13: Ilustrace požadovaného chováńı systému s D-I dynamikou ř́ızeného MPC-1
s terminálńı ztrátovou funkćı lf , jej́ıž podobu hledáme.

ztrátovou funkci platit, že pro ni Bellmanova optimalizačńı rekurze startuje v nekonečnu
a konč́ı právě tam, kde konč́ı prediktivńı horizont, tj. v čase N + k. Jinými slovy

lf (xN+k) , V ∞N+k (xN+k) . (5.1)

Problém ovšem je, jak takovou funkci (5.1) źıskat. V [Feh5] byl navržen aproximativńı
zp̊usob ke stanoveńı této funkce pro PMSM. Využijme tedy opět analogie mezi systémy
s D-I dynamikou a zobecněme pro ně př́ıstup uvedený v [Feh5].

Pro stanoveńı terminálńı ztrátové funkce lf tak nejprve předpokládejme nekonečný
prediktivńı horizont N →∞ a rozdělme MPC kritérium na dvě části

J∞k
(
xk, {uj}∞j=k

)
=

N+k−1∑
i=k

l (xi,ui)︸ ︷︷ ︸
krátký horizont (N predikćı)

+
∞∑

i=N+k

l (xi,ui)︸ ︷︷ ︸
dlouhý horizont

.

Vid́ıme, že terminálńı ztrátová funkce odrážej́ıćı dlouhohorizontovou informaci by měla
vyjadřovat součet ztrátových funkćı poč́ınaje časem N + k - samozřejmě za předpokladu,
že bude použita optimálńı sekvence akčńıch zásah̊u, kterou však neznáme. Dlouhohori-
zontovou informaci je tud́ıž nutné źıskat aproximativně nějakou úvahou. Ta bude spoč́ıvat
v předpokladu, že známe minimálńı čas, za který dosáhneme ćılového stavu systému s D-I
dynamikou z aktuálńıho stavu, v němž se systém nacháźı. Tento minimálńı čas označme
dále jako tf .

Ze simulačńıch experiment̊u provedených v rámci analýzy nav́ıc v́ıme, jak se zhruba
chová systém s D-I dynamikou ř́ızený MPC-N s L1 normou a jak se jeho chováńı
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měńı s přibývaj́ıćım prediktivńım horizontem. Nacháźı-li se systém v nějakém obecném
stavu xo, lze časové pr̊uběhy MPC-N s L1 normou s přibývaj́ıćım prediktivńım hori-
zontem vystihnout tak, jak ilustruje obr. 5.14, tj. předpokládáme, že s rostoućım pre-
diktivńım horizontem MPC-N dojde k ustáleńı ř́ızeného systému právě za čas tf . Ter-
minálńı ztrátová funkce zastupuj́ıćı dlouhý horizont by tak měla odpov́ıdat adekvátně
váženému (uživatelsky volitelným parametrem c) součtu ploch pod odchylkou od refe-
renčńıho stavu penalizovanou L1 normou A1 a pod ztrátami A2. Ty lze za předpokladu
znalosti tf v uvažovaném stavu xo a krátké periodě vzorkováńı vyjádřit jako

A1 =

∫ tf (xo)

0

|x2 − xr
2|dt, (5.2a)

A2 =

∫ tf (xo)

0

x2
1dt. (5.2b)

Obrázek 5.14: Předpokládané časové pr̊uběhy systému s D-I dynamikou v aktuálńım
časovém okamžiku k s ohledem na délku prediktivńıho horizontu.

Aproximujme dále časové pr̊uběhy ztrát a nájezdu do referenčńıho stavu odpov́ıdaj́ıćı
MPC-N s L1 normou a s velmi dlouhým prediktivńım horizontem tak, jak je ukázáno na
obr. 5.14. Předpokládejme tak, že ztráty ř́ızeného systému s D-I dynamikou se pro velmi
dlouhý horizont drž́ı po celou dobu svého maxima a po uplynut́ı tf klesnou na nulu a že
nájezd na referenčńı stav odpov́ıdaj́ıćı stavu x2 D-I systému lze vystihnout lineárńı funkćı

x2,t =
(xr

2 − x2,o)t

tf (xo)
+ x2,o. (5.3)

Potom kombinaćı vztah̊u (5.2) a (5.3) źıskáváme terminálńı ztrátovou funkci ve tvaru

lf (xo) =
1

Ts
(A1 + c · A2) =

(
|x2,o − xr

2|
2

+ c · x2
1

)
tf (xo)

Ts
, (5.4)
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kde čas tf je nutné dělit periodou vzorkováńı Ts k źıskáńı odpov́ıdaj́ıćıho poměru mezi
krátkým a dlouhým horizontem MPC kritéria, které pracuje přirozeně ve vzorćıch.
Znovu upozorněme, že navržená terminálńı ztrátová funkce (5.4) je pouhou aproximaćı
skutečného koncového úseku Bellmanovy funkce (5.1), a proto, aby bylo možné tuto funkci
vyč́ıslit, je nutné ještě źıskat minimálńı čas, za který dosáhneme referenčńıho stavu, tf .

5.2.1 Aproximace času ustáleńı (time-to-go funkce dvojitého in-
tegrátoru)

Zabývejme se nyńı problémem nalezeńı minimálńıho času, za který dosáhneme refe-
renčńıho stavu z libovolného stavu fázové roviny, tf př́ımo pro D-I systém. Funkci po-
skytuj́ıćı tento čas označujme dále angl. názvem time-to-go (T2G) funkce. Matematicky
lze T2G funkci D-I systému formulovat jako

tD-I
f (x0) = min

u〈0,∞)

TD-I, (5.5)

s.t. (3.1), (3.2)

kde tD-I
f je T2G funkce D-I systému a TD-I označuje čas, ve kterém je dosažen referenčńı

stav D-I systému [xr
1, xr

2]T ze stavu [x1,0, x2,0]T . Otázkou je, jak takovou T2G funkci naj́ıt,
tj. jak lze přistoupit k řešeńı problému (5.5).

Např. v [25] bylo k problému nalezeńı T2G funkce D-I systému (5.5) přistoupeno
aproximativně, kdy jak čas, tak i prostor ř́ızeńı byly nejprve diskretizovány, a poté se
přistoupilo k řešeńı problému (5.5) ,,bellmanovskou” cestou, tj. z referenčńıho stavu se
zpětně v čase určily stavy, ze kterých je možné dostat se do stavu referenčńıho za periodu
vzorkováńı využit́ım uvažovaných akčńıch zásah̊u. Stejný postup se aplikoval na tyto
odvozené stavy do té doby, dokud nebyl źıskán nějaký ucelený pohled na tvar T2G funkce.
Ta se poté nahradila spojitou funkćı, která zhruba odpov́ıdala pr̊uběhu této p̊uvodńı
nespojité T2G funkce, nebot’ pro daľśı využit́ı hledané T2G funkce je samozřejmě d̊uležité,
aby funkce byla spojitá nad stavovým prostorem. Navržená aproximativńı spojitá funkce
je však závislá hned na několika uživatelsky volených parametrech, což snadnost jej́ıho
pozděǰśıho využit́ı znatelně zmenšuje.

V [Feh1] bylo představeno alternativńı řešeńı, kdy pro určeńı T2G funkce je nejprve
analyticky určena optimálńı strategie ř́ızeńı zajǐst’uj́ıćı minimálńı čas regulace D-I systému
(3.1) pomoćı Pontrjaginova principu minima [64]. Tato strategie může být pro uvažovaný
problém s omezeńımi dvoj́ıho typu. Pokud nehroźı, že stav vlivem ř́ızeńı překroč́ı stavové
omezeńı, pak se jedná o strategii typu bang-bang, kdy aplikujeme vždy jednu z mezńıch
hodnot intervalu ř́ızeńı. Pokud se však vlivem ř́ızeńı dostaneme na stavové omezeńı, apli-
kujeme strategii bang-off-bang, kdy v př́ıpadě, že jsme dosáhli právě zmı́něného stavového
omezeńı, aplikujeme nulové ř́ızeńı.

Pro lepš́ı pochopeńı se opět nab́ıźı paralela s jednoosým voźıkem. Řekněme, že se
chceme s voźıkem zaparkovat co možná nejrychleji v nějakém referenčńım bodě, přičemž
maximálńı rychlost je omezena. Pro řešeńı tohoto úkolu je logické zač́ıt zrychlovat co
možná nejv́ıce k referenčńımu a v určitém okamžiku před ńım co nejv́ıce zpomalovat,
abychom zabrzdili přesně v něm. Pokud je od nás referenčńı bod dostatečně vzdálen na
to, abychom zrychlováńım došli na omezeńı rychlosti, muśıme v okamžiku dosažeńı tohoto
omezeńı přestat zrychlovat a pouze držet rychlost voźıku na mezńı rychlosti, dokud opět
nedosáhneme bodu, od kterého začneme opět co nejv́ıce zpomalovat.
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(a) Bang-bang strategie (b) Bang-off-bang strategie

Obrázek 5.15: Časově optimálńı strategie ř́ızeńı D-I systému (K1 = K2 = x1 = 1).

Z uvedené paralely je zřejmé, že jak strategie bang-bang, tak i bang-off-bang vyžaduj́ı
specifikaci mı́sta, kde docháźı ke změně akčńıho zásahu z jednoho extrému resp. z nu-
lového ř́ızeńı na opačný extrém ř́ızeńı. Toto mı́sto lze ve stavovém prostoru D-I systému
charakterizovat křivkou, kterou označujeme přeṕınaćı křivka. Ta má pro uvažovanou úlohu
časově optimálńıho ř́ızeńı D-I systému (3.1) s omezeńımi (3.2) podobu [8],[Feh1]

xs2 =
K2

2K1

sgn (−x1 + xr
1)
(
x2

1 − (xr
1)2)+ xr

2. (5.6)

Pokud stav D-I systému lež́ı na přeṕınaćı křivce (5.6) a splňuje stavové omezeńı, pak je
zřejmé, že k přepnut́ı nedojde a bude aplikován pouze jedna z mezńıch hodnot intervalu
ř́ızeńı a to v závislosti na poloze x1 a xr

1. Pokud stav na přeṕınaćı křivce nelež́ı, je aplikován
akčńı zásah s minimálńı velikost́ı, v našem př́ıpadě u = −1, dokud se stav nacháźı nad
přeṕınaćı křivkou, a naopak zásah s maximálńı velikost́ı, u = 1, dokud se stav nacháźı pod
přeṕınaćı křivkou. V okamžiku dosažeńı přeṕınaćı křivky se tyto mezńı hodnoty akčńıch
zásah̊u prohod́ı. Popsaná strategie je ilustrována na obr. 5.15a). Zmiňme ještě, že pokud
je aplikován minimálńı nebo maximálńı př́ıpustný akčńı zásah, pak trajektorie stavu D-I
systému prob́ıhá ve fázové rovině po parabolických křivkách

x2,t =

{
− K2

2K1

(
x2

1,t − x2
1,0

)
+ x2,0, pokud ut = −1,

K2

2K1

(
x2

1,t − x2
1,0

)
+ x2,0, pokud ut = 1,

(5.7)

kde [x1,0, x2,0]T je počátečńı stav.
Kv̊uli stavovému omezeńı (3.2a) nejde však ze všech stav̊u dosáhnout přeṕınaćı křivky

výše uvedenou strategíı bang-bang. Z pr̊uniku přeṕınaćı křivky a stavového omezeńı s ohle-
dem na stavové trajektorie (5.7) (na obr. 5.15 ilustrováno trojúhelńıky) je možné jed-
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noduše určit podprostor stav̊u D-I systému R takový, pro který je bang-bang strategie
ř́ızeńı dostačuj́ıćı (na obr. 5.15 vyznačen šedě). Tento podprostor lze vyjádřit jako

R =
{

x ∈ R2 : x1 ∈ 〈−x1, x1〉 ∧ xl2 ≤ x2 ≤ xu2

}
,

kde hraničńı křivky podprostoru jsou dány jako

xl2 = K2

2K1

(
x2

1 + (xr1)2)− K2

K1
x2

1 + xr2,

xu2 = − K2

2K1

(
x2

1 + (xr1)2)+ K2

K1
x2

1 + xr2.

Pro stavy lež́ıćı mimo podprostor R muśıme tedy přistoupit k bang-off-bang strategii,
kdy se minimálńım nebo maximálńım př́ıpustným ř́ızeńım snaž́ıme dosáhnout minimálńı
nebo maximálńı hodnoty stavového omezeńı, na které se drž́ıme nulovým akčńım zásahem,
dokud nedosáhneme přeṕınaćı křivky. Na té aplikujeme opět opačný mezńı zásah. Bang-
off-bang strategie ř́ızeńı je pro ilustraci znázorněna na obr. 5.15b).

Kompletńı časově optimálńı strategii ř́ızeńı u∗ pro D-I systém (3.1) s omezeńımi (3.2)
je možné vyjádřit jako [8, 48, 73] (vztah je uveden s dovysvětluj́ıćımi komentáři)

u∗t =



1, pokud [x1 ∈ (−x1, x1) ∧ x2 < xs2]︸ ︷︷ ︸
pod přeṕınaćı křivkou

∨
[
x1 ∈ 〈−x1, x1〉 ∧ x1 < xr

1 ∧ x2 = |xs2|
]︸ ︷︷ ︸

na odpov́ıdaj́ıćı části přeṕınaćı křivky

0, pokud (x1 = −x1 ∧ x2 6= |xs2|)︸ ︷︷ ︸
na dolńım omezeńı

∨ (x1 = xr
1 ∧ x2 = xr

2)︸ ︷︷ ︸
v referenčńım stavu

∨ (x1 = x1 ∧ x2 6= −|xs2|)︸ ︷︷ ︸
na horńım omezeńı

−1, pokud [x1 ∈ (−x1, x1) ∧ x2 > xs2]︸ ︷︷ ︸
nad přeṕınaćı křivkou

∨
[
x1 ∈ 〈−x1, x1〉 ∧ x1 > xr

1 ∧ x2 = −|xs2|
]︸ ︷︷ ︸

na odpov́ıdaj́ıćı části přeṕınaćı křivky

.

(5.9)

Máme-li k dispozici časově optimálńı strategii ř́ızeńı zajǐst’uj́ıćı dosažeńı referenčńıho
stavu v minimálńım čase, je možné přikročit k určeńı T2G funkce ve smyslu (5.5). Tu
odvod́ıme snadno přes výpočet čas̊u přepnut́ı (viz př́ıloha). Výsledný čas po dosazeńı
požadované hodnoty je pak dán součtem těchto čas̊u. Źıskáme tak následuj́ıćı T2G funkci
D-I systému [Feh1]

tD-I
f (x) ,



−K2(x1 + xr1) + 2

√
K2

2x
2
1 −K1K2

(
K2
2K1

(
x21 −

(
xr1
)2)

+ x2 − xr2
)

K1K2
,

pokud A ∧
(
x2 ≤ xs2

)
∧
(
x2 ≥ xl2

)
, (5.10a)

x1 − x1 − xr1
K1

+
x21 +

(
xr1
)2

2K1x1
+
xr2 − x2
K2x1

, pokud A ∧
(
x2 ≤ xs2

)
∧
(
x2 < xl2

)
, (5.10b)

K2(x1 + xr1) + 2

√
K2

2x
2
1 +K1K2

(
K2
2K1

(
−x21 +

(
xr1
)2)

+ x2 − xr2
)

K1K2
,

pokud A ∧
(
x2 > xs2

)
∧
(
x2 ≤ xu2

)
, (5.10c)

x1 + x1 + xr1
K1

+
x21 +

(
xr1
)2

2K1x1
+
x2 − xr2
K2x1

, pokud A ∧
(
x2 > xs2

)
∧
(
x2 > xu2

)
, (5.10d)

p, jinak, (5.10e)

kde A reprezentuje podmı́nku xr
1 ∈ 〈−x1, x1〉∧xr

2 ∈ R∧x1 ∈ 〈−x1, x1〉 a parametr p ∈ R>0

je konstanta penalizuj́ıćı překročeńı stavového omezeńı. Předpokládejme dále s ohledem na
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pozděǰśı využit́ı volbu p =∞, tzn. tvrdé omezeńı. Př́ıklad analyticky odvozené T2G funkce
D-I systému v porovnáńı s t́ım, jaký výsledek poskytne numerické řešeńı diskutované
v [25], je pak ilustrován na obr. 5.16.

(a) Numerické řešeńı (z [25]) (b) Analytické řešeńı (z [Feh1])

Obrázek 5.16: T2G funkce D-I systému (K1 = K2 = x1 = 1 a xr
1 = xr

2 = 0).

Analyticky odvozenou T2G funkćı D-I systému tD-I
f lze aproximovat skutečný čas

ustáleńı tf v terminálńı ztrátové funkci (5.4), a to v př́ıpadě, že tato terminálńı ztrátová
funkce bude využita př́ımo pro MPC D-I systému. Všimněme si, že analyticky odvozená
T2G funkce, resp. terminálńı ztrátová funkce, která ji využ́ıvá, nezanáš́ı do úlohy daľśı
parametry, jež by musel uživatel dál ladit. V MPC kritériu se i po jej́ım přičteńı obje-
vuje pouze jediný uživatelsky volitelný parametr c určuj́ıćı penalizaci ztrát s ohledem na
kvalitu ř́ızeńı.

5.2.2 Aproximace času ustáleńı elektromotor̊u

V př́ıpadě daľśıch zde diskutovaných systémů lze tvrdit, že źıskat př́ımo pro ně T2G funkci
by bylo nesmı́rně komplikované. Nav́ıc, jak v́ıme, zjednodušená numerická řešeńı vedou
obvykle na funkce s větš́ım množstv́ım uživatelsky volitelných parametr̊u, což př́ıpadný
MPC návrh značně degraduje při porovnáńı s jinými metodami automatického ř́ızeńı.
Proto u elektromotor̊u s výhodou využijeme toho, že je lze, jak bylo ukázáno, řadit do
tř́ıdy systémů s D-I dynamikou.

Namı́sto př́ımého odvozeńı T2G funkce se tak u elektromotor̊u spokoj́ıme s t́ım, že
skutečný čas ustáleńı tf v terminálńı ztrátové funkci (5.4) u nich bude aproximován T2G
funkćı D-I systému dávaj́ıćı do souvislosti elektrický moment motoru a úhlovou rychlost, tj.

60
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dvě veličiny elektromotor̊u, jejichž vzájemný vztah lze aproximativně popsat D-I dynami-
kou a to jako x1 ≈ Te a x2 ≈ ω. Motivováni úvahami z [25] pak můžeme časové konstanty
D-I modelu dynamiky mezi momentem a rychlost́ı odvodit př́ımo ze stavového modelu
a matematického popisu pro elektrický moment př́ıslušného elektromotoru. V př́ıpadě
hypotetického stejnosměrného elektromotoru tak źıskáváme ze vztah̊u (3.3b) a (3.3e) za
předpokladu, že časová derivace proudu záviśı pouze na vstupńım napět́ı a že pro zátěžový
moment plat́ı TL = 0, následuj́ıćı aproximace časových konstant

K1 ≈
KeUK,max

LK
, (5.11a)

K2 ≈
1

Jm
(5.11b)

a pro PMSM ze vztah̊u (3.7b) a (3.7f) za obdobných předpoklad̊u včetně předpokladu
Ld ≈ Lq následuj́ıćı aproximace časových konstant [25],[Feh1, Feh2]

K1 ≈
kpppΨPMUmax

Lq
, (5.12a)

K2 ≈
pp
J
. (5.12b)

Dále je třeba vyjádřit omezeńı na elektrický moment Te, tj. T e. U hypotetického stej-
nosměrného motoru je toto omezeńı zřejmé a je dáno kombinaćı vztahu pro elektrický
moment (3.3e) a proudového omezeńı (3.4a) jako

x1 ≈ T e , Ke · IK,max (5.13)

Pro PMSM je pak v [Feh1, Feh2] toto omezeńı odvozeno z omezeńı na proudy
s předpokladem znalosti aktuálńıho proudu jako

x1,t ≈ T e,t , kppp

[
(Ld − Lq) id,t

√
I2

max − i2d,t + ΨPM

√
I2

max − i2d,t
]
. (5.14)

5.2.3 Terminálńı ztrátová funkce v kritériu prediktivńıho ř́ızeńı

Nyńı již máme k dispozici vše pro to, abychom mohli zformulovat MPC kritérium
s navrženou terminálńı ztrátovou funkćı (5.4) pro systémy s D-I dynamikou a omezeńımi.
Vzhledem k již několikrát zmı́něnému požadavku na co nejrychleǰśı generováńı akčńıho
zásahu, omezme se při této formulaci na velmi krátký prediktivńı horizont N = 1. Potom
je př́ıslušné kritérium obecně dáno jako

Jk+1
k (xk,uk) = l(xk,uk) + lf (xk+1), , (5.15)

kde ztrátová a terminálńı ztrátová funkce s aproximaćı času ustáleńı pomoćı T2G funkce
pro D-I systém s omezeńımi jsou voleny s ohledem na ř́ızený systém. Pro námi uvažované
př́ıklady tak MPC kritérium (5.15) nabývá následuj́ıćı podoby:

• dvojitý integrátor:

Jk+1
k (xk,uk) = |x2,k+1 − xr

2|+ c · x2
1,k+1
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+

(
|x2,k+1 − xr

2|
2

+ c · x2
1

) tD-I
f

([
x1,k+1

x2,k+1

])
Ts

, (5.16)

kde časové konstanty, omezeńı a referenčńı stav pro T2G voĺıme přirozeně př́ımo ze
systému (3.1) s ohledem na omezeńı (3.2) popř. požadavk̊u na chováńı uzavřeného
systému,

• stejnosměrný motor:

Jk+1
k (xk,uk) = |ωm,k+1 − ωr|+ c · i2K,k+1

+

(
|ωm,k+1 − ωr|

2
+ c · I2

K,max

) tD-I
f

([
Te,k+1

ωm,k+1

])
Ts

,

kde časové konstanty, omezeńı a referenčńı stav pro T2G voĺıme dle vztah̊u (5.11)
a (5.13) a dle ωr a T r

e .

• synchronńı motor s permanentńımi magnety:

Jk+1
k (xk,uk) = |ωk+1 − ωr|+ c ·

(
i2d,k+1 + i2q,k+1

)
+

(
|ωk+1 − ωr|

2
+ c · I2

max

) tD-I
f

([
Te,k+1

ωk+1

])
Ts

, (5.17)

kde časové konstanty, omezeńı a referenčńı stav pro T2G voĺıme dle vztahu (5.12),
časovou diskretizaćı vztahu (5.14) a dle ωr a T r

e .

Kompletńı MPC algoritmus na prediktivńım horizontu N = 1 a navrženou aproximaćı
dlouhého horizontu (MPC-T2G) lze shrnout následuj́ıćımi třemi kroky [Feh1, Feh2]:

1. Źıskáńı aktuálńıho stavu systému s D-I dynamikou v čase k, tj. xk.

2. Hledáńı optimálńıho akčńıho zásahu u∗k řešeńım optimalizačńıho problému

u∗k = arg min
uk

Jk+1
k (xk,uk)

s.t. model ř́ızeného systému s D-I dynamikou a př́ıslušná omezeńı.

3. Aplikováńı akčńıho zásahu u∗k a čekáńı na daľśı okamžik vzorkováńı, kdy se opět
vraćıme k prvńımu kroku (k = k + 1).

Znovu poukažme rovněž na to, že u všech systémů s D-I dynamikou nepřidává terminálńı
ztrátová funkce do MPC kritéria žádné daľśı parametry, které by bylo třeba ladit.
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5.3 Numerické experimenty

Podrobme nyńı úvahy diskutované v rámci podkapitoly 5.2 vedoućı na návrh MPC-T2G
př́ımému srovnáńı se závěry źıskanými analýzou chováńı MPC-N v podkapitole 5.1.
K tomu opět mohou posloužit již (v podkapitole 5.1) formulované problémy 1-3 se všemi
jejich vlastnostmi a př́ıstupem k řešeńı.

Na obr. 5.17-5.19 vid́ıme, jak si MPC-T2G vede v porovnáńı s MPC-N při řešeńı
problémů 1-3. Uživatelsky volitelný parametr byl pro MPC-T2G volen v rozsahu od
0 do maximálńı hodnoty tohoto parametru, pro nějž bylo MPC-Nmax schopno splnit
požadavky kladené na daný problém (řešeńı pro větš́ı hodnoty c na př́ıkladu PMSM
je možné zhlédnout v [Feh5]). Ihned tak můžeme pozorovat, že MPC-T2G skutečně velmi
dobře aproximuje chováńı na dlouhém horizontu a to pro všechny problémy ř́ızeńı systémů
s D-I dynamikou včetně nelineárńıho PMSM v problému 3. Ve všech problémech reaguje
MPC-T2G obdobně jako MPC-N o dlouhých prediktivńıch horizontech. To, že se pro zvo-
lený interval uživatelsky volitelného parametru c nepohybuje ve větš́ım intervalu celkových
ztrát, rovněž odpov́ıdá předpokládanému chováńı MPC-N o velmi dlouhém prediktivńım
horizontu, kde můžeme sledovat v grafech znázorňuj́ıćıch závislost hodnoty kritéria na
uživatelsky volitelném parametru c tendenci klesat v směrnici právě s rostoućım predik-
tivńım horizontem. Chováńı MPC-T2G spoč́ıvá v tom, že se snaž́ı co nejv́ıce držet právě
bodu, kde obdrž́ıme minimálńı ST při co možná nejmenš́ıch ztrátách. To d́ıky T2G funkci
v terminálńı ztrátové funkci kritéria MPC-T2G (připomeňme, že u elektromotor̊u byl
referenčńı elektrický moment v T2G funkci přirozeně volen jako T r

e = 0).
Připomeňme však, že jsme si před vlastńım návrhem terminálńı ztrátové funkce lf ,

v úvodu kapitoly 5.2, jednoznačně definovali ćıle, které by mělo krátkohorizontové MPC
s ńı v kritériu mı́t. Pod́ıvejme se tedy nyńı na to, jak je MPC-T2G úspěšné právě při
naplňováńı těchto ćıl̊u:

1. Provedené numerické řešeńı problémů 1-3 jednoznačně potvrdilo (viz obr. 5.17-5.19),
že pro libovolnou volbu uživatelsky volitelného parametru c MPC-T2G

a) poskytuje menš́ı poměr celkových ztrát a celkové odchylky penalizované L1
normou než MPC-N s krátkými horizonty,

b) poskytuje lepš́ı poměr celkových ztrát a ST než MPC-N s krátkými horizonty,

c) vede k celkově rychleǰśımu ustáleńı než MPC-N s krátkými horizonty. To je
rovněž demonstrováno na obr. 5.20 zobrazuj́ıćıho vybrané časové pr̊uběhy právě
pro jednu konkrétńı volbu c.

2. Provedené numerické řešeńı problémů 1-3 jednoznačně potvrdilo, že pr̊uměrný čas
výpočtu akčńıho zásahu ∅t se u MPC-T2G pohybuje v zaj́ımavých hodnotách a to
konkrétně mezi ∅t pro MPC-1 s L1 normou a MPC-2 s L2 normou. U lineárńıch
problémů 1-2 vykazuje o něco kratš́ı čas ∅t, než je nutný pro výpočet akčńıho zásahu
u MPC-2 s L2 normou - cca o 6%. U nelineárńıho problému 3 je to dokonce cca
o 50%. Konkrétńı hodnoty ∅t obdržené pro MPC-T2G dokumentuje tabulka 5.5.

Jinými slovy - numerické experimenty potvrdily, že navržená terminálńı ztrátová funkce
(5.4), resp. krátkohorizontové MPC-T2G, kde tato ztrátová funkce supluje dlouhohorizon-
tovou informaci, splňuje bez výjimky všechny požadavky, které jsme před jej́ım návrhem
na ni kladli.
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(a) Kvalita s měńıćım se c (kritérium, odchylka,
ztráty)

(b) Kvalita s měńıćım se c (ST, ztráty)

(c) Grafy (a) v detailu (d) Časový pr̊uběh pro fixńı ztráty
∑

x2
1 = 1260±10

Obrázek 5.17: Problém 1 - analýza chováńı systému ř́ızeného navrženým MPC-T2G.
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(a) Kvalita s měńıćım se c (kritérium, odchylka,
ztráty)

(b) Kvalita s měńıćım se c (ST, ztráty)

(c) Grafy (a) v detailu (d) Časový pr̊uběh pro fixńı ztráty
∑

x2
1 = 21240±10

Obrázek 5.18: Problém 2 - analýza chováńı systému ř́ızeného navrženým MPC-T2G.

65
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(a) Kvalita s měńıćım se c (kritérium, odchylka,
ztráty)

(b) Kvalita s měńıćım se c (ST, ztráty)

(c) Grafy (a) v detailu (d) Časový pr̊uběh pro fixńı ztráty
∑

x2
1 = 3.321 ·

105 ± 100

Obrázek 5.19: Problém 3 - analýza chováńı systému ř́ızeného navrženým MPC-T2G.
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(a) Problém 1 (c = 0.01) (b) Problém 2 (c = 7 · 10−4)

(c) Problém 3 (c = 1.7 · 10−4) (d) Problém 3 (c = 1.7 · 10−4) - splněńı omezeńı

Obrázek 5.20: Vybrané časové pr̊uběhy pro fixńı uživatelsky volitelný parametr c (značeńı
odpov́ıdá př́ıslušným obr. 5.17-5.19).
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MPC-T2G Problém 1 Problém 2 Problém 3
∅t/s 0.0197 0.0301 0.0451

Tabulka 5.5: Pr̊uměrné časy určeńı optimálńıho akčńıho zásahu pro jeden okamžik vzor-
kováńı ∅t pro MPC-T2G.

5.4 Shrnut́ı

V rámci kapitoly 5 byla nejprve provedena analýza chováńı systémů s D-I dynamikou
a omezeńımi ř́ızených pomoćı MPC-N s L1 a L2 normou penalizuj́ıćı odchylku od re-
ferenčńıho stavu ve ztrátové funkci MPC kritéria. Experimentálně se zde prokázalo, že
pokud je v př́ıpadě L1 normy volen dostatečně dlouhý prediktivńı horizont MPC-N ,
má chováńı ř́ızeného systému atraktivńı vlastnosti, které souviśı předevš́ım s rychleǰśım
náběhem systému s D-I dynamikou do požadovaného stavu při splněńı všech omezeńı na
ř́ızený systém kladených. Jak bylo ale rovněž zmı́něno - právě uvažováńı dlouhého hori-
zontu s sebou přináš́ı možné problémy pro využit́ı tohoto MPC př́ıstupu v praktických
aplikaćıch, kde je rychlost výpočtu akčńıho zásahu stěžejńı. Z tohoto d̊uvodu se kapi-
tola dále věnovala možné aproximaci dlouhého prediktivńıho horizontu návrhem vhodné
terminálńı ztrátové funkce.

Před vlastńım návrhem terminálńı ztrátové funkce byly zformulovány jasné požadavky,
které by měla tato funkce naplnit po jej́ım přidáńı do MPC kritéria s velmi krátkým ho-
rizontem (z praktických d̊uvod̊u byl uvažován prediktivńı horizont N = 1). K návrhu ter-
minálńı ztrátové funkce pak bylo využito předpokladu znalosti časových pr̊uběh̊u systémů
s D-I dynamikou a času ustáleńı (motivace pocháźı z [Feh2, Feh5]), jenž byl poté aproxi-
mován T2G funkćı a to bud’ pro konkrétńı systém (pokud odpov́ıdal př́ımo D-I dynamice),
nebo byl představen zp̊usob, jakým aproximovat skutečnou T2G funkci systému obsahuj́ıćı
vnitřńı D-I dynamiku právě zmı́něnou T2G funkćı D-I systému s omezeńımi, která byla
źıskána analyticky. Právě analytický zp̊usob odvozeńı T2G funkce diskutovaný v [Feh1]
vedl ve výsledku k źıskáńı takové terminálńı funkce, která do MPC kritéria nepřidává
daľśı uživatelsky volitelné parametry, jež by bylo třeba následně ladit. To lze, vhledem ke
konkurenčńım př́ıstup̊um, považovat rovněž za velkou výhodu.

Naplněńı formulovaných požadavk̊u pak bylo ověřeno numerickými experimenty.
Ukázalo se, že všechny požadavky byly naplněny a to bez výjimky. Zaj́ımavé vlastnosti
mělo navržené MPC-T2G předevš́ım v př́ıpadě ř́ızeńı PMSM vyznačuj́ıćıho se nelineárńı
dynamikou. MPC-T2G zde s sebou přineslo nejen evidentńı kvalitativńı zlepšeńı, ale i vel-
kou výpočetńı úsporu i vzhledem k MPC-2 s L2 normou, jež lze považovat při vhodném
naladěńı za bĺızkého konkurenta MPC-T2G.

S ohledem na výše uvedené shrnut́ı, lze považovat prvńı ćıl disertačńı práce zformu-
lovaný v kapitole 4 týkaj́ıćı se nalezeńı vhodné aproximace dlouhého horizontu kritéria
prediktivńıho ř́ızeńı pro tř́ıdu systémů s D-I dynamikou za splněný.
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Kapitola 6

Návrh efektivńıho prediktivńıho
ř́ızeńı

Úvahy kapitoly 5 poskytly sice zaj́ımavé závěry, nicméně stále jsme se zde pohybovali
pouze na úrovni teoretické roviny. Proto by bylo zaj́ımavé pokusit se nyńı přenést nově
nabyté poznatky do praxe a demonstrovat tak, jak úspěšné mohou být zmı́něné úvahy při
řešeńı reálných problémů. S ohledem na v práci diskutované systémy s D-I dynamikou, se
úloha návrhu ř́ızeńı PMSM s nelineárńı dynamikou a omezeńımi jev́ı jako dobrý kandidát
pro toto rozš́ı̌reńı, nebot’ návrh efektivńıho MPC pro PMSM je, jak bude dále ukázáno,
aktuálńı problém.

Připomeňme, že klasický př́ıstup k ř́ızeńı elektromotor̊u představuje obecně kaskádńı
regulace, kde je problém návrhu ř́ızeńı dekomponován na ř́ızeńı rychlostńı, momentové
a proudové smyčky ř́ızených separátně PID regulátory [20, 46, 89] . To sice z principu
přináš́ı žádoućı velmi rychlé generováńı akčńıho zásahu, nicméně si s sebou nese také
nevýhody klasické regulace. Za prvé - laděńı regulátor̊u neńı jednoduché, protože je v nich
značné množstv́ı uživatelsky volitelných parametr̊u a za druhé - interpretace ćıle regulace
je obvykle nejasná, protože zde neńı definováno zřetelné kritérium ćıle ř́ızeńı. Z tohoto
d̊uvodu moderńı př́ıstupy k ř́ızeńı pracuj́ıćı př́ımo se stavovými modely elektromotor̊u
a definuj́ı kritéria formuluj́ıćı ćıle ř́ızeńı, což ve výsledku vede k menš́ımu počtu uživatelsky
volitelných parametr̊u, tj. k ne tak komplikovanému laděńı, a k jasné interpretaci ćıle popř.
výsledk̊u ř́ızeńı.

Jak již v́ıme - jednou z nejobĺıbeněǰśıch technik moderńı teorie ř́ızeńı využ́ıvanou hojně
pro regulaci elektromotor̊u je právě MPC d́ıky svým předpoklad̊um splnit veškerá ome-
zeńı na úlohu kladená s relativně malými výpočetńımi nároky. Ovšem je nutné zmı́nit,
že i přesto je obvykle nutné výpočetńı nároky MPC dál snižovat, nebot’ pro ř́ızeńı elek-
tromotor̊u je nutné držet dostatečně krátkou periodu vzorkováńı (např. u PMSM je to
méně než 150µs [25, 66, 85]). To má za následek, že zde nelze uvažovat př́ılǐs dlouhé
prediktivńı horizonty. Z tohoto úhlu pohledu, by tak navržená terminálńı ztrátová funkce
(resp. MPC-T2G) mohla přinést zaj́ımavý prostor pro sńıžeńı výpočetńıho času.

V této kapitole tak shrňme základńı př́ıstupy k návrhu MPC pro PMSM a pokusme
se k nim navrhnout konkurenceschopné efektivńı MPC algoritmy založené na paralele D-I
systému a PMSM.
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6.1 Př́ıstupy prediktivńıho ř́ızeńı synchronńıho mo-

toru s permanentńımi magnety

V literatuře se můžeme setkat s r̊uznými MPC př́ıstupy k ř́ızeńı PMSM jako např. momen-
tové prediktivńı ř́ızeńı (v angl. predictive torque control) [29, 81, 90], proudové predik-
tivńı ř́ızeńı (v angl. current torque control) [81, 87] apod., které se lǐśı r̊uznými př́ıstupy
k návrhu MPC kritéria, resp. ztrátové a terminálńı ztrátové funkce. Budeme-li se dále
soustředit primárně na MPC př́ıstupy, jež penalizuj́ı prostřednictv́ım ztrátových funkćı
MPC kritéria úhlovou rychlost a proud PMSM k zajǐstěńı celkové efektivity, lze mezi
úspěšné iniciálńı pokusy návrhu MPC ř́ızeńı pro PMSM zařadit [66].

V [66] je MPC kritérium s krátkým prediktivńım horizontem rozš́ı̌reno o terminálńı
ztrátovou funkci obsahuj́ıćı daľśı požadavky na budoućı (optimálńı) chováńı proud̊u
formou odvozených křivek v prostoru proud̊u. Ačkoliv tento př́ıstup přinesl spoustu
zaj́ımavých výsledk̊u a źıskal si náležitou pozornost, v této rané fázi měl několik ne-
dostatk̊u. Za prvńı nedostatek lze považovat př́ılǐs velké množstv́ı uživatelsky volitelných
parametr̊u, který tak potenciálńı výhodu MPC oproti klasickým zp̊usob̊um ř́ızeńı značně
snižuje, a druhý nedostatek spoč́ıvá v dramatické diskretizaci prostoru možných akčńıch
zásah̊u uvažováńım zařazeńı napět’ového stř́ıdače (VSI) pro jeho generováńı. Zmiňme zde,
že zp̊usoby př́ıstupu k MPC, kdy spojitá doména akčńıch zásah̊u je diskretizována do
podoby diskrétńı množiny akčńıch zásah̊u, se označuj́ı jako př́ıstupy MPC s diskrétńı
konečnou doménou akčńıch zásah̊u (FCS-MPC) [77], a MPC nevržené v [66] je tak ty-
pickým zástupcem FCS-MPC pro PMSM.

Nedostatky [66] byly eliminovány např. v [65, 69], kde se podařilo navrhnout efek-
tivńı MPC uvažuj́ıćı kompletńı spojitou doménu akčńıch zásah̊u (CCS-MPC). Efektivńıho
CCS-MPC zde bylo dosaženo kaskádńı strukturou zahrnuj́ıćı PID regulátor pro poskytnut́ı
referenčńıho momentu a MPC regulátor pro ř́ızeńı momentu. Komplikovanou kaskádńı
strukturu se následně povedlo odstranit v [85], kde byl navržen efektivńı CCS-MPC
př́ıstup k př́ımé regulaci úhlové rychlosti PMSM.

Jeden aspekt spojuje výše uvedené MPC př́ıstupy k ř́ızeńı PMSM dohromady. Ve
ztrátové funkci MPC kritéria uvažuj́ı výhradně L2 normu. Jak však bylo ukázáno v ka-
pitole 5, ř́ızeńı s jinou normou může mı́t zaj́ımavé vlastnosti a jak z této kapitoly rovněž
v́ıme, L1 norma v př́ıpadě penalizace odchylky od požadované úhlové rychlosti se ve
ztrátové funkci MPC kritéria perfektně hod́ı v př́ıpadech, kdy žádáme co možná nej-
rychleǰśı a nejpřesněǰśı pr̊uběh. Ačkoliv využit́ı L1 normy pro MPC může vést při př́ılǐs
krátkém prediktivńım horizontu k problémům [37], zjistili jsme, že návrhem vhodné ter-
minálńı ztrátové funkce zastupuj́ıćı chyběj́ıćı dlouhohorizontovou informaci můžeme tyto
nedostatky odstranit. K tomu jsme s výhodou využili paralely PMSM a D-I systému.

Kořeny zmı́něné paralely lze vypozorovat v [25]. V [25] bylo navrženo jednoduché
FCS-MPC pro PMSM, kdy do MPC kritéria byla přǐrazena numericky źıskaná a následně
aproximovaná T2G funkce D-I systému s omezeńımi (viz podkapitola 5.2.1). Ačkoliv se
jedná o ryze heuristický př́ıstup, poskytla tato metoda zaj́ımavé výsledky; nicméně jej́ı
enormńı nevýhodou je, že d́ıky aproximaci T2G funkce, jež sama o sobě obsahuje velké
množstv́ı volných parametr̊u, vede tento př́ıstup na MPC o velkém množstv́ı uživatelsky
volitelných parametr̊u. Tuto nevýhodu, jak již bylo nast́ıněno dř́ıve, řeš́ı do určité mı́ry
[Feh1], kde aproximovaná T2G funkce je nahrazena analyticky odvozenou T2G funkćı D-I
systému s omezeńımi.
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Prvotńı pokus o interpretaci role T2G funkce v MPC kritériu, resp. v terminálńı
ztrátové funkci, je uveden v [Feh2], kde se d́ıky této interpretaci povedlo eliminovat počet
uživatelsky volitelných parametr̊u na minimálńı hodnotu, tj. jeden uživatelsky volitelný
parametr c, který vzájemně váž́ı odchylku od požadované úhlové rychlosti a Jouleovy
ztráty. Hypotetické ideje v [Feh2] daly rovněž vzniknout prvńımu efektivńımu CCS-MPC
př́ıstupu založeném na paralele PMSM a D-I systému v [Feh3] a rozš́ı̌reném v [Feh4].
Problém těchto př́ıstup̊u však tkv́ı v tom, že se zde stále uvažuje L2 norma ve ztrátové
funkci a právě spojeńı L2 normy a T2G funkce neńı, jak již v́ıme, přirozené. L2 norma se
primárně nesoustřed́ı na co nejrychleǰśı čas náběhu popř. na co nejpřesněǰśı regulaci. L1
norma má z tohoto hlediska k časově-optimálńımu ř́ızeńı daleko bĺıže.

Př́ıklonem k L1 normě se tak u př́ıstup̊u založených na paralele PMSM a D-I systému
některé nežádoućı vlastnosti L2 normy značně redukuj́ı. V [Feh5] se tak povedlo na základě
přechodu k L1 normě doj́ıt k zaj́ımavému efektivńımu algoritmu CCS-MPC pro PMSM
založeném právě na terminálńı ztrátové funkci (5.4), tj. sleduj́ıćımu chováńı MPC-T2G
s MPC kritériem (5.17).

6.2 Efektivńı prediktivńı ř́ızeńı založené na diskreti-

zaci prostoru akčńıch zásah̊u

Dř́ıve než přistouṕıme k představeńı efektivńıho CCS-MPC algoritmu pro ř́ızeńı PMSM
plně založeném na paralele PMSM a D-I systému navrženém v [Feh5], je třeba zmı́nit, že
prvńım logickým krokem ke zrychleńı výpočtu akčńıho zásahu pro možné reálné aplikace
MPC-T2G by mohl být právě přechod do FCS-MPC módu. Tento přechod lze jednoduše
zajistit, jak bylo uvedeno výše, uvažováńım VSI pro generováńı akčńıho zásahu. Tento
zp̊usob generováńı vstupńıch vektor̊u PMSM lze popsat vztahem [25, 66]

uk = Umax

[
cos(ϑk) sin(ϑk)
− sin(ϑk) cos(ϑk)

] [
1 −1

2
−1

2

0
√

3
2
−
√

3
2

] Sa
Sb
Sc

 , (6.1)

kde Sx ∈ {0, 1}, tj. prostor ř́ızeńı je zde zúžen na sedm možných vstupńıch vektor̊u
(6 aktivńıch a 2 nulové).

Kompletńı FCS-MPC verze MPC-T2G algoritmu (FCS-MPC-T2G) by byla tak dána
MPC-T2G algoritmem, kde se akčńı zásah voĺı jako vstupńı vektor z množiny dané
pro aktuálńı čas k vztahem (6.1), pro nějž kritérium (5.17) nabývá minimálńı hod-
noty. Je tud́ıž zřejmé, že uvažováńım VSI se ob́ıráme o značnou část prostoru ř́ızeńı,
tj. muśıme předpokládat, že regulace nebude tak efektivńı. Z těchto d̊uvod̊u se hledaj́ı
efektivńı CCS-MPC algoritmy s obdobnou výpočetńı rychlost́ı akčńıho zásahu, které by
byly schopné FCS-MPC př́ıstup nahradit.

6.3 Efektivńı prediktivńı ř́ızeńı založené na relaxaci

problému

Popǐsme proto nyńı CCS-MPC-T2G algoritmus popsaný v [Feh5]. Výchoźım krokem pro
odvozeńı tohoto algoritmu je daľśı relaxace problému, která spoč́ıvá de facto v daľśım
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zmenšeńı prediktivńıho horizontu, tj. připust’me, že N = 0. Potom MPC-T2G kritérium
pro PMSM (5.17) přecháźı do podoby

J ′ (xk,uk) =
(
|ωk+1−ωr|

2
+c · I2

max

) tD-I
f

Te,k+1

ωk+1


Ts

, (6.2)

tj. v relaxovaném MPC-T2G kritériu J ′ z̊ustává pouze navržená terminálńı ztrátová
funkce vyhodnocována pro predikci stavu v čase k + 1.

Na obr. 6.1 je ukázáno, jak se lǐśı MPC-T2G a MPC-T2G s relaxovaným kritériem
J ′ pro konkrétńı volbu uživatelsky volitelného parametru c. Uživatelsky volitelný para-
metr c byl vybrán jako maximálńı volený parametr v problému 3 (problém návrhu ř́ızeńı
pro PMSM) diskutovaném např́ıč kapitolou 5. V tomto naladěńı pozorujeme největš́ı
rozd́ıl mezi porovnávanými kritérii (celková regulačńı odchylka a Jouleovy ztráty činily
u MPC-T2G s kompletńım kritériem

∑
|ω−ωr| = 4.2211 ·104 a

∑
(i2d+ i2q) = 3.3190 ·105,

u MPC-T2G s relaxovaným kritériem J ′ pak
∑
|ω − ωr| = 4.2210 · 104 a

∑
(i2d + i2q) =

3.3236 · 105). Vid́ıme tak, že MPC-T2G s relaxovaným kritériem J ′, kde má T2G domi-
nantněǰśı roli, logicky t́ıhne v́ıce k řešeńı s menš́ım ST (ostatně jako MPC-T2G s kom-
pletńım kritériem a menš́ı volbou c). Rozd́ıl mezi porovnávanými kritérii však i tak nelze
považovat za nějak markantńı.

Obrázek 6.1: Porovnáńı MPC-T2G a MPC-T2G s relaxovaným kritériem J ′ pro konkrétńı
volbu uživatelsky volitelného parametru c.

Rovněž poukažme na to, že význam uživatelsky volitelného parametru c, resp.
př́ıslušného členu c · I2

max v relaxovaném kritériu (6.2), je sṕı̌se symbolický. V uvažovaném
intervalu možné volby c (relativně malé hodnoty) totiž nějak v́ıc nepřidává na významu
člen̊u kritéria ńım násobených. Jinými slovy - MPC-T2G s relaxovaným kritériem J ′
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nikterak nezáviśı na volbě uživatelsky volitelného parametru c, pokud jeho hodnotu voĺıme
v nějakém smysluplném intervalu (např. podle toho, v jakých hodnotách je jej rozumné
volit pro systémy ř́ızené pomoćı MPC-N a deľśım horizontu).

Dı́ky tomuto faktu je možné numerickými simulacemi sledovat, jak prob́ıhá generováńı
akčńıho zásahu a př́ıpadně tak zjistit, zda neńı možné zp̊usob generováńı akčńıho zásahu
podle MPC-T2G s relaxovaným kritériem J ′ nějak vhodně vyjádřit popř. aproximovat.
Ukazuje se, že generováńı akčńıho zásahu pro PMSM ř́ızeného MPC-T2G s relaxovaným
kritériem J ′ prob́ıhá ve třech r̊uzných scénář́ıch, které lze charakterizovat následovně:

a) Ve scénáři A docháźı k tomu, že stavové omezeńı PMSM nemá žádný efekt na
řešeńı př́ıslušného optimalizačńıho problému (minimalizace relaxovaného kritéria J ′

s ohledem na systém a omezeńı). V takovém př́ıpadě docháźı vždy k aplikaci akčńıho
zásahu v podobě vektoru vstupńıho napět́ı s maximálńı možnou velikost́ı.

b) Ve scénáři B je již nutné brát stavové omezeńı na zřetel. V takovém př́ıpadě pro
optimálńı akčńı zásah plat́ı, že přivede stav PMSM na toto omezeńı.

c) Ve scénáři C již je potřeba vybrat takový vektor vstupńıho napět́ı, jenž umožńı
PMSM zpomalovat tak, aby co možná nejrychleji a nejpřesněji dorazil do refe-
renčńıho stavu.

Pro přibĺıžeńı jsou scénáře A-C v prostoru vstupńıho napět́ı ilustrovány na obr. 6.2. Jak
je z obr. 6.2 dále patrné, v prostoru vstupńıho napět́ı lež́ı optimálńı akčńı zásah na jedné ze
tř́ı možných křivek, které jsou dány t́ım, do jakého stavu na nich lež́ıćı akčńı zásah PMSM
přivede - křivka A (na napět’ové omezeńı), křivka B (na stavovém omezeńı) a křivka C (na
křivku, kde moment a rychlost lež́ı na přeṕınaćı křivce (5.6) T2G funkce (5.10)). To jinými
slovy znamená, že by optimalizačńı proces mohl být redukován z hledáńı optimálńıho
akčńıho zásahu minimalizuj́ıćı relaxované kritérium (6.2) přes celou 2D doménu danou
napět’ovým omezeńım (3.15b) na pouhé hledáńı akčńıho zásahu podél odpov́ıdaj́ıćı křivky.
Dı́ky dominantńımu postaveńı T2G funkce v relaxovaném kritériu by pak nav́ıc mohlo
stačit vyhodnocovat mı́sto celého kritéria pouze odpov́ıdaj́ıćı větev T2G funkce (5.10).

Pro daľśı postup tak bude kĺıčové nějak vyjádřit tvar jednotlivých křivek ve scénář́ıch.
K tomu využijeme následuj́ıćı aproximativńı diskretizovaný model PMSM s předpokladem
Ld ≈ Lq źıskaný ze stavového modelu PMSM (3.7)

id,k+1 =

(
1− RsTs

Ld

)
id,k +

LqTs
Ld

iq,kωk +
Ts
Ld
ud,k = C1,k + C2,kud,k, (6.3a)

iq,k+1 =
(

1− RsTs
Lq

)
iq,k −

ΨPMTs
Lq

ωk −
LdTs
Lq

id,kωk +
Ts
Lq
uq,k = C3,k + C4,kuq,k, (6.3b)

ωk+1 = ωk +
kpp

2
pΨPMTs

J
iq,k −

ppTs
J

TL,k +
kpp

2
pΨPMT

2
s

2JLq
(−Rsiq,k −ΨPMωk − Ldid,kωk)

+
kpp

2
pΨPMT

2
s

2JLq
uq,k = C5,k + C6,kuq,k (6.3c)

ϑk+1 = ϑk + Tsωk, (6.3d)

TL,k+1 = TL,k, (6.3e)

Te,k+1 = kpppΨPM iq,k+1 = kpppΨPM (C3,k + C4,kuq,k) = C7,k + C8,kuq,k, (6.3f)
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(a) Scénář A (b) Scénář B (c) Scénář C

Obrázek 6.2: Optimalizačńı scénáře pro ωk < ωr: punt́ık znač́ı optimálńı akčńı zásah
a barvy indikuj́ı, do jaké části T2G funkce (5.10) přivede MPC-T2G s relaxovaným
kritériem J ′ stav PMSM (červená - (5.10a), zelená - (5.10b), žlutá - (5.10c) a šedá -
(5.10e)).

kde zavedeńı na aktuálńım stavu závislých parametr̊u C1,...,8 pomůže následně vyjádřit
zřetelněji podobu jednotlivých křivek. Zmiňme, že uvažováńı přesněǰśıho modelu PMSM
by ve výsledku vedlo k výpočetně složitěǰśımu odvozeńı křivek (např. pro jejich určeńı
by bylo třeba řešit, mı́sto kvadratických, kvartické rovnice apod.), což by se neprodleně
odrazilo i na př́ılǐs velké výpočetńı složitosti výsledného CCS-MPC algoritmu.

S ohledem na volbu modelu (6.3) můžeme scénáře A-C a odpov́ıdaj́ıćı křivky A-C
formulovat jako:

a) Ve scénáři A hledáme optimálńı akčńı zásah na křivce A. Tu lze jednoduše vyjádřit
z napět’ového omezeńı PMSM (3.15b) jako

A: uq,k − s
√
U2

max − u2
d,k = 0,

kde parametr s ∈ {−1, 1} rozhoduje o znaménku optimálńıho akčńıho zásahu na
základě aktuálńı a požadované úhlové rychlosti jako

s = sgn− (ωk − ω∗) ,
{

+1, pokud ωk − ω∗ ≤ 0,

−1, pokud ωk − ω∗ > 0.

Korektńı postup źıskáńı optimálńıho akčńıho zásahu v tomto scénáři by byl, jak
jsme nast́ınili dř́ıve, hledat optimálńı bod podél křivky A pro odpov́ıdaj́ıćı část
T2G funkce (5.10); nicméně z d̊uvodu zjednodušeńı a co možná nejrychleǰśıho gene-
rováńı optimálńıho akčńıho zásahu zde předpokládejme akčńı zásah ve formě vektoru
vstupńıho napět́ı s maximálńı složkou v ose q, tj. jako u∗k = [0, s · Umax]T .

b) Ve scénáři B hledáme optimálńı akčńı zásah mezi takovými akčńımi zásahy, které
přivedou v daľśım časovém kroku stav PMSM na stavové omezeńı, tj. mezi akčńımi
zásahy lež́ıćımi na křivce B, již lze vyjádřit ze stavového (proudového) omezeńı
(3.15a) na základě aproximativńıho modelu (6.3) jako

B: uq,k −
1

C4,k

(
s

√
− (C2,kud,k + C1,k)

2 + I2
max − C3,k

)
= 0.
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Při hledáńı samotného optimálńıho akčńıho zásahu podél křivky B na odpov́ıdaj́ıćı
části T2G funkce (5.10), což je větev T2G funkce (5.10b) nebo (5.10d) v závislosti
na pozici aktuálńı a referenčńı úhlové rychlosti, lze pak s výhodou využ́ıt znalosti,
že na omezeńı plat́ı Te,k+1 = T e,k+1. To zp̊usob́ı, že se určité členy v odpov́ıdaj́ıćı
větvi T2G funkce (5.10b) nebo (5.10d) pokrát́ı. Potom pro optimálńı akčńı zásah
u∗d muśı platit

∂

∂ud,k

∣∣∣∣∣
ud,k=u∗d,k

(
Te,k+1

2K1

+ s
ω∗ − ωk+1

K2Te,k+1

)
= 0. (6.4)

Pro upřesněńı připomeňme, že ve vztahu (6.4) je napět́ı ud skutečně jedinou
proměnou, nebot’ dosazujeme za napět́ı uq ve vztaźıch pro predikci elektrického mo-
mentu a úhlové rychlosti z aproximativńıho modelu (6.3) křivku B. Rovnice (6.4) tak
představuje polynomiálńı rovnici vysokého řádu, jej́ıž analytické řešeńı je s ohledem
na požadavek co možná nejmenš́ı výpočetńı náročnosti př́ılǐs komplikované. Naštěst́ı
tvar T2G funkce garantuje, že tento polynom bude mı́t pouze jeden kořen v intervalu
možných akčńıch zásah̊u ud a z tohoto d̊uvodu může být pro vlastńı řešeńı rovnice
(6.4) využit jednoduchý numerický algoritmus jako např. metoda p̊uleńı intervalu
(bisekce) [9, 58].

c) Ve scénáři C hledáme optimálńı akčńı zásah mezi zásahy, které dovedou stav PMSM
na přeṕınaćı křivku, tj. lež́ı na křivce C. Křivku C lze źıskat dosazeńım odpov́ıdaj́ıćıch
stav̊u z aproximativńıho modelu (6.3) do přeṕınaćı křivky T2G funkce (5.6) jako

C: uq,k ±

√√√√ K1

K2C2
8,k

(
2 (C5,k − ω∗)

s′
− 2C6,kC7,k

C8s′
+
K1C2

6,k

K2C2
8,k

)

+
C7,k

C8,k

− K1C6,k

K2C2
8,ks

′ = 0,

kde znaménková funkce s′ je dána jako

s′ = sgn(C7,k + C8,kuq,k). (6.5)

Hledáńı optimálńıho akčńıho zásahu podél křivky C na odpov́ıdaj́ıćıch větv́ıch T2G
funkce neńı nutné, jelikož, jak je vidět ze vztahu pro křivku C, napět́ı uq je konstanta
nezávislá na napět́ı ud. V takovém př́ıpadě je přirozenou volbou optimálńıho napět́ı
u∗d = 0. Problémem však je, jak vlastně určit hodnotu znaménkové funkce (6.5), ne-
bot’ tato funkce záviśı právě na napět́ı uq. Rovněž je nutné nějak stanovit znaménko
před odmocninou ve vztahu pro křivku C. Vše dohromady nám dává celkem čtyři
možné kandidáty optimálńıho akčńıho zásahu. Jako optimálńı vstupńı napět́ı u∗q ze
zmı́něných čtyř tak budeme volit takové, jež společně s nulovým napět́ım u∗d mini-
malizuje relaxované kritérium (6.2).

Vı́me-li, jak se chovat v rámci jednotlivých scénář̊u A-C, je ještě nutné určit, jak
poznat, jaký konkrétńı scénář má být právě aplikován čili jakým zp̊usobem přeṕınat mezi
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scénáři. Jak je možné vidět na obr. 6.2, kĺıčové pro toto přeṕınáńı je sledovat pozici
extrému křivky B, tj. umax

q vyjádřitelného jako

umax
q,k =

1

C4,k

(sImax − C3,k) , (6.6)

v̊uči ostatńım křivkám. Pokud pro tento extrém bude platit, že umax
q 6∈ 〈−Umax, Umax〉,

lze předpokládat, že optimálńı akčńı zásah lež́ı na křivce A, a je tud́ıž aplikován scénář
A. Pokud je křivka C v závislosti na znaménku s pod nebo nad extrémem umax

q , znamená
to, že je již možné přivést vhodným akčńım zásahem PMSM stav na přeṕınaćı křivku, tj.
docháźı k aplikaci scénáře C. Ve všech ostatńıch př́ıpadech se drž́ıme scénáře B.

Konkrétńı podobu právě představeného efektivńıho CCS-MPC algoritmu založeném
na MPC-T2G (CCS-MPC-T2G) vystihuje v pseudokódu vyjádřený algoritmus 1.

Algoritmus 1 Navržený efektivńı CCS-MPC-T2G algoritmus.
vstup stav PMSM xk
výstup optimálńı akčńı zásah u∗k
1: spoč́ıtej C(1,...,8),k, urči C, prepinaci krivka ← false,

s← sgn−(ωk − ω∗)
2: pokud (C ≤ (6.6) a C2 ≤ U2

max a s = 1) nebo (C > (6.6) a C2 ≤ U2
max a s = −1) potom

3: prepinaci krivka ← true
4: jinak
5: prepinaci krivka ← false
6: konec pokud
7: pokud prepinaci krivka = false potom
8: pokud s×(6.6)< Umax potom
9: u∗d,k ← bisekce rovnice (6.4)

10: u∗q,k ← B

11: u∗k =
[
u∗d,k, u

∗
q,k

]T
12: jinak
13: u∗k = [0, sUmax]T

14: konec pokud
15: jinak
16: u∗d,k ← 0

17: u∗q,k ← C

18: u∗k =
[
u∗d,k, u

∗
q,k

]T
19: konec pokud
20: vrat’ u∗k

6.4 Experimenty

Proved’me nyńı s navrženými efektivńımi MPC algoritmy pro ř́ızeńı PMSM založenými na
principech MPC-T2G několik experiment̊u, abychom se bĺıže přesvědčili o jejich kvalitě
a možnostech praktického využit́ı. K tomu opět předpokládejme, že řeš́ıme problém 3 de-
finovaný v rámci kapitoly 5, tj. požadujeme, aby PMSM s parametry uvedenými v tabulce
5.3 dosáhl referenčńı rychlosti ωr = 100 rad · s−1.

6.4.1 Numerické experimenty

Pro následuj́ıćı experimenty využijme opět stejné výpočetńı prostřed́ı i hardware jako
v př́ıpadě kapitoly 5.
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V prvńım experimentu porovnejme př́ımo FCS-MPC a CCS-MPC verzi MPC-T2G. Na
obr. 6.3 jsou zobrazeny časové pr̊uběhy těchto numericky efektivńıch př́ıstup̊u. Uživatelsky
volitelný parametr byl pro experiment volen jako c = 1 · 10−4. Jak však v́ıme, pro
uvažované rozmeźı uživatelsky volitelných parametr̊u je CCS-MPC-T2G verze k laděńı
imunńı. Abychom však opět demonstrovali rozd́ıl CCS-MPC-T2G oproti p̊uvodńımu ne-
efektivńımu MPC-T2G i s pro experiment zvoleným uživatelsky volitelným parametrem
(připomeňme, že největš́ı možný rozd́ıl byl demonstrován na obr. 6.1), je na obr. 6.3
ukázán i časový pr̊uběh PMSM ř́ızeného MPC-T2G s odpov́ıdaj́ıćım laděńım.

(a) Moment a rychlost (b) Splněńı omezeńı

Obrázek 6.3: Vybrané časové pr̊uběhy PMSM ř́ızeného navrženým efektivńım FCS-MPC-
T2G a CCS-MPC-T2G a p̊uvodńım MPC-T2G.

Z obr. 6.3 je tak ihned patrná menš́ı efektivita FCS-MPC-T2G př́ıstupu, která však
plat́ı pro všechny FCS-MPC př́ıstupy globálně, a tud́ıž ji šlo předpokládat. Pr̊uměrný
čas výpočtu optimálńıho akčńıho zásahu FCS-MPC-T2G v jednom časovém kroku ∅t
činil 1.7601 · 10−4 s, pro CCS-MPC-T2G byl pr̊uměrný čas výpočtu ∅t dokonce o něco
menš́ı a to 1.3043 · 10−4 s. Oba př́ıstupy tak z výpočetńıho hlediska můžeme považovat za
nenáročné a jsou tak vhodnými kandidáty pro praktické využit́ı.

V rámci druhého experimentu se zaměřme na to, jak velkou kvalitu z r̊uzných hle-
disek ztrat́ıme nebo źıskáme, upřednostńıme-li CCS-MPC-T2G před MPC-N s r̊uzně
dlouhým prediktivńım horizontem, potažmo před MPC-T2G. Jelikož lze předpokládat,
že CCS-MPC-T2G se bude držet v bodě s malým ST, jak bylo ostatně zmı́něno při re-
laxaci kritéria MPC-T2G před vlastńım návrhem CCS-MPC-T2G, nalad’me uživatelsky
volitelný parametr c u ostatńıch zkoumaných algoritmů tak, aby pro něj PMSM dosáhl
v tomto naladěńı minimálńıho ST. Časový vývoj takových MPC algoritmů ilustruje obr.
6.4. Kvalitu pak můžeme odeč́ıst z tabulky 6.1.
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(a) Moment a rychlost (b) Splněńı omezeńı

Obrázek 6.4: Vybrané časové pr̊uběhy PMSM ř́ızeného navrženým efektivńım CCS-MPC-
T2G, vybranými MPC-N a p̊uvodńım MPC-T2G.

Algoritmus MPC-1 MPC-10 MPC-T2G CCS-MPC-T2G
∅t/s 0.0291 0.5080 0.0451 1.3043 · 10−4∑
|ω − ωr| 4.2492 · 104 4.2193 · 104 4.2210 · 104 4.2236 · 104∑
(i2d + i2q) 3.3700 · 105 3.3257 · 105 3.3236 · 105 3.3321 · 105

ST0.1%/s 0.04420 0.04220 0.04220 0.04225

Tabulka 6.1: Kvalitativńı porovnáńı mezi CCS-MPC-T2G, vybranými MPC-N
a p̊uvodńım MPC-T2G.

Předevš́ım z tabulky 6.1 je patrné, že byt’ MPC-N o deľśım horizontu, popř. MPC-T2G,
poskytuje o něco rychleǰśı čas náběhu při menš́ı celkové odchylce a Jouleových ztrátách,
je to zejména čas výpočtu, kde si z logických d̊uvod̊u vede CCS-MPC-T2G o mnoho
lépe, než MPC-N i už tak jeho nároky značně zmenšuj́ıćı MPC-T2G. V př́ıpadě, že
nás tedy zaj́ımá při ř́ızeńı PMSM obdržeńı minimálńıho ST při minimálńıch ztrátách,
což se d́ıky bĺızkosti L0 a L1 normy prakticky rovná podmı́nce minimálńı celkové od-
chylky penalizované L1 normou a minimálńım Jouleovým ztrátám, představuje algorit-
mus CCS-MPC-T2G zaj́ımavou reálně implementovatelnou možnost, jak k tomuto řešeńı
přistoupit. Nuance mezi CCS-MPC-T2G a MPC-N o deľśım horizontu, potažmo mezi
CCS-MPC-T2G a MPC-T2G, jsou zp̊usobeny samozřejmě značnou aproximaćı, která byla
pro odvozeńı algoritmu CCS-MPC-T2G využita.

Ve třet́ım experimentu porovnejme CCS-MPC-T2G s alternativńımi CCS-MPC
př́ıstupy uvedenými v literatuře jako např. [69, 85] označenými dále jako Preindl2015
a Šmı́dl2018. Připomeňme však, že je toto porovnáńı nutné brát s rezervou. Alternativńı
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př́ıstupy jsou ve většině př́ıpad̊u založené na L2 normě ve ztrátové funkci MPC kritéria
a maj́ı tak jiné předpoklady. Sṕı̌se než o konkrétńı hodnoty nám jde zde tak o to poukázat
na konkrétńı trendy r̊uzných CCS-MPC př́ıstup̊u. Na obr. 6.5 je zachyceno porovnáńı
CCS-MPC-T2G s Preindl2015 a Šmı́dl2018, které byly naladěné tak, aby poskytly, stejně
jako CCS-MPC-T2G, co možná nejmenš́ı ST.

Z obr. 6.5 je patrné, že oba alternativńı př́ıstupy maj́ı problém s prudkým brzděńım
PMSM, které CCS-MPC-T2G využ́ıvá k tomu, aby co nejrychleji a nejpřesněji dosáhl
požadovaných otáček. Preindl2015 dokonce vykazuje mı́rný překmit. Asi největš́ı rozd́ıl
na hrubé aproximaci založeného CCS-MPC-T2G od ostatńıch zde diskutovaných př́ıstup̊u
(nejen alternativńıch CCS-MPC př́ıstup̊u) se pak projevuje hlavně v odlǐsném pr̊uběhu
proud̊u. Při porušeńı podmı́nky Ld = Lq totiž docháźı k tomu, že ostatńı př́ıstupy negene-
ruj́ı zpočátku napět́ı tak, jak to aproximativně navrhuje scénář A, a to přidat maximálńı
napět́ı do osy q. Přesto je algoritmus CCS-MPC-T2G úspěšný, nebot’ si d́ıky akčńım
zásah̊um v podobě větš́ıho vstupńıho napět́ı dokáže pomoci právě razantněǰśım brzděńım
před nájezdem do požadované úhlové rychlosti (toto chováńı lze přisoudit scénáři C)
a adekvátně zmenšovat proud v ose d (d́ıky scénáři B).

Ostatńı ukazatele kvality uvedené v tabulce 6.2 je nutné brát, jak bylo nast́ıněno
výše, s rezervou. Asi nejd̊uležitěǰśım ukazatelem v tabulce 6.2 je tak určitě pr̊uměrný čas
výpočtu ∅t, který se u všech v tabulce zmı́něných CCS-MPC př́ıstup̊u př́ılǐs nelǐśı, což uka-
zuje, že CCS-MPC-T2G má potenciál být implementován v reálném prostřed́ı. Zmiňme
také, že nezanedbatelnou vlastnost́ı CCS-MPC-T2G oproti alternativńım CCS-MPC
př́ıstup̊um je, že zde neńı žádný uživatelsky volitelný parametr. Př́ıpadný uživatel
tak dostává do rukou algoritmus, který mu zajist́ı relativně rychlý nájezd PMSM na
požadované otáčky za relativně malých Jouleových ztrát bez nutnosti daľśıho laděńı.

Algoritmus Preindl2015 Šmı́dl2018 CCS-MPC-T2G
∅t/s 1.2241 · 10−4 1.5139 · 10−4 1.3043 · 10−4∑
|ω − ωr| 4.2349 · 104 4.2274 · 104 4.2236 · 104∑
(i2d + i2q) 3.3621 · 105 3.3193 · 105 3.3321 · 105

ST0.1%/s 0.04900 0.04390 0.04225

Tabulka 6.2: Kvalitativńı porovnáńı mezi CCS-MPC-T2G, Preindl2015 a Šmı́dl2018.

6.4.2 Experiment s reálným strojem

Po potvrzeńı vhodnosti využit́ı CCS-MPC-T2G pro praktické aplikace prostřednictv́ım
numerických simulaćı byl CCS-MPC-T2G testován na fyzickém PMSM předevš́ım jako
demonstrace toho, že jeho výpočetńı nároky skutečně dovoluj́ı nasazeńı tohoto algoritmu
v reálných podmı́nkách. K demonstraci byl použit laboratorńı prototyp PMSM jmeno-
vitého výkonu 10.7 [kW ] s parametry odpov́ıdaj́ıćımi parametr̊um v tabulce 5.3. Algorit-
mus CCS-MPC-T2G byl implementován na signálovém procesoru Texas Instruments R©
TMS320F28335. Laboratorńı vybaveńı je ilustrováno na obr. 6.6.

Pro účely názorné demonstrace byl ćıl ř́ızeńı laboratorńıho PMSM ještě rozš́ı̌ren
i o nájezd na reverzńı referenčńı úhlovou rychlost (ωr = −100 rad · s−1). Kompletńı
výsledek experimentu si je možné prohlédnout ve formě záznamu z osciloskopu na obr. 6.7.
Názorně tak vid́ıme, že navržený efektivńı CCS-MPC-T2G algoritmus může být skutečně
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(a) Moment a rychlost (b) Splněńı omezeńı

(c) Proudy (d) Vstupńı napět́ı

Obrázek 6.5: Vybrané časové pr̊uběhy PMSM ř́ızeného navrženým efektivńım CCS-MPC-
T2G a alternativńımi efektivńımi CCS-MPC př́ıstupy Preindl2015 a Šmı́dl2018.
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Obrázek 6.6: Laboratorńı prototyp PMSM jmenovitého výkonu 10.7 [kW ] (levý stroj)
mechanicky spojený s indukčńım strojem o jmenovitém výkonu 14.5 [kW ], který je možné
využ́ıt pro simulaci zat́ıžeńı (pravý stroj).

nasazen v reálném prostřed́ı, kde dokáže kvalitě kompenzovat př́ıpadné nepřesnosti v od-
hadu stavu d́ıky svému p̊uvodu v MPC. Zmiňme, že výpočetńı čas na použitém hardwaru
činil 12.8µs a to včetně sběru a zpracováńı (filtrace) dat.

6.5 Shrnut́ı

V kapitole 6 byla věnována pozornost návrhu MPC pro PMSM. Ukázali jsme, že MPC
představuje zaj́ımavou alternativu ke klasickým př́ıstup̊um ř́ızeńı tohoto druhu elektro-
motoru, jej́ıž výhody lze spatřit předevš́ım v jasně interpretovatelném ćıli ř́ızeńı a redukci
nárok̊u na uživatele kladených ve formě menš́ıho počtu uživatelsky volitelných parametr̊u,
jež je nutné ladit. Ačkoliv se tak zdá MPC př́ıstup jako výborný kandidát pro regulaci
PMSM, existuje zde jedna velká překážka, se kterou se je nutné nějak vypořádat, a to
nutnost uvažovat malé periody vzorkováńı.

V kapitole 6 bylo k návrhu MPC pro PMSM s výhodou využito poznatk̊u kapi-
toly 5, jež se zabývala návrhem terminálńı ztrátové funkce pro systémy s D-I dynami-
kou umožňuj́ıćı dodat některé zaj́ımavé vlastnosti MPC s dlouhým horizontem do MPC
kritéria s velmi krátkým prediktivńım horizontem. Značná výpočetńı úspora, která d́ıky
navrženému MPC-T2G př́ıstupu vznikla, sĺıbila zaj́ımavé výsledky i v př́ıpadě nasazeńı
obdobného př́ıstupu na problém ř́ızeńı PMSM, tedy systému s nelineárńı dynamikou, jehož
část ale lze, jak bylo diskutováno v kapitolách předešlých, aproximovat D-I dynamikou.

Ačkoliv MPC-T2G s sebou přineslo značnou výpočetńı úsporu, pro návrh MPC
pro PMSM použitelného v praxi bylo přece jen nutné výpočetńı nároky ještě sńıžit.
K tomu bylo přistoupeno dvěma zp̊usoby - bud’ diskretizaćı domény akčńıch zásah̊u při
uvažováńı VSI pro generováńı konečné množiny akčńıch zásah̊u, z ńıž je optimálńı akčńı
zásah vyb́ırán dle MPC-T2G kritéria, tj. FCS-MPC př́ıstup, nebo návrhem efektivńıho
CCS-MPC algoritmu na základě relaxace MPC-T2G kritéria a sledováńım scénář̊u, které
se při generováńı akčńıho zásah̊u podle tohoto relaxovaného kritéria pravidelně stř́ıdaj́ı.
Předevš́ım návrh efektivńıch CCS-MPC př́ıstup̊u představuje, jak bylo naznačeno, velmi
aktuálńı směr ve vývoji MPC algoritmů pro ř́ızeńı PMSM. Výsledný CCS-MPC-T2G algo-
ritmus byl proto srovnán s CCS-MPC př́ıstupy ř́ızeńı PMSM vystavenými na jiných prin-
cipech, aby se ukázalo, že je skutečně jejich zaj́ımavou alternativou. Mezi největš́ı výhody
CCS-MPC-T2G algoritmu lze zařadit jeho jednoduchost. Př́ıpadný uživatel s ńım dostává
do rukou jednoduše implementovatelný algoritmus bez nutnosti laděńı daľśıch uživatelsky
volitelných parametr̊u, jenž mu zajist́ı rychlý a přesný nájezd PMSM na požadované
otáčky při relativně malých Jouleových ztrátách.
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Aplikaćı navrženého CCS-MPC-T2G na laboratorńım PMSM v reálných podmı́nkách
se podařilo naplnit i posledńı část druhého ćıle této disertačńı práce. Druhý ćıl disertačńı
práce spoč́ıvaj́ıćı v návrhu efektivńıho MPC použitelného v praktických aplikaćıch lze tak
považovat za splněný.

82



Kapitola 6. Návrh efektivńıho prediktivńıho ř́ızeńı

Obrázek 6.7: Časový pr̊uběh laboratorńıho PMSM ř́ızeného navrženým CCS-MPC-T2G.
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Kapitola 7

Zobecněńı návrhu prediktivńıho
ř́ızeńı

Doposud byla uvažována u všech představených systémů s D-I dynamikou, pro něž jsme
se snažili navrhnout výpočetně nenáročné MPC, pouze symetrická omezeńı. Samotný
návrh terminálńı ztrátové funkce tak nativně předpokládal symetrická omezeńı, resp.
v ústředńım bodě návrhu terminálńı ztrátové funkce MPC kritéria reprezentovaného T2G
funkćı D-I systému byl uvažován pouze D-I systém (3.1) se symetrickými omezeńımi
(3.2). Pro některé úlohy však nemuśı být takový předpoklad dostatečný (např. rychlost
či zrychleńı voźıku jsou omezeny nesymetricky).

Následuj́ıćı kapitola se proto zabývá možnost́ı rozš́ı̌reńı stávaj́ıćıho návrhu terminálńı
ztrátové funkce MPC kritéria se ztrátovou funkćı založenou na L1 normě pro penalizaci
odchylky stavu odpov́ıdaj́ıćıho poloze D-I systému. V prvńı řadě je zde představena T2G
funkce D-I systému s nesymetrickými omezeńımi a dále je zde diskutován vliv jej́ıho
použit́ı v terminálńı ztrátové funkci. Možnosti předpokládat nesymetrická omezeńı je pak
s výhodou využito pro rozš́ı̌renou aproximaci nelineárńıho modelu PMSM, která posouvá
možnosti samotné regulace PMSM.

7.1 Time-to-go funkce dvojitého integrátoru pro ne-

symetrická omezeńı

Předpokládejme nyńı problém (5.5) s.t. (3.1) a omezeńı, která nyńı nově uvažujme jako

x1 ∈ 〈x1, x1〉, x1 ∈ R<0, x1 ∈ R>0, (7.1a)

x2 ∈ 〈x2, x2〉, x2, x2 ∈ R, x2 < x2, (7.1b)

u ∈ 〈u, u〉, u ∈ R<0, u ∈ R>0, (7.1c)

tj. hledejme T2G funkci tD-I′

f definovanou jako

tD-I′

f (x) = minT (7.2)

s.t. (3.1), (7.1),

Omezeńı (7.1) v paralele s jednoosým voźıkem tak představuj́ı situaci, kdy je možné brzdit
i zrychlovat na nějakém vymezeném intervalu, avšak s r̊uznou minimálńı (maximálńı)
hodnotou.
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V [Feh6] bylo demonstrováno analytické řešeńı výše uvedeného problému (7.2) stoj́ıćı
na obdobných principech jako odvozeńı T2G funkce pro omezeńı symetrická. V prvńı řadě
je třeba opět určit časově optimálńı trajektorii ř́ızeńı ve fázovém prostoru. Tu lze i v tomto
,,nesymetrickém př́ıpadě” charakterizovat jako typu bang-(off)-bang. Prvńım d̊uležitým
milńıkem pro stanoveńı časově optimálńı trajektorie ř́ızeńı je tak znovu stanoveńı přeṕınaćı
křivky, již lze vyjádřit pro uvažovaný nesymetrický př́ıpad omezeńı jako

S : x2 =

{
K2

2K1u

(
x2

1 − (xr
1)2)+ xr

2, pokud x1 ∈ 〈x1, x
r
1),

K2

2K1u

(
x2

1 − (xr
1)2)+ xr

2, pokud x1 ∈ 〈xr
1, x1〉.

Na tomto mı́stě se hod́ı též připomenout, že při uvažováńı libovolného konstantńıho
akčńıho zásahu uc ∈ R−{0} se uzavřený D-I systém ve fázovém prostoru pohybuje po pa-
rabolické křivce x2 = K2

2K1uc

(
x2

1 − x2
1,0

)
+x2,0. Přeṕınaćı křivka S tak opět zastupuje body

fázového prostoru, ze kterých je referenčńı stav př́ımo dosažitelný aplikaćı minimálńıho
nebo maximálńıho možného akčńıho zásahu.

Jak rovněž v́ıme z diskuze o časově optimálńı trajektorii D-I systému se symetrickými
omezeńımi, je dále nutné vytyčit oblast, kde je dostatečné uvažovat pouze bang-bang
ř́ızeńı. Pro uvažovaný nesymetrický př́ıpad lež́ı tato oblast mezi hraničńımi křivkami U1

a L1, jež zastupuj́ı hraničńı trajektorii směřuj́ıćı do pr̊uniku přeṕınaćı křivky a stavového
omezeńı a jsou dány jako

U1 : x2 =
K2

2K1u

(
x2

1 − (xr
1)2)− K2

2K1u

(
x2

1 − x2
1

)
+ xr

2,

L1 : x2 =
K2

2K1u

(
x2

1 − (xr
1)2)− K2

2K1u

(
x2

1 − x2
1

)
+ xr

2.

Připomeňme, že pokud lež́ı aktuálńı stav D-I systému nad přeṕınaćı křivkou S a pod
hraničńı křivkou U1, potom časově optimálńı strategie ř́ızeńı spoč́ıvá v přepnut́ı mezi
minimálńım a maximálńım možným akčńım zásahem při dosažeńı přeṕınaćı křivky (u→
u). Pokud naopak lež́ı aktuálńı akčńı zásah pod přeṕınaćı křivkou S a nad hraničńı křivkou
L1, lze časově optimálńı strategii vyjádřit jako u→ u.

Pro zbylou množinu stav̊u D-I systému, ze kterých je možné doj́ıt při splněńı nesyme-
trických omezeńı (7.1) do referenčńıho stavu, plat́ı, že v nich časově optimálńı strategii
ř́ızeńı představuje bang-off-bang strategie. Tato množina stav̊u je shora a zdola vytyčena
hraničńımi křivkami U2 a L2, jež je možné vyjádřit jako

U2 : x2 =

{
x2, pokud x1 ∈ 〈x1, 0).
K2

2K1u
x2

1 + x2, pokud x1 ∈ 〈0, x1〉,

L2 : x2 =

{
K2

2K1u
x2

1 + x2, pokud x1 ∈ 〈x1, 0),

x2, pokud x1 ∈ 〈0, x1〉.

Pokud tak lež́ı aktuálńı stav D-I systému nad přeṕınaćı křivkou S, nad hraničńı křivkou
U1 a pod hraničńı křivkou U2, spoč́ıvá časově optimálńı strategie ř́ızeńı v přepnut́ı mezi
minimálńım možným a nulovým akčńım zásahem na stavovém omezeńı x1 a mezi nulovým
a maximálně možným akčńım zásahem na přeṕınaćı křivce (u → 0 → u). Pokud lež́ı
aktuálńı stav D-I systému pod přeṕınaćı křivkou S, pod hraničńı křivkou L1 a nad hraničńı
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křivkou L2, představuje naopak časově optimálńı strategii u→ 0→ u s nulovým akčńım
zásahem drženým na stavovém omezeńı x1.

Kompletńı časově optimálńı strategie ř́ızeńı D-I systému s nesymetrickými omezeńımi
(7.1) je pak ve fázovém prostoru vyjádřitelná jako

u∗t =


u, pokud (x1 ∈ (x1, x1〉 ∧ x2 > S) ∨ (x1 ∈ (xr

1, x1〉 ∧ x2 = S) ,

0, pokud (x1 = x1 ∧ x2 6= S) ∨ (x1 = x1 ∧ x2 6= S) ∨ x = xr,

u, pokud (x1 ∈ 〈x1, x1) ∧ x2 < S) ∨ (x1 ∈ 〈x1, x
r
1) ∧ x2 = S) ,

přičemž muśı platit podmı́nka L2 ≤ x2 ≤ U2. Právě uvedenou strategii ř́ızeńı a to, jak se
konkrétně projevuje postupné opouštěńı předpokladu symetrie u jednotlivých omezeńı, si
je možné pro ilustraci prohlédnout na obr. 7.1.

Je-li k dispozici př́ıslušná časově optimálńı strategie ř́ızeńı, můžeme přikročit k určeńı
samotné T2G funkce, již źıskáme výpočtem čas̊u přepnut́ı. Výsledný čas pak bude dán,
stejně jako v symetrickém př́ıpadě, součtem těchto čas̊u přepnut́ı. Pro jednotlivé strategie
ř́ızeńı tak źıskáváme následuj́ıćı časy

u→ u : t
(1)
f =

xr
1u− x1u+ (u− u)

√
K2ux21−K2u(xr1)

2
+2K1uu(xr2−x2)

K2(u−u)

K1uu
,

u→ u : t
(2)
f =

xr
1u− x1u+ (u− u)

√
K2ux21−K2u(xr1)

2
+2K1uu(xr2−x2)

K2(u−u)

K1uu
,

u→ 0→ u : t
(3)
f =

x1 − x1

K1u
+
x2

1 − (xr
1)2

2K1ux1

+
xr

2 − x2

K2x1

− x2
1 − x2

1

2K1ux1

+
xr

1 − x1

K1u
,

u→ 0→ u : t
(4)
f =

x1 − x1

K1u
+
x2

1 − (xr
1)2

2K1ux1

+
xr

2 − x2

K2x1

− x2
1 − x2

1

2K1ux1

+
xr

1 − x1

K1u
.

Hledanou T2G funkci D-I systému s nesymetrickými omezeńımi (7.1) źıskáme d́ıky zna-
losti toho, kde ve fázovém prostoru aplikujeme jakou časově optimálńı strategii ř́ızeńı.
T2G funkci lze tedy vyjádřit jako

tD-I′

f (x) ,



t
(1)
f , pokud A ∧ x2 > S ∧ x2 ≤ U1 ∧ x2 ≤ U2,

t
(2)
f , pokud A ∧ x2 ≤ S ∧ x2 ≥ L1 ∧ x2 ≥ L2,

t
(3)
f , pokud A ∧ x2 > S ∧ x2 > U1 ∧ x2 ≤ U2,

t
(4)
f , pokud A ∧ x2 ≤ S ∧ x2 < L1 ∧ x2 ≥ L2,

p, jinak,

(7.4)

kde A zastupuje podmı́nku x1, x
r
1 ∈ 〈x1, x1〉∧x2, x

r
2 ∈ 〈x2, x2〉 a parametr p ∈ R>0 je opět

konstanta penalizuj́ıćı překročeńı omezeńı (předpokládejme dále opět tvrdá omezeńı, tj.
p =∞). Př́ıklady T2G funkce při postupném opuštěńı předpokladu symetrie jednotlivých
omezeńı si je možné prohlédnout na obr. 7.2.

Zmiňme, že T2G funkce (7.4) zcela určitě neńı ještě s to pokrýt všechny možné
požadavky, které na ni mohou být v praktických problémech kladeny. Jak uvid́ıme dále,
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(a)
[
−1
1

]
,

[
−∞
∞

]
,

[
−1
1

]
(b)

[
−1
1

]
,

[
1.5
3.5

]
,

[
−1
1

]

(c)
[
−0.5

1

]
,

[
1.5
3.5

]
,

[
−1
1

]
(d)

[
−0.5

1

]
,

[
1.5
3.5

]
,

[
−3
1

]

Obrázek 7.1: Časově optimálńı strategie ř́ızeńı D-I systému (K1 = K2 = 1) při nesymet-

rických omezeńıch (omezeńı uvedena v pořad́ı

[
x1

x1

]
,

[
x2

x2

]
,

[
u
u

]
).

někdy se může hodit např. předpokládat, že stav x2 D-I systému neńı nějak omezený, ale
na druhou stranu omezeńı akčńıho zásah může z nějakého d̊uvodu splňovat, že jeho dolńı
i horńı mez maj́ı stejné znaménko, tj. sgn(u) = sgn(u). V takovém př́ıpadě představuje
pro stavy, z nichž můžeme dosáhnout referenčńıho stavu, časově optimálńı strategii ř́ızeńı
bang-bang strategie u → u. T2G funkce (7.4) pak může být jednoduše rozš́ı̌rena do po-
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1

2

3

4

(a)
[
−1
1

]
,

[
−∞
∞

]
,

[
−1
1

]

1

2

3

(b)
[
−1
1

]
,

[
1.5
3.5

]
,

[
−1
1

]

1

2

3

4

(c)
[
−0.5

1

]
,

[
1.5
3.5

]
,

[
−1
1

]

1

2

3

(d)
[
−0.5

1

]
,

[
1.5
3.5

]
,

[
−3
1

]

Obrázek 7.2: T2G funkce D-I systému (K1 = K2 = 1, xr
1 = 0 a xr

2 = 2) při nesymetrických

omezeńıch (omezeńı uvedena v pořad́ı

[
x1

x1

]
,

[
x2

x2

]
,

[
u
u

]
).

doby

tD-I′

fe (x) ,



tD-I′

f (x) , pokud sgn(u) 6= sgn(u),

t
(5)
f , pokud u, u > 0 ∧ x1 ≤ x1 < xr

1 ≤ x1 ∧ xu2 ≤ xr
2 ≤ xu2 ,

t
(6)
f , pokud u, u > 0 ∧ x1 ≤ x1 < xr

1 ≤ x1 ∧ xu2 ≤ xr
2 ≤ xu2 ,

t
(7)
f , pokud u, u < 0 ∧ x1 ≤ xr

1 < x1 ≤ x1 ∧ xu2 ≤ xr
2 ≤ xu2 ,

t
(8)
f , pokud u, u < 0 ∧ x1 ≤ xr

1 < x1 ≤ x1 ∧ xu2 ≤ xr
2 ≤ xu2 ,

∞, jinak,

(7.5)
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kde časy t
(5−8)
f jsou dány jako

t
(5)
f =

−x1,s − x1

K1u
+
xr

1 + x1,s

K1u
, t

(6)
f =

x1,s − x1

K1u
+
xr

1 − x1,s

K1u
,

t
(7)
f =

−x1,s − x1

K1u
+
xr

1 + x1,s

K1u
, t

(8)
f =

x1,s − x1

K1u
+
xr

1 − x1,s

K1u

a kde hraničńı křivky pro stavy, z nichž je možné doj́ıt aplikaćı akčńıho zásahu do refe-
renčńıho stavu, lze vyjádřit jako

xu2 =
K2

2K1u

(
(xr

1)2 − x2
1

)
+ x2,

xu2 =
K2

2K1u

(
(xr

1)2 − x2
1

)
+ x2.

Důležitý stav (bod) ve fázovém prostoru, kde docháźı k přepnut́ı mezi minimálńım a ma-
ximálńım možným akčńım zásahem v časově optimálńı strategii pro sgn(u) = sgn(u) lze
vyjádřit jako

x1,s =



√√√√xr2−
K2(xr1)

2

2K1u
+
K2x21
2K1u

−x2
K2

2K1u
− K2

2K1u

, pokud xu2 ≤ xr
2 ≤ xu2 ,√√√√xr2−

K2(xr1)
2

2K1u
+
K2x21
2K1u

−x2
K2

2K1u
− K2

2K1u

, pokud xu2 ≤ xr
2 ≤ xu2 .

Př́ıklad rozš́ı̌rené T2G funkce 7.5 včetně vybrané časově optimálńı strategie je zobrazen
na obr. 7.3.

5

10

15

Obrázek 7.3: Rozš́ı̌rená T2G funkce D-I systému (K1 = K2 = 1, xr
1 = 0 a xr

2 = 2) při
omezeńıch x1 = −1, x1 = 1,u = 0.05 a u = 0.5 včetně vybrané časově optimálńı strategie
ř́ızeńı.
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7.2 Terminálńı ztrátová funkce při nesymetrických

omezeńıch

Je zřejmé, že v př́ıpadě nesymetrických omezeńı (stavových i akčńıho zásahu) D-I systému
muśı být v p̊uvodńı navržené terminálńı ztrátové funkci (5.4) pro MPC kritérium s L1
normou namı́sto p̊uvodńı T2G funkce (5.10) určené pro symetrická omezeńı aproximován
skutečný minimálńı čas tf , za který dosáhneme ćılového stavu, T2G funkćı (7.4) uvažuj́ıćı
omezeńı nesymetrická, popř., vyžaduje-li to řešená úloha návrhu MPC, nějakým jej́ım
možným rozš́ı̌reńım (jako např. T2G funkce (7.5)). Otázkou rovněž je, jak se postavit při
uvažováńı nesymetrických omezeńıch k ostatńım člen̊um v navržené terminálńı ztrátové
funkci (5.4). Předevš́ım u členu c · x1 reprezentuj́ıćıho dlouhohorizontové chováńı ztrát
jsme jasně předpokládali, že omezeńı stavu x1 budou symetrická.

Vzhledem k tomu, jaké úlohy jsou např́ıč textem práce řešeny, uvažujme dále v př́ıpadě
nesymetrických omezeńı následuj́ıćı úpravu terminálńı ztrátové funkce pro MPC kritérium
s L1 normou

lf (x) =
|x2 − xr

2|
2

· tf (x)

Ts
, (7.6)

kde skutečný minimálńı čas tf aproximativně nahrazujeme T2G funkćı určenou pro ne-
symetrická omezeńı. V př́ıpadě upravené terminálńı ztrátové funkce (7.6) tak využ́ıváme
již mnohokrát zmı́něné skutečnosti podložené numerickými simulacemi v podkapitole 5.3
a to, že při uvažováńı uživatelsky volitelného parametru c v racionálńım rozmeźı (např.
v rozmeźı volby tohoto parametru vedoućım na smysluplné řešeńı při ř́ızeńı systému po-
moćı MPC-N s dlouhým horizontem) je tento parametr malé č́ıslo. Uživatelsky volitelný
parametr c v terminálńı ztrátové funkci tak nemá př́ılǐs velký vliv na výslednou podobu
vývoje ř́ızeného systému pomoćı MPC-T2G.

7.3 Rozš́ı̌rená aproximace modelu synchronńıho mo-

toru s permanentńımi magnety

Ačkoliv jsme ukázali, že aproximace chováńı PMSM modelem D-I systému může být
užitečná, je nutné pamatovat na to, že se stále jedná o velmi hrubou aproximaci. To
se projev́ı předevš́ım tehdy, začneme-li od MPC-T2G vyžadovat specifičtěǰśı požadavky,
které klasické i alternativńı MPC př́ıstupy regulace PMSM běžně splňuj́ı.

Takovým požadavkem může být např. schopnost odbuzováńı (FW) PMSM [15, 68],
kdy po dosažeńı jmenovité úhlové rychlosti lze dosáhnout vyšš́ıch otáček adekvátńım
zeslabováńım magnetického toku permanentńıch magnet̊u (při zmenšeńı elektrického mo-
mentu). K tomu je nutné, aby tokotvorná složka v podobě proudu id byla nastavena tak,
aby měla zápornou hodnotu a potlačovala indukované napět́ı, přičemž je rovněž žádoućı,
aby momentotvorná složka představená proudem iq byla co možná největš́ı - k udržeńı co
možná největš́ıho elektrického momentu. V MPC př́ıstupech založených na [66] je k FW
přistoupeno právě určeńım optimálńıch křivek v prostoru proud̊u, po kterých by se měl
proud pohybovat.

Paralela PMSM a jednoduchého D-I systému nám však neumožňuje nic podobného
jako FW do MPC-T2G zakomponovat, nebot’ lineárńı struktura D-I modelu (3.1)
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přirozeně v sobě nic jako FW neskrývá. Aby se MPC-T2G přibĺıžilo obdobným kvalitám
jako u alternativńıch MPC př́ıstup̊u ř́ızeńı PMSM, byla v [Feh7] diskutována možnost
nahrazeńı stávaj́ıćı lineárńı aproximativńı struktury D-I modelu modelem s následuj́ıćı
afinńı strukturou

dx′1,t
dt

= D1,t +D2u
′
t, (7.7a)

dx′2,t
dt

= D3,t +D4x
′
1,t (7.7b)

s parametry D1, D2, D3, D4 ∈ R. Pokud budeme, stejně jako u paralely s D-I modelem,
předpokládat, že x′1 ≈ Te a x′2 ≈ ω, aproximativńı model s afinńı strukturou (7.7) nám
umožńı přesněji vystihnout právě vztah mezi elektrickým momentem a úhlovou rychlost́ı
PMSM. Obdobně jako v př́ıpadě paralely s D-I modelem určeme parametry rozš́ı̌reného
afinńıho modelu ze vztah̊u (3.7b) a (3.7f) a předpokladu Ld ≈ Lq jako

D1,t =
kpppΨPM

Lq
(−Rsiq,t −ΨPMωt − Ldid,tω) ,

D2 =
kpppΨPM

Lq
,

D3,t =
pp
J
TL,t,

D4 =
pp
J
.

Vid́ıme tak, že v tomto př́ıpadě se parametry aproximativńıho afinńıho modelu (7.7),
jmenovitě D1 a D3, měńı v čase. Parametr D1 nav́ıc v sobě zahrnuje právě indukované
napět́ı, které v paralele s jednoduchým D-I modelem (3.1) chybělo.

Pokud bychom dále sledovali dř́ıve uvedený postup, měli bychom na tomto mı́stě hledat
T2G funkci pro rozš́ı̌rený afinńı model (7.7), j́ıž bychom následně aproximovali skutečný
minimálńı čas ustáleńı PMSM v navržené terminálńı ztrátové funkci MPC kritéria s L1
normou. Pro jej́ı odvozeńı si však můžeme pomoci transformaćı rozš́ı̌reného afinńıho mo-
delu (7.7) do modelu D-I systému s lineárńı strukturou (3.1) v podobě

ut = u′t −
D1,t

D2
, x1,t = x′1,t −

D3,t

D4
, x2 = x′2,

K1 = D2, K2 = D4. (7.9)

Symetrická omezeńı D-I systému (3.2) se tak vlivem transformace (7.9) měńı na omezeńı
nesymetrická, tj.

x1,t ∈
〈
x1,t, x1,t

〉
a ut ∈ 〈ut, ut〉 ,

kde limitńı hodnoty jsou pro PMSM dány vztahy

x1,t = −T e,t + D3,t

D4
, x1,t = T e,t + D3,t

D4
,

ut = −
√
U2

max − u2
d,t + D1,t

D2
, ut =

√
U2

max − u2
d,t + D1,t

D2
. (7.10)

Jinými slovy - lze zde s výhodou využ́ıt T2G funkci D-I systému s nesymetrickými
omezeńımi (konkrétně rozš́ı̌renou T2G funkci (7.5), jelikož nelze předpokládat po celou
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dobu platnost podmı́nky
√
U2

max − u2
d ≥ |D1

D2
|). Názorně tak máme možnost sledovat, že

i v př́ıpadech ř́ızeńı komplikovaněǰśıch systémů s určitou část́ı, kterou lze popsat D-I dy-
namikou, a s ,,klasickými” symetrickými omezeńımi, se může T2G funkce D-I systému
s nesymetrickými omezeńımi hodit; např., jak jsme právě ukázali, při rozš́ı̌reńı aproxima-
tivńıho modelu.

Kompletńı MPC algoritmus založený na paralele PMSM a rozš́ı̌reného aproxima-
tivńıho modelu s afinńı strukturou (7.7) a rozš́ı̌rené T2G funkci (7.5) (MPC-T2G-EXT)
lze shrnout následuj́ıćımi kroky:

0. Inicializace - výpočet konstantńıch parametr̊u D2 a D4.

1. Źıskáńı aktuálńıho stavu PMSM v čase k, tj. xk.

2. Hledáńı optimálńıho akčńıho zásahu u∗k řešeńım optimalizačńıho problému

u∗k = arg min
uk

[
|ωk+1 − ωr|+ cωi

(
i2d,k+1 + i2q,k+1

)
+

(
|ωk+1 − ωr|

2

)
tD-I′

fe
(xk)

Ts

]
s.t. model PMSM (3.7) diskretizovaný vztahem (3.12) a omezeńı (3.15), kde para-
metry D1 a D3 určujeme v čase k a kde referenčńı stav T2G funkce je uvažován
vlivem transformace jako xr

1 = D3

D4
a xr

2 = ωr. Hraničńı hodnoty napět́ı v omezeńıch
(7.10) jsou též uvažovány pro čas k.

3. Aplikováńı akčńıho zásahu u∗k a čekáńı na daľśı okamžik vzorkováńı, kdy se opět
vraćıme k prvńımu kroku (k = k + 1).

7.4 Numerické experimenty

Testujme nyńı výše uvedené úvahy týkaj́ıćı se at’ už rozš́ı̌reńı terminálńı ztrátové funkce
pro úlohu návrhu MPC pro systém s D-I dynamikou při uvažováńı nesymetrických ome-
zeńı, a nebo využit́ı rozš́ı̌rené terminálńı ztrátové funkce při uvažováńı aproximačńıho
modelu u složitěǰśıho systému s D-I dynamikou jako je PMSM.

Nejprve uvažujme obdobný problém jako problém 1 řešený v kapitole 5, tj.
předpokládejme, že navrhujeme ř́ızeńı pro D-I systém (jednoosý voźık), jehož parametry,
až na omezeńı, jsou dány tabulkou 5.1 a kde ve ztrátové funkci kritéria (3.9) penalizujeme
odchylku od referenčńı polohy L1 normou (p = 1). Dále předpokládejme, že v počátečńı
fázi se snaž́ıme zastavit, stejně jako v problému 1, v poloze x∗2 = 7, ale v čase 20 s se náhle
rozmysĺıme a budeme požadovat zastaveńı v poloze x∗2 = −7 (o změně nev́ıme dopředu,
tj. nezapracováváme ji do vlastńı predikce; úloha sledováńı). V úloze rovněž uvažujeme,
že maximálńı př́ıpustná rychlost voźıku je v jednom směru větš́ı než ve druhém a že voźık
dokážeme zrychlit v jednom směru v́ıce (např. účinnost brzd vs. výkon motoru). Tato
nesymetrická omezeńı jsou dána jako: x1 = −0.5, x1 = 1, u = −1 a u = 0.5.

Na obr. 7.4 si je možné prohlédnout řešeńı problému ř́ızeńı jednoosého voźıku při
nesymetrických omezeńı a fixńım uživatelsky volitelném parametru c pomoćı MPC-N
o r̊uzné délce prediktivńıho horizontu a pomoćı MPC-T2G, kde byla p̊uvodńı terminálńı
ztrátová funkce v MPC-T2G kritériu (5.16) nahrazena terminálńı ztrátovou funkćı (7.6),
kde se čas určuje pomoćı T2G funkce (7.4) (na obr. 7.4 označena jako MPC-T2G-nesym.).
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Vid́ıme tak, že i v př́ıpadě rozš́ı̌rené terminálńı ztrátové funkce lze očekávat, jak bylo
ostatně ukázáno podrobněji v [Feh6], obdobné vlastnosti jako v př́ıpadě p̊uvodńı ter-
minálńı ztrátové funkce v MPC-T2G určené pro symetrické úlohy. I zde plat́ı, že výpočetńı
nároky oproti MPC-N s deľśımi prediktivńımi horizonty jsou značně redukovány a že
MPC-1 s navrženou terminálńı ztrátovou funkćı dokáže v mnohých aspektech zastoupit
dlouhý prediktivńı horizont. Zmiňme rovněž, že v [Feh6] byl v podmı́nkách nesymetrických
omezeńı diskutován i hypotetický stejnosměrný motor jako daľśı zástupce tř́ıdy systémů
s D-I dynamikou.

Obrázek 7.4: Časový pr̊uběh systému jednoosého voźıku ř́ızeného pomoćı MPC-N a MPC-
T2G-nesym. pro fixńı uživatelsky volitelný parametr (c = 0.01).

Nyńı ale odložme jednoduché př́ıklady stranou a testujme navrženou rozš́ı̌renou apro-
ximaci PMSM, tj. testujme navržený algoritmus MPC-T2G-EXT řeš́ıćı reálný nedosta-
tek MPC-T2G plynoućı z nedostatečného aproximativńıho modelu. Na obr. 7.5 vid́ıme
odlǐsné chováńı PMSM odpov́ıdaj́ıćıho parametr̊um uvedeným v tabulce 5.3 (u FCS-MPC
pouze pro účely názorněǰśı demonstrace zmenšena perioda vzorkováńı na Ts = 20µs)
ř́ızeného pomoćı MPC-T2G a rozšǐruj́ıćıho MPC-T2G-EXT při nájezdu do referenčńı
úhlové rychlosti ωr = 750 rad · s−1 (vyšš́ı úhlová rychlost než jmenovitá). Ihned si tak
můžeme všimnout, že MPC-T2G po dosažeńı jmenovité rychlosti nedokáže pokračovat
v zrychlováńı, zat́ımco MPC-T2G-EXT d́ıky rozš́ı̌renému modelu umožňuj́ıćım FW (fun-
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guj́ıćım hlavně kv̊uli adekvátńımu přepočtu napět’ových omezeńı) požadované úhlové rych-
losti dosáhne a to jak v CCS-MPC režimu, tak i v FCS-MPC režimu. Jak dále vid́ıme,
v CCS-MPC režimu se rozš́ı̌rený navržený algoritmus MPC-T2G-EXT chová obdobně
jako alternativńı př́ıstup Preindl2015 (z [66]), jenž byl opět naladěn tak, aby dosahoval
zhruba stejný ST.

Jak bylo v textu práce mnohokrát zmı́něno, MPC př́ıstupy k ř́ızeńı PMSM založené
na [66] jsou v jádru navržené tak, aby sledovaly speciálńı křivky v prostoru proud̊u id,
iq vycházej́ıćı ze stacionárńıho chováńı. Jmenovitě se jedná o tzv. MTPA křivku (z angl.
Maximum Torque Per Ampere) udávaj́ıćı množinu bod̊u v prostoru proud̊u generuj́ıćı ma-
ximálńı možný elektrický moment s ohledem na proudové omezeńı (3.8a) danou vztahem
[66, 67]

id +
(Ld − Lq)

ΨPM

(i2d − i2q) = 0 (7.11)

a FW křivku, jež zastupuje množinu bod̊u v prostoru proud̊u, které v ustáleném stavu
splňuj́ı napět’ové omezeńı (3.8b), popsanou

(Rsid − Lqωriq)
2 + (Rsiq + ΨPMω

r + Ldidω
r)2 − U2

max = 0. (7.12)

U plné FW křivky (7.12) se pak v MPC př́ıstupech založených na [66] ještě obvykle
uvažuje Rs ≈ 0, č́ımž źıskáme FWRs≈0 křivku v podobě [66, 68, 85](

Lqiq
Ld

)2

+

(
id +

ΨPM

Ld

)2

−
(
Umax

ωrLd

)2

= 0. (7.13)

Můžeme tak př́ımo porovnat navržené rozš́ı̌rené MPC-T2G-EXT se základńım principem
hlavńıho proudu alternativńıch př́ıstup̊u.

Na obr. 7.6 je tak zobrazen právě pr̊uběh proud̊u odpov́ıdaj́ıćı výše popsané úloze
nájezdu PMSM ř́ızeného rozš́ı̌reným MPC-T2G-EXT nad jmenovitou úhlovou rychlost
- opět v CCS-MPC i FCS-MPC režimu. Vid́ıme tak, že pr̊uběh proud̊u skutečně od-
pov́ıdá optimálńım křivkám (7.11)-(7.13), aniž bychom je předt́ım nějak do vlastńıho
návrhu MPC-T2G-EXT nějak zakomponovali. Rovněž je na obr. 7.6 patrné splněńı prou-
dového (stavového) omezeńı (3.8a). Znovu také připomeňme, že, na rozd́ıl od alterna-
tivńıch př́ıstup̊u, se i v MPC-T2G-EXT objevuje nadále pouze jeden uživatelsky volitelný
parametr (c).

7.5 Shrnut́ı

Kapitola 7 se soustředila na možnost zobecněńı navrženého MPC pro tř́ıdu systémů s D-I
dynamikou. Toto zobecněńı se primárně týkalo opuštěńı předpokladu symetrických ome-
zeńı, jež byla doposud např́ıč praćı uvažována. V kapitole 7 bylo diskutováno, jak opuštěńı
předpokladu symetričnosti ovlivńı navržený MPC př́ıstup a jakým zp̊usobem je možné
tento návrh upravit tak, aby dokázal pracovat i s omezeńımi nesymetrickými.

Kromě schopnosti vyřešit hypotetické úlohy, kde se namı́sto symetrických omezeńı
začnou uvažovat ta nesymetrická, se zde naplno projevil význam tohoto zobecněńı i pro
velmi praktický problém FW u PMSM, kde rozš́ı̌reńım aproximativńıho modelu vztahu
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mezi elektrickým momentem a úhlovou rychlost́ı v kombinaci s terminálńı ztrátovou funkćı
MPC kritéria pracuj́ıćı s nesymetrickými omezeńımi jsme s to dosáhnout vyšš́ıch otáček
než jmenovitých.

Teoretické závěry byly podpořeny numerickými experimenty. V př́ıpadě praktického
problému ř́ızeńı PMSM do vyšš́ıch otáček než jmenovitých bylo zkoumáno navržené
rozš́ı̌rené MPC-T2G-EXT jak v CCS-MPC, tak i ve výpočetně nenáročném FCS-MPC
režimu a dále porovnáno s alternativńımi MPC př́ıstupy k ř́ızeńı PMSM. Ukázalo se, že
MPC-T2G-EXT dosahuje FW d́ıky rozš́ı̌renému aproximativńımu modelu, na rozd́ıl od
alternativńıch př́ıstup̊u, velmi přirozeným zp̊usobem právě pomoćı nesymetrických ome-
zeńı akčńıho zásahu a elektrického momentu. Postupy založené na MPC-T2G tak tvoř́ı
zaj́ımavou alternativu k dosavadńım MPC př́ıstup̊um k ř́ızeńı PMSM.

Třet́ı a zároveň posledńı ćıl práce týkaj́ıćı se zobecněńı návrhu prediktivńıho ř́ızeńı
pro nesymetrická omezeńı lze tak považovat za splněný.
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(a) CCS-MPC: moment a rychlost (b) FCS-MPC: moment a rychlost

(c) CCS-MPC: proudy (d) FCS-MPC: proudy

Obrázek 7.5: Časové pr̊uběhy PMSM ř́ızeného MPC-T2G a rozš́ı̌reným MPC-T2G-EXT
v CCS-MPC i FCS-MPC podobě (v CCS-MPC pro porovnáńı i Preindl2015).
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(a) CCS-MPC (b) FCS-MPC

Obrázek 7.6: Pr̊uběh PMSM ř́ızeného rozš́ı̌reným MPC-T2G-EXT v prostoru proud̊u.
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Kapitola 8

Závěr

Tato disertačńı práce se věnovala aproximativńımu př́ıstupu k MPC systémů s D-I dy-
namikou. Shrňme nyńı jej́ı obsah a pokusme se zhodnotit jej́ı vlastńı př́ınos či nast́ınit
možné směry budoućıho rozvoje.

8.1 Shrnut́ı práce a jej́ıho př́ınosu

V prvńı části práce byl čtenář uveden do problematiky MPC. Byla mu stručně představena
historie MPC a předložen souhrn jeho aktuálńıch výzev a problémů podložený současnými
vědeckými pracemi. Formulaćı základńıho konceptu MPC byl čtenář seznámen podrobněji
se stěžejńımi pojmy a metodami MPC. K tomu bylo využito dnes již bohaté literatury
zabývaj́ıćı se výhradně MPC. Čtenář tak zde mimo seznámeńı se s pojmy d̊uležitými pro
daľśı úvahy v následuj́ıćım textu práce obdržel i dostatečný seznam studijńıho materiálu
pro sv̊uj daľśı př́ıpadný rozvoj v této oblasti moderńı teorie ř́ızeńı.

Dále byla v disertačńı práci zavedena tř́ıda systémů s D-I dynamikou. Čtenář byl
seznámen se základńı charakteristikou této tř́ıdy a byli mu představeni tři jej́ı konkrétńı
zástupci. Jednalo se o jednoosý voźık využitý jako př́ıklad ryźıho D-I systému, hypotetický
stejnosměrný motor využitý jako př́ıklad lineárńıho systému s vnitřńı D-I dynamikou
a PMSM využitý jako zástupce nelineárńıho systému s vnitřńı D-I dynamikou. Jak bylo
dále diskutováno, ř́ızeńı těchto systémů neńı jednoduché, jelikož je třeba brát v úvahu jak
omezeńı stavová, tak i omezeńı akčńıho zásahu, jež jsou obvykle dána fyzikálńımi limity.
Z tohoto pohledu se tak MPC začalo jevit jako vhodný kandidát pro vlastńı syntézu ř́ızeńı.

Čtenář byl tud́ıž následně seznámen s možnou podobou MPC kritéria, resp. jeho
ztrátové funkce. Ukázalo se, že na rozd́ıl od stav̊u ovlivněných př́ımým p̊usobeńım akčńıho
zásahu odpov́ıdaj́ıćıch stavu x1 D-I systému, neńı u stav̊u odpov́ıdaj́ıćıch stavu x2 D-I
systému, jež jsou na stavu x1 př́ımo závislé, jasné, jakou formu jejich penalizace volit.
Rovněž bylo zmı́něno, že vzhledem k výpočetńım nárok̊um, které se logicky projev́ı na
rychlosti generováńı samotného akčńıho zásahu, je nutné uvažovat co možná nejmenš́ı
délku prediktivńıho horizontu.

Na základě výše uvedeného byly v práci definovány tři hlavńı ćıle. Prvńı ćıl se týkal
nalezeńı vhodné aproximace dlouhého horizontu MPC kritéria pro tř́ıdu systémů s D-I
dynamikou. K tomu bylo třeba naj́ıt odpovědět na otázku, jakým zp̊usobem vlastně pe-
nalizovat stav odpov́ıdaj́ıćı stavu x2 D-I systému, resp. jeho odchylku od referenčńıho
stavu. K tomu posloužila zevrubná analýza zkoumaj́ıćı vliv penalizace prostřednictv́ım
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L1 a L2 normy, jež odhalila, že obvyklé nevýhody L1 normy jako je numerická nestabilita
nebo menš́ı kvalita v krátkých prediktivńıch horizontech jsou s rostoućım prediktivńım
horizontem potlačeny. Aproximace dlouhého horizontu MPC kritéria se ztrátovou funkćı
založenou na L1 normě se tak zdála být zcela namı́stě. Autor si neńı po podrobném stu-
diu problematiky vědom, že by někdy obdobná analýza vlivu prediktivńıho horizontu na
kvalitu s ohledem na normu ve ztrátové funkci MPC kritéria vznikla, a považuje ji tud́ıž
za jeden z unikátńıch př́ıspěvk̊u své disertačńı práce.

Pro aproximaci dlouhého horizontu byla hledána vhodná terminálńı ztrátová funkce,
na kterou byly předem kladeny jasné požadavky, jež by měla po svém přidáńı do
krátkohorizontového MPC kritéria splňovat. K návrhu této terminálńı ztrátové funkce
bylo s výhodou využito předpokládaného časového pr̊uběh̊u systému s D-I dynamikou,
jenž evidentně, je-li ř́ızen MPC s L1 normou o velmi dlouhém prediktivńıho horizontu,
vykazuje. Ústředńım bodem návrhu terminálńı ztrátové funkce se stala T2G funkce D-I
systému s omezeńımi. Provedené numerické experimenty pak jasně demonstrovaly, že
navržená terminálńı ztrátová funkce pro MPC kritérium s L1 normou, MPC-T2G, splňuje
všechny požadavky na ńı kladené. Autor na základě svých znalost́ı hodnot́ı návrh ter-
minálńı ztrátové funkce oṕıraj́ıćı se o autorovy články [Feh2, Feh5] pro systémy s D-I
dynamikou jako unikátńı a př́ınosný. Předevš́ım výpočetńı úspora MPC-T2G při gene-
rováńı akčńıho zásahu vzhledem ke kvalitě řešeńı může být pro mnohé praktické aplikace
zaj́ımavá. Rovněž se autor doposud v literatuře nesetkal s analytickým určeńım T2G
funkce D-I systému se symetrickými omezeńımi, které představil v [Feh1].

Druhým ćılem práce byl návrh efektivńıho ř́ızeńı použitelného v praktických aplikaćı.
Konkrétně se v tomto př́ıpadě práce věnovala možnosti reálného využit́ı MPC-T2G pro
regulaci PMSM. Po studiu dostupné odborné literatury zabývaj́ıćı se MPC pro PMSM,
bylo zřejmé, že je nutné v př́ıpadě nasazeńı MPC-T2G v reálných podmı́nkách ještě sńıžit
výpočetńı nároky. K tomu bylo přistoupeno dvěma zp̊usoby - diskretizaćı domény akčńıch
zásah̊u přǐrazeńım VSI pro generováńı konečné množiny akčńıch zásah̊u vedoućı na FCS-
MPC-T2G a relaxaćı kritéria a následným odvozeńım scénář̊u optimálńıho postupu ve-
doućı na CCS-MPC-T2G. Zejména návrh efektivńıch CCS-MPC př́ıstup̊u k ř́ızeńı PMSM
představuje, jak bylo diskutováno, velmi aktuálńı problém. Výsledný CCS-MPC-T2G byl
proto srovnán s alternativńımi CCS-MPC př́ıstupy a otestován v reálných podmı́nkách na
laboratorńım stroji. Návrh CCS-MPC-T2G vycháźı z autorových praćı [Feh3]-[Feh5]. Au-
tor spatřuje unikátnost svého řešeńı předevš́ım v jiných základńıch piĺı̌ŕıch jako je právě
využit́ı L1-normy ve ztrátové funkci MPC kritéria a aproximace chováńı PMSM zjed-
nodušenou D-I dynamikou, na kterých je obecně MPC-T2G, na rozd́ıl od alternativńıch
jemu známých MPC př́ıstup̊u k ř́ızeńı PMSM, vystaveno. Nespornou výhodou MPC-T2G
je rovněž malý počet uživatelsky volitelných parametr̊u.

Třet́ı ćıl se týkal možnosti zobecněńı návrhu MPC. Konkrétně bylo zkoumáno, jak
se projev́ı opuštěńı předpokladu symetričnosti omezeńı na navrženém MPC-T2G a jak
lze MPC-T2G pro nesymetrická omezeńı upravit. Pro terminálńı ztrátovou funkci byla
představena T2G funkce D-I systému s nesymetrickými omezeńımi. Ukázalo se také, že
rozš́ı̌reńı T2G funkce o předpoklad nesymetrických omezeńı může mimo hypotetických
př́ıklad̊u vyřešit i reálný problém FW u PMSM, který v tradičńım pojet́ı MPC-T2G nebylo
d́ıky paralele PMSM s př́ılǐs jednoduchým D-I systémem možné uskutečnit. Rozš́ı̌reńım
aproximativńıho modelu byl źıskán MPC-T2G-EXT algoritmus, který, jak bylo po-
tvrzeno prostřednictv́ım numerických simulaćı, FW umožňuje, a to jak v FCS-MPC,
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tak i CCS-MPC režimu. Na rozd́ıl od alternativńıch MPC př́ıstup̊u MPC-T2G-EXT
v sobě FW obsahuje jako svou přirozenou součást a opět se v něm vyskytuje pouze
jeden uživatelsky volitelný parametr dávaj́ıćı do vztahu nesouměřitelné fyzikálńı veličiny
úhlovou rychlost a proud. Autor představil T2G funkci D-I systému s nesymetrickými
omezeńımi ve své práci [Feh6] a neńı si vědom, že by byla doposud jinde v literatuře tato
funkce zaznamenána. Autor zároveň hodnot́ı jako unikátńı výsledek rozš́ı̌reńı MPC-T2G
pro PMSM v podobě MPC-T2G-EXT navržený v [Feh7].

Z celkového hlediska a podle svého nejlepš́ıho vědomı́ a svědomı́ tak autor považuje
vytyčené ćıle disertačńı práce za splněné.

8.2 Možnosti rozš́ı̌reńı

Autor předpokládá, že tato disertačńı práce je jen vstupńı branou do problematiky MPC
systémů s D-I dynamikou. Domńıvá se, že paralely s D-I systémem, a tud́ıž v práci
navržených aproximativńıch př́ıstup̊u k MPC, je možné využ́ıt u celé řady daľśıch reálných
systémů. Navržené aproximativńı př́ıstupy k MPC se mohou hodit předevš́ım v úlohách,
kde se jedná o co možná nejrychleǰśı a nejpřesněǰśı regulaci, přičemž jsou v nich zakom-
ponována jak omezeńı stavová, tak omezeńı akčńıho zásahu. Zároveň v nich jde i o co
možná nejrychleǰśı generováńı akčńıho zásahu. Může se jednat např. o daľśı typy motor̊u
nebo r̊uzné pohybuj́ıćı se objekty v prostoru.

Co se samotného obsahu práce týče, prostor pro rozš́ı̌reńı je možné spatřit např.
v odvozeńı výpočetně efektivńı CCS-MPC verzi MPC-T2G-EXT algoritmu, která by
rozš́ı̌rila stávaj́ıćı CCS-MPC-T2G algoritmus o př́ımou možnost FW u PMSM. Daľśı
možné rozš́ı̌reńı vid́ı autor v hlubš́ı analýze spolupráce navržených algoritmů a stavových
estimátor̊u (rekonstruktor̊u) a to předevš́ım v reálných úlohách.
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[2] Aschepkov, L.: Optimal control. Cham, Switzerland: Springer, 2016.

[3] Athans, M.; Falb, P. L.: Optimal control: an introduction to the theory and its appli-
cations. New York: Dover Publications, 2007.
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[17] Darby, M. L.; Harmse, M.; Nikolaou, M.: MPC: Current Practice and Challenges.
IFAC Proceedings Volumes, ročńık 42, č. 11, 2009: s. 86–98.
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[52] Mayne, D. Q.: Model predictive control: Recent developments and future promise.
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controllers. Maskana, ročńık 5, 2016: s. 175–186.

[79] Sant́ın, I.; Pedret, C.; Vilanova, R.: Control and Decision Strategies in Wastewater
Treatment Plants for Operation Improvement. Cham, Switzerland: Springer, 2017.

[80] Sarafini, T.; Zanghirati, G.; Zanni, L.: Gradient projection methods for quadratic
programs and applications in training support vector machines. Optimization Methods
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[89] Wang, L.: PID and predictive control of electrical drives and power converters using
MATLAB/Simulink. Solaris South Tower, Singapore: IEEE, Wiley, 2015.

[90] Wang, Y.; Wang, X.; Xie, W.; aj.: Deadbeat Model-Predictive Torque Control With
Discrete Space-Vector Modulation for PMSM Drives. IEEE Transactions on Industrial
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Engineering>.

VI



Publikace autora
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kových ztrát a źıskaného ST s rostoućım c. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
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5.2 Parametry uvažovaného stejnosměrného motoru. . . . . . . . . . . . . . . . 37
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Výpočet čas̊u přepnut́ı pro time-to-go funkci (5.10)

Předpokládejme, že se D-I systém nacháźı ve stavu [x1, x2]T . Potom z dynamiky D-I
systému (3.1) lze źıskat integraćı přepis pro stavy tohoto D-I systému v nějakém následuj́ıćım
časovém okamžiku tx za předpokladu aplikace konstantńıho akčńıho zásahu u jako

x1,tx = x1 +K1utx, (p.1a)

x2,tx = x2 +
K1K2u

2
t2x +K2x1tx. (p.1b)

Z časově optimálńı strategie ř́ızeńı (5.9) v́ıme, že pokud plat́ı A ∧ (x2 ≤ xs2) ∧ (x2 ≥
xl2), je časově optimálńı strategíı ř́ızeńı bang-bang strategie s t́ım, že nejprve aplikujeme
maximálńı možný akčńı zásah s ohledem na omezeńı (3.2b), tj. u = 1, a to až do času
přepnut́ı tp, kdy stav systému dosáhne př́ıslušné části přeṕınaćı křivky (5.6). Plat́ı tedy

x2,tp = − K2

2K1

(
x2

1,tp − (xr
1)2
)

+ xr
2.

Dosazeńım za [x1,tp , x2,tp ]
T ze vztah̊u (p.1) s u = 1 źıskáme kvadratickou rovnici, z ńıž je

možné určit čas tp v podobě

x2 +
K1K2

2
t2p +K2x1tp = − K2

2K1

(
(x1 +K1tp)

2 − (xr
1)2)+ xr

2. (p.2)

Reálný nezáporný kořen kvadratické rovnice (p.2)

tp =

−K2x1 +

√
K2

2x
2
1 −K1K2

(
K2

2K1

(
x2

1 − (xr
1)2)+ x2 − xr

2

)
K1K2

představuje právě čas přepnut́ı tp. Poté se již drž́ıme přeṕınaćı křivky aplikaćı akčńıho
zásahu s nejmenš́ı možnou velikost́ı, tj. u = −1, po čas dojezdu td, dokud D-I systém
nedoraźı do referenčńıho stavu [xr

1, x
r
2]T . Pro referenčńı stav xr

1 tak plat́ı (viz rovnice
(p.1a))

xr
1 = x1 +K1tp −K1td. (p.3)

Čas dojezdu td lze tak vyjádřit ze vztahu (p.3) jako

td =
x1 − xr

1

K1

+ tp
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a hledaný celkový minimálńı čas tf , za který dosáhneme ze stavu [x1, x2]T splňuj́ıćıho
podmı́nku A ∧ (x2 ≤ xs2) ∧ (x2 ≥ xl2) referenčńıho stavu čili př́ıslušná větev T2G funkce
(5.10a) je dán/a součtem d́ılč́ıch přeṕınaćıch čas̊u tp a td jako

tf = tp + td =

−K2(x1 + xr
1) + 2

√
K2

2x
2
1 −K1K2

(
K2

2K1

(
x2

1 − (xr
1)2)+ x2 − xr

2

)
K1K2

.

Obdobný postup určeńı minimálńıho času bychom volili i pro př́ıpad splněńı podmı́nky
A∧ (x2 > xs2)∧ (x2 ≤ xu2) (větev T2G funkce (5.10c)), kde opět postačuje bang-bang stra-
tegie ř́ızeńı pro zajǐstěńı časové optimality, s adekvátńım nastaveńım znamének u akčńıch
zásah̊u a přeṕınaćı křivky.

V oblastech, kde podle časově optimálńı strategie ř́ızeńı (5.9) využ́ıváme bang-off-
bang strategii ř́ızeńı je nutné určit celkem dva časy přepnut́ı tp1 (čas dosažeńı omezeńı
z aktuálńıho stavu) a tp2 (čas dosažeńı přeṕınaćı křivky z počátku nájezdu na omezeńı)
a dojezdový čas td. Např. pro aktuálńı stav lež́ıćı v oblasti dané podmı́nkou A∧(x2 ≤ xs2)∧
(x2 < xl2) postupujeme při výpočtu minimálńıho času tf , ze který dosáhneme referenčńıho
stavu (větev T2G funkce (5.10b)) následovně.

Vı́me, že v dané oblasti nejprve aplikujme maximálńı možný akčńı zásah, tj. u = 1, po
takový čas tp1, dokud nedoraźıme na př́ıslušné stavové omezeńı (3.2a) (v tomto př́ıpadě
x1). Přeṕınaćı čas tp1 je tak možné źıskat jednoduchým dosazeńım odpov́ıdaj́ıćıch hodnot
do rovnice (p.1a) jako

x1 = x1 +K1tp1 ⇒ tp1 =
x1 − x1

K1

.

Dosáhl-li ř́ızeńı D-I systém stavového omezeńı, přeṕınáme akčńı zásah na u = 0. Přepis
pro vývoj stavu x2 (p.1b) se tak v tomto př́ıpadě měńı na

x2,tx = x2,tp1 +K2x1tx, (p.4)

kde hodnotu x2,tp1 lze opět určit dosazeńım odpov́ıdaj́ıćıch hodnot do rovnice (p.1b).
Źıskáme tak rovnici pro x2,tp1 v podobě

x2,tp1 = x1 +
K1K2

2
t2p1 +K2x1tp1.

V čase přepnut́ı tp2 muśı být splněna rovnost vztahu (p.4) a odpov́ıdaj́ıćı části přeṕınaćı
křivky (5.6). Pro čas přepnut́ı tp2 tak plat́ı

x2 +
K2

2K1

(
x2

1 − x2
1

)
+K2x1tp2 = − K2

2K1

(
x2

1 − (xr
1)2)+ xr

2. (p.5)

Řešeńım rovnice (p.5) źıskáme kýžený čas tp2 v podobě

tp2 = − x1

K1

+
x2

1 + (xr
1)2

2K1x1

+
xr

2 − x2

K2x1

.

Dále přeṕınáme na akčńı zásah s minimálńı velikost́ı, tj. u = −1, a doj́ıžd́ıme do re-
ferenčńıho stavu. Čas dojezdu td tak źıskáme dosazeńım př́ıslušných hodnot do vztahu
(p.1a) jako

xr
1 = x1 −K1td ⇒ td =

x1 − xr
1

K1

.
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Minimálńı čas tf pro podmı́nku A ∧ (x2 ≤ xs2) ∧ (x2 < xl2) (větev T2G funkce (5.10b)) je
dán součtem čas̊u tp1, tp2 a td čili

tf = tp1 + tp2 + td =
x1 − x1 − xr

1

K1

+
x2

1 + (xr
1)2

2K1x1

+
xr

2 − x2

K2x1

.

Obdobný postup určeńı minimálńıho času bychom opět volili s adekvátńım nastaveńım
znamének u akčńıch zásah̊u, přeṕınaćı křivky a stavového omezeńı i pro př́ıpad splněńı
podmı́nky A ∧ (x2 > xs2) ∧ (x2 > xu2) (větev T2G funkce (5.10d)).
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