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Abstrakt

Dokument popisuje rozdily mezi parovanim v neorientovanych grafech a neorientovanych hypergrafech.

Uvodni kapitola slouzi jako seznameni se zakladnimi pojmy teorie graft, s ulohou matematické
optimalizace a s vypocetni slozitosti. Kapitola druha se zabyva studiem neorientovanych neohodno-
cenych grafti. Setkdme se v ni s nékolika vétami, které hovofi o existenci a vlastnostech parovani v
neorientovanych grafech a ukazeme si, ze vysledky téchto vét jsou ekvivalentni. TTeti kapitola nam
podobnym zptisobem pfiblizi problematiku parovani v neorientovanych neohodnocenych bipartitnich
hypergrafech. Definujeme zde nékolik novych pojmu a opét formulujeme vétu, ktera hovori o existenci
parovani v bipartitnich hypergrafech a které zobeciuje jednu z vét, se kterou jsme se setkali v kapitole
druhé. Na prikladu si ukdZzeme, ze podminku této véty uz nelze zeslabit.

Zéavérem, pro srovnani problematiky parovani v grafech a hypergrafech, volime pfifazovaci tilohu. Pra-
cujeme zde nejen se slovni formulaci, ale také s formulaci pomoci linedrniho programovani. Porovnavame
zpusoby FeSeni obou tloh, vEetné Casové slozitosti.

KliGova slova: graf e hypergraf e parovani e pfifazovaci tloha
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Abstract

This document describes the differences between matching in undirected graphs and matching in
undirected hypergraphs.

The introductory chapter serves as an introduction to the basic terms of graph theory, to the
mathematical optimization problem and computational complexity. Chapter two deals with the study
of undirected unweighted graphs. In it, we will encounter several theorems that talk about the existence
and properties of pairing in undirected graphs, and we will show that the results of these theorems are
equivalent. In a similar way, the third chapter will approach the problem of matching in undirected
unweighted bipartite hypergraphs. Here we define several new terms and again formulate a theorem
that speaks about the existence of pairings in bipartite hypergraphs. This theorem generalizes one of
the theorems we encountered in chapter two. Using an example, we will show that its condition can not
be weakened.

Finally, to compare the problem of matching in graphs and hypergraphs, we choose the assignment
problem. We work here not only with verbal formulation, but also with formulation using linear
programming. We compare the methods of solving both problems, including the time complexity.

Keywords: graph e hypergraph e matching e assignment problem
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Kapitola 1

Uvod

1.1 Motivace

Teorie graft je jednou z nejmladsich matematickych disciplin. Za jejiho zakladatele je povazovin
Svycarsky matematik a fyzik Leonhard Paul Euler, ktery roku 1736 vyfesil ilohu sedmi mostt mésta
Kralovce, pficemz nahlizel na tento problém z tplné jiné perspektivy, nez bylo do té doby zvykem.
V soucasné dobé je teorie grafii vyznamnou soucasti diskrétni matematiky a s jeji pomoci dokazeme
fesit veliké mnozstvi praktickych tloh, napfiklad hledani optimalni cesty, rozvoz zbozi, elektrifikaci
oblasti, pritok vodovodnim potrubim aj. Vyznamnou skupinu tloh tvoii i tilohy parovaci - pravé témi
se budeme v ramci celé prace zabyvat.

Cilem uvodni kapitoly je seznamit ¢tenéaie se zéklady teorie grafii, coZ zésadné prispéje k pochopeni
studovanych témat kapitol nasledujicich. Budeme se s nimi totiz pribézné setkavat nejen pii formulaci
stéZejnich vét, ale také pfi zavadéni novych pojmi. Dozvime se navic, co je to optimaliza¢ni tloha
a jak klasifikovat algoritmy na zakladé jejich ¢asové ¢i pamétové narocnosti. Téchto znalosti vyuZijeme
vyhradné v kapitole ¢tvrté, kde si pfedstavime nékolik zptisobi, kterymi lze TeSit jeden konkrétni typ
parovaci tlohy - pfifazovaci tlohu.

1.2 Zakladni pojmy

Abychom si mohli blize predstavit problematiku parovéani v grafech, bipartitnich i obecnych, musime se
nejprve seznamit s nékolika zakladnimi pojmy teorie graft a jejich znac¢enim.

Znalost téchto pojmi nam zaroven umozni i snazsi orientaci v ivodu do problematiky parovani
v hypergrafech, jelikoz jejich zna¢na ¢ast tam ma svou analogii.

Nejprve se v8ak kratce zastavime u mnozin a mnozinovych operaci. Ac¢koli se jedna o néco, co s
teorii grafi zdanlivé nesouvisi, postupné se ukaze, ze vztah téchto dvou oblasti je ve skutecnosti velmi
uzky.

Definice v této sekci jsou prevzaty z [6], [12], [16], [17], [22], [32].

Definice 1.2.1. Mé&jme mnoziny X a Y. Rekneme, ze X je podmnozinou Y, pokud plati: Vo € X =
z €Y. Znatime X CY.
Pokud navic plati, ze X # Y, jedna se o vlastni podmnoZinu. Zna¢ime X C Y.

Znaceni 1.2.1. Systém vsech k-prvkovijch podmnozin mnozZiny X znacime ()k()

Znaéeni 1.2.2. MnoZinu viech podmnoZin mnoZiny X znacime P(X) = 2% a nazjvdme ji potenéni
mnozZinou.

Kartézskgm soucinem mnoZin X a Y se rozumi mnoZina vSech usporadanych dvojic (z,y) takovych,
zex e X ay €Y. Znacime jej X x Y.



Definice 1.2.2. Mé&jme mnoziny X a Y. Bindrnt relaci z mnoziny X do mnoziny Y nazveme podmno-
zinu kartézského soucinu X x Y.

Definice 1.2.3. Relace f C X x Y, pro kterou plati, ze Vo € X3y € Y : (x,y) € f se nazyva zobrazeni
mnoziny X do mnoZiny Y. Znacime f: X — Y,y = f(x).

Definice 1.2.4. Rekneme, 7e zobrazeni f X = Y je prosté, jestlize Vay,z0 € X,z1 # x4 je

f(x1) # f(z2).

Definice 1.2.5. }v{ekneme7 ze zobrazeni f : X — Y je zobrazenim mnoziny X me mnozinu Y, jestlize
VyeYdre X : f(z)=y.

Definice 1.2.6. Bijekci nazveme zobrazeni, které je zaroven prosté i na.

Pojmem graf v matematice rozumime dvojici mnozin - mnoziny vrcholii a mnoziny spojnic téchto
vrcholi, kterym fikdme hrany. Zpravidla rozlisujeme dva typy graft - orientované a neorientované (viz
obrazek 1.1).

Us

(a) Orientovany graf (mé v8echny hrany ori- (b) Neorientovany graf (mé vSechny hrany
entované). neorientované).

Obrazek 1.1: Rozdil mezi orientovanym a neorientovanym grafem.

V této praci se budeme zabyvat grafy neorientovanymi, uvedeme tedy forméalni definici:

Definice 1.2.7. Neorientovany graf je trojice G = (V, E, €) tvofena neprazdnou koneénou mnozinou V,
jejiz prvky nazyvame vrcholy, koneénou mnozinou F, jejiz prvky nazyvame neortentovanymi hranami a
prostym zobrazenim € : £ — (‘2/), které prirazuje kazdé hrané grafu dvouprvkovou mnozinu vrcholi
{z,y} a které nazyvame vztahem incidence.

Pokud bude zobrazeni e v grafu G zfejmé, budeme graf znacit pouze G = (V, E).

Vsimnéme si, Ze neorientovanym hranam jsou pfifazovany neusporadané dvojice {z,y} - jedna se
totiz o symetrické spojeni dvou krajnich vrcholid x,y a nezélezi tedy na pofadi jejich zapisu.

Na rozdil od toho, u orientovanych hran musime dodrzet konkrétni pofadi zapisu krajnich vrcholi -
tvofi dvojice usporadané (z,y). Je to dano tim, Ze jeden z krajnich vrcholi je vidy pocddteéni a druhy
koncovy a hrana vede od pocatecniho vrcholu k tomu koncovému.

V orientovanych grafech se mohou navic vyskytovat i tzv. smycky (x,z), neboli hrany vedouci
z jednoho vrcholu do toho samého. U neorientovanych grafa smy¢ky neuvazujeme. Mnozina {z, z} totiz
neni dvouprvkova, ale jednoprvkova {x}, coZ je spor s vyge uvedenou definici vztahu incidence.

Od této chvile budeme pojmem graf vidy myslet neorientovany graf.
Nasledujici soubor definic ma pro tuto praci veliky vyznam. S pomoci nékolika pojmi, kterymi jsou

napfiklad podgraf a faktor, budeme totiz schopni naformulovat stézejni pojmy druhé kapitoly: parovéni,
perfektni parovani a nejvétsi parovani.



Definice 1.2.8. Pojmem stuperi (valence) vrcholu oznacujeme pocet hran, které inciduji s danym
vrcholem. Znacime jej d(v).

Definice 1.2.9. Pokud s vrcholem v v grafu G neinciduje zadna hrana, nazveme jej izolovanym
vrcholem. Plati tedy, ze d(v) = 0.

Definice 1.2.10. Reguldrni (pravidelng) graf je takovy graf, jehoZ vSechny vrcholy maji stejny stupei.
Reguléarni graf s vrcholy stupné k se nazyva k-reguldrni.

Definice 1.2.11. Graf G’ je podgrafem grafu G, jestlize V(G') C V(G) a E(G') C E(G).

Definice 1.2.12. Graf G’ je indukovangm podgrafem grafu G jestlize V(G') C V(G) a E(G') =
E@G)n (V).

Definice 1.2.13. Graf G’ je faktorem grafu G, jestlize V(G') = V(G) a E(G’') C E(G).

Definice 1.2.14. Regularni podgraf stupné 1 grafu G se nazyva pdrovdni v grafu G.
Regularni faktor stupné 1 grafu G se nazyva perfektni pdrovdni v grafu G.
Parovani v grafu G majici nejvétsi mozny pocet hran, se nazyva nejuétsi pdrovini v grafu G.

Vzhledem ke skutecnosti, ze se ve druhé kapitole budeme, v souvislosti s parovanim, zabyvat
nejen grafy obecnymi, ale rovnéz grafy bipartitnimi (obrazek 1.2), musime si i takovyto graf formalné
nadefinovat.

Definice 1.2.15. Bipartitni graf je takovy graf G, pro jehoZ mnozinu vrcholi plati V(G) = X UY, X N
Y = (. Jinymi slovy se jedn4 o disjunktni sjednoceni dvou neprazdnych mnozin X, Y, pFicemz kazda
hrana bipartitniho grafu mé jeden krajni vrchol v X a druhy v Y.

Bipartitni graf nazveme iping, pokud kazda dvojice vrcholi x € X,y € Y je spojena pravé jednou
hranou. Uplny bipartitni graf, pro jehoZ partity plati | X| = m,|Y| = n, znaéime K, , (obrazek 1.3).

X Y

T T
Y1 Y1
T2 T2
Y2 Yo
T3 T3
Ys Y3
Ty Ty
Y4 Ya
L5 T
Obrazek 1.2: Bipartitni graf. Obrazek 1.3: Uplny bipartitni graf K 4.

V zavéru této sekce se presuneme k pojmum, s nimiz se znovu setkame pii formulaci Bergeho véty
a Hallovy véty. Cesta a kruznice v grafu konkrétné daji vznik st¥idavym cestam a kruZnicim, okoli
mnoziny je nedilnou soucasti Hallovy podminky.

Definice 1.2.16. Mg&jme grafy G,G’. Zobrazeni f : V(G) — V(G') nazveme homomorfizmus grafu G
do G', jestlize plati: {u,v} € E(G) = {f(u), f(v)} € E(G").

Znaceni 1.2.3. Cestu délky n > 0 oznacime P, a plati: V(P,) ={0,1,...,n}, E(P,) ={i,i +1},i =
1,...,n—1.

Z cesty P, lze vytvorit kruznici C,, pfidanim hrany {1,n}.



Definice 1.2.17. Necht G je graf, u,v € V(G) jsou dva jeho vrcholy a f : P, — G je homomorfizmus,
kde V(P,) ={0,1,...,n}, f(0) = u a f(n) = v. Potom podgraf f(P,) se nazyva sled mezi u a v. Je-li
navic f prosté, pak P, nazyvame cestou mezi u a v.

Definice 1.2.18. JestliZe pro kazdé u,v € V(G) existuje sled mezi u a v v G, fekneme, ze G je souvisly
graf. Maximalni souvislé podgrafy grafu (ve smyslu inkluze) G se nazyvaji komponenty grafu G.

Definice 1.2.19. Okolém vrcholu v v grafu G = (V, E) nazveme mnoZinu N (v), pro kterou plati:
N) ={u € V|{u,v} € E}.

Definice 1.2.20. Okolim mnoziny S v grafu G = (V| E) nazveme mnozinu N(5), pro kterou plati:
NS)={ueV\S|FveSs:{uv}eFE}

Znaceni 1.2.4. Mé&jme graf G, vrcholv € V(G) a hranu e € E(G). Graf Hy = (G —v) vznikne z grafu
G odstranénim vrcholu v a vSech hran s nim incidentnich.

Stejnygm zpisobem miZeme z grafu odstranit i mnoZinu vrchold S C V(G). Graf Hy = (G — S) tedy
neobsahuje Zddnyj z vrcholii mnoziny S, ani hrany s témito vrcholy incidentnd.

Graf Hs = (G — e) vznikne z grafu G odstranénim hrany e.

1.3 Optimalizace

Tato sekce byla vypracovana s vyuzitim [9], [15] , [23], [28]. Zmifiovana témata jsou podrobnéji rozebrana
také napiiklad v [14], [36].

Ulohou matematické optimalizace, nebo také jen tlohou optimalizace, budeme v této praci rozumét
tlohu ve tvaru:
min fo(z)
zER™ (1.1)
za podminky f;(z) < b, i=1,...,n

Vektor x € R™ nazveme vektorem nezndmgch, funkci fo : R™ — R dcelovou funkct, funkce f; : R™ —
R,i =1,...,n nazveme omezenimi a konstanty by, ..., b, limitami, nebo také mezemi této tulohy.

Cilem je nalézt vektor feseni x* € R™, ktery ma nejmensi celkovou hodnotu ze vSech vektoriu
spliujicich dané podminky: Vz : f1(2) < by,..., fu(2) < by : fo(2) > fo(z*). Resen{ optimaliza¢n{ tlohy
tedy odpovida volbé, ktera mé ze vSech moznosti miniméalni naklady v souladu s uvedenymi pozadavky.

Optimaliza¢ni tloha se nazyva dlohou linedrniho programovdni (LP), pokud vSechny funkce
fos f1,--+, fn jsou linearni. Jinymi slovy spliuji: f;(az + By) = fi(az) + fi;(By) Vo,y € R*,Va, 3 €
R,i=0,...,n.

1.3.1 Linearni programovani

Prejdéme rovnou k zékladni formulaci dlohy linedrniho programovéni:
min ¢’z
veR” (1.2)
za podminky Az < b

Linearni funkce ¢’z je opét ucelovou funkei, vektor x € R™ vektorem neznamych, vektor ¢ € R”
nazyvame vektorem (koeficienty) ucelové funkce. Matice A = (a;;) je matice typu m/n, vektor b € R”
nese nazev vektor pravich stran.

Cilem je minimalizovat (najit vektor FeSeni z*, ktery minimalizuje) ucelovou funkci za danych
podminek. Minimaliza¢ni tlohu lze prevést na maximaliza¢ni tilohu zménou znaménka ucelové funkce.

Ulohu linearniho programovéani bohuzel nelze Fesit analyticky, existuje v8ak nékolik u¢innych metod.
Jednou z nich je napiiklad simplexovy algoritmus.

Pokud x € Z™, pak se jedna o ulohu celociselného linedrniho programovdni (také ILP - zkratka
anglického terminu "integer linear programming").



1.4 Vypocetni slozitost

Tato sekce byla vypracovana s vyuzitim [8], [30], [31], [37]. Zmifiovana témata jsou podrobnéji rozebrana
také v [2].

Vijpocetni sloZitost je zpusob klasifikace algoritmi na zékladé jejich pamétové nebo ¢asové naroc¢nosti
pfi feSen{ na pocitaci. Zkouma zpiisob zmény chovani algoritmu v zavislosti na zméné velikosti ¢i poc¢tu
vstupnich dat. Jedna z moznych interpretaci je pomoci tzv. O-notace, kterou zna¢ime symbolem O.

Definice 1.4.1. O(f(n)) oznat¢ime mnoZinu viech funkci g(n), pro které plati: 3¢ > 0 Ing € NVn > ng:

g(n) <c- f(n).

Nasledné si predstavime i odlisnou formulaci téhoz, ve které se také setkdvime s novym pojmem limes
superior, neboli s nejvétsim hromadnym bodem dané posloupnosti. Jinymi slovy se jednd o hodnotu, ke
které se zkoumana posloupnosti blizi (nebo ji dokonce nabyva), ale pfekro¢i ji pouze v kone¢né mnoha
pfipadech:

e g =< f <= limsup,_e ?EZ%E < 00

Vsimnéme si, ze g € O(f) < g < f.

Funkee g, pat¥ici do O(f), tedy nerostou rychleji nez libovolny nasobek funkce f. Pravé tento vztah
znaci g < f.

O-notace navic zanedbava vSechny nasobici i pfi¢itané konstanty funkei g, a proto je velice uziteénym
nastrojem k analyze ¢asové a pamétové slozitosti algoritma.

1.4.1 Tridy probléma P a NP

Nez se budeme zabyvat samotnymi tiidami slozitosti, musime nejprve najit vhodny abstraktni model
pro samotny vypodcet, popsany algoritmem. Pro tuto praci volime pocitac s libovolngm pristupem (také
RAM - zkratka anglického terminu "random access machine”), jehoZ popis je sice komplikovanéjsi nez
napf. u Turingova stroje, ale ve vysledku je mnohem blizsi readlnému pocitaci.

Pocitaé s libovolnym pristupem se skladé z procesoru a pameéti, sestavajici z neomezeného poctu
bunék (oznacenych indexem), do kterych lze navic vkladat neomezené velika ¢isla vyjadiena binarné.
Je Fizen programem, ktery se sklada ze sekvence instrukei s jedine¢nym poradovym ¢islem. Procesor
muze provadét limitované mnozstvi odlisSnych instrukei - pro jednoduchost se pfedpoklada, Ze kazda
instrukce probéhne v konstantnim case.

Uloha zafazeni problému do né&jaké tiidy slozitosti je vlastné tlohou zkouméni piislusnosti slova do
néjakého jazyka.

Algoritmus je kone¢ny soubor pravidel, které je potieba dodrzovat pri feSeni néjakého problému.
Proces aplikace téchto pravidel na néjaka vstupni data miZe mit nékolik moznych vysledku:

1. Skonéi tispésné po konetném poctu kroki, ¢imz se vstupni data zméni na ta vystupni, feSici
danou instanci problému.

2. Skon¢i netispédné odmitnutim vstupu.
3. Neskond¢i, algoritmus bézi vécné.

Abecedou nazveme konefnou neprazdnou mnoZinu pismen nebo symbolu, znacime ji X.

Abeceda ve tvaru ¥ = {0, 1} nese nazev bindrni abeceda.

Slovem nazveme kone¢nou posloupnost prvkia abecedy . MnoZinu v8ech slov znac¢ime X*. Jazykem
nad abecedou X nazveme mnozinu L C X*.

Vstupnimi daty ulohy pak mame na mysli jedno konkrétni slovo (posloupnost). Velikost vstupnich
dat oznacuje pocet prvki této posloupnosti.



Instanci problému nazveme konkrétni mnozinu pripustnych vstupnich dat. Takova mnozina muze
byt kone¢na i nekoneéné a obecné k ni miize existovat i né€kolik sad spravnych vystupnich dat.

Problémy jsou zakddovdny do instance nad binarni abecedou ¥ = {0, 1} do tzv. bindrniho Fetézce.

Rozhodovaci problém je problém, jehoZ instance pfipousti pouze odpovédi ANO a NE (vystupnimi
daty jsou 1 a 0).

Nynf mtzeme piejit ke t¥idé slozitosti P, ktera zahrnuje vSechny problémy deterministicky FeSitelné
v polynomialnim case.

Deterministicky algoritmus vzdy ze stejnych vstupnich podminek svym b&hem vytvoii stejné
vysledky.

Definice 1.4.2. Rozhodovaci problém patii do t¥idy slozitosti P, pokud pro jeho feSeni existuje
deterministicky algoritmus pracujici v ¢ase O(n*), kde n je velikost vstupnich dat, k je konstanta
nezavisla na n.

Pro mnoho problémii praktického vyznamu se v8ak zatim nepodafilo vyvinout zadny algoritmus,
pracujici v deterministicky polynomialnim ¢ase. Pravé tyto, hife fesitelné, problémy rfadime do t¥idy
slozitosti NP - t¥idy problému fesitelnych v nedeterministicky polynomiélnim case.

Nedeterministicky algoritmus se v nékterych krocich mize libovolné rozhodnout pro nékteré z nékolika
riznych moznych pokracovani.

Definice 1.4.3. Rozhodovaci problém patii do tiidy NP, pokud pro jeho feSeni existuje nedeterminis-
ticky algoritmus pracujici v ¢ase O(n*), kde n je velikost vstupnich dat, k je konstanta nezavisla na
n.

Definice 1.4.4. Mé&jme dva rozhodovaci problémy X, X5 a vstupni data a problému X;. Problém X;
je polynomidlné pievoditelny na problém X, pokud existuje funkee f (vyhodnotitelna v polynomialnim
Case) takova, ze X1(a) = Xa(f(a)).

To tedy znamena, Ze vstup pro problém X; je mozné diky funkci f pfevést na vstup pro problém
X5 a problém X; je nasledné mozné vyfesit algoritmem feSicim Xo.

Definice 1.4.5. Rekneme, ze problém Xs je NP-tezky, pokud problém X; je polynomiélné prevoditelny
na problém X, VX; € NP.

Definice 1.4.6. Rekneme, ze problém Xs je NP-uplng, pokud X5 je N P-tézky a zaroven X5 € NP.

Na zavér je jesté potfeba zduraznit, ze pii zkoumani piislusnosti problému do nékteré ze trid
slozitosti musi jit vzdy o rozhodovaci problém. Optimaliza¢ni problémy je tedy nejprve nutno vhodné
pfevést do tvaru rozhodovaci tlohy.



Kapitola 2

Parovani v grafech

2.1 DMotivace

Kazdy z nés jisté intuitivné chape pojem pdrovdni, jako rozdéleni n&jakych objekti (¢ osob) do dvojic,
za splnéni pfedem znamych, pro dany piipad specifickych, podminek.

Vrcholy grafu tedy reprezentuji dané objekty (osoby) a parovani je mnoZina takovych hran grafu,
ze zaddné dvé z nich nemaji spoleény vrchol. Pokud existuje vrchol, ktery neinciduje s zddnou z hran
parovani, nazveme jej volngm vrcholem. Co se podminek kladenych na dané parovani tyce, zpravidla se
zabyvame tfemi typy tloh:

1. Hled4ani nejvétsiho parovani v grafu (co do poctu hran).

2. Hledani nejlevnéjsiho nejvétsiho parovani v ohodnoceném grafu.

3. Hledani nejdrazsiho parovani v ohodnoceném grafu (soudet cen hran).

Uloha o nejlevné&jsim nejvétsim parovani je velice ¢asta v aplikacich, jejim specialnim pifpadem je
tzv. pfifazovaci uloha, ve které je vSak nutné se omezit na grafy uplné bipartitni. V téch pak hledame
nejlevnéjsi perfektni parovani (pokryvajici vSechny vrcholy grafu, tzn. zZadny vrchol nenf volny).

Diky tzkému vztahu bipartitniho parovani s toky v sitich, jsou algoritmy i samotné teorie pro
parovani v bipartitnach grafech navic podstatné jednodussi, neZ v obecném piipadé. Na to, jak spolu
tyto dvé oblasti pfesné souvisi a jaky to pro nds mé vyznam, se vice zamé&fime v posledni kapitole.

Ulohu o nejlevnéjsim nejvétsim parovani lze zménou cen pievést na tlohu o nejdrazsim parovani,

P vive

ktera je ze vSech t¥i dloh tou nejobecn&jsi, viz [17].

Cilem této prace oviem neni podrobné rozebrat vSechny vySe zmifiované piipady. Zaméiime se zde
pouze na parovani v grafech neorientovanych, abychom mohli ziskané informace nasledné vhodnym
zpusobem srovnat s parovanim v neorientovanych hypergrafech. Tato kapitola konkrétné obsahuje nékolik
st&Zejnich vét, které nam blize predstavi elementarni vlastnosti neorientovanych grafa (bipartitnich
i obecnych) a podminky pro existenci parovani v nich.

Zajimavym vytusténim celé kapitoly je fakt, ze pribézné ziskavané vysledky vét o bipartitnich grafech
jsou ekvivalentni, a najdeme i jistou souvislost s vysledkem véty u grafi obecnych.

2.2 Parovani v bipartitnich grafech
Jak jsme si jiz predstavili v avodu, bipartitni graf je specificky tim, Ze jeho mnozina vrchold je
disjunktnim sjednocenim dvou neprazdnych mnoZin, mezi nimiZz vedou v8echny hrany grafu. Z tohoto

popisu automaticky plyne, Ze i hrany hledaného péarovani vedou vzdy mezi zminovanymi partitami.

Definice v této sekci jsou prevzaty z [11], [12], [17], [22], [26], [28], [32], [38].



2.2.1 Hallova véta

Hallova véta je matematické tvrzeni, které roku 1935 dokazal anglicky matematik Philip Hall. Ackoli se
muzeme setkat se dvéma, zdanlivé odlisnymi, formulacemi této véty, ziskané vysledky jsou ekvivalentni.
Z formulace véty pomoci teorie grafii ziskdvame nutnou a postacujici podminku pro existenci
parovani v bipartitnim grafu, jez plné pokryva jednu z partit.
Kombinatoricka formulace véty udéva nutnou a postacujici podminku pro existenci systému navzajem
riznych reprezentanti v systému podmnozin.

Drive nez si obé znéni véty predstavime, je vSak potieba nadefinovat nékolik dalsich pojmu potiebnych
pro formulaci Bergeho véty. Ta nejenze nam predstavi nutnou a postacujici podminku pro existenci
nejvétsiho parovani v grafu, ale nasledné nam dokonce vypomuze pii dikazu samotné Hallovy véty.

Definice 2.2.1. Necht G je graf a M pérovéani v G. f{ekneme, ze parovani M pokrygvd vrchol x, jestlize
je x obsazen v né&jaké hrané M.

Definice 2.2.2. Necht G je graf, M parovani v G a P cesta v G (E(M) # 0, E(P) # 0). Rekneme, 7e
cesta P je stiidavd (alternugjict) vzhledem k M, jestlize jeji hrany st¥idavé jsou a nejsou v parovani M.

Definice 2.2.3. StFidavd (alternujici) kruZznice vzhledem k parovani M je kruZnice, jejiz hrany stiidavé
lezi a nelezi v parovani M.

Stiidava kruznice ma vzdy sudy pocet hran.
Pomoci stf¥idavych cest a kruznic lze parovani snadno ménit. Je-li £ mnozina hran tvoricich stfidavou
cestu nebo kruznici vzhledem k parovani M, nové parovani M’ vytvorime takto:

e jestlizee€ E,pakee M' e ¢ M,
o jestlizee¢ E,pakee M' e e M.

Takovou zménu parovani budeme nazyvat zménou podél stiidavé cesty nebo kruznice.

.

Definice 2.2.4. Necht G je graf, M parovani v G a P cesta v G. Rekneme, 7e cesta P je M -rozsirujict,
jestlize P je stfidavou cestou vzhledem k M a oba jeji koncové vrcholy nejsou pokryty parovanim M.

Koncové vrcholy cesty P nejsou pokryty parovanim zevniti ani zvnéjsku.

Véta 2.2.1 ([17]). Necht G je graf a My libovolné pdrovini v G. Pak pro kaZdé pdrovini My v grafu G
ezistuje soustava vrcholové disjunktnich stiidavych cest a stiidavych kruznic takovd, Ze zmeénami podél
vSech téchto cest a kruznic lze z pdrovdani My ziskat pdarovdni Ms.

Diikaz. Uvazujme faktor G’ = (V, E') grafu G = (V, E), kde E' = (M1 \ M2) U (Mz \ My). Jinymi slovy
G’ obsahuje pouze ty hrany grafu G, které lezi pravé v jednom z obou parovani.
Pro kazdy vrchol v € V' pak nastane jedna z nésledujicich moznosti:

1. Jestlize v neni pokryt parovanim Mj ani Ms, je izolovanym vrcholem v G'.
2. Je-li v pokryt pouze jednim z parovani My, My, ma v G’ stupen 1.

3. Je-li v pokryt v parovanich M; i Ms stejnou hranou, pak tato hrana nelezi v G’, a vrchol v je
tedy v G’ izolovanym vrcholem.

4. Je-li v pokryt v parovanich M a Ms riiznymi hranami e; € My a e; € Mo, pak e, eq € G’
a stupe vrcholu v je roven 2.

Pro kazdy vrchol grafu G’ tedy plati, Ze jeho stupen je roven nejvyse dvéma. Z toho plyne, Ze v grafu
G’ miZeme nalézt pouze komponenty nasledujicich tif typti:

1. izolovany vrchol,

2. kruznice sudé délky, jejiz hrany st¥idavé lezi v My a Ms,



3. cesta, jejiz hrany st¥idavé lezi v My a My a jejiz krajni vrcholy jsou riizné (kazdy z nich je pokryt
jednim z parovani).

Komponenty souvislosti grafu G’ pfimo urcuji st¥idavé cesty a kruznice. Zménou parovani M; podél
v8ech téchto cest a kruznic dostaneme parovani Ms. O

Neexistence M-rozsitujici cesty v grafu G je tedy nutnou podminkou pro to, aby parovani M bylo
nejvétsi. Diky nasledujici vété vsak zjistime, Ze se zaroven jedné o podminku postacujici.

Ackoli se timto problémem zabyval i napfiklad Petersen (jiz roku 1891), nebo Kénig (roku 1931),
véta byla dokdzana az v roce 1957 francouzskym matematikem Claude Jacques Bergem.

Véta 2.2.2 (Berge, 1957 [5]). Pdrovdni M je nejvétsim pdrovdnim v grafu G, prdavé kdyZ v G neexistuje
M -rozsirugict cesta.

Diikaz. Je-li parovani M v grafu G nejvétsi, pak v G nemuze existovat M-rozsifujici cesta. Kdyby totiz
existovala, mohli bychom podél ni parovani zvétsit.

Jestlize naopak parovani M neni nejvétsi, vezméme néjaké nejvétsi parovani v G a oznaéme jej M.
Podle véty 1.1.1 existuje soustava stfidavych cest a kruznic takova, ze zménami podél nich ziskdme
parovani M; z parovani M. Jelikoz |My| > | M|, musi néktera z t&chto zmén zvétSovat parovani a musi
tedy byt zménou podél stiidavé cesty s volnymi krajnimi vrcholy. O

Zéavérem se dostavame k obéma formulacim Hallovy véty:

Vé&ta 2.2.3 (Hall, 1935 [20]). Bipartitni graf G = (V, E), s partitami X oY, md pdrovini pokrgvajici
vSechny vrcholy z X, prave kdyz pro kaZdou mnoZinu vrcholi S C X je |[N(S)| > |5].

Podminka |[N(S)| > |S| se nazyva Hallova (znazornéna na obrazku 2.1).

X Y

x Y1

S T2 Y2 N(S)

€3 Ys
Xy Ya
Ty Ys

Obréazek 2.1: Bipartitni graf spliiujici Hallovu podminku. Zvyraznéno pro S = {z1, za, z3}.

Diikaz. Necht M je nejvétsi parovani v grafu G nepokryvajici X. Pak najdeme mnozinu S C X takovou,
ze pro ni plati Hallova podminka. Mezi v8emi vrcholy v G dosazitelnymi z u € X M-stiidavou cestou,
oznacime S ty, které se nachéazi v partité X a T ty, které se nachazi v partité Y. Tedy plati, Zze u € S.

Nyni tvrdime, ze M spojuje T' s S\ {u}. M-stiidavé cesty se z vrcholu u dostévaji do Y po hranich
mimo parovani M a vraci se zpét do X po hranach pat¥icich do M. Proto kazdy vrchol z S\ {u} je
dosazitelny hranou v M z vrcholu v T

Jelikoz neexistuje zadn& M-rozsifujici cesta, kazdy vrchol z T' je nasyceny, tedy M-stfidava cesta,
dosahujici vrcholu y € T, se roz8ifuje pfes M aZ k vrcholu S. Tyto hrany M tvoii bijekci z T do S\ {u}
a proto mizeme psat |T| = |5\ {u}].

Z péarovani mezi T a S\ {u} plyne, ze T C N(S). Ve skutecnosti plati dokonce T = N(S).
Predpokladejme, 7ze y € Y — T ma souseda v € S. Hrana vy nemize patfit do M, protoze u je
nenasycena hrana a zbytek S je spojen s T' parovanim M. P¥idanim hrany vy do M-st¥idavé cesty,
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ktera dosahuje vrcholu v, tedy vznikne M-st¥idava cesta dosahujici vrcholu y. To ale odporuje tomu, ze
y ¢ T a z toho divodu hrana vy nemuzZe existovat.
Pro nami zvolené T = N(S) a S jsme dokazali, ze |N(S)| = |T| = |S| — 1 < |S]. To je ovSem spor

s predpokladem, Ze plati Hallova podminka. O

Systému kone¢nych neprazdnych mnozin Si,Ss,...,S,,n > 1 je pfifazen systém navzdjem riznich
reprezentantd, pokud existuje mnoZina {si, sa,...,s,} navzajem riznych prvka takova, ze s; € S;
V1<i<n.

Vé&ta 2.2.4 (Hall, 1935 [20]). Systému {S1,Ss,...,Sn} konecnych neprdzdnych mnozin je pFirazen
systém navzdjem riznijch reprezentanti <= Vk,1 < k < n: sjednocent libovolnijch k téchto mnoZzin
obsahuje alespon k pruki.

2.2.2 Kénigova véta

Kénigova véta, dokdzana roku 1931 madarskym matematikem Dénesem Kénigem, je tvrzeni z ob-
lasti teorie grafa, popisujici vztah mezi perfektnim parovanim a minimélnim vrcholovym pokrytim
v bipartitnim grafu.

Stejného roku dosel ke stejnému vysledku, nezavisle na Kénigovi, i madarsky matematik Eugene
Egervary. Z toho diivodu je tato véta ¢asto oznacovana za Kénigovu-Egervaryho vétu.

Definice 2.2.5. M&jme graf G. Cislem hranové nezdvislosti o/(G) grafu G nazveme pocet hran
nejvétsiho parovani v G.

Definice 2.2.6. Mg&jme graf G. Vicholovgm pokrytim grafu G nazveme mnozinu A C V(G), pro kterou
plati, ze obsahuje alespon jeden koncovy vrchol kazdé hrany.

Definice 2.2.7. Mé&jme graf G bez izolovanych vrchola. Hranovym pokrytim grafu G nazveme mnoZinu
B C E(G), pro kterou plati, ze kazdy vrchol v € V(@) inciduje s néjakou z hran této mnoziny.

Definice 2.2.8. Minimélni mohutnost vrcholového pokryti v grafu G nazveme wvrcholové pokryjvaci
¢islo a znac¢ime B(G). Minimalni mohutnost hranového pokryti v grafu G (bez izolovanych vrcholi)
nazveme hranové pokryvact ¢islo a znacime S'(G).

Véta 2.2.5 (Konig, 1931 [24]). Necht G = (V, E) je bipartitni graf s partitami X a Y. Pocet hran
v nejuétsim pdrovani v grafu G je roven mingcx (|X\S| 4+ |N(5)]).

Nasleduje ekvivalentni formulace Kénigovy véty pfes pokryvajici mnoziny.
Vé&ta 2.2.6 (Ko6nig, 1931 [24]). Necht G je bipartitni graf. Pak 5(G) = o/ (G).

2.2.3 Dilworthova véta

V matematice, v oblastech teorie uspofddani a kombinatoriky, hovoii Dilworthova véta o jedné z vlast-
nosti ¢asteéné usporddanych mnozin. Tvrzeni dokézal roku 1950 americky matematik Robert Palmer
Dilworth.

Definice 2.2.9. Cdstecné uspoiddand mnoZina (také POSET - zkratka anglického terminu "partially
ordered set") je mnozina P s binarni relaci < takova, Ze plati:

1. x < x Vx € P (reflexivita),
2. x<yANy<z=x<zVry, 2z € P (tranzitivita),
3. < yAy < x =z =y (antisymetrie).

Jestlize Vx,y € P plati, ze x < y V y < x, pak ¢asteéné usporadani nazveme linedrnim uspoidddnim.
Pokud je podmnozina P linearné usporadana, nazyvame ji fetézec. Antifetézec je soubor prvki, kde
zadné dva nejsou porovnatelné.

Véta 2.2.7 (Dilworth, 1950 [18]). Necht P je cdsteéné usporddand konecnd mnoZina. Minimdlni pocet
m disjunktnich tetézci, které dohromady obsahuji vSechny prvky P, se rovnd maximdlnimu poctu M
proki v antifetézei P.
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2.2.4 Ekvivalence Hallovy, Kénigovy a Dilworthovy véty

Abychom si dokazali 1épe piedstavit, k ¢emu dochézi v rdamci dikazi ekvivalence téchto vét, bude
nejprve vyhodné si zde uvést jeden ze zptsobu, kterym lze grafy reprezentovat pomoci matic. Tim jiz
zmifiovanym (a taktéZ v praxi velice ¢asto vyuZivanym) zpiisobem, je reprezentace grafu pomoci matice
incidence (viz obréazek 2.2). Obecné se jedna o matici velikosti n x m, kde pocet fadku (n) predstavuje
pocet vrcholii grafu a pocet sloupct (m) predstavuje pocet hran grafu. V piipadé, Ze néktery z vrcholu
grafu inciduje s nékterou z hran, na prislusné pozici v matici se vyskytuje jednic¢ka, v opa¢ném piipadé
nula.

Definice 2.2.10. Necht G = (V, E) je neorientovany graf. Matice A(G) typu n/m definovana piedpisem

1 jestlize vrchol v; € V inciduje s hranou e; € E,
aq’/,j = (21)

0 jinak,

se nazyva (vrcholové-hranovd) incidencni matice grafu G.

€1 €9 €3 €4

1 2171 0 0 0
xTo 0 1 1 0

Y1 0 1 0 1

v |1 0 0 0

T3 y3 LO 0 1 O

Obréazek 2.2: Neorientovany bipartitni graf G' a jeho vrcholové-hranové incidenéni matice.

Parcidlni transverzdlou nazveme mnozinu vSech jedni¢ek v matici takovych, Ze nelezi ve stejném
radku ani sloupci.

Reprezentujeme-li tedy bipartitni graf G inciden¢ni matici A(G), pak podle Kénigovy véty plati,
Ze maximaln{ velikost parcialni transverzaly v A(G) je rovna minimalnimu po¢tu radki/sloupci
potiebnych pro pokryti vSech jedniek A(G). Pii dikazu vyuZivame ziskanych poznatki z Hallovy véty,
a tedy plati, ze Hallova véta implikuje Konigovu. Zbyvéa dokazat opac¢nou implikaci.

Predpokladejme tedy, Ze v bipartitnim grafu G plati Hallova podminka. Chceme ukazat, Ze v tomto
grafu existuje parovani pokryvajici jednu z partit. Pokud si tento graf opét vyjadiime maticové, pomoci
matice incidence A(G), zjistime, Ze podminky Konigovy véty jsou splnény. Jinymi slovy, v grafu G
existuje parovani pokryvajici jednu z partit.

Hallova véta < Kdénigova véta.
Podobné 1ze dokézat, ze Kénigova véta implikuje Dilworthovu, a Dilworthova véta implikuje Hallovu.
V ramci téchto dvou dikazt definujeme ¢astecné usporddanou mnozinu P a pracujeme se skutec¢nosti,

7e pocet disjunktnich Fetézcu pokryvajicich P je roven po¢tu hran v parovani.

Zaveér: Hallova véta < Kdnigova véta < Dilworthova véta.

2.3 Parovani v obecnych grafech

Tato sekce byla vypracovana s vyuzitim [12], [32]. Seznamime se v ni s rozsifenou verzi Hallovy véty
pro obecné grafy.
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2.3.1 Tutteova véta

Tutteova véta, pojmenovana po britském matematikovi Williamu Thomasi Tutteovi, popisuje vlastnosti
koneénych grafi s perfektnim parovanim.

Lichd komponenta je komponenta majici lichy pocet vrcholu.

Pocet lichych komponent grafu G zna¢ime k,(G).

Véta 2.3.1 (Tutte [35]). Graf G md perfektni pdirovini < k(G — S) < |S| VS C V(G).

Rozdil mezi grafem, ktery ma perfektni parovani a grafem, ktery jej nema, miuzeme vidét na obrézcich
2.3 a 2.4. Vrcholy s1, $2, s3 jsou vrcholy mnoziny S.

Go Gs

Obrazek 2.3: Graf, ktery nema perfektni parovani. Nesplnéni podminky (k,(G — S) > |S|) znazornéno
pro jednu konkrétni mnozinu S C V(G).

Obrézek 2.4: Graf, ktery ma perfektni parovani. Splnéni podminky (ko(G — S) = |S|) znézornéno pro
jednu konkrétni mnoZinu S C V(G). Cervené je oznacena sudé komponenta v G — S.

V ramci dikazu Tutteovy véty pracujeme se ziskanymi vysledky véty Hallovy.
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Kapitola 3

Parovani v hypergrafech

3.1 Motivace

Z hlediska struktury je tato kapitola témér shodna s kapitolou predchozi. Obsahuje navic sekci se
zdkladnimi pojmy, ve které se vyskytuje analogie k vétsiné grafovych pojmi, se kterymi jsme se seznéamili
jiz v avodu.

Hypergraf je zobecnénim pojmu graf. Hranam hypergrafu budeme fikat hyperhrany a od hran grafu
se lisf tim, Ze mohou spojovat vice jak dva vrcholy. Mohou samoziejmé také byti orientované, ale to
v této préci uvazovat nebudeme.

Pojem pdrovani v hypergrafech je rozsifenim, pro nés jiz zndmého, pojmu pdrovdni v grafech, kterému
byla vénovana cela pfedchozi kapitola. V tomto, hypergrafovém, pripadé v8ak parovani neni tim, co si
vétsina z nas predstavuje. Vrcholy opét reprezentuji ndjaké konkrétni objekty (osoby), ale neni nasim
cilem je rozdélovat do dvojic, nybrz do libovolné velikych skupin, pficemz kazdy objekt (osoba) je
soucasti pravé jedné z téchto skupin.

Stejné jako v predchozi kapitole se sezndmime i se zakladni vétou, zobecnujici Hallovu vétu z grafi,
hovortici o parovani v bipartitnich hypergrafech a fekneme si vice o moznosti pfipadného zeslabeni, ¢i
zesileni jeji podminky.

3.2 Zakladni pojmy
Definice v této sekci jsou prevzaty z [7], [10], [15], [21].

Definice 3.2.1. Hypergrafem nazveme dvojici H = (V, E) takovou, ze E C 2. Mnozinu V nazveme
mnoZzinou vrcholi a mnozinu E mnoZinou hyperhran.

Podet vrcholi, se kterymi hyperhrana e € E inciduje, nazveme velikost hyperhrany, znaéime ji |e|.
Predpokladame, Ze |e| > 2, pro |e|] = 1 mame smycku v H.

Hypergraf miizeme graficky reprezentovat nékolika riznymi zpusoby (viz obrazek 3.1). Prvnim
zpusobem, ktery je vhodny pro hypergrafy s mensim po¢tem hyperhran, je mnozinové znazornéni pomoci
Vennovych diagramt - obrazek 3.1a. S vy$sim poctem zakreslovanych hyperhran vsak klesé i pfehlednost
tohoto grafického znazornéni. Pro tyto pfipady je vhodna reprezentace z obrazku 3.1b, kdy kazdé
hyperhrané pfifadime vrchol (standardné se jedna o vrchol jiného tvaru ¢i zbarveni, neZ u pavodnich
vrcholi hypergrafu) a s nim pak hranou spojujeme vrcholy ptivodniho hypergrafu (v pfipadé incidence).
Poslednim zptsobem, ktery zde budeme vyuzivat, je tzv. Kdnigova reprezentace pomoci bipartitniho
grafu - obrazek 3.1c. Jedna partita grafu obsahuje vSechny vrcholy hypergrafu, v druhé partité se
nachazi vrcholy predstavujici vSechny jeho hyperhrany. Mezi dvéma vrcholy tohoto bipartitniho grafu
vede hrana pravé tehdy, kdyz vrchol inciduje s pfislusnou hyperhranou.
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Obrazek 3.1: Ruzné grafické reprezentace téhoz hypergrafu.

Hlavni roli v této praci zahraji hypergrafy bipartitni.

Definice 3.2.2. Bipartitni hypergraf je takovy hypergraf H, jehoZ mnozina vrchola V (H) je disjunktnim
sjednocenim dvou neprazdnych mnozin X, Y. Pro mnozinu hyperhran plati E C 2XYY . Predpokladame,
ze mnoziny vrcholii maji stejnou velikost | X| = |Y| a Ze kazda hyperhrana e € E obsahuje stejny pocet
vrcholii z mnozin X a Y, neboli [eNX| =leNnY]| > 0.

Definice 3.2.3. Hypergraf H nazveme r-uniformni, pokud Ve € E : |e| = r.

Definice 3.2.4. M&jme hypergraf H a vrchol v € V(H). Pojmem stupefi vrcholu oznacujeme pocet
hyperhran, obsahujicich vrchol v. Znacime jej d(v).

Definice 3.2.5. Pokud vrchol v v hypergrafu H neobsahuje zadné hyperhrana, nazveme jej izolovangm
vrcholem. Plati tedy, ze d(v) = 0.

Definice 3.2.6. Hypergraf H nazveme r-requldrni, pokud Yv € V : d(v) = r.
Nésleduje nékolik definic, které nam priblizi pojem parovani v hypergrafech.

Definice 3.2.7. Hypergraf H' = (V'  E’) je podhypergrafem hypergrafu H = (V, E), jestlize V! CV a
Ve e ' dec E: e/ =V'Ne.

Definice 3.2.8. Hypergraf H' = (V', E’) je indukovangm podhypergrafem hypergrafu H = (V, E),
jestlizZe VCVaFE ={Ve€ E:V(e)NV' #£0 a plati, Ze |e| =1V |[V(e)NV'| > 2}.

Definice 3.2.9. Mg&jme hypergraf H = (V| E). Pdrovdnim nazveme mnozinu vzajemné disjunktnich
hyperhran.

Definice 3.2.10. Nejvétsim pdarovdnim v hypergrafu H nazveme parovani s nejvétsim po¢tem hyperhran.
Jeho velikost ozna¢ime v(H).

Definice 3.2.11. M&jme hypergraf H = (V, E). Transverzdlou nazveme mnozinu 7' C V, pro kterou
plati, ze Ve € E : TN E # (), nejmensi velikost transverzaly oznacime 7(H).
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3.3 Podminky pro existenci parovani v hypergrafech

Tato sekce byla vypracovana s vyuzitim [1], [21]. Budeme v ni pracovat s hypergrafy H = (V, E), které
vyhovuji nasledujici podmince:

(*) V je konedna mnoZina a plati, Ze je disjunktnim sjednocenim mnozin X a Y. Zaroven
Vee E:lenX|=1alenY]|<r—1, kde r > 2 je pfedem dané celé ¢islo.

Pro podmnozinu S C X oznatime Eg = {F C Y : {s} UF € E, pro n&jaké s € S} a vytvofime
hypergraf Hs = (Y, Eg).

3.3.1 Véta Haxellové

Nasledujici véta je hypergrafovou analogii véty Hallovy, hovofici o existenci perfektniho péarovani
v bipartitnich hypergrafech. Podminku formulovala a vétu dokazala roku 1995 kanadskd matematicka
Penelope Evelyn Haxell.

Véta 3.3.1 (Haxell, 1995 [21]). Pokud hypergraf H = (V, E) spliiuje podminku (%) a zdroven T(Hg) >
(2r—3)(JS| —1) VS C X, pak v(H) = | X]|.

V piipadé volby r = 2, dochazi k redukci véty 3.3.1 na vétu 2.2.3 (Hallovu). 2-uniformni hypergraf
splitujici podminku (%) je totiz bipartitnim grafem, v ném# existuje parovani pokryvajici v8echny
vrcholy partity X, pravé kdyz 7(Hg) > (|S| — 1) VS C X, kde 7(Hg) je okolim mnoziny S v grafu
G. Pfeznafenim t(Hg) na |N(S)| dostavame |N(S)| > (|S]| — 1) a protoze jisté plati |S| > (|S]| — 1),
ziskavame Hallovu podminku: |N(S)| > |S].

Nasledujict piiklad dokazuje, Ze nelze nalézt slabsi podminky pro vétu 3.3.1. Pievzat je taktéz z [21].

Priklad 3.3.1. Nechtr > 2, X = {zo,z1} a Y = {yij : 1 < i,j < r—1}. MnoZina hran E je
sjednocenim mnozin Eqg a E1, kde:

o Fy= {{x()vyila“'vyi(r—l)}vl <i<r-— 1} a
o By ={{z1,¥15,, Y200 Yr—1)jo_ } 1 Gk €L, ,r =1} prok =1,2,...,r — 1},

Pak H = (XUY, E) spliiuje podminku (x) a md takovou vlastnost, Ze 7(Hg) > (2r — 3)(|S] — 1) VS € X,
ale v(H) < | X|.

Takto definovany bipartitni hypergraf ma jisté 2 + (r — 1) vrchol a 7 — 1 + (r — 1)("= hyperhran.
Splnéni vSech podminek si ukdZzeme pro nékolik konkrétnich hodnot parametru r:

Pror =2:

* Eo={zo,yn}

o By ={z1,yn}

1. Podminka (*) je splnéna: Ve; € E: le; N X|=1Ale;NY|=1;0=1,2.

2. Pro S = {zo} nebo S = {x1} (|S| =1) je 7(Hg) > 0 splnéno trivialné.

Pro S = {xg,z1} (|S] = 2) je 7(Hg) > 1 splnéno, protoze yi1 je jedinym vrcholem hypergrafu
Hy.

Vsimnéme si navic, Ze plati pfimo rovnost 7(Hg) = 1.

3. Nejvetsi parovani méa velikost v(H) = 1, protoZe v hypergrafu nenalezneme 2 ¢i vice parové
disjunktnich hran (viz obrazek 3.2), | X| = 2.

Plati tedy v(H) < |X]|.
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Obrazek 3.2: Dvé reprezentace bipartitniho hypergrafu pro r = 2.

Pror =3:

e Eo = {{z0,y11,y12}, {70, Y21, Y22} }

o By = {{z1,y11,y21 }, {71, Y11, Y22}, {71, y12, yo1 }, {21, Y12, Y22 } }

1. Podminka (%) je splnéna: Ve; € E: e, N X|=1Ale;NY|=2;i=1,...,6.

2. Pro S = {zo} nebo S = {x1} je 7(Hg) > 0 splnéno trivialng.

Pro S = {xzg, 21} je T(Hg) > 3 splnéno, protoze kazdy vrchol y;;;,j = 1,2 hypergrafu Hg lezi
pravé ve 3 hyperhranach a zaroven |ex| = 2;k = 1, ..., 6. Nelze tedy vybrat takové dva vrcholy y;;,
aby spole¢né lezely ve vSech 6 hyperhranach (viz obrazek 3.3).

Stejné jako v predchozim piikladé plati pfimo rovnost 7(Hg) = 3.

3. Ze stejnych davodi jako v pfedchozim piiklade plati v(H) < | X]|.

Iooﬁ)61
O

€y €2

Y11 es
™~
Y12 ¢ €4
/]
Y4
Y21 O/ / O 6
Y22 Q/ O ¢

Obréazek 3.3: Dvé reprezentace bipartitniho hypergrafu pro r = 3.

Pror =4:

o [y = {{x07y117y127y13}7 {mo,ym,ym,y%}, {ﬂfo,ysl,y32;y33}}
o El = {{x17y1j1ay2jgay3j3} :jk € {13273} pro k= 13233}

1. Podminka (%) je splnéna: Ve, € E: |e, N X|=1Ale;NY|=3;i=1,...,30.
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2. Pro S = {zo} nebo S = {x1} je 7(Hg) > 0 splnéno trivialng.

Pro S = {z, 21} je 7(Hg) > 5 také splnéno.

Ovéreni: Na obrazku 3.4 vidime, Ze mnozina hyperhran Ey rozdélila vrcholy y;;;4,7 = 1,2,3 do
trojic. Kazdy vrchol y;; hypergrafu Hg lezi pravé v 10 hyperhranéch, pfi¢emZ jedna z téchto
hyperhran je spoletné pouze pro danou trojici. P¥idame-li tedy do transverzaly napiiklad trojici
vrcholi 411, Y12, Y13, bude obsazena ve 28 ze 30 hyperhran hypergrafu Hg, neboli ve vSech, kromé
hyperhran es, e3. Pro ziskini nejmensi transverzaly musime tedy pridat jesté jeden vrchol z kazdé
této hyperhrany (z kazdé dalsi trojice vrcholit).

Opét plati pfimo rovnost 7(Hg) = 5.
3. Ze stejnych divoda jako v predchozich piikladech plati v(H) < |X]|.

Obrazek 3.4: Bipartitni hypergraf pro » = 4. Znazornéna pouze mnozina hyperhran Ey = {e1,ea,e3}.

Zobecnéni pro r € N:
1. Podminka (*) vzdy splnéna.
2. 7(Hg) > (2r — 3)(]S| - 1)

Pro S = {z¢} nebo S = {x1} splnéno trivialns.

Pro S = {zg,z1} pracujeme s faktem, Ze mnozina hyperhran Ey rozdéli vrcholy partity ¥
(hypergtafu Hg) do r — 1 (r — 1)-tic. Kazdy vrchol hypergrafu Hg tedy lezi v 1 hyperhrané
spoleéné pouze pro danou (r — 1)-tici a v dalsich (r — 1)"~2 hyperhranach (celkem 1+ (r —1)"2).
Piidanim jedné (r — 1)-tice do transverzaly tedy pokryjeme 1 + (r — 1)"~! hyperhran z celkového
poctu r — 1+ (r — 1)"~L. Pro vytvoreni nejmenjsi transverzély je tedy potieba pokryt zbylych
(r — 2) hyperhran. K tomu sta¢i piidat jeden vrchol z kazdé dalsi (r — 1)-tice.

Ziskavame: 7(Hg) = (r — 1) + (r — 2) = 2r — 3, neboli taktéz pfimo rovnost.

3. Nerovnost v(H) < |X| vzdy splnéna.

Bohuzel, pro hypergrafy spliiujici podminku véty 3.3.1, neni zndm zadny polynomiélni algoritmus
pro nalezeni perfektniho parovani. Existuje vSak pro silnéjsi verzi této podminky - viz nésledujici véta.
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Véta 3.3.2 ([1]). Méjme r-uniformni bipartitni hypergraf H = (V, E). Pro jakékolie > 0 ar > 2
existuje algoritmus A(e,r) ktery nalezne, v case polynomidlnim ve velikosti vstupu, perfekini pdrovdint
v H splitugict T(Hg) > (2r —3+¢)(|S| — 1) VS € X.

Vice o rozgifeni Hallovy a Kénigovy véty na jiné t¥idy hypergrafa nalezneme v [3], [4].
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Kapitola 4

Porovnani problematiky parovani
v grafech a hypergrafech

Tuto, zavére¢nou, kapitolu vénujeme srovnani dvou stezejnich témat této prace - pdrovdni v grafech
a pdrovdni v hypergrafech.

Zaméiime se na jeden konkrétni typ parovaci tlohy - prifazovact ulohu, jejimz cilem je nalezeni
perfektniho parovani s minimalnimi néklady v bipartitnim (hyper)grafu. Ulohu pro obé oblasti vhodné
naformulujeme slovné i pomoci celoéiselného linearniho programovéni a nasledné porovname z pohledu
algoritmického a z pohledu vypocetni slozitosti.

4.1 Formulace tloh pomoci ILP

Tato sekce byla vypracovana s vyuzitim [1], [7], [14], [16], [17], [25], [31], [32], [34].

4.1.1 Prirazovaci aloha v grafech

Znaceni 4.1.1. Mé&jme mnozinu X . Znacenim RX(ZX) budeme myslet RIXI(ZIX1),

Prifazovaci uloha v grafech je nej¢astéji formulovana takto: Mame n pracovniki a n pracovnich pozic,
pri¢emz zname néaklady na vykonani daného tkolu danym pracovnikem. Cilem je prifadit kazdému
pracovnikovi kol tak, aby celkové naklady byly minimalni.

Na vstupu tedy mame Gplny neorientovany bipartitni graf K, ,, s hranami s cenovym ohodnocenim.

Problém 4.1.1 (Pfifazovaci uloha v grafech). Vstupem je dvojice (K n,cE), Knn je tdplng bipartitni
graf, cg : E— R je cenovd funkce. Vistupem je perfektni pdarovini M s minimdlnimi ndklady.

Pokud graf G = (V, E) navic reprezentujeme incidenéni matici A, miZeme piifazovaci ilohu v grafech
formulovat pomoci ILP nésledujicim zptisobem:

min E CeTe

ecE
za podminkyAzr = 1
z e {0,1}F
kde A je incidenéni matice grafu G a 1 je vektor samych jednicek v RY.

Definice 4.1.1. Mé&jme matici A = (a;;) typu m/n. Rekneme, Ze A je totdlne unimoduldrni, pokud
plati:

1. a;; € {-1,0,1}i=1,....,m7=1,...,m,

2. determinant kazdé ¢tvercové podmatice matice A je roven —1,0 nebo 1.
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Véta 4.1.1 ([14]). Méjme graf G reprezentovany incidenéni matici A. Pak A je totdlné unimoduldrni
pravé tehdy, kdyz G je bipartitni.

Definice 4.1.2. Méjme graf G. Frakciondlnim pdrovinim nazveme funkci f, ktera prifazuje kazdé
hrané grafu &slo z intervalu [0, 1]. Pro kazdy vrchol v plati Y f(e) < 1, pfi¢em? soucet probihé pres
vS8echny hrany incidentni s v.

Parovani je tedy pouze specidlnim pfipadem frakcionalniho parovani, ve kterém je kazdé hrané
prifazena 0, nebo 1 - podle toho, zda se hrana v parovani vyskytuje, nebo nikoli.

Definice 4.1.3. Mg&jme graf G = (V, E). K podmnozing F' C E(G) muZeme prifadit charakteristicky
vektor ip € {0,1}7(@) pro ktery plati:

1. pokud e € F, pak je na pozici e jednicka,
2. pokud e ¢ F, pak je na pozici e nula.
Pracovat zde budeme s charakteristickymi vektory péarovani.

Definice 4.1.4. Polytopem pdrovdini grafu G nazveme konvexni obal charakteristickych vektora vsech
parovani grafu G.

S timto pojmem jsme se mohli poprvé setkat v ¢lanku Jacka Edmondse ([19]).

Jestlize G je bipartitni graf, pak polytop parovani tohoto grafu je mnozina {z € RF : Az < 1,2 > 0},
kde A je inciden¢ni matice grafu G.

4.1.2 ReSeni pomoci toki v sitich

Nyni si ukdzeme, jak prevést kteroukoli alohu bipartitniho parovani na tok v siti.

Sit je orientovany graf se dvéma specialnimi vrcholy - zdrojem a stokem. Kazdéa hrana sité ma
néjakou kapacitu. Tokem v siti nazveme funkci, ktera kazdé hrané sité prifazuje nezapornou hodnotu
(nepiekracujici kapacitu hrany). Vstupni tok kazdého vrcholu (kromé zdroje a stoku) je navic roven
tomu vystupnimu. Velikost toku definujeme jako mnozstvi toku, které vzniké ve zdroji. Mazimdlnim
tokem nazveme takovy tok, ktery mé ze vSech tokid v dané siti nejvétsi velikost.

Mgjme tedy neorientovany bipartitni graf G = (V, E) s partitami X a Y. V prvnim kroku zménime
neorientované hrany grafu G na orientované tak, Ze jejich krajni vrcholy rozdélime na pocatecni
a koncové. Reknéme tedy, ze viechny vrcholy partity X jsou po@atecnimi vrcholy a viechny vrcholy
partity Y témi koncovymi.

Do takto vzniklého orientovaného grafu nasledné pridame dva nové vrcholy s (tzv. umély zdroj) a t
(tzv. umély stok) a dalsich | X| + |Y| orientovanych hran - z vrcholu s do v8ech vrcholii partity X a ze
v8ech vrcholii partity Y do vrcholu ¢ (viz obrazek 4.1). Kapacity téchto pfidanych hran jsou jednotkové.
Vysledny graf oznac¢ime G' = (VUs U, E).

X Y

Obrazek 4.1: Graf G'. Kapacity hran nejsou uvedeny.
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Pokud tento postup aplikujeme na tplny bipartitni graf K, ,,, mizeme pomoci tokl v sitich vyfesit
i pfifazovaci tlohu hledanim maximéalniho toku. Kazdé hrané aplného bipartitniho grafu je pfifazen
bud nulovy, nebo jednotkovy tok, pfi¢emZ jednotkovy tok odpovida dvojici pracovnik-tikol, ktef{ jsou si
pfifazeni.

4.1.3 Prirazovaci iloha v hypergrafech

Prirazovaci tloha v hypergrafech je motivovana aplikacemi pfi planovéni obéhu lokomotiv, vice ve
¢lanku [7]. Zobeciiuje problém péarovani v bipartitnich grafech na bipartitni hypergrafy. Na rozdil od
grafit mohou mit hypergrafy dosti sloZitou strukturu.

7Z definice bipartitniho hypergrafu vime, Ze hyperhrana inciduje se stejnym poc¢tem vrcholid v obou
partitéach.

Definice 4.1.5. Pro podmnoZinu mnoziny vrchola bipartitniho hypergrafu W C X UY definujeme
pojem incidentni hyperhrany jako mnozinu hyperhran, obsahujicich alespoii jeden vrchol z obou mnozin
W a (X UY)\W. Znac¢ime d(W) :={e€ E:enNW # 0,e\W # 0}.

Pro W C X nebo W C'Y je vlastnost e € d(W) ekvivalentni s vlastnosti e N W # §.
Vsimnéme si déle, Ze pro vrchol v je tato definice definici stupné vrcholu d(v).

Definice 4.1.6. M&jme bipartitni hypergraf H = (V, E). PodmnoZinu mnoZiny hyperhran tohoto
hypergrafu G C E nazveme hyperpiiiazeni, pokud pro kazdy vrchol v € X UY plati, Ze je obsazen
v pravé jedné hyperhrané e € G.

Definice 4.1.7. Cenovd funkce cg : S — R zobrazuje mnozinu S do realnych ¢&isel. Pro T' C S plati:
cs(T) == crcs(s).

Problém 4.1.2 (Pfifazovaci tloha v hypergrafech). Vstupem je dvojice (H,cg), H = (V, E) je
bipartitni hypergraf, cg : E — R je cenovd funkce.

Viystupem je bud hyperprifazeni G* hypergrafu H s minimdlnimi ndklady, tedy cg(G*) =
min{cg(G),G je hyperprifazeni v H}, nebo informace, Ze neexistuje Zadné hyperpfitazend.

Formulace pomoci ILP:

min Z cp(e)x,

ecE
za podminkyz Te=1YveV (4.2)
d(v)
reZF

Definice 4.1.8. Frakciondlnim pdrovinim hypergrafu H = (V, E) nazveme funkci f : E — R takovou,
zeVoeV :X{f(e):vee} <1.

Frakcionélni parovani v hypergrafech je analogii stejnojmenného pojmu z grafi. Parovani je tedy
opét pouze jeho specidlnim pripadem.

Podobné jako v pripadé bipartitnich grafi a tokt, souvisi tlohy v bipartitnich hypergrafech s tzv.
hypertoky. Prifazovaci tlohu v hypergrafech lze prevést na tlohu hledani optimalniho hypertoku.

4.2 Srovnani uloh

Nyni, kdyZz mame vSechny potfebné informace o obou tlohach, miaZzeme pfejit k jejich srovnani. Sekce
byla vypracovana s vyuzitim [7], [16], [17], [27], [29], [33].

Znaceni 4.2.1. Méjme graf G = (V, E). Velikost mnoZiny vrcholid oznacdime n, velikost mnoZiny hran
oznacime m.
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Pro neohodnocené i ohodnocené bipartitni grafy, splijici Hallovu podminku, je znama cela fada
polynomiélnich algoritmi pro nalezeni perfektniho parovani.

Historicky prvnim a zaroven stéle nejvice pouzivanym algoritmem pro hledéni perfektniho parovani
s minimalnimi naklady je Madarska metoda (¢asova slozitost O(n?m)). Dalsimi algoritmy jsou napiiklad:
Gabowiiv, zalozeny na Skalovani (Zasova slozitost O(n*/*mlogU)), nebo Gabow-Tarjantiv (Zasova
slozitost (’)(nl/ 2mlognU)), U oznacime cenu hrany, kterd ma ze viech cen v grafu, v absolutni hodnoté,
nejvetsi velikost.

Jak jsme v8ak jiz predeslali v predchozi sekci, pfifazovaci tlohu miZeme snadno prevést na tlohu
hledani maximalniho toku v siti. Nejznamé&jsimi algoritmy pro nalezen{ maximalniho toku jsou: Ford-
Fulkersontiv (Casova slozitost O(nm) pro sit s jednotkovymi kapacitami), Diniciv/Edmonds-Karpiv
(¢asova slozitost O(n?m)) a Metoda t¥1 Indt (¢asova slozitost O(n3)). V roce 2022 byl vyvinut novy
algoritmus pro hledani maximalniho a optiméalniho toku, pracujici téméf v linedrnim case. Vice ve
¢lanku [13].

Diky tomu, Ze je incidenéni matice A grafu G totdlné unimodularni, miZeme piislusnou tlohu
ILP (4.1) feSit taktéz v polynomialnim Case (naptiklad metodami vnitiniho bodu, nebo sitovou verzi
simplexové metody - network simplez). Resent této ulohy se navic, diky totélni unimodularité A, shoduje
s feSenim piislusné realné ulohy LP.

Situace v hypergrafech je ovSem odlisna.

Definice 4.2.1. M&jme bipartitni hypergraf H = (V, E) s partitami X a Y. Hypergraf H nazveme
hypergraf s rozkladem, jestlize je jeho mnozina vrcholi rozdélena na p + ¢ vzajemné disjunktnich ¢asti
X1,... X, aYy,... Y, pficemz velikost kazdé ¢asti je rovna nejvyse d € N. Hyperhrany spojuji vzdy
jednu ¢ast z partity X s jednou ¢asti z partity Y.

Véta 4.2.1 ([7]). Prirazovact dloha v hypergrafech je NP-téZkd dokonce i pro hypergrafy s rozkladem,
jegichZ cdasti magji velikost rovnu nejuise 2.

Polynomialni algoritmus neni zndmy ani pro bipartitni hypergrafy spliiujici podminku véty Haxellové.
Na konci t¥eti kapitoly (viz véta 3.3.2) jsme si vSak ukazali silngjsi verzi této podminky, pro kterou jiz
polynomialni algoritmus nalezen byl, vice ve ¢lanku [1].

Piifazovaci tlohu v hypergrafech lze fesit pomoci hypertokii a pomoci formulace ILP (4.2) - naptiklad
metodou vétvi a mezi.
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Kapitola 5
Zaver

Cilem této prace bylo seznamit Ctenafe se zésadnimi rozdily mezi pfifazovaci tlohou v grafech a
prifazovaci ulohou v hypergrafech.

Abychom mohli tyto dvé tlohy naformulovat a porovnat, museli jsme se nejprve seznamit s obéma
zminhovanymi strukturami a problematikou parovani v nich. Pro jednoduchost jsme se zaméfili na
studium grafi a hypergrafi neohodnocenych a vyuZili jsme toho, Zze vSechny ziskané informace o
existenci a vlastnostech parovéani lze pfenést na grafy a hypergrafy ohodnocené. Nasledné jsme obé
prifazovaci tlohy naformulovali slovné i pomoci celo¢iselného linearniho programovéni, ukazali jsme
si zpisob, kterym je mozné je FeSit pomoci (hyper)toki a predstavili jsme si i nékolik konkrétnich
algoritmt. Mimo jiné jsme se seznamily i s frakcionalnim parovanim a polytopem parovani.

Vysledek, ke kterému jsme postupnym studiem této problematiky dospéli, je nasledujici. Zatimco
algoritmy, Fesici ilohu v bipartitnich grafech spliujicich Hallovu podminku, pracuji v polynomialnim
¢ase, uloha v bipartitnich hypergrafech je NP-tézka i v pripadé, Ze plati podminka véty Haxellové.
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