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Abstrakt

Hlavnim cilem ptedlozené bakalaiské prace je provést podrobnou analyzu nenew-
tonskych efektu v pripadé ustdleného proudéni lidské krve ve vybranych modelech cév.
S ohledem na slozité tokové vlastnosti krve, které jsou ovliviiovany celou radou faktoru, je
zde na tuto kapalinu nahlizeno jako na nenewtonskou kapalinu vykazujici pseudoplastické,
popiipadé viskoelastické vlastnosti. Pro lepsi pochopeni studované problematiky a jasnéjsi
vymezeni obou zminénych vlastnosti jsou v praci popsany a v simulacich nésledné uzity
¢tyti nenewtonské konstitutivni modely: mocninovy model, modifikovany Crossuv model,
Carreauuv model a Oldroyd-B model. Pro ovéfreni spravnosti programové implementace
zminénych modelu do prostiedi vypoctového systému ANSYS Fluent jsou pouzity jak
vysledky analytického Feseni (pfimy segment cévy), tak numerické vysledky publikované

v odborné literatute (piimy segment cévy se stendézou, cévni bifurkace).

Klicova slova: ustédleny tok krve, zobecnéna newtonska kapalina, viskoelasticka ka-

palina, Oldroyd-B model, ztizenda céva

Abstract

The main aim of the bachelor thesis is to perform a detailed analysis of non-Newtonian
effects in the case of steady flow of human blood in selected vessel models. With respect
to the complex flow properties of blood, which are influenced by a number of factors,
this liquid is viewed as non-Newtonian liquid exhibiting pseudoplastic or even viscoelastic
properties. For a better understanding of the studied issue and a clearer definition of both
mentioned properties, four non-Newtonian constitutive models are described in the thesis
and subsequently used in the simulations: the power-law, the generalized Cross model,
Carreau model and the Oldroyd-B. To verify the correctness of the program implemen-
tation of the mentioned models in the ANSYS Fluent computer environment, both the
results of the analytical solution (straight segment of the vessel) and the numerical re-
sults published in the professional literature (straight segment of the vessel with stenosis,

vascular bifurcation) are used.

Key words: steady blood flow, generalized Newtonian fluid, viscoelastic fluid, the

Oldroyd-B model, vessel with stenosis
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Uvod

Moznosti soucasné mediciny jsou bezesporu na mnohem vyssi irovni nez pred mnoha
lety, a to predevsim diky modernim technologiim, které ji posouvaji nejen v oblasti
diagnostiky, ale i v samotné 1écbé pacientu. Kromé vSeobecné zndmych diagnostickych
nastroju, kam lze zaradit naptiklad zobrazovaci metody zalozené na sonografii ¢i vypocetni
tomografii (computed tomography, CT), se lékaifum v poslednich letech za¢inaji nabizet
i moznosti spjaté s realizaci pocitacovych simulaci. Ackoliv je zaclenéni tohoto typu
diagnostickych nastroju do klinické praxe zatim stdle na zacatku, lze je bezpochyby
oznacit za dalsi krok ve vyvoji moderni mediciny.

Jednou z moznych oblasti, kde poc¢itacové simulace mohou prispét k presnéjsi a s ohle-
dem na pacienta i Setrnéjsi diagnostice, je kardiovaskularni medicina. Konkrétné 1ze zminit
vyvoj neinvazivnich vySetfovacich technik pro posouzeni zavaznosti patologickych poskoze-
ni cév!, které jsou zalozeny na realnych geometriich cév ziskanych zobrazovacimi me-
todami typu CT a datech z pocitacovych simulaci proudéni krve. Obecné lze fici, ze
diagnostické nastroje zalozené na feseni matematickych modelt proudéni krve maji cestu
do klinické praxe otevienou. Moznosti poéitacovych simulaci jsou vsak daleko §irsf, nebot
kromé aktudlniho stavu dokazi poskytnout cenné informace i o dalsim vyvoji a prubéhu
onemocnéni. To se tyka napiiklad jednoho z nejrozsitenéjSich pticin kardiovaskularnich
chorob — aterosklerézy, jejiz vyskyt a rozsah byva tzce spjat s charakterem protékajici
krve. To znamena, ze ¢im vice je v daném misté kardiovaskularniho systému proudéni
krve (hemodynamika) nerovnomérné ¢i jakkoliv narusené, napt. v dusledku vétveni cévy,
tim je zde vétsi riziko rozvoje této choroby a s nim spojenymi komplikacemi (nedokrvent
tkéni, trombdza, ...).

Kromé jedinecnosti hemodynamiky kazdého pacienta, ktera je urcovana geometrii cév
a jejich pripadnymi anatomickymi anomaliemi, je vérohodnost vysledku numerickych si-
mulaci ovlivnéna i volbou matematického modelu proudéni, zejména pak konstitutivnim
vztahem popisujicim tokové vlastnosti krve. Z tohoto duvodu je vhodné volbé reologického
modelu vénovat nélezitou pozornost tak, aby pfi naslednych numerickych simulacich byla
zachycena piitomnost nenewtonskych efekti a mohl byt tak zohlednén jejich vliv na po-
dobu modelované hemodynamiky.

Jelikoz odborna literatura nabizi celou fadu ruzné slozitych reologickych modelu, které

na lidskou krev nahlizi jako na nenewtonskou kapalinu vykazujici pseudoplastické, visko-

Wypocet tzv. virtudln{ frakéni prittokové rezervy (virtual fractional flow reserve, vVEFR) popsany

napf. v [1].



elastické ¢i dokonce tixotropni chovani [2]-[4], klade si pfedlozend bakalarska prace za
cil seznamit se s hlavnimi typy konstitutivnich modeli vhodnych pro simulace proudéni
krve ve velkych a stfedné velkych cévach tak, jak jsou prezentovany v odborné literatufte.
Pozornost je pritom zamérena predevsim na vybrané viskézni a viskoelastické modely
a jejich programovou implementaci do vypoctového prostiedi softwaru ANSYS Fluent.

V tomto smyslu je rovnéz zvolena i struktura prace, ktera je rozdélena do ¢tyt kapitol.
Prvni kapitola je vénovana popisu lidské krve a faktorum, které ovliviuji jeji tokové
vlastnosti a vedou k jejimu zafazeni jakozto nenewtonské kapaliny.

Nésledujici kapitola se zabyva jak obecnym ptehledem a klasifikaci nenewtonskych
kapalin, tak podrobnéjsim vymezenim vlastnosti pseudoplastickych a viskoelastickych ka-
palin z pohledu reologie.

Pro potieby numerickych simulaci, které budou hlavnim vystupem prace, jsou ve
tfeti kapitole uvedeny jednak ctyfi zakladni viskézni modely (newtonsky, mocninovy,
modifikovany Crossuv, Carreauuv) a jednak jsou na piikladu jednoduchych 1D kon-
tinui odvozeny matematické modely dvou nejznaméjsich viskoelastickych modelu (Ma-
xwelluv, Oldroyduv). Pro lepsi prehlednost jsou dale v této kapitole uvedeny vysledné
tvary vsech matematickych modeli proudéni, pomoci nichz je krev v praci modelovana
jakozto newtonska, pseudoplastickd ¢i viskoelasticka kapalina. V této navaznosti je zde
rovnéz nastinéna programova implementace prislusnych konstitutivnich modeltu do vypoc-
tového prostiedi komeréniho softwaru ANSYS Fluent a popsany pouzité okrajové a poca-
tecni podminky.

Posledni kapitola je vénovana podrobné analyze numerickych vysledku realizovanych
pro dva zakladni typy cév — piimy segment a bifurkaci, pficemz v obou ptipadech jsou
uvazovany piislusné geometrie jak s poskozenim (stenézou), tak bez néj. Pro tplnost
dodejme, ze volba obou geometrii neni nahodna a odrazi nasi snahu verifikovat vyvinuté
programové nadstavby prostfednictvim dat z analytickych feseni a odbornych publikaci.

Predlozend bakalaiska prace je doplnéna o dvé prilohy. V prvni je blize popsén zpusob
vyvoje programovych nadstaveb v prostredi vypoctového systému ANSYS Fluent. Druha
priloha obsahuje podrobné odvozeni rychlostnich profili v rotacné symetrické trubici pro
piipad ustaleného laminarniho proudéni nestlacitelné newtonské, resp. nenewtonské ka-

paliny.



1. MODELOVANI PROUDEN{ LIDSKE KRVE

1 Modelovani proudéni lidské krve

Proudéni krve nejen v cévach lidského téla je ovlivnéno mnoha faktory, mezi které
patii zejména objemové zastoupeni a charakter jednotlivych slozek krve, geometrie cév,
ale i teplota. Objasnéni jejich reologického vyznamu je predmétem této kapitoly, stejné
tak jako uvedeni do problematiky matematického modelovani proudéni krve ve velkych

a sttedné velkych cévach.

1.1 Lidska krev

Krev je pro lidsky organismus zivotné dulezita a vysoce specializovana tekuta tkan.
Nepostradatelné plni nebo se alespon ¢astecné podili na celé radé funkci — od transportu
dychacich plynu (kysliku do tkéni a oxidu uhli¢itého z tkéni) a chemickych ldtek (hor-
mont, zivin apod.) az po udrzovani stalého vnitintho prostiedi (tzv. homeostaza). Dalsi
dulezitou roli hraje i v piipadé bunééného metabolismu, zdstavy krvaceni (koagulace),
tvorbé obrannych latek nebo termoregulace [4]. Proto maji jakékoli patologické zmény, at
uz v krvi samotné anebo v krevnim obéhu (tj. srdci a cévéch), rozsahlé nasledky, kterym
je zapotiebi predchazet.

Pro lepsi pochopeni faktoru, které krev ovlivinuji, charakterizuji jeji tokové vlastnosti
a které je nutné zohlednit pfi modelovani jejiho proudéni, je v nasledujicich odstavcich
uvedeno strucné shrnuti toho, co ¢ini krev takovou jaka je a jak se jeji slozeni projevuje

na jejim chovanim z hlediska mechaniky tekutin.

1.1.1 Slozeni krve

Krev je smés krevnich elementu a tekuté slozky. Ke krevnim elementum, které tvori
okolo 37-54% objemového podilu krve, fadime cervené krvinky, bilé krvinky a krevni
desticky [4].

Tekutou slozkou je krevni plazma, ktera ma nazloutlou barvu, a jeji hlavni funkci je
transport krevnich ¢édstic a chemickych latek (voda, hormony, tuky). Sklada se z vody
(92%), organickych latek (cukry, tuky, bilkoviny) a smési anorganickych latek (sodik,
draslik, vapnik, hoi¢ik, zelezo atd.) [5]. Hodnota hustoty krevni plazmy se pohybuje okolo
1025kgm™3. Plazmu oddélenou od krevnich ¢éstic lze povazovat za newtonskou kapalinu
s konstantni viskozitou.

Cervené krvinky (erytrocyty) jsou bezjaderné bunky, které maji tvar bikonkdvniho

disku. Obsahuji ¢ervené krevni barvivo hemoglobin se Zeleznatymi ionty Fe?t, které na
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zdkladé rozdilnych parcidlnich tlaku v plicich a tkanich na sebe dokaze vazat dychaci
plyny. Bikonkavni tvar cervenych krvinek a jejich schopnost deformovat se do ruznych
tvaru jim dava skvélé predpoklady projit i témi nejuzsimi kapilarami a transportovat
dychaci plyny do vSech tkani. Poskozené cervené krvinky tuto schopnost ztraceji, kdyz
napt. v dusledku srpkovité anémie ¢i abnormélnich hodnot smykového napéti muze dojit
az k poruSeni elastické membrany a rozpadu bunky. Hematokrit vyjadiuje objemovy podil
cervenych krvinek na celkovém objemu krve. Hodnota tohoto parametru je zavisla na
mnoha faktorech. Jako piiklad lze zminit pohlavi (muzi: 39-49%, zeny: 35-46%), vék
(pred¢asné narozené déti: 65-75%, novorozenci: 50-60%) ¢i parcidlni tlak kysliku v okoli
(¢lovek zijici ve velmi vysoké nadmotské vysce: 60%) [4]. Hodnota hematokritu se ale muze
ménit i v kratkodobém meértitku, hlavné pri extrémneé stresovych situacich nebo z duvodu
patologickych ¢i psychosomatickych procesu.

Bilé krvinky (leukocyty) jsou buiiky s jadrem, které zajistuji obranyschopnost orga-
nismu proti cizorodym latkam a patogentum. Zdravy clovék méa pét typu leukocytu a kazdy
z nich je uzptusoben na jiny typ imunitni reakce. Obecné maji mensi deformovatelnost nez
cervené krvinky. V aktivované formé pii imunitni reakci dojde k proméné vnitini struk-
tury, coz zpusobi zménu mechanickych vlastnosti (napf. snizeni schopnosti deformace).
Objemovy podil bilych krvinek v krvi u zdravého ¢lovéka je zhruba 1%.

Krevni desticky (trombocyty) jsou bezjaderné ilomky vétsich bunék, které maji vyz-
namnou ulohu pfi zastavé krvaceni. Ve srovnani s cervenymi krvinkami je jejich mnozstvi

v krvi malé, proto se na jejich reologickych vlastnostech vyraznéji nepodili [6].

1.1.2 Tokové vlastnosti krve

S ohledem na vyse uvedené skutecnosti tykajici se slozeni krve a objemového slozeni
jednotlivych slozek neni prekvapujici, ze krev v cévach s prusvitem vétsim jak 500 pm
[4] je z pohledu mechaniky tekutin klasifikovana jako nestlacitelnd vazka kapalina patiici
mezi hrubé disperzni soustavy. Védni obor nazvany hemoreologie studuje tokové vlastnosti
krve a jejich slozek jak v makroskopickém, tak i v mikroskopickém métitku. Obecné se
zabyva také interakci krve s cévni sténou nebo s jinymi nebiologickymi materidly jako
napiiklad 1éky anebo cévnimi implantaty [4].

Krev jako celek vykazuje chovani nenewtonské kapaliny, jejichz viskozita (vnitini
tfeni) se v zavislosti na ruznych faktorech méni. Jasnéjsi klasifikaci lze ucinit napiiklad
v zavislosti na velikosti cév, kterymi krev protékd. Jak uvadi napt. [3], [7], na krev lze

nahlizet bud jako na pseudoplastickou, nebo viskoelastickou kapalinu. V prvnim piipadé
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se tak déje predevsim ve velkych cévach a pfi ustdleném proudéni, naopak viskoelasticita
byva pruvodnim jevem v cévach mensiho prusvitu. Hlavni podil na téchto dvou zakladnich
klasifikacich maji predevsim cervené krvinky, zejména pak jejich schopnost se shlukovat

(penizkovatét) a deformovat se pusobenim vnéjsich sil (obr. 1).
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Obrazek 1: Tlustrace shlukovani cervenych krvinek a tvorby tzv. rouleaux struktur

v zavislosti na hodnotach smykové rychlosti [4].

Pii nizkych smykovych rychlostech muze dochazet ke shlukovani ¢ervenych krvinek
a vytvéareni struktur oznac¢ovanych jako rouleaux (obr. 1), coz je spjato s ndrustem celkové
viskozity a akumulaci elastické deformaéni energie? [7]. Cfm jsou vznikajici struktury
Takto proudi krev naptiklad v mensich cévach, kde casto dochazi k vzajemné interakci
mezi krvinkami, nebo v cévéch, které jsou vlivem patologického onemocnéni bud’ ztZeny
(stendzy), nebo rozsiteny (vyduté) s lokdlnim zpomalenim ¢i stagnaci toku.

Opacné chovani lze zaznamenat s narustem smykové rychlosti, kdy se diive vytvorené
rouleaux struktury rozpadaji, coz se projevuje postupnym poklesem viskozity krve a uvol-
nénim nahromadéné deformacni energie. Po prekroceni urcité, blize nespecifikované, hod-
noty smykové rychlosti pak dochazi k rovnomérnému rozptyleni ¢ervenych krvinek, jejich
natoceni a protazeni ve smeéru toku. Nastava tak situace, kdy krvinky klouzaji po vrstvach
krevni plazmy, coz vede k dalsimu snizeni odporu pfi proudéni [4], viz obr. 2. Tento jev

je casty predevsim v cévach s velkym prusvitem.

2Energie potiebna pro vratnou (elastickou) deformaci ¢ervenych krvinek, jejiz mira je urcena elas-

tickymi vlastnostmi bunééné membrény.
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Obrazek 2: Iustrace vzniku vrstev orientovanych cervenych krvinek (cell layer)

klouzajicich po vrstvach krevni plazmy (plasma layer) [2].

Jelikoz viskoelastické chovani se v pripadé lidské krve projevuje predevsim pii nizkych
smykovych rychlostech [7] anebo v mensich cévach béhem diastolické faze srdecniho
cyklu [3], byva tato vlastnost pii modelovani proudéni krve ve velkych a stfedné velkych
cévach casto zanedbavana. Pti tomto predpokladu je krev modelovana jako ¢isté pseu-
doplasticka kapalina bez jakychkoliv elastickych vlastnosti. Zvoleni tohoto typu kapaliny
nabizi otazku, zdali zanedbani elastickych vlastnosti na tukor téch viskéznich nepovede
k odlisnym vysledkim realizovanych simulaci a tudiz i zavérum. Z tohoto duvodu je

vhodné se pritomnosti nenewtonskych efektt zabyvat podrobnéji.

1.2 Matematicky popis proudéni krve

Pti modelovani toku krve ve velkych a stredné velkych cévach, kam patii naptiklad
srde¢nice (aorta) ¢i karotické tepny, je obvyklé ucinit nékolik zjednodusujicich predpokladu.
uvazovana jako homogenni nestlacitelna vazka kapalina. K tomuto predpokladu je mozné
pristoupit diky zanedbatelnym rozmérum krevnich ¢astic (um) v porovnéani s prusvity
uvazovanych cév (mm) a vysokému podilu vody v krevni plazmé (92%). Druhym zjed-
nodusenim je oznaceni proudéni krve v pfislusnych cévach za izotermické a laminarni.
To je mozné splnit v piipadé malého vyseku kardiovaskuldrniho systému, kde nebude
dochézet k vyraznym zménam teploty ¢i vyskytu turbulentnich jevi. Poslednim predpokla-
dem je, ze cévy budou v této praci modelovany vyhradné jako nepropustné a nepoddajné,
coZ je u cév poskozenych aterosklerézou zajisténo z principu, nebot tvorba lézi byva
provazena ztratou elasticity cévni stény.

S ohledem na vyse uvedené je mozné proudéni krve matematicky popsat rovnici kon-
tinuity a Navierovymi-Stokesovymi rovnicemi, které vyjadiuji zakony zachovani hmot-

nosti a hybnosti. V mechanice tekutin jsou obecné oznacovany pojmem nelinearni systém
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Navierovych-Stokesovych (NS) rovnic a pro lamindrni proudéni nestlacitelné vazké kapa-

liny maji nésledujici tvar [3], [7], [8]

V-v=0, (1.1)
bv_g (0,7) x O (12)
QDt_ T \% N s .

kde (0,7), T > 0 oznacuje casovy interval a Q@ C R3 vypoctovou oblast s hranici
00 = 00 U 000 U 0w, kde 08 odpovida vstupu (inlet), 000 vystupu (outlet) a 0Qy,
nepoddajnym sténdam (walls). Veliciny vystupujici v rovnicich (1.1)—(1.2) zahrnuji cas
t € (0,T), vektor rychlosti v = [vy,v9, v3]7 a Cauchyho tenzor napéti T (total stress ten-
sor). Ucinek vnéjsich objemovych sil pusobicich na proudici kapalinu zde neni uvazovan.
Kromé vyse uvedenych parcialnich diferencialnich rovnic je tento matematicky model jesté
doplnén o vhodné pocatecni a okrajové podminky.

Rozepsanim materidlové derivace na levé strané rovnice (1.2) a uzitim zndmého kon-
stitutivntho vztahu 7 = —pI+ T, kde p predstavuje tlak a T disipacni tenzor (extra stress

tensor), lze systém NS rovnic (1.1)—(1.2) pfepsat do nésledujici podoby

V.-v=0, (1.3)

Q[%—?-F(U-V)U}Z—VP-FV'T v (0,7) x Q. (14)

Tvar disipa¢niho tenzoru T' v rovnici (1.4) je urcen tim, zdali je krev modelovana jako
newtonska, pseudoplasticka nebo viskoelasticka kapalina. Proto pred tim, nez popiSeme
prislusné viskozni a viskoelastické modely, které budou v této praci pouzity, je vhodné si

v nasledujici kapitole teorii nenewtonskych kapalin blize popsat.
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2 Exkurz mezi nenewtonské kapaliny

Redlné tekutiny lze rozdélit na dvé skupiny podle toho, zda splnuji Newtonuv zdkon
viskozity (2.1), ¢i nikoliv. Z tohoto duvodu je zde vhodné si podstatu tohoto klicového
zakona reologie vysvétlit blize a uvést ho do Sirsi souvislosti nejen s ohledem na diive
popsané tokové vlastnosti krve.

Pro lepsi nazornost uvazujme piipad Couettova proudéni. Méjme vazkou kapalinu,
ktera zcela vyplnuje mezeru o velikosti dy mezi dvéma rovnobéznymi deskami, kazdou
o plose A (obr. 3). Bude-li na horni plochu pusobit v tetném sméru konstantni sila o ve-
likosti F', ktera ji uvede do pohybu o rychlosti du, bude tento silovy ucinek nésledovan
vznikem charakteristického trojihelnikového rychlostniho profilu zobrazeném na obr. 3.
Tento profil je dusledkem ulpivani kapaliny na sténé obou desek a existenci vnitiniho
tfeni, které lze vyjadiit skrz smykové (tecné) napéti 7,, na rozhrani pfilehlych a rtuzné

rychle se pohybujicich vrstev kapaliny.

£ plocha, N

F—

Obréazek 3: Schéma smykového toku.

Vztah, ktery popisuje linedrni zavislost smykového napéti na zméneé rychlosti kapaliny
ve sméru kolmém na smér pohybu, byl odvozen Isaacem Newtonem uz v 17. stoleti a je

platny pro pfipad lamindrntho proudéni nestlacitelné vazké kapaliny [9]

] (2.1)
kde 7 oznacuje dynamickou viskozitu a v = Z—Z gradient rychlosti ve sméru kolmém na
smér pohybu, ktery budeme déle oznacovat jako smykovou rychlost.

Z (2.1) je patrné, ze klicovou veli¢inou ovliviiujici miru vnitiniho tfeni a tedy i tok
kapaliny je jeji dynamicka viskozita n, ktera byva obecné proménna v zavislosti na okolni
teploté a tlaku. Vliv tlaku byva vétsinou zanedbatelny. V piipadé newtonskych kapalin,
pro které plati linedrni zavislost (2.1) a mezi které fadime i vodu, je viskozita funkci pouze

obou vyse zminénych fyzikalnich velicin. To znamend, ze v piipadé konstantni teploty
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a tlaku lze viskozitu u tohoto typy kapalin povazovat za fyzikalni konstantu urcéenou
pouze typem materidlu, pro ktery je vyjadifovana. Piislusnd tokova kiivka (reogram),
vyjadiujici zavislost smykového napéti na smykové rychlosti, ma pak podobu pirimky,
viz obr. 5. Naproti tomu dynamicka viskozita nenewtonskych kapalin, kam se fadi nékteré
natérové hmoty, kec¢up nebo lidska krev, je nekonstantni a muze byt funkci mnoha veli¢in
od smykové rychlosti po ¢as. Reogramy tohoto typu kapalin mivaji ¢asto nelinearni prubéh

a nelze je tudiz popsat vztahem (2.1).

2.1 Nenewtonské kapaliny

Jak bylo zminéno vyse, reologické chovani nenewtonskych kapalin je ve srovnani s témi
newtonskymi podstatné slozitéjsi. Jejich reogramy maji ¢asto podobu nelinearnich kiivek
nebo neprochazi pocatkem souradnicového systému. S ohledem na nekonstantni charakter
jejich viskozit se pti viskozimetrickych métenich stanovuje tzv. zdanliva viskozita n,, ktera

se analogicky ke vztahu (2.1) vyjadiuje ve tvaru

-
na - ) 22
B (2.2)

resp. v podobé reologické rovnice jako
T = ﬁa(ﬁ) s (23)

kde 7 je smykové napéti. Jak je podrobné popsdno napt. v [4], [9], hodnota zdanlivé
viskozity n, zavisi kromé zminéné teploty a tlaku také na hodnoté smykové rychlosti
nebo na historii predchozich deformaci (napf. viskoelastické kapaliny). Proto i sebemensi
zména geometrie oblasti, kterou nenewtonska kapalina protéka, muze vést ke zcela odlisné
podobé proudového pole.

Nenewtonské kapaliny se kromé proménné viskozity odlisuji i jistym neobvyklym
chovanim, které nebylo u newtonskych kapalin nikdy pozorovano. Vycet téchto nenew-
tonskych efektu je uveden napt. v [10], [11], pficemz za ty nejtypic¢téjsi pro nenewtonské

kapaliny lze oznacit napft.:

e Weissenberguv efekt (rod climbing effect, obr. 4a) — pti michéni je kapalina vytlacova-

na vzhuru, namotava se a ,,Splha“ po michadle,

e Fanuv tok (Fano flow, tubeless siphon, obr. 4b) — kapalina se bréni preruseni proudu,
napt. pii natahovani kapaliny do stfikacky bude kapalina stale proudit i v piipadeé,

kdy otvor stiikacky bude uz nad hladinou,
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e cfekt zpétného razu (recoil, obr. 4c) — po nahlém pferuseni pusobeni vnéjsich sil
dojde k ,ucuknuti“ kapaliny v dusledku jejtho (¢astetného) ndvratu do puvodniho

stavu, tj. jakysi projev jeji (nedokonalé) paméti,

e Barussuv efekt (Baruss effect/die swell, obr. 4d) — rozsiteni proudu kapaliny pii

vytoku z trubice,

e Kayeuv efekt (Kaye effect) — kapalina dopadajici na hladinu se misto vmichavani

nebo lokdlniho hromadéni na hladiné odrazi a vytvari sekundarni proud,

e vliv smykové rychlosti — dochézi k houstnuti/fidnuti kapaliny v dusledku pusobeni

vnéjsich sil (pf. bramborovy skrob rozpustény ve vodeé),

e efekt otevieného vedeni (open channel extensional flow) — pii vytvoreni vedeni ze

stojici kadinky se kapalina sama vyprazdni i pres pusobici tihovou silu,

e vliv elektrického pole (electrorheological fluids) — suspenze obsahuje velice jemné
castice, které reaguji na pritomnost elektrického pole a maji schopnost zvysit svou

viskozitu az 10°x (napf. aktivni potlaceni nezadoucich vibraci),

e viskoelastické chovani — z pohledu reologie vykazuje kapalina jak vlastnosti vazké

kapaliny, tak elastického télesa.

WA
~ nawloungkd .  wenewtoneld L.

(a) Weissenberg effect (b) Fano flow (c) recoil (d) Barus effect

=

Obrazek 4: Piiklady vybranych nenewtonskych efektu.

Nekteré z vyse uvedenych efektu jsou zpusobené tim, Ze nenewtonské kapaliny vykazuji ne-
nulovy rozdil norméalového napéti v pripadé jednoosého proudéni. Jinak fec¢eno pusobime-li
na kapalinu v jednom sméru, ta c¢asto zacne reagovat i v dalsim sméru, nejcastéji v tom

kolmém.

10
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Obecné lze nenewtonské kapaliny rozdélit do tif skupin dle charakteru reologické rov-

nice (2.3), kterd jejich tokové vlastnosti nejlépe vystihuje [9]:

1. Casové nezivislé nenewtonské kapaliny neboli zobecnéné newtonské ka-
paliny jsou takové kapaliny, u kterych je zavislost smykového napéti na smykové
rychlosti stejnéd v kazdém casovém okamziku. Tuto zavislost lze popsat jednoduchou

reologickou rovnici ve tvaru

¥ = f(7), resp. 7= (). (2:4)

Podle konstitutivniho vztahu (2.4) lze kapaliny této skupiny rozdeélit do ti{ podsku-
pin [12], a to na pseudoplastické (zdanliva viskozita klesd s rostouci smykovou
rychlost{), viskoplastické (maji nenulovou mez teceni, jejiz hodnota rozhoduje,
jestli kapalina tece, nebo se plasticky deformuje jako tuhé téleso) a dilatantni ka-
paliny (zdanlivé viskozita se zvétsuje s rostouci smykovou rychlosti). Oproti jinym
nenewtonskym kapalindm jejich reologické rovnice nezohlednuji efekty tykajici se
paméti materialu nebo elasticity. Jejich pouziti tedy neni vhodné pro nestacionérni
proudéni, pti kterych se projevuje vliv predchozi deformace kapaliny, nebo pro tlohy

proudéni, ve kterych budou elastické vlastnosti hrét klicovou roli [11].

2. Casové zavislé nenewtonské kapaliny jsou skupinou kapalin s velice slozitymi
reologickymi vlastnostmi, které jsou kromé vyse zminéné smykové rychlosti ovlivnény
i casovym prubéhem smykového napéti a historii predchozich deformaci, tj. proje-
vuje se u nich pamét. Obecné je lze rozdélit do dvou podskupin [9], a to na kapa-
liny tixotropni (pfi zatizeni konstantnim tecnym napétim jejich zdénliva viskozita
s ¢casem klesa, pti absenci zatizeni maji tendenci se navratit k puvodni struktutre
a tudiz i k vyssi viskozité) a reopektivni (opacné chovani nez u tixotropnich kapa-
lin, tj. s casem dochézi k néarustu jejich zdanlivé viskozity). Reogramy takovychto
kapalin ¢asto byvaji hysterezni smycky, kdy vyvoj smykového napéti pii zvysSujici se

smykové rychlosti je rozdilny oproti ptipadu, kdy dochazi ke snizovani této rychlosti.

3. Viskoelastické kapaliny projevuji vlastnosti jak vazkych kapalin, tak elastickych
téles. Po ukonceni pusobeni zatézovych sil maji schopnost se ¢asteéné vratit do nede-
formovaného stavu. Z hlediska reologickych vlastnosti mohou byt popsany linearni-

mi nebo nelinearnimi modely, vice viz odstavec 2.3.

Reogramy a zavislosti (zdanlivé) viskozity na smykové rychlosti newtonské kapaliny a vy-

branych zobecnénych newtonskych kapalin jsou zobrazeny na obr. 5.

11
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4 (x
Obrazek 5: Reogramy (vlevo) a prubéhy zdénlivé viskozity (vpravo) newtonské a vy-

branych zobecnénych newtonskych kapalin.

Uvéazime-li prehled uvedeny v prvni kapitole této prace v souvislosti s lidskou krvi
a jejimi tokovymi vlastnostmi, zamérime se dale pouze na popis chovani pseudoplas-
tickych a viskoelastickych kapalin. Jejich vlastnosti budou rozvedeny v nasledujicich dvou

odstavcich.

2.2 Modely pseudoplastickych kapalin

Pseudoplastické kapaliny se fadi mezi nejcastéjsi zastupce ¢asové nezavislych nenew-
tonskych kapalin v praxi. Jako obecné priklady lze uvést natérové hmoty, lepidla, roztoky
mydel a detergentu [4]. Jejich charakteristickym rysem je, Ze jejich zdéanliva viskozita
klesé s rostouci smykovou rychlosti. Naopak v ptipadé jak nizkych, tak velmi vysokych
smykovych rychlostech vykazuje vétsina téchto latek newtonské chovani, tj. zavislost smy-
kového napéti na smykové rychlosti se stava linearni a jejich reogram prochéazi pocatkem
soutadnicového systému jako v pripadé newtonskych kapalin. Z tohoto duvodu se pro
vyjadieni zdanlivé viskozity v téchto limitnich stavech zavadi limitni hodnoty viskozity

oznacované jako 7y a 1. a definované jako [9], [12]

T
Mo = Lli% 5 (2.5)
T
Moo = lim —. (2.6)
Y—r00 ’y

Jak je z predpisu (2.5) a (2.6) patrné, tyto hodnoty uréuji rozmezi, ve kterém se pohybuje
hodnota zdanlivé viskozity (0 > 7. > 7o) [9], [12], viz obr. 6. Konstitutivni vztahy

12
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navrzené napt. Malcomem M. Crossem, Pierrem J. Carreauem ¢i Kazunorim Yasudou
existenci téchto limitnich hodnot zohlednuji a berou v potaz jejich zavislost na ruznych
faktorech, jako napt. na molekularni hmotnosti dané latky. Proto je obtizné urcit obecné

platné limitni hodnoty.

T
/
/ ~
// = oo
/ _ _ —
~ 77
/ %d"" "Lo
/ -
p t%ol.,, * 0o
Lo ! l
5 106@*

Obrazek 6: Tokové (vlevo) a viskdzni (vpravo) kiivky s limitnimi hodnotami 7y a 7., pro

dynamickou viskozitu.

2.3 Modely viskoelastickych kapalin

Jak bylo zminéno drive, viskoelastické kapaliny predstavuji komplexni systém, ktery
v sobé sdruzuje jak tokové vlastnosti vazkych kapalin, tak elastickych téles. Pro lepsi
predstavu si v nasledujicim odstavci obecné popiSeme obé vlastnosti, které viskoelastické
materidly v sobé spojuji.

V klasické teorii pruznosti je smykové napéti primo imérné velikosti deformace a koefi-
cientem umeérnosti se oznacuje Younguv modul pruznosti . Dokonale pruzné téleso se po
skonceni pusobeni napéti navrati do puvodniho (nedeformovaného) tvaru za predpokladu,
ze hodnota smykového napéti nepiresahne mez kluzu. Nastane-li tento piipad, téleso se
nenavrati do puvodniho tvaru a zustane ¢astecné zdeformované. V porovnani s timto
chovanim je smykové napéti vazkych kapalin zavislé na rychlosti deformace tak, jak bylo
ukdzéno na zacdtku této kapitoly prostiednictvim Newtonova zdkona viskozity (2.1).

Mnoho materidlu projevuje jak viskoézni, tak elastické vlastnosti v zavislosti na okol-
nostech. Dokonale pruzné téleso a naopak dokonale viskézni téleso jsou limitnimi pripady
viskoelastického chovani. Odpoved viskoelastického materidlu na pisobici napéti nezavisi

pouze na jeho struktufe, ale i na historii deformaci, kterym byl materidl vystaven. Dis-

13
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ponuje tedy urcitou formou ,tvarové* paméti. Viskoelasticka deformace je vratnd, ale
ne okamzitd, tj. vykazuje casovou zavislost. Pro klasifikaci viskoelastickych materialu
z hlediska jejich tokovych vlastnosti se hlavné pouzivaji bezrozmérové hodnoty Debofina
a Weissenbergova Cisla véetné jejich vzdjemné souvislosti (viz Pipkinuv diagram na obr. 7).
Jak ovsem uvdadi napt. [13], kazdé z téchto cisel, pokud je vzato samostatné, nedokaze
plné charakterizovat danou latku z pohledu jejich viskoelastickych vlastnosti. Proto je na
tomto misté vhodné se obéma bezrozmérovym ¢islum vénovat trosku podrobnéji.
Deboftino ¢islo De vyjadiuje pomér mezi relaxa¢ni dobou kapaliny a dobou pozorovani
kapaliny neboli ¢asovou proménlivost proudéni vzhledem k dobé, po kterou proudéni
pozorujeme. Matematicky lze vyjddfit Debofino ¢islo nésledujicim vztahem [11]

De = T (2.7)
kde M\ vyjadiuje relaxacni ¢as a T dobu pozorovani dané latky. Pokud je doba pozo-
rovani dlouha v porovnani s relaxa¢ni dobou kapaliny, pak je Debofino ¢islo malé, coz
naznacuje, ze element dané latky je schopen se rychle prizpusobovat zménam pusobicich
sil a materidl se projevuje jako kapalina. Naopak pokud bude doba pozorovani kratka
a hodnota Debotina ¢isla tudiz vysokd, znamena to, Ze element se nedokaze dostatecné
rychle prizpusobit zméndm pusobicich sil a z pohledu pozorovatele se bude tento material
jevit jako pevna latka. V limitnich piipadech je tedy hodnota Deboiina ¢isla u Newto-
novy kapaliny rovna nule (De = 0) a v piipadé elastického télesa mé& hodnotu jdouct
k nekonecénu (De — o0) [9], [11].

Weissenbergovo cislo Wi vyjadiuje pomeér elastickych a viskéznich sil, jinak fec¢eno,
kterd z obou slozek je v daném materidlu prevladajici. Weissenbergovo ¢islo lze matema-

ticky vyjadrit jako [13]

Toe — Tyy 2152 B
Tey MY

kde %4 predstavuje charakteristickou smykovou rychlost daného pohybu (proudéni).

Wi =

204, (2.8)

S ohledem na slozité reologické vlastnosti vétsiny viskoelastickych latek, které se
v z4vislosti na podminkdch mohou blizit bud chovani vazké kapaliny, nebo poddajného
télesa, neni vzdy volba vhodného konstitutivniho vztahu lehké. Jistym pomocnym nastro-
jem muze byt vyse zminény Pipkinuv diagram (obr. 7), ktery dava do souvislosti Debotino
a Weissenbergovo ¢islo a vymezuje hranice mezi riznymi stavy a rezimy proudéni. Konkrét-
né chovani Newtony kapaliny je vymezeno jednim bodem, a to pocatkem zvoleného
souradnicového systému (De = Wi = 0). S rostouci hodnotou Debofina ¢isla prechazime

postupné z oblasti viskézniho proudéni ptes oblast viskoelastickych latek az po cisté

14
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elastické materidly. Naproti tomu hodnoty Weissenbergova c¢isla v Pipkinové diagramu
vymezuji platnost linedrnich a nelinedrnich konstitutivnich modeli. Napriklad modely
zobecnénych newtonskych kapalin, kam fadime napt. zndmy mocninovy model, spadaji
v tomto piipadé do oblasti visk6zniho proudéni, ale s nenulovymi hodnotami Weissenber-

gova Cisla.
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Obrazek 7: Pipkinuv diagram [11].

Charakteristickym znakem spole¢nym pro vsechny konstitutivni modely popisujici
viskoelastické proudéni je to, ze vzdy obsahuji alespon jeden casovy parametr, ktery
ur¢itym zpusobem podchycuje pamét modelované kapaliny. Tvar piislusného konstitu-
tivntho vztahu, a tedy i zaclenéni zminéného parametru muze byt bud linedrni, nebo
nelinearni, pricemz vhodnost se do jisté miry odviji od hodnoty Weissenbergova cisla,
vice viz [14].

Linearni viskoelastické modely, kam spada napt. znamy Maxwelluv model, 1ze pouzit
za predpokladu linedrni odezvy materidlu, coz je splnéno v piipadé malych deformaci.
Tyto modely jsou dulezité jako zaklad pro tvorbu nelinearnich viskoelastickych modelu
a urcovani jejich parametru z experimentdlnich méfeni [14]. Naproti tomu v piipadé
velkych deformaci a v tlohéch s vyssim Weissenbergovym ¢islem je vhodnéjsi pouzit pro
popis viskoelastického chovani nelinearni model. V tomto sméru lze zminit napt. Phan
Thientuv-Tanneruv model ¢i Giesekustuv model [3].

Na zdvér této kapitoly uvedme, Ze se v této bakaldiské praci budeme vénovat pouze

linearnim, resp. kvazilinearnim viskoelastickym modeltm.
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3 Matematické modely uzité v praci

V porovnani s predchozi kapitolou, ktera byla vénovana zakladni teorii nenewtonskych
kapalin, je cilem této kapitoly predstavit konkrétni konstitutivni vztahy pouzité pro
potieby této bakalarské prace a uvést prislusné matematické modely proudéni, které byly

implementovany a numericky feSeny ve vypoctovém systému ANSYS Fluent.

3.1 Reologické modely krve

Odborna literatura nabizi celou fadu ruzné slozitych matematickych modelu pro vyjad-
fen{ tokovych vlastnosti krve [3], [4], [7], [15]. Ta je zde ¢asto popsana bud jako zobecnénd
newtonska kapalina vykazujici pseudoplastické chovani, nebo méné casto jako viskoelas-
ticka kapalina. V souladu s timto poznatkem a s odkazem na ptehled uvedeny v kapitole 1
jsou v této praci zvoleny reologické modely s parametry prevzatymi z prislusné literatury
a vyjadfenymi prostrednictvim disipa¢niho tenzoru T, jehoz tvar urcuje findlni podobu

systému Navierovych-Stokesovych rovnic (1.3)—(1.4).

3.1.1 Model newtonské kapaliny

Tento zékladni reologicky model slouzi v této préaci jako referencni model, jehoz hlavnim
ukolem je poskytnout nahled na vyskyt a rozsah pripadnych nenewtonskych efektu v mo-

delovanych cévach. Disipa¢ni tenzor je v tomto piipadé dan konstitutivnim vztahem
T =2nD, (3.1)

kde D = % [V’v + (V'U)T] je tenzor rychlosti deformace a 1 dynamicka viskozita kapaliny,
ktera v souladu s teorii uvedenou v kapitole 2 je konstantni a pro potireby této prace
volena jako n = 3,6 - 1073 Pas [7], resp. n = 3,45 - 1073 Pas [3] pro simulace proudéni krve

ve zuzené trubici, resp. bifurkaci.

3.1.2 Modely pseudoplastické kapaliny

Pro skupinu zobecnénych newtonskych kapalin, kam pseudoplastické kapaliny spadaji,
obecné plati, ze jejich disipacni tenzor T je funkci nejen tenzoru rychlosti deformace D,
ale i proménné dynamické viskozity 7, ktera nejcastéji zavisi na smykové rychlosti +. Pak

v analogii se vztahem (3.1) lze pro tuto skupinu nenewtonskych kapalin psat

T = 21()D = (%) [Vv + (Vo)'] . (3.2)
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S odkazem napf. na [4] je smykova rychlost definovana vztahem

y = 2y/Dy; = /2 [Tt (D?) — (Tr DY?], (3.3)

kde Dj; oznacuje druhy invariant tenzoru rychlosti deformace D a Tr D jeho stopu.
Jelikoz krev v této praci modelujeme jako nestlacitelnou vazkou kapalinu, pro kterou

plati rovnice kontinuity (1.3) a Tr D = 0, lze obecny predpis (3.3) zjednodusit na tvar

i =4/2Tr (D?). (3.4)

Pro numerické simulace realizované v této praci, které vychazeji z publikovanych praci [3]
a [7], je funkce n = n(¥) v (3.2) vyjaddiena prostiednictvim nasledujicich ti{ reologickych

modelu:

A) Mocninovy model

Tento model, oznacovany rovnéz jako power-law model, byva casto vychozim modelem
pro popis pseudoplastického chovani mnoha zobecnénych newtonskych kapalin. Jeho apli-
kovatelnost je ovéem limitovdna na uréity interval hodnot smykové rychlosti 4, nebot pro
velmi vysoké, nebo naopak velmi nizké hodnoty nezohledniuje sklon téchto kapalin k new-
tonskému chovéni (viz odstavec 2.2) a davéa obecné neredlné hodnoty viskozity. Uplatnéni
tak tento model nachazi hlavné pii analytickém feSeni proudéni v jednoduchych geo-
metriich nebo jako néstroj pro ovéreni spravnosti implementace vyvinutych vypocetnich
algoritmu v typovych ulohach (tzv. benchmark problems) [1], [4], [9].

V této préci je uzit predpis a parametry mocninového modelu inspirované praci [16]

n(y) = K", (3.5)

kde K = 42mPas" je parametr konzistence a n = 0,61 index toku?. Pribéh této funkce

je znazornén na obr. 8.

B) Modifikovany Crossuv model

V porovnani s mocninovym modelem je tento 5-parametricky model schopen zachytit
newtonské chovani v limitnich hodnotach smykové rychlosti (2.5)—(2.6). To je ddno tim,

ze v souladu s tokovymi a viskéznimi kiivkami na obr. 6 respektuje logisticky prubéh

3Parametr vyjadiujici miru odklonu od newtonského chovani [9]: n < 1 (pseudoplasticks kapalina),

n =1 (newtonskd kapalina), n > 1 (dilatantni kapalina).
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dynamické viskozity (sigmoid curve, obr. 8), coz se odrazi i na podobé samotného modelu
z 7], [15]

N() = oo + e, (3.6)
[1 (%) ]

kde 1y = 0,16 Pas, resp. 1., = 0,0036 Pas jsou asymptotické hodnoty viskozity pti nulové,
resp. nekonecné velké smykové rychlosti, A = 8,2s predstavuje relaxacni cas a a = 1,23,

b = 0,64 aproximacni konstanty.

C) Carreautv model

Podobné jako vyse uvedeny Crossuv model i tento 4-parametricky model zajistuje
logisticky prubéh dynamické viskozity jako funkce smykové rychlosti, ¢imz aproximuje
newtonské chovani pseudoplastickych kapalin v limitnich stavech (obr. 6).

V této préci je uzit predpis a parametry prevzaté z [3]

() = oo 4+ — T2 (3.7)
[+ (W97 2

kde 1y = 0,056 Pas, resp. 1o, = 0,00345Pas jsou asymptotické hodnoty viskozity pfi

nulové, resp. nekoneéné velké smykové rychlosti, A = 3,313 s predstavuje relaxaéni cas

an = 0,3568 index toku (power indez, [9]). Prubéh této funkce je znazornén na obr. 8.

10— , , , '

mocninovy model
modifikovany Crosstv model
Carreautv model

—_
o
o
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o
o

dynamicka viskozita [Pa.s]
3
n

-
e
@

1

-
<
IN

10° 10°
smykova rychlost [1/s]

N
<
0

Obrazek 8: Zavislost dynamické viskozity na smykové rychlosti vyjadiena prostrednictvim

vybranych reologickych modelu.
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3.1.3 Modely viskoelastické kapaliny

Jednim z nejjednodussich zpusobu matematického popisu chovéani viskoelastického
materidlu je kvalitativni popis zalozeny na analogii s mechanickymi soustavami [9]. To-
hoto pristupu je vyuzito i v této praci, kdy pro prvotni odvozeni dvou (kvazi-)linearnich
viskoelastickych modelu je pfistoupeno k vhodné kombinaci linearnich pruzin a tlumicu
jejich paralelnim anebo sériovym zapojenim. V piipadé pruzin se jedna o tzv. Hookeovo
elastické téleso s charakteristickou hodnotou Youngova modulu pruznosti E, pro které

v analogii s Hookeovym zakonem plati vztah
T=Fle, (3.8)

kde 7 oznacuje napjatost a e deformaci elastického télesa. Naproti tomu tlumice reprezen-
tuji viskozni Newtonovu kapalinu, pro kterou v analogii s Newtonovym zakonem viskozity

(2.1) plati

de

kde ‘3—‘; = ¢ je rychlost deformace a 1 dynamicka viskozita kapaliny.

A) Maxwelliv model

Jednd se o nejjednodussi linearni viskoelasticky model, jehoz chovéani lze z pohledu
mechanickych soustav reprezentovat sériové zapojenou pruzinou a tlumicem s diléimi

deformacemi e; a es, obr. 9.
ELN w] ,,L[N-s-u;‘]
vV V. V V 1

e, (3%

N

Obréazek 9: Schéma Maxwellova mechanického modelu.

Pro odvozeni matematického vztahu tohoto 1D kontinua se vychazi z poznatku, ze
vysledna deformace e, resp. jeji rychlost é je souctem obou zminénych dil¢ich deformaci,

resp. jejich rychlosti, tj. plati
de de; dey

e =e1+ e, resp. —

dt :E—i_a. (310)

19



3. MATEMATICKE MODELY UZITE V PRACI

Dosazeni ¢asové zderivovaného predpisu pro Hookeovo téleso (3.8) a predpisu pro Newto-

novu kapalinu (3.9) do vztahu (3.10)s vede na nasledujici obyéejnou diferencidlni rovnici

dey _ 1dr
dt  Edt dr de

A— =n— |, 3.11
dey 1 & Ty (3.11)
_:_7-
dt n

kde A = n/E je relaxacni ¢as predstavujici charakteristicky parametr modelovaného visko-
elastického chovani (tj. pomeér viskéznich a elastickych slozek materidlu). Vysledné rovnice
(3.11) predstavuje matematicky model Maxwellova 1D kontinua, které v mnoha oblastech
slouzi ke studiu a ilustraci viskoelastického chovani materiali pfi malych deformacich [9].
Zobecnénim vztahu (3.11) pro 3D kontinuum lze ziskat obecny, ale jiz nelinearni tvar pro
Maxwelluv model viskoelastické kapaliny [7], [15]

5T
Ao+ T =2D, (3.12)

kde %—f oznacuje konvektivni derivaci disipa¢niho tenzoru T', viz tabulka 1. V zavislosti na
A v

typu konvektivni derivace se rozlisuji modely Maxwell-A (‘;—7; =T') a Maxwell-B ( %_:: =T),

pticemz druhy model, ¢asto oznacovany jako UCM (upper convected Mazwell) model, je

typickym zastupcem nelinearnich viskoelastickych modelu.

Tabulka 1: Prehled konvektivnich derivaci uzivanych v reologii [7].

oznaceni derivace definice
) I 2 DT T
dolni konvektivni{ derivace | T = Do T (Vu) - T+T- (Vo)
v. DT
horni konvektivni derivace | T' = DO (Vo)- T —T - (Vo)"

B) Oldroyduv model

Jelikoz viskoelastické chovani redlnych kapalin je do znaéné miry spjato s jejich paméti,
ktera se matematicky vyjadiuje zejména prostiednictvim derivaci vyssich radu (D, 15, o)
[8], je aplikovatelnost Maxwellova modelu omezena. Jistym zlepsenim v tomto sméru je
proto jeho rozsiteni, které roku 1950 publikoval britsky matematik James G. Oldroyd
a podle kterého nese své jméno — Oldroyduv model.

V analogii s mechanickymi soustavami je tento viskoelasticky model reprezentovan

paralelné zapojenym tlumicem a Maxwellovym modelem, obr. 10. S ohledem na typ za-
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pojeni obou prvku plati, ze vysledna deformace, resp. jejich rychlosti jsou identické jejich
diléim hodnotam, tj.

d d d
e=e; = ey, resp. d_(; = % = %. (3.13)

Naopak v pripadé celkové napjatosti 7 musi patrné platit

T =1+ To. (3.14)
T, LT
Tl |
] b | c
E.
A VAVAVAY. —]
- i |
el "
Il_" e L) e. *
T T,*T,

Obréazek 10: Schéma Oldroydova mechanického modelu.

S prihlédnutim k (3.13) a s uzitim vztahu (3.9) a (3.11) lze diléi napjatosti v jednot-

livych vétvich uvazovaného 1D kontinua vyjadrit jako

de nmdn de
L =Ny —. 1
= dt FE, dt’ 2= (3.15)

Dosazenim obou predpisu do (3.14) dostaneme

de d7'1

_ e\ dn 3.16
T T M a (3.16)

kde n = n; + 1o je celkové viskozita kapaliny a A\; = n;/FE; relaxacni cas. Pro vyjadieni

napjatosti 7, na pravé strané rovnice (3.16) vyuzijeme vztahu (3.14) a (3.15)9, z nichz

obdrzime 7 =7 — ngd—‘;, pak muzeme (3.16) prepsat do nésledujiciho tvaru
de dr d?e
=n— —MN— +Mp—. 3.17
T ndt % + 1772dt2 ( )

Preusporaddnim ¢lent a zavedenim parametru retardacnfho ¢asu Ao = A\ima2/(n1 + 12)

dospéjeme k vysledné podobé matematického modelu Oldroydova 1D kontinua

d d d?

dt dt dt?
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Podobné jako v pripadé Maxwellova modelu i zde zobecnénim odvozeného vztahu
(3.18) pro 3D kontinuum ziskdvame nelinearni rovnici pro Oldroyduv model viskoelastické
kapaliny [7], [15]

oT 0D

kde %—r‘tr oznacuje konvektivni derivaci disipacniho tenzoru T, viz tabulka 1. V reologii se
rozlisuji modely Oldroyd-A (%—f = %) a Oldroyd-B (%—:tr = Iv’), pricemz druhy model je
¢asto volen pro numerické simulace proudéni krve [3], [7], [15] a je tudiz uzit i pro potieby
této bakalarské prace.

S ohledem na slozity charakter Oldroydova modelu (3.19) se pro jeho praktickou imple-
mentaci ve vypocetnich algoritmech voli pristup v jistém smyslu vychazejici z vyse uvedené
mechanické analogie. Jinak Tfeceno, v souladu se schématem mna obr. 10 se

disipacni tenzor T' rozkldda na dveé ¢asti [8], [11]
T=T,+T., (3.20)

kde Ts odpovida ¢isté viskézni slozce/tlumici (tzv. solvent) a T, reprezentuje viskoelas-
tickou slozku spjatou s Maxwellovym modelem (tzv. elastic). Pro viskézni slozku lze
v souladu s (3.15)5 psat

T, =2n,D, (3.21)

kde se podoba pravé strany odviji od toho, je-li tato slozka v praci modelovana pro new-
tonskou (3.1) ¢ pseudoplastickou (3.2) kapalinu. Konstitutivni vztah pro viskoelastickou
¢ast disipacniho tenzoru T, 1ze odvodit dosazenim rozkladu (3.20) do (3.19) a aplikaci

(3.21)

0D Y oD
)\12773E + )\1 (St + QT]SD + Te = 277 <D + /\2W> y (322)

odkud po dosazeni za celkovou viskozitu n = n, + 1., retardaéni ¢as Ay = A\;ns/n a jedno-

duchych matematickych ipravach dostavame

0T,
ot

M —= + T, = 2n,D. (3.23)

Konkrétné pro Oldroyd-B model, ktery je uzit pro potieby této prace, prechazi vztah
(3.23) do nasledujici podoby

DT,

A
' Dt

— (Vo) -T. - T. - (Vo)' | + T. = 21.D. (3.24)
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3.2 Prehled matematickych modeli a jejich numerické feseni

S odkazem na vySe zminéné reologické modely, které jsou v této bakalarské praci
pouzity pro numerické simulace proudéni krve, je vhodné na tomto misté uvést vyslednou
podobu piislusnych matematickych modelu proudéni a popsat zpusob jejich implementace

do vypoctového systému ANSYS Fluent.

3.2.1 Vysledny tvar matematickych modeli

Jelikoz numerické simulace realizované v této praci jsou inspirovany dvéma odbornymi
¢lénky [7] a [3], v rdmci nichz je feSena tloha proudéni bud ve zizené trubici, nebo
cévni bifurkaci, jsou nize, spoletné s modely proudéni, prezentovany i dvé sady reolo-
gickych parametru. Pro lepsi nazornost je v nasledujicim ptehledu uzit tenzorovy zéapis
systému Navierovych-Stokesovych rovnic (1.3)—(1.4) a piislusnych reologickych modelu

(1,7 =1,2,3):

e Proudéni newtonské kapaliny:

8vi
— 2
) 2,,.
ov; 0 1dp n 0% (3.26)

ot ¥ an, ) T Gan T w0n,0m;

kde v; je i-ta slozka vektoru rychlosti v odpovidajici kartézské souradnici z;, p tlak,

n konstantni dynamicka viskozita krve a o jeji hustota, kterd v pripadé zizené

trubice, resp. bifurkace, ma hodnotu 1050 kg /m? [7], resp. 1056 kg /m? [3].

e Proudéni zobecnéné newtonské kapaliny:

avi .
95, = 0, (3.27)
ov; 0 1 0p 1 0 . ov;  0Ov;
[ . . —_—— T e — a2
gt + o = s [ (G 5| e

kde dynamickd viskozita n(¥) jako funkce smykové rychlosti 4 je ddna jednim z kon-

stitutivnich vztahu uvedenych v odstavei 3.1.2, tj. (3.5), (3.6), resp. (3.7).

e Proudéni viskoelastické kapaliny s pseudoplastickym chovanim:

g: =0, (3.29)
oo 0 1op 10 [, (0u 00\
T o, (vivy) + 00n 001, {77(7) (&cj + 8%) +T, (3.30)

23



3. MATEMATICKE MODELY UZITE V PRACI

kde T je viskoelastickd ¢ést disipa¢niho tenzoru uréend Oldroyd-B modelem (3.24)

or'? 3T ov; ov; 1 ov;  Ov;
ij GYi ple) _ _JT,(e T(E) 7 7 31
TR ) it i S Al 9z, * B (3.31)

Pro potieby simulace proudéni ve ztizené trubici mé relaxacni ¢as A\; hodnotu 0,06 s
a dynamickd viskozita viskoelastické slozky 7, hodnotu 4 - 107* Pas [7], [15]. Jako
model pseudoplastické kapaliny je uzit modifikovany Crossuv model (3.6). V piipadé
simulace proudéni v bifurkaci je hodnota relaxa¢niho casu stejna jako u zizené
trubice, ale 7, je rovna hodnoté 4-107° Pas [3] a jako model pseudoplastické kapaliny

je aplikovan Carreauuv model (3.7).

3.2.2 Implementace do vypoctového systému ANSYS Fluent

Pro numerické teseni matematickych modelt shrnutych v predchozim odstavci jsou
v této praci vyuzity vypocetni moznosti komeréniho softwaru ANSYS Fluent. Tento
vypocetni systém, jehoz algoritmy jsou zalozeny na metodé konecny objemtu, umoznuje
bez nutnosti programovych doplinku fesit zadkladni model proudéni (3.25)—(3.26). U mo-
deltt spjatych s nenewtonskym chovanim, at uz pseudoplastickym ¢i viskoelastickym, je
nutné piislusné reologické modely doprogramovat. V tomto smyslu umoznuje prostiedi
softwaru ANSYS Fluent nadefinovat vlastni programové nadstavby pomoci tzv. user-
defined functions (UDF) a rozsitit zakladni model proudéni o dalsi pomocné rovnice pro
tzv. user-defined scalar (UDS).

Formou UDF, psanych v programovacim jazyce C, byla v této praci naptiklad imple-
mentovana funkce proménné viskozity pseudoplastickych kapalin. V pripadé pomocnych
rovnic pro UDS se k jejich implementaci pristoupilo u viskoelastickych kapalin, u nichz
bylo kromé rozsiteného systému Navierovych-Stokesovych rovnic (3.29)—(3.30) nutné fesit
i rovnici pro viskoelastickou ¢dst disipaéniho tenzoru (3.31). Zpusob programové imple-
mentace a piehled funkei a piikazu definovanych v souladu s manudlem [17] jsou blize
popsany v priloze A této prace.

Vyvinuté programové nadstavby, které kromeé vyse zminénych funkei zahrnuji i moduly

pro predepsani okrajovych podminek ¢i zdrojovych ¢lent, lze shrnout nasledovné:

e inlet_velocity — funkce pro predepsani parabolického rychlostniho profilu na vstupu

vypocetni oblasti €27,

e Viscosity_power_law_model — funkce proménné viskozity definovana prostrednictvim

mocninového modelu (3.5),
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e Viscosity_Cross_model — funkce proménné viskozity definovana prostrednictvim mo-

difikovaného Crossova modelu (3.6),

e Viscosity_Carreau-model — funkce proménné viskozity definovana prostiednictvim

Carreauova modelu (3.7),

e z2droje_Navier_Stokes — definice rozsitené pravé strany Navierovych-Stokesovych rov-

nic v piipadé viskoelastické kapaliny (3.30),

e zdroje_UDS — definice viskoelastickych slozek disipa¢niho tenzoru T¥ v souladu

ij
s (3.31), viz priloha A.

3.2.3 Nastaveni reSice ve vypoctovém systému ANSYS Fluent

Pro numerické teseni matematickych modelt proudéni shrnutych v odstavei 3.2.1
je ve vsech simulacich popsanych v této praci uplatnén pristup zalozeny na metodé
SIMPLE (Semi-Implicit Method for Pressure-Linked Equations), vice viz [17]. Co se tyce
diskretizace, je pro systém Navierovych-Stokesovych rovnic a pfipadnou UDS rovnici uzito
upwind schéma druhého fddu piesnosti s jednotnym ¢asovym krokem At = 5-107%s.
Vzhledem k tomu, Ze se v této praci omezujeme na simulace ustaleného proudéni krve,
je zde vyvoj numerického teseni sledovan prostrednictvim ¢asovych prubéhu vybranych
tokovych velic¢in, konkrétné jsou vykreslovany hodnoty minimalniho tlaku a maximalni
rychlosti v celé vypoctové oblasti. V pripadé konvergence téchto hodnot je modelované

proudéni krve povazovano za ustalené a vypocet ukoncen.

3.2.4 Okrajové a pocatecni podminky

Pro simulaci proudéni jak ve zuzené trubici, tak bifurkaci je pro potieby této préace
uzit stejny typ okrajovych podminek. Konkrétné na vstupu vypoctové oblasti 0€); je
predepséna Dirichletova okrajovd podminka pro rychlost v podobé plné vyvinutého (Po-

iseuillova) rychlostniho profilu, ktery lze matematicky vyjadrit predpisem

97 \2
VI (1) = Unax [1 - (g)] , vs =0l =0, (3.32)

kder = \/m predstavuje vzdalenost vstupniho bodu leziciho v roviné 7z od stiednice,
D je prumér vstupni cévy a uy., maximalni rychlost profilu. Tato rychlost je v pripadé
zizené trubice stanovena na zékladé zndmého objemového prutoku @ = 0,5cm?/s [15]
jako

Q

e = 275 = 0,0332m/5, (3.33)
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kde A = wD?/4 je plocha vstupu. Naproti tomu pro simulace proudéni krve v modelech
bifurkace je hodnota .y zaddna jako v, = 0,178 m/s, resp. e, = 1,038 m/s, které
predstavuji minimalni, resp. maximalni hodnoty nestaciondrniho prubéhu rychlosti pu-
blikovaného v referenénim ¢lanku [3]. Duvody vedouci k volbé obou téchto hodnot jsou
inspirovany tvrzenim autoru ¢lanku, ze pokud se objevi nenewtonské efekty pii vysokych
rychlostech, pak se tyto efekty musi zdkonité projevit i pfi téch nizsich. Proto nasi sna-
hou v této bakalarské praci bude, kromé jiného, ukazat rozsah nenewtonskych efektu pri
uvazovani jak maximalniho, tak minimalniho toku.

Co se tyce vystupu vypoctové oblasti 0o, je v souladu s ¢lanky [7], [15] ve vSech
feSenych tlohach predepsana homogenni Dirichletova okrajova podminka pro tlak, tj.
p® = 0Pa. V pifpadé nepoddajnych a nepropustnych stén 0Qy je piijat piedpoklad tzv.
neskluzové podminky (no-slip condition), tj. vV = 0. Posledn{ okrajové podminka, kterou
je v této praci nutné zminit, souvisi s viskoelastickou ¢asti disipacniho tenzoru 7}(]-6). Ta po
vzoru clanku [3], [7], [15] aplikuje homogenni Neumannovu okrajovou podminku po celé
hranici vypoctové oblasti 0.

Jako pocatecni podminky jsou u vSech simulaci ustaleného proudéni Newtonovy ka-
paliny voleny nulové hodnoty vSech tokovych veli¢in. Pro urychleni néslednych simu-
laci s pseudoplastickymi, resp. viskoelastickymi kapalinami je pristoupeno k pocatecnim
podminkach vychdazejicim z vysledku pro model newtonské kapaliny prislusného modelu

cév.
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4 Vysledky numerickych simulaci

V predchozich kapitolach bylo predstaveno rozdéleni nenewtonskych kapalin, popsany
jednotlivé konstitutivni modely a uvedeny prislusné matematické modely proudéni. Déle
byl naznacen zpusob jejich numerického feseni a implementace v softwaru ANSYS Fluent.
Na to navazeme v této kapitole predstavenim modelu cév, v ramci nichz je proudéni krve
modelovano, a analyzou ziskanych numerickych vysledku pii uvazovani ruznych hemoreo-
logickych vlastnosti. Prvnim uvazovanym modelem je piimy segment cévy, pak trubice se

stendzou a poslednim bifurkace ve dvou variantach.

4.1 Primy segment cévy

Na modelu piimého segmentu cévy realizujeme dva vypocty, prvni s aplikaci modelu
newtonské kapaliny a druhy s pouzitim mocninového modelu (3.5). Vysledky z téchto si-
mulaci, konkrétné tvar plné vyvinutého rychlostniho profilu pro ptipad ustdleného proudé-
ni, jsou porovnany s odvozenymi analytickymi feSenimi. Rozméry trubice a nékteré pouzité
parametry jsou pievzaté z ¢lanku [7] (napf. hodnota hustoty ¢). Prumér trubice méa hod-
notu 6,2 mm a délku 60 mm z divodu dostatecného prostoru pro vyvinuti prislusnych
rychlostnich profilu v rdmci numerickych simulaci.

Geometrie a vypocetni sit pro simulace byly vytvoieny v programu Altair Hypermesh.
Vypocetni sit se sklddé z 1 194 173 prvki, coz je dle naseho nézoru dostateéné pro to, aby
numerické vysledky byly porovnatelné s analytickym fesenim. Na povrchu (jako shell ele-
ments) jsou pouzity prvky s tvarem pravouhlého trojuhelniku (R-tria elements) a uvnitt
trubice prvky tvaru ¢tytsténu. Pro dostatecné zachyceni mezni vrstvy je v blizkosti stén
pristoupeno k zahusténi sité v péti fadach (index k = 0, 1,2, 3,4). Velikost prvku v téchto

fadach je urcena nasledujicim rekurentnim ptredpisem:

U1 = Yk (1 + A), (4.1)

kde 1y, predstavuje velikost piislusné rady prvku s velikosti prvni fady volenou jako
Yo = 0,02mm a rustovym koeficientem A = 0,2.

Okrajové a pocatecni podminky jsou pouzity v souladu s témi uvedenymi v odstavci
3.2.4, pouze s rozdilem okrajové podminky predepsané na vstupu trubice 0€);. Z duvodu
ovéfeni spravnosti numerického feseni je zde totiz misto parabolického profilu predepsan
profil obdélnikovy s hodnotou rychlosti 0,662 m/s, kterd je stanovena na zakladé obje-

mového prutoku @ = 2 cm?®/s prevzatého z [7].
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Porovnani analytického feSeni s numerickymi vysledky

Pro verifikaci numerického teseni realizovaného v softwaru ANSYS Fluent jsou uzity
analyticky stanovené rychlostni profily pro ustalené proudéni nestlacitelné newtonské,
resp. zobecnéné newtonské kapaliny v rotacné symetrické trubici. Jejich odvozeni lze

nalézt v ptiloze B této prace. Konkrétné pro ptripad newtonské kapaliny ma ptislusny

v(r) = f—gz (1 - (%)2) , (4.2)

kde v(r) je slozka vektoru rychlosti ve sméru trubice a r oznacuje vzdélenost od strednice.

analyticky vztah tvar

Pii aplikaci mocninového modelu (3.5) pro pripad zobecnéné newtonské kapaliny je tvar

analytického teseni nasledujici:

nt1
0 RS (-())

Na obr. 11a, resp. 11b, lze vidét porovnani vykreslenych rychlostnich profili pro piipad
newtonské, resp. zobecnéné newtonské kapaliny, ptricemz vysledky numerického feSeni
jsou stanoveny na vystupu modelované trubice, tj. v mistech, kde je proudéni jiz plné
vyvinuto. Vykreslené profily se od sebe témér nelisi ani v jednom ptipadé, 1ze tudiz rici,
ze konstitutivni vztahy uvedené v kapitole 3 byly spravné implementovany ve vypoctovém

systému ANSYS Fluent a ziskané numerické teseni je dostatecné presné.

1 .“"'"—-‘__\ T T T T T 1 T T T T T T
—numericke feseni —numerické Feseni
T analytické fegen \\\ analytické fedeni
05 b 05 =% B
¥ 0 x 0
= =
05 : 05 /
p / | | | . / | |
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14
velikost rychlosti [m/s] velikost rychlosti [m/s]
(a) Model newtonské kapaliny. (b) Mocninovy model.

Obrazek 11: Porovnani numericky a analyticky stanovenych rychlostnich profili u modelu

newtonské kapaliny (vlevo) a mocninového modelu (vpravo).

V pripadé modelu newtonské kapaliny ma rychlostni profil parabolicky tvar. Oproti

tomu rychlostni profil v pfipadé mocninového modelu (zobecnéné Newtonovy kapaliny)
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ma mirné zplostély tvar. Nizsi rychlost v okoli stfednice u mocninového modelu lze
oduvodnit vyssi hodnotou dynamické viskozity ve srovnani s modelem newtonské ka-
paliny (3,6 - 1073 Pas). Dle numerickych vysledkii se hodnota smykové rychlosti v této
oblasti pohybuje v rozmezi 0 az 10s™!, coZ u mocninového modelu odpovid4 hodnotdm

dynamické viskozity 1072 az 3 - 1072 Pas.

4.2 Trubice se stenézou

Na trojrozmérném modelu trubice se stendézou predstavime ¢tyti numerické simulace
s uvazovanim vybranych konstitutivnich modeltu aproximujicich tokové vlastnosti krve.
Pro simulaci jsou pouzity tyto ¢tyfi typy konstitutivnich modeli: model newtonské ka-
paliny (dale znacen jako NM), modifikovany Crossuv model (GNM), Oldroyd-B model
(Old-B) a zobecnény Oldroyd-B model (GOId-B). Pro verifikaci vyvinutych programovych
nadstaveb jsou zde uzita data z odbornych ¢ldnku [7], [15], ze kterych jsou ptevzaty
rozméry modelu trubice se stenézou (obr. 12) a okrajové podminky pro vypocet. Model je
rotacné symetricky podle osy = s prumérem D = 2R = 6,2 mm (karoticka tepna) a délkou

L =10R = 31 mm.

AR
AR, _ R — ] . i)
_/\
| |
2R R 2R | 5%

Obrazek 12: Rozméry modelu trubice se stendzou.

Geometrie s vypocetni siti (obr. 13a) jsou vytvoreny v programu Altair HyperMesh
analogickym zpusobem jako model primého segmentu cévy v odstavci 4.1. Vysledny pocet
prvku je 687305, coz je zhruba 10x vice nez pocet prvku pouzitych pii vypoctu autory
referen¢niho ¢lanku [7] (59200 prvka tvaru Sestisténu). Mezni vrstva v blizkosti stény,
patrnd na obr. 13b, je vytvorena podle stejného rekurentniho predpisu (4.1) jako u ptimého
segmentu cévy, ale s jinymi parametry, tzn. yp = 0,05mm a A = 0,2.

V nasledujicich dvou odstavcich je provedena verifikace nami vytvoreného kédu pro
implementaci vySe uvedenych konstitutivnich modelu do vypoctového softwaru ANSYS
Fluent a nésledné vyhodnoceni vysledku ze ¢tyf provedenych simulaci (NM, GNM, Old-B,
GOIld-B).
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(a) Cely model trubice se stenézou. (b) Struktura sité na vstupu.

Obréazek 13: Model trubice se stenézou a vygenerované vypocetni sité.

Verifikace kédu

Ovéreni spravnosti implementace vyvinutych kdédu je v této praci provedeno po-
rovnanim spoctenych dat s vysledky publikovanymi v referencnich ¢lancich [7], [15] a pro
dalsi nezavisly pohled i s vysledky simulaci provedenymi vedoucim této bakalarské prace.
Verifikace je konkrétné realizovana porovnanim priubéhu tlaku a rychlosti stanovenych
podél stfednice modelované trubice se stendzou.

Z duvodu nedostatecného popisu tvaru modelované stendzy v referencnich ¢lancich [7],
[15] je na tomto misté nutné zminit, ze geometrie zizené trubice vytvofend pro potieby
této prace nebyla naprosto identicka vychozimu modelu tak, jak to je patrné z obr. 14.
Tyto geometrické odchylky se samoziejmé jistym zpusobem projevi i na spoctenych
prubézich tlaku (obr. 15) a rychlosti ve sméru osy « (obr. 16). Pro lepsi orientaci a rozliseni
mezi daty jsou v obr. 14-16 pouzivany nasledujici zkratky: KS — vysledky ziskané autor-
kou této bakalarské prace, TB — data publikovana v [7], [15] a AJ — vysledky poskytnuté
vedoucim této prace.

Jak je patrné z obr. 14, geometrie modelu trubice se stenézou pouzita v této praci (KS
— svétle zelend) ma pozvolnéjsi nabéh stenézy a nejmensi velikost zuzeni v této oblasti.
Oproti tomu geometrie vytvorend vedoucim prace (AJ — ¢ervend) ma nejprudsi nabéh
stendézy a i nejvetsi zizeni v této oblasti. Nabéh zizeni v oblasti stendzy u modelu ge-
ometrie z referencnich ¢lanku (TB — modrd) je pozvolnéjsi nez u geometrie vytvorené
vedoucim prace a nasledna oblast rozsifovani na puvodni prumér je velmi podobna geo-

metrii uvazované v této praci.
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— Ak

AJ

D

Obrazek 14: Detailni pohled na oblast stendzy a jeji geometrii.

V pripadé porovnani prubéhu jak tlaku, tak rychlosti v ramci feSeni jednotlivych
konstitutivnich modelu lze Tici, ze jsou kvalitativné podobné a lisi se pouze kvantitativné,
coz je s nejvetsi pravdépodobnosti zpusobeno vyse zminénymi geometrickymi rozdily.

V souladu s vizualizaci zvolenou v referen¢nich ¢lancich [7], [15], bylo pro zobrazeni
prubéhu tlaku podél strednice modelované trubice pristoupeno k preskalovani spoctenych
hodnot tak, aby vstupni tlak mél nulovou hodnotu. Preskalovani je provedeno pro kazdou

sadu vysledku podle tohoto vztahu

p(x) = po(x) — po, (4.4)

kde p(x) je zobrazend hodnota tlaku ve vzdalenosti z od pocatku trubice ve grafech na
obr. 15, p,(z) je hodnota tlaku ve vzdalenosti # od pocdtku trubice stanovend v ramci
jednotlivych simulaci a py je spoctend hodnota tlaku na vstupu 9€2;.

Porovnani prubéhu tlaku pro vSechny ¢tyii uvazované konstitutivni modely je znazorné-
no na obr. 15a-15d. V oblasti zacatku stendzy (z/R = 2) dochézi k vyraznéjsimu poklesu
tlaku, ktery skonci po prekonani nejuzsi ¢asti stenézy (z/R = 3). Tento prubéh je rozdilny
oproti tomu zaznamenanému v piipadé nezuzené trubice (odstavec 4.1), kde v souladu s te-
orif rovnomérné klesal az k vystupu. Za oblasti s nejvétsim zizenim hodnota tlaku mirne
vzroste a v rovném useku cévy zacne opét mirné klesat. Kiivky vyjadiujici prubéh tlaku
pii stfednici z vysledku simulaci provedenych v této praci maji nejnizsi absolutni hodnoty,
coz je zpusobeno pozvolnéjsim tvarem geometrie v oblasti stendzy nez u zbylych dvou ge-
ometrii. Naproti geometrie vytvorena vedoucim prace ma velmi strmy nabéh v oblasti
stendzy a nejvétsi zuzeni v této oblasti, proto kiivky vyjadiujici prubéhy tlaku z téchto
simulaci maji nejvétsi absolutni hodnotu. Zizeni v pripadé referencnich ¢lanku se svym
vzhledem blizi geometrii modelu vytvoreného vedoucim prace (obr. 14), proto i prislusné

prubéhy tlaku maji blize k témto vysledkum.
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(c) Oldroyd-B model. (d) Zobecnény Oldroyd-B model.

Obrazek 15: Prubéh tlaku podél stiednice trubice se stendzou.

Pro vizualizaci prubéhu rychlosti ve sméru osy z je v souladu s [7], [15] vyuzito bez-
rozmérovych hodnot, tzn. hodnoty rychlosti podél strednice jsou vydéleny maximalni
hodnotou rychlosti ,,,, predepsanou na vstupu trubice 0€);, viz odstavec 3.2.4. Tyto
prubéhy rychlosti jednotlivych konstitutivnich modelt jsou zobrazeny na obr. 16a—16d.
Porovnanim obr. 15 a 16 lze Tici, ze vyrazny pokles tlaku v oblasti stenézy je spjat
vyraznym zvétsenim velikosti rychlosti tamtéz. Za touto oblasti se velikost rychlosti po-
zvolné vraci k hodnoté predepsané na vstupu trubice. Absolutni velikost rychlosti proudéni
v oblasti stendzy v ptripadé geometrie modelu pouzitého v této préci je nejmensi z duvodu
nejmensiho zizeni stendzy ve srovnani s ostatnimi geometriemi. Oproti tomu nejvyssi ab-
solutni velikost rychlosti je u vysledku ze simulaci realizovanych vedoucim prace, coz je
zpusobeno vySe zminénym nejvétsim zuzeni v oblasti stenodzy.

7 vyse provedené analyzy vysledku je patrné, ze ackoliv se v této praci nepodarilo

dosdhnout kvantitativni shody s referenénimi daty, kvalitativni podobnost prubéhu tlaku
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a rychlosti u vSech ¢tyt uvazovanych konstitutivnich modelt se zda byt dostatecna. Z to-
hoto duvodu lze konstatovat, ze vyvinuté programové nadstavby implementované do
vypoctového prostredi softwaru ANSYS Fluent se podarilo verifikovat a je tudiz mozné

je pouzit pro analyzu nenewtonskych efektu.

max [

x/R [-] x/R [-]

(b) Modifikovany Crossuv model.

3.5 T T T
—KS
3t !"\\ '._“ ........ AJ |4
FAN 5 --—-TB
i ! K
2.5 j

max [

x/R [-] x/R [-]

(c) Oldroyd-B model. (d) Zobecnény Oldroyd-B model.

Obréazek 16: Porovnani zavislosti rychlosti ve sméru osy x pii stfednici.

Analyza nenewtonskych efekti

V tomto odstavci pristoupime k samotnému porovnani vysledki mezi jednotlivymi
konstitutivnimi modely uvedenymi na zacatku odstavce 4.2. Nejdrive porovname prubéhy
tlaku a rychlosti podél sttednice tak, jak byly spocteny jednotlivymi reologickymi modely
(obr. 17). Nasledné provedeme analyzu rozlozeni obou tokovych veli¢in v podélném fezu
trubici (obr. 18) a poskytneme podrobny nahled na rozdily v rozlozeni rychlosti v piipadé
vybranych konstitutivnich modela (obr. 19).

Prubéh tlaku podél strednice 1ze vidét na obr. 17a. Pro zobrazeni je aplikovano stejné
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preskalovani pomoci vztahu (4.4) jako v predchozim odstavci. Z grafu je patrné, ze pseu-
doplastické chovani kapalin se projevi predevsim za oblasti nejvétsiho zizeni a ze cel-
kové je tlakova ztrata vétsi v absolutni hodnoté ve srovnani s modely neuvazujicimi
toto chovani. Naproti tomu viskoelastické chovani kapalin se neprojevuje tolik jako ve
srovnani s pseudoplastickym chovanim, ale tento zavér muze byt limitovan pouze pro
pripad ustaleného proudéni, ktery je zde modelovan. Zavislost tlaku mé podobny prubéh
v piipadé modelu newtonské kapaliny (NM) a Oldroyd-B modelu (Old-B), tj. pii ne-
uvazovani proménné viskozity, s rozdilem hodnot na vystupu zhruba 9%. To samé plati
pro modifikovany Crossuv model (GNM) a zobecnény Oldroyd-B model (GOId-B), tj. pfi
uvazovani proménné viskozity, kde se hodnota na vystupu lis{ o zhruba 7%.

Zéavislost x-ové slozky vektoru rychlosti podél stiednice je znézornéna na obr. 17b.
Prubéhy rychlosti stanovené pomoci jednotlivych konstitutivnich modelu jsou opét uve-
deny v bezrozmérovém tvaru jako v predchozim odstavci. V oblasti zizeni dochézi k velké-
mu narustu (vice nez 2,5x) velikosti rychlosti. Prubéh rychlosti je velmi podobny u mo-
delu newtonské kapaliny a Oldroyd-B modelu, resp. modifikovaného Crossova modelu
a zobecnéného Oldroyd-B modelu. Zaméiime-li se déle na hodnoty na zacdtku a konci
trubice, lze si vSimnout, ze v piipadé absence pseudoplastického chovani (NM a Old-B)
se rychlosti lisi minimalné. Jinymi slovy feceno, lze v jejich pripadé predpokladat, Zze na
vystupu se nachazi rychlostni profil parabolického tvaru. Naproti tomu u modifikovaného
Crossova modelu (GNM) a zobecnéného Oldroyd-B modelu (GOIld-B) je patrny mirny po-
kles rychlosti, coz naznacuje, ze prislusny rychlostni profil bude mirné zplostély, podobné

jako ten na obr. 11b.

—NM

—NM

xR [] xR []

(a) Prubéh tlaku. (b) Prubéh rychlosti.

Obrazek 17: Porovnani prubéhu vybranych veli¢in podél strednice spoctenych pomoci ¢tyt

reologickych model.
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Na obr. 18 jsou zobrazeny rozlozeni tlaku a rychlosti v podélném fezu trubici, pficemz
oproti difve vykreslenym prubéhtum jsou zde hodnoty obou tokovych veli¢in znazornény

nepieskalované a v rozmérovém tvaru.

tlak [Pa] rychlost [m/s]
0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 55 6 65 001 002 003 004 005 006 007 008 009 01
e—————— ' ele— “ ! | ! D ie—

) Newtonuv model.

b) Modifikovany Crossuv model.

c¢) Oldroyd-B model.

(d) Zobecnény Oldroyd-B model.
Obrazek 18: Porovnani rozlozeni tlaku a rychlosti v podélném tezu zizenou trubici.

Zaméiime-li se nejprve na hodnoty tlaku (levy sloupec obr. 18), lze si v§imnout, ze
tak, jak bylo zminéno u obr. 17a, je vysledny tlakovy spad u modelu uvazujici pseudoplas-
tické chovéani vyssi nez u zbylych dvou, které tuto vlastnost nezohlednuji. Déle v souladu
s principy mechaniky tekutin dochazi v oblasti zizeni k rychlému poklesu tlaku.

Rozlozeni rychlosti v podélném tezu je zobrazeno na obr. 18 v pravém sloupci. Jak
jiz bylo zminéno vySe v souvislosti s obr. 17a, je zde patrny vyrazny narust rychlosti
v oblasti zizeni, ktery se mirné lisi mezi jednotlivymi reologickymi modely. Vratime-li se
k difve zminénému tvaru rychlostniho profilu na konci trubice, 1ze tuto charakteristiku
proudeéni jistym zpusobem vizualizovat v obr. 18 prostfednictvim ruzné sirokych izoploch
v oblasti vystupu. U modelu newtonské kapaliny a Oldroyd-B modelu si tak Ize v§imnout

jeji konstantni sitky v okoli stfednice. Naproti tomu analogicka izocéra rychlosti u modi-
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fikovaného Crossova a zobecnéného Oldroyd-B modelu je mirné uzsi, pricemz v oblasti za
stendzou je potieba delsiho tseku pro jeji kompletni obnoveni. VysSe zobrazend rozlozeni
rychlosti v podélném fezu jsou si vzajemné velmi podobna, proto pro lepsi nazornost jsou

na obr. 19 znazornény piimo jejich rozdily u vybranych dvojic konstitutivnich modelu.

A [m/s]
-0.002 -0.001 0 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0006 0007 0.008 0.009 0.01

(a) Newton — Mod. Cross. ) Newton — Oldroyd-B.

= p--u

(c) Newton — Zob. Oldroyd-B. (d) Mod. Cross — Zob. Oldroyd-B.

Obrazek 19: Porovnani — rozdily rychlosti mezi vybranymi konstitutivnimi modely.

Prvni dvojici na obr. 19a je rozdil rychlosti mezi modifikovanym Crossovym modelem
a modelem Newtonovy kapaliny. Je zde vidét odchylka v okoli stfednice pred a za sten6zou
ve prospéch vyssi rychlosti u modelu newtonské kapaliny o zhruba 0,011 m/s. Naopak
v oblasti za stendzou pfi sténé je rychlost u modifikovaného Crossova modelu o 0,002 m / S
kapaliny se zde projevuje zplostélym rychlostnim proﬁlem.

Dalsi dvojici zobrazenou na obr. 19b je rozdil rychlosti Oldroyd-B modelu od modelu
newtonské kapaliny, tj. neuvazuje se pseudoplastické chovani. Zde je vidét, ze zohlednéni
pouze viskoelastickych vlastnosti v ptipadé ustaleného proudéni se nijak vyraznéji nepro-
jevi na rozlozeni rychlosti. Konkrétné v oblasti stendzy je rychlost u Oldroyd-B modelu
vyssi pouze o 0,002m/s.

Treti dvojici na obr. 19¢ je rozdil rychlosti zobecnéného Oldroyd-B modelu od modelu
newtonské kapaliny. Tak jako v pfipadé prvni dvojice je i zde patrna odchylka ve velikos-
tech rychlosti pred a za stendzou v okoli stfednice. Dominantnim se zde proto opét jevi
pseudoplastické chovani.

Posledni dvojici zobrazenou na obr. 19d je rozdil mezi velikostmi rychlosti modelu new-

tonské kapaliny a zobecnéného Oldroyd-B modelu, tj. uvazuje se pseudoplastické chovani.
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Je zde opét patrné, ze uvazovani viskoelastického chovani k pseudplastickym vlastnostem
nemda na podobu ustaleného proudéni velky vliv, pouze zapfic¢ini mirny néarust rychlosti

v oblasti tésné za stenézou o 0,002m/s.

4.3 Bifurkace

Na dvou trojrozmérnych modelech cévni bifurkace, prvni neposkozené a druhé se ste-
notickym zuzenim na jedné z vétvi, je dohromady realizovano celkem 12 numerickych
simulaci pro minimalni v,,;, a maximalni v,,,, tok krve, viz odstavec 3.2.4, a tii typy reo-
logickych modelu. V souladu s vychozim ¢lankem [3] jsou v této préci pouzity tyto modely:
model newtonské kapaliny, Carreautiv model a zobecnény Oldroyd-B model. Na téchto
geometriich uz neni pouzit cisté viskoelasticky Oldroyd-B model, protoze v pfedchozich
numerickych simulacich ve zizené trubici se ukazalo, ze pouziti Oldroyd-B modelu bez
uvazovani proménné viskozity nema na vyslednou podobu proudového pole zasadni vliv.

Rozmeéry jak poskozené, tak neposkozené bifurkace jsou prevzaty z ¢lanku [3] a jsou
naznaceny na obr. 20. Model neposkozené bifurkace se skladd z rovné trubice o prumeéru
3mm a délce L = 15mm (korondrni tepna), ktera se déli na dvé vétve. Horni vétev
svirajici tthel 60° s osou z ma prumér 2mm a délku L a dolni vétev svirajici dhel 30°
s osou x ma prumeér D = 2.5 mm a rovnéz délku L. Model bifurkace se stenézou je v dolni

vétvi za rozdvojenim zizeny o 40% pruméru D.
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Obrazek 20: Rozméry modelu neposkozené (vlevo) a poskozené (vpravo) cévni bifurkace.

Geometrie a vypocetni sité obou uvazovanych bifurkaci, viz obr. 21, byly opét vy-
tvoreny v programu Altair Hypermesh zpusobem, ktery byl jiz dfive popsan v odstavci 4.1.
Celkovy pocet prvki u modelu neposkozené bifurkace ma hodnotu 687 305 a u poskozené
725609, coz je vice nez dvojnasobek prvku pouzitych ve vychozim clanku [3], kde autofi

pracovali se siti o 300000 prvcich. Podobné jako v ptipadé predchozich dvou modelu cév,
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byl pro zahusténi sité v blizkosti stén (obr. 21 — detaily) pouzit rekurentni vztah (4.1) se

stejnymi parametry jako u modelu primého segmentu tepny, tj. yo = 0,02mm a A = 0,2.

Obrézek 21: Vypocetni sité neposkozené (vlevo) a poskozené (vpravo) bifurkace s de-

tailnimi pohledy na strukturu sité na vstupu.

Analyza nenewtonskych efektt

V ptedchozim odstavci byly predstavenyoba modely jak poskozené, tak neposkozené
bifurkace. V tomto odstavci na to navdzeme analyzou vysledku z provedenych simu-
laci. Nejprve jsou prezentovany vysledky pro model neposkozené bifurkace, poc¢inaje témi
pro vstupni rychlost v,,4,, poté pro v,,;,. Analogickym zptusobem jsou pak ptredstaveny
vysledky pro model poskozené bifurkace. V piipadé téchto modeli budeme porovnavat
rozlozeni rychlosti v podélném ftezu a pro lepsi vizualizaci jsou pod prislusnou sadou
téchto rozlozeni zobrazeny rozdily mezi rozlozenim rychlosti dvou vybranych dvojic kon-
stitutivnich modeli: model newtonské kapaliny — Carreautiv model a Carreautiv model —
zobecnény Oldroyd-B model.

Jako prvni popiSeme rozlozeni rychlosti u modelu neposkozené bifurkace s velikosti
Umaz D& vstupu, kterd jsou zobrazena na obr. 22 s ptislusnymi rozdily na obr. 29. Rozmezi
velikosti rychlosti se pohybuje od 0 do v,4,; = 0,519 m/s. Zndzornéné izoplochy rychlosti
vypadaji kvalitativné velmi podobné, proto pristoupime k popisu rozdilta rychlosti. Prvni
dvojice zobrazena na obr. 23a ukazuje, ze proudéni newtonské kapaliny vykazuje vyssi
rychlost (o zhruba 0,010-0,015m/s) v okoli stfednice ve vstupni trubici oproti proudént
s Carreauovym modelem. Po rozvétveni se situace obraci a rychlost v pripadé Carreauova
modelu je v urc¢itych oblastech veétsi az o 0,020-0,025m/s. Z vysledku druhé dvojice
zobrazené na obr. 23b je patrné, ze uvazovani viskoelastického chovani nema v pripadé

tohoto typu proudéni nijak vyrazny vliv na podobu proudového pole.
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rychlost - v, [m/s]
0 05 01 015 02 025 03 035 04 045 05

s po———

(a) Newtontv model. (b) Carreautv model. (c) Zobecnény Oldroyd-B.

Obrazek 22: Podélny ez neposkozenou bifurkaci — v,,qz.

A'Vmax [m/S]
-0.025 -0.02 -0.015 -0.01 -0.005 0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035

st | O e———

<

(a) Newton — Carreau. (b) Carreau — Zobecnény Oldroyd-B.

Obrazek 23: Rozdil rozlozeni rychlosti — neposkozena bifurkace — v,,q.-

Jako dalsi predstavime rozlozeni rychlosti u modelu neposkozené bifurkace s velikosti
Umin Na vstupu, kterd jsou zobrazena na obr. 24 s ptislusnymi rozdily na obr. 25. Rozmezi
velikosti rychlosti se pohybuje od 0 do vy, = 0,089m/s. V tomto piipadé je viditelné
vétsi rychlost toku u modelu newtonské kapaliny (zhruba o 0,005 m/s), a to jak ve vstupn{
trubici pti stfednici, tak po rozdvojeni v obou vétvich nez u zbylych dvou reologickych
modelt. V dolni vétvi je v urcité zoné rychlejsi proudéni v ptipadé Carreauova modelu

0 0,003 m/s. Rozdil mezi Carreauovym a zobecnénym Oldroyd-B modelem se opét nepro-
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jevuje ve vysledcich, coz je ovsem v rozporu s tvrzenim uvedenym v odstavci 3.2.4 ohledné
volby vstupnich rychlosti. Konkrétné s odkazem na vychozi ¢lanek [3] bylo predpokladéno,
ze v pripadé pomalejsiho toku krve budou jeji viskoelastické vlastnosti znatelnéjsi. Na dru-
hou stranu je ovSem nutné zminit, ze autofi [3] realizovali své simulace pro nestacionarni
proudéni, a proto se jejich zavéry nemusi shodovat s vysledky v této praci, kde jsme se

omezili na piipad stacionarniho toku.

rychlost - v, [M/s]
0 001 002 003 004 005 006 007 008 009
— ! D ee—

L < L,

) Newtonuv model. ) Carreautuv model. ¢) Zobecnény Oldroyd-B.

Obrazek 24: Podélny ez neposkozenou bifurkaci — v ;.

A - Vimin [m/S]
-0.003 -0.002 -0.001 0 -0.001 0.002 0.003 0.004 0.005
| |

<=

(a) Newton — Carreau. (b) Carreau — Zobecnény Oldroyd-B.

Obrazek 25: Rozdil rozlozeni rychlosti — neposkozena bifurkace — v,,;,.
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Zaméime se dale na vysledky pro model poskozené bifurkace. Rozlozeni rychlosti
pro sadu simulaci pro vstupni rychlost v,,,, jsou zobrazena na obr. 26. U vSech tiech
pouzitych reologickych modelti se rozlozeni rychlosti jevi totozné. V oblasti ztizeni dochézi
k vyznamnému urychleni toku az na 0,6 m/s, coz je v souladu s principy mechaniky te-
kutin. Rozdily rozlozeni rychlosti jsou zobrazeny na obr. 27. V pripadé prvni dvojice
(obr. 27a) je rychlost u modelu newtonské kapaliny pii stfednici vétsi o 0,01m/s ve
vstupni trubici, coz jiz neplati pro oblasti za rozvétvenim, kde v obou vétvich mé vyssi
hodnotu rychlosti proudéni v ptipadé Carreauova modelu. a to az o 0,025m/s. U rozdilu
rozlozeni rychlosti v piipadé druhé dvojice (obr. 27b) poprvé objevuje naznak viskoelas-
tického chovani. Ve vstupni oblasti je rychlost proudéni u zobecnéného Oldroyd-B modelu
vyssi nez v piipadé Carreauova modelu, a to o 0,0075m/s. Za zizenim je rychlost vyssi
0 0,025 m/s v pripadé Carreauova modelu, coz zna¢i dominantni vliv proménné viskozity

na ukor viskoelastickych vlastnosti.

rychlost - v,., [m/s]
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
|

—

(a) Newtonuv model. (b) Carreautiv model. (¢) Zobecnény Oldroyd-B.

Obrazek 26: Podélny ez poskozenou bifurkaci — v,,qz.
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A'Vmax [m/S]
-0.025 -0.02 -0.015 -0.01 -0.005 0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025

e : : E

-

(a) Newton — Carreau. (b) Carreau — Zobecnény Oldroyd-B.

Obrazek 27: Rozdil rozlozeni rychlosti — poskozena bifurkace — v,,,44.

Rozlozeni rychlosti pro posledni sadu simulaci pro vstupni rychlost v,,;, jsou zobra-
zeny na obr. 28. Pro vSechny tii reologické modely plati, ze v oblasti zizeni dochézi ke
zrychleni toku az na 0,11 m/s, ovSem s rozdilnym rozsahem. U modelu uvazujici pseudo-
plastické chovani lze pozorovat rychlejsi ndvrat k parabolickému rozlozeni rychlosti v ob-
lasti za stendzou, coz naznacuje piitomnost vyssich hodnot viskozity. Rozdily rozlozeni
rychlosti vybranych dvojic konstitutivnich modelu jsou zobrazeny na obr. 29. V piipadé
prvni dvojice (obr. 29a) je opét rychlost pii stiednici vyssi o 0,005 m/s v piipadé modelu
newtonské kapaliny. Naproti tomu proudéni v piipadé Caurreauova modelu je rychlejsi
v recirkula¢nich zonach za rozdvojenim a za zizenim. Podobné jako u modelu neposkozené
bifurkace se i u druhé dvojice (obr. 29b) neobjevuji zadné vyrazné nenewtonské efekty spo-
jené s viskoelastickym chovanim, coz je opét v rozporu s tvrzenim uvedenym ve vychozim

¢lanku [3].
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rychlost - vy, [M/s]
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1 0.11 0.12
SR |

(a) Newtonuv model. (b) Carreautuv model. (c) Zobecnény Oldroyd-B.

Obrazek 28: Podélny tez poskozenou bifurkaci — v,,i,.

A - Vimin [m/S]
-0.003 -0.002 -0.001 0 -0.001 0.002 0.003 0.004 0.005

-

(a) Newton — Carreau. (b) Carreau — Zobecnény Oldroyd-B.

Obrazek 29: Rozdil rozlozeni rychlosti — poskozena bifurkace — v,,ip.
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Zaveér

Hlavnim cilem pfedlozené bakalaiské prace bylo analyzovat vysledky numerickych si-
mulaci ustaleného proudéni krve ve vybranych geometriich cév za tcelem zjisténi, které
reologické modely jsou vhodné pro modelovani ve stredné velkych cévéach. Pro lepsi pocho-
peni feSené problematiky byla proto na zacatku této préace lidska krev charakterizovana
z nékolika ruznych pohledu. Nejdiive bylo popsano slozeni krve, které nasledovalo jejim
popisem z hlediska jejich tokovych vlastnosti. Konkrétné bylo zjisteno, ze krev v zavislosti
na vnéjsich okolnostech muzeme povazovat za newtonskou, pseudoplastickou nebo visko-
elastickou kapalinu. Na zavér prvni kapitoly byly uvedeny uvedeny predpoklady a rovnice,
pomoci kterych lze matematicky popsat laminarni izotermické proudéni krve jakozto ho-
mogenni nestlacitelné vazké kapaliny.

Ve druhé kapitole byla provedena klasifikace nenewtonskych kapalin, mezi které krev ve
vétsiné pripadu radime. Blize pak byly popsany pseudoplastické a viskoelastické kapaliny,
jejichz vybranymi reologickymi modely se tato prace podrobnéji zabyva.

Ve tieti, posledni teoretické kapitole byly predstaveny konkrétni konstitutivni vztahy
vybranych reologickych modeli — tif modelu pseudoplastickych kapalin (mocninovy mo-
del, modifikovany Crossuv model a Carreauuiv model) a jednoho viskoelastického modelu
(Oldroyd-B). Pro lepsi prehlednost byly dale uvedeny vysledné tvary matematickych mo-
delt proudéni pii uvazovani ruznych hemoreologickych vlastnosti, naznacen zpusob jejich
implementace a TeSeni ve vypoctovém softwaru ANSYS Fluent véetné specifikace okra-
jovych a pocatecnich podminek.

V posledni kapitole, ktera je obsahové rozdélena na tii ¢asti, jsou predstaveny vysledky
z provedenych simulaci ve tfech idealizovanych modelech cév — pfimém segmentu cévy,
trubici se stenézou a cévni bifurkaci ve dvou variantach (poskozend/neposkozend). Prvni
cast se vénuje proudéni krve v piimém segmentu cévy, kde byly porovnany numerické
vysledky s analytickymi ptedpisy pro rychlostni profil ustaleného proudéni newtonské
a nenewtonské (mocninovy model) kapaliny. Timto zpusobem byla ovéfena spravnost
implementace obou zminénych reologickych modelu ve vypoctovém prostiedi softwaru
ANSYS Fluent. V druhé casti, ktera zahrnovala vysledky ziskané pro model primé cévy
se stendzou, byly porovnany ctyii konstitutivni modely — model newtonské kapaliny, mo-
difikovany Crossuv model, Oldroyd-B model a zobecnény Oldroyd-B model. Ziskané nu-
merické vysledky ukézaly, ze aplikaci samotného Oldroyd-B modelu (tj. s predpokladem
konstantni viskozity) se zddné vyraznéjsi nenewtonské efekty v piipadé karotické tepny

neprojevi. Naopak dominantni vlastnosti se zde ukazalo byt pseudoplastické chovani krve,
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kdy v oblastech s nizkou smykovou rychlosti byl pozorovan narust viskozity a s tim spo-
jeny pokles rychlosti. Posledni ¢ast se vénuje analyze vysledku ziskanych pro model cévni
bifurkace s poskozenou (zizenou), resp. neposkozenou vétvi. Pro numerické simulace zde
byly aplikovany tii reologické modely — model newtonské kapaliny, Carreautuv model a zo-
becnény Oldroyd-B. Podobné jako v ptipadé trubice se stendzou i zde podrobné analyza
vysledkti neodhalila vyraznéjsi vyskyt viskoelastickych jevi. Neboli aplikace Oldroyd-B
modelu v kombinaci s Carreauovym modelem pro viskozitu vedla k vice méné identickym
proudovym polim jako v pripadé, kdy byla krev modelovana pouze jako pseudoplasticka
kapalina.

7 vyse uvedeného se tedy zdd, ze zohlednéni viskoelastickych vlastnosti pfi modelovani
proudéni krve ve stredné velkych cévach nemé prilis velky vyznam. Na druhou stranu je
zde nutné pripomenout, ze veskeré simulace popsané v této bakalarské praci byly reali-
zovany pro ustalené proudéni. K rozdilnym vysledkum, a tudiz i zavérum bychom mohli
dospét v simulacich nestacionarniho (pulza¢niho) proudéni, protoze viskoelastické kapa-
liny vykazuji urcitou formu tvarové paméti. Dalsi variantou, ktera se po prostudovani
prislusné odborné literatury nabizi, je aplikace nékterého z nelinearnich viskoelastickych

modelt — napf. Phan Thienova-Tannerova modelu ¢ Giesekusova modelu [3].
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A Programové nadstavby v ANSYS Fluent

V odstavci 3.2.2 byl nastinén princip implementace programovych nadstaveb do vypoc-
tového systému ANSYS Fluent pomoci tzv. user-defined functions (UDFs) a user-defined
scalar (UDS). V této priloze budou blize predstaveny piikazy pouzivané pii tvorbé téchto
nadstaveb.

Tyto funkce se sklddaji z hlavicky ve tvaru DEFINE_MACRONAME (name, passed-in
variables), kde volime preddefinované MACRONAME spolu s piidruzenymi passed-in var-
iables, viz [17]. Variabilnost je pouze ve volbé name, podle kterého rozeznavame tyto
funkce ve vypoctovém softwaru ANSYS Fluent, a pak sekvenci vnitinich piikazu, které
jsou vice ¢i méné specifické v zavislosti na celu nadstavby, pro vice informaci viz [17].

Pro tcely této bakalaiské prace byly pouzity tii MACRONAME:

e PROFILE - slouzi pro predepsani komplexnéjsich Dirichletovych okrajovych podminek
(napt. rychlostnich profili, teplotnich zavislosti,...), v této praci je tato funkce
pouzita pro predpis parabolického rychlostniho profilu (3.32) na vstupu vypocetni
oblasti €,

e PROPERTY - slouzi pro vlastni definici materidlu (pf. proménnd hustota, smykova
rychlost, tepelnd vodivost, ... ), v této praci je tato funkce pouzita pro predpis dy-

namické viskozity jako funkce smykové rychlosti dle vztahu (3.5)—(3.7),

e SOURCE — obecné slouzi pro definici zdrojovych ¢lentu v pripadé fesenych matema-
tickych modelu, v této praci je tato funkce pouzita pro rozsifenou pravou stranu
Navierovych-Stokesovych rovnic (3.30) a implementaci Oldroyd-B modelu (3.31);
v obou piipadech jsou pouzity ptrikazy uvedené v tabulce 2, které slouzi pro vypocet
slozek tenzoru rychlosti deformace D;; a disipa¢niho tenzoru Tj;, popi. jejich deri-

vaci.

Tabulka 2: Pfehled vybranych piikazu pouzitych pii implementaci [17].

piikaz vyznam

C_DUDX(c,t) derivace % =du

C_DVDY(c,t) derivace g—;z = S—Z

C_DWDZ(c,t) derivace ;%g =%
C_UDSI(c,t,1i) slozka symetrického disipacniho tenzoru
C_UDSI_G(c,t,i) [j] | prostorova derivace slozky disipa¢niho tenzoru
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B Analytického reseni tvaru rychlostniho profilu

Pro verifikaci programovych nadstaveb vyvinutych pro potieby této prace byly v od-
stavei 4.1 pouzity dva analyticky stanovené predpisy (4.2)—(4.3) pro rychlostni profily
ustaleného proudéni nestlacitelné kapaliny v rotaéné symetrické trubici. V ramci této

prilohy jsou oba tyto predpisy odvozeny.

Model newtonské kapaliny

Uvazujeme ustélené (tj. plné vyvinuté) laminarni izotermické proudéni nestlacitelné
kapaliny v trubici stalého prufezu s nepropustnymi a nepoddajnymi sténami, neboli
Hagen-Poiseuillovo proudéni. Ridici rovnice lze vyvodit z Navierovych-Stokesovych rovnic
pro proudéni nestlacitelné kapaliny vyjadrenych v cylindrickych soutradnicich r, ¢, z, viz
napf. [18], platnych pro model newtonské kapaliny bez uvazovani vnéjsich objemovych sil

ov, ov, v, Ov, Uf, 6vr dp
Q(@t “or T rop 1 Y >+——

8vr 1 9%, 20dv, &,
_n<rar< > r2 +ﬁ8g02_7“_2890+822)’ (B.1)

0 (8% N vy, +v_@81}@ N ViU . %)

a " or r Op r * 0z + % a
19 [ ov, v, 10%, 20v. 0,
=nl-——=—|(r—) — = +— — B.2
(T@T(Tar) r? 7‘28902+7“28<,0+8z2 » (B2)
ov, ov, v, 0v, ov, 0p
Y r — TV =
ot or r Oy 0z 0z
10 [ Ov, 1 0%, 0%v,
_ “rz = B.3
(rafr’(r@r)—i_r? (9<p2+8zz>’ (B:3)
kde v,, v,, v, jsou slozky vektoru rychlosti piislusné cylindrickym soufadnicim 7, ¢, z
Za predpokladu stacionarniho (% = %ﬁ" = % = > plné vyvinutého ((%Z = 0) a 0s0-

veé symetrického proudénti je slozka rychlosti ve sméru osy rotacni symetrie z zavisla pouze

na promeénné r, tzn. ze plati
v, =0,(r), v, =v,=0. (B.4)

Po zohlednéni (B.4) je rovnice kontinuity (1.3) splnéna automaticky a rovnice (B.1)—(B.3)

se zredukuji na tvar

Op
5. =0 (B.5)
dp
5, =0 (B.6)




Pti uvazovani trubice o vnitinim poloméru R musi byt splnény nasledujici okrajové

podminky:
ov,

or

Z rovnice (B.5) a (B.6) plyne, ze tlak p je konstantni ve sméru soufadnic r, ¢, tzn. Ze

v.(R) =0,

(r=0)=0. (B.8)

neni funkci téchto souradnic. Pro tlak p potom plati
p=p(2). (B.9)

Zderivujeme-li rovnici (B.7) parcidlné podle z, dostaneme

0*p dp
5 = 0o = F A; = konst., (B.10)
p(z) = A1z + As. (B.11)

Predpokladdme, ze p(0) = p; je hodnota tlaku na vstupu do trubice délky L, p(L) = ps
je hodnota tlaku na vystupu z trubice a plati p, < p;. Dosazenim téchto okrajovych
podminek do (B.11) zjistime, zZe se tlak po délce trubice méni linedrné, tj.

P2—h dp
— - ) B.12
p(2) T +p1 a < 0 ( )

Rovnici (B.7) i s ohledem na (B.9) muzeme upravit na tvar

@_12( avz)_la

dz  ror mar T ror

(1), (B.13)

kde smykové napéti 7,, pro osové symetrické proudéni lze vyjadrit jako [18]

ov,
Tre =1 5

(B.14)

Integraci rovnice (B.13) podle proménné r dostaneme

0. _dpr?

= C
m@r dz2jL ’

odkud po jednoduché tpravée plyne

_ Lo (B.15)

Aplikaci okrajové podminky (B.8)s muzeme uréit integraéni konstantu C

ov,
or

(r=0)=0=C. (B.16)
Integraci rovnice (B.15) podle proménné r a s uvédomeénim (B.16) ziskdame

v,(r) = ——r"+ Cs. (B.17)



Aplikaci okrajové podminky (B.8); muzeme nyni urcit integracni konstantu Cy takto

1d 1d
v.(R) =0 = Eépﬂ YO = Oy = —Ed—]:RQ. (B.18)

Po dosazeni za integracni konstantu Cy do vztahu (B.17) ziskdme vysledny analyticky

vztah pro slozku rychlosti ve sméru osy rotacni symetrie trubice

v.(r) = % <—%) R (1 - (}%)2) - ﬁ (—%) (R2—1?)| (B.19)

ktery pro plati ustalené laminarni proudéni nestlacitelné newtonské kapaliny ve vodo-

rovné osové symetrické trubici stalého prurezu s nepropustnymi a nepoddajnymi sténami,
pricemz tlakovy gradient % vyplyva ze vztahu (B.12).

Protoze pri numerické simulaci zadavame jako okrajovou podminku na vstupu do
trubice rychlostni profil a nikoli tlak, stanovme jesté zavislost tlakového gradientu % na
hodnoté objemového priutoku @ [m?/s]. Pro objemovy prutok kapaliny plochou S plati

R

Q= /dQ = /vz(r)dS = /vz(r)Qm’dr, (B.20)
() 0

kam dosadime za v, (r) vztah (B.19) a zintegrujeme. Tedy

R
m dp 5 9 7r dp\ R* = dp\ R!
@ 277( dz)/r( r’)dr 277( dz) 2 2n\ dz/) 4~ ( )
0

odkud pro objemovy prutok ) v uvazované trubici dostaneme

B TR dp
Q=" (_&) | (B.22)

coz je znamé Hagen-Poiseuillova formule. Z (B.22) vyjadiime tlakovy gradient %, ktery

dosadime do rovnice (B.19) a pro slozku rychlosti v, ziskdme vztah

v, () = f—}% (1 - (%)2) . (B.23)

Model nenewtonské kapaliny — mocninovy model

Analogickym zpusobem odvodime analyticky predpis pro slozku rychlosti ve sméru
osy rota¢ni symetrie trubice pro proudéni nestlacitelné nenewtonské (resp. zobecnéné
newtonské) kapaliny, kterd se fidi mocninovym zakonem viskozity (3.5). Pro tento pripad

lze smykové napéti 7,, pro osové symetrické proudéni vyjadrit jako

ov, n-l Ov,
= | K B.24
TT’Z ( > ar ) ( )

or
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kde pro zdanlivou dynamickou viskozitu 7, nenewtonské kapaliny plati

n—1

ov,
or

Ne =K : (B.25)

pricemz zavedend absolutni hodnota ve vztahu (B.25) zarucuje, aby zdanlivd dynamickéd

viskozita 7, kapaliny byla vzdy kladna. Vztah (B.24) nyni dosadime do vztahu (B.13)

0 "1\ Hu, dp

Po integraci vztahu (B.26) podle proménné r a jednoduché tpravé dostaneme

ov,
or

n—1
ov, r dp
= ——+ D. B.2
or 2Kdz+ ! (B.27)

ov,
or

Aplikaci okrajové podminky (B.8), stanovime integracni konstantu D,

ov,

5, r=0)=0=D. (B.28)
Nyni zavedeme znaménko derivace %‘;f jako
)
1 pro %Uz > ()
r
v, Guz ov
sgn ( 5 ) %v > 0 pro o 0 ( )
1 O <0
- 1o
\ P or

a dosadime jej do rovnice (B.27) s védomim (B.28). Dostaneme

ov, |1 ov.\ |Ov, r dp
= —— B.30
or el ( or > or 2K dz’ (B-30)
odkud zfejmé plyne
1
v, ov, 1 dp\~ 2
S n B.31
or Sgn(@r) <2Kdz> Y (B:31)
a protoze hodnota derivace CE’; je v uvazované trubici zadporna, lze absolutni hodnotu na
levé strané rovnice (B.31) odstranit (pro 2= < 0 je |%=| = —9%) a s vyuzitim znaménka
(B.29) plati
v, ov, 1 dp g 1
or (=1) or (ZK dz) " ( )
Integraci rovnice (B.32) podle proménné r ziskdme
1 3
1 dp\~ r=*?
MN=(——) —— + D,. B.33
v:(r) <2Kdz> Ty (B.33)
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Aplikaci okrajové podminky (B.8); lze urcit integra¢ni konstantu Dy

1
n 1 dp\» _nn1
—0= — 4+ D
v:(f) =0 n—|—1<2Kdz> fe + Dy

1d % n+1
= Dy=-_" ( p) RS (B.34)

T n+1\2Kdz
Po dosazeni za D, do vztahu (B.33) ziskdme vysledny analyticky ptedpis pro slozku

rychlosti ve sméru osy rotacni symetrie trubice

- (G () (- e

n 1 dp % n+l n+l

ktery plati pro vyse zminéné predpoklady a pro tlakovy gradient % dany vztahem (B.12).

Tak jako v ptipadé simulace proudéni newtonské kapaliny, i zde zaddvame rychlostni
profil na vstupu trubice a nikoliv tlak. Pro odvozeni ptislusného predpisu vyjdeme ze

vztahu (B.20), kam dosadime za v,(r) vztah (B.36) a zintegrujeme

2mn 1 dp % R nt1 ntl
_ _ no— B.
@ n+1(2K< dz)) /0 7“<R " )dr (B.37)

a po nékolika upravach dojdeme ke vztahu

Q= R3 1 _dp " 3mn? 4+ mn — 2mn? (B.38)
-\ 2K dz (n+1)Bn+1) ‘

Vysledny vztah pro objemovy prutok ) nenewtonské kapaliny v uvazované trubici je

3n+1 0
©= 353 1 (RzK (_%)) ’ (B.39)
odkud lze vyjadrit tlakovy gradient j—’; ve tvaru
<—%) — Rzil (3an 1@) . (B.40)
Po dosazeni (B.40) do (B.36) a nékolika tpravach ziskame pro slozku rychlosti v, (1) vztah
v,(r) = Sntl @ (1 — <1>":1) : (B.41)
m(n+1) R? R
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