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Abstrakt

Tato bakalarska prace se zabyva Fuc¢ikovym spektrem p-Laplaceova operatoru. Zkou-
mame ulohu s nelokalnimi okrajovymi podminkami, kde jedna podminka je Di-
richletovskad a jedna integralni. Fu¢ikovo spektrum implicitné popiSeme, zaroven i
numericky aproximujeme a na zakladé¢ toho uré¢ime nékteré jeho vlastnosti.

Abstract

This Bachelor thesis deals with the Fu¢ik spectrum of p-Laplace operator. We exa-
mine a nonlocal boundary value problem, with one Dirichlet boundary condition
and one integral boundary condition. We implicitly describe the Fucik spectrum,
we also appoximate it numerically and based on that, we describe some of its cha-
racteristics.
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Fucikovo spektrum « p-Laplacetv operator » nelokalni okrajové podminky - inte-
gralni okrajova podminka « implicitni popis
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Uvod

V této praci se budeme zabyvat studiem okrajové ulohy

—Dpu(t) = alut ()P2u (1) = flu= (O 2u (1), 1€ (057,
u(0) =0, (1.1)
foﬂ" u(1)|P2u(t) dt = 0,

kde p > 1je parametr, &, 8 € R, A, je jednodimenziondlni diferencidlni operator na-
zyvany jako p-Laplacetiv operator, nebo také p-Laplacidn, Apu := (|u’ (1) P72 (1)),
u* au” znadi kladnou a zapornou ¢ast funkce u, tedy u*(t) := max{=zu(t),0} a
T, = (2m)/(p sin(%)). Resenim okrajové tlohy (1.1) budeme rozumét takovou
funkci u € C'((0;7,)), pro kterou plati (|u’|[P~*u’) € C'({0;7,)) a které na in-
tervalu (0; 7,) vyhovuje diferencidlni rovnici v (1.1) a zaroven splnuje okrajové
podminky v (1.1).

Hlavnim cilem prace je pro pevné zvolené p > 1 prozkoumat tzv. Fuc¢ikovo spek-
trum pro dlohu (1.1), coz je mnozina

3, ={(a,p) € R? : tloha (1.1) ma netrivialni FeSeni u}.

Povsimnéme si, ze pro libovolné &, f € R ma okrajova tloha (1.1) vzdy trivialni
teseni u(t) = 0. Nasim cilem bude hledat vsechny dvojice (&, f) € R?, pro které
ma uloha (1.1) netrividlni fe$eni u, tedy takové feseni u, které je nenulové alespon
v jednom bodé intervalu (0; 7). Pro specidlni volbu hodnoty parametru p = 2 ma
okrajova dloha (1.1) nasledujici tvar

—u"(t) = au*(t) — fu=(t), te€ (0;7),
u(0) = 0, (1.2)
Jru(t) dt =o.

Okrajova uloha (1.2) byla jiz dfive podrobné zkoumana a implicitni popis jejiho
Fucikova spektra 3, 1ze nalézt napriklad v préci [1]. Poznamenejme, Ze ve Fucikové



1. Uvod

spektru 3, lezi body (1,,1,), kde n € Na 1, = (2n)?, které v a, f roviné lezi na
diagonéle & = f3. Dale jsou 1, vlastni ¢isla okrajové ulohy

—u’(t) = du(t) te (0;n),
u(0) =0, (1.3)
Jru(t) dt =0,

kterou ziskdme snadno z (1.2) proa = = A.

Struktura celé prace je nasledujici. Druha kapitola bude vénovana poc¢ate¢nim ulo-
ham. Zavedeme zde zobecnéné p-trigonometrické a p-hyperbolické funkce a uka-
zeme, jak s jejich pomoci popsat reseni pocate¢ni tlohy pro diferencialni rovnici
v (1.1). Ve treti kapitole se budeme vénovat okrajovym tilohdm a pomoci vysledkt
predchozi kapitoly se pokusime popsat Fu¢ikovo spektrum 3, tlohy (1.1). Ve ¢tvrté
kapitole pak predstavime vysledky numerickych experimentt a pouzité numerické

algoritmy.
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Pocatecni ulohy

V této kapitole se budeme zabyvat reSenim pocate¢ni ulohy

=l (P2 (1)) = alu* (DIF2u* (1) = Blu™(DIP?u (1), teR,

u(0) =0, 2.1)

u'(0) = u,
kde p > 1,2, € Rapu € R. Tato pocatec¢ni uloha je odvozena z okrajové dlohy
(1.1) nahrazenim integralni okrajové podminky podminkou na derivaci u’(0) =y a
diferencialni rovnice je nyni uvazovina na celém R. Resenim u pocatec¢ni tlohy (2.1)
budeme rozumnét takovou funkci u € C!(R), pro kterou plati (|u’[P~2u’) € C'(R),
ktera vyhovuje diferenciallni rovnici i okrajovym podminkam v (2.1).
Pro dalsi préci s diferencialni rovnici v (2.1) bude vyhodné zavést nasledujici funkci
®p, kterd umozni kompaktnéjsi zapis této diferencialni rovnice a také snadnéjsi
manipulaci s touto rovnici.

Definice 2.1. Funkce ¢, : R — R je definovdna jako
t|P=2 -t prot #0,
@p(t) = {
0 prot =0,
kde p > 1 je parametr.

Pocate¢ni dlohu (2.1) nyni mizeme psét v nasledujicim tvaru

—(pp(' (1)) = - p(u™ (1)) = f - gp(u™ (1)), tER,
u(0) =0, (2.2)

w'(0) = u.

V nésledujicim lemmatu nyni uvedme zakladni vlastnosti funkce ¢, (viz obrazek
2.1).

Lemma 2.2. Necht p > 1.



2. Pocdtecni tilohy

1. Pro funkci ¢, plati
op(1) = t|F~" - sgn(t), teR (2.3)

2. Funkce ¢, je ostre rostouct.
3. Funkce ¢y, je lichd.

4. Pro kazdé a € R plati
gop(a t) = @p(a) : Qop(t)’ teR. (2.4)
5. K funkci ¢, existuje inverzni funkce qp;l :R — Raplati

9, (1) = g4(t), teR, (2.5)

kde q > 1 je konjugovany exponent k p, tedy plati

Diikaz. Dokazovat budeme postupné jednotlivé body lemmatu 2.2.

1. Jelikoz pro kazdét € Rplatit = |t|-sgn(t), mizeme prot # O upravit predpis
pro funkci ¢, nasledujicim zptisobem

op(t) = |t|P2 -t =|t|P2 - |t| - sgnt = [¢|P~" - sgn(t), t#0.
Déle pro t = 0 vztah v (2.3) plati, nebot

0= p,(0) =[0]""" - 0.

2. Méjme t, t; € R takové, ze t; < t,. S vyuzitim vztahu (2.3) ovérime, ze pak
plati ¢, (t1) < @,(t2). Ukézeme tedy, ze plati

|t[P7" - sgn(tr) < [f2]P7" - sgn(ty).

Dikaz rozdélime na pét pripadt podle znaménka t; a t,, jde tedy o nasledujici
pripady:

a) t1,t, <0,

C

)

b) t; <0,t, =0,
) 11 <0<ty
)

d) t;=0,1t, >0,



2. Pocdtecni tilohy

e) t1,tp > 0.

Dtikaz je ve vsech péti pripadech velmi podobny, proto zde uvedeme pouze

zdavodnéni pro prvni pripad, kdy t1,t, < 0:

[t P71 (1) < [P (1),
P~ > 6],
|ti] > [t2],
—t1 > —ty,

<t

3. Lichost funkce ¢, ukdzeme s vyuzitim (2.3) nasledujicim zptisobem
gp(=t) = | =tl""" - sgn(=1) = —[t}"" - sgn(t) = —g,(1),  tER

4. Méjme a € R. Platnost vztahu (2.4) opét snadno ovérime s vyuzitim (2.3)
nasledujicim zptisobem

op(a-t) = latl sgn(a-t) = |al’ ™ sgn(a) [P~ sgn(t) = gp(@)g, (1), t€R.

5. Inverzni funkce qo;l k funkci ¢, existuje, protoze funkce ¢, je ostfe mono-
ténni. Zaroven pro defini¢ni obor funkce (plg1 plati

D (¢;1) = H(p,) =R. 2.7)

Pro libovolné zvolené t € R oznac¢ime s = [t|P~!-sgn(t), a ndsledné vyjadiime
t v zavislosti na s. Nejprve vsak ur¢eme znaménko s
-1
sgn(s) = sgn(|t|’"" - sgn(1)) = sgn(t).
A nyni m@zeme pristoupit k provedeni nasledujicich uprav:

s=t]P~" - sgn(1),

|s| - sgn(s) = [¢["~" - sgn(r),
Is| = 1t~

1
|s|?=1 = t],
1
5|77 - sgn(s) = |t] - sgn (1),
t = |s|77 - sgn(s). 2.8)



2.1. Zobecnéné trigonometrické a hyperbolické funkce

, ss 1y 1 , . .
Ze vztahu (2.6) déle vyjadrime =V zavislosti na g
1 1
—+-=1,
P q
1 1
—=1--
p q
_ 4
p= -1
| = 1
p RV
L 1 (2.9)
P q-1. .

Dosazenim (2.9) do (2.8) dostavame

t= 157" - sgn(s) = ().

Pro inverzni funkci go;l tedy plati
9, (1) = g4(t), teR

O

Poznamenejme, ze na obrazku 2.1 je graf linearni funkce ¢, a dale grafy funkci
@3 ajeji inverzni funkce ¢ 3.

2.1 Zobecnéne trigonometricke a
hyperbolické funkce

V této casti predstavime zobecnéné p-trigonometrické funkce sin, a cos, tak, jak
jsou zavedeny v ¢lancich (2] a [3]. Pomoci téchto zobecnénych funkci se ndm podari
vyjadrit reseni u studované pocatecni ulohy (2.1) a také s timto reSenim dale pracovat.

Definice 2.3. Funkce sin, : R — R je definovdna jako eseni pocdtecni iilohy

(pp (W' (1)) + (p = Depp(u(t)) =0, tER,
u(0) =0, (2.10)
u'(0) =1,

kde p > 1 je parametr.



2.1. Zobecnéné trigonometrické a hyperbolické funkce

Obrazek 2.1: Funkce ¢, pro p = %, p=2ap=3.

Poznamenejme, ze pro p = 2 ma pocate¢ni tloha (2.10) tvar

u’(t)+u(t) =0, teR,
u(0) =0, (2.11)
u'(0) = 1.
Snadno ovérime, ze feseni této pocatecni tlohy (2.11) je ddno jednoznacné a je jim
funkce u(t) = sin(t).

V nasledujicim lemmatu uvedeme nékteré vlastnosti funkce siny, které odvodil
Elbert v ¢lanku [2].

Lemma 2.4. Méjme p > 1.

1. Funkce sin,, je spojité diferencovatelnd.



2.1. Zobecnéné trigonometrické a hyperbolické funkce

2. Funkce sin, je 2m,-periodickd, kde

2
Ty = — (2.12)
psin ([—7)
3. Funkce siny, je lichd.
4. Prot € (0;mp) plati
sin, (t) > 0. (2.13)
5. Pro kazdét € R plati
sin, (t) = sin, (7, — t). (2.14)
6. Pron € Z plati
siny(n - mp) = 0. (2.15)

Pripomenme, zZe pro goniometrickou funkci sinus plati znama identita
(sin(t))* + (sin’(1))* =1, teR. (2.16)

V ¢lanku (2] Elbert zobecnil vztah (2.16) pro funkci sin,,. Toto zobecnéni uvadime v
nésledujicim lemmatu.

Lemma 2.5. Méjme p > 1. Pak plati
|sin, ()] +[sinj, ()P =1, teR (2.17)

Jelikoz pro kazdé t € R plati, ze (sin(t))" = cos(t), nabizi se zavést funkci cos,,
préavé jako prvni derivaci funkce sin,. Nasledujici definice je prevzata z ¢lanku [3].

Definice 2.6. Funkce cos, : R — R je definovdna pro p > 1 jako
cosy(t) = sin(t), t€R (2.18)
Nyni mtzeme identitu (2.17) psat také v nasledujicim tvaru
| sin, ()7 + | cos,(t)[F =1, teR.

Poznamka 2.7. Existuje také Elbertova [2] definice funkce p-kosinu pro p > 1,
ktera neni ekvivalentni s definici 2.6, (viz obrazek 2.2):

i

2
cos,(t) = / siny(s) ds, teR. (2.19)
t
Pro takto definovanou funkci cos), plati

(cos, (1))’ = —siny(t), teR



2.1. Zobecnéné trigonometrické a hyperbolické funkce

Obrazek 2.2: Rtzné definice p-kosinu pro p = % (vlevo) a p = 3 (vpravo) a porovnani

s grafem funkce u = cos (% . t).

Lemma 2.8. Pro funkci cos,, kde p > 1 a pron € Z plati

cos,(2n-m,) =1,
p(2n ) (2.20)
cosp((2n—1) - mp) = —1.
Diikaz. Diky 2r,-periodicité funkce sin, je i funkce cos;, 27,-periodicka a plati

cos,(2n - mp) = cos,(0) = siny, (0).

Funkce sin, je fesenim pocétecni dlohy (2.10) a spliiuje obé pocatecni podminky. Ze
druhé pocatecni podminky tak dostavame

cos,(2n - m,) = 1.
Obdobné dostaneme, Ze
cos,((2n = 1) - my) = cos,(m,) = siny, (7). (2.21)
Derivovanim vztahu (2.14) podle t obdrzime
siny,(t) = —sinj, (1, —t), tER,

a tedy
sinj,(7,) = —sin, (0) = —1. (2.22)

Celkem tedy z (2.21) a (2.22) dostavame

cos,((2n—1) - mp) = —1.

10



2.2, Pocdtecni tiloha proa = ff = A
Definice 2.9 (Girg, Kotrla [3]). Funkce sinh, : R — R je definovdna jako veseni
pocdtecni ulohy

(pp( (1)) = (p— Dep(u(t)) =0, teR,
u(0) =0, (2.23)
w(0) = 1,

kde p > 1 je parametr.

V préci [3] autofi ukazali zakladni vlastnosti funkce sinh,. Nékteré z nich uva-
dime v nasledujicim lemmatu.

Lemma 2.10. Méjme p > 1. Pak md funkce sinh,, ndsledujici vlastnosti:
1. Funkce sinh,, je ostre rostouci.

2. Funkce sinh,, je lichd.

Tato ¢ast bude vénovana nasledujici pocatecni uloze

—(pp(W (1)) =24 - gp(u(t)), teR,
u(0) =0, (2.24)

w(0) =y,
kde p > 1,4 € Rayu > 0. Tato pocatecni uloha (2.24) predstavuje tlohu (1.1),

respektive (2.1), pro « = f = A. Poznamenejme, ze plati ¢,(u*(t)) — ¢,(u™(t)) =
¢p(u(t)), nebot

lu()[P~! prou(t) >0,

N B - — (7 (N — ()P =
@p (" (1) = p(u (1)) = (W' (1) = (u™ (1)) {_Mmp—l prou(1) <O.

Poznamka 2.11. Zvolime-li A = (p — 1) au = 1, prechazi tloha (2.24) na dlohu
(2.10).
Lemma 2.12 (del Pino [4]). Existuje jednoznacné reseni pocdtecni ilohy (2.24).

Poznamka 2.13. Del Pino ve své praci [4] uvadi i tvar feseni pocatecni dlohy (2.24),
ato

u(t) =277 - sin (z% : t) , (2.25)

11



2.2, Pocdtecni tiloha proa = ff = A

kde funkce sinj, je definovana odli$né od sin,, a plati

1 t
sin,, (1) = (p - 1)11’ - sin, (—1) ) (2.26)
(p—1r
Uzitim (2.25) a (2.26) 1ze feseni pocate¢ni ulohy (2.24) psat ve tvaru
Y P
— P p
u(t) =u- (pT) . Sil’lp ((F) . t) , teR (227)

V nésledujici ¢asti ukazeme vlastni zptsob odvozeni tvaru (2.27) pro feseni u poca-
tec¢ni dlohy (2.24) bez pouziti vyjadfeni (2.25) od del Pina v ¢lanku [4].

Lemma 2.14. Pocdtecni tilohu (2.24) Ize ekvivalentné pFepsat do tvaru

w(t) = gq(v(t)), teR,
(1) = -1 - t)), teR,
V(1) = =2 gy(u(0) 028)
u(0) =0,
v(0) = @p(p),
kde p,q > 1,%+§:1al,y€R
Diikaz. Zavedeme
v(t) = @p(u'(t)), tekR (2.29)

Diferencialni rovnici v (2.28) lze zapsat ve tvaru
V() == -@p(u(t)), teR

Déle vyjadiime u’ pomoci v. Diky znalosti inverzni funkce qo;l k funkci ¢,, (viz
lemma 2.2), plati pro kazdé t € R

v(t) = @p(u'(1)),
gy (v(1) = u'(1),
u'(t) = @q(v(1)),

kde g je konjugovany exponent k p. Zbyva urcit po¢ate¢ni podminku pro v(0)

v(0) = ¢, ('(0)) = p(n).

Lemma 2.15. Méjme p > 1 a A € R. Diferencidlni rovnice

~(p (' (1)) = Agp(u(t)) (2.30)

je homogenni.
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2.2, Pocdtecni tiloha proa = ff = A

Diikaz. Predpokladejme, Ze u je fesenim rovnice (2.30). Chceme ukézat, ze pro
kazdé a € R i funkce
wy(t) -u(t), teR,

je fesenim rovnice (2.30), tj. chceme ovérit, zda plati

—(@p(w (1)) = App(wa(1)), teR.

Dosazenim za w, dostavame

—(pp((a-u(0))) =App(a-u(r)), tekR

Z homogenity derivace pak plati

—(pp(a-u'(1)) =App(a-u(t)), teR.

Pomoci bodu 3. lemmatu 2.2 rovnici dale upravime

—(@p(a) - @, (W' (1)) = Agp(a) - p(u(t)), teR.

Opét pouzijeme homogenitu derivace a dostavame

—pp(a) - (@, (W' (1)) = Agp(a) - p(u(t)), teR,
—(@p (' (1)) = 2o(u(t)), te R.

Tato rovnice je splnéna, protoZe u je feSenim rovnice (2.30). O

Poznamka 2.16. Diky lemmatu 2.15 mizeme provést nasledujici pozorovani. Po-
kud u je feSenim pocateéni ulohy (2.24) pro ¢ = u; < 0, potom funkce (—u) je
reSenim pocatecni ulohy (2.24) pro u = —u; > 0. A tedy feSeni pocate¢ni ulohy
(224)prod = (p—1) au = +1 ma tvar u(t) = =sin,(t).

Lemma 2.17. Méjme p > 1, 11 # 0, A, # 0au; # 0, up # 0 tak, ze sgn(4;) =
sgn(A,) a sgn(uy) = sgn(uyz). Ddle méjme feseni (uy,v1) pocdtecni ulohy (2.42) pro
A = Ay a u = puy. Potom dvojice (uy, v,), kde

uy(t) = “i.(ﬁ)p g (’ﬁ)" 1], teR, (2.31)
ur \A2 A1

p-1 ;
Uz(t) = ([[2) - U1 ((é) . t) , t € R, (2.32)
H1 A1

je feSenim pocdtecni ulohy (2.28) pro A = Ay a u = yy.

13



2.2, Pocdtecni tiloha proa = ff = A

Diikaz. Méjme (uq, vy) feSeni tlohy (2.28) pro A = A # 0, u = u; # 0. Dosazenim
do rovnic a Gpravou vyrazli ukazeme, ze dvojice (uy, v;) fesi ulohu (2.28) pro 1 =
Ay #0,u = up # 0. Tedy

(1) = 9, (v2(1)), teR,

R R R e
) ) bl )

Nasledujici upravy lze provést, nebot Z—f > 0:

1 1

b2, [(A2)? b2 (/12)5

—u (=] -t]|=—" vi|{=| -t]], t eR,
1

Pokud oznacéime

kde i—f > 0, t € R, dostaneme rovnici

W, (s) = vy (5)]77 -sgn (v (5)), seR (2.33)

Predpokladali jsme, ze dvojice (uy,vy) je fesenim dlohy (2.28), je tedy i fesenim
rovnice (2.33).
Obdobné¢ ovérime i platnost druhé rovnice pro v§echnat € R

vy (1) = =Mz - @p(ua(t)),

(o o) = o ) ()
B () o)) (1)

~

—_——
=13
~——
1
—_——
=13
~——
I
b—lc\
>—>|>—>
— |
==
~—
|
|
Y
(39
/‘\
=[5
—
Nlp
(NS [P
==
_v
I
-
as]
—_——
=
—_—
—_——
|3
S|
—
~———
~——

»—AQ\
|3
— o

= =
~
|
|

PNy

S

aS]

—_——
=
—_
—_
>)| &
—_ [\
~——

=
S—
S—
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2.2, Pocdtecni tiloha proa = ff = A

S =

Obdobneé jako v predchozim pripadé dosadime s za (ﬁ)

1

- t a dostidvame rovnici

v (s) = =A1-@p(ui(s)), seR,

kterou dvojice (u1, v1) splnuje.
Nakonec je tfeba ovérit, ze dvojice (u,, v2) vyhovuje pocate¢nim podminkam tlohy
(2.28) prod = Ay, u = us:

1 1
Ar\? A1\?
uz(o):“_z.(_l)p.ul(o):&.(_l)p.oz(),
ur \A2 ur \A2

p—1

U . .
Sl P sgnun) = lual? ! - sgn(pn) = @, (42).

w )
0,(0) = (—) 0 (0) =
“1 U1

O

Pocatecni dlohu (2.24) pro A # 0 a u # 0 nyni zapiSme v nasledujicim ekviva-
lentnim vyjadreni

—(@p(W' (1)) =(p=1) - @pr1(y) - @p(u(t)), teR,

u(0) =0, (2.34)
u'(0) =c-,

kde jsme oznacili

=y (P21)
ci=u ( B ) sgn(4),

(2.35)

AL\
y = (}JTll) -sgn(A).

Poznamenejme, ze sgn(y) = sgn(A) a feeni u pocatecni ulohy (2.34) je zdroven
fesenim ulohy (2.24) proA = (p—1) - |y|f - sgn(y) au = c-y. Dale pro y > 0 je feseni
u pocatecni tlohy (2.34) periodické se zakladni periodou T = % > 0 a amplitudou
lc| > 0, coz doklada nésledujici lemma.

Lemma 2.18. Méjme p > 1, ¢ # 0a y # 0. Uloha (2.34) md prdvé jedno feseni u. Pro
y > 0 md reseni u tvar

u(t) =c-siny(y-t), tekR (2.36)
Pro y < 0 md reseni u ulohy (2.34) tvar

u(t) =c-sinh,(-y-t), teR (2.37)

15



2.3. Pocdtecni uiloha s nelinearitou g,

Diikaz. Méjme pocate¢ni dlohu (2.24) prod =4y == p—1>0, u = uy == sgn(c-y).
Uloha (2.24) tim prejde na dlohu (2.10), jejiz feseni je

ui(t) = sgn(c-y)-siny(t), tekR
Diky lemmatu 2.14 je dvojice (u1, vq), kde

vi(1) = (L (1), tER,

reSenim pocatecni ulohy (2.28). Funkci u zavedeme jako

u(t) = #ﬁl (%)P “Uq ((%)F -t) =u- (p%l)p sinp ((p%])p -t), teR,

kde A > O apu # 0 tak, ze sgn(u) = sgn(uq).

Obdobné 1ze podle (2.32) definovat i funkci v. Podle lemmatu 2.17 je pak dvojice
(u, v) fesenim pocatecni tlohy (2.28) a diky lemmatu 2.14 je funkce u i feSenim
pocatecni ulohy (2.24). Diky lemmatu 2.12 jde o jednoznac¢né feseni. Uzitim (2.35)
dostavame

u(t) =c-sin, (y-t), tekR
Obdobné Ize ukazat i feseni dlohy (2.24) pro A < 0. Zvolime A =1; = —(p—1) <0

a dale postupujeme obdobné, jako v ptipadé pro A > 0. O

Poznamka 2.19. Reeni (2.36) ulohy (2.24) pro A > 0 odpovida reseni (2.27), které
odvodil del Pino v [4].

V této zavérecné Casti se budeme vénovat pocatecni tloze (2.1), respektive (2.2), a
podame popis jejiho reseni.

Definice 2.20. Pro a, f € R definujeme funkci g, : R — R jako

a-t prot >0,
ga,ﬂ(t):
B-t prot<O.

Pomoci funkce g, s mizeme pocatecni dlohu (2.1), respektive (2.2), zapsat ve
tvaru

—(@p (W' (1)) = gap(pp(u(t))), teR,
u(0) =0, (2.38)
u'(0) = u.
Poznamenejme, Ze pro « = f funkce g, s neni linedrni, nebot v takovém pripadé
neméame homogenitu g, g.
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2.3. Pocdtecni uiloha s nelinearitou g,

Lemma 2.21. Funkce g, je pozitivné homogenni, tzn. pro funkci g, a a > 0 plati

Sapla-t)=a-g,p(t), teR (2.39)
Diikaz. Platnost vztahu (2.39) ovéfime ptimo z definice funkce g, ¢. Nejprve pred-
pokladame, ze t > 0. Pak plati
Supla-t)=a-a-t=a-g,u(t).
Prot < 0 mame
Sapla-t)=a-f-t=a-g.pt).
O
Nyni se zaméfme na diferencialni rovnici v (2.38). Rovnice v (2.38) je autonomni

a diky pozitivni homogenité g, g se podari ukdzat pozitivni homogenitu celé rovnice
v (2.38).

Lemma 2.22. Je-li funkce u tesenim diferencidlni rovnice

(@p (W' (1)) + 8up(pp(u(r))) =0, teER, (2.40)

pak je i funkce
wq(t) - u(t), teR,

kde a > 0 fesenim rovnice (2.40).

Diikaz. Predpokladejme, Ze funkce u : R — R fesi rovnici (2.40). Ukédzeme, Ze pro
kazdé a € (0; +00) i funkce w, fesi rovnici (2.40). Ovérime tedy, Ze plati

(@p(wy (1)) + 8ap(@p(wa(t))) =0, t R,
(qop(a (1)) + ga,[j’(@p(a -u(t))) =0, t eR.

Pouzijeme vztah (2.4), pozitivni homogenitu funkce g, g a homogenitu derivace a
provedeme nasledujici Gpravy

a- (qop(u,(t))), ta- ga,{i(@p(u(t))) =0, teR,
(@p (W' (1)) + 8ap (p(u(1))) =0, teR.
Diky predpokladu, ze funkce u resi rovnici (2.40) je tato rovnice splnéna. m|

Oznac¢ime-liprop > 0,2 #0, f #0au #0

_1)2\s
e (U] sent s
a:= (%)7’ -sgn(a), 241)
bim (L) senio)
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2.3. Pocdtecni uiloha s nelinearitou g,

pak ma pocatecni tloha (2.38) pro t € R tvar

~(pp (1)) = (p=1) - (ppr1(a) - p(W* (1)) = @ps1(b) - 9p(u (1)),
u(0) =0,
u(0)=c-a-b.
(2.42)

Lemma 2.23. Existuje prdvé jedno feseni u iilohy (2.42).
Pro a, B > 0 je funkce u periodickd se zdkladni periodou T = % + % > 0 a na intervalu
(0; T') md tvar

b-sin,(a-t), te {(0;2),
u(t) =c- ?( ) . <%“> (2.43)
—a-smp(b-(t—7)), te(j;T>.
Pro a > 0, f < 0 md Feseni u uilohy (2.42) tvar
—b - siny(a - t), te <0;%>,
u(t) =c-{ —a-sinh, (—b : (t - %)) , te (%;+00) , (2.44)
a-sinh, (=b-t), t € (—00;0).
Pro a < 0, f > 0 md Feseni u ulohy (2.42) tvar
—a - sin, (b - (1)), te <—%;O> ,
u(t) =c-q b-sinh, (—a . (t + %)) , te€ (—00; %) , (2.45)
b -sinh, (—a-t), t € (0;+00).
Pro a, B < 0 md veSeni u ulohy (2.42) tvar
b-sinh, (a-t), t € (0;400),
u(ty = c. 4 0 osinhp (@) (0; +0) (2.46)
a-sinh, (b-t), t€ (-00;0).

Diikaz. Méjme teseni u tlohy (2.42) pro « > 0 a f > 0. Pokud uvazujeme interval
I1 = (0; x), kde x > 0, takovy, ze pro kazdé t € I; plati

u(t) > 0, (2.47)

bude u zaroven reSenim nasledujici pocatecni tlohy na intervalu I;:

—(pp(' (1)) = (p—1)a" - p(u(t)), tel
u(0) =0, (2.48)
wW(0)=c-a-b.
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2.3. Pocdtecni uiloha s nelinearitou g,

t

Obrazek 2.3: Reseni u tlohy (2.42) pro p =3, a= 3, b = 2.

Reseni tlohy (2.48) je podle lemmatu 2.18 funkce
u(t)=c-b-siny(a-t), tel. (2.49)

Diky vztahu (2.13) Ize ur¢it maximalni x takové, Ze je splnéna podminka (2.47) jako
T
u (—p) =0.
a

w(t)=c-a-b-cosy(a-t), tel.

r ,
Xmax = - > 0 aplati

Derivovanim funkce u dostavame

Nasledné uré¢ime hodnotu derivace funkce u v bodé t = % pomoci vztahu (2.20)
jako
Tp

’ 7l'p
u (—):c-a-b'cosp(a-;):c-a-b-cosp(np):—c-a-b.
a
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2.3. Pocdtecni uiloha s nelinearitou g,

t

Obréazek 2.4: Reseni u ulohy (2.42)prop=3,a=5, b=-1.

Aby funkce u byla resenim pocate¢ni dlohy (2.10), pozadujeme spojitost jeji derivace.
Resime tedy dale tlohu
—(@pW (1)) =(p—1)- (@ gp(u* (1)) =" - g, (u™(1))), tER,
u(2)=o, (2.50)

u’(%):—c-a-b.

Oznadime-li
w(t) = —-u(t), tekR

pak plati
w'(t) = =u'(t), teR,

a uloha (2.50) m4 tvar

—(@p(W' (1)) =(p—=1) - (=a” - gp(w™ (1)) + b7 - g, (w*(1))), tER,

(2.51)
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2.3. Pocdtecni uiloha s nelinearitou g,

) -1 0 1 2
Obrazek 2.5: Reseni u ulohy (2.42)prop =3, a=-1, b=5.

Diky autonomii rovnice v (2.42) Ize fesit tlohu (2.51) na intervalu I, obdobné jako
ulohu (2.48) na intervalu I;. Dostaneme tak tvar feseni

w(t):c-a-sinp(b-(t—ﬁ)), tel,,

a

kde I, = (% ; % + %) Pro reseni u na intervalu [, pak plati

T
u(t) = —w(t) = —c-a-sin, (b . (t - —p)), tel,. (2.52)
a
Navic plati
Tp ”p)
L) =o,
" ( a b
T, T
() e

Povsimnéme si, ze plati vztahy

u(0)=u (% + %) , (2.53)
W (0) = o (% + %) . (2.54)
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2.3. Pocdtecni uiloha s nelinearitou g,

2000 . . . . .

1500

1000 r T

500 T

_500 1 1 1 1 1

Obrazek 2.6: Reseni u tlohy (2.42) pro p=3a=-3b=-2

Diky vztahtim (2.53), (2.54) a autonomii rovnice v (2.42) plati, ze funkce u je perio-
dicka s periodou

Tp  Tp

T=—+—>0. (2.55)

a b
A teseni u ulohy (2.42) jsme jiz uréili na intervalu (0; T') pomoci (2.49) a (2.52) (viz
obréazek 2.3).
Pro zbylé pripady najdeme tvar reseni u podobnym zptsobem, s tim rozdilem, ze
pro zdporné hodnoty a, respektive b, je zdkladem reSeni funkce sinh,, nikoliv funkce
sin,. Podle lemmatu 2.10 je funkce sinh,, ostre rostouci a plati, Ze monoténni funkce
neni periodicka. Tvar u pro a < 0 nebo b < 0 je proto kvalitativné odlisny oproti

tvaru u pro a, b > 0 (viz obrazky 2.4, 2.5, 2.6). O

Meéjme reseniu dlohy (2.42) ve tvaru (2.43) ak € Z.Pakprot € (k - T; % +k- T)
budeme hovortit o kladnych pualvlnach funkce u, prot € (% +k-T;(k+1)- T) pak

o zapornych ptlvlnach funkce u.
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Okrajové ulohy

V této kapitole se budeme vénovat okrajové tloze (1.1), tedy tloze v nasledujicim
tvaru

—(pp (W (1)) =a - @p(u*(t)) =B - 9p(u (1), te(0m),
u(0) = 0, 3.1)
S ep(u(n) dt =0,

kde p > 1 je parametr, funkce ¢, je zavedena v definici 2.1, ¢, € R, u™(t) :=

max{+u(t),0} a
2r

Resenim okrajové tlohy (3.1) bude takovéa funkce u € C'({0; 7)), pro kterou
pp(w) € C '((o; mp)) a ktera vyhovuje diferencialni rovnici v (3.1) na intervalu

7Tp =

(0; m,) a dale splniuje Dirichletovu okrajovou podminku u(0) = 0 a integralni pod-
minku

/0 " gy (u(t)) dt = 0, (32)

Nasim cilem bude pro p > 1 prozkoumat Fucikovo spektrum 3, pro tlohu (3.1),
tedy mnozinu véech dvojic («, f) € R?, pro které ma tloha (3.1) netrivialni feseni
u. Ve specialnim pripadé, kdy p = 2, ma okrajova tloha (3.1) nasledujici tvar
—u'(t)=a-ut(t)—pf-u (1), te(0;n),
u(0) =0, (3.3)
Jru(t) dt =o.
Popis Fucikova spektra 3, v prvnim kvadrantu pro tuto tlohu (3.3) je znamy. Na-

ptiklad v ¢lanku [1] je podan tento popis v prvnim kvadrantu R* X R* a vypadé
nasledovné. Fucikovo spektrum 3, = [J; 2] C{ se sklada z mnozin

C; ={(a,p) € R? : dloha (3.3) mé netrivialni Feseni u,

které ma pravé k nulovych bodt na (0; 7) au’(0) = 0}.
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3.1. Fucikovo spektrum pro tilohu s Dirichletovymi podminkami

Jednotlivé vétve C; Ize v prvnim kvadrantu implicitné popsat jako (n € N)

+ + + + + 2""/? (2n—1) - va
C R"XR") =< (a, R¥ xR*: - _
o1 N (RY X RY) {( B) € R* x 7 7

Con N (RT X RY) :{(“’ﬁ) e xre: D VE 2ne e

nemonm (n+1)-7r+n-7r> } (3.5)
—+ — <7, me. (3.

« B \a VB

V ¢lanku [1] je dale zminka o bodech napojeni jednotlivych vétvi, ze kterych se Fuci-
kovo spektrum 3, sklada. V [1] je ukazano, ze tyto body napojeni jsou zaroven body

Fucikova spektra Eg pro nasledujici okrajovou tlohu s Dirichletovymi okrajovymi
podminkami

{—u”(t) =a-ut(t) - B-u (1), te(0;m) 66

u(0) =u(r) =0.

Kromeé tulohy (3.1) se tedy v nasledujici ¢asti také podivime na okrajovou dlohu
Fucikova typu s Dirichletovymi okrajovymi podminkami u(0) = u(x,) = 0.

3.1 Fucikovo spektrum pro ulohu
s Dirichletovymi podminkami

V této casti uvedeme popis Fuc¢ikova spektra pro nasledujici okrajovou dlohu

{—(qop(u'(t)))' =a-g,(ut(t) = - opu (1) =0, te (057, 57

u(0) = u(m,) = 0.
Pro p > 1 ozna¢me Fucikovo spektrum pro tlohu (3.7) jako
22 = {(a, ) € R? : tloha (3.7) ma netrivialni feéeniu}.
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3.1. Fucikovo spektrum pro iilohu s Dirichletovymi podminkami

Popis Fucikova spektra 22 je dobfe zndm a lze ho nalézt napfiklad v praci [5] na
strané 129. Drabek Fucikovo spektrum 22 popsal pro tlohu s okrajovymi podmin-
kami u(0) = u(xr) = 0 a v zavislosti na prvnim vlastnim ¢isle A tlohy na vlastni
Cisla pro a = f = A. Pov§imnéme si, Ze prestoze je Fuéikovo spektrum 22 v praci [5]
popséano pro dlohu s odlisnymi okrajovymi podminkami, nez jaké uvadime v (3.7), i
presto dosadime-li za A; prvni vlastni ¢islo dlohy (3.7) proa = f = 1, 1; = p—1,do-
staneme skute¢né nize uvedeny popis. V nasledujicim lemmatu tento popis uvedme
a pripojme i nasi verzi jeho diikazu. Poznamenejme, ze popsané Fuc¢ikovo spektrum
22 je pro vybrané hodnoty parametru p vykresleno na obrazcich 3.2, 3.3 a 3.4.

Véta 3.1. Fucikovo spektrum 2[13 je mnozina

+00
D _ D+ D—-
2= (cpyk U cpyk),
k=0

kde CP; = {(a, B) eR2: (B,a) € cg;} a ddle (j € N, R* = (0;+00))

Cf,’}') ={(0,f) eR*: a=p—1},

o 1
C;?Ej—l = {(“’ﬁ) eR"XR": Ll+il: —1}’
ar  Br (p—1)r
i+ 1 i 1
= {mpentnm L L)
ar Br o (p—1)r

Diikaz. Ulohu (3.7) budeme fesit metodou stielby. Resime tedy nejprve pocatecni
ulohu (2.38). Pfeznacenim ulohy (2.38) pomoci vztahi (2.41) dostaneme ulohu (2.42),
jejiz feseni zname diky lemmatu 2.23. Pfedpokladejme, ze plati u’(0) > 0. Hledame
pak takové a, b, aby platilo u(7,) = 0. Pro a < 0 takové feSeni zfejmé neexistuje,
protoze funkce u je pro t > 0 kladnd a ostre rostouci, coz primo plyne z vlastnosti
funkce sinh,,. Pro a > 0, b < 0 existuje pravé jeden nulovy bod na intervalu (0; +0),
z vlastnosti funkce sin, jde o bod t = % Okrajova podminka je tedy splnéna pravé
tehdy, kdyz plati

:ﬂ'p,
a=1.

Zbyva pripad, kdy a, b > 0. Funkce u pak ma nekoneé¢né mnoho nulovych bodu. Jde
o body

T
t=j-T--= (3.8)
t=j-T, (3.9)
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3.1. Fucikovo spektrum pro iilohu s Dirichletovymi podminkami

1 0 T T

0 2 4 6 8 10

Obrazek 3.1: Fu¢ikovo spektrum 22 ulohy (3.7) v roviné ab pro libovoné p>1.

kde j € NaT je zdkladni perioda funkce u. Pro (3.8) tedy chceme, aby platilo

. T ) Tp
LigG-1n-L=n,
Ja G-1) b Tp
j . j—1
4+ —=1.
a b

Diky zptsobu, jakym bylo zavedeno g, b tak mame implicitni popis mnoziny
nezavislé na p (viz obrazek 3.1). Pfeznac¢enim zpét na « a f3 tak dostavame

. .
L el S
Y RAY:

p-1 p—1

j i—1 1
Jo izt

ar BF (p=1)F
Obdobné bychom upravili i vztah (3.9). Sjednocenim vsech nalezenych dvojic, pro

které ma uloha (3.7) netrividlni fe$eni pak dostivime mnozinu Cg;j_l. O
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3.2. Vlastni cisla pro nilohu s integrdlni okrajovou podminkou
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Obrazek 3.2: Fucikovo spektrum ulohy (3.7) v roviné aff pro p = %

Poznamka 3.2. Mnozina CE; (CE;) obsahuje v§echny dvojice («, ) pro které ma
netrivialni feseni u tlohy (3.7) pravé k nulovych bodi na intervalu (0; 7,) a dale
u’(0) > 0 (u'(0) <0).

3.2 Vlastni cisla pro alohu s integralni
okrajovou podminkou

Tuto ¢ast vénujeme okrajové uloze (3.1) s nelokalni okrajovou podminkou integral-
niho typu v pripadé, kdy @ = = A. Okrajova dloha (3.1) pak bude mit nasledujici
tvar

—(pp(W (1)) = A - gp(u(t)), t€(0;my),

u(0) =0, (3.10)

L @p(u(t)) dt =o.
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3.2, Vlastni cisla pro tilohu s integrdlni okrajovou podminkou

40

351

30

Obrazek 3.3: Fucikovo spektrum ulohy (3.7) v roviné a8 pro p = 2.

Ulohu (3.10) Ize pomoci (2.35) prepsat jako okrajovou ulohu

—(@p(W' (1)) = (p=1) - @ps1(y) - @p(u(t)), te€ (0;7),

u(0) =0, (3.11)
7 ep(u(n) dt =0,
kde y € R.

Lemma 3.3. Uloha (3.11) md netrividlni feseni u prdvé tehdy, kdy? plati
y =2n, (3.12)
kde n € N.

Diikaz. Pocate¢ni tloha (2.34) ma feseni u, které méa podle lemmatu 2.18 tvar (2.36)
proy > 0a(2.37) pro y < 0. Chceme zjistit, pro které hodnoty y vyhovuje funkce u
okrajové podmince

/ " g (ut)) dt = 0. (3.13)
0
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Obrazek 3.4: Fu¢ikovo spektrum dlohy (3.7) v roviné aff pro p = %

Nejprve budeme predpokladat, ze y < 0. Reseni u je pak z monoténie funkce sinh,
kladné na celém intervalu (0; 7). Z vlastnosti integralu pak pro kazdé y plati

/ " gy (u(®)) dt > 0. (3.14)
0

Neexistuji tedy Zadna zaporné hodnoty y, pro které by uloha (3.11) méla netrivialni
reseni. Déle predpokladejme y = 0. Pak ma tloha (3.11) tvar

(pp(W'(1)))" =0, teR,
u(0) =0,
/0”" @p(u(t)) dt = 0.
Pfimou integraci podle t dostavame pro kazdét € R
pp(W'(1) =x €R,
w' (1) = pq(x),
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3.2, Vlastni cisla pro tilohu s integrdlni okrajovou podminkou

kde q je konjugovany exponent k p. Znovu zintegrujeme podle t a dostavame

u(t) = gq(x) - t.

Funkce u je tedy linearni. Okrajové podminky jsou pak splnény pouze pokud plati
@q(x) = 0. Pak jde ovsem o trividlni feseni a pro y = 0 neexistuje netrivialni feseni
ulohy (3.11).

Zbyva tedy pripad y > 0. Z diferencialni rovnice v dloze (3.11) plati

(¢, (W' (1))’

pp(u(t)) = _(p ~ 1) ¢p+1(7)’ e R,
a tedy
v [ (W) ep((0) — @ (7))
/O op(u(t)) dt = ‘/O G-1 - opm() dt = TR

Okrajovou podminku (3.13) pak lze upravit nasledujicim zpiisobem

| entutoy ar=o
#p (' (0)) — ¢p (W' (mp)) _
(p=1) - @ps1(¥) ’
@p(“,(o)) - qop(u/(”p)) =0,
0, (' (0)) = @, (' (mp)).

Derivovanim funkce u z (2.36) podle t dostavame
w(t)y=c-ycosy(y-t), teR (3.15)

Dosadime za funkci v’ z (3.15) a vyuzitim vlastnosti funkci ¢, a cos, provedeme
nasledujici upravy

@p(c-ycosp(0)) = gp(c-ycosy(y - mp)),
¢-ycosp(0) =c-ycos,(y-m),
c0s,(0) = cos,(y - 1),

cosp(y - mp) = 1.
Diky vztahu (2.20) a predpokladu, ze y > 0 plati

VT =20y,

y = 2n,
kden € N. O
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3.3. Fucikovo spektrum pro tilohu s integrdlni okrajovou podminkou

Véta 3.4. Viastni cisla a viastni funkce iilohy (3.10) jsou

An = (P - 1)-(2n)f, (3.16)

un(t) =u- (p/l;l); -Sillp ((p/lTn])F -t), t eR, (3.17)

kde n € N.

Diikaz. Z lemmatu 3.3 zndme hodnoty y, pro které ma funkce (3.11) netrivialni
reSeni. Ze vztahu (2.35) vyjadfime A v zavislosti na y, navic vyuzijeme, ze plati y > 0

1 \r
y_(p—l)’

7p=—l

p-1
A=(p—1) -y
Dosazenim za y ze vztahu (3.12) dostavame

=(p-1-(2n)f, (3.18)

kde n € N. Reseni ulohy (3.11) ma tvar (2.36). Vlastni funkce tlohy (3.10) dostaneme
pomoci vztahu (2.35) jako

u(t) = u - (pi;l)ﬁ - sin,, ((%); -t), t eR.

3.3 Fucikovo spektrum pro ulohu
s integralni okrajovou podminkou

V této casti se budeme vénovat okrajové tloze (3.1) a sestavime popis jejtho Fucikova
spektra 3. Nejprve zapi$me mnozinu 3, pomoci podmnozin C; jako

Cj CiuCy)
k=1
kde

C,'f = {(a, B) € R? : dloha (3.1) ma netrivialni feseni u,

které ma pravé k nulovych bodii na (0;7,) au’(0) 2 0} i

31



3.3, Fucikovo spektrum pro tilohu s integrdlni okrajovou podminkou

Poznamenejme, Ze sta¢i podat popis mnozin C/, k € N, nebot méame nésledujici
ekvivalenci
+ —
(a,f) € C, & (B,a) € Cp.

Podle preznaceni (2.41) jsou prevodni vztahy mezia a «

a=(p=1) gp+i(a),
@[1]_'_1 (a)

_(p—l);?'

Analogické vztahy platii pro prevod mezi b a 8. Definujme zobrazeni S, : R? — R?

a

jako
Sp(a,b) = ((p=1) - ppr1(a), (p = 1) - @p+1(b)).

Potom S, je prosté zobrazeni z R? na R? a existuje k nému inverzni zobrazeni
§0£+1 (a) ¢é+1 (8) )

(p-1)7 (p—1)7

Déle ozna¢me € obraz mnoziny C¥ pfi pouziti S, tedy €F = S;l (C)- Potom

S, (a,8) = (

plati
$,(€;) =C;.

Okrajovou ulohu (3.1) 1ze tedy ekvivalentné zapsat jako

—(@p) =(p= 1) (@ps1(a) - @p(u") = @pu1 (b) - ¢, (u7))  1a (0;7y),

u(0) =0,

S @p(u(t)) dt =o.

(3.19)

Dile pro k € N oznatme M = {(a,b) € R* xR* : S§,(a,b) € C;}. Tedy
pro a,b > 0 méa okrajova tloha (3.19) netrivialni feseni praveé tehdy, kdyz (a, b) €
Upc] (W U M), Jelikoz (a,b) € M, prave tehdy, kdyz (b, a) € M, staci najit
popis mnoziny ;.

Pii hledéni popisu mnoziny I budeme integrovat feseni u pocatecni lohy
(2.42). Proto uvadime nasledujici dvé lemmata, ktera integraci usnadni.

Lemma 3.5. Méjme feseni u pocdtecni iilohy (2.34) pro p > 1 a ¢,y > 0. Potom plati

* -1

v 2. cf
/0 gop(u(t)) dt = (p——l)y

(3.20)
Diikaz. Vyuzitim lemmatu 2.14 prevedeme tlohu (2.24) na dlohu (2.28). Upravou
druhé rovnice dlohy (2.28) 1ze vyjadrit

o) =-"0, rew
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3.3, Fucikovo spektrum pro tilohu s integrdlni okrajovou podminkou
Plati tedy
: ] _ : P;l)
) A vy, O (5
@p(u(t)) dt = 3 dt = p
0 0

Funkce v byla v lemmatu 2.14 zavedena jako

v(t) = @, (' (1)), t € R (3.21)
Z lemmatu 2.18 a definice 2.6 plati

u’(t) = - cos, ((}%); . t) , teR. (3.22)

Dosazenim (3.22) do (3.21) dostaneme

o(t) = o, (‘u - cos, ((%)p t)) teR.
Zajimaji nés hodnoty v(0) a v (np : ("%) é)
v(0) = @p(u - cosp(0)),
v (np - (1%1)) = gp(u - cosy(y)).

Nyni vyuzijeme dusledku 2.8
v(0) = gp () =,

1\ )
’ ( | (p'—z ) ) = pple (-1) ==,
Plati tedy

1)
7

Ty -1 _ (_,p-1 —
/ ( ) pp(u(t)) dt = K (=) = 2 1, (3.23)
0 A A

Pomoci preznaceni (2.35) 1ze vztah (3.23) prevést na odpovidajici vztah pro ulohu
(2.34), kde ¢, y € (0;+00). Ze vztahu (2.35) nejprve vyjadiime 1

RY:
7=(p|T|1) - sgn(4),

1 \7
7= p—l)’
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3.3, Fucikovo spektrum pro tilohu s integrdlni okrajovou podminkou

v (55
ﬂ( ok

((p—l) V”)
p

Dosazenim do vztahu (3.23) dostavame
2

" pp(u(t) dt =

a nasledné také u

1

)p sgn(4),

_"c
i

"G
N

2-(c-y)P_1 _ 2. Pl
(p-1D-y (p-1)-y

O

Lemma 3.6. Méjme teseni u pocdtecni ilohy (2.42) pro ¢,a,b > 0. Potom pro k € Z

plati
-tk T 1 5
A e
-/k.T ep(u(D) dt = (c-b) (p-1)-a (3.24)
(k+1)-T . 5
/,%,%T op(u(t)) dt =—(c-a)f ™" T (3.25)

Diikaz. V lemmatu 2.23 jsme ukézali, ze prot € (k -T; % +k- T) ma pocatecni
uloha (2.38) tvar (2.48). Diky lemmatu 3.5 pak plati vztah (3.24). Obdobné bychom
ukdzali i vztah (3.25). i
Lemma 3.7. Pro mnoziny I} plati (j € N)

2j-bP7L (2§ —2) - a7
b

M, = {(a, b) e R* xR*:
_jmp (G-D)eap
B T
(p—1)-a! / (pp(sinp(b-t)) dt =

0
j
+E > 1}, (3.26)

Q I\
Q | ~.

]
_<1,
, S

2j- 6Pt 2. ab!

21715’]. = {(a,b) e R*xR*:




3.3, Fucikovo spektrum pro tilohu s integrdlni okrajovou podminkou

0 0.5 1 1.5 2 25

Obrazek 3.5: Reseni u pocatecni dlohy (2.42) se ¢tyFmi nulovymi body na intervalu
(0; m,) pro p = 3.

1
Diikaz. Méjme feseni u pocate¢ni ulohy (2.42), kde zvolime ¢ = (p — 1) #-'. Funkce
u je reSenim okrajové tlohy (3.19), splnuje-li okrajovou podminku

/ " g (ut)) dt = 0. (3.28)
0

Oznacime k € N pocet nulovych bodi funkce u na intervalu (0; 7). Budeme pred-
pokladat, ze k je sudé. Z vlastnosti reseni u pak Ize tvrdit, Ze je na intervalu (O; % . T),

kde T je zékladni perioda funkce u, funkce u tvorena % kladnymi a % zapornymi
pulvlnami (viz obrazek 3.5). Z periodicity funkce u navic pro kazdé x, y plati

y y+T
/ u(t) dt = / u(t) dt. (3.29)
x x+T

Diky aditivité integralu vzhledem k integracnimu oboru, znalosti poctu celych ptil-
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3.3, Fucikovo spektrum pro tilohu s integrdlni okrajovou podminkou

vln a vztahu (3.29) plati

Tp k %P
[T estuton = 5+ [ aptuton ars

T p
é ﬁ, ¢p(u(t)) dt + ﬁ _ep(u(n) dr. (330

Vyuzitim lemmatu 3.6 zname hodnoty integrélu pres jednotlivé ptlviny, dosazenim
do (3.30) dostaneme

Tp E 2.pp71 B 2.gP! p
/ @p(u(t)) dt = = - - = +/ @p(u(t)) dt. (3.31)
0 2 a ’%.T

2 b

Ziskany vztah dosadime do okrajové podminky (3.28) a sudost k vyjadiime jako
k =2-j,j€N. Dostavame

2j- 6P 2. b
a b

mp=j-T
+ / 0, (u(t)) dt = 0. (332)
0

Navic dosadime za funkci u ze vztahu (2.43)

2j-bP71 2j-af!
a b

mp=j-T
+(p-1)-b". / ] ¢p(siny(a-t)) dt =0. (3.33)
0

Zbyva urcit, za jakych podminek ma funkce u na intervalu (0; 7,,) pravé k nulovych
bodi. Aby na intervalu (0; 7,) lezelo alespon k nulovych bodt, pozadujeme, aby
platilo

k
3 T < mp. (3.34)
Obdobng, aby na intervalu (0; 7,) leZelo nejméné k nulovych bodt, pozadujeme

k e
< T+ ;" (3.35)

Do vztahu (3.34), (3.35) dosadime za k a T a upravime nésledujicim zptisobem

. (T T . (Tp e\ T

) s ()T (539
o T
Lilear<lZoy ], (3.37)
a b a b

Ukazali jsme tak implicitni popis mnoziny I pro sudy pocet nulovych bodii na in-
tervalu (0; 7). Pro lichy pocet nulovych bodi na intervalu (0; 7,,) je postup dikazu
analogicky. O
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3.3, Fucikovo spektrum pro tilohu s integrdlni okrajovou podminkou

Lemma 3.7 dobie popisuje mnoziny I, pro které ma tloha (3.19) netrivialni
re$eni pro dvojici (a, b) v prvnim kvadrantu roviny ab, navic je vhodné pro nume-
ricky vypocet spektra, jelikoz hodnotu integralu l1ze dobfe aproximovat. Nicméné
pro dal$i praci s implicitnim popisem mnozin I, se ukazala byt vhodnéjsi forma
popisu uvedend v nasledujicim lemmatu.

Lemma 3.8. Pro mnoziny M} plati (j € N)

2j- b7 (25 -1)- ai’—1+
a b

ab~! i j-1
qup (COSP (b 7Tp (1 - E - T))) = 0,
j—1 '

M, = {(a, b) e R* xR*:

2i+1) - bP1 2'- p-1
SUt;j:{(a,b)eRerR*: (2j+1) A
a

Diikaz. Budeme navazovat na diikaz lemmatu 3.7 a budeme pro sudy pocet nulo-

\

} (3.39)

@IN
Sl

vych bodi na intervalu (0; 7,) upravovat vyraz

p mp—j-T
/ @p(u(t)) dt = / @p(u(t)) dt. (3.40)
T 0

Pro kazdé t z intervalu (j - T; m,) plati u(t) > 0, a predpokladame a, b > 0, tlohu
(3.19) tedy lze prepsat nasledujicim zptisobem

—(@p (W' (1)) = (p = 1) - aPo,(u(t)), te(0;mp),

u(0) =0,
by @pu(n) dt =
Snadno vyjadrime funkci ¢, (u) jako
—(p, (W' (1))’
ep(u(t) = =

Dosadime do vztahu (3.40) a dale upravime

/”P"T —(@p (W' (1)) i = @p(u(0)) — (W (7 —j-T))
— L dt= )
0 (p—1)-af (p—1)-ar

(3.41)
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3.3, Fucikovo spektrum pro tilohu s integrdlni okrajovou podminkou

Podle vztahu (2.43) ma funkce u pro volbuc = (p—1) 7T na intervalu (0;m,—j-T)

tvar 1
u(t) =(p—1)r7-b-siny(a-t).
Derivace funkce u pak ma tvar
u'(t)=(p- 1)1ﬁ ~a-b-cosp(a-t).

Dosadime za u” do vyrazu (3.41) a dostaneme

pp((p—1)7T -a-b-cosy(a- (r,—j-T))) = gp((p = )7 -a-b)
(1-p)-af '

Upravou vyrazu dojdeme az ke vztahu

mp=j-T pp-1
[ ooy =" (= pcosgla- (ry =i T G2

Vztah (3.42) dosadime do rovnice (3.32) a upravime nasledujicim zptsobem

27 - bp—l 27 ap—l bP—l .
J _ Y + a (1= gp(cosy(a- (m, —j-T)))) =0,

a b
(3.43)
(2j+1)-bP71 2j.ar71 pPI (T W _

e el o ()=

(3.44)
(2j+1)-bP7" 2j-af"! b i

. - b - “@plcosyla-my- 1_E+E =0.

(3.45)

Obdobné lze ukazat i vztah pro lichy pocet nulovych bodt na intervalu (0; 7,). O
Zavedeme R™ := (—00;0). Ozna¢me N7 = {(a, b) eR*XR™: S,(a,b) € CT}
Lemma 3.9. Pro mnozinu N plati

2. pp1
+
a

(p—l)-ap—l-/oﬂp

1
Diikaz. Méjme teseni u tlohy (2.42) pro volbu ¢ = (p — 1)7-'. Pfedpokladéame, Ze
plati u’(0) > 0. Pak mé feseni u tlohy (2.42) tvar (2.46). Resime, za jakych podminek

ERT:{(a,b) eR* xR : -
™

a @p (sinh, (b-t)) dt =0, a > 1}. (3.46)

je splnéna okrajova podminka
Tp
/ @p(u(t)) dt = 0.
0
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3.3, Fucikovo spektrum pro tilohu s integrdlni okrajovou podminkou

Pouzijeme aditivitu integralu vzhledem k integra¢nimu oboru a dostaneme

Tp

/7%wmm+[@%mmm:o (3.47)
0 i

a

Na intervalu (0; %) plati

u(t) = —(p—1)77 - b-siny(a-t).

Diky tomu Ize pouzit lemma 3.6, které tvrdi
Tp

I 2. pp-1

/ pp(u(t)) dt = - .

0

(3.48)

Na intervalu (% ; 7rp) maé funkce u podle (2.46) tvar
1 . 77-'p
u(t) =(p—1)r"-a-sinh, (b . (t — —)) .
a

Plati tedy nasledujici vztah

/%:p @p(u(t)) dt = /_;9 Pp ((p - l)ﬁ - a - sinh,, (b~ (t - %))) dt.

Diky vlastnostem funkce ¢, a integrdlu mizeme provést nasledujici dpravy

[, erun de=etp= 17 [, gy sinty (o 1 2))) e

a

a

Zavedeme s =t — % Pak dostavame

e
Tpy— —

ﬂp_l%p 77"}7 _ 1 '/'pf '
—)) ds=(p -1 a""- h, (b-s)) ds. (3.49
.é oo w5+ %)) ds=p=-a [ gy (sinhy (b-9)) ds. (3.49)

Dosazenim (3.48) a (3.49) do (3.47) dostavame
Tp

2. pp-1 4 L )
+(p—-1)-a' - ./0 @p (sinh, (b-1)) dt = 0. (3.50)

Zbyva urcit podminky, za jakych tento vztah plati. Pozadujeme, aby bod ¢ = % lezel
na intervalu (0; 7,), to znamena aby platilo

Tp
O<—<7rp.
a

Diky tomu, Ze a > 0 plati vztah 0 < %p vzdy. Ze vztahu % < mp pak dostavidme

podminku a > 1.V ptipadé, kdy bychom predpokladali u’(0) < O by feSeni u na
intervalu (0; %) bylo podle (2.45) monoténni a integralni okrajova podminka by

tedy nemohla byt splnéna. O
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3.3, Fucikovo spektrum pro tilohu s integrdlni okrajovou podminkou

Pro a > 0jsme urcili tvar Fu¢ikova spektra v roviné ab pro b > 0, b < 0 a zbyva tedy
prozkoumat ptipad, kdy b = 0. Ozna¢me O} = {(4,0) : a > 0 A S,(a,b) € Ci}.

Lemma 3.10. Pro mnozinu O7 plati
+ 2 1
7 = (a,O):a>0/\;—(p—1)P-a-—=O ) (3.51)

Ditkaz. Piedpokladejme @ > 0a ff# = 0. Plati tedy ia > 0, b = 0. Resime, pro ktera
1

(p-DP T
b

a, b vyhovuje reseni tlohy (2.42) pro ¢ = integralni okrajové podmince v

(3.19). Ulohu (2.42) Ize tedy psat v nasledujicim tvaru

(@p(W' (1)) =(p=1)-aF - 9p(u™(1)), t€R,
u(0) =0, (3.52)

W(0) = (p— )7 -a.

Prot € (0; %) lze pouzit lemma 3.6 a dostavame hodnotu integrélu pres prvni

pulvlinu reseni u jako
T,
14

/a @p(u(t)) dt = 2 (3.53)
0 a

Prot > % plati u(t) < 0, a zaroven plati u’ (%) =-u'(0)=—-(p - 1)1ﬁ - a. Uloha
(3.52) tak m4 tvar

(@p (1)) =0, te(Liteo),
u (ﬂ) =0, (3.54)

a

u (%) =—(p- 1)1ﬁ - a.

Z diferencialni rovnice v (3.54) plyne u”(t) = Oprot € (% ; +oo). Resime tedy

nésledujici poc¢atecni tlohu prvniho radu
i L T
u’(—p) =—(p—1r'T-a te (—";+oo),
¢ ‘ (3.55)
u (—") =0.

a

Ulohu (3.55) vyresime metodou primé integrace a dostavame reseni

u(t) = ~(p - )71 -a. (t—%), ” (%;Jroo). (3.56)
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3.3, Fucikovo spektrum pro tilohu s integrdlni okrajovou podminkou

Obrazek 3.6: Porovnani Fucikova spektra 3, pro ulohu (3.1) v roviné ab pro

p:%,p:Zap:&

Vypocitame integral z funkce ¢, (u), kde u je feseni tlohy (3.52) pfes interval (% ; np)

/ﬂ_ppqopw(t)) dt=—(p-1)-a- 0L

a

Integralni podminka z (3.19) pak ma tvar

/ "o, (u(t)) dt = % —(p-1)ia-~ Ly (3.57)
0
O

Nalezli jsme popis Fucikova spektra 3, dlohy (3.1) v roviné ab. Tento popis
je vhodny k porovnani vlastnosti spektra 3, pro rdzné p, nebot proa = b = y
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3.3, Fucikovo spektrum pro tilohu s integrdlni okrajovou podminkou

dostavame ulohu (3.11), ktera ma podle lemmatu 3.3 netrivialni feSeni pro hodnoty
y nezavislé na p. Diky tomu maji spektra 3, a 3,,, kde p; # p;, vzdy primik v
bodech na diagonale a = b (viz obrazek 3.6). Zbyvé najit popis Fuc¢ikova spektra 3,
v roviné af3. Tento popis uvedeme v nasledujicich vétach a ilustrujeme obrazky 3.7,
3.8, 3.9.

Véta 3.11. Méjme p,q > 1 tak, ze % + % = 1. Potom pro prvni vétev CT Fucikova

spektra 3, plati
CT:CIaUC;bUC;c'
kde
5 1
- pa 1_1
C;a:{(“’ﬁ)eRerRJr: f (p-1)ri-
or
%
=-1)F-m
Lo et ‘ B \»
(p_l)p'o”'/ " p|sinp —) -t|] dt =0,
0 p—1
1 1 1 1 1
TS l’_l+_l>—l}’
ar (p—1)r ar fBr (p—1)7

1

-1
C;b:{(a,o): ot>0/\2-(p )p—

o

1
28| 1_1
c;cz{(a,ﬁ)ewxﬂa—; '?'q (p—1)7Ti—

ar
1
(p-1)F -7p

I A . || g B
(p—1)r-aq- @p |sinhy || ——]| -t]] dt=0,a>p—1
0 p-1

Diikaz. Tvar mnozin Cy,, C{, a C{_lze snadno ukazat pomoci lemmat 3.7, 3.10,

3.9 a vyuzitim vztahu S, (€}) = C7. m|

S|
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3.3, Fucikovo spektrum pro tilohu s integrdlni okrajovou podminkou

Obrézek 3.7: Fucikovo spektrum 3, pro tlohu (3.1) v roviné a8 pro p = %

1

Véta 3.12. Méjme p,q > 1 tak, ze

+1 = 1. Potom pro vyssi vétve C}, k > 2, Fucikova
spektra 3, plati (j € N)

1 1
2j - Ba i1 (2j=2) a0 1.1
§j+1={(a,ﬁ)€R+><R+: — (- - ———— - (p-Dr -
ar ﬂp
_j'(P—l)%'”p_(/_l)'([’_l)%'”p 1
1 1 Tp 1 1 ﬂ p
—1)r - - « sin, || ——| -t t=0,
(p—-1) b BP ¢p | sin, ( ) dt=0
0 p-1
R U I B
Tt 1 = 1t 1}’
ar By (p=1r ar By (p-1)°
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3.3, Fucikovo spektrum pro tilohu s integrdlni okrajovou podminkou

C-Z'—] = {(O(,ﬂ) €R+XR+:
1 1
Fo=D)Pxp j(p=DF 7 i
11 A S x \*
(p—l)ﬂ-ﬂq-/ T gy sin ( ) )] de=o0,
0 p-1

j o 1 j+1 1
Tt T = T +_1>—1}'
ar By (p—1F ar  fr  (p—1)r

Obrézek 3.8: Fucikovo spektrum 3, pro tlohu (3.1) v roviné a8 pro p = 2.

Driikaz. Véta je zalozena na lemmatu 3.7 a vyuziva vztah S,(€;) = C;. O
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3.3. Fucikovo spektrum pro tilohu s integrdlni okrajovou podminkou

0 10 20 30 40

(0%

Obrézek 3.9: Fucikovo spektrum 3, pro tlohu (3.1) v roviné a8 pro p = 3.
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Numerické
experimenty a
vlastnosti Fucikova
spektra

V této kapitole budou uvedeny jednak numerické vypocty a nasledné také nékteré
vlastnosti Fu¢ikova spektra ulohy (3.1). Numerické algoritmy vyuzijeme jednak k
formulaci hypotéz, a také k vykresleni ¢asti Fu¢ikova spektra tlohy (3.1), respektive
(3.19). Pouzijeme algoritmy s riznou vypocetni slozitosti a presnosti.

4.1 Numericka aproximace Fucikova
spektra

Soucasti prace je navrzeni numerickych algoritmu pro vykresleni Fuc¢ikova spektra
ulohy (3.1). Tyto algoritmy byly nasledné implementovany v programu MATLAB
R2019b, verze 9.7. Vsechny uvedené algoritmy jsou navrzeny pro nalezeni Fuc¢ikova
spektra v roviné ab, spektrum v roviné aff 1ze pak snadno ziskat vyuzitim prevod-
nich vztaht (2.41).

Zékladni algoritmus vychéazi z metody strelby. Na zvolené oblasti v roviné ab vytvo-
rime sit bodt. Pro kazdy bod této sité nasledné numericky resime pocéatecni tlohu
(2.42). Ulohu (2.42) prevedeme po vzoru lemmatu 2.14 na dlohu prot € R

u'(t) = @q(v(1)),

V() ==(p=1) - (@pe1(a) - p(u (1)) = @ps1 (D) - @p(u™(1))),
u(0) =0,

v(0) = (c-a-b)Pl,

(4.1)

kde % + % = 1, a feSime pomoci funkce ode45. Zavedeme funkci F nasledujicim

zpusobem

F(a,b) = /0 " opu(t)) dt,
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4.2. Fucikovo spektrum pro p — 1+

kde u je feseni pocate¢ni ulohy (2.42) pro zvolené a, b. Funk¢ni hodnoty funkce F na-
jdeme numerickou integraci pomoci funkce trapz. Nakonec pomoci funkce contour
nechdme vykreslit nultou hladinu funkce F, ¢imz dostavame hledanou aproximaci
Fucikova spektra dlohy (3.1) v roviné ab.

Nasledujici algoritmus vychéazi ze zdkladniho algoritmu a pro jeho zrychleni vy-
uziva nékteré poznatky z kapitoly 2. Namisto numerického reseni pocatecni tilohy
pro kazdy bod sité vyresime samotnou tlohu pouze jednou, nasledné budeme vy-
uzivat lemmatu 2.17, které po prevedeni pomoci vztahu (2.35) nabizi zpisob, jak
snadno z fe$eni poc¢atecni ulohy (2.42) najit i feseni pro libovolné a, b. Déle vyuzi-
jeme znalosti zakladni periody reseni T = % + K—bp k zjisténi poctu celych ptlvin
nalezeného feseni na intervalu (0; ﬂp). Pak mtzeme vyuzit lemma 3.6, diky kterému
zname hodnoty integréalu pres jednotlivé pilviny. Tim zname hodnotu integralu na
intervalu (0; ), kde 7 je posledni nulovy bod na intervalu (0; 7,). Numericky pak
integrujeme pouze feseni na intervalu (7; 7).

Treti verze algoritmu se zaméfuje na vypocet integralu

/ " () dt (4.2)

Bod 7 jsme zvolili jako posledni nulovy bod na intervalu (0; 7). Ze spojitosti funkce
u cely interval nélezi jedné pualvlné. Predpokladejme, Ze jde o kladnou ptlvinu. Pro
kladnou pulvlnu fesime poéate¢ni tlohu (2.48). S vyuzitim vztahu (2.29) plati pro
integral (4.2)

T I C40) Y LA () _ (1) —v(m)
/T W(f))‘“—/T m‘“—[ TE R TEDN

Diky tomu, ze numericky resime dlohu (4.1), mame jak numerické feseni funkce u,

tak funkce v. Navic i pro funkci v Ize vyuzit lemma 2.17. Tim jsme se zbavili nutnosti
numericky integrovat.

Fucikovo spektrum ulohy (3.1) jsme tspésné popsali v kapitole 3 pro p € (1;+00).
Zajimavou otazkou ovSem zlistava, jak kvalitativné toto spektrum vypada, blizi-li
se p ne¢které ze svych krajnich hodnot, tedy p — 1+ nebo p — +o0.

Nejprve se budeme zabyvat pripadem p — 1+.

Lemma 4.1. Pro kazdé t € R plati

plinll+ @p(t) = sgn(t). (4.3)
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4.2. Fucikovo spektrum pro p — 1+

Diikaz. Platnost vztahu (4.3) ukdzeme primym vypocétem. Pro t = 0 plati
lim ¢,(0) = lim 0 =0 = sgn(0).
p—1+ p—1+
Déle tedy predpokladame t # 0, pak plati
lim ¢,(t) = lim [t|P~! - sgn(t) = |t|° - sgn(t) = sgn(t), teR.
p—1+ p—1+
|

Definice 4.2. Méjme feseni u pocdtecniilohy (2.42). Pak definujme funkciW : R —» R
jako
t
W(t) = / sgn(u(s)) ds. (4.4)
0

Lemma 4.3. Méjme feseni u pocdtecni ilohy (2.42), kde u’(0) > 0 pro a,b > 0 a funkci
W. Funkce W je pak spojitd funkce a lze ji zapsat po c¢dstech ndsledujicim zptisobem:

t—k- 2, te(k-T;k-T+%”>,
W(t) = o . (4.5)
(k+1)- 22—t te (k-T+§;(k+1)-T>,
kdeke€ZaT = % + % > 0 je zdkladni perioda funkce u.
Diikaz. Nejprve uré¢ime funkéni hodnotu W(T), to znamené
T ”7"+%"
W(T) = / sgn(u(t)) dt = / sgn(u(t)) dt. (4.6)
0 0
Z lemmatu 2.18 vime, Ze pro funkci u plati
Tp
u(t) >0 prote (0;—),
a
T, T, T«
u(t) <0 prote (—p;—p+—p).
a a b
Pro funkci sgn(u) tedy plati
1 prot € (O; %) ,
sgn(u(r)) = T (4
-1 pr0t€(7,7+7).

Integral ve vyjadreni (4.6) rozdélime pomoci aditivity integralu vzhledem k inte-
gra¢nimu oboru nasledujicim zptisobem

T T M T T
L i L
a a b

W(T) :/0 ’ sgn(u(t)) dt :/o ' sgn(u(t)) dt+/ sgn(u(t)) dt. (4.8)

o
a
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4.2. Fucikovo spektrum pro p — 1+

Diky vztahu (4.7) mtizeme dosadit do (4.8) za funkci sgn(u), dostdviame

7Tp 7Tp e

o T T, T« T
W(t):/ 1dt+/ b(—l)dt:@—(@+—?——”):—f’—@.
0 i a a b a a b

Z periodicity funkce u plati pro k € Z
kT T T T
/ sgn(u(r)) dt = k - / sgn(u(r)) dt = k - (—” - 7") . (4.9)
0 0 a

Predpokladejme, ze hodnota t lezi v kladné ptlviné funkce u, tedy
Tp
re(k-Tik- T+ L),
a

kde k € Z. Pak plati
t t T T
/ sgn(u(s))ds:/ 1ds:t—k-T:t—k-(—p+—p). (4.10)
kT %) a b

Funkci W pak upravime nésledovné

kT t
W(t) = /0 sgn(u(s)) ds + /k.T sgn(u(s)) ds.

Dosadime ze vztahti (4.9) a (4.10) a dostavame
T, T, T« T
W (t :k~(—p——p)+t—k-(—p+—p):t—2k-—p.
® a b a b b
Prot € (k T+ %; (k+1)- T> bychom postupovali obdobné.
Méme tedy funkci W zapsanou po ¢astech pomoci vztahu (4.5). Jednotlivé ¢asti jsou
zfejme tvoreny linedrnimi funkcemi, které jsou spojité. Zbyva tedy ovérit, zda je
funkce W spojita i v bodech napojeni jednotlivych ¢asti. Ur¢ime nésledujici hodnoty

2-7rp

T T w s
W(k-T+—p):k~T+—p—k~ —(k+1)- 2.2
a a a b

Tp Tp Tp
im W@ =Wk-T+2)=(k+1)-2L k.2
t—>(k~T+%p)— a a b

) 2-m Tp Ty Tp
im W)= (k+1)- —(k-T+—):(k+l)-——k-—.
t—>(k-T+”7”)+ a a a b
Plati tedy
: Tp : Tp Tp
lim W(t):W(k-T+—): lim W)= (k+1) £ —k. 2
t—>(k-T+”7")— a t—(kT+2 )+ a b
to znamena ze funkce W jevbodét =k - T + % spojitd. Obdobné plati
lim W) =Wk-T)= lim W) =k £ _p.2
im = -T) = lim =k-— -k -—,
t—(k-T)— t—(k-T)+ a b
dokazali jsme tak spojitost funkce W. O
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4.2. Fucikovo spektrum pro p — 1+

Lemma 4.4. Méjme feseni u pocdtecni ilohy (2.42) pro a,b > 0 a u’(0) > 0. Potom je
ndsledujici rovnice

W(m,) =0 (4.11)
splnéna prave tehdy, kdyz plati
a€(2-k2-(k+1)), b=2-k keN, (4.12)
nebo
a=2-(k+1), be2-k2-(k+1)), keN,. (4.13)

Diikaz. S vyuzitim vyjadreni (4.5) ukdzeme, pro které dvojice (a, b) je splnéna rov-
nice (4.11). Budeme predpokladat, ze plati

Tp
mpe (ke Tik-T+ L), (4.14)
a

Rovnice (4.11) pak ma tvar

2'7Tp

=0.
b

m,—k-
Vyjadrenim b pro k # 0 dostavame
b=2" k.

Zbyva urcit a tak, aby byl splnén predpoklad (4.14). Dosazenim za b a T dostavame

T T T T T
k-(—p+—p)<7r sk-(—p+—p)+—p,
a 2-k P a 2-k a
E 1 k+1
—< =< ,
a 2 a

2k<a<2-(k+1),
ae(2-k2-(k+1)).

Tim jsme ziskali podminky (4.12). Pro 7, € (k T + %; (k+1)- T> bychom obdob-
nym postupem obdrzeli podminky (4.13). O

Lemma 4.5. Vsechny body popsané vztahy (4.12) a (4.13) tvori v roviné ab obraz kfivky
17, kterd md parametrizaci

nn=2+2-f();2-f(t+1)], te(0;+), (4.15)

kde pro m € Ny plati

t—(m+1), te(1+2m,2+2m).

F(t) = {m, te (2m,1+2m),
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4.2. Fucikovo spektrum pro p — 1+

Diikaz. Plati-lit € (2m, 1+2m) pak plati (t+1) € (1+2m, 2+ 2m) a parametrizace
17 ma tvar
=242 m2-(t+1-(m+1))].

Rozepsanim pro q, b plati

a=2-(m+1),
b=2-(t—m),

z ¢ehozplynea=2-(m+1), b e (2-m;2- (m+ 1)), coz odpovida vztahu (4.13).
Obdobné bychom ukazali, ze pro t € (1 + 2m, 2 + 2m) odpovida parametrizace 77
podminkam (4.12). Nakonec ukazeme spojitost vektorové funkce 77. Staci ukazat,
ze funkce f je spojita, nebot ze spojitosti funkce f plyne i spojitost vektorové funkce
17 . Funkce I_%J je spojita na intervalu (2m, 2+ 2m) a tedy i na intervalu (2m, 1+2m).
Obdobné je funkce [%] spojitd na intervalu (2m, 2+2m). Bod nespojitosti funkce f by
tak mohl existovat jediné v napojeni jednotlivych césti. Ze zadné body nespojitosti
funkce f neexistuji ovérime vypoctem nasledujicich limit:
1+2m

1
=|-+m|=m,

t 1+2
lim f(t)= lim {—J = iy m,
t—(14+2m)+ t—(1+2m)+ L2 2

F(1+2m) =

lim f(t)= lim (t—[%-‘)=1+2m—B+m}:1+2m—(l+m):m.

t—(142m)— t—(142m)—

Plati tedy
lim f(t)=f(1+2m)=lim f(t) =m,

t—(1+2m)— t—(142m)+

funkce f je proto spojitd v bodé t = 1 + 2m. Obdobné Ize ovérit, ze plati

lim f(t)=f(2+2m)= lim f(t)=1+m,

t—(2+42m)— t—(2+2m)+
a tedy, Ze funkce f je spojita i v bodé t = 2 + 2m. O

Poznamka 4.6. Obdobnym postupem, jakym jsme nalezli parametrizaci kfivky 77
Ize odvodit i parametrizaci ktivky 73 proa > 0,b < 0, kde

1y =1[2;1], te€(—c0;0). (4.16)

Pro a,b < 0 se zadné body splnujici rovnici (4.11) nalézt nepodari. Oznacime pak
nt =107 Un;.

Pokud bychom v lemmatech 4.3 a 4.4 predpokladali u’(0) < 0, obdrzeli bychom
parametrizaci kfivky 7| pro a,b > 0, respektive 7, proa < 0, b > 0 (viz obrdzek
4.1).
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4.3, Fucikovo spektrum pro p — +00

Obrazek 4.1: Ktivky n* a 7~ v roviné ab.

Nasledujici hypotézu se nepodarilo dokazat, nicméné nase numerické experi-
menty naznacuji, ze by tvrzeni mélo byt pravdivé.

Hypotéza 4.7. Méjme redlnou posloupnost (p,)'>] takovou, Ze 1 < p, — 1+. Ddle pro
kazdé n € N méjme a, > 0 a b, > O tak, ze okrajovd tiloha (3.19) pro p = p,, a = a, a
b = b, md netrividlni feseni u,, pro které u, (0) > 0. Jestlize a, — a a b, — b, potom
bod (a, b) lezi na krivce n7.

4.3 Fuéikovo spektrum pro p — +co

Déle se pokusime popsat pripad p — +c0.

(o)

Lemma 4.8. Necht k € N, k > 2, a méjme redlnou posloupnost (p,) 2] takovou, ze
1 < py, — +o0. Ddle pro kazdé n € N méjme bod (ay, by,) tak, Ze okrajovd tiloha (3.19)
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4.3, Fucikovo spektrum pro p — +00

pro p = pu, a = ay a b = b, md netrividlni veseni u,, které md pravé k nulovych bodii
na intervalu (0; 7). Potom plati

Diikaz. Predpokladejme, ze k > 2 je sudé. Pak mizeme vyuzit implicitni popis
mnoziny ‘Jﬁ;’]., kde j € N,a ma tvar (3.39). Oznacime

j_J
0=1- 1—-=-==1]1¢€(0,2).
Pro kazdé n, j € N plati

2- bﬁ"_l 2. a0 bﬁ"_l
j- . -j- b, +0- p, =0,
2 2 (a0
e (] e
2 (ap\"! 2 0
P \e) T a
anp"_l_e_bn'l by
b, an 2j ap
anp”_1 b, (6
v erl5n)

Vyrazy na obou stranach rovnice mohou nabyvat pouze kladnych hodnot, rovnici
tedy mtizeme zlogaritmovat.

Pn
ln(@) zln(i+1),
by 2j
a
ln(ﬁ) :i-ln(i+l).
b, Pn 2j

Dostali jsme tak rovnici ve tvaru vhodném pro provedeni limitniho prechodun — + co.

n 1 0
lim ln(a—): lim —~1n(—_+1),
n—+0o bn n—+oo Pn 2]
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4.3, Fucikovo spektrum pro p — +00

4.5 T

151 T

051 T

Obrazek 4.2: Limitni pfipad Fucikova spektra 3, pro tlohu (3.1) pro p — +oov
roviné ab.

Pokud bychom piedpokladali, ze funkce u ma na intervalu (0; 7,) lichy pocet nulo-
vych bodd, dtikaz by probihal analogicky. O

Podarilo se popsat sice jen ¢ést limitniho pripadu p — +o0, nicméné pomoci nume-
rickych experimenti Ize alespon vykreslit tvar nepopsané ¢asti (viz obrazek 4.2).

Hypotéza 4.9. Fucikovo spektrum tilohy (3.1) v ab-roviné lezi pro libovolné p v oblasti
Q vymezené limitnimi pfipady p — 1+ a p — +oo (viz obrdzek 4.3).
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4.3, Fucikovo spektrum pro p — +00

Obrazek 4.3: Oblast Q v roviné ab.
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Shrnuti

Cilem této prace bylo prozkoumat Fuc¢ikovo spektrum p-Laplaceova operatoru s ne-
lokalni okrajovou podminkou. Chtéli jsme urcit implicitni popis Fucikova spektra,
a zaroven navrhnout program, ktery spektrum numericky aproximuje.

Okrajové tlohy jsme v této préci resili pomoci metody strelby, ktera spociva v pre-
vedeni okrajové ulohy na posloupnost pocatecnich tloh. Proto se nejprve zabyvame
pocate¢nimi ulohami a jejich vlastnostmi, podarilo se urcit i presny tvar reSeni. Jeho
zakladem jsou p-trigonometrické, respektive p-hyperbolické funkce, proto se jimi
v prislusné kapitole také zabyvame.

Pak uz jsme mohli prejit k reseni samotnych okrajovych tloh, kdy zkoumame, pro
které hodnoty parametru reseni poc¢atecni ulohy resi i okrajovou tlohu. Timto zpt-
sobem se podarilo urcit implicitni popis Fuc¢ikova spektra.

Dale jsme navrhli skript, ktery Fu¢ikovo spektrum aproximuje v programu MATLAB
pomoci funkci ode45 a contour a pomoci tvrzeni odvozenych v predeslych kapitolach
jsme tento skript nasledné zefektivnili.

Nakonec jsme se jesté pokusili urcit chovani Fuc¢ikova spektra v limitnich pripadech
prop — 14+ ap — +4oco. Vétsinu tvrzeni ohledné téchto pripadi se sice nepoda-
rilo dokazat, nicméné vysledky numerickych experimenti vyslovenym hypotézam
odpovidaji.
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Implementace algoritmu v pro-
gramu MATLAB

V sekci 4.1 jsme navrhli algoritmy pro vykresleni Fucikova spektra 3, v ab roviné.
Zde uvedeme implementaci algoritmi v programu MATLAB R2019b, verze 9.7.

Zdrojovy kéd 1: Implementace prvni verze algoritmu pro aproximaci Fucikova
spektra 3.

1 function [F] = BP(p)

2 % alokace paméti pro hodnoty funkce F
3 F = zeros(300);
4

% vypocet pi_p
pi_p = 2%pi/(p*sin(pi/p));

% cyklus pro kazdy bod zvolené sité
for i = 1:1:300

10 for j = 1:1:300

11

12 % krok mezi dvéma body sité je 1/60
13a = 1/60;

14 b j/60;

el

16 % funkce pro re$eni odpovidajici poc¢atecé¢ni ulohy
17 [x,u] = ode(a,b,p,[0 pi_pl);
8su =ul:,1);

20 % ulozeni hodnoty integrdlu jako hodnoty 2D funkce F(a,b)
21 F(j,1) = trapz(x,abs(u).A(p-2).*u);

22 end

23 end

Zdrojovy kéd 2: Vyuziti lemmat 2.17 a 3.6 pro zefektivnéni algoritmu pro aproxi-
maci Fucikova spektra 3.

I function [F] = BP_2(p)
2 F = zeros(300);
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pi_p = 2#pi/(p*sin(pi/p));

%vychozi reSeni u pro kladné pulvliny
[x_1,u_1] = ode(1,1,p,[0 pi_pl);
u_l = u_1¢:,1);

%vychozi reSeni u pro zaporné pulvlny
[x_2,u_2] = ode(l,1,p,[pi_p 2*pi_pl);
u_2 = -u_2(:,1);
X_2 = X_2-pi_p;

for i = 1:1:300
for j = 1:1:300
a =1/60; b = j/60;

%reSeni pro dané a,b
u_l_n = u_1=+b;
x_1_n = x_1/a;
u_2_n = u_2+a;
Xx_2_n = x_2/b+pi_p/a;

%pocet celych period na intervalu (0;pi_p)

5k = floor(1l/(1/a+1/b));

%bod, ve kterém konc¢i posledni celd zapornd pulvlna na
intervalu (0;pi_p)
tau = kx(pi_p/a+pi_p/b);

%hodnota integrdlu na intervalu (0;tau)
integral = k=(2xb*(p-1)/(a)-2+xa*(p-1)/(b));

%urc¢eni, zda bod t=pi_p ndlezi kladné ¢i zaporné pulvlné
if pi_p/a+tau > pi_p

%vyjadreni posledni (neuplné) pulvlny na (0;pi_p)

index = find(x_l_n<pi_p-tau,1l,’last’);

x_posl = x_1_n(l:index)+tau;

u_posl = u_1_n(2:index);

%oSetfeni pripadu, kdy posledni ptulvlnu aproximuje jen

jeden bod

if length(x_posl)==

x_posl = [1;1];

u_posl = 0;
end
%vypoclet celkové hodnoty integralu na intervalu (0;pi_p)
F(j,i) = integral+trapz(x_posl,[0;abs(u_posl).A(p-2) .=
u_posl]);
5 else

%vyjadreni posledni (neuplné) pulvlny na (0;pi_p)
index = find(x_2_n<l-tau,1l,’last’);
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y_posl = x_2_n(l:index)+tau;

v_posl = u_2_n(2:index);
%oSetfeni pripadu, kdy posledni ptulvlnu aproximuje jen
jeden bod

if length(y_posl)==
y_posl = [1;1];
v_posl = 0;
end
%vypoclet celkové hodnoty integralu na intervalu (0;pi_p)
F(j,i) = integral+2=(bA(p-1)/a)+trapz(y_posl,[0;abs(v_posl
).*(p-2) .xv_posl]);
end
end
end

Zdrojovy kéd 3: Cast kodu s implementaci algoritmu pro vypocet hodnoty integralu
(4.2) bez pouziti numerické integrace.

%pocet celych period na intervalu (0;pi_p)

k = floor(l/(1/a+1/b));

%bod, ve kterém konc¢i posledni celd zdporna pulvlna na
intervalu (0;pi_p)

tau = kx(pi_p/a+pi_p/b);

%hodnota integrdlu na intervalu (0;tau)
integral = k*(2xbA(p-1)/Ca)-2«xar(p-1)/(b));

%urc¢eni, zda bod t=pi_p ndlezi kladné ¢i zaporné piulvlné
if pi_p/a+tau > pi_p
%vyjadreni posledni (neuplné) pulvlny na (0;pi_p)
index = find(x_l_n<pi_p-tau,1l,’last’);
x_posl = x_1_n(l:index)+tau;
u_posl = u_1_n(2:index);
%oSettreni pripadu, kdy posledni ptlvlnu aproximuje jen
jeden bod
if length(x_posl)==1
x_posl = [1;1];
u_posl = 0;
end
%vypocet celkové hodnoty integrdalu na intervalu (0;pi_p)
F(j,i) = integral+1/((1-p).*a*p).*(u(end,2)-u(index,2));
else
%vyjadreni posledni (neuplné) pulvliny na (0;pi_p)
index = find(x_2_n<l-tau,1l,’last’);
y_posl = x_2_n(l:index)+tau;

v_posl = u_2_n(2:index);
%oSetfeni pripadu, kdy posledni ptulvlnu aproximuje jen
jeden bod
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if length(y_posl)==1
y_posl = [1;1];
v_posl = 0;
end
%vypocet celkové hodnoty integrdlu na intervalu (0;pi_p)
F(j,i) = integral+2=(bA(p-1)/a)+1/((l-p).*bAp).*(uend,?2)-
u(index ,2));
end
Zdrojovy kdd 4: Funkce pro numericky vypocet feseni pocate¢ni tlohy (2.42).
function [x,u] = ode(a,b,p,meze)

pi_p=2.%pi/(p.*sin(pi/p));
[x,u] = ode45(@odefun,meze,[0;(((p-1)A(C1/(p-1))).*a.*b)A(p-1)
],0deset (’RelTol’,1e-10, 'MaxStep’,le-2));

function dudx = odefun(x,u)

dudx = zeros(2,1);

dudx (1) = abs(u(2)).A(1/(p-1)).*sign(u(2));

dudx (2) = -sign(a).x(p-1).x(abs(a)).*p.*abs(max(u(1),0)).*(p
-1) .#sign(max(u(l) ,0))+...
sign(b) .*(p-1) .*(abs (b)) .Ap.xabs(max(-u(1),0)).A(p-1) .=
sign(max(-u(l1l),0));

end

end

61






	Úvod
	Počáteční úlohy
	Zobecněné trigonometrické a hyperbolické funkce
	Počáteční úloha pro ==
	Počáteční úloha s nelinearitou g,

	Okrajové úlohy
	Fučíkovo spektrum pro úlohu s Dirichletovými podmínkami
	Vlastní čísla pro úlohu s integrální okrajovou podmínkou
	Fučíkovo spektrum pro úlohu s integrální okrajovou podmínkou

	Numerické experimenty a vlastnosti Fučíkova spektra
	Numerická aproximace Fučíkova spektra
	Fučíkovo spektrum pro p1+
	Fučíkovo spektrum pro p+

	Shrnutí
	Bibliografie
	Implementace algoritmů v programu MATLAB

