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Uvop

Uvop

Tématem této bakaldfské prace jsou matice a jejich aplikace v ridznych oblastech
matematiky. Toto téma jsem si vybrala hlavné proto, Ze matice a maticové operace jsou
klicovou soucasti matematického aparatu v mnoha matematickych oblastech a jejich
vyznam a vyuziti se projevuje napfic rliznymi, nejen matematickymi, disciplinami. JelikoZ je
toto téma velmi obsahlé, tato prace obsahuje pouze vybér nékterych matematickych

disciplin, které teorii matic vyuzivaji.

Cilem je vytvofit praci, kterd pojednava o teoretickych znalostech z oblasti maticového

poctu a jejich efektivni vyuZiti ve vybranych oblastech matematiky.

Bakalarska prace se sklada z nékolika kapitol, které se vénuji jednotlivym matematickym
disciplinam, jez teorii matic vyuzivaji. Jednotlivé kapitoly obsahuji jak teoretickou,
tak praktickou ¢ast. Kazda z kapitol zacina pravé teoretickym uvodem, ktery je potfebny

pro feseni typovych priklad( dané problematiky, které nasleduiji.

V prvni kapitole prace jsou uvedeny zakladni pojmy a definice tykajici se matic. Na tuto
kapitolu navazuje kapitola, obsahujici definici determinantu a moznosti jeho vypoctu. Dale
nasleduje feseni soustav linearnich rovnic, teorie grafli a permutace na mnoziné. Posledni
kapitola je zamérena na strucny historicky vyvoj teorie matic a na vyznamné matematiky,

ktefi pfispéli k rozvoji této teorie.

Zavér prace dale stru¢né zminuje dalsi oblasti, které teorii matic vyuzivaji.
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1 ZAKLADNi POJMY TEORIE MATIC

Matice, jakoZzto matematicky pojem, oznacujici uspofddanou mnozinu. Zapisuji se pomoci
zavorek a obsahuji prvky usporadané v fadcich a sloupcich. Matice jsou pro velkou ¢ast
matematickych disciplin velmi i¢innym nastrojem. Vyuzivaji se naptiklad v linearni algebfre,
teorii grafl ¢i numerické analyze. Maji ale také Siroké vyuziti ve strojirenstvi, fyzice,
stavebnictvi, ekonomii, statistice ¢i pocitacové grafice. [1] V prvni ¢asti této kapitoly jsou
zavedeny zakladni pojmy a definice teorie matic, které pro nas budou zasadni. V druhé ¢asti

se pak nachazeji matematické operace s maticemi.

Definice. Necht X je neprazdna mnoZina a m, n jsou pfirozena Cisla. Pak matici typu m X n

nad mnoZinou X budeme rozumét soustavu mn Cisel (vyrazt) uspofadanych do m radki

a n sloupca:
a1 4 A1n
a1 Az arn
A= .
Am1 Amz - Qmn

Obecnou matici budeme oznatovat A = (a;;), kde 4 je nazev matice a a;; nazyvéme prvek
matice A na misté (i, ), tedy v i-tém fadku a j-tém sloupci. [3] V této praci se budeme
zabyvat maticemi Ciselnymi, tj. prvky matice jsou prdvé cisla. MlZeme se ale setkat

i s maticemi, jimiz prvky jsou jiné vyrazy - napf. parametry ¢i symboly, jako napfiklad:

& Q
¢ &

Pro dalsi definice a vlastnosti matic je nutné si definovat dUlezité diagonaly.
Definice. Hlavni diagondla matice A = (aij) jsou prvky a;;, pro které platii = j.

Hlavni diagondla libovolné matice je tedy posloupnost tvofend prvnim prvkem z prvniho
fadku, druhym prvkem z druhého radku, tfetim prvkem z tretiho fadku atd. Hlavni
diagonala matice jde z levého horniho rohu Sikmo doprava dol. VSechny prvky, které tvori

hlavni diagondlu, potom nazyvame diagondlni prvky.

Definice. Vedlejsi diagondla matice A=(aij) jsou prvky a;;, pro které plati

j=Mm—-i)+1.

Vedlejsi diagonala jde naopak z levého dolniho rohu Sikmo doprava nahoru.
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Ddle se mGZeme setkat s pojmy superdiagondla a subdiagondla. Pojmem superdiagonala
se oznacuje diagonala, ktera je hned nad hlavni diagondlou, naopak diagonala pod hlavni

diagondlou se oznacuje jako subdiagondla. [3]

Pro ndzornou ukazku vyuZijeme nasledna schémata matic A a B. Na matici 4 je vyznacena

cervené hlavni diagonala, vedlejsi diagonala potom modre. Na matici B je zelené vyznacena

superdiagondla a subdiagonala.
1 2 5 3 0 9 2 3 3 0
2 4 6 8 6 _ 4 0 8 1
4=15 9 7 1 3875 7 3 3
7 2 3 1 9 8 4 1 7

S pojmem hlavni diagonadla je Uzce spojena tzv. stopa matice. Stopu matice znacime tr(4)
a urcujeme ji u ¢tvercovych matic, které si ndsledné definujeme v kapitole 1.1 Typy matic.
Definice. Stopou tr(A) ¢tvercové matice A = (aij) fadu n rozumime soucet prvkl na jeji

hlavni diagondle, tj. tr A = Y[, a;; = @11 + Qg + - + Ay

Priklad:
1 5 8
Necht A=(7 4 2], paktr(A)=1+4+3=38.
0 6 3

Jednou ze zdkladnich vlastnosti teorie matic je rovnost matic, ktera je definovana

nasledovné.

Definice. Matice A = (aij) a matice B = (bl-j) se rovnaji, jsou-li stejného typu m X n
a rovnaji-li se jejich vzdjemné si odpovidajici prvky. Lze tedy zapsat A = B, jestlize plati
aij = bijl Vi = 1,2, ..ma VJ = 1,2, e, N

Jednoduse receno, dvé matice A a B jsou si rovny, pokud jsou stejného typu (maji stejny
pocet radkul i stejny pocet sloupctl) a zaroven kazdy prvek matice A je roven odpovidajicimu

prvku matice B.
V opacném pripadé rekneme, Ze matice A a B jsou rlizné a zapisujeme A # B.

Priklad:

A= (945 I32)'B - (945 Is?)

A = B, protoZe matice 4, B jsou stejného typu 2 X 2 a také plati a;; = b;;.
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1.1 TYPY MATIC

Existuje mnoho typl matic, z nichZ kazdd ma své specifické vlastnosti a aplikace. Tato
podkapitola je zamérena pravé na definice nékterych typl matic, jako je matice ¢tvercova,
resp. obdélnikova, matice nulova, jednotkovd, matice symetricka, resp. antisymetricka

apod. [1] [3] [9]

Matice ¢tvercova

Prvnim typem matice je matice Ctvercovd. Jak uz nazev napovidd, matice je usporadana

do tvaru Ctverce, ma tedy stejny pocet prvkl v fadcich i sloupcich.
Definice. Matici typu m X n, nazyvame ctvercovou matici n-tého radu, pokud m = n.
Pokud m # n mluvime o matici obdélnikové.

Ptiklad:

21 -5 4
A=<0 6 6>,B=(}L 182 135)
8 11 -2

Matice A je ¢tvercova matice typu 3 X 3, matice B je obdélnikova matice typu 2 X 3.
Nulova matice

Dalsim typem matice je matice nulova. Opét podle nazvu by mélo byt jasné, jak by takova
matice méla vypadat. Nulovd matice, je matice, kde vSechny prvky jsou rovny praveé nule.

V literature se obvykle mGzeme setkat s oznacenim 0. [3]
Definice. Matice A = (al-j) je nulova matice, pokud pro vsechny jeji prvky plati a;; = 0.

Priklad:

_ (0 0
0= (0 0)
Matice O je nulova matice 2. fadu.

Horni a dolni trojuhelnikova matice

Jednim ze zvlastnich typl ¢tvercové matice je matice trojuhelnikovd. Nulové prvky v této
matici tvofi pravé trojuhelnik, podle néhoz je tento typ matice pojmenovan. A praveé podle
toho, na které strané od hlavni diagonaly se trojuhelnik nachazi, rozliSujeme horni a dolni

trojuhelnikovou matici. [4]



ZAKLADNI POJMY TEORIE MATIC

Definice. Ctvercovd matice A = (aij) se nazyva horni trojuhelnikovd, je-li a;; =0
proi > j.
Definice. Ctvercovd matice A = (aij) se nazyva dolni trojuhelnikovd, je-li a;; =0
proi <j.

Priklad:

1 0 0 1 9 1
A=19 6 0|,B=|0 5 3
5 4 3 0 0 2

Matice A je dolni trojuhelnikovd matice, matice B je horni trojuhelnikova.

Diagonalni matice

Matice, kterd je soucasné horni i dolni trojuhelnikova, se nazyva diagondIni matice.

Definice. Jestlize jsou vSechny prvky matice A = (aij), které lezi mimo hlavni diagonalu,

rovny nule, potom je matice A diagondIni matice.

8 0 0
A=1(0 5 O)
0 0 1

Poznamka. Matice, kterda ma i na hlavni diagonale prvky rovné nule, je také diagonalni

Priklad:

matici.

Jednotkova matice

Specidlnim typem matice diagondlni je matice jednotkovd (identickd). V literature se

mulzZeme obvykle setkat s oznadenim I popfipadé E. [3]

Definice. Ctvercovou matici I typu (n,m) nazyvame jednotkovou matici, pokud pro jeji

prvky a;; plati: a;; = Oproi # jaa;; = 1 proi = j. Nazorné:

1 0 0 0
o 1 0 0
I_sss 0
0 0 0 1

Jednotkova matice je tedy matice, kde vSechny prvky hlavni diagonaly jsou rovny jedné

a vSechny ostatni prvky jsou nulové.
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Symetricka matice

Matice se nazyva symetrickd, pokud je osové soumérnd podle své hlavni diagonaly.

Definice. Prvky ¢tvercové matice jsou symetrické podle hlavni diagondly a jsou stejné.

MU0zZeme tady napsat Ze a;; = a;;.

Opakem matice symetrické je matice antisymetrickd. Prvky, které jsou si u matice

symetrické rovny, maji u matice antisymetrické opacna znaménka.

Lze také snadno ovéfit, Zze kazdda diagonalni matice je symetricka. [3]

2 95 1 -7 4
A=<9 6 4|,B=(7 2 —6)
5 4 7 4 6 3

Matice A je symetrickd matice, naopak matice B je matice antisymetricka.

Ptiklad:

Opacna matice

Definice. Matice —A = (—a;;) se nazyvé matice opaénd k matici A.

Ptiklad:

(1 =2 ,_ (-1 2
A_(B 4)’ A_(—S —4)
Matice —A je opacna matice k matici A.

Transponovana matice

Definice. Necht A = (al-j) je matice typu m X n. Matici AT = (aji), ktera je typu
n X m, nazyvame transponovanou matici k matici A.

Matice A”ndm tedy vznikne ,pfevracenim” té pdvodni matice podle jeji hlavni diagonaly,

neboli vznikne zdménou radku za sloupce, tj.:

all a21 s aml
AT = A2 Az2 Am2
Ain  don Amn
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9 2
elia=(0 7 %) pakjea™=(7 -6
2 -6 0 A

Z definice transponované matice vyplyva, 7e pro kazdou matici A plati: (A7)T = A. Z této
definice také midzeme fict, 7e &tvercova matice A stupné n je symetricka, jestlize A = AT

a antisymetricka, pokud A = —AT. [5]
Submatice

Submatice A;; je matice, ktera vznikne z matice A vypusténim i-tého fadki a j-tého

sloupce.

Definice. Necht A je matice typum X nanechtu = (il, . ip) je takova usporddana p-tice
pfirozenych &isel, ze 1 < iy < - < i, <m, p < m. Dale necht v = (jy, ..., j,) je takova
uspofadana q-tice pfirozenych Cisel, ze 1 < j; < - < j, <n, q < n. Potom matici, ktera
vznikne z matice A vypusténim vSech Fadk( stfadkovymi indexy, které patfi do u
a vypusténim vsech sloupcli matice A se sloupcovymi indexy, které patfi do v, nazyvame

submatici matice A a znacime ji Ay ).

Priklad:
5 4 7 2
Necht A={1 3 6 8].Pokudpoloiimeu = (2)av = (4),
7 4 0 2

potom vypusténim druhého radku a ¢tvrtého sloupce matice A dostaneme submatici

=G 1)

Matice, ktera je tvofena zbylymi radky a sloupci se nasledné nazyva doplrikovd submatice.
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Blokova matice

Vodorovnymi ¢i svislymi carami miZeme matici rozdélit do nékolika ¢asti nazyvanych bloky,

které mohou mit r(izné rozméry. Svislé a vodorovné ¢ary nam tedy déli plvodni matici

pravé na jiz zminéné submatice, napf.

N D | e

o Ul | N

< NN
©
O o W

3\ 1 | 2 3 é:
g,(4|56>,__|_.
g/ \7 189 |

Definice. Matici 4, jejiz prvky jsou usporadané do blok(l, nazyvame blokovd matice.

Priklad:
2 0
( s 9
maticiA=| — —
6 2
7 4

kde submatice A¢;1) = (2

0 O N -

4

3
5

A A
—w Ize zapsat jako blokovou matici A = (A(ll) A(12)>'
9 (21) (22)
2

8)'A<12>=(; 2)'A<21>=(§ i)aAmF(g 3)-

Pozndmka. S nékterymi dalSimi vlastnostmi a typy matic se setkdme podrobnéji

v ndsledujicich kapitolach.
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1.2. OPERACE S MATICEMI
S maticemi Ize provadét rlzné matematické operace. V této podkapitole probereme ty
zakladni, jako je scitani matic, resp. odcitani, ndsobeni matic jak Cislem tak i ndsobeni matic

navzajem Ci urceni matice inverzni. [1] [3] [4] [9]

Operace scitani matic

Operace scitani resp. odcitani matic je velmi intuitivni. Dvé matice seCteme (odecteme) tak,
Ze seCteme (odecteme) prvky na stejnych pozicich. DlleZitd podminka pro tyto operace je,

Ze je mUzZeme aplikovat pouze u matic stejného typu.

Definice. Souctem dvou matic

aj; Qg2 Ain bi1 by bin

az1 Az dzn b b b
A= aB = ?1 22 2n

Am1 Amz - Qmn bml bmz e bmn

téhoZ typu m X n rozumime matici opét typu m X n, kterd je vypoctena souctem prvki

na stejnych pozicich. Rikdme, Ze matice s¢itdme po slozkach.

A+B=]| % + b1 Gz + by .. Ggn + bzn
Am1 +bm1 Az +bma oo A+ by

S¢itani matic je komutativni operace. Pro jakékoliv matice A a B stejného typu tedy plati
A+ B = B + A. Déle pro jakékoliv matice A a B opét stejného typu plati, Ze s¢itdni matic
je asociativni, tedy (A+B)+C=A+ (B +C).

Mezi dalsi vlastnosti séitdni matic patfi existence neutralniho a opacného prvku.
Neutralnim prvkem pro scitani matic je matice nulova. Pro jakoukoliv matici A tedy plati

O+ A=A+ 0 = A.Pro kazdou matici A a k ni opa¢nou matici —A plati4 + (—A) = 0.
Z definice transponované matice nam také vyplyva vlastnost (4 + B)T = AT + BT. [11]
Obdobné je definovana i operace odc¢itani matic.

Definice. Rozdilem matic A = (aij) aB= (bij), stejného typu m X n, rozumime matici

C = (cl-j) typu m X n, pficemz plati a;j — bij = ¢y, Vi= 1,2,.maVvj=12,..,n.

Odcitani matic neni komutativni ani asociativni operace, jakoz tomu bylo u s¢itani matic.

10
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3 5 13 1
Je-liA=(7 12)aB=(2 =2
-6 1 7 4

16 6 -10 4
pakA+B=<9 10>aA—B=<5 14).

1 5 -13 -3

Operace nasobeni matic realnym cislem

Nasobeni matice redinym Cislem je operace, pfi niz vyndsobime kazdy prvek matice danym
redlnym cislem. Nasobeni redlnym cislem je opét definovano po slozkach, tj. kazdy prvek

matice roznasobime danym realnym cislem.

Definice. Je-lir € R libovolny prvek, pak r-ndsobkem matice A rozumime matici

r- an r: a21 e r: am1

r- a12 r: a22 r: amz
r-A= . . .

T G, T Ay o T Qun

Pro ndsobeni matic redlnym cislem plati, Ze pro jakoukoliv matici A a Cisla r a s plati rovnost
(r-s)-A=r-(s+A). Nasobeni matic realnim Ccislem je oproti s¢itani matic operaci
distributivni. Pro jakoukoliv maticiA a Cislar astedyplatir-(s-A) = (r-s)-Aa(r+s)-

A=1r-A +s-A.

U nasobeni matic redlnym Cdislem existuje i neutralni prvek, kterym je cislo jedna.
Vynasobime-li matici pravé jednotkou, vysledkem je plvodni matice, tedy 1-4 = A.

Naopak vynasobime-li matici nulou, vysledkem je matice nulova.

3 5 15 25
5.7 12|= < 35 60
-6 1 -30 5

Jako dalsi operaci si zde uvedeme soucin matic. Sou¢in matic je matematickd operace,

Priklad:

Soucin matic

pfi které se opét ze dvojice existujicich matic vypocte matice nova. Vypocitana matice ma
stejny pocet radkl jako prvni matice a stejny pocet sloupct jako druha matice. Tato pocetni

operace tedy muzZe byt provadéna pouze tehdy, pokud se pocet sloupcl prvni matice rovna

11
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poctu radkl druhé matice. Napfiklad, pokud je matice A typu 2 X 3 a matice B typu 3 X 4,

pak soucinem téchto matic je matice C typu 2 X 4.
Definice. Bud' 4 = (aij) maticetypum XnaB = (bl-j) matice typu n X p. Soucinem AB
téchto matic, vtomto pofadi rozumime matici C=(c;) typu mXxp,
n
kde ¢;; = Z aikbkj proVi=12,..naVvVj=12,..,p.
k=1
Jak z definice vyplyva, pofadi ndsobenych matic ma vyznam. Obecné tedy neplati rovnost

AB = BA. Nasobeni matic tedy oproti scitdni a ndsobeni matic realnym Ccislem neni

komutativni operace. [3]

Ptiklad:

Necht A = (?; i)aB = (; i)

2:7+3-2 2-5+3-4): (20 22)'

pak““9:(8-7+1-2 8-5+1-4 58 44

_ (72458 7-34+5-1\ _ (54 26
”aOpakBA_(2-2+4-8 2-3+4-1) - (36 10)'
Pokud ale pfeci jen pro matice A a B plati AB = BA, fikame, Ze matice A a B komutuji.

Je zfejmé, Ze komutujici matice mohou existovat pouze ke ¢tvercovym maticim.

Nasobeni matic je asociativni operace, coZz znamena, Ze soucin tfi matic A, B a C je stejny,
bez ohledu na to, v jakém poradi jsou matice nasobeny, plati tedy (AB)C = A(BC). Také
zde plati distributivni zakon, ¢ili (A + B)C = AC + BC, C(A + B) = CA + CB. Jednotkova
matice I je pfi nasobeni matic neutrdlnim prvkem, plati tedy A-I1=1-A=A.
Pro libovolnou matici A plati OA = AO = 0, kde O je nulovd matice. Soucin dvou
nenulovych matic mizZe ale také byt nulovd matice. To tedy znamend, Ze z rovnosti

AB = 0 nevyplyva, Ze matice A nebo B musi byt nulova matice. [13]

Priklad:

2 2\ (=2 1\_/(0 O

(1 1) (2 —1)_(0 0)
Déle pro nasobeni matic plati - (AB) = (r-A)B = A(r - B), kde r je libovolné ¢islo
a (AB)T = BTAT.[3]

12
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Definice. Symbolem A ~ B oznacujeme skutecnost, Ze matice B vznikla z matice A

konecnym poctem krok( podle elementarnich fadkovych Uprav.

Elementarni fradkové upravy

Elementdrni fadkové Upravy jsou tfi jednoduché operace, které mizeme aplikovat na radky
matice, aby se zménily nékteré jeji vlastnosti. Tyto Upravy mizeme provadét v libovolném

poradi a libovolné pocet krat. Mezi Upravy patfi:

1. prohozeni dvou rfadkd, neboli zaména poradi libovolnych radka,

1 4 5 1 4 5
A=(6 8 2|~|3 4 1
3 4 1 6 8 2

2. ndsobeni fadku nenulovym cislem,

4 5 8 4 5 8
B=|1 4 7|:5~{5 20 35
2 5 6 2 5 6

3. pficteni nasobku jednoho Fadku k jinému radku matice.

1 4 2 1 4 2
C=12 7 5|+(2r)~|0 -1 1
6 3 2 6 3 2

Kazdou c¢tvercovou matici pravé pomoci téchto elementarnich fadkovych operaci Ize

Priklad:

Priklad:

Priklad:

prevést na horni, respektive dolni trojuhelnikovou matici, kterou jsme si jiz definovali

v predchozi podkapitole.

Poznamka. Obdobné Ize provadét i tzv. elementdrni sloupcové upravy. Obé metody jsou
vzajemné ekvivalentni, coz znamend, Zze pomoci elementdrnich sloupcovych uUprav lze
dosahnout stejného vysledku jako pomoci elementdrnich fadkovych Uprav a naopak. Volba

metody zavisi na konkrétni situaci a také na preferenci jednotlivce.
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Stupriovity (schodovity) tvar matice

Kazdou matici lze pomoci kone¢nym pocltem elementarnich rfadkovych Uprav prevést

na tzv. stupriovity (schodovity) tvar matice.

Definice. Necht A je matice typu m X n. Rekneme, e A je matice ve stupriovitém tvaru,

jestlize v matici A kazdy nenulovy fadek zacina vétsim poctem nul nez fadek predchozi.

Ptiklad:

e

I
cocoocoN
cCo o bR
oo R b
© O N Ul

Matice A je matici ve stuprfiovitém tvaru.

Libovolna matice sestavena pouze z jednoho radku je vidy ve stupfovitém tvaru. Specialné

nulova matice je zvlastnim pripadem matice ve stupriovitém tvaru. [13]

Stupniovity tvar matice ndm umoznuje snadno uréit mnoho vlastnosti této matice.
Je napiiklad uZiteény pfi feseni soustav linedrnich rovnic (viz. kapitola 3. Reseni soustavy
linedrnich rovnic), ale i jinych matematickych vypoctll. Diky tomuto tvaru muzZeme
naptiklad jednoduse urcit linedrni zavislost, respektive nezavislost radka tvoricich danou

matici, neboli uréit hodnost matice. [12]

Hodnost matice

Definice. Hodnost matice A je Cislo h(A), které vyjadfuje pocet nenulovych radkd matice

ziskané z matice A prevodem na stupnovity tvar pomoci elementarnich radkovych uprav.

Priklad:

—_
_ RN

N e R
=N eNoNo)

Matici A pomoci elementarnich radkovych Uprav pfevedeme na stupriovity tvar

v nasleduijicich krocich:

1. nejprve zaménou 1. a 2. fadku dosahneme toho, Ze v levém hornim rohu matice

bude nenulovy prvek,

14
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2. vynasobenim 1. fadku vhodnym Cislem a jeho pfi¢tenim k 3. a 4. fadku dosahneme

toho, Ze pod nenulovym prvkem v 1. sloupci dostaneme samé nuly,

3. analogickym zplsobem pak dale upravujeme 3. a 4. fadek matice.

Tedy:
0O 1 1 0 1 2 0 O 1 2 0 O 1 2 0 O
12 0 O0})_(0 1 1 0)_(0 1 1 0}y (0 1 1 0
-1 1 4 0 -1 1 4 0 0 3 4 0 0 01 0
2 1 -4 0 2 1 -4 0 0 -3 -4 0 0 0 0 O

Vidime, Ze posledni matice je ve stupfiovitém tvaru a ma 3 nenulové radky.

Hodnost matice h(4) = 3.

Hodnost matice A je rovna nule, pravé kdyz A je nulovou matici. Naopak, je-li matice A
nenulovd, pak jeji hodnost je rovna pfirozenému cislu. Mizeme také fici, Ze hodnost
matice, kterd je ve stupfiovitém tvaru, je rovna poctu jejich nenulovych radkd,
nebo Ze hodnost matice je rovna maximalnimu poctu jejich linedrné nezavislych radku.

Pro kazdou matici A plati h(AT) = h(4). [12]

Regularni a singularni matice

V souvislosti s hodnosti matice se mizeme setkat s pojmy reguldrni a singuldrni matice. [4]

Definice. Ctvercovd matice se nazyva reguldrni, jestlize je jeji hodnost rovna jejimu radu.

V opacném pripadé, tedy kdyz je hodnost mensi nez rad matice, se tato matice nazyva

singularni.
Priklad:
2 1 1 0
|1 2 1 3
A=13 21 4 a4
0o 1 2 1
2 1 1 0 2 1 1 o0 2 1 1 0 2 1 1 o0
1 2 13} (0 -3 -1 -6} (0 -3 -1 -6} (0 -3 -1 -6
3 -1 4 4 0 -7 1 =5 0O 0 15 2 0O 0 15 2
0o 1 2 1 o 1 2 1 0O 0 5 -3 0O 0 0 11

Matice A je matice fadu 4 a zaroven h(A) = 4. Matice A je tedy regularni.
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1 2 1
B=10 1 2
1 2 1

1 2 1 1 2 1
(O 1 2) ~ (0 1 2>
1 2 1 0 0 O

Matice B je matice fadu 3. Hodnost této matice je rovna 2. Matice B je singularni.

Matice inverzni

Dalsim typem matice je matice inverzni. Ta se opét vyuziva pfi feSeni soustav linearnich
rovnic, ale také k mnoha dalsim aplikacim v matematice ¢i fyzice. Pro ¢tvercovou matici

existuje inverzni matice pravé tehdy, kdyz je regularni.

Definice. Necht A je ¢tvercova matice. Matice A™! se nazyva inverzni matice k matici A,

jestlize platiA- A™1 = A™1- A = I, kde I je jednotkova matice.

Inverzni matice k matici transponované je matice transponovana k inverzni matici, neboli
(AT)—l — (A_l)T.

Postup pro vypocet inverzni matice se nazyva Gaussova-Jordanova eliminacni metoda. Tato
metoda spociva v postupnych Upravach matice tak, aby byla zadana matice upravena
na matici jednotkovou. Ktomu, abychom nasli jednotkovou matici, vyuzivdme vyse
uvedené elementdrni radkové Upravy. Gaussova-Jordanova eliminacni metoda najde

inverzni matici A~ k matici A nasledujicimi 3 kroky:
1. zapiSeme si matici A rozsifenou o jednotkovou matici I > (A|I),
2. pomoci elementarnich radkovych Uprav vytvofime z matice A jednotkovou matici,

3. ziskdme matici(I|A™1), kde A~ je inverzni matice k matici A.
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-1 1 1
A=l 6 5 4
13 10 8

Pomoci vySe zminénych krok( vypocteme matici inverzni nasledovné:

-1 1 111 0 0 -1 1 111 0 0 10 1 0]-4 1 0
<6 5 4|0 1 0>~(11 0 -1/ -5 1 0)~<11 0 —-1|/-5 1 0)~
13 10 8l0 0 1 23 0 —-21-10 0 1 1 0 olo -2 1
01 0|—-4 21 -10 1 0 o0 -2 1
~lo0 0 —-1/-5 23 —11>~<0 1 0/-4 21 —10).
10 olo -2 1 o0 o 115 -23 11
0o -2 1
TedyA‘1=<—4 21 —10).
5 —23 11

Jak uZ bylo zminéno, ke kazdé regularni matici existuje matice inverzni. Naopak potom

u singularnich matic matice inverzni neexistuje.

-1 1 1 2 1 3
A=<6 5 4>,B=<1 4 5)
13 10 8 4 9 13

Matici A~ jsme si ndzorné vypocitali v pfedchozim ptikladu. Matice A je tudi? reguldrni.

Ptiklad:

Naopak inverzni matice B~! k matici B neexistuje. Matice B je singularni matice.

Pfirozené mocniny

Pfirozenou mocninu matice A definujeme tzv. rekurentni definici. Definuje se pfedevsim

nultd mocnina matice jako matice jednotkovd a dale n 4+ 1. mocnina jakou soucin n.

mocniny této matice s touto matici.

Definice. Prirozenou mocninu matice A definujeme rekurentnim zplsobem nasledovné:

A=,
AML = 4n - 4,
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Podle definice tedy spocitame nékteré mocniny matic nasledujicim zplsobem:
At = A0 =041 =]-A =4,

A2 =A11 =41 A=A4-4,

A3=A1=42-A1=(A-A)-A=A-A A

Nelplnou matematickou indukci mUzZzeme vyslovit zavér: pod n. mocninou matice A

rozumime poloZit tuto matici n-krat za Cinitele soucinu. Obecnétedy A" = A-A - ...- A. [3]
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2 DETERMINANT MATICE

V druhé kapitole se budeme vénovat determinantiim matic. ,, Teorie determinant( je zvlast
uzite€na pfi pouZziti matic k feSeni soustav linearnich rovnic a u linearnich transformaci.”
(Jones a Clamp, 1999, s. 21). Znalost determinant( se vyuZiva jak v matematice, fyzice,

inZenyrstvi, tak v grafice a v mnoha dalSich oborech.

»,Determinant je Cislo, které jistym zplsobem charakterizuje ¢tvercovou matici.” (OISak
2013, s. 61). V pripadé ciselnych matic je determinant urcité cislo, které vypoclteme
ze Ctvercové matice A. Toto Cislo ziskdme vypoctem sumy, kterd je uvedena v nasledujici
definici determinantu. Vypocet si ale miZeme zjednodusit, a to za pomoci nékolika vzorda,
které si blize popiSeme v ndsledujicich podkapitolach. Determinant se obvykle oznacuje

symbolem det(A) nebo |A]. [4]

Definice. Determinant ¢tvercové matice A = (al-j) fadu n je takové dislo, které je dano

vzorcem:
|A| = Z(jl,jz,...,jn)(—1)N(j1’j2""’j") ' (a1j1) ' (azjz) et (a"jn)'

kde (ji,j2, -, jn) je libovolnd permutace sloupcovych indextt z mnoziny {1,2,...,n}

a N(ji,jz, -, jn) je poCet inverzi v dané permutaci.

Definice. Necht A = (aij) je Ctvercova matice fadu n = 2. Subdeterminantem A;;
nazyvame determinant matice, kterd vznikne z matice A vynechanim i-tého radku a j-tého

sloupce.

2.1 METODY VYPOCTU DETERMINANTU

V této kapitole si popiSeme nékteré z metod vypoctu determinant(l. ,,Determinanty jsou
jednou z mala partii linearni algebry, ve které pfi vypocétech nevystacime s jednim nebo
nékolika malo jednoduchymi algoritmy.” (Bec¢var, 2019, s. 185). Kazda z metod ma své
vlastni vyhody a nevyhody a pouZiva se v zavislosti na velikosti matice a také na tom, jaké

informace o matici mame k dispozici. [1]

K nejc¢astéjSim zplsobim vypoctu determinantu patfi tzv. metoda rozvoje determinantu
podle radkd nebo sloupcl, metoda Laplaceova rozvoje determinantu, ¢i metoda Sarrusova

pravidla.
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2.1.1 DETERMINANT MATICE RADU 2

Determinant ¢tvercové matice druhého fadu je roven rozdilu soucint prvkl hlavni a vedlejsi
diagonaly. Determinant se tedy vypocita tak, Ze vyndsobime prvni prvek prvniho fadku
s druhym prvkem druhého fadku a od tohoto vysledku odeéteme soucin prvniho prvku
druhého radku a druhého prvku prvniho radku. Obecné tedy:

. a1 Qg2 a1 Qg2
je-liA = ,

= aA1107, — Ay1A15.
a21 a22 a21 a22| 11%22 21%12

=2 Z|=4-6-3-2=18

Poznamka. Determinant prvniho fadu je roven prvku, ktery stoji v matici, neboli
|A| = |ag1] = aq;.

2.1.2 SARRUSOVO PRAVIDLO

Sarrusovo pravidlo vyuzivdme pro vypocet determinantu matice typu 3 X 3. Jedna se

o snadny algoritmus, ktery umozniuje rychle vypocitat pravé determinant takové matice,

a to bez pouziti rozvoje determinantu podle radkd nebo sloupct. [1]

Definice. Sarrusovo pravidlo je zplsob vypoctu determinantu matice A = (aij) tretiho
fadu podle vzorce:
|Al = (a11 - a2z " aszz) + (a12 " @23~ az1) + (A13* Az1 " A32) — (A41 A2z~ A3z)
—(a12 " az1 " azz) — (13" a2 " azq).

K usnadnéni vypoctu staci provést lehkou Upravu. K zadané matici pripiSeme jako ctvrty
a paty radek jeji prvni a druhy rfadek. Z matice typu 3 X 3 nam tedy vznikne matice typu
5 X 3. Nasledné postupujeme podobné, jako u matice fadu 2. Provedeme nasobek prvki,
které lezi na hlavni diagondle a ndsobky prvk, které jsou na diagonaldch rovnobéznych
s hlavni diagonalou. Poté nasledné provedeme nasobek prvki, které naopak lezi na vedlejsi
diagonale a nasobky prvk(, které lezi na diagonalach rovnobéznych s vedlejsi diagondlou.

Tyto prvky budou mit ale zaporné znaménko. V posledni fazi uz jen dopocitame vysledek.
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Priklad
1 5 2
A=13 6 7
4 1 6

Zadanou matici si rozsifime a postupujeme podle vyse uvedeného algoritmu.

1 5 2
3 6 7
|A|=14 1 6|=1-6-6+3-1-2+4-5-7—4-6-2--1-1-7-3-5-6-=37

Poznamka. Sarrusovo pravidlo také byva v literatufe ¢asto formulovano i pomoci sloupcu.

Postup je obdobny, akorat misto radku pripiSeme zadané matici prvni dva sloupce.

Priklad:

1Al =

‘=4-6-7+5-1-O+2-3-2—0-6-2—2-1-4—7-3-5=

O W
N O U1
NN

=168+ 12 —-113 =67

2.1.3 LAPLACEUV ROZVO]

Pro vypocty determinant(l matic ¢tvrtého a vyssich radd neni vhodné postupovat z definice,
nebot je pocet prvkd matice pfilis velky a vypocet by byl zbyteéné zdlouhavy. Laplaceliv
rozvoj je tedy ucinnéjsi metoda vypocétu determinantu matice. UmozZniuje ndm vypocditat
determinant matice libovolného faddu n a to pomoci rozkladu zadané matice na mensi

submatice. Laplacelv rozvoj Ize provadét podle libovolného fadku nebo sloupce matice. [1]

Definice. Laplaceiv rozvoj podle k-tého radku vypocCte determinant matice

A= (aij) podle vzorce:
n
Al = Z(—l)k” g Ak,
j=1

kde Ay ; jsou matice vzniklé z matice A vypusténim k-tého Fadku a j-tého sloupce.

Pomoci tohoto rozvoje vypocitame determinant zadané matice tak, Ze postupné snizujeme
fady determinant(l az k determinantim fadu n < 3, které jiz umime snadno vypocitat.

Ze vzorce je vidét, Ze matice Ay; se roznasobi prvkem ay;, coZ je pfislusny prvek

21



DETERMINANT MATICE

z vypusténého radku. Exponent prvku (—1) nam potom oznacuje soucet fadku a sloupce,

se kterym pravé pocitame.

P¥iklad:
2 7 5 -1
1 -3 4 6
A‘422—4
8 -5 6 2

Z matice A vynechdme prvni fadek a podle vzorce vypocteme determinant nasledovné:

-3 4 6 1 4 6
Al = (D22 2 —4|+(-D"™*-7-14 2 —4|+
-5 6 2 8 6 2
1 -3 6 1 -3 4
=D™3-5-14 2 —A[+CEDMEDa 2 2f=
8 6 2 8 -5 6

=2-117—7-(—=84) +5-(=112) + 1- (—98) = 224 + 588 — 560 — 98 = 154.

Definice. Laplacelv rozvoj podle [-tého sloupce vypolte determinant matice

A = (a;;) podle vzorce:

n
A1 = > (=D - ay - 14l
i=1

kde A;; jsou matice vzniklé z matice A vypusténim i-tého radku a [-tého sloupce.

Priklad:
8 1 2 -1 3
2 0 -4 9 -5
A=|1-3 0 7 2 2
1 1 6 3 4
3 1 2 9 -7

Z definic nam vyplyva, Ze pfi spravné volbé sloupce, respektive fadku, ktery vynechavame,
mUlzZeme vypocet znacné ulehcit. V pripadé této zadané matice A se jako idedlni volba

na vynechani jevi druhy sloupec, ktery obsahuje dvé nuly.
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Al = (-2

=

(_1)3+2 -0 -

N W= N
(@)}
O© W O
N

(_1)5+2 -1- — [(_1)1+1 -2 -

-4 9 -5
7 2 2
2 9 -7

+ (—D** -3

(-D*t-8-17 2 2
2 9 -7

+ (=12

2 -1 3
-4 9 =5
7 2 2

—4 9 —5[+(-1)*1-3-

2 -1 3
(—D2*t-24(7 2 2
6 3 4

2 -1
-4 9
6 3

(D (=3)

2 -1 3
—4 9 -5
7 2 2

7 2
6 3
2 9

-4 9 -5
7 2 2
6 3 4

2 -1 3
7 2 2
2 9 =7

— [(_1)1+1 - 8-

-5

NOYNDN

4
-7

+ (=D (=3)

+0+0+

(D (=3)-

-4 9 -5
7 2 2
6 3 4

3
+ (—D*-1-

4

] = —[2-(—203)+3-438+ 310+ (—3) - (—197)] +8-310 +

(=2) - 60 + (=3) - (=160) + (—=3) - (=130) — [8- (—197) + (—=2) - 47 + (=3) - (—82)

— (—130) = —1809 + 3230 + 1294 = 2715
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2.2 VLASTNOSTI DETERMINANTU
Determinant matice ma nékolik vlastnosti, které jsou uzZitecné pfi feSeni nejen
matematickych problému. V této podkapitole si uvedeme nékteré z vlastnosti, které

determinant ma a které je dobré znat pro ulehcéeni pocitani. [1]

1. Je-li néktery z fadkl nebo sloupcl matice nulovy, poté je determinant této matice

roven nule.
Priklad:
3 0 6
|Al=14 0 1[=3:06—-7-0:64+0-1-7—-0-1-3+6:4:-0—-6-4-0=0
7 0 6

2. Pokud jsou si dva fadky nebo sloupce v matici rovny, pak je determinant této matice

také roven nule.

Priklad:
2 9 5
|Al=14 6 1/|=2-6-14+4-6"54+4-9:1-4:-6:-5—-2:-6-1—-4-9-1=0
4 6 1

3. Prohodime-li dva po sobé jdouci fadky nebo sloupce matice, zméni se znaménko

determinantu.

Ptiklad:
310

|4;]=|5 6 2|=3614+5-9-0+8-1-2-8:6-0—-3-9-2—-5-1-1=-25
8 9 1
5 6 2

4,]=13 1 0/=5-1-1+3-9-2+8:6-0—-8-1-2—-5:9:0—3-:6-1=25
8 9 1

4. Determinant horni (dolni) trojuhelnikové matice je roven soucinu vsech prvki

na jeji hlavni diagonale.

Priklad:
1 0 0
|Al=16 9 0[=1-9:3+0+0-0—-0—-0=27
4 7 3
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5. Pricteme-li k libovolnému jednomu fadku (sloupci) matice c-ndsobek néjakého
jiného radku (sloupce) matice, kde ¢ € R, je determinant vzniklé matice roven

determinantu plvodni matice.

Ptiklad:
2 3 4

|A;l=1|5 1 2|=2-1-145-2-4+1-3-2—-1-1-4-2-2-2-5-3-1=21
1 2 1
2 3 4

|4,]=|5 1 2/=2-1-94+5-8-44+5-3-2—-5-1-4—-2-8-2—-5-3-9=21
5 8 9

Treti Fddek matice A, je roven souctu dvojnasobku prvniho fadku se tfetim fadkem

matice A;.
6. Determinanty navzajem transponovanych matic jsou si rovny, tedy |A| = |AT|.
Priklad:
1 0 2
|[Al=12 8 3[=1-8-2+2-6-2+4-0-3—-4-8-2—-1-6-3—-2-0-2=-42
4 6 2
1 2 4
AT|=[0 8 6{=1-8-2+0:3-4+42:2:6-2-8-4—1-3:6—0-2-2=—42
2 3 2

7. Existuje-li v matici radek, ktery je linearni kombinaci jinych radkl, potom se

determinant matice rovna nule.

Priklad:
7 8 3
|A|=[8 9 5[=126+24+4+40—-27-35—-128=0
1 1 2

Druhy fadek matice A je roven souctu prvniho a tfetiho radku.
8. Jestlize je matice Afadun ac € R pak je det(cA) = c™ - det A.

9. Matice A je singuldrni pravé tehdy, je-li jeji determinant roven nule a reguldrni

pravé tehdy, kdyz je jeji determinant nenulovy.
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10. Vynasobime-li libovolny radek nebo sloupec matice prvkem ¢ € R je determinant

vzniklé matice roven c - det(4).

P¥iklad:
1 2 3
|A;]=13 1 9|=55
6 0 7
1 6 3
A, =[3 3 9[=3-55=165
6 0 7

Matice A, vznikla z matice A; vyndsobenim druhého sloupce ¢islem 3.
11. Determinant jednotkové matice je roven 1.
12. det(AB) = det(A) - det(B).

13. Determinant matice inverzni k matici 4 je roven prevracené hodnoté determinantu

. . _ 1
matice A, neboli detA™1 = —.
detA
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3 SOUSTAVY LINEARNICH ROVNIC

»,Soustava linearnich rovnic je jedna nebo (obvykle) vice linedrnich rovnic, které maji byt
splnény vSechny soucasné. Linearni rovnice je rovnice, ve které se jedna nebo (obvykle)

vice neznamych vyskytuje pouze v prvni mocniné.” (Olsak 2013, s. 9).

V této Casti prace se zamérime na to, jak mGZeme znalosti o maticich a o praci s nimi vyuzit
pravé pri feseni soustav linedrnich rovnic. ,Soustavy rovnic popisuji rozmanité fyzikalni
situace a studium metod jejich feSeni tvofri dlilezité odvétvi algebry.” (Jones a Clamp, 1999,

s. 136).

Definice. Soustavou m linedrnich rovnic o n nezndmych x4, x5, ..., X, rozumime soustavu

tvaru
a11x1 + a12x2 + -+ alnxn == b1

alel + azzxz + -+ aann == bz

Am1X1 + QX + -+ QnXn = by,
kde a1, -, @mn, by, .-, by jsou dand realnad Cisla.
3.1 HOMOGENNI SOUSTAVA LINEARNICH ROVNIC
Homogenni soustava linedrnich rovnic je specidlnim typem soustavy linearnich rovnic. Tato

soustava je vidy reSitelnd, jelikoz mnozZina vSech feSeni homogenniho systému vidy

obsahuje nulové feseni. [5]

Definice. Homogenni soustava linedrnich rovnic je takova soustava linearnich rovnic,
ve které jsou vSechny pravé strany rovnic rovny nule, tedy b = 0 pro viechna by, ..., b,.

Lze tedy soustavu m linearnich rovnic o n neznamych x4, x5, ..., x,, zapsat ve tvaru
a11x1 + a12x2 + + alnxn = O

ar1X1 + AypXo + e+ AoynXy = 0

A1 X1 + QpaXy + -+ appXxy, =0

kde ay1, ..., @mn, b1, ..., by jsou opét dand realna cisla.
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3.2 MATICOVY ZAPIS SOUSTAVY LINEARNICH ROVNIC
NeZ se presuneme k metodam feSeni soustavy linedrnich rovnic, je duleZité si ukazat

a definovat, jak vibec soustavu linedrnich rovnic zapsat do maticového tvaru.

Definice. Mdme soustavu linedrnich rovnic, ktera je popsana v predchozi definici. Matice

systému soustavy linedrnich rovnic je matice A ve tvaru

all a12 e aln

a21 a22 L) aZn
A= o

Am1 Am2 e Amn

kdem,n e N.

Definice. Rozsifend matice systému soustavy linedrnich rovnic je matice A|b ve tvaru:

a1 Qg Ain| by

a1 Ay | b
Alb = 2

Am1  Am2 Amn bm

kdem,n e N. [3]

3.3 RESEN{SOUSTAVY LINEARNICH ROVNIC

,Resit soustavu rovnic znamend najit fedeni, tj. najit takova realnd ¢&isla, ktera po dosazeni
za neznamé v rovnicich splfuji vSechny rovnice soucasné.” (OI$ak 2013, s. 9). Takové feSeni
mUZe existovat pro zadanou soustavu jediné, mlze se ale stat, Ze reseni bude vice,

nebo také zadné.

Frobeniova véta

Soustava Ax = b ma feSeni pravé tehdy, kdyz hod(A) = hod(A|b), tj. kdyZz hodnost matice

soustavy se rovna hodnosti rozsifené matice soustavy. [3]

Metod feSeni soustav linearnich rovnic existuje mnoho. Ktém nejzakladnéjsim patfi
napriklad metoda scitaci, dosazovaci ¢i kombinovana metoda, dale srovnavaci metoda
a v neposledni radé grafické reSeni. [15] My se ale v této podkapitole zaméfime pouze
na metody vyuZivajici matice, jako je Gaussova eliminaéni metoda, Cramerovo pravidlo

¢i metoda maticového soucinu.
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3.3.1 GAUSSOVA ELIMINACNi METODA

Gaussova elimina¢ni metoda nam umoZnuje prevést soustavu linedrnich rovnic
na ekvivalentni soustavu, ktera je snadno feSitelnd. Tato metoda je velmi podobna
jako Gaussova-Jordanova eliminacni metoda, se kterou jsme se jiz seznamili pfi hledani
matice inverzni. Hlavni rozdil, prdvé mezi témito dvéma metodami, je v poslednim kroku
vypoctu. V Gaussové eliminaéni metodé se pouziva zpétna substituce k vypocteni hodnot
neznamych proménnych, naopak v Gaussové-Jordanové eliminacni metodé se pokracuje
v Upravach matice soustavy tak, aby se vytvofila matice diagondlni, kterd na hlavni
diagonale obsahuje pouze jednotky. Obé metody se pouZivaji pravé k reSeni soustav
linearnich rovnic a volba metody zavisi nejen na konkrétni aplikaci, ale predevsim

na preferencich jednotlivce.

Gauss-Jordanova metoda se uzivd méné casto nez Gaussova. Jednim z dlvodl je

skute¢nost, Ze Gaussova metoda vyZaduje provadét méné algebraickych operaci.

v

vi v x . . . g . )
,V pripadé ¢tvercové soustavy o n neznamych vyzaduje Gaussova eliminace pfiblizné §n3

aritmetickych operaci, zatimco Gauss-Jordanova pfiblizné n® aritmetickych operaci,

tedy 0 50 % vice.” (Tlusty, 2003, s. 124).
Gaussova elimina¢ni metoda se sklada z nékolika lehkych kroku:
1. soustavu linearnich rovnic si zapiSeme do matice rozsifeného tvaru,

2. poté matici postupné upravujeme pomoci elementarnich radkovych operaci, a to

tim zpUsobem, abychom dostali horni trojuhelnikovy tvar,

3. po dosaZeni horni trojuhelnikové matice se soustava fesi zpétnym dosazenim,

tj. postupnym uréenim neznamych, pficemz za¢indme od posledni rovnice.

Vysledkem jsou potom hodnoty nezndmych proménnych, které spliuji plvodni soustavu

linedrnich rovnic.
Priklad:
4y +3z=4
2x—3y—z=28
3x + 2z =17

3x +4y+5z =21
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Podle vyse uvedenych krokd si soustavu linedrnich rovnic nejprve zapiSeme do matice
rozsitreného tvaru a ndsledné upravime na horni trojuhelnikovou matici. A to tak, Ze
nejprve prohodime prvni a druhy fadek. Dale vhodnym ¢islem vynasobime prvni fadek,
ktery pricteme ke tfetimu a ctvrtému rfadku. Ndsledné opét vhodnym cislem vynasobime
radek druhy, ktery také pricteme ke 3. a 4. fadku. Jako posledni krok vynasobime treti

fadek a pfricteme jej k radku ctvrtému, ktery se nam vynuluje.

0 4 3| 4 2 -3 -1 8 2 -3 -1 8 2 -3 -1 8
2 -3 -1 8| _(0 4 31 41_(0 4 3| 4 0 4 31 4
3 0 2117 0 9 71 10 0 0 1] 4 0 0 1] 4
3 4 5121 0 17 13118 0 0 11 4 0 0 010

Z matice tedy vidime, zez =4,4y+3z=4a2x—3y—z=8.
Naslednym dosazenim dopocitame tyto rovnice:
4y +3-4=4 >y=-2
2x —3-(-2)—4=38 ->x=3
Soustava linedrnich rovnic ma tedy vysledek (x,y,z) = (3,—2,4).
Nékteré matice nelze prevést do poZzadovaného horniho trojuhelnikového tvaru. Jedna se

o0 matice singuldrni a tato soustava rovnic nema budto Zadné reSeni nebo jich ma

nekonecné mnoho.

Priklad:
X1+ 2x, +3x3+x, =1
x1 + ZX3 = _2
2x1 +4x, +7x3+7x4 =4
3x1 +7x, +10x3 + 6x4 =7
1 2 3 1] 1 1 2 3 1] 1 1 2 3 1] 1
10 2 o-2}_/0 -2 -1 -11-3}_(0 1 1 3] 4 |_
2 4 7 7| 4 0 0 1 5|2 0 -2 -1 -1|-3
3 7 10 el 7 0 1 1 31 4 0 O 1 51 2
1 2 3 1] 1 1 2 3 1] 1
(0 1 1 3 4} _(0 1 1 3] 4
0 0 1 515 0 0 1 515
0 0 1 51 2 0 0 0 ol 3
Ox, #3 - Zadana rovnice tedy nema reseni.
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3.3.2 GAUSSOVA-JORDANOVA ELIMINACNI METODA

Gaussovo-Jordanova, nékdy oznacovana jen jako Jordanova metoda, je dalsSi metodou.
Jak jiz bylo zminéno v pfedchozi metodé vypoctu feSeni soustav linearnich rovnic, hlavnim
rozdilem mezi Gaussovou a Gaussovo-Jordanovou eliminaéni metodou, je posledni krok
vypoctu. Zde budeme dale pokracovat v Upravach matice tak, abychom dosli k matici
diagondlni, kterd na hlavni diagondle bude obsahovat pouze jednotky. Vyhodou této

metody je, Ze vysledek soustavy vidime pfimo z upravené matice.
Priklad:
x+2y+3z=2
2x—y+5z=-5
3x+y—4z=9

Soustavu linedrnich rovnic zapiSeme do rozsifeného tvaru a poté opét upravujeme

pomoci fadkovych elementarnich operaci.

1 2 3|2 1 2 3|2 5 0 13]-8 5 0 0|5
<2 -1 5 —5>~<0 -5 -1 —9>~<0 -5 -1 —9>~<0 -5 0—10)~
3 1 -4l 9 0 -5 —131 3 o o 121-12/ \o o 1l-1
1 0 0] 1 x=1
~<0 1 0 2) S y=2
0 0 1l-1 z=-1

3.3.3 CRAMEROVO PRAVIDLO

Dalsi metodou pro reSeni soustav linearnich rovnic je Cramerovo pravidlo, které vyuziva
znalost determinant(. Toto pravidlo se da pouZit pouze pro ¢tvercové a zaroven regularni
matice, to tedy znamen3, Ze se da poutZit jediné pro takové soustavy rovnic, ve kterych se

pocet nezndmych rovnd poctu rovnic a zaroven determinant matice neni roven nule. [13]

Cramerovo pravidlo se nehodi k praktickému FesSeni soustav linearnich rovnic, protoze
pocitat determinanty je obecné dosti pracné. Ma svij vyznam predevsim v teorii, protoze

nam explicitné ukazuje tvar feseni.
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Mdame-li tedy zadanou soustavu linearnich rovnic:
a11x1 + a12x2 + -+ alnxn == b1

alel + azzxz + -+ aann == bz

Am1X1 + QpaXo + -+ QnXn = b,

pak jestlize matice A je typu n X n a plati det(4) # 0, potom x; = Cile:t(g)) proj=1,..,n,
kde maticeA; je matice vznikla z matice A nahrazenim j-tého sloupce sloupcem by, ..., bp,.
Priklad:
4y +3z =4
2x—3y—z=28
3x + 2z =17

Ze zadané soustavy rovnic si vyjadfime matici A. Ddle si z matice A vyjadfime matici 4
tak, Ze v plvodni matici A nahradim prvni sloupec vektory pravych stran rovnic. Obdobné

si vyjadiime matice A, a A3 a vypocCteme si determinanty vSech téchto matic.

0 4 3 0 4 3
A=|2 -3 -1 - Al =12 -3 -—-1[=-1
3 0 2 3 0 2
4 4 3 4 4 3
Aj=18 -3 -1 - |4, =8 -3 -—-1|=-3
17 0 2 17 0 2
0 4 3 0 4 3
A, =2 8 -1 - A, =12 8 —1|=2
3 17 2 3 17 2
0 4 4 0 4 4
A;=(8 -3 8 - |A;| =12 -3 8|=-4
3 0 17 3 0 17
P , det(4;) . o
Nyni uZ jen dosadime do vzorce x; = Tet(d) a vypocteme nezndmé, tedy:
_ det(Al) _ —_3 _ _ det(Az) _ i _ _ det(A3) _ —_4 _
1= et 1 > 2T et 1 Zax3= det(4) ~ -1 4.
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3.3.4 INVERZNi METODA

Inverzni metoda je také zndma jako metoda maticového soucinu. Tato metoda je zalozena
na vyuZiti inverzni matice, pokud tato matice existuje. Matice tedy musi byt regularni.
Reeni soustavy rovnic Ax = b ziskdme roznasobenim matice inverzni A~ zleva, tedy A~ * -

Ax = A™V'b. Z vlastnosti matic vime, 7e A=+ A = I, kde I je jednotkova matice. Z tohoto

tedy plyne vztah x = A~ 1 - b.

Priklad:
x+4y+3z=15
2x =3y +2z=-7
3x+y—-2z=1
1 4 3
Ze zadané soustavy rovnic ziskame maticiA =2 —3 2 |, ke které si dopocitame
3 1 =2
1 4 11 17
matici inverzni AT = —-| 10 —11 4 |
11 —-11

3 2)0-6)
R _n) 7)
()=(z) = 0)-()
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4 TEORIE GRAFU

V této kapitole se budeme zabyvat souvislosti teorie grafli s teorii matic. Teorie grafa je
matematickd disciplina, ktera se zabyva studiem grafli a zkouma jejich vlastnosti. Grafy se

pouzivaji k modelovani a analyze rGznych situaci a vzajemnych vztah(. [11]

NeZ se zaméfime na pojmy, které souvisi s teorii grafl, definujeme si dva zakladni pojmy,

kterymi jsou kartézsky soucin a binarni relace.

Definice. Necht X,Y jsou mnoziny. Kartézskym soucinem X,Y nazveme mnozinu vsech

usporadanych dvojic (x, y) takovych, Zze x € X a soutasnéy € Y, znaCime jej X X Y.

Definice. Necht X,Y jsou mnoziny. Bindrni relaci p mnoziny X do mnoZiny Y nazveme

libovolnou podmnozinu kartézského soucinu X X Y. Piseme jej xpy < (x,y) € p.
Relace mlzZeme graficky znazornit pomoci uzlového nebo kartézského grafu.
Priklad:

Mnozina M = {2,4,5, 8,20}, p je relace , byt délitelem®, tj. xpy pravé tehdy, kdyz x je

délitelem y. Relaci zapiSeme vycétem prvk(i ndsledovné:
p =1{(2,2),(2,4),(2,8),(2,20),(4,4),(4,8),(4,20),(5,5), (5,20), (8,8),(20,20)}.

Grafické znazornéni:

y
20—%—1—
8 — @
5 ®
4_4:_.
2
X
24 5 820

Obrazek 1 - Kartézsky graf
2

20

8 5

Obrazek 2 - Uzlovy graf
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4.1 ZAKLADNIPOJMY TEORIE GRAFU

Definice. Necht V je neprazdna mnozina. Dvojice G = (V(G),H(G)) se nazyva graf. Prvky
mnoziny V(G) nazyvame vrcholy (uzly) a prvky mnoziny H(G) hrany grafu G.

Prvky mnoZiny vrcholl nejéastéji zna¢ime velkymi pismeny latinské abecedy (4, B, C, ..., Z),
naopak prvky mnoZiny hran malymi pismenky (a, b, ¢, ..., z), poptipadé pomoci dolnich
indext (vq, vy, ..., v3) pro vrcholy a (hq, hy, ..., h3) pro hrany.

Kazda hrana ma oba své konce v nékterém z vrchol(l. Pokud zalezi, v jakém vrcholu zacina
a vjakém konci, nazyvame tuto hranu orientovanou. Pokud o hrané vime jen to,

mezi kterymi vrcholy hrana vede, nazyvame ji neorientovanou. Naopak hranu, ktera zacina

i konci v témze vrcholu, nazyvame smycka. [7]

A B
o—O

Obrazek 3 - Neorientovana hrana A B

C D
*—>»0

Obrazek 4 - Orientovana hrana z C do D

Poznamka. Smycka také m(iZze byt orientovana nebo neorientovana.

E

O

Obrazek 5 - Neorientovana smycka
Definice. Pokud graf obsahuje pouze neorientované hrany, nazyvame jej neorientovany

graf. Naopak graf, ktery je tvofen pouze z orientovanych hran, nazyvame orientovany graf.

Obrazek 6 - Neorientovany graf
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Obrazek 7 - Orientovany graf
Abychom v definicich a zépisech rozliSili o jaky graf se jednd, pouZivd se oznaéeni G pro graf

N
neorientovany a G naopak pro graf orientovany.

Poznamka. Graf, ktery obsahuje orientované i neorientované hrany, nazyvame smisSeny graf.

Obrazek 8 - SmiSeny graf
Definice. Podle toho, zda ma mnoZina vrcholll kone¢ny nebo nekonecny pocet prvkd,

rozliSujeme grafy konecné a nekonecné.

Definice. Necht G = (V,H) aG’ = (V’,H") jsou grafy. Rekneme Ze grafy G a G’ jsou si rovny

(piSeme G = G’), jestlize V = V" asoucasné H = H'.

Dale je tfeba uvést, Ze hrany a vrcholy grafu mohou byt ohodnoceny. Graf, ktery obsahuje
ohodnoceni, tedy Ciselné hodnoty, které jsou pfifazeny jeho hranam nebo vrchollm,
nazyvame ohodnoceny graf. Tyto Ciselné hodnoty mohou poskytovat informace nejen
o vztazich mezi jednotlivymi vrcholy, ale i napfiklad o dulezZitosti ¢i vyznamnosti
jednotlivych hran nebo vrcholl. Hranové ohodnoceni mize oznacovat napfriklad fyzickou
vzdalenost mezi dvéma vrcholy spojenymi hranou, naklady, kvalitu nebo jiné
charakteristiky. Hranové ohodnoceni mUze byt i zaporné, kdyz napfriklad reprezentuje
jizzminéné ndklady nebo ztrdtu. Vrcholové ohodnoceni naopak milZe umozZnovat
identifikaci dalezitych vrcholl nebo k lepsimu vyhledavani a navigaci v grafech. Obé tyto

hodnoceni umoziuji lepsi porozuméni a orientaci v samotném grafu. [7]

Ohodnoceny graf obvykle znaéime (G, w).
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Obrazek 9 - Hranové ohodnoceny graf (G, w)

Definice. Necht G je neorientovany grafa v € V(G). Potom Cislo
de(v) = [{u e V(G); {v,u} € H(G)}
se nazyva stuperi vrcholu v v grafu G.

Pro neorientovany graf se tedy stupen vrcholu vypocitd jako pocet hran, které do daného
vrcholu zasahuiji. A jelikoZ koncové body smycky tvofri tentyz vrchol, tak se tato hrana pocita

dvakrat.

Poznamka. U orientovanych grafli se urcuje zvlast vstupni a vystupni stupen. Celkovy

stupen vrcholu je pak roven souctu vstupujicich a vystupujicich hran.

@0

2 3 2

Obrazek 10 - Neorientovany graf s vrcholy ozna¢enymi jejich stupném

4.2 MATICE STUPNOVITOSTI
Matice stupnovitosti je Ctvercovd matice, kterd slouZi k reprezentaci stupnili vrcholl
v neorientovaném grafu. Jednad se o diagonalni matici, kde na hlavni diagondle jsou zapsany

pravé stupné jednotlivych vrcholl grafu a ostatni prvky matice jsou rovny nule.

Definice. Necht G je neorientovany graf s n vrcholy. Matici stupfiovitosti D € R™" grafu G

definujeme matici

_ {dG (v) pokudi =j,
~ | 0jinak.
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Priklad
1
2 5
3 4

Obrazek 11 - Oc¢islovany graf G
300 0 O
0 3 0 0 O
Graf z obrdzku 11 md matici stupfovitostiD(G) =| 0 0 2 0 O
0 0 0 3 O
0 0 0 0 3

4.3 INCIDENCNI MATICE
»Maticovy popis grafu vyhazi ze dvou zakladnich vztahd v grafu. Tim prvnim je vztah mezi
hranou a jejim koncovym vrcholem, ktery jsme nazvali vztahem incidence. Druhym

vztahem je sousednost vrchold.” (Vecerka, 2007).

Graf (orientovany i neorientovany) lze tedy popsat pravé incidencni matici. Incidencni
matice, nebo téZ oznacovana jako vrcholové-hranova incidenéni matice, je matematicka
reprezentace grafu, kterd popisuje vztahy mezi hranami a vrcholy. Radky matice pfedstavuji
pravé vrcholy a naopak sloupce matice predstavuji hrany grafu. Prvek matice ndm poté rika,

zda je dany vrchol incidentni k dané hrané.

V celé této podkapitole budeme predpokladat, ze graf G svrcholy V ={A,B,...}

ashranami H = {a, b, ... } neobsahuje smy¢ky.

4.3.1 INCIDENCNIi MATICE NEORIENTOVANEHO GRAFU
Definice. Incidenéni matice M((G) neorientovaného grafu G je redlnd matice typu m X n,
definovana pfedpisem MI(G) = (m;;), kde

1jestlize (v;) € (hy),

(mij) = { 0 jinak.
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PFiklad
D C
C
d b
a
A B

Obrazek 12 - Neorientovany graf G

Graf G, ktery je zobrazen na obrazku 12, ma incidenéni matici

M(G) =

cCoRr R
O R RO
R R, OO
Y e R R
O R O R

4.3.2 INCIDENCNIi MATICE ORIENTOVANEHO GRAFU

Definice. Incidencni matice M(ﬁ) orientovaného grafu G je redlnd matice typu m X n,
definovana predpisem M(ﬁ) = (m;), kde
+1 pokud hrana (hj)vychézi z vrcholu (v;),
(m;j) = {—1 pokud hrana (h;) vchazi do vrcholu (v;),
0 jinak.
Definice. Matice MR(ﬁ) vznikld z matice M(@) vypusténim posledniho fadku se nazyva

redukovand incidenéni matice orientovaného grafu G. [14]
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E

Obrazek 13 - Orientovany graf5

Graf G , ktery je zobrazen na obrazku 13 ma incidencni matici

1 0 1 0o -1 1 0
-1 1 0 0 0 0
0

0

MG =0 0o -1 -1 0 0

0 0 0 0 0o -1 1

0O -1 0 1 1 0o -1
1 0 1 0O -1 1 0
o . . . > _[—-1 1 0 0 0 0 O
aredukovanou|nC|dencn|mat|C|M(G)— 0 0 -1 -1 0 0 0
0O 0 O 0 0o -1 1

4.4 MATICE SOUSEDNOSTI

Matice sousednosti je dalSim zplUsobem, jak reprezentovat grafy. Jednd se o intuitivni,
Ctvercovou matici, kde v i-tém fadku a j-tém sloupci najdeme informaci o vzajemném
vztahu mezi vrcholy a to konkrétné o tom, zda jsou vrcholy spojeny hranou (tj. jsou

sousedni) nebo nikoliv. Z matice sousednosti také snadno urc¢ime stupné vrchold v grafu.

[14]

4.4.1 MATICE SOUSEDNOSTI NEORIENTOVANEHO GRAFU
Definice. Matici sousednosti neorientovaného grafu G o n vrcholech s danym ocislovanim

rozumime matici S(G) = (s;;) fadu n, takovou Ze:

lje—1li (vi,vj) € H(G),
(sij) = S e
0 v opa¢ném pripadé,

proi,j=1,..,n
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Z definice tedy vyplyva, ze pokud existuje hrana zvrcholu i do vrcholu j, zapiseme
do matice na pfislusnou pozici (i, j) ¢islo 1. V opacném pfipadé, tedy pokud takovd hrana

neexistuje, zapiSeme Cislo 0.

Protoze u neorientovanych graft plati, Ze hrana mezi vrcholy i a j je v ekvivalentni s hranou
mezi vrcholy j a i, je matice sousednosti vzdy symetrickd. Soucet Cisel v i-tém radku

(v i -tém sloupci) matice je rovna stupni vrcholu i.

V literature se setkdvame is definici, Ze pro neorientovany graf formulujeme matici
sousednosti S(G) jako matici sousednosti jeho symetrické orientace, neboli orientovany
graf, ktery vznikne, pokud kaZzdou neorientovanou hranu nahradime dvojici protichlidnych

orientovanych hran. [11]

Ptiklad:

2 3

Obrazek 14 - Ocislovany neorientovany graf G

Matice sousednosti ke grafu G, ktery je zobrazen na obrazku 14 je

S(G) =

O R = o
O =R O K
O R
(= W)

4.4.2 MATICE SOUSEDNOSTI ORIENTOVANEHO GRAFU
Definice. Necht G je orientovany graf o n vrcholech s danym ocislovanim. Matici

sousednosti grafu G rozumime matici S(é) = (s;) Fadu n, takovou, Ze:

1 je —1i (Ui,Vj) € H(G));
0 v opacném pripadé.

(i) = {

proi,j=1,..,n.
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1 2

Obrazek 15 - O¢islovany orientovany graf G

Matice sousednosti grafu G , ktery je zobrazen na obrazku 15 ma matici sousednosti

S(G) =

cocopr
o R OR
R oo Oo
SR RO

Definice. Necht G je orientovany graf, w jeho hranové ohodnoceni. Potom matici
W(@) = (Wl-j) definovanou predpisem:

w(ij) pokud (if) € H(G),

Wy) = { 0 jinak,

nazveme vdZenou matici sousednosti ohodnoceného orientovaného grafu (G, w).

Priklad:

Obrazek 16 - O&islovany orientovany graf G

Vazenda matice sousednosti ohodnoceného orientovaného grafu (5, W) z obrazku 16 je

2 8 0 0
, 00 3 6
W(6)20001
0 4 0 0
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4.4.3 LAPLACEOVA MATICE SOUSEDNOSTI
Definice. Necht G je neorientovany graf s vrcholy V = {v,, ..., v, }. Laplaceova matice Fadu
n grafu G je definovana jako matice IL; = (lij), ve kterém

dg(v) pokudi = j,

(lij) =4 —1pokud (i,j) € H(G) ai # j,

0 jinak.
Z definice je jasné, ze L = LT, tj. Ze Laplaceova matice sousednosti je symetricka a soucet
prvkd v kazdém tadku (i sloupci) je roven 0. Dalsi vlastnosti této matice je, Ze jeji

determinant je roven 0. [14]

Priklad:

D

Obrazek 17 - Graf G

2 -1 0 0 -1
-1 2 -1 0 0
Laplaceova matice grafu G z obrazku 17 jel; =| 0 -1 3 -1 -1
0 o -1 2 -1
-1 0 -1 -1 3
Laplaceova matice neorientovaného grafu je také dana vztahem L(G) = AT A4, kde A je

néjaka jeji orientovana incidencéni matice grafu G.

Laplaceovu matici L. také mliZeme definovat pomoci matice stuprovitosti D a matice

sousednosti S.

Definice. Necht G je neorientovany graf, D je jeho matice stupriovitosti a S§ matice

sousednosti. Matici L(G) = D(G) — S(G) nazveme Laplaceovu matici grafu G.
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Priklad
E
C D
A B
Obrazek 18 - Graf G
2 0 0 0 O
. 0 2 0 0 O
Matice stupnovitosti grafu z obrazku 18jematiceD(G)= 0 0 3 0 0 |amatice
0 0 0 2 O
0 0 0 0 1
0 1.1 0 O
R 1 01 0 O
sousednostiS(G)z 1 1 0 1 0}
0 01 0 1
0 0 01 O
Laplaceovu matici tedy vypocteme podle definice nasledovné:
2 0 0 0 O 0 1.1 0 O 2 -1 -1 0 0
0 2 0 0 O 1 01 0 O -1 2 -1 0 O
L(G)=10 o 3 0 0|—-]J1 1 0 1 Of=|-1 -1 3 -1 0
0 00 2 0 0 01 0 1 o o0 -1 2 -1
0 0 0 0 1 0 0 01 O 0 0 0o -1 1

4.5 DISTANCNI MATICE

Distan¢ni matice je opét Ctvercova matice, kterd slouZi k ureni vzdalenosti mezi vrcholy
grafu. Obsahuje informace o nejkratSich cestach mezi vsemi dvojicemi vrcholl grafu. Pokud
existuji izolované nebo nespojené vrcholy, vzddlenosti mezi nimi se obvykle reprezentuji
jako nekonecno (nebo jiny symbol). [14]

Definice. Necht G je orientovany graf. Ctvercovd matice ]])(5) fadu n, definovand

pfedpisem 6;; = d; (vl-, vj) se nazyva distancni matice grafu G.
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6 = dé(vi,vj) je vlastné vzdalenost vrchold v; a vj;. Prvek dé(ui,uj) distan¢ni matice
]]))(5) je nejmensi mocnina k, pro kterou je prvek na pozici (i,j) v matici sousednosti
(S(G))* nenulovy.

Poznamka. Distancni matice neorientovaného grafu je definovana jako distan¢ni matice

jeho symetrické orientace daného grafu. [11]

PFi uréovani distan¢ni matice grafu G budeme pracovat s matici sousednosti orientovaného
grafu 5(5), kterou jsme si jiz definovali v predchozi podkapitole, a jejimi mocninami.

Pro stanoveni vzddlenosti dvou vrcholl budeme hledat nejnizs§i mocninu matice

sousednosti, kde na pfislusné pozici je nenulové Cislo.

Ptiklad:

Mame zadany graf G:

Obrazek 19 - Graf 5

Matice sousednosti grafu 5, ktery je vyobrazen na obrazku 19 je

S(G) =

o O oo
[l el olaoll
ol elololl
_-o oo
OO R =k O

Z matice sousednosti S(@) muzeme urcit nékteré prvky v matici distanéni 1]))(5), a to tak,

Ze na hlavni diagonalu zapiSeme 0 a za nenulové prvky v matici sousednosti dosadime 1:

01 11
A -0 - .1
DG)=|- - 0 . 1
1 10
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Dale spocitdme druhou mocninu matice sousednosti:

01110 /01110 0000 2
%2(00001(00001 (10010
(s(@) ={o 000 1|0 000 1[=]|100 10

0000000000 \00000

10010 \10010 01110

a opét urcime dalsi prvky distancni matice, a to tak, Ze Cislo 2 doplnime na pozici, kde se

011 1 2
L2 R 2 0 - 21
vmatici(S(G)) objevilo nenulové &islo, konkrétné tedy:D(G) =2 - 0 2 1
12 2 10

Postupujeme obdobné i s tfeti mocninou:
O 0 0 0 2 01110 2 0 0 20
0 010 0 00 01 011 10
(S(G) 0010|0000 T1T|=[01110
0 0 0O 0 00 0O 0 00 0O
0 1110 10 0 10 0 0 0 0 2

273
a urcime zbylé prvky distancni matice, tentokrat ale na pozici, kde se v matici (S(G))

objevilo nenulové ¢islo, dosadime Cislo 3.

o
w
U

Vznikne nam tedy matice ]D)(é) =

NS}

w

o
O NN

[N

1 2 2 0

JelikoZz nam stdle nékteré prvky distanéni matice chybi, spocitdme dalsi mocninu matice

sousednosti:
2 0020 (01110 022 20
s (01110} 000 01 000 0 2
(s(@) ={o 11 1 0||0o00o0 1[=]|000 0 2
0000 0[\0000O0O 00000
00002 \10010 2 00 2 0

Jelikoz ma graf G pét vrchol(, je zbytecné pocitat vyssi mocninu matice S(ﬁ)

Obecné tedy pfti urCovani distan¢ni matice ]]))(5) pocitame nejvyse n — 1 mocninu matice
S(é), protoZe kazda konecnd vzdalenost dvou vrcholl v grafu o n vrcholech muze byt

nejvyse pravén — 1.
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SN4
Ctvrty radek matice (S(G)) v nasem pfikladu je opét cely nulovy (tj. neexistuje Zadna
hrana, pro kterou by byl vrchol D vrcholem pocatecnim), dosadime tedy za tyto prvky

do distan¢ni matice co.

0O 1 1 1 2

(2 0 3 2 1

Distan¢ni matice zadaného grafu na obrazku 19 je tedy ]D(G?) =12 3 0 2 1
w o o () oo

1 2 2 1 0

4.6 @-DISTANCNI MATICE

w-distancni matice, nebo také matice vazenych vzdalenosti, slouZi k zachyceni vazenych
vzdalenosti vSech dvojic vrcholl v ohodnoceném orientovaném grafu. Jedna se o obdobu
distan¢ni matice.

Definice. Necht G je ohodnoceny orientovany graf, potom matici ]]))“’(5) definovanou
pFedpisem &5 = df (v;, v;) nazveme w-distanéni matici grafu G.

K nalezeni w-distanéni matice D®(G) si musime je$té navic definovat matici Dy(G)
predpisem:

Oproi =},
8% =1 wproi#j,(i,j) # H(G),
W;j proi # j, (i,j) = H(G).

Také je potreba si definovat ndsledujici operace:
a @ b = min{a, b},
a@®@b=a+b.
Samozfejmé zde plati, ze min{a, ©} =a,a + 0 =0+ a = a0 + 0 = ©,
k-tou mocninu matice ]]))0(5), kterou vypocitame pomoci téchto operaci znac¢ime lD)((Jk).
S vypoctem mocnin matice ]]])0(5) skonéime, kdyz ]D)(()r)((f) = ]D)(()Hl)(@), neboli kdyz se

dvé nasledujici mocniny rovnaji. Potom matice D“(ﬁ) =]D)gr+1)(5), pritom rovnost

nastava nejpozdéji pror = n — 1.
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Obrazek 20 - Ohodnoceny orientovany graf G

Nejprve urc¢ime vaZzenou matici sousednosti grafu z obrazku 20:

0O 0 01 O
. 0 01 5 1
w(G)=[2 0 0 4 o},
0O 0 0 0 O
3 0 0 2 0
0 o oo 1 oo
R . o 0 1 5 1
ze které si nasledné vytvorime matici ]D)O(G),tedy]D)O(G)= 2 oo 0 4 oo
oo o oo 0 oo/
3 oo o 2 0
Ddle vypocitame mocniny matice D, (5)
DF(G) = Do(6) ® Do (G) =
0 oo o 1 o 0 o oo 1 o 0 o o 1 o
o 0 1 5 1 co 0 1 5 1 3 0 1 3 1
=|2 o 0 4 o0|®|2 o 0 4 ow|=]2 o 0 3 o]
oo oo o (0 o oo o o (0 o oo oo oo () oo
3 o oo 2 0 3 o oo 2 0 3 o o 2 0
D3(G) = DF(G) ® Do(G) =
0 oo o 1 oo 0 o oo 1 o 0 o o 1 o
3 0 1 3 1 co 0 1 5 1 3 0 1 3 1
=12 o 0 3 o0|®|2 o 0 4 ow|=]2 o 0 3 o
oo oo o () o co oo o (0 o oo oo oo () oo
3 o oo 2 0 3 o oo 2 0 3 o o 2 0
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Jelikoz ]]))(3)(5) = D (5), zname w-distan¢ni matici.

Tedy D®(G) =

w8 NDWO
8§ 8 828
8 8§ @~ 8
NO WW R
©8 8 +~38
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5 PERMUTACE NA MNOZINE

Poslednim zpUsobem vyuZiti matic, které si vtéto praci uvedeme, je moZnost vyuziti

k zapisu permutaci na kone¢né mnoziné M. [4]

Definice. Permutaci I na mnoziné M = {1,2,...,n} rozumime kazdé prosté zobrazeni
mnoZiny M na ni samu. Permutaci II budeme zpravidla zapisovat v tzv. zakladnim tvaru,

tj. ve tvaru matice
7= (1 2 .. n>’
o .. In
kde I1(i) = (r;) pro kazdéi = 1,2, ...,n. Je-li s4, S, ..., S, libovolné pofadi prvka 1,2, ...,n

all(s;) = (t;),proi =1,2,..,n, miieme tutéZ permutaci zapsat v tzv. obecném tvaru

(51 Sz - Sp
1=(n o . o)

Prvek r € M nazyvame samodruznym prvkem permutace I, jestlize I1(r) = r. V opatném
pfipadé nazyvame prvek r nesamodruznym. [3]
Mnozina M = {1, 2, ...,n} ma pravé n! navzajem rlznych permutaci.

Dale mzZeme rozliSovat rlizné druhy permutaci, jako je permutace identicka, jednotkova

nebo inverzni.

Definice. Permutaci I mnoZiny M = {1, 2, ..., n} nazyvdme identickou nebo jednotkovou,

je-li kazdy prvek mnoziny M samodruznym prvkem permutace I. Permutaci

H_l _ (Sl Sy Sn)
rn e Iy

7‘1 TZ ™ rn )

nazyvame inverzni permutaci k permutaci Il = ( .
S1 Sy Sy

Definice. Jsou-li

M T e Ty (51 S2 - Sp
H1—(51 Sy Sn)anz_(t1 t, .. tn)

dvé permutace mnoziny M, pak permutaci

(1 T2 e Ty
H—(f:1 t, .. tn)

nazyvame soucinem permutaci I1; a I1,. Zna¢ime Il = I1,11,.
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Priklad:

Mame zapsat vSechny permutace mnoziny M = {1,2,3} vobecném tvaru a urcit
samodruzné prvky jednotlivych permutaci. Permutace zadané mnoziny M zapiSeme

maticemi nasledovné:

m=(; 5 3 m=( 52 m=G 33
=y 130 m=G 51 m=G 1)

Z takto zapsanych permutaci vyplyvd, Ze vSechny prvky dosaZzené v permutaci I1; jsou
samodruzné. U permutace [, je samodruzny prvek 1, [I; je samodruiny prvek 2

a u permutace I1, je 3. U permutaci Il a Il se samodruzné prvky nenachdzeji.
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6 MATEMATICI SPOJENI S TEORII MATIC

Pocdatky teorie matic sahaji az do 2. stoleti pf. n. I, kdy matice byly pouzivany hlavné
pro rfeSeni soustav linearnich rovnic. Ke skutecnému vyvoji teorie matic dochazi az koncem
17. stoleti. Rada standardnich vysledkil teorie matic ale vznikla dlouho pfed tim, ne? se

matice vibec staly predmétem matematického vyzkumu. [8] [10]

V 19. stoleti se rozviji maticova algebra a teorie determinantl. V pribéhu 20. stoleti se
teorie matic stala klicovym ndstrojem v mnoha oborech, jako napfiklad ve fyzice,
informatice, ekonomii i inZenyrstvi. S nastupem pocitacli a vypocetni techniky se potom
teorie matic stdva jesté vyznamnéjsi. [6]

Existuje mnoho vyznamnych matematikl, ktefi jsou spojeni pravé steoriemi matic
a prispéli k jejimu rozvoji. V nasledujicich podkapitolach jsou uvedeni jedni z nejznaméjsich
a hlavné nejvyznamnéjsich matematik( spojenych s teoriemi matic. Jedna se pouze o vybér

matematikd, ktefi v této oblasti zanechali vyznamné stopy. [2]

6.1 TAKAKAZU SEKI KowA

Takakazu Seki Kowa (1642—1708) byl japonsky matematik, ktery poloZil zaklady japonské
matematiky a pfispél k rozvoji matematickych technik a metrik. Co se teorie matic tyce,
jako jeden z prvnich zapisoval matice jako tabulku a resil i jednodussi determinanty, aniz by

je jakkoliv pojmenoval.

6.2 GABRIEL CRAMER

Svycarsky matematik, Gabriel Cramer (1704—1752) je zndmy predeviim diky Cramerovu
pravidlu, které popsal ve své praci, Introduction a I'analyse des lignes courbes algébriques”
roku 1750, podle kterého se feseni soustav linearnich rovnic hledd pomoci determinant(

matice soustavy a rozsifené matice soustavy rovnic.
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6.3 JOHANN CARL FRIEDRICH GAUSS

Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855), nazyvany ,knize matematiky”, byl némecky
matematik, fyzik, védec a astronom. Zabyval se pfedevsim imaginarnimi a komplexnimi
Cisly a feSenim soustav rovnic o nékolika neznamych pomoci algoritmu nazyvaného
Gaussova eliminacni metoda. Ta se poprvé objevuje v praci ,Devét kapitol o matematickém
uméni”“. Gauss vtéto praci popsal systematickou metodu pro reSeni soustavy Sesti
linearnich rovnic, kterd presné odpovida Gaussové eliminacni metodé, jak ji zname dnes.
V 19. stoleti rozvinul teorii determinantl a zavedl determinant jako ciselnou hodnotu

spojenou s matici.

6.4 PIERRE FREDERIC SARRUS

Pierre Fréderic Sarrus (1798-1861) byl francouzsky matematik, ktery se specializoval
na linearni algebru. Je zndmy predevsim diky svému objevu pravidla pro vypocet
determinantu matice typu 3 X 3, které zname jako Sarrusovo pravidlo. Toto pravidlo

publikoval v roce 1833 ve své praci ,Eléments d algébre”,

6.5 JAMES JOSEPH SYLVESTER

James Joseph Sylvester (1814—1897) byl vyznamny anglicky matematik. Byl jednim
z prednich matematik( své doby a pfispél k rozvoji mnoha oblasti matematiky, véetné
pravé teorie matic. Sylvester zavadi samotny termin matice a to roku 1850 v dile On a New
Class of Therems. Dost Casto spolupracoval s Arhurem Cayleyem, konkrétné na rozvoji
algebry. Spolecné predloZili mnoho novych definic a pojm, které pfispély k rozvoji teorie

matic.
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6.6 ARTHUR CAYLEY

Arthur Cayley (1821-1895) byl také anglicky matematik, jehoz nejdulezitéjsi prace spadaji
do oblasti maticové algebry, neeukleidovské geometrie a n-dimenzionalni geometrie.
Zaved| maticové zapisy a operace, které jsou dnes bézné pouzivané. Definoval operace
s maticemi, jako scitdni, nasobeni a maticové ndsobeni, inverzni matici a determinanty.
Jeho prdace v oblasti teorie matic méla velky vliv nejen na rozvoj linearni algebry, ale i na jeji
aplikace ve fyzice a dalSich oborech. Cayley nejen Ze rozvinul algebraickou teorii matic, ale
také ji pouzil k analyze vztahli mezi vrcholy a hranami grafu. Jeho préce tedy prispéla
k vzdjemné provazanosti téchto oblasti matematiky, které dale nachazeji uplatnéni

v rlznych disciplinach.

6.7 FERDINAND GEORG FROBENIUS

Ferdinand Georg Frobenius (1849-1918) byl némecky matematik, ktery se proslavil
predevsim diky praci v oblastech diferencialnich rovnic, teorie grup a teorie Cisel. Je autor
véty o fesitelnosti soustavy linedrnich rovnic, a to v zavislosti na hodnosti matice soustavy
a rozsifené matice soustavy. Napsal praci Uber lineare Substitutionen und bilineare Formen,
ktera obsahuje nékteré zajimavé poznatky o maticich. Napfiklad zde nalezneme definici

hodnosti matice.

6.8 CUTHBERT EDMUND CULLIS
Cuthbert Edmund Cullis (1868—1954) je zndmy svymi prispévky v oblasti linearni algebry
a teorie matic. Byl prvni matematik, ktery v roce 1913 zaved| pro matice zavorkovou notaci

a také notaci A = (a;;) k reprezentaci matice.
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ZAVER

ZAVER

PfedloZzend bakalarska prace shrnuje informace o maticich a jejich vyuZziti v rlznych
oblastech matematiky. Vzhledem k obsahlosti tohoto tématu, tato prace ani zdaleka
nevystihuje vSechny mozné aplikace matic. Bakaldiska prace obsahuje prehled definic
raznych typd matic, jejich vlastnosti a moznosti jejich vyuziti, konkrétné v oblasti reseni
soustav linedrnich rovnic o n nezndmych, teorii grafll a permutaci na mnoZziné. Dale tato
prace obsahuje fesené pfriklady, které by mély ¢tenarim pomoci jednotliva témata Iépe

pochopit.

Hlavnim cilem bakalafské prace bylo shromazdit definice a pojmy z teorie matic a poukazat
na vybrané matematické obory, v nichz se daji matice prakticky a efektivné vyuzit. Tato
prace, jakozto uceleny soubor poznatk(i, by diky své prvni kapitole mohla slouzit

jako obecny uvod do studia matic.

Jak jiz bylo zminéno, tato prdce se zamérovala jen na vybrané moznosti uziti matic, které
se ale daji uplatnit i v jinych matematickych oblastech, jako napfiklad v oblasti vektorovych
prostoru, teorii her nebo v analytické geometrii pfi studiu afinnich prostor( a podprostord,
eukleidovskych prostorli, ¢i kuzelosecek a kvadrik. Vsestrannost a schopnost matic
modelovat a analyzovat rGzné systémy jsou didvodem, proc jsou tak dllezitym nastrojem
v mnoha védeckych a technickych disciplinach. Teorie matic se tedy dale vyuziva napfriklad
v oblasti fyziky, kde se matice objevuji pfi modelovani fyzikalnich systému, v oblasti
informatiky pfi analyze a zpracovani dat ¢i pfi grafickém zobrazeni. Dale se teorie matic

vyuziva v oblasti ekonomie, inZzenyrstvi, biologie a chemie.



RESUME

RESUME

Tato bakaldfskd prace je zaméfena na matice a jejich vyuZiti. Prace je clenéna
do jednotlivych kapitol podle obsahu. V prvni ¢asti prace jsou predstaveny zédkladni pojmy
a definice spojené steorii matic. Nasledujici kapitoly jsou potom vénovany vybranym
oblastem matematiky, které vyuzivaji teorii matic. Jedna se napf. o determinanty matic,
soustavy linedrnich rovnic o n nezndmych, teorie grafll a permutace na mnoZziné. Obsahem
vSech téchto kapitol je kromé samotné teoretické ¢asti i ¢ast praktickd, a to v podobé
vypocitanych prikladu, které se vdZzou na danou problematiku. Posledni Cast prace se

zaméruje na historii a vyznamné matematiky, ktefi pfispéli k rozvoji teorii matic.

This bachelor's thesis is focused on matrices and their use. The work is divided into
individual chapters according to the content. In the first part of the work, the basic terms
and definitions associated with matrix theory are presented. The following chapters are
then devoted to selected areas of mathematics that use matrix theory. These are, for
example, determinants of matrices, systems of linear equations about unknowns, graph
theory and permutations on sets. In addition to the theoretical part, the content of all these
chapters also includes a practical part in the form of calculated examples that are related
to the given issue. The last part of the thesis focuses on the history and important

mathematicians who contributed to the development of matrix theory.
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