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Uvod
Resené ptiklady algebraickych struktur s jednou a se dvéma binarnimi operacemi je

tématem mé bakalaiské prace.

Téma jsem si vybrala proto, abych vytvofila material pro studenty matematickych
studii, naptiklad k pfedmétu elementarni algebry. Mné samotné pii studiu predmétu takovyto
text chybél. Chybél mi text, ktery by obsahoval vice prikladt k uc¢ivu algebraickych struktur
Sjednou a dvéma bindrnimi operacemi, které bych si mohla zkusit doma spocitat
a zkontrolovat k lepsimu pochopeni daného uciva, které se na cvi¢enich a prednaskach neda
upln¢ dokonale celé naucit. Mym cilem je tedy vytvofit text, ktery pomutze k pochopeni
algebraickych struktur a jejich rozdéleni a rozeznani dané struktury dle pfislusnych
vlastnosti.

V prvni ¢asti prace si vymezime nejprve zakladni pojmy. Zprvu vymezime pojmy
mnozina a kartézsky soucin, poté budeme pokracovat pojmem bindrni operace a jeji zakladni
vlastnosti, které ndm budou velkym pomocnikem pii rozeznavani algebraickych struktur.
Poté piejdeme ke kapitole vénované algebraickym strukturdm s jednou bindrni operaci.
Urc¢ime si typy téchto struktur, jak jejich vlastnosti navazuji na sebe. Jedna se o strukturu
grupoid, pologrupa, monoid, grupa a vyznam abelovské struktury. Nasleduje kapitola
algebraickych struktur se dvéma binarnimi operacemi. V préci se dale popisuje, jak pozname
polookruh, okruh, obor integrity ¢i téleso. Posledni dvé kapitoly jsou vénovany feSenym

piikladiim algebraickych struktur nejprve s jednou, poté se dvéma binarnimi operacemi.



1 Mnozina
1.1 Definice: Mnozina je jednim ze zakladnich pojmi uzivanych v matematice.
Oznacuje se ve vétsiné piipadt velkymi pismeny z latinky. Zapisuje se ve vétSiné piipadu
do slozenych zavorek. (matweb.cz, 2022)

Zapis: M = {m1, mz, M3, Ms...}

Mnozinou budeme rozumét jakykoliv soubor vzajemné rozliSitelnych objektt, které
budeme nazyvat jejimi prvky. Pfitom budeme piedpokladat, ze kazdda mnozina je svymi

prvky jednoznaéné ur¢ena (Burian,Libicher, s. 13, 1976).

Mnozinu tedy chapeme jako soubor prvki, které jsou zadané dle zvoleného kritéria, ¢i
vyctem prvkd. Mnozina muze byt kone¢na, naptiklad A = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, ¢i nekonecna,
napiiklad mnozina celych Cisel Z. Specidlnim ptfipadem mnozZiny je mnoZina prazdna, ktera
neobsahuje zadny prvek, znaci se obvykle @. Mnozina mize byt zadana i vyrokovou formou
¢1 intervalem. Ke kazdé mnoZziné miiZzeme najit jeji podmnoziny. MnoZina je sama sob¢

podmnoZzinou. Oznacuje se B € A. Tedy mnozina B je podmnoZinou mnoZiny A.

1. Piiklad: Naleznéte podmnozinu mnoziny A = {1, 2, 3,4,5,6},CS A
PodmnoZinu této mnoZiny tvoii jakykoliv prvek spadajici do mnoziny A
Ci={1,2,3},C,={1,4,5, 6}

Podmnozin mnoZiny mizeme nalézt mnoho. Mnozina je i podmnozinou sama sebe.

2 Kartézsky soucin

2.1 Definice: Mg&me dv& mnoziny A, B. Jejich kartézskym soucinem rozumime
mnozinu vSech uspotadanych dvojic sestavenych z prvkli mnozin A a B v tomto

poradi, tj. prvni prvek je z A a druhy prvek je z B. (Kovar, 2023)

Vyjadiime vztahem A x B = {(a,b),a€ AADb € B}



Dle zapisu rozumime kartézskym soucin mnozin A, B mnozinu uspotfddanych dvojic

(a, b), kdy a je prvkem mnoziny A a prvek b je prvek v mnoziné B.

3 Binarni operace

3.1 Definice: Binarni operaci A definovanou na mnoziné M, kterd je neprazdna,

rozumime, zobrazeni kartézského sou¢inu M x M do M. (Drabek, 2011)

Muzeme zobecnit na tvar A: M x M — M.
Praktické zobrazeni bindrni operace
5 - 8 =40, zapiSeme jako

[5,8] —> 40nebo - :[58] —» 40

3.2 Zakladni vlastnosti binarnich operaci

3.2.1 Komutativnost operace
3.2.1.1 Definice: M¢&me operaci *, kterou nazveme komutativni, pokud
(va, b € M): a*b = b*a
Mezi komutativni operace patii napiiklad operace scitani, ndsobeni,
sjednoceni, prinik, s¢itani vektord, s¢itdni matic.
1. Priklad:
5+4=4+45
8 :9=9-8

3.2.2  Asociativnost operace
3.2.2.1 Definice: Operaci * nazveme asociativni prave tehdy, kdyz plati pro
vSechna a, b, ¢ ndlezici mnoziné¢ M (a*b)*c =a * (b*c) (Kucerova, 2012).
Symbolicky (V a, b, c € M): (a*b)*c =a* (b * ¢).
Jedna se napiiklad o operace s¢itani, ndsobeni, s¢itani vektortii, s¢itani a nasobeni

matic, sjednoceni a prinik mnozin



3.2.3 Neutralni prvek
3.2.3.1 Definice: Prvek e v operaci * nazveme neutralni prave tehdy, kdyz
pro vSechna a Z mnoziny M plati e*a = a*e = a.

Symbolicky: (V a eM): e*a=a*e = a.

V tomto ptipad¢ je jednd o neutralni prvek. Kazd4 bindrni operace miize mit nejvyse
jeden neutralni prvek.

Pokud lze tict pouze, Ze e*a = a, jedna se o levy neutralni prvek.

Naopak, pokud a*e = a, jedna se o pravy neutralni prvek

Naptiklad 0 je pravym neutrdlnim prvkem operace od¢itani. Jednotka je levy i pravy
neutralni prvek operace nasobeni.

a + 0 = a (neutralnost nuly vici s¢itani)

b - 1 = a (neutralnost jednic¢ky vii¢i nasobeni)

A + O = A (neutrélnost nulové matice vii¢i s¢itani)

A - 1= A (neutrélnost jednotkové matice vii¢i nasobeni)

A U @ = A (neutralnost sjednoceni s prazdnou mnozinou)

U+ 0= (neutréalnost s¢itani vektort s nulovym vektorem) (Drabek, 2011)

V aditivnim zapisu je obvykle symbol 0 a nazyva se nulovy prvek. V multiplikativnim

jde vétSinou o 1 a symbol nazveme jednotkovym prvkem.

3. Priklad: Na mnoziné celych cCisel Z naleznéte neutrdlni prvek bindrni operace °

zadané piedpisema®°b=(a+b)—3

a°e=a
(a+e)—-3=a
e—-3=a-a
e=3

nalezli jsme pravy neutrdlni prvek
ovéfime, zda se rovna levému
e+b-3=D
e=3
10



timto shledavame levy prvek neutralnim.

Pozn.: Pokud je operace komutativni, sta¢i nalézt pouze levy nebo pravy neutralni

prvek. Existence druhého je jiz zajisténa komutativnosti operace.

Neutralni prvek zadané binarni operace je 3.

3.2.4 Agresivni prvek
3.2.4.1 Definice: Prvek g nazyvame agresivnim prvkem binarni
operace * definované na mnoziné M pravé tehdy, kdyz plati
(VaeM):a*g=g*a=g.
Jedna se napiiklad o prinik mnoziny S prazdnou mnozinou
a-0 = 0 (agresivnost nuly vic¢i nadsobeni)
A N @ = @ (agresivnost prazdné mnoziny vici pruniku)

A-O = O (agresivnost nulové matice vici nasobeni) (Drabek 2011)

4. Priklad: Zjistéte, zda v nasobeni matice nulovou konstantou je nula agresivnim

prvkem.
0-(5 1270 o

Pfi nasobeni matice nulovou konstantou je nula agresivnim prvkem.

3.2.5 Inverzni prvek
3.2.5.1 Definice: Prvek a® nazveme inverznim prvkem binarni operace
k prvku a na mnoziné M pravé tehdy, kdyz platia *al=al*a=
e, kde e je neutralni prvek operace *. (Drabek 2011)
Jedna se naptiklad o s¢itani ¢isel opacnych k + (-k) = 0 napt. 1+(-1) = 0, opacné
matice pii jejich sCitdni, opacné vektory pii scitani, prevracené hodnoty v nasobeni
racionalnich éisel (ke kazdému a nalezneme ¢islo rovné % neboli at). K &islu 0 viak

takové Zadnée ¢islo neexistuje, proto se urcuji inverzni prvky €asto bez nuly.

11



5. Priklad: Nalezni piedpis pro urceni inverznich prvka v operaci a°b = (a + b) — 3

definované na mnozin¢ ptirozenych ¢isel, kde neutralnim prvkem je e = 3.

a’a-=e
a+al-3=3
al=6-a

Inverzni prvek k prvku a je tedy prvek a' = 6 — a.

3.2.6 Idempotentni operace

3.2.6.1 Definice: Binarni operaci * nazveme idempotentni na mnoziné¢ M
pravé tehdy kdyz plati (V a € M): a * a = a. Jedna se napiiklad
0 sjednoceni mnozin A U A =A, prinik mnozin AN A =A.

(Drabek 2011)

v v s e , v . a+b ,
6. Priklad: Urcete, zda binarni operace dana piedpisem a*b = —-a definovana na

mnozin¢ raciondlnich ¢isel je idempotentni.

a=a

Podminka plati, operace je idempotentni.

3.2.7 Jednoznacnost déleni
3.2.7.1 Definice: Operaci * nazveme operaci s jednoznacnym délenim

ma-li rovnice a* x = b, x* a =b prave jedno feSeni. (Drabek 2011)

v v s sy ;o . a+b ,
7. Priklad: Urcete, zda binarni operace dana piedpisem a*b = -2 definovand na

mnoZin¢ racionalnich ¢isel je operaci s jednoznaénym délenim.

a*x=b

at+x _

2

b
12



a+x=2b
Xx=2b—a

x mame jednoznac¢né urceno, jde tedy o binadrni operaci s jednoznacnym délenim.

3.2.8 Uzavrenost operace
K vySetteni algebraickych struktur budeme potiebovat znat pojem uzavienost operace
na mnozing.
Rekneme, Ze operace je uzaviend na mnoziné pravé tehdy kdyz, vysledkem jsou ¢isla

Z dané mnoziny.

3.2.9 Cayleyho tabulka
Jednou z metod pro vypocteni binarnich operaci je Cayleyho tabulka. Cayley byl
anglicky matematik a jeden z prvnich algebraikl. Proto se operacni tabulce nejcastéji fika
Cayleyho. Tabulka, po jejimz vytvofeni miZzeme vyc¢ist témét vSechny z vySe zmifiovanych
vlastnosti, vyjma asociativnosti, které nam budou slouzit k urCeni algebraickych struktur

s jednou binarni operaci, ktera bude zavedena v textu nize. Které vlastnosti to tedy jsou?

Pozn.: Vysettit vlastnost a vyznamné prvky binarni operace prostiednictvim Cayleyho
tabulky je mozné jen u operaci definovanych na konecnych mnozinach s dostate¢né malym
poctem prvkil. V piipadé¢ vétsiho poctu prvki nebo nekone¢né mnoziny je tabulka neimérné

velka, ¢i je slozité ji celou zapsat. Provadét vySetfovani timto zpiisobem je tak nevhodné.

Uzavi'enost
- pokud jsou vysledkem v tabulce pouze prvky ze zadané mnoziny, jedna se

a uzavienou operaci.
Asociativnost

- Z tabulky nelze jednoznac¢né vycist

- jelikoz jsou spolu v operaci vzdy jen dva prvky, chybi nam tedy tfeti rozmér.

13



Neutralni prvek
- pozname ho tak, ze jeho fadek je ve shod¢ s prvnim fadkem tabulky, totéz plati

o sloupcich
Inverzni prvek

- pokud je v misté pruseciku dvou prvka v fadku i sloupci uveden neutralni

prvek, jsou vzajemné inverzni.
Komutativnost

- je-li tabulka osové soumérna dle hlavni diagonaly, operaci povazujeme za
komutativni. Hlavni diagonala vede z levého horniho rohu do pravého dolniho

rohu tabulky.
Jednoznacnost déleni
- vV kazdém fadku i sloupci je prvek ze zahlavi tabulky obsazen pravé jednou.
Idempotentnost

- na hlavni diagonale jsou prvky ze zahlavi tabulky pravé jednou.

8. Priklad VySetfeni vlastnosti operace zadané tabulkou

Vysettete binarni operaci * definovanou na mnoZziné M.

M={1,2,3,5 6}sa*b=NSD (a, b), kde NSD je nejvétsi spolecny délitel.

2 |12 ]1|1]2
3 (113 |1]3
S| 1|1 ]1|5]|1
61|22 |1]|6

Komutativnost

Pokud je tabulka symetrickd podle hlavni diagondly, je operace komutativni, coz

zobrazuje vyse uvedena tabulka. Operace komutativni neni.

14



Neutralni prvek

Neutralni prvek této operace neexistuje. Pokud by zde neutralni prvek existoval, bylo

by v fadku za nim a ve sloupci pod nim opsané zahlavi tabulky.
Inverzni prvek

Inverzni prvky neexistuji, pokud neexistuje prvek neutralni. Pokud by existoval prvek
neutralni, vzajemn¢ inverzni prvky by byly ty, na jejichz priseciku se nachazi prvek
neutralni.

Agresivni prvek

Ma za sebou v fadku a pod sebou ve sloupci jen sdm sebe. V tomto ptikladu se jedna o
¢islo jedna.

Idempotentnost

Pokud jsou na hlavni diagonale, tedy z levého horniho do pravého spodniho rohu stejna
Cisla jako v zahlavi fadkd, je poté operace idempotentni.

Tento ptiklad danou vlastnost spliuje.

Jednoznacéné déleni

V kazdém tadku a sloupci by musel byt kazdy prvek zastoupen pravé jednou. Pokud
existuje agresivni prvek operace, nemize byt s jednozna¢nym délenim. Zadana operace

tedy nema jednoznacné d¢€leni.

9. Priklad

M¢éjme operaci * zadanou tabulkou pro prvky a, b, c. VySetiete vlasnosti. Které lze

Z tabulky vycist. Jedna se o komutativnost, neutralni prvek, inverzni prvek a uzavienost.

* a b C
a a b C
b b a b
C C b a

15



Uzavienost

Operace * je uzaviena, jelikoz nam v celé tabulce vysly pouze prvky zadané mnozZiny.

Neutralni prvek

Jedinym prvkem, ktery ma v fadku i sloupci shodné prvky se zahlavim tabulky je prvek a,

tudiz je neutralni.

Inverzni prvek

Pro kazdy prvek existuje inverzni prvek. Sledujeme, kde se nachazi prvek a, tedy neutralni
prvek. Z tabulky vy¢teme, ze prvek b je inverzni s prvkem b, prvek c je inverzni k prvku c,

prvek a je inverzni sam k sob¢ tedy k prvku a.

Komutativnost

Tabulka je osové soumérna podle hlavni diagonaly, z toho plyne komutativnost operace.
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4 Algebraické struktury s jednou binarni operaci

4.1 Definice: Uspotadanou dvojici (M, *), kde M je neprazdna mnoZina, na které je
definovand jedna bindrni operace *, se nazyva algebraickd struktura sjednou binarni
operaci (Drabek, s. 103, 1985)

Mezi algebraické struktury s jednou bindrni operaci patii grupoid, pologrupa, monoid,

grupa, Abeliiv grupoid (pologrupa, grupa, monoid).

4.2 Grupoid
4.2.1 Definice: Algebraickou strukturu (M, *) nazveme grupoid, pokud je operace *
uzaviena na mnoziné M, tedy plati (Va,b € M) (3c € M):a* b =c.
Jedna se o operaci naptiklad s¢itani a od¢itani v realnych ¢islech, ndsobeni pfirozenych

¢isel, sjednoceni a prinik mnozin na poten¢nim systému libovolné mnoziny A.

4.3 Pologrupa (asociativni grupoid)

4.3.1 Definice: Vezméme si algebraickou strukturu (G, *), ktera je grupoid. Pokud
plati, (a *b) * c=a * (b * ¢) pro kazdé a, b, ¢, nélezici G, potom je algebraické
struktura asociativni.

Grupoid, ktery je asociativni se nazyva asociativni grupoid neboli pologrupa.
Operace s¢itani a nasobeni jsou vzdy asociativni. Naopak odcitani a d€leni asociativni
nejsou. Tedy pokud budeme mit zadané alegebraické struktury s operaci s¢itani dvou
samostatnych prvki a nasobeni, které budou uzaviené, vime, Ze je to pologrupa. Pokud
budeme mit algebraické struktury s operaci odCitdni a dé€leni budou vzdy nejvice
grupoidem.
4.4 Monoid
4.4.1 Definice: Pokud mame algebraickou strukturu (K, *) zadanou jako
pologrupu, potom pokud existuje prvek e takovy, ze pro kazdy prvek a € K
plati, Ze e*a = a*e = a, jedna se dle vySe uvedenych pravidel o neutralni prvek
ke kazdému prvku. Mzeme tedy strukturu nazvat monoidem.

Pokud ma operace pologrupy neutralni prvek, nazyvame ji pologrupou s jednotkou

neboli monoidem (Legén, 1980).
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V multiplikativnim zapisu neutralni

prvek nazyvame jednotkovym prvkem,

zna¢ime 1. V aditivnim zapisu neutrdlni prvek nazyvame nulovym prvkem a znacime 0.

4.5Grupa

45.1 Definice: V ptipad¢ ze mame zadanou algebraickou strukturu (M, *) a vime,

ze se jednd o monoid. Pokud mizeme pro vSechny prvky z mnoziny M urcit

inverzni prvek, nazveme strukturu (M, *) grupou.

Pokud je operace ke své podminéné vlastnosti, tedy takové, aby byla grupoidem,

pologrupou, monoidem ¢i grupou, jesté komutativni, pro v§echny prvky platia * b =b * a,

nazyva se struktura abelovska ¢i komutativni. Naptiklad abelovska grupa, abelovsky

monoid. Oznaceni abelovsky ¢i Abeltv je dle vyznamného norského matematika Henrika

Abela.

4.6 Tabulka vlastnosti algebraickych struktur s jednou binarni operaci

Pro lepsi piehlednost si z danych vlastnosti uvedenych vyse v textu vytvofime tabulku,

ktera nam bude slouzit k lepsi orientaci pii feseni priklada.

uzavienost | asociativita | neutralni prvek | inverzni prvek | komutativnost
Grupoid ano ne ne ne ano
ano
Pologrupa ano ano ne ne
(abelovsky)
. ano
Monoid ano ano ano ne
(abelovsky)
ano
Grupa ano ano ano ano
(abelovska)

Tabulka 1 viastnosti algebraickych struktur s jednou bindrni operaci (zdroj: vlastni)
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4.7 Schéma algebraickych struktur
Z vyse zminéného je ziejmé, Ze pologrupa je specialnim piipadem grupoidu, jehoz
binarni operace je asociativni. Mizeme tedy fici, ze tfida pologrup je podtiidou tiidy
grupoidi. Podobné monoid je specidlnim piipadem pologrupy, v niz existuje neutralni
prvek, a grupa je specialnim piipadem monoidu, v némz ke v§em prvkim existuji inverzni
prvky. Ttida grup je tedy podtiidou tfidy monoidii a tfida monoidl je podtiidou tfidy
pologrup. Tato skutecnost je graficky znazornéna v nasledujicim schématu, v némz je

vyznacena i tfida komutativnich algebraickych struktur.

algebraicka
struktura (AS)

grupoid

pologrupa

Obrazek 1 Schéma algebraickych struktur s jednou binarni operaci (zdroj: viastni)
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5 Algebraické struktury se dvéma binarnimi operacemi

5.1 Definice: Algebraickou strukturou se dvéma bindrnimi operacemi nazyvame
uspotadanou trojici (M, +, -) kde M je neprazdna mnozina, ve které je definovana
binarni operace + a -. Vné&jsi operace - v naSem piipadé u definovani struktur nize

nasobenti je distributivni vici vnitini operaci, v naSem pfipadé¢ s¢itani.

5.1 Distributivnost
5.1.1 Definice: Mame-li v mnozin¢ M zadané dv¢€ binarni operace + a -, pak
proné plati Va,b,ce M:a(b+c)=ab+acA(b+c)a=Dba+ ca, potom je
v tomto piipadé¢ vnéjsi bindrni operace ndsobeni distributivni vzhledem
K vnitini binarni operaci s¢itani. Obé vySe zminéné rovnosti se nazyvaji

distributivni.

5.2 Délitele nuly
Prvky a, b € M, ve struktuie (M, +, *) se nazyvaji délitele nuly, pravé tehdy kdyz a # 0,

b+#0,azarovenia-b=0

5.3 Polookruh
5.3.1 Definice: Algebraickou strukturu (P, +, ) nazveme polookruhem
v ptipad¢, Ze plati nasledujici podminky. Operace aditivni je
komutativni, asociativni a uzaviena, struktura (P, +) je tedy abelovska
pologrupa. Operace multiplikativni musi byt v tom ptipad¢ distributivni
vzhledem k operaci aditivni a struktura (P, -) musi byt pologrupou.

Pokud je i1 operace - komutativni, jedna se o komutativni polookruh.

ZjednoduSené pro algebraickou strukturu (P, +, -) plati:

1. Algebraicka struktura (P, +) tvofi komutativni pologrupu
2. Struktura (P, -) je pologrupa

3. Plati distributivni zakon

Pokud by v bod¢ dva platila komutativnost, jednalo by se o komutativni polookruh.
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5.4 Okruh
5.4.1 Definice: Algebraickou strukturu (O, +, ) nazveme okruhem v oboru
sCitani a nasobeni praveé tehdy kdyz budou platit nasledujici tfi podminky
vyjadiujici, Ze je algebraicka struktura okruh:
1. Algebraicka struktura (O, +) je abelovska grupa.
2. Algebraicka struktura (O, -) je pologrupa.
3. Operace -je vuci operaci + distributivni.
Pokud by se jednalo o komutativni okruh, sta¢i v podmince 2. zménit:

Algebraicka struktura (O, ) je komutativni (abelovskd) pologrupa.

Ma- li pologrupa (O, -) jednotkovy prvek, jedna se v tom ptipadé o komutativni okruh
s jednotkou.
Ptikladem muze byt mnozina celych Cisel s operaci sCitani a nasobeni (Z, +, -), ktera

je komutativni okruh s jednotkou.

Modely okruhti

1. V linearni algebie jde o nekomutativni okruhy ¢tvercovych matic nad ¢iselnymi
obory vzhledem ke s¢itani a ndsobeni téchto matic.

2. Mnozina spojitych funkci na jistém intervalu je komutativnim okruhem vzhledem
ke sCitani a nasobeni téchto funkci.

3. (FUSZY podle modulu m = 4 je komutativnim okruhem vzhledem ke séitani a
nasobeni téchto zbytkovych tfid (Drabek 2011).

! FUSZ - Fundamentalni uplné soustava zbytkli — Souvisi s kongruenci. Jednoduse miizeme popsat

jako mnozinu zbytkd po délenim jednim Cislem.
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5.5O0bor integrity

5.5.1

M wnp e

Definice: Algebraickou strukturu (I, +, -) nazveme oborem integrity,
pravé tehdy kdyz se jedna o komutativni okruh, ve kterém neexistuji
netrivialni délitelé nuly. Plati ndm tedy tyto podminky:

Algebraicka struktura (O, +) je abelovska grupa.

Algebraicka struktura (O, -) je pologrupa.

Operace -je vuci operaci + distributivni.

Neexistuji trivialni délitelé nuly.

Modely oboru integrity

1. Mnozina celych ¢isel s operaci s¢itani a ndsobeni

2. Fundamentalni Giplna soustava zbytkl podle ¢iselného modulu, kdy m =5 vzhledem

Kk operaci s¢itani a nasobeni

5.6 Téleso

5.6.1 Definice: Algebraickou strukturu nazveme komutativnim télesem

M W o

(T, +, -) pravé tehdy kdyz plati nasledujici podminky:
Struktura (T, +) je komutativni grupa
Struktura (T - {0}, 0) je grupa (0, je neutralni prvek vici operaci +)
Plati distributivni zakony

Neexistuji netrivialni délitelé nuly
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5.7 Piehled algebraickych struktur se dvéma binarnimi operacemi a jejich
vlastnosti

Tabulka pro piehlednost jednotlivych algebraickych struktur se dvéma bindrnimi
operacemi. Co musi byt splnéno u kazdé operace a dana struktura mohla vzniknout.

M, +, ) (M, ) M, )
polookruh komutativni pologrupa pologrupa
komutativni polookruh komutativni pologrupa komutativni pologrupa
okruh komutativni grupa pologrupa
komutativni okruh komutativni grupa komutativni pologrupa

komutativni pologrupa
obor integrity komutativni grupa
S neexistenci délitele 0
téleso komutativni grupa nenulové prvky, grupa
komutativni téleso komutativni grupa nenulové prvky,

komutativni grupa

Tabulka 2: Prehled algebraickych struktur se dvéma bindrnimi operacemi a jejich viastnosti (zdroj:
viastni)

V tabulce ¢.3 na nasledujici strané nalezneme rozepsané jednotlivé vlastnosti a jejich
existenci pro vznik jednotlivych algebraickych struktur se dvéma binarnimi operacemi.
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(A +) (A, )

(A, +, ) " : " -

uzav. asoc. komut. neut. Inv. uzav. asoc. komut. neut. Inv. délite. distri.
prv. prv. prv. prv.

polookruh ANO | ANO ANO NE NE ANO | ANO NE NE NE ANO | ANO
k%r;‘étlf:avhm ANO | ANO ANO NE NE ANO | ANO ANO NE NE ANO | ANO
okruh ANO | ANO ANO ANO | ANO | ANO | ANO NE NE NE ANO | ANO
konol‘liﬁﬁvm ANO | ANO ANO ANO | ANO | ANO | ANO ANO NE NE ANO | ANO
obor integrity | ANO | ANO ANO ANO | ANO | ANO | ANO ANO ANO NE NE ANO
t&leso ANO | ANO ANO ANO | ANO | ANO | ANO NE ANO | ANO NE ANO
korgteasgvm ANO | ANO ANO ANO | ANO | ANO | ANO ANO ANO | ANO NE ANO

Tabulka 3: Prrehled algebraickych struktur se dvéma bindrnimi operacemi a jejich viastnosti (zdroj: viastni)

uzav. = uzaviend, asoc. = asociativni, komut = komutativni, neut. prv. = neutralni prvek, inv. prv. = inverzni prvek, délite. = délitelé nuly,

distri. = distributivnost operace - vii€i operaci +
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6 ReSené priklady s jednou binarni operaci

1. Urcete dle vlastnosti algebraickych struktur s jednou binarni operaci,
o0 kterou algebraickou strukturu se jedna.

Mame zadané operace, na mnoZinach:

a) (R, ) realna Cisla

Podrobné reSeni jednotlivych struktur

Jedna se o grupoid?

Toto dokazeme rozhodnout snadno.

Jedna se o operaci s¢itani na mnozing realnych Cisel. Pokud sec¢teme dveé realna cCisla,
dostaneme vzdy Ccislo redlné. To znamend, Ze ndm vzdy vyjdou cisla z mnoziny

R a jde tedy o strukturu grupoid

Jedna se pologrupu?

Aby byla algebraickd struktura pologrupou musi byt grupoidem a zaroveil byt

asociativni. Prvni podminku jsme uZ zjistili, ze plati. Druha podminka je asociativnost
(@+b)y+c=a+(b+c)

U redlnych ¢isel bude vzdy platit, Ze pfi s€itani je jedno v jakém potadi s¢itam.

Algebraicka struktura je tedy asociativni grupoid (pologrupa).

Jedna se o monoid?

Monoid musi byt asociativni a musi mit neutralni prvek.
Neutralni prvek ke kazdému ¢islu existuje a je to 0.
ate=a

a+t0=a

Struktura je tedy monoid.

Jedna se o grupu?
Grupa musi spliiovat vlastnosti jako monoid plus jesté k tomu musi existovat pro

kazdy prvek, prvek inverzni.
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Kazdé ¢islo z mnoziny realnych ¢isel mize mit opacny prvek.
atal=e
a k nému piislu$né -a, napiiklad 1a-1,2a-2...

Dana algebraicka struktura je tedy grupa.

Zbyva nam ovéfit, zda se jednad o Abelovsky grupoid.

Operace musi byt tedy jest¢ komutativni. Komutativnost v operaci s¢itani plati.
atb=Db+a

5+4=4+5,

Operace je komutativni

Algebraicka struktura (R, +) je abelovska grupa.

(Z,+)

Stejn¢ jako v predchozim piipadé budeme urcovat postupné vlastnosti, avSak jiz
pouhé vlastnosti podle toho, jak na sebe navazuji v tabulce 1

Grupoid je to zcela urcité, coZ jiz vime ze znalosti uciva zakladni Skoly, Ze souc¢tem
dvou celych ¢isel ziskame opét celé ¢islo.

Asociativnost
a+(b+c)=(b+a)+c, tato vlastnost bude platit pro vSechna cela ¢isla.

Poloha zavorek v operaci s¢itani vysledek neméni. Operace s¢itani na mnoZziné celych
¢isel je tedy asociativni.

Neutralni prvek

at+e=a
6+e=6
e=0

Neutralnim prvek mnoziny celych ¢isel je nula. Nula je jedinym prvkem v operaci
s¢itani, ktery neméni vysledek.
Inverzni prvek

Inverzni prvek v celych ¢islech je ¢islo opacné.

at+tal=ze
a+al=0
al=-a
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Komutativnost je také splnéna, pfi s¢itani nezalezi na potadi a tedy.

atb=b+a

Vysledek: Mame tedy splnény tyto vlastnosti: zobrazeni mnoziny sama na sebe,
asociativnost, neutrdlni prvek, inverzni prvek, komutativnost. Z vySe uvedenych
vlastnosti a dle definice jednotlivych algebraickych struktur tedy mize urcit, Ze se

jedna o komutativni (abelovskou) grupu.

b) (R.-)

Reseni:

Operace odcitani redlnych cisel je operaci uzavienou. Pokazdé nam vyjde ¢islo
Z mnoziny ¢isel R.

Asociativnost:

a-(b-c)=(a-bh)-c

Asociativnost v tomto ptipadé neplati, staci si ji ovefit na jednoduchém piikladu,
naptiklad 7 - (9- 4) = (7- 9) - 4 po vypocteni vime, ze 2 se nerovna - 6. Zjistujeme
tedy, Ze operace od¢itani na mnozing redlnych ¢isel neni asociativni. Z toho plyne, ze
dalsi vlastnosti k ur€eni algebraické struktury jsou pro nds jiz zbyte¢né a neni tieba je
ovéfovat.

Vysledek: Jedna se tedy o grupoid. Mame splnénou pouze podminku, Ze se mnozina
zobrazi sama na sebe. Naslednd podminka asociativnost splnéna neni, dalsi vlastnosti

je tedy zbyte¢né jiz zkoumat.

C) Mnozina sudych ¢isel (S) a operaci s¢itani (S, +)

ReSeni: Pii s¢itani dvou sudych &isel, ve viech piipadech, dostanu opét &islo sudé.
Mnozina sudych cisel s operaci s¢itani je tedy uzaviend. Mame tedy splnénou
podminku struktury grupoid.

Asociativnost je téz splnéna (op€t mame operaci s¢itani, ktera je vzdy asociativni viz
vyse).

Neutralnim prvkem je nula, jako je tomu u vétSiny mnozin s definovanych s operaci
s¢itani.

Ke kazdému prvku existuje prvek inverzni tedy ¢islo opacné.

Komutativnost je u s¢itani, jak vime z pfedchozich piikladii také splnéna.
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Vysledek: Mnozina sudych ¢isel v operaci s¢itani dle vyse splnénych vlastnosti je

komutativni grupa.

d) Mnozina lichych &isel L (L, +)

Mnozina lichych ¢isel nespliiuje v relaci s¢itdni podminku grupoidu. Pii scitani
jakychkoliv dvou lichych ¢isel ndm vyjde Cislo sudé. Tim neni splnéna podminka
zékladni, ze v grupoidu vychdzeji pouze hodnoty ze zadané mnoziny. Dalsi vlastnosti
uz nehledame, jelikoZ se nemizeme dostat vysSe, kdyZ neni zajiSténa podminka nizsi.
Vysledek: Mnozina lichych ¢isel tedy neni zadnou z algebraickych struktur s jednou

binarni operaci.

e) Mnozina lichych &isel L (L, -)

ReSeni: Pii nasobeni jakychkoli dvou &isel lichych vyjde vzdy &islo liché. Je to tedy
operace uzaviena a dostdvame se na strukturu grupoid.

Asociativnost u operace nasobeni také plati.

(a-b)-c=a(b-c)

prvkem operace soucinu. Pfi nédsobeni jakéhokoli lichého ¢isla jedniCkou vyjde
nasoben¢ ¢islo.

Inverzni prvek pro vSechny prvky z mnoziny L je ¢islo pfevracené. Z téchto doposud
zjisténych vlastnosti se jednd o grupu. Zjistime jeSté, zda je komutativni.
Komutativnost v piipadé mnoziny lichych ¢isel a operace nasobeni plati.

Vysledek: Algebraicka struktura sjednou binarni operaci je tedy abelovskou

grupou.

f) Mnozina sudych cisel S (S, -)

Reseni: Nasobeni dvou sudych &isel dostaneme ¢&islo sudé. Operace je tedy uzaviena
nNa mnozing.

Asociativnost u ndsobeni je vzdy splnéna. Mame tedy pologrupu.

Neutralni prvek z mnoZiny neexistuje.

Neutralnim prvkem nasobeni je jednotka, ale ta neni sudé Cislo.
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Komutativnost platia-b=b - a

Vysledek: Algebraickd struktura je komutativni pologrupa.

9 (N, +)

Reseni: Operace séitani prirozenych &isel je operace uzaviend. Jedna se o grupoid.
Operace scitani je asociativni.

Neutralnim prvkem operace s¢itani je 0.

Inverzni prvek v ptirozenych ¢islech pro ¢islo neexistuje.

Jediny prvek, ktery ma inverzni prvek je 0.

Komutativnost ve s¢itani splnéna je.

Vysledek: Mame tedy zadan abelovsky monoid.

h) (N*,+)
Stejné jako v pfedchozim piikladu se jedna o asociativni grupoid. Neutralni prvek

vSak vtom pifipadé neexistuje, nulu nefadime mezi kladnid pfirozena Ccisla.

Komutativni operace. Z vlastnosti tedy vychazi struktura abelovska pologrupa.

) R,

Pokud ndsobim realné cislo, vyjde pokazdé opét cislo readlné. Operace splituje
podminku grupoidu.

Nasobenli, jak jiz vime, je asociativni operaci. Plati to i v oboru realnych ¢isel.
Neutralni prvkem je ¢islo jedna.

Inverzni prvek existuje pro vSechny prvky kromé nuly.

Komutativnost dané operace je také splnéna. Mame zadanu strukturu abelovsky

monoid.

Pokud bychom vzali opét mnozinu realnych ¢isel, a to bez nuly v operaci nasobenti,
dosli bychom k vysledku, ze se jedna o abelovskou grupu, existoval by inverzni

prvek pro kazdy prvek z mnoziny, a to opacné Cislo ke kazdému c¢islu z mnoziny R.
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2. U mnozin zadanych vyétem prvki rozhodnéte, o jakou algebraickou
strukturu se jedna. Zkuste pouzit Cayleyho tabulku.

a) ({0,1}n)

Mnozina prvkl 0,1 s operaci konjunkce

A 0 1
0 0 0
1 0 1

Zadana mnozina je uzaviena, vychazeji pouze ¢isla z mnoziny. Operace konjunkce je
asociativni 1 pfesto, ze tuto vlastnost z tabulky nelze urcit, chybi nam tieti rozmeér,
neutralnim prvkem je 1 v fadku i sloupci vychazeji Cisla ze zahlavi, inverzni prvek
k nule neexistuje, tabulka je soumérna podle hlavni diagonaly operace je tedy

komutativni. Mame zadan komutativni monoid

b) ({0, 1}, +)
+ 0 1
0 0 1
1 1 2

Operace neni uzaviend na mnoZzin€, vychdzi nam hodnota 2, kterd neni z dané

mnoziny, nejedna se tedy o strukturu grupoid.
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¢) ({0,1}v)

Operace disjunkce na mnoziné prvka 0, 1

+ 0 1
0 0 1
1 1 1

Operace je uzaviend na dané¢ mnozin€. Disjunkce je asociativni. Neutralnim prvkem
operace disjunkce je 0. Inverzni prvek neexistuje. Operace je komutativni, je

soumérnd dle hlavni diagonaly. Je zadan komutativni monoid.

d) ({0,1,2}, )

0 |1 |2
0 [0 |0 |0
1 10 |1 |2
2 |0 |2 |4

Opét mame neuzavienou operaci na dané mnozing, ato 2 - 2 = 4, kdy ¢islo Ctyfi

nepatii do zadani. Struktura neni grupoid.

3. Vytvorte multiplikativni tabulku pro binarni operaci skladani shodnych
zobrazeni reprodukujicich rovnoramenny trojuhelnik. Urcete typ algebraické
struktury skladani téchto shodnych zobrazeni.

C

-ﬁ 01 B

Obrazek 2 Osa soumérnosti rovnoramenného trojithelnika (zdroj: vlastni)

Z obrazku 2 mizeme vidét, ze zobrazeni reprodukujici rovnoramenny trojihelnik jsou

dvé. Jednim je zobrazeni dle osové soumérnosti tedy osy o1, druhym je identita

ReSeni: Vytvoiime si Cayleyho tabulku
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id id 01

01 01 Id

id — identita, 01— osova soumérnost

Pii zjisStovani algebraické struktury binarni operace skladani zobrazenich
v geometrickych obrazcich méme urcena pravidla. Pokud se jednd o zobrazeni
identita vysledkem je také identita. Pii zobrazovani dle os soumérnosti je vysledkem

op¢t zobrazeni dle osy soumérnosti.

Vysledek: Operace je uzaviend, vychazeji nam v tabulce pouze hodnoty ze zadané
mnoziny.

Zadana operace je asociativni, coz nemuzeme vycist z tabulky. Vime vsak, ze pfi
skladani ndm nezélezi na urceni zavorek.

Neutralni prvek je identita, jelikoZ mé pod sebou i vedle sebe v tabulce zahlavi tabulky
Existuji inverzni prvky, jsou to prvky takové, které maji na praseciku prvek neutralni
Algebraickd struktura je také komutativni, je soumérna podle hlavni diagonaly.
Vlastnosti zjisténé v tabulce muzeme snadno interpretovat, ktomu nam muze
poslouZit tabulka €. 1. Z té zjistime, Ze tyto vSechny vlastnosti nabyva algebraicka

struktura s jednou binarni operaci, a to abelovska grupa.

4. Vytvorte multiplikativni tabulku skladani shodnych zobrazeni
reprodukujicich obdélnik. Urcete typ algebraické struktury skladani téchto

shodnych zobrazeni.

o1

02

Obrazek 3 osy soumérnosti obdélniku (zdroj: viastni)
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Z obrazku 3 zjistime zobrazeni, kterd ndm zachovavaji obdélnik. Patii mezi né
identita, zobrazeni osové soumérnosti dle os soumérnost o1, 02 a rotace o 180°, coz je

zobrazeni dle stfedové soumérnosti.

id| r | o1] 02

id|id| r |o1|o02

r | r |id| o] 01

o101 |02 | id | T

020201 | r | id

id — identita, r — rotace o 180°, 01, 02 — 0sova soumernost,
Vysledek: Operace je uzaviend na mnozing, asociativnost z tabulky vycist
nemuzeme. Operace skladani vSak asociativni je. Neutradlnim prvkem je identita, ma
pod sebou ve sloupci i vedle sebe v fadku opsané zahlavi tabulky. Inverzni prvek pro
kazdy prvek je také splnén, v kazdém tadku se nachézi jedenkrat neutrdlni prvek,
napiiklad pro r je inverzni prvek r. Komutativnost operace skladani zobrazeni
obdélnika je zajisténa, tabulka je soumérna, dle hlavni diagonaly.
Vysledna operace je algebraickou strukturou komutativni grupa.

r__r

5. Urcete typ algebraické struktury sklidani shodnych zobrazeni
reprodukujicich rovnostranny trojuhelnik.
Vytvort tabulku skladani téchto zobrazeni a urci algebraickou strukturu.

Shodnosti budeme skladat z leva naptiklad I°O1= nejprve udélame I a pak O1.

01

Obrazek 4 osy rovnostranného trojuhelnika (zdroj: viastni)

Zobrazeni, kterd budeme pouZivat jsou zobrazeni dle tfi os soumérnosti, rotaci o 120°,

rotaci 0 240° a identitu
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Opét vytvotime tabulku

° I Ri20° | R2ao | O1 07 O3

I I Ri20° | Raaoe | O1 02 O3

Ri200 | Ri2oe | Raaoe | | Os |01 |O2
R240° | Ragoe | | Riee | 02 |03 | Ot
O:1 |01 |02 |Os [l |Rpp |Ruo
O |02 |03 |01 |Rupe|l Ri20°

O3 O3 (O] 02 Rioe | Raooe | |

Skladani zobrazeni rovnostranného trojuhelnika je operace uzaviena, operace
skladani je asociativni, neutralnim prvkem je identita neboli rotace o 360°. Inverzni
prvek ke kazdému prvku existuje pro I = I pro O1 = O1, Ro40°= Ri20° atd. Operace neni
symetricka dle hlavni diagonély, neni tim padem ani komutativni.

Jedna se algebraickou strukturu s jednou binarni operaci, a to o grupu.

6. Skladani zobrazeni reprodukujicich ¢tverec.
Méjme zadana tato zobrazeni | — identita, Roo> - rotace o 90°, Risoc - rotace
0 180°, R270° - rotace o 270°, dale pak ¢tyri osy soumérnosti O1, O2, O3, Oa.
Maéme tedy zadano osm zobrazeni reprodukujicich ¢tverec.

04

03

o1 02

Obrazek 5 osy soumérnosti ¢tverce (zdroj: viastni)
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° | Rooe | Risoe | R270 |01 |02 | O3 | Og

I | Rooe | Risoe | R270 |01 |02 | O3 | Og
Rooe | Rooe | Risoe | Ra7oe | | O2 |03 [Os4 |0
Risoe | Risoe | Ra7oe | | Rooe |O3 |04 |01 |O2
R2700 | Razoe | | Rooe | Risoe |Oa | O1 | O2 | Os
O1 |01 [Os |O3 |02 |I R270° | Risoe | Rooe
O2 [O2 [O1 |Os |Os |Roe |I R270° | Risoe
O3 [O3 [Oz2 |O1 |Os |Risee| Rooe |I R270°
Os [O4 [O3 |02 |01 |R270°| Rigoe | Rooe | I

Zadana algebraickd struktura je uzaviend, asociativnost skladéni je zajiSténa,
neutradlnim prvkem identita, inverzni prvek ke kazdému prvku existuje, je to vzdy pii
skladani prvek, kde mi vyjde neutralni prvek na jejich prisec¢iku. Komutativni operace

neni (neni soumérna tabulka).

Struktura je grupa.

Skladani zobrazeni reprodukujicich Sestithelnik. Vytvoite Cayleyho tabulku
s binarni operaci ° skladani shodnych zobrazeni a zjistéte, o kterou
algebraickou strukturu se jedna.

Shodnych zobrazeni budeme mit 12. Sestitihelnik, jak miZeme vidét na
obrazku c¢islo 6 ma Sest os soumérnosti (01, Oz, O3, Os, Os, Os). Dale ho
reprodukuje Sest rotaci o dany thel, (identita (id), rotace o 60° (Reo°), rotace
0 120° (R120°), rotace o 180° (Riso°), rotace o 240° (Rz40°), rotace o 300° (R3o0°)

06

O1

>
04

02 \ O3

05

Obrazek 6 osy soumernosti pravidelného Sestivhelniku (zdroj: viastni)
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° Id Reoc | Ri2oc | Risoe | Raaoe | Raooe | O1 O, Os Oq Os Os

Reoc | Reoe | Rizoe | Rigoe | Raaoe | R3goe | Id 0, O3 Os Os Os 01

Ri2e | Ri2oe | Rigoe | Raaoe | Rsoee | Id Reoe | Oz O4 Os Os O 0.

Risoe | Rigoe | Raaoe | Rsoee | Id Reoc | Rizoe | O4 Os Os O 0, Os

Ra400 | Raaoe | Rsooe | 1d Reoe | Rizoe | Rigoe | Os Os 0O 0O, O3 Oq

R3000 | R3ooe | 1d Reoe | Rizoe | Risoe | Raaoe | Os 0O O, Os O4 Os

O O Os Os O4 Os 0] Id R300° | Raaoe | Risoe | Rizoe | Reoe

0O, 0, 0O Os Os 04 Os Reoc | Id R300° | Raaoe | Rigoe | Rizoe

Os O3 0, O Os Os 04 Ri20c | Reoe | Id R300° | Raaoe | Risgoe

Oy O4 O3 0, 01 Os Os Rigoe | Ri2o° | Reoe | Id R300° | R4

Os Os O, O3 0O, 0 Os Rosoe | Rigoe | Rizoe | Reoe | 1d R300°

Os Os Os O4 Os 0, 01 Rs00c | Raaoe | Risoe | Rizoe | Reoe | Id

Z tabulky vycteme, Ze operace skladani zobrazeni reprodukujicich pravidelny
Sestithelnik v roviné je operace uzaviena (vychazeji ndm pouze dana shodna
zobrazeni), asociativnost z tabulky vycist nelze (chybi ndm tfeti rozmér), operace
skladani vSak vime, Ze je asociativni. Neutrdlni prvek mé v fadku 1 sloupci opsané
zahlavi tabulky, v naSem pfipadé je timto prvkem identita neboli rotace o 360°. Inverzni
prvek ke kazdému prvku existuje (po slozeni dvou zobrazeni ndm vyjde prvek
inverzni), naptiklad pro prvek Reoe je inverznim prvkem rotace o 300° (R300°), inverzni
prvek K Rigoe je prvek Risee, K osové soumérnosti O1 je inverznim prvek osova
soumérnost O1. Po zjisténi téchto vlastnosti binarni operace ° jsme zjistili, Ze se jedna
0 algebraickou strukturu grupa. Jesté zjistime, zda je operace komutativni,
komutativnost z tabulky pozname tak, ze je tabulka soumérna dle hlavni diagonaly,
zjistime tedy, Ze operace sklddani shodnych zobrazeni reprodukujicich pravidelny

Sestithelnik neni komutativni.

Algebraicka struktura je grupa.

Na tomto ptikladu si mizeme demonstrovat vhodnost a nevhodnost Cayleyho tabulky.
Mame spolu v relaci 12 prvkil, coz neni mnoho, pfesto tabulka uz zac¢ind byt trochu
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nepiehlednd. Je tedy vhodné tabulku pouzivat pro mnoziny méné obséhlé nez pro
mnoziny tvofici nékolik desitek prvki.

8. Zapiste priklad grupoidu, ktery neni pologrupou.
Znamena to, Zze musim najit algebraickou strukturu, ktera je grupoidem, tedy pii dané

operaci vychazeji hodnoty pouze z operace, a zaroveil neni asociativni.

Reseni: Z definice asociativity vime, Ze asociativni neni napiiklad operace odé&itani
¢i déleni.

Zkusme si tedy vzit mnozinu R bez 0 s operaci + (R - {0}, +) Pokud vezmu realna
¢isla bez nuly a vydélim je, vyjde opét Cislo realné. Operace je tedy uzaviena vici
mnozin¢ a struktura je grupoidem.

Asociativnost neplati, zalezi na poradi prvkiia+ (b+c)=(a+b) +c.

Vysledek: Struktura (R - {0}, +) je tedy grupoid, ale neni pologrupou.

9. Naleznéte komutativni pologrupu

ReSeni: Binarni operace na dané mnoziné musi byt uzaviend, asociativni
a komutativni.

Asociativnost je, jak uZ vime zafizena pro nasobeni a s¢itani.

Zkusme tedy vzit mnozinu pfirozenych ¢isel (N, +).

Mnozina je uzaviena je tam zafizena asociativnost a + (b + ¢) = (a + b) + ¢ a pro

komutativnost plati a + b =b + a. Pro vSechna pfirozena cCisla toto plati.

Vysledek: Mnozina piirozenych ¢isel Voperaci séitani je tedy abelovskou

pologrupou.

10. Naleznéte priklad abelovské grupy
Operace musi byt uzaviend, asociativni, komutativni, musi obsahovat neutralni prvek,
kazdy prvek musi mit prvek inverzni.

Zkusme si vzit operaci s¢itani v Zs (Zs, +)
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+ |0 1 2 3 4
0 1 2 3 4
1 1 2 |3 4 0
2 2 3 4 0 1
3 3 4 0 1 2
4 4 0 1 2 3

Jak miiZe dokazat, Ze jsme vybrali spravnou mnoZinu?

Zadana operace je uzaviend v mnozin€, asociativni je, jedna se operaci scitani.
Neutralni prvek z tabulky vidime, Ze je Cislo 0. Inverzni prvek ke kazdému prvku takeé
existuje pro 1 je to 4, pro 4 vychazi inverze jednicka. Pro trojku dvojka a zase naopak.
Komutativnost z tabulky mizeme vycist tim, Ze je tabulka symetricka dle hlavni
diagonaly. Struktura je tedy komutativni grupou, stejné tak jako znélo zadani

prikladu.

11. Vytvoite Cayleyho tabulku pro zbytkovou tFidu Zs3 V operaci séitani
a operaci nasobeni. Urcete vlastnosti a rozhodnéte, 0 kterou algebraickou

strukturu se jedna.

+ 0|12 0112
0|0 |1]2 0| 0|0]O
1111]2]0 11012
21201 2101210

Operace séitani je uzaviena na mnozin¢, asociativni, neutralnim prvkem z tabulky je
0 (v radku i sloupci ma cisla ze zahlavi), inverzni prvek pro kazdy prvek existuje pro
jednicku je to dvojka, pro dvojku vychazi jednicka, je komutativni (osové souméerna

podle hlavni diagonaly). Jedna se tedy o strukturu abelovskou grupu.
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Operace nasobeni je uzaviend, asociativni, neutrdlni prvek je 1 ma opsané zahlavi,
inverzni prvek existuje pouze pro prvek jedna. Operace je komutativni, jelikoz tabulka

je symetricka. Mame algebraickou strukturu abelovsky monoid.

12. Algebraicka struktura je zadana timto predpisem (M, U ), kde mnoZina M
obsahuje tyto prvky M = {@, {a}, {b}, {a, b}}. O jakou algebraickou strukturu se

jedna?

v 0 {a} {b} | {ab}
y 0 {a} {b} | {ab}
{a} {a} {a} | {ab} | {ab}
{b} {b} | {aby | {b} | {ab}
{fa,b} | {ab} | {ab} | {ab} {a, b}

ReSeni: Operace sjednoceni je uzaviena na dané mnozing, neutralni prvkem je prazdna
mnozina (ma pod sebou v fadku i sloupci hodnoty ze zéhlavi tabulky), operace
sjednoceni je asociativni, inverzni prvky pro vSechny prvky neexistuje, existuje pouze
pro prazdnou mnoZzinu a je jim prazdnd mnozina, komutativni je, jelikoZ je osové

soumérna podle hlavni diagonaly.U

Asociativnost:

({a} v {b}) v {a b} ={a} v ({b} U{a b})

asociativnost plati i pro dalsi prvky, operace je na dané mnoziné€ asociativni

Vysledek: Algebraicka struktura je komutativni monoid.

13. Urcete typ algebraické struktury s jednou binarni operaci * danou
predpisem a * b = a + b-1 na mnoziné celych ¢isel (Z, *).

Jedna se grupoid, vzdy nam vyjde celé cislo,

Asociativni operace je

@+b-1)+c=a+(b+c-l)

Komutativita je také splnéna, nezalezi, zda mamea+b-1¢ib+a—1,
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Neutralni prvek a +e-1=a
e=1
neutralnim prvkem je tedy 1.
Inverzni prvky existuji, jedna se vzdy o ¢islo opacné k danému Cislu a.

Mame zadanou abelovskou grupu.

14. Urcete typ algebraické struktury s jednou binarni operaci (M, *), kde M =
N tedy pFirozena &isla. Binarni operace je zad4ana prredpisema * b = a°
Pfi umociiovani ndm vzdy vyjdou hodnoty z mnoziny M, mnozina je tedy uzaviend na
svém intervalu
Asociativnost:
@*b)*c=a*(b*c)
(ab)e= q®°
Tyto dva vyrazy se nerovnaji, jak jiz zname z uciva stiedni Skoly u pravidel
umociovani, proto nase operace neni asociativni.
Komutativnost
a*b = b*a
a® = b?
Komutativnost neplati, kdyz umocnime jedno ¢islo na druhé, a naopak nevyjdou nam

stejné hodnoty. Vyjdou stejné hodnoty jen v ptipadé, Ze Cislo a=b.

Jelikoz ve struktufe neplati asociativnost, dalsi vlastnosti jiz zjistovat by bylo

nelogické. Vysledna struktura se jiz nezméni.

Jedna se o strukturu grupoid.
15. Na mnoZiné racionalnich cisel s binarni operaci ° vySetiete algebraickou

strukturu (Q,°)a°b= a?b

Operace je uzaviena, vzdy vyjde racionalni ¢islo,
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Asociativnost
(a°b)°c=a°((Md°c)

Leva a prava strana si nejsou rovné, operace neni asociativni.
Neutralni prvek

Z definice neutralniho prvku zjistime, zda neutralni prvek existuje
ae_
—=

a

2a = ae

e=2

Neutralnim prvkem je ¢islo 2.
Inverzni prvek

Inverzni prvek je dan piedpisem a™ = 2
Inverzni prvek neexistuje pro agresivni prvek 0.

Komutativnost:
ab_ ba
2 2

operace je komutativni, plati komutativni zékon.
Z vlastnosti uvedenych vyse jsme zjistili, Ze se jedna o komutativni pologrupu

S neutralnim prvkem.

16.  Urcete typ algebraické struktury (Z4, +)
Mame zadanou zbytkovou tfidu celych &isel Z4, prvky této mnoziny jsou zbytky po
déleni Cislem 4. Mizeme mit tedy zbytek 0, 1, 2, 3. Pohybujeme se tedy v oboru

mnoziny téchto ¢tyt hodnot.
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Vytvotime si tabulku

+ 0 1 2 3
0 0 1 2 3
1 1 2 3 0
2 2 3 0 1
3 3 0 1 2

Pti operaci s¢itani modulo 4 vychéazeji pouze hodnoty z dané mnoZiny, operace je tedy
uzaviena.

Asociativnost — tuto vlastnost nemizeme z tabulky vy¢ist, chybi nam tieti rozmér.
Vime vSak z predeslych ptikladl, Ze operace s¢itani je asociativni.

Neutralnim prvek, tedy prvkem, ktery ma vysledné hodnoty stejné se zahlavim
tabulky je v tomto pfipadé 0, tak jako ve vétsing ptikladd s¢itani.

Inverzni prvek ke kazdému prvku je inverzni prvek, kdy vysledek operace je roven

neutrdlnimu prvku. Pro 0 je inverznim prvkem O, pro 1 je inverznim prvkem 3, pro 2 je

inverznim prvkem 2, pro 3 je inverznim prvkem 1
Operace je komutativni, tabulka je soumérna dle hlavni diagonaly.

Mame tedy abelovskou grupu.

17. Je ddna mnoZina A = {a, b, c,} a ¢astecna tabulka binarni operace *

a a c a

b b

c

Dopliite tabulku tak, aby algebraicka struktura (A, *) byl,
a) grupoid
b) grupoid s neutralnim prvkem

C) grupoid s inverznim prvek
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d) pologrupu

a) Grupoid

Reseni: Aby dana algebraicka struktura s jednou binarni operaci byla grupoidem,
musi spliiovat vlastnost uzavienosti na mnozing. Je tedy pouze na nas, jak tabulku
doplnime. Musime jen zachovat prvky a, b, ¢ z mnoziny. Jinak doplnime podle sebe.

Jedno z moznych feSeni:

Z tabulky ur¢ime, Ze dana algebraicka struktura (A, *) je grupoid, jelikoZ je uzaviena

(vychazeji hodnoty pouze z mnoziny).

b) Grupoid s neutralnim prvkem
ReSeni: Opét musime splnit podminku grupoidu, musime mit doplnény pouze prvky
z mnoziny. Navic musime zachovat existenci neutralniho prvku. Z vyse uvedenych
informaci o Cayleyho tabulce vime, Ze neurdlni prvek je prvek takovy, ktery ma

Vv sloupci 1 fadku opsané hodnoty ze zahlavi tabulky.

Z tabulky vyc¢teme, Ze mame splnénou uzavienost, hodnoty v tabulce jsou pouze
Z mnoziny, neutrdlnim prvkem je prvek ¢ (méa vifadku i sloupci opsané hodnoty

ze zahlavi tabulky). Jedna se tedy o grupoid s neutralnim prvkem.
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c) Grupoid s inverznim prvkem

* a b c

Operace * je uzaviend, neutrdlnim prvkem je ¢ (ma opsané zahlavi tabulky v fadku
i sloupci), inverzni prvek je prvek ¢ pro v§echny prvky, prvek a je inverzni s prvkem
b, prvek b je inverzni s b, prvek ¢ je inverzni k c. Algebraicka struktura je tedy

grupoidem, s inverznim prvkem.

c) Pologrupa

Aby byla struktura pologrupou, musela by byt asociativni, asociativnost z tabulky
nelze vycist. Nemame totiz zadan tfeti rozmér. Musime tedy zkusit, zda je splnéna pro
jiz zadané prvky dle vztahu pro asociativnost.
(@*a)*b=a*b=caa=*(a=*b)=a=*c=a, zistime tedy, Ze asociativnost neni
splnéna uz pro prvky, které jsou v tabulce zadany. Operace tedy neni asociativni

a nelze ji doplnit, tak aby nam vychézela pologrupa.

18. Urcete, o jakou algebraickou strukturu se jedna, je-li dina mnoZina M = {@,

{2}, {4}, {5}, {2, 4}, {2, 5}, {4, 5}, {2, 4, 5}} a binarni operace prinik mnoZin.

ReSeni: Pro tento piiklad bude nejjednodussi vytvofit si tabulku, ze které pak lépe

vycist jednotlivé vlastnosti. Priinikem mnozin zjistujeme shodné prvky mnozin.
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N @ {2t | {4 {5y | {24 | {25} | {45} | {245}
? 0) 0) ? 0) ? ) @ )
{2} 0 {2} o v 2y | {4 v {2}
{4} 0 0 14} v 14} 0 {4} {4}
{5} 0 0 0 {5} 0 ty | {53 {5}
{24}y | © 2y | {4} o | {24y | {2+ | {4 | {24}
{25} | ¢ {2y |0 By | {2 | {25} | {5F | {25}
{45} | 0 0 4y | {53y | {4 | {&5F | {45} | {45}
{245} | ¢ 2y | {4 | {83 | {24} | {25} | {45} | {245}

Operace priniku na dané mnoziné je uzaviena.

Asociativnost nemizeme ztabulky vycist, ale vime, Ze operace priniku je
asociativni.

Muzeme si to i demonstrovat na ptikladu z mnoziny: (a°b)°c=2a° (b °c)
(anb)Nc=an(bNc)

(12} N @4HNO=(@N {4) N {2}

NezaleZi tedy, v jakém potadi operaci provadime v fetézci operaci.

Neutralnim prvkem je {2,4,5} (ma shodny fadek i sloupek se zahlavim tabulky).
Inverzni prvek v této operaci neexistuje pro vSechny prvky z mnoziny M.

Operace je komutativni, tabulka je osové soumérna podle hlavni diagonaly.

Algebraickd struktura priniku na mnoziné M je abelovsky monoid.

19. Méjme zadanou matici Mm-n v operaci s¢itani (Mm-n, +)

mi; My My3
May1 My Mp3
mgz; Mz Mg33
My My Mys

U operace s¢itdni nam nezalezi na tom, zda mame ¢ctvercovou ¢i obdélnikovou matici.

MiuZeme vsak s€itat matice pouze o stejném fadu.
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Jelikoz mohu scitat jen matice stejného fadu, jednd se o uzavienou operaci, opét
dostanu matici stejného radu.

Asociativnost

Matice je asociativni, nezalezi na potradi matic ve s¢itani, pfi s¢itani matic jsou s¢itana
¢isla vzdy na prisluSnych pozicich a scitani Cisel je asociativni. Operace je tedy
asociativni.

Neutralni prvek

Stejné jako u klasického sc¢itani naptiklad redlnych cisel, je neutralnim prvkem
0, U matic je to podobné.

ate=a

G 9
G606

Neutralnim prvkem je tedy nulova matice (8 8)

Inverzni prvek
Inverzni prvek v operaci s€itani je opacny prvek, v ptipadé¢ matice to bude opacna
matice.

a+(-a)=e
G % G L =G oo

Komutativnost
Jelikoz 1 pfi s¢itdni matic s€itdm prvni prvek matice A s prvnim prvkem matic B,
nezalezi nam tedy v tomto piipad¢€ na potadi v operaci. Operace je tedy komutativni.

Struktura s¢itani jak ctvercovych, tak obdélnikovych matic je komutativni grupa.

20. Vezméte (Sn, °). Mnozinu skladani permutaci s prvky Sn= {A,B}
21=2

Tedy mame zadané permutace a operaci °, ktera bude skladani matic permutaci a dva
b

prvky.
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AB, BA

1 —» 1 1 —» 2
2 —> 2 2 — 1
Zobrazeni

a (i ;) b: (; i)

Nyni si pfipravime tabulku operace skladani

° a b
a®a(x)=a°(a(x)) " " »
a°b(x)=a°(b )

b b a

Vysvétleni pro skladani a ° b (x) = a ° (b (x)) nejprve jdu z permutace b v zavorce a pak
jdu do permutace a bez zavorky. V b jdu z jedni¢ky do dvojky a v a se dostanu z 2 do 1.
Prvni sloupec je tedy 1, 2, druhy sloupec je z 2 do jedni¢ky v b a jednicky jde v a do 1.
Druhy sloupec je 2, 1, zapsat to mohu takto (% i) Ze zéapisu vidim, ze pii skladani
permutace a s permutaci b dostanu mnoZinu b.

Stejnym zplisobem pokracujeme pro ostatni prvky a jejich skladani.

Z tabulky mtizeme vycist, ze dand mnozina je uzaviena, mnozina skladani je asociativni,
coz ztabulky nevidime, ale zndme z ptredchozich znalosti. Neutrdlnim prvkem je

permutace a, inverzni prvek z tabulky také ke kazdému prvku miiZeme najit, komutativni

operace také je, je soumérna dle hlavni diagonaly.

Algebraicka struktura skladani permutaci je komutativni grupa.

21. V Ss zjistéte vlastnosti operaci skladani permutaci
nNt=31=3-2-1=6
V piipadé¢ skladani Sz uz mame Sest prvk. Hodnoty tedy nabyvaji velmi rychle. Zadani

veétsi permutace je uz slozitéjsi na vypocet a zapsani tabulky skladani
(1 2 3 (1 2 3 (1 2 3 (1 2 3
2y 5 3) 5:(y 3 ) (3 1 3) a(; 5 1)
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° a b C d e f
a a b C d e f
b b a e f C d
c C d a b f e
d d C f e a b
e e f b a d C
f f e d C b a

Vlastnosti binarni operace skladdni permutaci: je uzaviend vychdzeji pouze permutace
z dané mnoziny, asociativnost plati v operaci skladani permutaci, neutralni prvek
z tabulky, je prvek a. Kazdy prvek v tabulce ma inverzni prvek pfi jejich skladani vychazi
prvek neutralni napiiklad a = a, et = d, d! = e. Komutativni operace skladani v tomto
pripad¢ neni, tabulka nema zajisténou symetrii dle hlavni diagonaly.

Skladani permutaci S3 je strukturou grupy.

Z tohoto plyne myslenku, ktera bude platit pro dalsi vyssi permutace.

Grupou bude 1 kazd4a dalsi permutace o hodnoté n > 3.
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22.  VysSetrete algebraickou strukturu (Mmn, )
Pokud nasobim dv¢ obdélnikové matice, musi byt shodny pocet sloupcti druhé s poctem

radki prvni, vysledny rozmér je pak pocet fadka prvni a pocet sloupct druhé.

Matice 2x3 a matice 3x4, vysledna matice bude mit rozmér 2x4
Pokud bychom tedy nasobili dvé matice obdélnikové, kazdd ma jiny rozmér
a vysledkem je také jiny rozmér, operace nasobeni obdélnikové matice tedy neni

uzaviené a nejedna se o grupoid.

Budeme tedy FeSit nasobeni dvou matic ¢tvercovych.

Matice ¢tvercové maji stejny rozmér, a 1 vysledkem bude stejny rozmér matic. Operace
je tedy uzaviend, asociativnost plati, neutralnim prvkem je jednotkova matice, inverzni
matice existuje v piipadé¢, ze mame zadanou regularni matici, tedy jeji determinant neni

rovny 0. Komutativni operace nasobeni dvou matic neni. Jedna se o grupu.

50



b)

7 Resené priklady se dvéma binarnimi operacemi
1. Rozhodni o typu algebraické struktury
a) (N,+, )
Rozdé€lime si relaci na dvé ¢asti a kazdou vyiesime zv1ast
(N, +)
Operace je uzaviena, asociativnost vyplyva ze s€itani, neutralnim prvkem v operaci
s¢itani je neutralni prvek 0. Inverzni prvky neexistuji, inverzni prvek ma pouze ¢islo 0.
Komutativnost plati
atb=b+a
Algebraicka struktura (N, +) je komutativni pologrupu s neutralnim prvkem.
Operace je také uzaviena, asociativni je vzhledem k operaci nasobeni, neutralni prvek
je jednotka, inverzni prvky neexistuji.
Algebraicka struktura (N, ) je komutativni monoid neboli komutativni pologrupu
s jednotkou.
Distributivnost

a(b+c)=ab+acA(b+c)a=ba+ca

a=2
h=4
c=7

2-(4+7)=2-4+2-7 splnéno
4+7)-2=4-2+7-2splnéno
Podminka distributivnosti je splnéna.

Algebraicka struktura je dle vlastnosti komutativni polookruh.

(R, +,°)

Budeme postupovat stejné€ jako v pfedchozim cviceni.

(R, +)

S¢itani redlnych cisel je uzaviend operace, také je splnéna asociativnost, neutralnim
prvkem scitani je 0, inverzni prvek k Cislu a je opacné Cislo —a, operace scitani je

komutativni. Struktura spadé dle vlastnosti do kategorie komutativni grupa.
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R, )

Nasobeni redlnych ¢isel je operace uzaviend, asociativni, neutralnim prvkem je 1,
. , VS | . p , o
inverzni prvek k prvku a je vzdy cislo — pro nulu vSak inverzni prvek neexistuje,

operace je komutativnia - b=> - a.

Stejné jako u predchoziho piikladu i zde méame splnénu distributivnost.

Staci nam vsak aby byla komutativni struktura (R - {0}, -). Coz dana struktura je.
Mame také komutativni grupu.

Pti spojeni vlastnosti se jedna o komutativni téleso.

¢) (Z,+, )
(Z,+)
Mnozina celych ¢isel je v operaci s¢itani uzaviena
Asociativnost je ve s¢itani celych ¢isel zajisténa.
Neutralnim prvkem je nula.
Inverzni prvek ke kazdému nenulovému ¢islu a je (-a).
Komutativnost plati u s¢itani celych ¢isel.

Algebraicka struktura je Komutativni grupa.

Z,")
Operace nasobeni je uzaviena.
Asociativni je také, jelikoz je to nasobeni.

Neutralnim prvkem neboli také jednotkovym je 1.

a-e=a
5-e=5
e=1

Inverzni prvky v nasobenti jsou ¢&isla a™, nejedna se o cela &isla. Inverzni prvek tedy
neexistuje.
Komutativnost je zatizenaa - b=>b - a.

Struktura je komutativni pologrupa.

Nema netrivialni délitele nuly a distributivnost je zafizena.

Algebraicka struktura (Z, +, -) je obor integrity.
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d) (G +,°)

V pocatku si uvédomte, co znamenaji komplexni ¢isla. Jedna se o €isla ve tvaru a + bi
i2=-1.

Pfi s¢itani nejprve s¢itame redlné slozky a pak slozky imaginarni. Pii nésobeni
nasobime prvky mezi sebou.

Algebraicka struktura (C, +)

Operace séitani je uzaviend na mnozing, asociativni je operace na mnoziné
komplexnich cisel také, neutralnim prvkem je 0 kdy za redlnou 1 imaginarni slozku
zvolim nulu, inverzni prvek je —a— bi, komutativni operace také je, je jedno pfi s¢itani
komplexnich ¢isel, ktery prvek s¢itam se kterym tedy, jestli mam (a + bi) + (c + di) =
(c +di) + (a + bi), vzdy vyjde stejny vysledek.

Algebraicka struktura s operaci s¢itani komplexnich ¢isel je komutativni grupou.

Operace nasobeni (C, )

Operace je opét uzaviena, jedna se o nasobeni, proto je asociativni, neutralnim prvkem
. , < o : o , . 1
je 1, za realnou ¢ast da jednicku a za imaginarni 0. Inverznim prvkem je hodnota i
a-bi
a?+b?’

coz se da upravit na tvar inverzni prvek maji v§echna komplexni ¢isla bez nuly.

Operace nasobeni komplexnich ¢isel je komutativni, jelikoz vzajemné néasobim
imaginarni i readlnou slozku.

(C - {0}, -), tato struktura je tedy komutativni grupou

Neobsahuje netrivialni délite nuly, distributivnost nasobeni vici s¢itani plati ve vSech
ptipadech.

Algebraickd struktura se dvéma binarnimi operacemi, kdy u operace s¢itani se jedna
0 komutativni grupu a operace nasobeni mame také komutativni grupu, a operace jsou

distributivni se nazyva komutativni téleso.

Q,+)
Q. +)

Raciondlni ¢isla jsou uzaviend na celém intervalu, s¢itani je asociativni, neutrdlni

prvek je prvek 0. Inverzni prvek — %. Operace je komutativni.

Raciondlni ¢isla v operaci s¢itani jsou komutativni grupou.
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f)

9)

Q.")

Nasobeni raciondalnich ¢isel je uzaviené, operace je asociativni jedna se o nasobeni.

o o . o . 1 4 8
Neutralnim prvek je ¢islo 1 zapsané napiiklad jako T3

tedy % Inverzni prvek
neexistuje pro ¢islo nula. Algebraicka struktura je komutativni monoid.

Neexistuji netrivialni d¢litelé nuly. Distributivnost je splnéna v operaci nasobeni
a sCitani.

(Q - {0}, ) je komutativni grupa, coz je opét postacujici podminkou.

Vysledna struktura (Q, +, -) je komutativni téleso.

Mnozina lichych cisel v operaci s¢itani a nasobeni (L, +,)

(L. +)

S¢itani lichych ¢isel neni uzavienou mnozinou, nevychézeji hodnoty pouze z mnoziny
lichych ¢isel, ale pii souctu dvou lichych ¢isel, vyjde také Cislo liché. Komutativita je
zafizena, liché ¢islo v souctu s lichych, nezalezi na potadi prvkl dané operace

Struktura tedy neni grupoidem.

Druhou ¢ést operace uz nemusime provadet, v tomto piipad€ se nejednd o zddnou

algebraickou strukturu se dvéma binarnimi operacemi.

MnoZina sudych ¢isel v operaci nasobeni a s¢itani. (S, +, *)

(S, +)

Operace s¢itani sudych Cisel je operaci uzavienou na mnozin¢. Pti souctu dvou sudych
hodnot ndm vyjde opé€t hodnota suda.

Asociativnost

(@+b)+c=a+(b+c)

V aditivnim z&pisu nam zavorky nehraji vyznamnou roli, operace je asociativni.
Neutralni prvek

V operaci s€itani je neutralnim prvek hodnota 0. 0 nédlezi mnoziné sudych cisel,
operace ma neutralni prvek.

Inverzni prvek

Inverznim prvkem v operaci s€itani je opacnd hodnota ¢isla — a.

Komutativnost

Komutativnost a + b = b + a, v tomto ptipad¢ plati. Operace je komutativni.
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Algebraicka struktura sudych ¢isel s operaci s¢itani je komutativni grupou.

S, )

Operace nasobeni je uzaviena operace na mnozin¢ sudych Cisel.

Asociativnost

(a-b)-c=a-(b-c)

Stejné jako byla operace s¢itani asociativni, je i operace ndsobeni asociativni.
Neutralni prvek

Neutralni prvek v operaci nasobenti je 1. Cislo jedna v§ak nespada do mnoziny sudych
Cisel, jedna se o Cislo liché. Operace tedy nema neutrdlni prvek a nemuze tedy
obsahovat ani prvek inverzni.

Komutativnost

a-b=b-a

Komutativnost operace nasobeni je také zajisténa.

Distributivni zakon plati i v tomto ptipadé.

Jedna se o algebraickou strukturu s jednou binarni operaci, a to 0 komutativni
pologrupu bez trivialnich déliteli nuly.

V piipadé¢ struktury (S, +, -) se dle vlastnosti jedna o obor integrity.

Na mnoziné realnych ¢isel R mame zadanou algebraickou strukturu (R, °, ¥),

zjisti dle zadanych ° a * o jakou strukturu se jedna.

a°b=a+b-3
a*ph=22

2
(R, °)

Operace je uzaviend na mnozin¢ realnych cisel.

Asociativnost
@°b)y°c=(@+b-3)°c=(@a+b-3)+c-3=a+b+c-6
a°be°c)=a°(b+c-3)=a+(b+c-3)-3=a+b+c-6
Tento vztah na mnozing realnych Cisel plati operace je asociativni.
Neutralni prvek

ate-3=a

e=3

Neutralnim prvkem operace ° je ¢islo 3.
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Inverzni prvek

a+al=e
a+al=3
al=3-a

Inverzni prvek v dané operaci existuje pro kazdy z prvka.
Komutativnost

a+tb-3=b+a-3

Operace je komutativni.

Jedna se o abelovskou grupu.

(R, ™)

Operace je uzaviena, vzdy dostanu Cislo realné.
Asociativnost

@*b)*c=a*((b*c)

a b c a b c * , e,
————— = === Operace neni asociativni.
4 4 2 2 4 4

Neutralni prvek

e=2
Neutralnim prvek je prvek ¢isla 2.

Inverzni prvek
Inverzni prvek je prvek prevraceny tedy a = 2.

Komutativnost
ab _ ba

2 2

Operace * je komutativni.
Z vlastnosti jsme zjistili, Ze se jednd o komutativni grupoid
Neexistuji nenulové prvky, které vychazeji pti ndsobeni nula. Operace nema délitele

nuly.

Algebraicka struktura se dvéma binarnimi operacemi (R, °, *) neexistuje.
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3. Vezméte stejné operace jako v prikladu €. 11 kapitoly ¢. 6.
Vytvoite Cayleyho tabulku pro zbytkovou tfidu Zs Vv operaci sCitdni a operaci

nasobeni. A urCete dané vlastnosti operace (Z3, +, *)

+ 0] 1] 2 0ol 1] 2
0|0 1]2 ololo]| O
111|210 11012
22|01 2 10|21

Operace scitani je uzaviend, asociativni, neutralnim prvkem je 0 v fadku i sloupci ma
Cisla ze zahlavi, inverzni prvek pro kazdy prvek existuje, je komutativni osove

soumérna podle hlavni diagonaly. Jedna se tedy o abelovskou grupu.

Operace ndsobeni je uzaviend, asociativni, neutrdlni prvek je 1, inverzni prvek
existuje ke vSem nenulovym prvkiim a operace je komutativni (tabulka je soumérna
dle hlavni diagonaly).

Distributivni zakon téchto dvou struktur je splnén.

Struktura (Zs - {0}, -) je abelovskou grupou.

(Zs, +, *) jedna se o algebraickou strukturu komutativniho télesa

4. Je dana algebraicka struktura (Zs, +, -). Urcete jeji typ.

(Zs,%) (Zs, ")
+ 0|12 ]3|4]|5 0| 1|2 |3]|4]5>S
0| 0|1]|2|3]|4]05 o|o|o0|O0|O0|O0O]O
1 1 2 314|510 110 1 2 3|45
2121345011 21024 |0]|2]|4
313|450 1]2 3/0(3|0|3|0]3
414|501 3 410412 |0|4]2
5/5|0|1|2]|3]|4 51054 |3|2]1
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Operace scitani zbytkovych tiid je operaci uzavienou, asociativni, jelikoz se jedna
0 sCitani, neutralnim prvkem je 0, inverzni prvek kazdého c¢isla existuje, jedna se
0 komutativni operaci. Mame zadanou komutativni grupu.

Operace nasobeni zbytkovych tfid Zg je operace uzaviend, asociativni, mdme nasobeni,
neutralnim prvkem je jednotka, nema inverzni prvek, soumérna dle hlavni diagondly
je, je tedy 1 komutativni. Jedna se o komutativni monoid.

V operaci existuji délitelé nuly. A distributivni zakon je také splnén.

Vysledna struktura (Ze, +, *) je komutativni okruh.

Piiklad ¢islo 3 a 4 miizeme zobecnit. Obecné mame zadanou strukturu (Zn, +, -). Pokud
n = prvocislo, potom ndm vzdy existuji vSechny vlastnosti pottebné ke komutativnimu
télesu. Pokud je tedy n prvocislo jedna se vzdy o komutativni téleso. Napiiklad Zs,
Z11, Z13, Za1.

Pokud n = sloZené ¢islo, nenalezneme v tomto pfipad¢ inverzni prvky ke vSem prvkiim
a slozena Cisla také obsahuji délitele nuly. V piipadé slozenych ¢isel bude vzdy

vychazet komutativni okruh. Naptiklad Zs, Zs, Z24, Z32.

Vysetiete algebraickou strukturu zadanou nasledovné (R, °, *
a’°b=a+b-+2

a*b=a+b- L2
2

R, °)

Operace ° je uzaviena, vzdy vyjdou ¢isla z mnoziny R.
Asociativni

(@a+b-vV2)+c-vV2=a+b+c-2v2
a+(+c-v2)-V2=a+b+c-2v2

Asociativni zakon plati.

Neutralni prvek
a+e-V2=a
e=v2
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Inverzni prvek
a+al-v2=v2
al=2vV2-a
Komutativnost
a°b=b°a
a+b-v2=b+a-v2
komutativnost plati.

Vysledkem zjisténi je komutativni grupa.

(R, ™)

a+b_ab2\/7

operace je uzaviena
Asociativnost

Asociativni zékon zni (a - b) ‘c=a - (b - ¢)

b—abﬁ \/E
(a*b)*c=(a+b-%ﬁ)*c=(a+b-abf)+c—¥=a+b+c—“bﬁ—
acv2 _ beV2 | abc
2 2 2
Na stran¢ druhé podobnym zpiisobem

b _bcﬁﬁ
a*(b*c)=a*(b+c—bcf):a+(b+c—bcf)—a( = N o aspro—

acV2  bcV2 n abc
2 2 2

Operace * je asociativni.

Neutralni prvek

ate-22-4
2
2
e=22_4
2
e=0
Inverzni prvek
a~ 12
a+gl 2 Vz_
1_ a
at=—

==
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Komutativnost

a*b=b*a

ab\2
2

ath- :b+afﬂﬁ
operace je komutativni.
Algebraicka struktura * je komutativni grupou.
Neexistuji délitele nuly.
Distributivnost
(@a+b)-c=ac+bcA(b+c)a=ba+ca
Dosadime si nejdiive do levé strany zakonu distributivnosti, poté do pravé. Prava a leva

strana se nam museji rovnat.

(a+b-v2)cv2
2

(a+c—acz—\/§)O(b+c—bcf)=(a+b+20—@—\/§)

a+b-vV2+c-

Porovnani obou stran zjistime, Ze distributivni zakon danych operaci je splnén.

Zadana struktura (R, °, *) je komutativnim télesem.

Mame zadanou dvouprvkovou mnoZinu P = {a, b}. Urcete algebraickou
strukturu (2°, U, N), kdy 2P je systém viech podmnoZin mnoZiny P.

Podmnoziny mnoziny P jsou @, {a}, {b}, {a, b}

(2%, V)

v ¢ | {a | {b} |{ab}
y o | {a} | {b} |{ab}
{a} | {a} | {a} |{ab} {ab}
{b} | {b} |{ab}| {b} |{ab}
{a, b} | {a b} | {a,b} | {a b} | {a b}

Operace sjednoceni je uzaviena.

Operace sjednoceni mnozin je asociativni, jestlize plati:
AuBuUC)=(AuB)uC

Neutralnim prvkem je prazdnd mnoZina, ma v fadku i sloupci opsané zahlavi
tabulky.
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Inverzni prvek neexistuje pro vSechny prvky jediny inverzni prvek ma prazdna
mnozina, a to prazdnou mnozinu.

Komutativnost plati, tabulka je soumérna podle hlavni diagonaly.

Algebraicka struktura sjednoceni podmnozin mnoziny P je komutativni pologrupa
S neutralnim prvkem (abelovsky monoid).

(2", )
n 0 {a} | {o} |{a b}
v 0 0 0 0
{a} @ {a} ) {a}
{b} v 0 {p} | {b}
{ab}| o {a} | {pb} |{a b}

Operace priniku je uzaviena (vychazeji pouze Cisla ze zahlavi tabulky).
AN (B NC)=(ANB)NC, asociativnost operace prinik je zajisténa.

Neutralnim prvkem je mnoZzina prvki {a, b}.

Ke kazdému prvku existuje prvek inverzni pravé tehdy, pokud se ve vSech fadcich
nachdazi prvek neutralnim. V nasem ptikladu to neplati. Nemame tedy inverzni prvky
pro vSechny prvky.

Komutativni operace je, opét je soumérna dle hlavni diagonaly. Struktura (2°, N) je
komutativni monoid.

Distributivnost operace: AN(BUC) = (ANB) U (ANC), distributivnost plati.

Algebraicka struktura (27, U, N), je komutativni polookruh.
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Zavér

V bakalarské praci jsem se ze zacatku snazila vysvétlit zakladni poznatky
0 binarnich relacich. O jejich zakladnich vlastnostech a definic a vzorcti dané vlastnosti.
Dale jsem se snazila vysvétlit podrobnéji, typy algebraickych struktur nejdiive s jednou
binarni operaci poté se dvéma bindrnimi operacemi. Studenti pfedmétu elementarni
algebra by méli pfevazné ze tii tabulek u algebraickych struktur 1épe pochopit dané
ucivo.

V prvni fad€ jsem se vénovala algebraickym strukturdm s jednou binarni relact,
jako jsou pologrupy, grupy, monoidy. K tomu abychom mohli v dalsi ¢asti prace fesit
ptiklady, jsme potfebovali také znat bindrni vlastnosti téchto algebraickych struktur.
Nasledovala kapitola o algebraickych strukturach se dvéma binarnimi operacemi, ktera
plynule navazuje na algebraické struktury sjednou bindrni relaci. Jednalo se
0 polookruh, okruh, obor integrity, téleso. Po vysvétleni téchto pojmu a jejich
navaznosti na algebraické struktury s jednou binarni operaci nasledovali dvé kapitoly
s feSenymi piiklady algebraickych struktur s jednou bindrni relaci a pak se dvéma
bindrnimi operacemi. Ptiklady byli rtizného typu na vySetfeni dané struktury, na
zapsani dle zadéani ptikladu nékteré mnoziny, vytvoiené Cayleyho tabulky a urceni
vlastnosti. V prikladech se osvojili znalosti ziskané z prvnich tfech kapitol bakalaiské
prace, a také se predpokladalo s tim, ze Ctenafi budou mit za sebou stfedoSkolskou

matematiku.
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Resumé

Tato prace je zaméfena na feSené piiklady algebraickych struktur s jednou a dvéma
binarnimi operacemi. Zabyva se tedy vysvétlenim zakladnich pojmi souvisejicich
S tématem prace. Je zde tedy popséano, co je binarni operace, jeji vlastnosti, jaké mame
algebraické struktury s jednou binarni operaci, poté jaké mame algebraické struktury
se dvéma bindrnimi operacemi. Po vysvétleni pojmi jsou v praci feSené piiklady

nejprve s jednou binarni operaci a poté se dvéma binarnimi operacemi.

Resumé

This bachelor thesis deals with algebraic structures with one or two binary operations
and examples of them. It studies primary concepts about this theme. There are
described what is binary operations, properties of operations, algebraic structure with
one an with two binary operations. Then in the bachelor thesis are examples of

algebraic structure with one and with two binary operations.
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