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Abstrakt

Tato prace studuje populaéni modely na dvou diskrétné oddélenych oblastech. Na kazdé ob-
lasti dochazi k lokélni popula¢ni dynamice podle jednoho ze zdkladnich modeli (exponencialni
rist, logisticky rtst ¢i bistabilni dynamika). Navic mezi oblastmi dochézi k difuzi. Na zdkladné
typu nelinearity, jejich parametri a sily diftize zkoumdame existenci, pocet a stabilitu stacionarnich
feSeni.

Kli¢ova slova: populaéni modely, exponencialni rist, logisticky rtist, bistabilni nelinearita, dyna-
mické systémy.






Abstract

This thesis investigates population models on two discretely separeted patches. The local popu-
lation dynamics follows one of the basic models (exponential growth, logistical growth, bistable
dynamics) on each of these patches. In addition, diffusion occurs between these areas. We examine
the existence, the number and stability of stationary solutions based on the type of nonlinearity,
its parameters and difusion strength.

Keywords: population models, exponential growth, logistical growth, bistable nonlinearity, dy-
namical systems.
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Uvod

Tato préce se zabyva analyzou popula¢nich modeli popsanych diferencidlnimi rovnicemi. V ivo-
du se zaméfuje na zdkladni typy téchto modeli, které hraji v matematické biologii, stejné jako v
mnoha jinych oblastech, zdsadni roli. Hlavnimi rysy zdkladnich popula¢nich modelt je zanedbani
vsech vnéjsich vlivti jakymi je naptiklad soutéz o zdroje (konkurence, potravinovy Fetézec a
podobné). Velky diiraz se klade na jednoduchost systémti a tedy omezenim poctu parametri
vyskytujicich se v jednotlivych rovnicich tak, aby bylo moZzné tyto modely analyticky feSit. Z
druhého dhlu pohledu by ale mél model popisovat dynamiku populace co moZna nejpfesnéji.
Vyjma prvniho z uvedenych modelti (Malthusidnsky) se tedy nevyhneme ¢lentim vyssiho fadu a
tedy nelinedrnim modeldm.

V nésledujicich kapitolach uvazujeme vzdy dvojici téchto popula¢nich modeld (nédzev kapi-
toly je v souladu s nejvys$sim pouZzitym modelem), reprezentujici dvé populace stejného druhu na
dvou riiznych oddélenych oblastech, doplnénou o difuzni ¢len popisujici migraci mezi oblastmi.
V této praci uvazujeme pouze linedrni difuzi mezi dvéma oblastmi. Motivaci k takovému mo-
delu mtiZze byt naptiklad dva oddélené ostrovy, nebo lesni celky. Difuzni ¢len je moZny zavést i
na vice oblastech, pfesnéji na libovolném neorientovaném i orientovaném grafu. Neorientovany
graf bychom vyuzili v pfipadé, kdy mezi vrcholy, reprezentujici jednotlivé oblasti, je shodna di-
fuze obéma sméry a orientovany graf pro pfipad, kdy je migrace riznymi sméry odlisnd, popt. je
umoznéna pouze jednim smérem.

Jiz bylo zminéno, Ze mezi jednotlivymi oblastmi uvaZujeme pouze linedrni difuzi. Tento ¢len
je uréen k vyrovndvani velikosti populaci na jednotlivych oblastech. Populace v redlném svété
se ne vzdy fidi timto pravidlem. Jednoduchym protip¥ikladem je shlukovani obyvatelstva ve
vétsich méstech. Dalsi moZnosti je zachovani vyznamu linedrni difuze, ale omezeni maximalniho
prichodu pfes hranu grafu v daném case. Toto omezeni ale vyZzaduje pouZit{ jiného difuzniho
¢lenu nez ve tvaru polynomu. Rovnice, které bychom fesili pfi hled4ni staciondrnich bodd by
nadale nebyly algebraické, ale transcendentni.

Popis jednotlivych zakladnich modelti ¢erpame z rtiznych publikaci vénujicich se tomuto
tématu. Nejvétsim zdrojem informaci, byl v tomto ohledu ¢lanek [9] od A. M. de Roose a [10]
od M. Liermanna a R. Hilborna. Z knihy [5] a skript [7] jsou pfebrdny véty o feSitelnosti a po-
stupy feseni obycejnych diferencidlnich rovnic.

1.1 Exponencialni rtst

Jedna se o zdkladni matematicky model popisujici vyvoj populace, kterd md v daném prostfedi
neomezeny prostor k $ifeni a neomezeny piistup k potravé. V nékteré literatufe se mtizeme se-
tkat s ozna¢enim Malthusidnsky model riistu. Toto oznaeni nese po T. R. Malthusovi, anglickém
ekonomovi, ktery tento model poprvé popsal v roce 1798 [12].

Uvazujme populaci, jejiz hodnota v ase je popsand funkci N(t). Zménu této populace za
Casovy interval At popiSeme nasledovné

N(t+ At) — N(t) = (b— d)N(£)At,

1
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Obrazek 1.1: Regeni diferencialni rovnice (1.1) s po¢atetni podminkou N(0) = Ny > 0 pro hod-
noty r vétsi, rovno a mensi nez nula.

kde b je koeficient reprodukce a 4 je koeficient iimrtnosti.
Rozdil koeficientti reprodukce a imrtnosti ozna¢me r := b — d a vydélme celou rovnici At.

N(t + At) — N(t)
At

=rN(t).

Chceme-li vy¢islit okamzitou zménu populace, pfejdeme k limité At — 0. Vysledny model
obdrZime z definice derivace

dAN(t)
———= =rN(t). 1.1
=N 1y
Resen této diferencialni rovnice je funkce
N(t) = Ce",

kde C € R. Popiipadé fesenim (1.1) s potate¢ni podminkou N(tp) = Np, Ny > 0 je funkce
N(t) = Npe't=10),

Snadno nahlédneme, Ze funkce N(t) s kladnou potatetni podminkou Ny > 0, pro t — o0, roste
nade vSechny meze pro r > 0, je konstantni funkci N(#) = Ny pro r = 0 a limitné se bliZi nule pro
r < 0. Na Obrazku 1.1 mtiZeme pozorovat toto chovéni v zavislosti na zvoleném r pro pocatecni
tlohu s podminkou N(0) = Ny > 0.

Tento model mé pouze jeden stacionarnibod N* = 0, ktery je pro libovolnou kladnou pocate¢ni
podminku:

1. asymptoticky stabilni, pokud r > 0,
2. stabilni, pokud r =0,
3. nestabilni, pokud r < 0.

Vzhledem k chovani Malthusianského modelu pro r vétsi neZ nula, se tento model vétsinou
pouziva k popisu prvotniho vyvoje populace, nebo vyvoje populace organismii, které jsou vzhle-
dem k velikosti prostiedi a zdroji dané oblasti nendro¢né napi. bakterie.

1.2 Logisticky rtst

Malthusiansky model nebyl dobie pfijat, protoZe pfedpovidal, Ze lidskd populace velice rychle
preroste teoretickou kapacitu prostfedi a vycerpa pfirodni zdroje. V roce 1838 zvetejnil P. F. Ver-
hulst ve ¢lanku [11] model, ktery dnes zndme pod nazvem logisticky model, podle logistické
kiivky, ktera je feSenim této diferencidlni rovnice.
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Obrézek 1.2: Na obrazku vlevo je zobrazen priibéh funkce N'(t) v rovnici (1.2) pror =lak =1
(tzv. fazovy portrét (1.2)). Na obrdzku vpravo je vyobrazen pribéh funkce N(t) ze stejné tlohy
pro rtizné pocatecni podminky (tzv. trajektorie (1.2)).

Verhulst tvrdil, Ze Malthusidnsky model je aZ moc zjednodusSen, protoZe obsahuje pouze li-
nedrni ¢len. Do svého modelu doplnil kvadraticky ¢len —sN2(t), kde s je tzv. koeficient skupinové
soutéze zavisly na hustoté. Vysledny model je ve tvaru

dN(t)

Cdt

Tento model byl pozdéji pfeskalovan a pfepsdn R. Pearl a L. Reed v [13] do néasledujictho
tvaru, ve kterém jej zndme dnes

= aN(t) — sN?(¢).

AN (t) N(#)
T = (1- ), (12)

kde r > 0 je koeficient ristu a k > 0 znacf nosnou kapacitu prostiedi. Stacionarni body této
soustavy jsou body Nj = 0a Ny = k.

Zakladni analyzu modelu lze snadno provést z vektorového pole rovnice (1.2). Na Obrazku
1.2 vlevo je vyobrazeni funkce N'(t). Z priubéhu této funkce miZeme urcit chovani funkce N(t)
pro rtizné pocatetni podminky z jednotlivych intervald vzniklych rozdélenim osy ¢ hodnotami
staciondrnich bodt. Pribéh téchto funkei N(t) s riznymi pocatetnimi podminkami je zndzornén
na Obrazku 1.2 vpravo.

1.3 Logisticky rast s Alleeho efektem

Obdobné jako jsme v logistickém modelu ptidali kvadraticky ¢len uréeny k omezeni celkové ka-
pacity oblasti, mzeme pridat kubicky ¢len, resp. pro pfehlednost vyndsobit rovnici (1.2) vyrazem
obsahujici néjaké dalsi omezeni. Model s omezenim, které zptisobuje extinkci populace pod kri-
tickou hodnotou s > 0, se nazyva bistabilni model, nebo logisticky model s Alleeho efektem
(zkrdcené jej v této praci budeme nazyvat model s Alleeho efektem). Diferencidlni rovnice popi-
sujici tento model je ve tvaru

AN _ (1 - N(t)) (N(t) _ 1), (1.3)

dt k S

kde r > 0 je koeficient rtistu, k > 0 je nosné kapacita prostiedi a s > 0, pro které plati s < k, je
kriticka hodnota.

Prubéh funkce N(t) vySetiime stejné jako u logistického modelu (1.2). Na Obrazku 1.3 vlevo
miiZzeme pozorovat chovani funkce N’(#) na jednotlivych intervalech, které vzniknou rozdélenim
osy t staciondrnimi body Nf = 0, Ny = s a Nj = k. Dle prabéhu funkce N'(t) mtZzeme od-
hadnout pribéh funkce N(t), kterd je pro rtuzné pocateini podminky z jednotlivych intervald,
vykreslena na Obréazku 1.3 vpravo.
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Obrézek 1.3: Na obrazku vlevo je zobrazen pribéh funkce N'() v rovnici (1.3) pror =1, k=1a
s = % Na obrazku vpravo je vyobrazen priibéh funkce N(t) ze stejné tlohy pro rtzné pocatetni
podminky.

Z vektorového pole na pfimce t na Obrazku 1.3 miZeme vypozorovat stabilitu jednotlivych
stacionarnich bodt. Staciondrni body N a Nj jsou asymptoticky stabilni a N je nestabilni.

Tento model mtiZe reprezentovat vyvoj populace, kterd mé na dané oblasti néjakého predatora
a pfi malém poctu jedinct se neni tato populace schopna branit, popf. velikost populace vzhle-
dem k prostfedi je vyrazné mensi a nedochdzi k castému stfetnuti jednotlivcti, z ¢ehoZ plyne
omezeni reprodukce.



Populac¢ni modely na dvou
oblastech

V této kapitole se budeme zabyvat modely popisujicimi vyvoj populace Zijici na dvou oddéle-
nych oblastech. Nase modely se budou skldadat ze dvou soudasti, lokalni reakéni funkce a prosto-
rové difuze. Dynamika kazdé z populaci se bude fidit standardnim popula¢ni dynamikou (napf.
exponencidlni riist, logisticky rtist, Alleeho bistabilni dynamika...), navic ale umoznime migraci
jedinctt mezi jednotlivymi oblastmi. Silu pfesunu budeme popisovat difuznim koeficientem.
Nase modely budou nédsledné mit tvar soustavy dvou obycejnych diferencidlnich rovnic

dx(t)
dt

d%T(:) = Ry (y(t)) + D(y(1), x(1)),

= Relx(t) + D(x(), (1), >0,
2.1)

kde x(t), y(t) budou funkce udavajici velikost populace v prvni (respektive druhé) oblasti, funkce
Ry, Ry : R — R jsou funkce popisujici lokdlni reakéni funkce prvni (respektive druhé) populace
a D : R? — R je funkce popisujici difuzi mezi obéma oblastmi.

Pozndmka 2.1. Jak jiz bylo zminéno, v této préci za x(t) a y(t) uvazujeme funkce udévajici ve-
likost populace v jednotlivych oblastech. Z aplika¢niho pohledu nés tedy zajima jen situace,
kdy tyto funkce budou nezdporné. V piipadé stacionarnich bodti a trajektorii se tedy primarné
soustfedime na konfigurace, které majf nezadporné hodnoty.

Zabyvejme se pocate¢ni tlohou pro diferencidlni rovnici (2.1)

B Re(x(0) + Dx(),9(0), £>0,

d%T(tt) =Ry (y(t)) + D(y(t), x(t)), 2.2)
x(0) = xo,

y(0) = yo

Z pohledu Pozn. 2.1 je dtileZité nasledujici tvrzeni.

VETA 2.2. (Invariance proniho kvadrantu) Nechf Ry, Ry a D jsou lokdlné lipschitzovské funkce spliiu-
jict Rx(0) > 0, Ry(0) > 0, D(0,x) > 0 pro vSechna x > 0. JestliZe pocitecni podminka spliiuje
X0, Yo > 0, pak jediné fesent pocitecni tilohy (2.2) splituje x(t),y(t) > 0, pro vSechna t > 0.

Diikaz. Jednoznacnost feSeni pocatecni tilohy (2.2) plyne z Picard-Lindelofovy véty [7, Véta 2.2.7].
Dale plati pro x = 0 a libovolné y > 0:

R:(0)+D(0,y) =0,

5
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a podobné pro y = 0 a libovolné x > 0:
Ry(0) 4+ D(0,x) > 0.
Nasledné z Bonyho véty [7, Véta 2.5.5] plyne tvrzeni véty. O
V ptipadé logistického a bistabilnho ridstu jsme schopni dokédzat dokonce silnéjsi tvrzeni

VETA 2.3. (Invariance ¢tverce [0,k] x [0,k]) Nechf Ry, Ry a D splituji predpoklady Véty 2.2 a navic
plati Ry (k) < 0, Ry(k) < 0a D(k, x) < 0 pro vsechna x € [0,k|. JestliZe pocitecni podminka spliiuje
X0, Yo € [0, k|, pak jediné vesent pocitecni iilohy (2.2) spliiuje x(t),y(t) € [0, k], pro vSechna t > 0.

Diikaz. Tvrzeni plyne opét z Bonyho véty a faktu, Ze pro x = k a libovolné y € [0, k] plati
Ry (k) +D(k,y) <0,
aproy = kalibovolné x € [0, k] plati
Ry (k) + D(k,x) < 0.
O

Pozndmka 2.4. V tvodnich modelech v kapitole 1 a v obecném modelu (2.1) zna¢ime derivaci
funkce N(t), (popt. x(t), y(t)) vyrazem dl\;—gt) Déle pro usnadnéni tento vyraz budeme znadcit
N'(t). Pfesngji, protoze vSechny dale uvedené funkce, pokud neni uvedeno jinak, jsou funkcemi

proménné ¢, budeme tuto zavislost vynechévat a zkracené psat N’ (popt. x(t), y(t)).

2.1 Cisté difuzni model

Pro jednoduchost se nejprve zabyvejme modelem, kde jedinci dané populace neumiraji ani nepfi-
byvaji, popf. jsou tyto jevy v rovnovaze, a model tedy nema reaké¢ni slozku, tj. v modelu (2.1)

uvaZujme Ry = Ry = 0. Soustava diferencidlnich rovnic ma nésledné tvar:
X = d(y - x),
(2.3)
y =dx—y),

kde d > 0 je difuzni koeficient.

Pozndmka 2.5. JestliZze oznac¢ime celkovou populaci N = x + y, pak zména této celkové populace
jerovna N’ = x’ + vy’ = 0. Difuzni &len tedy nemd Zadny vliv na velikost celkové populace, ale
pouze umoziuje migraci mezi oblastmi.

Vzhledem k tomu, Ze matice soustavy

—d d
a=l 4 24

je singularni, ma soustava nekone¢né staciondrnich feseni, které mtizeme vyjadfit parametricky
x; =[tt], teR]. (2.5)

O stabilité téchto staciondrnich bod rozhodneme podle znaménka vlastnich ¢isel matice A,
které obdrzime ve tvaru
A =0, Ar=-2d

ProtoZe d > 0, jsou vSechny staciondrni body (2.5) (neasymptoticky) stabilni.

Na Obrazku 2.1 vlevo mtiZeme vidét trajektorie soustavy (2.3) pro poc¢atetni podminky xg =
50, yo = 75ad = 0.4. Vpravo na tomto obrdzku je znazornén fazovy portrét s vlastnim vektorem
7 = (10,10), ktery je pfidruZeny vlastnimu ¢&islu A7 = 0.
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Obrézek 2.1: Trajektorie (vlevo) a fazovy diagram (vpravo) s touto trajektorii pro soustavu (2.3)
sd =04, xp = 50 ayp = 75. Na pravém obrazku je nadale naznac¢ena nadrovina staciondrnich
bodti modfe a vlastni vektor 7 = (10, 10) matice (2.4).

Pozndmka 2.6. V soustaveé (2.3), stejné jako ve vSech nasledujicich modelech, pfedpokladame 4 >
0. Samozfejmé je moZné pripustit i nezaporny difuzni ¢len, ale d = 0 odpovida pfipadu, kdy
vyvoj populaci na jednotlivych oblastech probiha nezavisle na populaci na druhé oblasti. Analyza
takového modelu by odpovidala analyze jednotlivych populaci zptisobem uvedenym v kapitole
1.

| Exponencialni riist | Logisticky rist | Bistabilni dynamika |

Exponencidlni rtst 83 84.1 §5.1
Logisticky rtst §4.2 §5.2
Bistabilnf dynamika [8]

Tabulka 2.1: Cisla kapitol, ve kterych je analyzovan model obsahujici ptislusné zékladni po-
pulaéni modely s linearni difuzi.

V celé praci se postupné zabyvame modely ve tvaru (2.1), kde za Ry a Ry volime jeden ze
zékladnich modelti z Kapitoly 1. V Tabulce 2.1 jsou ¢&isla piislusnych kapitol, popf. sekci, od-
povidajici dané dvojici zdkladnich popula¢nich modelt s linedrni difuzi.






Modely s exponencialnim
rustem

Zabyvejme se modelem (2.1) s exponencidlnim rtstem Ry(u) = & -u, Ry(v) = B-v pro néjaké
konstanty &, B € R alinedrni difuzi D(u,v) = d(v — u), prod > 0. Exponencidlni rtst se vyuziva
k popisu populaci, které disponuji neomezenymi zdroji této oblasti. Uvazujme tedy soustavu

rovnic ve tvaru:
X' =ax+d(y—x),

y =By +d(x—y),

kde &, B € R jsou koeficienty riistu populaci v prvni a druhé oblasti a d > 0 je difuzni koeficient.

(3.1)

Staciondrni body linearni soustavy (3.1) najdeme jako feSeni soustavy

O=ax+d(y—x)=(a—d)x+dy,
0=pBy+d(x—y)=dx+(p—d)y.
Soustava ma vzdy trividlni feSeni a tedy prvni staciondrni bod je x§; = [x*,y*] = [0,0]. Navic,
v piipadé, Ze matice soustavy
x—d d
=" 5l

je singuldrni, existuje nekonetné staciondrnich feseni. ProtoZe det(A) = ap — da — dp, matice
. . P fox - _ ap . 2 NN 2 o v o« < qve

je singuldrni praveé tehdy, kdyz d = aip 2 stacionarni feSeni miiZeme v tomto pfipadé vyjadfit
parametricky

X} = [t,—;t] , tER].
VySetfeme stabilitu téchto staciondrnich bodd.
VETA 3.1. Staciondrni bod xi; = [0, 0] soustavy (3.1) je:
1. asymptoticky stabilni, jestliZe plati
a) a, B < 0asoucasné o+ p < 0, nebo
b) « > 0> Basoucasnén < —Bad > %,nebo

c) ,B>O>aasouéasnéﬁ<—aad>%,

2. nestabilni, jestliZe

a) a, B > 0asoucasné a + B > 0, nebo
b) « > 0> B asoucasné x > —p, nebo

c) B> 0> aasoucasné f > —u, nebo
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d) «>0>pBasoucasnén < —fad < %,nebo

e) ,B>0>ocasouéasné[3<—aad<%,

2 v 2

Diikaz. Tvrzeni plyne z analyzy znamének redlné ¢asti vlastnich ¢isel matice A

A—wa+d —d

4 A—ptd|=Y

IAN[— Al =

7 vz

Vlastni ¢isla obdrzime ve tvaru:

a+p—2d+/(a—B)2+ (2d)2
)\1/2: > .

(3.2)

Protoze vyraz pod odmocninou je vzdy nezdporny a vlastni ¢isla budou vzdy redlna.

7 %z

Pocatek bude asymptoticky stabilni, pokud obé vlastni ¢isla budou mit zdpornou redlnou éast.

a+p—2d+\/(a—B)>+4d> <0,
a+pB—2d—\/(a—B)2+4d% < 0.

la) Protoze o, < 0 ad > 0 ziskdvame a + B — 2d < 0. Zapornost vlastnich ¢isel dostdvame
nésledné z faktu —(a + B — 2d) > \/(a — B)? + 4d?, ktery ové&fime nésledujicimi tpravami

—(a+p—2d) > \/(a — B)? +4d?,
(x4 B —2d)% > (a — B)? +4d2, (3.3)
4(afp—ad —Bd) >0,
nebof vechny vyrazy v zévorce v posledni nerovnici jsou kladné.

1b) MiiZeme postupovat obdobng, s tim rozdilem, Ze zadpornost vyrazu a +  — 2d < 0 je nyni
zaruc¢ena podminkou & < —p a platnost nerovnosti (3.3) je ekvivalentni s podminkou

ap

d>
x+pB

1c) Diikaz je ekvivalentni s 1b), pouze vyménime znaménka «, 5.

Naopak pocétek bude nestabilni, pokud alesponi jedno z vlastnich ¢isel bude mit kladnou redlnou
cast. Tedy plati

a+pB—2d+/(a —B)2+4d> >0, nebo
a+p—2d—\/(a—B)?+4d*> > 0.

2a) Kladnost jednoho z vlastnich ¢isel ovéfime z prvni nerovnosti. Protoze o, p > 0ad > 0
plati & + B — 2d > —2d. A tedy nerovnost miiZzeme upravit nasledovné

\/ (v —B)>+4d% > 2d,

(a0 — B)? + 4d* > 4d?,
(x—B)> > 0.

Tato nerovnost plati vzdy vyjma pfipadu, kdy & = B, ktery dokdZeme dosazenim do ptivodni
nerovnice.
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Obrézek 3.1: Vizualizace oblasti stability po¢atku soustavy (3.1) dle Véty 3.1. Pro parametry « a
néalezici modré oblasti je pocatek této soustavy asymptoticky stabilni a nélezici ¢ervené oblasti je
pocatek nestabilni. Plocha vlevo zobrazuje toto rozdéleni pro d = 1 a plocha vpravo prod = 5.

2b) ProtoZze «, d > 0 > B prvni nerovnost plati, pokud d < # a soucasné « > —p. V piipadé,

B

Zed > % ziskdme kladnost vlastniho ¢isla pro & > —p nésledujicimi tipravami

(a —B)2+4d? >2d —a— B,
(x — B)* +4d* > (2d —a — B)?,
ap—ad —pd <0, tedy
p

d>0>

Pokud & = —p pak pfedposledni nerovnost md tvar af < 0.

2¢) Dtikaz je ekvivalentni s 2b), pouze vyménime znaménka «, j3.

ap
x+p°

2d) Postupujeme shodné s 2b). Pro &« < B obdrZime po posledni tipravé nerovnost d <

2e) Diikaz je ekvivalentni s 2d), pouze vyménime znaménka «, 8.

O

Tato véta pro dané d rozdéluje rovinu a5 na dvé oblasti oddélené kiivkou d = % Na Obrazku
3.1 je toto rozdéleni zobrazeno pro d = 1 vlevo a pro d = 5 vpravo. Modfe je zobrazena oblast
asymptotické stability poc¢atku soustavy (3.1), zatimco pro parametry a a  naleZici ¢ervené ob-
lasti je pocétek nestabilni.

DUSLEDEK 3.2. Je-li max{a, B} > d, pak je pocitek nestabilni staciondrni bod soustavy (3.1).

Priklad 3.3. UvaZujeme soustavu diferencidlnich rovnic ve tvaru:

x'=0.1x+0.25(y — x),
vy = —02y+0.25(x —y).

Tato soustava odpovida pfipadu 1b) z Véty 3.1. Staciondrni bod x{j je asymptoticky stabilni.
Toto tvrzeni mtiZeme podloZit vypoctem vlastnich &isel matice A soustavy, kterd obdrZime ve
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Obréazek 3.2: Trajektorie a fdzové portréty soustav z Piikladu 3.3 (vlevo) a 3.4 (vpravo), které maji
shodné parametry «,  udévajici rtist jednotlivych populaci a rozdilny difuzni koeficient d.

tvaru Ay = —0.0169, A, ~ —1.1831. Na Obrazku 3.2 vlevo nahofe mtizeme vidét trajektorie jed-
notlivych populaci pro pocate¢ni podminky xy = 100 a yg = 200 a vlevo dole je fazovy portrét
této soustavy.

Priklad 3.4. UvaZzujeme soustavu diferencidlnich rovnic ve tvaru:

¥ =0.1x+0.15(y — x),
y' = —02y+0.15(x — y).

Koeficienty rtstu jednotlivych populaci jsou stejné jako v pfedchozim ptikladé, ale pro difuzni
¢len platid < % Tato soustava tedy odpovidd pripadu 2d) Véty 3.1. Vlastni ¢isla matice A této
soustavy obdrZzime ve tvaru A; ~ 0.0243,1; ~ —0.8243. ProtoZze A; > 0 je staciondrni bod x;
nestabilni. Na Obrazku 3.2 vpravo nahofe mtiZeme vidét trajektorie jednotlivych populaci pro

pocate¢ni podminky xp = 100 a yo = 200 a vpravo dole je fizovy portrét této soustavy.

VETA 3.5. Pokud pro soustavu (3.1) plati 0 < d = %, pak md tato soustava staciondrni body

x; = [t, —%t}, t € Ry, které jsou (neasymptoticky) stabilni.

Diikaz. UvaZujeme pouze takové staciondrni body xj, které maji obé soufadnice nezaporné a tedy
musi platit sgn(«) - sgn(B) = —1. Z pfedpokladu, ze difuzni koeficient d > 0 pak tedy obdrzime
podminku a + 8 < 0.
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Obrézek 3.3: Trajektorie a fazovy portrét soustavy (3.6). Ve fazovém portrétu je umisténa trajek-
torie feSeni této soustavy pro pocate¢ni podminky xy = 100 a yo = 200.

Po dosazeni vztahu d = % do (3.2) dostavame

W21 B2
a+pB—2d= . I g
a2 + B2)2
(v —B)* +4d* = m
a nasledné -
A =0, A= 2”‘“ :[g . (3.4)
Tvrzeni nasledné plyne z faktu, Ze jmenovatel A, urcuje jeho znaménko. O

Priklad 3.6. UvaZujeme soustavu diferencidlnich rovnic ve tvaru:

x' =01x+02(y —x),
Yy =—-02y +02(x —y).
Tato soustava odpovida pfipadu z Véty 3.5. Koeficienty riistu , § jsou stejné jako v prikladé
3.3 a 3.4. Matice A je v tomto pfipadé singuldrni a tedy A; = 0. Podle rovnice (3.4) obdrzime druhé

7 %z

vlastni &islo Ay = —1. Tato soustava md nekonecny pocet staciondrnich bodi xj = [t, %t} ,tERY
a dle vlastnich ¢isel jsou (neasymptoticky) stabilni.

Na Obrézku 3.3 vlevo mtizeme vidét trajektorie této soustavy pro pocatecni podminky xy = 100
a o = 200 a vpravo jeji fazovy portrét s vyobrazenymi staciondrnimi body.






Modely s logistickym
rustem

V této kapitole se budeme zabyvat modely, ve kterych se lokdIni vyvoj populace na prvni oblasti
fidi logistickym ristem a populace na druhé oblasti se fidi nejprve exponencidlnim a pozdéji
logistickym riistem.

4.1 Logisticky rtst na prvni oblasti a exponencialni rist na druhé

Nejprve se zabyvejme modelem (2.1) s logistickym riistem na jedné oblasti Ry (1) = au (1—¥),
s koeficientem rtstu & > 0, kapacitou prostfedi k > 0 a exponencidlnim riistem na druhé oblasti
Ry(v) = Bv, pro koeficient riistu g € R a linearni difuzi D(u,v) = d(v — u).

¥ = ax (1 - %) +d(y — x),

y' =By +d(x —y),

kde « > 0 a B € R jsou koeficienty riistu jednotlivych populaci, k > 0 je nosna kapacita prostiedi
ad > 0je difuzni koeficient.
Pro usnadnéni zavedeme substituci u = x/k a v = y/k, pfezna¢ime zpét u na x a v na y.
ObdrZime soustavu
¥ =ax(l—x) +d(y—x),
y' =Py +d(x —y),

kde «, d > 0 a p € R. Funkce x(t),y(t) po substituci jiz neudavaji velikost populace, ale pro-
centualni naplnéni pivodni kapacity k.
Staciondrni body soustavy (4.1) nalezneme jako feSeni soustavy

(4.1)

ax(l1—x) +d(y—x)=0,
By +d(x —y) =0.

Soustava md vzdy trividlni feSeni x = 0, y = 0 a tedy prvni staciondrni bod je x = [0,0]. Druhé
feSeni (4.2), a tedy soufadnice druhého staciondrniho bodu obdrzime ve tvaru

(4.2)

«  [ap—ad—pBd —d(ap—ad— Bd)
27T T a(p-ap

Déle rozdélme analyzu tohoto modelu na dva rtizné piipady podle znaménka .

4.1.1 Exponencialni rists > 0

Zatnéme piipadem, kdy v modelu (4.1) uvaZzujeme parametry «, ,d > 0. V tomto piipadeé sta-
cionarni bod x; néleZi prvnimu kvadrantu, jestlize plati g < d.

15
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VETA 4.1. Je-liw, B,d > 0, pak je x; = [0, 0] nestabilnim staciondrnim bodem soustavy (4.1). Plati-
Ji . d pak ie x* — ap—ad—Bd —d(afp—ad—pd)
i navic B < d, pak je x; = [ 2B—d) ' a(p-d)

} asymptoticky stabilnim staciondrnim bodem
soustavy (4.1) leZicim v pronim kvadrantu.

Diikaz. Tvrzeni plyne, dle Véty o linearizaci vicerozmérnych dynamickych systémt [7, Véta 4.2.2],
ze znamének redlné ¢asti vlastnich ¢isel Jacobiho matice soustavy (4.1)

| A—a+2ax+d —d _
W”—’ d A—ﬁ+d’_0'

Vlastni ¢isla ndsledné obdrzime ve tvaru

a—2ax+ B —2d +/((a —2ax) — B)2 + 4d?
> .
Dale rozdélme dtikaz na dveé ¢asti. Prvni ¢ast pro staciondrni bod xj a druhou pro x3.

Mp = (4.3)

1. Po dosazeni soufadnic xj = [0, 0] ziskdvame vlastni ¢isla Jacobiho matice ve tvaru

a+pB—2d+/(a — B)2 +4d?
/\1’2: 5 .

7 vz

Jedna se o stejné vlastni ¢isla jako u modelu s exponencidlnim rtstem (3.1). V tomto pfipadé
uvazuje «, f > 0 a tedy nastavd piipad 1a) z Véty 3.1 a dikaz této ¢asti je stejny.

2. Nyni dosad' me soufadnice druhého stacionarniho bodu do rovnice (4.3)

d—pBd d—pBd 2
2a“ﬁ(g dﬁ - Zdi\/((oc—Zoc“ﬁ(g df) /s) T4
2

Mo = (4.4)

Stacionarni bod x3 je asymptoticky stabilni, jestlize obé vlastni ¢isla jsou v tomto bodé
zaporna. ReSime nerovnosti

N (=~ B

ProtoZe vyraz bez odmocniny je vzdy zdporny, nelze po odecteni vysledku odmocniny
obdrZet vyraz vétsi neZ nula, a tedy je tato nerovnost vZdy splnéna. Toto tvrzeni dokdZeme
vynasobenim nerovnice vyrazem f — d, ktery je, z podminky existence toho staciondrniho
bodu, vzdy zdporny.

(4.5)

af —ad — Bd

a(d—ﬁ)+ﬁd+d2+(ﬁ—d)2 > 0. (4.6)

“*g/;ﬂ a protoZe plati y +  —
2d < 0, miiZzeme dokazat prvni nerovnost v (4.5) nasledujicimi tpravami

Nejprve si pro zjednoduseni vypoctu ozna¢me 7y := a —

(y—B)? —4d> < —y—p+2d,
0 <4vyB—4vyd —4pd,
0<ap—ad—2(p—d) (W) — Bd,
0 < a(d — B) + 3pd.
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Obréazek 4.1: Trajektorie (vlevo) a fazovy diagram (vpravo) pro soustavu z Pfikladu 4.4 s
pocate¢nimi podminkami xp = 0.3 a yg = 0.5.

O

Pozndmka 4.2. V ditkazu této véty, i ve vSech ndsledujicich pfipadech, jsou oznaceny vlastni ¢isla

A12 v obou stacionarnich bodech. ProtoZe je ale vZdy upozornéno pro jaky bod tato vlastni ¢isla
obdrzime, nemélo by dojit ke komplikaci.

Pozndmka 4.3. Je-li B = d, pak druh4 diferencialni rovnice v (4.1) je tvaru y' = dx a populace tedy
roste nade vSechny meze. Stejnym zptlisobem se tato soustava vyvijiipro > d (stejny argument).

Priklad 4.4. UvaZzujme soustavu diferencidlnich rovnic ve tvaru:

{x’ =05x(1—x)+ (y —x),
Y =01ly+ (x—y).

Staciondrnimi body této soustavy jsou body xj = [0,0] a x; = [1.2308, 1.7201]. Protoze
0 < B < d, staciondrni bod xj je dle Véty 4.1 nestabilni a staciondrni bod x; asymptoticky
stabilni.

Tvrzeni Véty 4.1 je zaloZeno na vlastnich ¢islech Jacobiho matice v jednotlivych staciondrnich
bodech, kterd obdrZzime ve tvaru Ay =~ 1.7198, A, ~ 0.3198 pro staciondrni bod xj a Ay ~ —2.3923
a A~ —0.2299 pro x;.

Na Obrézku 4.1 vlevo jsou trajektorie této soustavy diferencidlnich rovnic pro pocate¢ni pod-
minky xo = 0.3 ayp = 0.5 a na obrdzku vpravo je fazovy diagram, na kterém miiZeme vidét

chovéani této soustavy pro libovolné pocatecni podminky z této oblasti a tedy stabilitu jednot-
livych stacionarnich bodd.

4.1.2 Exponencialni rist pro f <0

Dale analyzujme model popsén soustavou diferencidlnich rovnic (4.1), ale v tomto p¥ipadé uva-

zujme B < 0. Soufadnice staciondrnich bodti jsou zachovany, ale druhy stacionarni bod

X; = [ali?g:)ﬁ d, _d(zf ﬁ—_“;);ﬁ d)} nélezi prvnimu kvadrantu za jinych podminek.

Pokud by platilo # < —f a souc¢asné d > % (popt. d = %), pak by druhy staciondrni bod

nenéleZel prvnimu kvadrantu R? (popt. splyval s x}). V takovém piipadé tedy tento staciondrni
bod nebudeme brét v potaz.
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VETA 4.5. Je-li B < 0 < w, d a soucasné plati
1. « > —p, nebo

o
2. a < —Pasoucasnéd < 7’8,
a+p

af—ad—pd —d(afp—ad—pd)
a(p—d) " a(p-d)?

pak je x; = [0, 0] nestabilnim staciondrnim bodem (4.1) a x; = [ asymptoticky

stabilnim staciondrnim bodem (4.1) ndleZici pronimu kvadrantu.

up

Pozndmka 4.6. Jestlize § <0 < a, dasoucasnéa < —fad > at B pak ma soustava (4.1) pouze
jeden stacionérni bod x* = [0, 0], ktery je asymptoticky stabilni.
Diikaz. Dtikaz je, az na findlni tipravy a z nich odvozené zaveéry, ekvivalentni s ditkazem Véty 4.1.

1. Po dosazeni soufadnic xj = [0,0] do (4.3) obdrzime

a+pB—2d+/(a — B)2 +4d?
Ao = 5 .

Znovu pfipomernime, Ze se jednd o stejnd vlastni ¢isla jako u modelu s exponencidlnim
ristem (3.1). V tomto piipadé, ale uvazujeme & > 0 > B a tedy mohou nastat piipady
1b), 2b) a 2d) z Véty 3.1. Diikaz by byl veden stejné jako v této véte.

2. Pokud do (4.3) dosadime soufadnice staciondrniho bodu x3 obdrZime vlastni ¢isla ve

—ad—pd —ad—pd 2
a—2aW+ﬁ—2dﬂ:\/((a—2aW)—ﬁ) + 4d?
5 .

Tentokrat hleddme pro které hodnoty parametréi« > 0 > fad > 0 je alespon jedno vlastni
¢islo vétsi nez nula. Resime tedy nerovnice

a_zwﬁwww_w«(a_zww—ﬁd)_ﬁ)2+4dz>o,

AMp =

p—d B—d

(=== B

Stale plati, Ze vyraz bez odmocniny je vzdy zdporny, a tedy druhou nerovnost nelze ni-

kdy splnit. Toto tvrzeni dokdZeme vyndsobenim nerovnice vyrazem f — d, ktery je pro nasi
volbu B < 0 < d vidy zdporny

af —ad — Bd
—aB+ad — pd + > +2d> > 0.

«p

Prvni nerovnost plati, pokud & < —p a soucasné d > x+p- Nejprve si pro zjednoduseni
, M v e (Xﬁ— d—ﬁd < 4 < s o
vypoctu znovu oznaéme 7y 1= & — ZW a dale proved me nasledujici tpravy
(Y= B)? —4d> > —y —p+2,

0> +4vB —4vyd — 4Bd,

0> —af+ad+2(—af+ad+ pd) — Bd,

0> —ap+ad—+pd,

ap

d>m, x < —B.
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Obrézek 4.2: Vizualizace rozdéleni roviny a dle stability staciondrnich bodt dle Véty 4.5. Vlevo
je zobrazeno toto rozdéleni pro d = 1 a vpravo pro d = 5. Pokud parametry «, B nélezi modré
oblasti existuje pouze jeden staciondrni bod xj a tento bod je asymptoticky stabilni. V pfipadeé,
Ze «, B naleZi Cervené oblasti, je x] nestabilni a navic existuje i druhy staciondrni bod x3, ktery je
asymptoticky stabilni.

Témito Gipravami jsme obdrZeli jediné podminky, pro které je staciondrni bod xj nestabilni,
ale za téchto predpokladili tento bod nenéleZi prvnimu kvadrantu.

O

Véta 4.5 rozdéluje mnoZinu

M= {(zx, B) € R%:a > 0 a soutasné < 0}
%, na dvé oblasti. Pro parametry a a 8 z jednotlivé oblasti ma soustava
dany pocet staciondrnich bodii a stabilitu téchto bodi. Na Obrazku 4.2 je toto rozdéleni zobrazeno
prod = 1(vlevo) aprod = 5 (vpravo). Pokud jsou v soustaveé (4.1) koeficienty riistu & a f z modré
oblasti, pak m4d tato soustava pouze jeden stacionarni bod (pocatek) a tento bod je asymptoticky

stabilni, ale jestliZze w a  nédleZi Cervené oblasti, pak md soustava (4.1) dva stacionarni body, z nichz
je pocatek nestabilnim staciondrnim bodem a druhy stacionarni bod je asymptoticky stabilni.

pro dané d, kiivkou d =

DUSLEDEK 4.7. Je-li & > d, pak pro libovolné B < 0 md tato soustava dva staciondrni body, z nichZ
pocitek je nestabilni a druhy staciondrni bod je asymptoticky stabilni.

Piklad 4.8. UvaZujeme soustavu diferencidlnich rovnic ve tvaru:

{x’ = 0.5x(1 —x) +02(y — x), 4.7)

y' =—-07y+02(x —y).
Staciondrni body x; = [0, 0] a xj = {%, %} ~ [0.6778, 0.1506] nalezneme jako FeSeni sou-
stavy rovnic
0.3x —05x2 +02y =0,
0.2x —09y =0.

Vlastni ¢isla Jacobiho matice soustavy (4.7) obdrzime ve tvaru

_ —06—x++/(12—x)2+0.16

Mp = > (4.8)
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Obrézek 4.3: Trajektorie (vlevo) a fazovy diagram s vyobrazenou trajektorii a druhym (asympto-
ticky stabilnim) staciondrnim bodem (vpravo) pro Pfiklad 4.8.

Po dosazeni soufadnic prvniho staciondrniho bodu obdrZzime vlastni ¢isla Ay ~ 0.6649 a
Ay ~ —1.8649. Staciondrni bod xj je tedy dle Véty o linearizaci vicerozmérnych dynamickych
systémti [7, Véta 4.2.2] nestabilni.

V piipadé, Zze dosadime soufadnice druhého stacionarnitho bodu do (4.8), obdrZime vlastni
disla Ay =~ —0.6200 a A» ~ —1.9356 a tedy je staciondrni bod x5 asymptoticky stabilni.

Na Obrazku 4.3 vlevo mzeme vidét trajektorie této soustavy pro pocatecni podminky xy =
0.3 ayp = 0.5 a vlevo je fadzovy diagram s vyobrazenou touto trajektorii.

4.1.3 Zavislost netrivialniho stacionarniho bodu na parametrech

Na rozdil od prvniho staciondrniho bodu xj = [0, 0] existence, popf¥ipadé soufadnice stacionarni-
« _ |ap—ad—Bd —d(ap—ad—pd)

ho bodu x = |75, <

prozkoumejme vliv kazdého parametru zv1asf s pevné zvolenymi ostatnimi parametry.

} zavisi na zméné parametrt «, B, a d. Pro pfehlednost

Nejprve se podivejme na tuto zadvislost pro zménu parametru a. Z pfedpokladu existence
staciondrniho bodu x5 musi platit & > & := ﬁﬁ—_dd, pokud B > d. Jestlize B < d, pak stacionarni
bod x5 nalezi prvnimu kvadrantu pro libovnolné & > 0. Prozkoumejme soufadnice tohoto bodu
v ptipadé, Ze & — +o0. Pro pfehlednost fesme limitu kazdé soufadnice zvlast

lim P-ad—pd_ . a(f-d)—pd_
a=too  a(f—d) a0 a(f—d) ’

. dap—ad—pd) . a—pd+d2+B  _qp—a)  —a
BT T a(Bod? eiTen (oA (p-dF B-d'

Pro druhou z vyse zminénych moZnosti musime jesté vyfesit druhy limitni pfipad « — 0+ .
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Obréazek 4.4: Graf zavislosti soufadnic staciondrniho bodu xj soustavy (4.1) na parametru a pro
pevné zvolené d, B. Na obrdzku vlevo je zobrazen pifipad, kdy B > d a tedy staciondrni bod

nalezi prvnimu kvadrantu pro « > & :=

B—d
Cervend kiivka zndzorfiuje zavislost prvni soufadnice tohoto staciondrniho bodu a modra dru-
hou soufadnici

. Na obrazku vpravo je tato zavislost pro g > d.

d
ap—ad—pd  p-d-B
T R(Bd) A pod T
d
. d(ap—ad—pd) o —pd+d2+ B
AT T B WA T Boaz ™

lim x5 = [+00, 400].
x—0+

Na Obrazku 4.4 mtzeme vidét graf téchto zavislosti. Na obrazku vlevo je zobrazen pfipad,
kdy B > d.a znac¢i hodnotu pro kterou staciondrni bod x3 splyva se stacionarnim bodem xj a pro
hodnoty & > & ma tento stacionarni bod obé soufadnice kladné. Zavislost stacionarniho bodu x3,
jestlize plati B < d, je zobrazen na obrazku vpravo.

Nyni se podivejme na zévislost soufadnic x; na zméné parametru . Z pfedpokladu existence
staciondrniho bodu x5 mohou nastat dva podpfipady. Pokud plati & < d, pak stacionarni bod
existuje pro volbu parametru B < d a souasné f > B := %, tj. B € (B, d) Prozkoumejme
chovéni soufadnic staciondrniho bodu x3 v piipadé, Ze B — d — . Pro piehlednost feSme znovu
kazdou soufadnici zvlast

d
apf —ad — Bd a—fg—d
-1 —
B—d— a(p—d) /Sirr?f o — %d oo
~ad — ad — 4 — 42
lim —d@Poad—pd) o T ETT
pvi— a(p —d)? pd— af — 2ad + 25

lim xj = [+o0, +00].
B—d—
Na Obrézku 4.5 (vlevo) mtZzeme vidét graf této zavislosti.
Jestlize ale plati &« > d, pak staciondrni bod x3 existuje a pro libovolny parametr f < d
Prozkoumejme soufadnice tohoto stacionarniho bodu v limitnim piipadé, kdy B — —oc. Pro
pfehlednost znovu fesme limitu kazdé soufadnice zvl1ast.
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B 0 d B

Obrazek 4.5: Graf zdvislosti soufadnic staciondrniho bodu xj} soustavy (4.1) na parametru f.
Vpravo je zobrazen piipad, kdy plati &« < d. Stacionarni bod x; existuje, jestlize plati § >
B = %. Obrazek vlevo zobrazuje soufadnice tohoto staciondrniho bodu, jestlize plati &« > 4.

d_.p

Cervené kiivky zndzornuji zavislost prvni soufadnice tohoto stacionadrniho bodu a modré dru-
hou soufadnici.

. afp—ad—pd . B —d x—d
lim ——— =1+ lim = = ,
‘B—1>I?oo a(p—d) + ‘B—l>riloo Ba— % o

—ad — —ad + 4 4 2
lim — P —ad—pd) o BTMT T,
p—r—c0 a(p—d) p——co B nf —20d + %

Na Obrazku 4.5 mtZzeme vidét kiivky popisujici tuto zavislost. Hodnota xj;,, udava limitni
pfipad prvni soufadnice tohoto staciondrniho bodu. Druhd soufadnice x5 v limitnim pfipadé
B — —coje rovna nule.

Na zavér této sekce se podivejme jesté na posledni neprozkoumanou zavislost soufadnic sta-
ciondrniho bodu xj a to na parametru d. Znovu zde, dle pfedpokladii existence stacionarniho
bodu x3, mohou nastat dva pfipady.

Uvazujme &« < —pB. Aby tento staciondrni bod néleZel prvnimu kvadrantu, musi platit d <

d:= % Prod = d splyva x5 s x;.

Dale prozkoumejme chovéni soufadnic v limitnim pfipadé, kdy d — 0 + . VySetfeme znovu
kazdou soutadnici zvlast

A=) af
m — d(ap —ad — Bd) _o,

d—0+ a(p—d)

. aﬁ—zxd—/%d_a/%_l

lim x5 = [1,0].
d—0+ 2 [ ]

Na Obrazku 4.6 mlizeme vidét graf popisujici tuto zavislost pro ndmi zvolené parametry.
Hodnota d udava hodnotu parametru d pro kterou s ndmi zvolenymi parametry « a 8 splyne
staciondrni bod x; se staciondrnim bodem xj.
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Obrézek 4.6: Grafy zavislosti soufadnic staciondrniho bodu x; soustavy (4.1) na parametru d.
Na obrazku vlevo je vyobrazen pfipad, kdy plati « < —p a tedy je existence tohoto staciondrniho
bodu podminénd d < d := %

—pB. Cervené kfivky zndzornuji zavislost prvni soufadnice tohoto stacionarniho bodu a modré
druhou soufadnici.

Na obrazku vpravo je tato zavislost popséana pro pfipad, kdy a >

Jestlize plati « > —p, pak je splnén predpoklad kladnosti soufadnic staciondrniho bodu x5
pro libovolné d > 0. V piipadé, Ze d — 0 ma tento staciondrni bod stejné soufadnice jako v
predchozim pi¥ipadé. Prozkoumejme druhy limitni p¥ipad, tedy kdy d — oo.

. af—ad—pd . —pd+ - P - B —p
B ) _1+dl—l>r-sr-loo(0c_0c(ﬁ—d))
_a+p
=218
. dap—ad—pd) . 4> “Lratp  a+p
lim — —————"—~% = lim — —4 — )
d—+oo Dé(ﬁ—d) d—>+ood %*2%+IX 14

lim x; = {DH_'B,M].
d—+o0 14 4

Na Obrazku 4.6 mizeme vidét graf zavislosti soufadnic staciondrniho bodu x3 na parametru
d v piipadé, Ze plati « > —B.

4.2 Logisticky rast na obou oblastech

V této casti se budeme zabyvat modelem (2.1) s logistickym rastem na obou oblastech Ry (1) =
a-u-(1-— %), Ry(v) = B-ov- (1~ k—z’z) pro néjaké konstanty «, B, k1, ko > 0 a linedrni difuzi
D(u,v) = d(v—u) prod > 0. Uvazujeme tedy soustavu rovnic ve tvaru:

x'=ax(1— %) +d(y — x),
1

/ v (4.9)
y =Pyl — ) +dlx—y),
2

kde a, B > 0 jsou koeficienty rtstu, k1, k; > 0 udévaji kapacitu dané oblasti a d > 0 je difuzni
koeficient.

4.2.1 Logisticky rist na dvou oblastech se stejnymi kapacitami

Nejprve se podivejme na specidlni p¥ipad, kdy obé dané oblasti maji stejnou kapacitu, tedy plati
k1 = ko = k a pro pfehlednost tedy vynechme spodni index. Soustava rovnic popisujici tento
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model je pak ve tvaru

x' = ax(1— %) +d(y —x),

/ y (4.10)
y =Pyl =) +dlx—y)

kdew, B, k,d > 0.
Stejné jako v pfedchozim pifpadé zaved me substituci u = k- x av = k - y a zpét pfeznatme u
na x a v na y. Obdrzime soustavu diferencidlnich rovnic

¥ =ax(1—x)+d(y —x),
y =py(1-y) +d(x—y),

kde a, B,d > 0 a funkce x(t) a y(t) popisuji procentudlni naplnéni kapacity dané oblasti (pfed
substituci tyto funkce udédvali absolutni hodnoty danych populaci).
Stacionarni body soustavy (4.11) nalezneme jako feSeni soustavy rovnic

@.11)

ax(l1—x)+d(y—x) =0,
py(1—y) +d(x —y) = 0.
Stejné jako ve vSech pfedchozich pfipadech m4 tato soustava trividlni feSeni x = 0 a souc¢asné

y = 0 a tedy prvnim staciondrnim bodem je bod xj = [0, 0]. Druhé feSeni obdrzime x =1, y = 1
atedy x; = [1, 1].

1—
1—

Pozndmka 4.9. Jak uvidime ve Vété 4.12, soustava (4.11) md pro nékteré hodnoty parametrii dalsi
dva stacionarni body, ale pro nasi volbu parametrii «, 8,d > 0 nemaji nikdy tyto stacionarni body
obé soufadnice nezaporné.

VySetteme stabilitu téchto stacionarnich bodd.

VETA 4.10. UvazZujme soustavu diferencidlnich rovnic (4.11), kde «, B, d > 0. Pak x; = [0, 0] je
nestabilni a x5 = [1, 1] je asymptoticky stabilni staciondrni bod.

Diikaz. Tvrzeniplyne, dle Véty o linearizaci vicerozmérnych dynamickych systémfi [7, Véta 4.2.2],

2 vz

ze znamének redlné ¢asti Jacobiho matice soustavy soustavy (4.11)

o —2ax —d d

] = J B—2py—d |’ (4.12)
Vlastni ¢isla této matice obdrZime ve tvaru
_ _ _ _ — (R — 2 2
Mazl 2ax + B — 2By —2d £+ \/((a — 2ax) — (B —2By))? + 4d . (4.13)

2

N 4

Dale rozdélme dtikaz na dvé ¢asti pro jednotlivé stacionarni body.

1. Po dosazeni soufadnic staciondrniho bodu xj obdrZime stejna vlastni ¢isla jako v ditkazu
Véty 3.1

a+pB—2d+/(a — B)2 +4d?
/\1,2 = 3 .
Vzhledem k tomu, Ze v logistickém ristu uvaZujeme pouze kladné koeficienty riistu «, B,
nastdva piipad 2a) z této véty.

2. Nyni dosadme do rovnice (4.13) soufadnice stacionarniho bodu x5. Vlastni &isla v tomto
bodé obdrZime ve tvaru

—a—B—2d+\/(B—a)?+4d?
)\1[2: 2 .
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Obrazek 4.7: Trajektorie a fdzovy diagram pro Piiklad 4.11.

Stacionarni bod x3 je asymptoticky stabilni, jestlize jsou obé vlastni ¢isla (4.12) v tomto bodé
mensi neZ nula. ReSime tedy nerovnice

—a—B—2d+\/(B—a)?+4d2 <0,
—a—B—2d—\/(B—a)?+4d2 < 0.

Je zfejmé, Ze pro volbu parametrii o, 8, d > 0 je vyraz bez odmocniny vzdy zdporny a tedy
druhé nerovnost je vZdy platnd. Platnost prvni nerovnice ovéfime ndsledujicimi dpravami

V(B — )2 +4d2 < o+ B+2d,

(B—a)* +4d* < a® + B> + 4d* + 20 + dad + 4p4,
0<apf+ad+pd

Priklad 4.11. UvaZujme soustavu diferencidlnich rovnic ve tvaru
x" = 0.75x(1 — x) +0.5(y — x),
vy =05y(1—y)+05(x—y).

Nejprve nalezneme staciondrni body této soustavy. Hleddme tedy feSeni nésledujici soustavy rov-
nic

0.75x(1 — x) +0.5(y — x)
05y(1—y)+05(x—y)

:0,
=0.

Po vyjadfeni x = y? z druhé rovnice a dosazenim do prvni obdrZime rovnost

75y* — 25y% — 50y = 0,
resp.
’ 3yt —y? -2y =0
y -y —2y=0.

Redlné kotfeny této rovnice jsou y; = 0, y» = 1. Dopocitdinim druhych soufadnice obdrZime
staciondrni body ve tvaru x; = [0,0] a x3 = [1,1].
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Nésledné miizeme rozhodnout o stabilité téchto bodi pomoci vlastnich &isel, kterd pro sta-
ciondrni bod xj, dle rovnice (4.13), obdrzime A ~ 0.6404, A, ~ —0.3904 a pro druhy stacionarni
bod x3 jsou vlastni ¢isla Ay ~ —0.6096 a A, ~ —1.6404. V piipadé prvniho staciondarniho bodu je
jedno z vlastnich ¢isel kladné a tedy je tento staciondrni bod nestabilni. Pro druhy staciondrni bod
jsme obdrzeli obé vlastni ¢isla zdpornd a tedy je tento bod asymptoticky stabilni.

Na Obrazku 4.7 mtZeme vidét trajektorie a fazovy portrét této soustavy pro pocatecni pod-
minky xo = 0.5ayp = 0.3.

4.2.2 Logisticky riist na dvou oblastech s odliSnymi kapacitami

Ve Véte 4.10 a v Ptikladu 4.11 jsme se zabyvali pouze specialnim pfipadem, kdy obé oblasti maji
shodnou kapacitu. Diky tomuto pfedpokladu jsme mohli zavést substituci, kterd zredukovala
pocet parametri vyskytujicich se v soustavé a vyrazné usnadnila celkovou analyzu modelu.

Dale se zabyvejme modelem (4.9). JestliZze zavedeme substituci u = x/k;, v = k; a pfeznacime
u, v zpét na x a y, obdrzime soustavu diferencidlnich rovnic ve tvaru:

X =ax(1—x)+d(yy—x),

4.14
y’=ﬁy(1—y)+d<ix—y), @19

kde &, B, d > 0. Parametr y = k—f > 0 udava pomér kapacit jednotlivych oblasti.
Staciondrni body nalezneme jako feSeni soustavy rovnic

ax(1—x)+d(yy—x) =0,

ﬁy(l—y)+d<ix—y) =0.

Tato soustava ma vzdy trividlni feSeni x = O a y = 0, tedy prvni stacionarni bod méa soufadnice
xj = [0,0]. Po vyjadfeni x z druhé rovnice, dosazeni tohoto vyrazu do prvni rovnice a zkraceni y,
reprezentujici jiz nalezenou soufadnici prvniho staciondrniho bodu, obdrZime rovnici, jejiz feSeni
jsou druhé soufadnice zbyvajicich staciondrnich boda

afryy® — 2(apy + apyd)y® + (apd + Bd® + ap*y + 2apyd — ayd®)y — d(apd + Bd) =0, y # 0.

Analytické vyjadieni feSeni takovéto rovnice nelze vzhledem k tvaru koeficient(i u jednot-
livych mocnin y vyjadfit v pfehledném tvaru. Vime, Ze dvé paraboly, z nichZ osa jedné je rov-
nobéZnd s osou x a osa druhé je rovnobéZznd s osou y, mohou mit az 4 prtseciky. Toto tvrzeni je v
souladu s faktem, Ze pfi hleddni staciondrnich bodti jsme dospéli k feSeni rovnice ¢tvrtého fadu
(resp. kubické rovnice po zkrdceni y = 0).

VETA 4.12. Prow, B, 7y, d > 0 existuji dvé neziporné staciondrni feseni soustavy (4.14): nestabilni
x; = [0, 0] a x3, kteryj je asymptoticky stabilni a spliiuje x5 > 0, y5 > 0.

Diikaz. Tvrzeni dokdZeme pomoci nuloklin systému (4.14), které obdrzime ve tvaru

X

Ne={ o) iy = 3 (a1},

Ny ={y v =T @+py-1)}.

(4.15)

Presnéji, protoze hleddme staciondrni body pouze v prvnim kvadrantu, nemusime nadéle pra-
covat s celymi parabolami Ny a Ny, ale sta¢i ndm pouze prava vétev paraboly Ny a horni vétev
Ny
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= x(1)
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Obrézek 4.8: Nulokliny Ny vlevo a N, vpravo dané vztahy (4.15). Modré kfivky na obou obrézcich
znazornuji pfipad kdy o < d (resp. p < d), ¢ervené « = d (resp. p = d) a oranzové kiivky o > d

(resp. B > d)

Ne={ o= 20y = L rat-1f,

—y(d — b)? v(ﬁ—d)+d\/%;x+(7_?)z

Ny =1 (oy) v 2~y = TS

Nejprve uréime prvni derivace jednotlivych funkci

- d+a(2x—1)
1 _
N; = iy ,
_ 1
N =
Y 4 4
\/ ﬁ;x +(y— ﬁd'r)z
jejich limity pro x — +o0
lim N, = +oo
X—> 00
lim N; =0
X—+00
a nasledné druhé derivace
N
X d’)/,
S —2pv
"o
Ny =

d(‘*ﬁg’%(v’?)z)?

Prtseciky nulokliny Ny s osou x, (resp. Ny s osou y) jsou x; = 0 a xp = "‘a;d (resp.y; =0a
Y2 = %). Pokud & > d pak prisedik x; existuje i pro Ny (resp. pro f > d existuje prasedik v, i
pro N,). V opatném piipadé ma N, pouze prisecik x1 (resp. Ny pouze priisedik y).



28 KAPITOLA 4. MODELY S LOGISTICKYM RUSTEM
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x(1)
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Obrézek 4.9: Nulokliny v prvnim kvadrantu s vyznacenymi stacionarnimi body pro soustavu .
Opét, Modré ¢asti parabol znazornuji piipad kdy «, B < d, Cervené a, B = d a oranzové kiivky
«, B>d.

Pro viechna a, B, v,d > 0a x > 0 (resp. x > x7) plati N, Ny > 0 a soucasné Ny > 0 > Ny.
VySetteme 4 rtizné specialni piipady:

1. Je-lia, B > 0, pak existuji priseciky xp, yp > 0.

2. Je-lia > d > B, pak existuji prisec¢iky x; > 0ay; = 0.
3. Je-1i B > d > a, pak existuji prisec¢iky y» > 0ay; = 0.
4. Je-lia, B < d, pak existuji praseciky x; =y = 0.

Pro moZnosti 1) - 3) vyplyva existence staciondrnitho bodu v prvnim kvadrantu z uvedenych
prusecikd, kladnosti funkce i jeji prvni derivace pro x > 0, popf. x > xaaz Ny > 0 > Ny/.
V ptipadé 4) je potfeba porovnat derivace v bodé x = 0. Pozadujeme N’ > N'y.

1. Je-lia = d, pak N, = 0.
2. Je-1i p =d, pak Nj, = +co.
3. Je-lia, B < d, pak kiivky Ny a Ny maji kone¢né kladné derivace v bodé x = 0.
Jiz zbyva pouze ovéfit, Ze pro a, B < d, plati nas pozadavek, coz ovéfime nasledujicimi tipravami
1 d—
=)
(e )2 7
d

7

d y(d—a)
Wd—p) T d
d? > (d—a)(d—B).

Protoze toto plati, vyplyva existence stacionarntho bodu v prvnim kvadrantu z kladnosti funkcf i
jejich prvnich derivaci pro x > 0, vzajemné velikosti téchto derivacia z Ny > 0 > N/.

Pro kaZzdou z téchto moZnosti vyplyva existence staciondrniho bodu v prvnim kvadrantu z
uvedenych vlastnosti, kladnosti prvni derivace az Ny > 0 > N/

Timto jsme ovéfili tfi specidlni pfipady kdy «, p < d, &, B = 0 a a, 8 > d. Podobné by jsme
ovérili existenci jednoho priseciku v prvnim kvadrantu i pro kombinace téchto ptipadda.
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Obrazek 4.10: Soufadnice stacionarniho bodu x3 soustavy (4.14) v zévislosti na zméné .
OranZova kfivka zna¢i mozné polohy staciondrniho bodu proa = 1, 8 = 1, Cervena k¥ivka
je pro stejnou soustavu s koeficient rstu § = 2 a modréd kiivka popisuje pfipad, kdy je
zmeénény koeficient # = 2. VSechny k¥ivky prochdzeji bodem x = 1, y = 1 a to pro parametr
v = 1. Déle jsou zde zleva doprava vyznaceny body, které odpovidaji hodnotdm < z mnoZiny
{30, 10, 2, 1/2,1/10, 1/30}.

Dale ovéfme stabilitu téchto staciondrnich bodi. Kazd4 nuloklina rozdéluje prvni kvadrant
roviny xy na dvé oblasti. Body néleZici dané oblasti maji shodné znaménko x’/, popf. . Na
Obrézku 4.8 mGzeme vidét kfivky popisujici mnoZiny Ny (vlevo) a Ny, (vpravo) pro rtzné veli-
kosti parametrti «, B a konstantni d. Déle je zde zobrazen vektor reprezentujici chovani pfislusné
diferencialni rovnice v dané oblasti.

Jestlize zobrazime nulokliny Ny a Ny, do jednoho obrazku, pak tyto kiivky rozdéli prvni kvad-
rant roviny xy na 4 oblasti. Jestlize v téchto oblastech se¢teme vektory reprezentujici chovani sou-
stavy v této oblasti, pak mtizeme vidét, Ze stacionarni bod xj je nestabilni a stacionarni bod x; je
asymptoticky stabilni, viz Obrazek 4.9. O

Pozndmka 4.13. Pocet stacionarnich bodt soustavy (4.14) v prvnim kvadrantu miZeme uréit po-
moci explicitnich funkci zévislych na d, které definujeme na okoli staciondrnich bodt této sou-
stavy pro d = 0. Pro tento ticel ozna¢me

ro = [0 = [0 ] e 2] [5],

kde v; = [x,y]T a definujme funkci

G(d,v) := F(v) + dAv. (4.16)

Pro staciondrni fesenf v; plati G(d,v;) = 0. Jestlize p¥ipustime d = 0, pak v; = [0, 0]7, v, =
[0, 1T, v3 = [1, 0]T avy = [1, 1]T. Nyni bychom radi zjistili, jakym zptisobem se staciondrni body
chovaji, kdyZ prejdeme k pripadu d > 0.

ProtoZe

¢ G(0,0;) =0, i=1,.,4,

e G€C*(R3%R?) (funkce fi jsou polynomy),
-1 /
-andAw'(v):d[ S )

Jv v -1
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Obrazek 4.11: Na obrézku vlevo jsou t¥i moZnosti nuloklin modelu (4.14), pro rtizné . Cervené
nulokliny odpovidaji pfipadu ¢ < 1, oranZové ¢ > 1 a modré nulokliny jsou pro soustavu (4.11),
tj. pro v = 1. Na obrazku vpravo je zobrazena zména stacionarnich feseni soustavy dle Pozndmky
4.13.

existuje, dle Véty o implicitni funkci [15, Véta 12.12] funkce v(d), na okoli U(v;), kdei =1, ...,4
funkce v(d), pro kterou plati G(d, v(d)) = 0. Nebot matice F'(v(d)) je regularni matice, soucasné

plati
1 1 (. Ay
z/(d)—lfw X Hil v fo}_ i (i = 1)
- - . 1 1,
S AT v ThL ) (3/1 vxl)

Nyni ndm stac¢i uréit znaménka v jednotlivych staciondrnich feSenich. ProtoZe

, >0, x=0, , >0, y=0,
fL(x){<0’ =1, afL(y){<0, y=1,

obdrzime znaménka v’ (d) v jednotlivych staciondrnich FeSenich nésledovné

sgno)(d) = [ 8 ] , sgnvh(d) = [ 71 } , sgnoh(d) = [ 71 ] , sgnuy(d) = { Zgigi; } )

Pomoci téchto znamének urc¢ujeme zménu staciondrnich bodt pro malé d > 0. Staciondrni
bod v; je neménny, body v, a v3 se posouvaji mimo prvni kvadrant (v, do druhého kvadrantu a
v3 do ¢tvrtého). Zména polohy stacionarniho bodu v, je uréena velikosti koeficientu .

Na Obrazku 4.11 miZeme pozorovat zménu staciondrnich bodt v zavislosti na zméné d.
Ptesnéji, staciondrni bod xj je neménny, staciondrni feSeni funkce G(d,v), v2 a v3 se pfesouvaji
mimo prvni kvadrant a staciondrni bod x; se pohne pro v < 1 doleva nahoru a pro ¢y > 1 do-
prava dolu, ale ztistdva v prvnim kvadrantu. Pfipad 7y = 1 je specidlnim piipadem, kdy se rovnaji
kapacity jednotlivych oblasti, tj. pfipad, ktery jsme fesili v pfedchozi sekci a x5 = [0, 0].

Priklad 4.14. Uvazujme soustavu diferencidlnich rovnic

{x/ = x(1—x) +0.75(2y — x), (4.17)

vy =05y(1—1vy)+0.75(0.5x — y).

Tato soustava odpovida soustavé (4.14) s parametry « = 1, = 0.5, d = 0.75,7 = 2. Nejdfive
uréeme staciondrni body této soustavy. Jak bylo zminéno, tato soustava ma vzdy dva stacionarni
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x(#), y(1)

. x(t)

0 ! 0

Obrézek 4.12: Trajektorie (vlevo) a fazovy portrét s nuloklinami (vpravo) pro soustavu (4.17) s
pocate¢nimi podminkami xp = 0.5a yg = 0.3.

body néleZici prvnimu kvadrantu (resp. poloosam urcujici tento kvadrant). Prvnim staciondrnim
bodem je x; = [0,0]. Pro tuto soustavu nemame analyticky urtené soutadnice druhého sta-
cionarniho bodu, ale obdrzime je feSenim soustavy rovnic

0= x—4x> + 6y,
0= —2y — 4y + 3x.

Tato soustava rovnic ma kromé trividlniho feSeni x = 0, y = 0, tfi feSeni z nichZ pouze jedno
nalezi prvnimu kvadrantu (zbyla feSeni jsou z oboru komplexnich ¢isel). Soufadnice druhého
staciondrniho bodu pak jsou x; ~ [1.1719,0.7203].

O stabilité téchto staciondrnich bodt jsme jiZ rozhodli ve Vété 4.12, protoZe stabilita jed-
notlivych stacionarnich bodt takovéto soustavy neni zdvisla na volbé parametrii. Na rozdil od
obecného modelu, uréeny soufadnice druhého stacionarniho bodu, mtizeme ovéfit nase zavéry
pomoci vlastnich ¢isel Jacobiho matice v jednotlivych bodech.

Vlastni ¢isla Jacobiho matice v bodé x] obdrzime A = —5a A, = 4. ProtoZe plati, Ze alespori
jedno z vlastnich ¢isel je v tomto bodé kladné, je stacionarni bod x} nestabilni. ProtoZe vlastni ¢isla
Jacobiho matice v bodé x5 obdrZzime ve Ay ~ —12.3225a A, ~ —3.8151, je tento bod asymptoticky
stabilnim stacionarnim bodem.

Na Obrézku 4.12 vlevo miizeme vidét trajektorie této soustavy pro poc¢ate¢ni podminky xg =
0.5ayp = 0.3. Vpravo na tomto obrazku miZzeme vidét, tuto trajektorii ve fdzovém portrétu s
vykreslenymi nuloklinami.

Pozndmka 4.15. Na zavér, by bylo jesté vhodné upozornit, Ze i kdyZ to neni z Obrazku 4.12 zfejmé,
v Pfikladu 4.14, populace, jejiz vyvoj v Case popisuje funkce y(t), je pro t — +oo vétsi neZ druha
populace, kterou popisuje funkce x(t) v tomto Case. Tento jev je zptisoben tim, ze funkce x(t)
a y(t) neudavaji velikost populace, ale jejich procentudlni naplnéni kapacity oblasti, na které se
dand populace vyskytuje. ProtoZze v = 2, druha oblast ma dvakrat vétsi kapacitu a tedy v pfipadeé,
Ze by kapacita prvni oblasti byla napfiklad k; = 1000 a kapacita druhé oblasti k, = 2000, sta-
ciondrni bod soustavy (4.14) pfed substituci by mél soutadnice x5 ~ [1171.9206, 1440.5572].






Modely s Alleeho efektem
na prvni oblasti

V této sekci se budeme zabyvat dvéma rozdilnymi modely, které budeme popisovat soustavou
diferencidlnich rovnic z nichZ prvni bude odpovidat bistabilnimu rtstu a druha diferencidlni
rovnice bude obsahovat exponencialni a pozdéji logisticky rtist. Zbyvajici moZnost, tj. model, ve
kterém je vyvoj populaci na obou oblastech popsdn pomoci logistického rtistu s Alleeho efektem,
je popsan podrobnéji a dokonce zobecnén pro vice oblasti v ¢lanku [8].

Nejdfive se v sekci 5.1 zaméfime na model, kde se na druhé oblasti populaci nedafi a postupné
vymird, nebo kdy populace na druhé oblasti mé4 dostatek zdrojii a mtiZe rist nade vSechny meze.
Tento model tedy budeme popisovat soustavou diferencidlnich rovnic z nichz druha rovnice bude
diferencialni rovnice obsahujici exponencidlni riist.

Ve druhé ¢asti analyzujeme model, kde populace na druhé oblasti roste do urcité kapacity, ale
na rozdil od prvni oblasti se zde nevyskytuji Zddni predatori, pop¥. dana oblast neni tak velka,
aby hrozilo, Ze se jedinci nestfetdvaji. Tento model tedy bude sloZen z bistabilni dynamiky na
prvni oblasti, logistického rtistu na druhé oblasti a linedrni difuze mezi témito oblastmi.

5.1 Alleeho efekt na jedné oblasti a exponencialni rtist na druhé

Zabyvejme se modelem (2.1) s Alleeho efektem na prvni oblasti Ry(u) = a-u- (% —1)-(1— %),
pro n&jaké konstanty «, s, k > 0, exponencidlnim riistem na druhé R,(v) = B-v, kde p € Ra
linearni difuzi D(u,v) = d(v — u), pro d > 0. UvaZujeme tedy soustavu diferencidlnich rovnic ve
tvaru

(5.1)

kde « > 0a B € R jsou koeficienty rtstu populaci v prvni a druhé oblasti, s > 0 je kriticky bod,
k > 0 kapacita oblasti a d > 0 je difuzni koeficient. Déale plati k > s.

Nejdiive se podivejme na pocet a soufadnice staciondrnich bodd. Tyto body mtiZeme nalézt
jako feSeni soustavy

0 =ax (g—l) (1—%) +d(y —x),
0=By+d(x—y).

(5.2)

33
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y(®
A

0 x(1)

Obrézek 5.1: Zména nulokliny pfi zméné parametru d vzhledem k hodnoté d uréené pevné zvo-
lenymi parametry «, B, k as.

Staciondrni body obdrzime ve tvaru:

x] = [0, 0],

e oo, sttt )

2 2 x(p—d) )’ 20(d — p)? 1B (5.3)
N AR SN G O]

X3 = E +s D(('B—d) ’ 20((d—ﬁ>2 ’

kde M = a(d — B) (a(d — B)(k — s)* + 4dkspB) a pozadujeme M > 0.
Z jednotlivych rovnic (5.2) ddle mzeme vyjadfit nulokliny soustavy (5.1), které obdrZzime ve
tvaru

(5.4)

N ={w) v =755}

Rozdélme analyzu na dva piipady § < 0a 8 > 0.

5.1.1 Exponencidlni models 8 <0

Analyzujeme model (5.1) s koeficientem rtistu § < 0. Tento model popisuje vyvoj populaci na
dvou oblastech, kde se populace na prvni oblasti, za pfedpokladu, Ze dosahuje néjakého poctu,
aby se napfiklad byla schopna branit predatortim, vyviji kladné v ¢ase a populace na druhé oblasti
se neméni, nebo postupné vymira. Nejdiive vysetfeme podminky, za kterych staciondrni body
(5.3) nalezi prvnimu kvadrantu. A pozdéji vysetfime stabilitu téchto bod.

—4Bks aB(k —s)?

a soucasné d < ————5—"———
(k—s)? a(k —s)% +4Bks
tato soustava ti staciondrni body s nezdpornymi soutadnicemi.

LEMMA 5.1. Je-li v soustavé soustavé (5.1) a < , pak md

Diikaz. Resime, pro jaké parametry stacionarni body (5.3) nélezi IR?, tj. feSime nerovnost
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M=a(d—p) (oc(d — B)(k —s)> +4dks,6) >0,
do ((k —s5)2+ 4/3ks) > aB(k —s)?, (5.5)
d(a(k —s)? + 4ksB) > aB(k —s)%.

Jestlize plati & < (;_ﬁé{)sz, pak z posledni nerovnosti v (5.5) obdrzime
42
g< aB(k—s)

Dile ukaZme, Ze za téchto podminek naleZ stacionarni body x5 a x§ prvnimu kvadrantu IR2.
ProtoZe soufadnice staciondrniho bodu x3 jsou souc¢tem kladnych vyrazfi, ovéfime toto tvrzeni
pouze pro staciondrni bod x;. Kladnost prvni soufadnice tohoto bodu dokdZeme nasledujicimi
Upravami

VM
k+s> —7“(13_51)
a(d—pB)(k+s) > VM

(d—B)(ad —ap — pd) > 0.
Jestlize ozna¢ime soufadnice staciondrniho bodu x; = [x2, y»|, pak plati

d

Yo = mxz (5.7)

a protoZe jsme jiz ukazali, Ze plati x; > 0 a soucasné F > 0,jetedyiy, > 0. O

aB(k —s)?
a(k —s)? 4 4Bks
(5.6) v diikazu. V takovém pifipadé vsechny stacionarni body (5.3) nalezi prvnimu kvadrantu, ale
protoZze M = 0, plati x5 = x3.

Pozndmka 5.2. V Lemma 5.1 miZeme pfipustit i rovnost d = , viz nerovnost

—4Bks

5, pak ma tato soustava t¥i staciondrni body naleZici

(k—s)

LEMMA 5.3. Je-li v soustavé (5.1) & >

pronimu kvadrantu.

Diikaz. Postupujeme shodné s diikazem Véty 5.1. JestliZe plati a« > (;_[Zc;z' pak posledni tipravu
v (5.5) obdrzime
aB(k —s)?

~ a(k—s)2+4pks’

Protoze jmenovatel ve zlomku ur¢uje znaménko, je tento vyraz zaporny a nerovnost je splnéna
pro vSechna d > 0.

. . S p 5
JestliZe platix = 5, pak po dosazeni obdrzime

B
(k—s)
—1683(d — B)k?s?

(.

M =a(d - p) ((x(d — B)(k —s)? +4dks/3) =

V dtikazu Véty 5.11 jsme dokazali, Ze pro M > 0, néleZi stacionarni body prvnimu kvadrantu.
O
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Obrézek 5.2: Nulokliny pro pfipady, kdy p <0 <s <k, 0 <a <
ad = d (vpravo).

Pozndmka 5.4. Tvar soufadnic (5.3) jednotlivych staciondrnich bodti, vyjma pocatku, neni nej-
vhodnéjsi pti analyze stability téchto bodi pomoci Véty o linearizaci vicerozmérnych dynamic-
kych systémt [7, Véta 4.4.2]. Dale tedy nebudeme brat tento zplisob feSeni stability v potaz a
pokusime se dospét k zavéru pomoci analyzy fazového portrétu.

Oznatme d := #:Z% a diskutujme stabilitu jednotlivych stacionarnich bodi (5.3), po-
moci nuloklin (5.4) soustavy (5.1) pro rtizné volby parametrt. Nuloklina Ny, popisuje kiivku,
ktera déli prvni kvadrant na dvé ¢asti. Nad touto kiivkou je x’ > 0 a pod x’ < 0. Stejnym
zpusoben déli tento kvadrant i kiivka popsdna N. V tomto p¥ipadé je v ¢asti nad touto kfivkou
Y <0apody >0.

Na Obrazku 5.1 mtzeme vidét zménu nuloklin pfi zméné d jestlize «, B, k a s spliiuji prvni
nerovnost v Lemma 5.1. Modré kfivky na tomto obrdzku znazoriiuji nulokliny pro d > d a tedy
ma soustava (5.1) pouze jeden redlny kofen - poc¢atek. OranZové nulokliny zndzornuji piipad, kdy
d = d.V takovém ptipadé vznikd, saddle-node bifurkaci, novy stacionarni bod, ktery se prod < d
rozdéli na dva staciondrni body. Tento pfipad je na obrazku znazornén cervenymi nuloklinami.

Nejdiive se podivejme na pfipad, kdy p < 0 < s < k, 0 < a < % a soucasné d > d.

Ukazali jsme, Ze existuje pouze jeden stacionarni bod xj. Nulokliny v tomto pfipadé, jak mtzeme
vidét na Obrazku 5.2 (vlevo), rozdéli rovinu xy na tfi ¢asti. Smér popisujici chovani soustavy dife-
rencidlnich rovnic (5.1) ve vSech téchto oblastech sméfuje k tomuto stacionarnimu bodu. Mizeme
tedy konstatovat Ze tento staciondrni bod xj je v tomto pfipadé asymptoticky stabilni.

Dale se zaméfme na pifipad, kdy p < 0 <s <k, 0 < a < 1z ﬂl;z a soucasné d = d. O tomto
pfipadé pojednava Poznamka 5.2. Nulokliny rozdéli rovinu xy na ¢tyfi oblasti. Pokud v kazdé
z téchto oblasti uréime smér, reprezentujici chovani soustavy rovnic (5.1), miiZzeme vidét, Ze sta-
cionarni bod xj je asymptoticky stabilni a x5 nestabilni. Tento pfipad je zobrazen na Obrazku 5.2
(vpravo).

Na zavér této ¢asti se podivejme na stabilitu staciondrnich bodi soustavy (5.1) v pfipadé, Ze
existuji tfi. Plati tedy B < 0 <'s < k, a soucasné:

1.0<a< G ﬁ)z a soucasné d < d (dle Lemma 5.1), nebo

2 0>+ 4'3"5 > (dle Lemma 5.3).
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Obrézek 5.3: Nulokliny pro pfipad, kdy 0 < a < = 2 I;S a soucasné d < d (vlevo) a pro ptipad,

mwﬁ<o<s<ka>(““

(vpravo).

Nulokliny v tomto pfipadé rozdéli rovinu xy na pét oblasti. Pokud v kazdé z téchto oblasti
uréime smér, reprezentujici chovani soustavy (5.1), zjistime, Ze staciondrni body xj a x3 jsou
asymptoticky stabilni a bod x3 nestabilni.

Na Obréazku 5.3 mtZeme vidét fazovy portrét soustavy (5.1) pro oba mozné pripady. Na

obrazku vlevo je zobrazen pfipad 0 < a < (k4ﬁ )S a soucasné d < d, tj, piipad 1) a na obrazku

vpravo je zobrazen piipad 2).
Z Lemmat 5.1, 5.3, Poznamky 5.2 a z vy$e uvedené analyzy stability, miZeme formulovat vétu.

VETA 5.5. Soustava (5.1) md pro B < 0, a,d, k, s > 0, kde s < k, pocitek x; asymptoticky stabilni
staciondrni bod. Jestlize & > e —4p I§S pak md tato soustava 2 dalsi staciondrni body v pronim kvadrantu,
—4Bks

(k—s)*

pricemZ x3 je asymptoticky stabilni a x; je nestabilni staciondrni bod. Jestlize 0 < a < , pak
nastdvd jeden z ndsledujicich pFipadii:

1. pokud d < d, x§,x} jsou asymptoticky stabilni a x3 nestabilni staciondrni body,

2. pokud d = d, pak x; je asymptoticky stabilni a x5 = x} je nestabilni staciondrni bod,

3. pokud d > d, pak x} je jedingm staciondrnim bodem této soustavy, ktery je asymptoticky stabilni.

5.1.2 exponencialni rtsts f > 0

Dale feSme pfipad, kdy v soustavé (5.1) plati § > 0. Tento model popisuje populaci na dvou
diskrétnich oblastech, kde na prvni je omezena kapacita a pro pieZiti je potieba vétsi popu-
lace nez je kritickd hodnota, zatimco na druhé oblasti mtize populace rtst nade vSechny meze
a mezi témito oblastmi uvaZujeme linedrni difuzi, kterd vyrovndva velikosti populaci jednot-
livych oblasti. Znovu za¢néme tim, Ze vySetfime za jakych podminek, nédlezi stacionarni body
(5.3) prvnimu kvadrantu a déle se vyfesime jejich stabilitu.

LEMMA 5.6. Plati-li v soustavé (5.1) d > B > 0, pak md tato soustava alespori dva staciondrni body
x] a x3 ndleZict pronimu kvadrantu.

Diikaz. Je ztejmé, Ze vyraz M, ktery je pod odmocninou stacionarnich bodti (5.3) je kladny, pokud
d > B. Jestlize plati toto omezeni, pak jsou soufadnice stacionarniho bodu x5 ur¢eny souctem
kladnych vyrazi. O
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Obrézek 5.4: Vektorova pole soustavy (5.1) s parametrem B > 0. Pfesnéji pro volbu parametrt,
tak aby vyhovovali pfedpokladiim Lemma 5.6 (vlevo) a Lemma 5.7 (vpravo).

LEMMA 5.7. Staciondrni bod x5 md kladné soutadnice za dodatecnyjch predpokladii & > B a soucasné
ap
a—pB

d>

Diikaz. Vyraz M pod odmocninou v soufadnicich staciondrniho bodu xj je kladny pokud 4 > B.
Dokazujeme tedy nerovnosti

Vald= p)ald— Bk — s +4pdks) _
w(ﬁ —d) '
d (alk+s)(d — B) — v/a(d = B)(a(d — B) (k — s+ 4Bdks
2a(d - ﬁ)

Prvni nerovnost upravime do poZzadovaného tvaru pomoci téchto tiprav
(a(d = B)(k+5))* > a(d — p)(a(d — ) (k — 5)? + 4pdks),

daks(d — B)(da — B(d+a)) >0,

da — pd —aff >0,

k+s+

(5.8)

> 0.

ap
_ﬁ’

Protoze ﬁ, je dle (5.7) i druha soufadnice x; kladna.

d>a x> p.

Jestlize stacionarni bod x; néleZi prvnimu kvadrantu, pak mu néleZi i staciondrni bod xj.
Ovéfime, Ze podminka d > % pro « > f3 implikuje podminku d > B. Ovéfime nasledujici
dpravou

ap
zx—,B>‘B

0> —p>%

O

Pozndmka 5.8. Jestlize v modelu (5.1) plati B = d, pak mliZeme druhou rovnici v tomto modelu
upravit do tvaru y’ = dx. Jedinym staciondrnim bodem miize byt x}, ktery navic bude vzdy
nestabilni, protoZe d > 0.
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y(®)

= x(1)

0

Obrézek 5.5: Fazovy portrét soustavy z Prikladu 5.10. Soustava (5.1) ma tii staciondrni body, kde
X, x3 jsou asymptoticky stabilni a x3 je nestabilni.

ProtoZe fe$ime soustavu diferencidlnich rovnic o dvou neznamych, miZzeme rozhodnout o
stabilité téchto staciondrnich bodfi pomoci vektorového pole, tj. v kazdé oblasti, kterd vznikne
rozdélenim prvniho kvadrantu pomoci nuloklin, uréime chovani jednotlivych populaci, které bu-
deme reprezentovat vektory.

Kfivka popisujici nuloklinu Ny rozdéluje rovinu xy tak, Ze nad touto kiivkou je x’ > 0 a pod
x' < 0. Kiivka Ny, rozdéluje tuto oblast také, ale nad touto kiivkouje y’ < 0apody’ > 0.

JestliZe tyto informace vyuZijeme pro pfipady, kdy ma tato soustava rtizny pocet stacionarnich
bodii dle Lemmat 5.6 a 5.7, mtiZeme formulovat nasledujici vétu.

VETA 5.9. Bud «, B, d, k, s > 0ak > s. Soustava diferencidlnich rovnic (5.1) md
e prdvé jeden staciondrni bod xJ, ktery je nestabilni pravé tehdy, kdyz p > d.
e t7i staciondrni body, pticemz xi, x5 jsou asymptoticky stabilni a x; nestabilni privé tehdy, kdyz

o
B <d,a> pasoucasnéd > “75.

e duva staciondrni body, pficemZ x7 nestabilni a x5 je asymptoticky stabilni pravé tehdy, kdyZ B < d, a
o
soucasné o < B nebod < P

a—p
Priklad 5.10. UvaZujme soustavu diferencialnich rovnic ve tvaru
p x x
51 (351 (1 )+ 30
x = 5x (30 100 +3(y —x)
V' =y+3(x-y)
Krom pocatku ma tato soustava dle Véty 5.7 staciondrni body x3, protozed = 3 > B = 1 a x3,

protoZze & = 5 > d a soucasné d > % = %.
Staciondrni body obdrZime feSenim soustavy

O:5x(%—1) (1—%.0)+3(y—x),
0=3x—2y,
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nebo dosazenim do (5.3).

Xiﬁ = [0/ 0],
x5 =~ [18.9023, 28.3534],
x3 ~ [111.098, 166.647].

Z vektorového pole této soustavy miizeme urcit stabilitu téchto stacionarnich bod. Na Obréz-
ku 5.5 je vektorové pole nahrazeno fdzovym portrétem. Chovani soustavy a stabilita jednotlivych
stacionarnich bodi je v souladu se zavéry z Obréazku 5.4, tj. stacionarni body xj a x5 jsou asympto-
ticky stabilni a stacionarni bod x; je nestabilni.

5.2 Alleeho efekt na jedné oblasti a logisticky rtist na druhé

Nyni se zabyvejme druhou v tivodu zminénych moznosti. Uvazujme model (2.1) s Alleeho efek-
tem Ry(u) = a-u-(%4—-1)-(1— %), pro né&jaké konstanty «, s, k; € R™ na prvni oblasti, s
logistickym riistem Ry (v) = B-v- (1 —v/ky), kde B, ko € R" na druhé oblasti a linearni difuzi
D(u,v) = d(v—u), prod > 0. Uvazujeme tedy soustavu diferencidlnich rovnic ve tvaru

X =ax(¥-1) (1 - %) +d(y — x),
v o=py(1-£) +d(x —y),

kde &, B > 0jsou koeficienty riistu populaci v prvni a druhé oblasti, s > 0 je kriticky bod, k1, kp >
0 jsou kapacity oblasti a d > 0 je difuzni koeficient. Déle plati k1 > s.

Presnéji, budeme se zabyvat pouze specidlnim p¥ipadem, kdy obé oblasti maji stejnou kapa-
citu. Plati tedy k1 = ky = k a pro pfehlednost tedy vynechme index. Dfive neZ zavedeme substi-
tuci je dobré si uvédomit, Ze kriticky bod s v prvni diferencidlni rovnici je pfesné nespecifikovana
¢ast kapacity oblasti a mtizeme tedy psats = %, kde ¢ > 1. Nyni zaved'me substituciu = ¥,v = ¥
a pfezna¢me zpét na x a y. Vyslednou soustavu diferencidlnich rovnic obdrZime ve tvaru

(5.9)

¥ o =ax(ex—1)(1—x) +d(y—x),
y =py(1-y) +d(x —y),

kdec > 1, d > 0 a funkce x, y udavaji naplnéni danych oblasti.

Hledani staciondrnich bodti vede na feSeni rovnice Sestého stupné. Kofeny této rovnice nelze
vyjadfit v explicitnim tvaru a navic v pfipadé, Ze bychom pomoci Véty o linearizaci vicerozmeér-
nych dynamickych systémt [7, Véta 4.2.2] chtéli urcit stabilitu téchto bodti, bylo by nutné tyto
velké vyrazy dosadit do Jacobiho matice a dale urcit jeji vlastni ¢isla. Rozhodovani pro jaké pa-
rametry by byla takova vlastni ¢isla mensi, vétsi, nebo rovna nule budeme tedy povaZovat za
analyticky neredlné (aZ na dva trividlni pfipady) a pokusime se k tomuto problému pfistoupit
jinym zptisobem.

Nejdiive se podivejme na jiZ zminéné dva trividlni p¥ipady. Staciondrni body hleddme feSenim
soustavy rovnic

(5.10)

O=ax(cx—1)(1—x)+d(y—x), (5.11)
0=py(1—-y)+dx—y).

I kdyZ jsme rozhodli, Ze nebudeme hledat pfesné tvary soufadnic staciondrnich bodti, ho-
mogenni feSeni této rovnice 1ze snadno ur¢it a obdrzime dva staciondrni body x; = [0, 0] a
x; = [1, 1]. Tyto staciondrni body jsou nezavislé na parametrech soustavy (5.10) a budou na
rozdil od ostatnich stacionarnich bodii existovat vzdy. Pro tyto staciondrni body snadno rozhod-
neme o stabilité viz nasledujici véta.
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VETA 5.11. Soustava diferencidlnich rovnic (5.10) md pro libovolné hodnoty parametrii a, B, d > O a
¢ > 1 alespoii dva staciondrni body x; = [0, 0] a x5 = [1, 1].

Pokud o > B a soucasné d > % pak oba staciondrni body jsou asymptoticky stabilni, jinak je
asymptoticky stabilni pouze x;.

Diikaz. Tvrzeni ohledné existence téchto stacionarnich bodt mtizeme dokédzat dosazenim do sou-
stavy (5.10).

O stabilité téchto bodt rozhodneme, dle Véty o linearizaci vicerozmérnych dynamickych
systémti [7, Véta 4.2.2], pomoci znamének vlastnich ¢isel Jacobiho matice této soustavy

—3acx® 4+ 2ux(1+c) —a—d d

J= J B(1—2y) —d (5.12)

Vlastni ¢isla této matice po dosazeni soufadnic xj obdrZime ve tvaru

—a+p—2d+/(a+ B)2+ 4d?

Z

Staciondrni bod xj je asymptoticky stabilni pravé tehdy, kdyz jsou obé tato vlastni ¢isla mensi
neZ nula. Res$ime tedy nerovnice

—a+p—2d+4/(a+p)>+4d> <0,
—a+B—2d—/(a+ B)2+4d2 <0.

Vyraz mimo odmocninu je zaporny, pokud d > % V takovém piipadé muhiZeme provést
nasledujici tpravy

(5.13)

(a+B)2+4d2 <a—p+2d,
0 < 4ad — 4Bd — 4ap,
ap

d>——, a>p.

a—p’

Protoze —a +p —2d < —a+ B aw,B,d > 0, platnost druhé nerovnosti v (5.13) mtiZeme
dokazat nasledovné

—a+B < \/(a+B)?+4d2,
—4ap < 4d°.

Pokud do Jacobiho matice (5.12) dosadime soufadnice stacionarniho bodu x5 obdrZime vlastni
Cisla ve tvaru

a—B—cu—2d+ /(o —ca+ B)2+4d2

Ao =
1,2 7

Pro zaruceni asymptotické stability x5 hleddme, pro které parametry «, 8, c a d jsou obé vlastni
¢isla zdporna. Resime tedy nerovnice

uc—‘B—coc—Zd—f—\/(a—ca+ﬁ)2+4d2<0,

uc—ﬁ—coc—Zd—\/(a—coc+/3)2+4d2<0.
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Obrézek 5.6: Na obrazku vlevo jsou nulokliny a fdzovy portrét pro soustavu (5.10) pro maly di-
fuzni koeficient. Vpravo je zobrazena zména soufadnic staciondrnich feSeni tohoto modelu pfi
prechoduzd = 0nad > 0, viz dlikaz Véty 5.11.

Nejdfive v prvni nerovnosti provedeme nasledujici tpravy

\/(oc—coc+/3)2—|—4d2 <a+pB+ca+2d,
(6 —ca+ B)* +4d? < (a+ B+ ca + 24)?,
0 < 4ca® 4 dad + 2ca B + 4Bd + 2cad

a protoZe vSechny parametry jsou kladné, je tato nerovnost v platnosti vzdy. Ze stejného dtivodu
je v platnosti i druhd nerovnost, protoZe vyraz bez odmocniny je vzdy zaporny. O

Nyni se zaméfme na zbyvajici staciondrni body soustavy (5.10). Nejprve se pokusime urcit
jejich pocet a nalézt kritérium pro rozhodnuti o jejich stabilité. Pro tento ticel ur¢eme nulokliny
této soustavy, tedy kfivky pro které plati, Ze zména prvni, resp. druhé slozky, je nulova.

+1
Ne= )iy = (14 9)x- e 00,

Ny = {(w)rx: (1—5)y+§y2}~

Vime, Ze kubicka funkce s parabolou, jejiz osa je rovnobéZznd s osou x miiZe mit az 6 priise¢iki.
Prepisme soustavu (5.10) do maticového tvaru. Pro tento tcel ozna¢me

ror= | Gy =LA ] e[ L]

kdev = (x,y)T.
Pak mtizeme definovat funkci

(5.14)

G(d,v) := F(v) 4+ dAv.

Pro staciondrni feSeni v; plati G(d,v;) = 0. Pro d = 0 tato feSeni obdrzime jako kombi-
naci staciondrnich fe$eni rovnic popisujici rist na jednotlivych oblastech, tedy v; = [0, 0], v, =
[0,1], v3=[1/c, 0], va = [1/c, 1], v5 = [1, 0], v = [1, 1]. Zajim4 nds chovani staciondrnich bodt
v ptipadé, Ze pripustime d > 0. Body v; a v odpovidaji stacionarnim bodt xj a x5 z Véty 5.11,
které jsou neménné pfi zméné parametrt. Zabyvejme se tedy zbylymi ¢ty¥mi feSenimi.

Protoze
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¢ G(0,v;) =0, i=2,.5,
e G € C®(R3, R?), (funkce f4 a f; jsou polynomy)

9G _ ' _ -1 1 leq(x) 0
oav_dA+F(v)—d[ 1 1 |7T 0 fl(y)

existuje na okoli U(v;) kdei=2,...,5, dle Véty o implicitni funkci [15, Véta 12.12], funkce v(d), pro
kterou plati G(d, v(d)) = 0. Nebot

_ %
~ o

a soucasné matice I’ (v(d)) je regularni matice, mtizeme vyjadFit

_1 1 (s
o) = [ e O ] [ 11 ] [ % } _ [ fA(le))(xl vi) 1
0 gw L1 ~tilw Aty Vi — %)
KdyZz zndme derivaci funkce v(d) dle d, mtiZeme urdit znaménka sloZek této funkce v jednot-

livych staciondrnich bodech, abychom zjistili, jakym zptisobem se méni umisténi stacionarnich
bodi v roviné xy. Protoze

fﬁa(xi){

0 (d,0(d)) = Av; + F'(v(d))v' (d)

<0, x=0,nebox =1,

_1
>0, x=¢,

i) <0, y=1,
fL(yz){>O, y=0,
obdrZime znaménka v’ (d)v jednotlivych staciondrnich bodech v;,i=2,...,5.

sencs(@) = | 1] | smnost) = | ] | senei@ = | 2 | seost = | 1.

Na Obrazku 5.6 mtizeme tuto zménu vidét. Carkované piimky ve fazovém portrétu (spole¢né
s osami x a y) znacf nulokliny soustavy pro d = 0 a jejich priiseciky odpovidaji stacionarnim
feSenim v;, i =1,...,6. Na obrédzku jsou déle zndzornény nulokliny Ny (Cervené) a Ny (oranzové) z
jejichz prise¢ikt mtizeme vidét vyse zminéné chovani staciondrnich bodd, tj. posun staciondrnich
bodti v3 a v5 mimo prvni kvadrant a vzdjemné ptibliZeni stacionarnich bodi v, a v4 spolecné se
sniZeni jejich y sloZky. ProtoZe d je v tomto pfipadé blizké nule, neni tato zména dobie vidi-
telnd. Pro tento tiCel je toto chovani zndzornéno na obrdzku vpravo pomoci smérovych vektort
vi(d), i=2,.5.

Kromé staciondrnich bodt xj a x3 budeme déle uvaZovat body x5 a x které vznikly po pfidani
difuzniho ¢lenu z v; a vy.

O stabilité téchto stacionarnich bodi miizeme rozhodnout pomoci zminénych nuloklin. Nad
kubickou funkci Ny je x' > 0 apod x' < 0. U Ny je ¥y’ > 0 uvnitf této paraboly a y’ < 0 vné.
Pokud tyto zmény x, y budeme reprezentovat vektory se stejnou velikosti, napf. jednotkovou,
které secteme v jednotlivych oblastech, které vzniknou rozdélenim nuloklin, méizeme rozhodnou
o stabilité jednotlivych staciondrnich bodd. Na Obrazku 5.6 je vektorové pole nahrazeno fazovym

diagramem.
V ptipadé, Ze d — +oo chovani soustavy (5.10) pfestava zdviset na rtistu jednotlivych populaci
a soustava pfechdzi do tvaru (2.3). Staciondrni body této soustavy jsou x; = [t,#], t € RJ. Toto

tvrzeni miiZeme dokézat uréenim limitnich nuloklin (5.14) pro d — +oo. Je zfejmé, Ze koeficient
u linedrniho ¢lenu jde k jedné zatimco zbylé jdou k 0.

Mezi témito pfipady, tedy d = 0 a d — +oo, se pfi zméné d, nulokliny spojité méni a tedy
i poloha staciondrnich bodt a jejich pocet. Pro maly difuzni koeficient d jsou staciondrni body
x3 ~ [0,1] a xj ~ [1/c,1]. Soustava (5.10) ma kromé staciondrnich bodti xj a x3, které existuji
vzdy (viz. Véta 5.11), tyto dva dal$i stacionarni body pro d € (0,d). Pro hodnotu d = d plati
x5 = x} aprod > d jiz tyto staciondrni body neexistuji.

Pozdéji se jesté podivame na jednu konkrétni konfiguraci parametrii pfi které ma soustava
(5.10) tfi stacionarni body i pro hodnotu d > d. Nejprve se ale podivejme na piiklady pfedchozich
pfipada.
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Obrézek 5.7: Nulokliny a fazovy portrét pro pfipad 1 (vlevo) a 2 (vpravo) z Ptikladu 5.12 s vy-
znacenymi staciondrnimi body.

Priklad 5.12. UvaZujme soustavu diferencidlnich rovnic ve tvaru:

= 3x(5x —1)(1—x) +d(y —
{x, x(5x = 1)(1 - x) +d(y - x), (5.15)
y'=3y(1—y)+d(x—y).
Tato soustava md vzdy staciondrni body x; = [0, 0] a x; = [1, 1]. Podivejme se, kolik sta-

cionarnich bod@ ma4 tato soustava pro rtizna 4 :
1. Prod < d existuji dva dals$i staciondrni body x3, x}, které nédleZi prvnimu kvadrantu.
2. Prod = d v prvnim kvadrantu existuje jeden staciondrni bod x§ = xj.
3. d > d existuji pouze homogenni stacionarni body.

O stabilité téchto bodti rozhodneme dle znaménka jednotlivych derivaci x’ a ¥ v podmnozi-
néch roviny xy, které vniknou rozdélenim nuloklinami. JestliZe, existuji dva heterogenni sta-
cionarni body, pak xj je asymptoticky stabilni a x; nestabilni. JestliZe tyto stacionarni body sply-
nou v jeden je pak tento bod polostabilni. O tomto chovani se mtizeme piesvédcit na Obrazku 5.7
a na Obrazku 5.8. Na prvni dvojici obrazkéi miiZzeme pozorovat zménu poctu stacionarnich bod
v zavislosti na zméné d. Druha dvojice obrazkd zndzortiuje pifpad kdy d > d. Obrazek vlevo je
primo piipadem z tohoto pifikladu zatimco obrazek vpravo zobrazuje nulokliny pro d > &, .

Na Obrazku 5.8 mtizeme pozorovat vzdjemnou polohu nuloklin. MtiZeme si poloZit otdzku,
zda nemtiZe nastat p¥ipad, kdy by ¢ervena kiivka, popisujici nuloklinu Ny, u po¢atku rostla rych-
leji nez oranzové ktivka, popisujici nuloklinu Ny a zda by v takovém piipadé nevznikl jesté jeden
stacionarni bod. Takovy piipad opravdu mtzZe nastat, viz Véta 5.13.

VETA 5.13. Soustava diferencidlnich rovnic (5.10) md ti staciondrni body, jestliZe plati d > % a

soucasné p < a, d.

Diikaz. Uvazujme ptipad kdy B < d. Parabola popisujici nuloklinu Ny mé s osou y prtseciky v
pocatku a v zaporné ¢asti této osy. Spodni vétev nezasahuje do prvniho kvadrantu, kde hledame
stacionarni body, proto ji nebereme v potaz. Ozna¢me si horni vétev této nulokliny N,. K¥ivku
popisujici mtiZzeme vyjadFit jako explicitni funkci proménné x.
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Obréazek 5.8: Nulokliny a fazovy portrét pro posledni ¢ast Prikladu 5.12, tj. kdy d > d. Na
obrézcich mzeme vidét, Ze soustava (5.15) nema jiné stacionarni body nez xj a x;.

p

Nyni, kdyZ odetteme funkce popisujici nulokliny Ny a N, obdrzime funkci f(x) jejiz koteny
jsou prvnimi soufadnice ndmi hledanych staciondrnich bodt ptivodni soustavy (5.10). Po tpraveé
obdrzime funkci ve tvaru

Ny = {(x,]/):y: p—d+ (‘12—[3)2+4ﬁdx}'

d? +2aBx(cx —1)(x — 1) —d (ﬁ —2Bx++/(d — B)? +4ﬁdx)
Vime, Ze kofeny této rovnice jsou x; = 0 a x, = 1. Hleddme takovou konfiguraci parametr,

aby mezi témito body existoval bod x3, pro ktery plati f(x3) = 0. Pro tento tcel uréeme derivaci
v bodech x a x;. Derivaci funkce f(x) po tipravé obdrzime ve tvaru

f,(x)_1+1x(1—2x(1+c)+3cx2)_ d
- d (d— B)2 +4pdx’

Po dosazeni jednotlivych hodnot obdrzime

oy =148 4
oy alc—1) d ’
ff1)y=1+ 7 _d—f—,B'

Protoze uvazujeme pfipad d > B, v prvni rovnici mtiZeme vynechat absolutni hodnotu.

% d
0<1+H—m,

a(c—1) d
0<1+ 7 _d+,3'

ProtoZe &, B, d > 0, ¢ > 1, po vyndasobeni druhé nerovnosti (5.16) jmenovateli téchto zlomka
a po néasledujici tpravé obdrZzime vyraz, ktery je vzdy kladny a tato nerovnost plati vzdy.
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Obrézek 5.9: Nulokliny a fazovy portrét pro pfipad z Véty 5.13. Soustava (5.10) md 3 stacionarni
body. x; a x3 jsou asymptoticky stabilni stacionarni body a xj3 je nestabilni stacionarni bod.

0<dd+pB)+a(d+pB)(c—1)—d*=pd+a(d+B)(c—1).

P . v ~ o s ™ < PSP
Prvni nerovnost plati, pokud « > f a soucasné d > % Toto tvrzeni dokdZeme nésledujicimi
Upravami

d+ta 4
d d—pg’
ad — Bd —af >0,
ap
a—p’

KdyZ vime, Ze v obou téchto bodech je kladna derivace funkce f, pak pro néjaka e;, e > 0
plati f(e1) > 0a f(1 —¢e) < 0. Z Véty o existenci feSeni [14, Véta 6.6] vyplyva existence § €
(e1,1 — €2), pro které plati f(&) = 0.

Hodnota ¢ je prvni soufadnici stacionarniho bodu xZ. ProtoZe obé nulokliny Ny a N, nalezi
prvnimu kvadrantu pro x € (0, 1), je druhd soufadnice tohoto staciondrniho bodu kladna. O

d > x> .

Formulujme na zavér shrnujici vysledek pro model (5.10).

VETA 5.14. Pro libovolnd «, B, d > 0 a ¢ > 1 md soustava (5.10) dva staciondrni body x; = [0, 0]

a x;y = [1, 1]. Pro dostatené malé d > 0 md tato soustava dalsi dva staciondrni body x} a xj v pronim
kvadrantu.

. « o .

Jestlize « > B asoucasnéplatid > 7‘3, pak existugje tfeti staciondrni bod x% (d) v pronim kvadrantu,
a—p

ktery navic splriuje

lim x(d) = [”‘_5,“_11. (5.17)

d—o0

Dilkaz. Z Vét5.11,5.13 a diskuse v Pfikladu 5.12 plyne existence staciondrnich bodt x3-xz. Zbyva
dokézat vztah (5.17).
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Obrazek 5.10: Ilustrace Véty 5.14. Bifurka¢ni diagramy staciondrnich bodii soustavy (5.10) v
zavislostinadproa =1, 8 =1, ¢c = 2 (vlevo), a =1, = %, ¢ = 2 (uprostfed) a a = 1,
B = %, ¢ = 3 (vpravo). Jsou zobrazeny pouze staciondrni stavy s hodnotami (x,y) ve &tverci
(0,1) x (0,1).

Ukazme nejprve, Ze rozdil x — y musi byt pro velkd d velmi maly. Tento fakt plyne z tpravy
soustavy (5.11).

14 «®
=yl = Sx(ex—1) (1 x)| < TMy,

=yl =Eva-y < Bm,

kde M4 = max,c (1) |fa(x)| a ML = max,c (o) fL(x). Nésledné limy o, x3(d) — y5(d) = 0.
Zaroven ze soustavy (5.11) plyne

dx—y) =ax(ex=1) (1 -x) = —py(1-y).
ProtoZe pro d > 0 plati x* ~ y* ziskavame :
ax® (ex* —1) (1—x") = —px* (1 — x¥)
a(ex* —1) = —P
a—p

cw

*
X =

Ilustrujme si bifurkaéni chovani Véty 5.14 na tfech numerickych pfikladech.

Priklad 5.15. Je-lia = 1, B = 1, ¢ = 2, pak existuji staciondrni feSeni x5 a x; pro hodnoty d €
(0,d1]. V bodé d = dy dochdzi k saddle-node bifurkaci a pro d > d jiZ existuji pouze homogenni
staciondrni body xj a x5 (viz Obr. 5.10 vlevo).

Jellia =1, = %, ¢ = 2, pak existuji staciondrni feSeni x§ a x} pro hodnoty d € (0,d]. V
bodé¢d = d = % dochdzi k transkritické bifurkaci, kdy se stfetavéa vétev stabilnich feSeni x3 s
nestabilnim pocatkem xj. Pocatek je pro d > d stabilni, nestabilni vétev x3 pokracuje do tietitho
kvadrantu. Vétev xj splyva s vétvi x; a plati dle (5.17):

S 33
Jim x50) = |55,
viz Obr. 5.10 uprostted.

Nicméné vétve x; a x; nemusi byt vzdy spojené. Navic mohou existovat i dalsi bifurkaéni
vétve a rozli¢né bifurkaéni mechanismy. Je-li napt. &« = 1, § = %, ¢ = 3, pak existuji stacionarni
fedeni x} a xj pro hodnoty d € (0,d;]. V bodé d = d; dochézi k saddle-node bifurkaci (horni
saddle-node na Obr. 5.10 vpravo). V bodé d = d, > d; se ale setkdvame s dalsi saddle-node
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bifurkaci, pfi které tentokrate vznikaji dvé nové vétve (dolni saddle-node na Obr. 5.10 vpravo).
Zatimco stabilni vétev zanika transkritickou bifurkaci v d = d > d», nestabilni vétev existuje pro
vsechna d > d a plati dle (5.17):
4 4

lim xi(d) = | —, —| .

Jim x5 (d) {15 15}
Tento pfiklad ukazuje dileZitou vlastnost modelu (5.10), s rostoucim diftiznim koeficientem mo-
hou vznikat nov4 stacionarni feSeni.



Zaver

V této préci jsme analyzovali modely populaci na dvou diskrétné oddélenych oblastech. LokalIn{
vyvoj populaci na kazdé z nich se ¥idil dle jedné ze zdkladnich popula¢nich dynamik popsanych
v tvodu (exponencidlni rast, logisticky rist, bistabilni nelinearita Alleeho typu). Soucasti to-
hoto modelu byl linearni difuzni ¢len, ktery umozriuje migraci mezi dvéma oblastmi a to tim
zplisobem, Ze vyrovnava velikost populaci. Ukézali jsme, Ze pro obecny model (2.1) je prvni kvad-
rant invariantni a ve specidlnich p¥ipadech jsou invariantni dokonce mensi oblasti (obdéIniky)
urcené kapacitou jednotlivych oblasti.

Pro linearni dynamické systémy, které popisuji bud specialni pfipad modelu bez reakéniho
¢lenu ¢i modelu s exponencidlnim rdstem na obou oblastech, jsme nalezli podminky stability
pocatku a diskutovali specidlni volby parametru umoZznujici existenci nekone¢ného poctu sta-
cionarnich bodi.

V dalsich kapitoldch jsme analyzovali nelinedrni dynamické systémy, kdy na jedné z oblasti
byla lokalni dynamika popsana bud’ logistickym riistem nebo bistabilni nelinearitou. V téchto
pfipadech jsme dokézali pfesny pocet a stabilitu staciondrnich bodi leZicich v prvnim kvad-
rantu. Ukdzali jsme, jak tyto dynamické vlastnosti zdleZi na interakci mezi silou difuze, tvaru
jednotlivych reakénich funkci, jejich silou a piipadné kapacitach prostiedi. Zakladnimi néstroji
byla linearizace, analyza fdzového portrétu, pfesny popis nuloklin a véta o implicitni funkci.

Nase prace otevird prostor pro mnohd rozsifeni. Zavére¢nd kapitola s Alleeho nelinearitou
naznacila mnohé zajimavé bifurkaéni jevy, které jsme ale nebyli schopni kompletné prozkoumat
a které by si jisté zaslouZily dalsi pozornost. Dale existuji pfirozena rozsifeni modelti, které jsme
v této praci zkoumali. V prvni fadé ndmi ukdzand zavislost na rozdilnych kapacitach by byla
mozna studovat hloubéji a pfipadné ji rozsifit na dalsi kombinace (Allee-Allee). Dale bychom
mohli studovat roli obecného nelinedrniho difuzniho ¢lenu D(x,y). A samozfejmou otdzkou je
roz$ifeni libovolného poctu diskrétnich oblasti v obecné konfiguraci popsané neorientovanym
grafem.
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