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Abstrakt

Zabyvame se popula¢nimi modely matematické biologie a specidlné pojmem predace. UvaZzuje-
me jednu populaci, jejiZ samostatny vyvoj se chova podle exponencidlniho, logistického ¢&i bis-
tabilniho zakona. Pro tyto populace zkoumame, jak se kvalitativné zmeéni vyvoj jejich velikosti
zahrnutim predac¢niho ¢lenu, ktery miZe modelovat napfiklad vliv predétora ¢i nemoci. Tento
vliv modelujeme nejdfive konstantni funkci a posléze funkcemi mocninnymi a linedrnimi lo-
mennymi. Zminénd zména chovani silné zavisi na pfitomnych parametrech, coz zdtraznujeme
popisem pfitomnych bifurkaci. Na zavér ukazujeme, Ze u modelu populace s logistickym riistem
dochazi vlivem predace ve formé linedrni lomenné funkce k efektu hystereze.

Klicova slova: diferencidlni rovnice, popula¢ni modely, predace, stabilita, bifurkace, exponen-
cidlni dynamika, logistickd dynamika, Alleeho efekt, hystereze.






Abstract

We investigate population models of mathematical biology and more specifically, the effect of
harvesting. We consider one population whose internal dynamics is decribed by exponential,
logistic, or bistable law. For these populations we study the change of dynamics by harvesting
which models, e.g., the presence of predator or some desease. We choose harvesting terms as
constant or power functions, and finally as a simple rational function. The metioned qualitative
change strongly depends on parameters which is emphasized by the description of present bi-
furcations. Finally, we show that the model with logistic growth and rational predation leads to
the effect of hysteresis.

Keywords: differential equations, population models, harvesting, stability, bifurcations, expo-
nential growth, logistic growth, Allee effect, hysteresis.
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Uvod

Matematickou biologii miizeme chdpat jako podoblast biologie nebo také jako podoblast apli-
kované matematiky, kterd vyuZziva matematickych postupti pro popis biologickych fenoménd.
Jmenovité tato oblast vyuZiva matematické nastroje naptiklad ke zpracovani biologickych dat,
matematické modely biologickych systému pro zkoumaéni jejich chovani a vyvoje, apod. Pro
lepsi pfedstavu si miiZzeme pfedstavit geneticky vyvoj jedincti populace, populaéni modely,
sifeni infekénich nemoct, apod. [1, 2].

Cilem této préace je studovat interakéni populaéni modely, tedy modely dvou ¢i vice popu-
laci, které se jistym zptisobem vzdjemné ovliviiuji. V obecnosti miizeme uvazovat libovolny
pocet populaci, ovsem v nasem piipadé uvazujme populace dvé. Takovéto systémy muizeme
popsat soustavou rovnic

x=fi(x,y),

y=hlxy)
kde x,y > 0a f1,f» : R* — R jsou dané funkce. Reseni x(t), y(t) popisuji velikost dané
populace v ¢ase t a ¥ = ‘é’t‘ znadi derivaci podle ¢asu. V zévislosti na tvaru funkci fi(x,y),

f2(x,y) dostdvame odlisné chovéni systémii, podle kterého mtzeme rozdélit dané modely do
tfi skupin interakci.

Jednim ze zdkladnich interak¢énich modelti je model lovec-kofist. Jak ndzev napovidd, jednd
se o model, kdy jedna z populaci je lovena populaci druhou, tedy pocet jedincti jedné popu-
lace roste na tikor druhé populace. Takovéto systémy souhrnné nazyvame Lotkovi-Volterrovi
systémy, které jsou blize popsané a studované v [1, Kap. 3.1].

Dalsi moZnou interakci je soutéZ, kdy si dvé populace vzdjemné konkuruji, nap¥. bojuji o
spoletné zdroje (viz [1, Kap. 3.5]). Poslednim pfipadem interakce je symbidza, kdy jsou obé po-
pulace samy o sobé schopny pfeZit, ale preferuji pfitomnost druhé populace. Takovyto systém
je podrobnéji popsan v [1, Kap. 3.6].

V nasem piipadeé se budeme zabyvat pravé modelem lovec-ko7ist. Navic ale budeme pfedpokla-
dat, Ze zname dynamiku lovce y(t) a Ze tato dynamika z&visi na populaci kofisti, §j. y(t) =
@(x(t)). Muzeme si naptiklad pfedstavit nejjednodussi situaci, Ze se populace lovce v Case
neméni (napiiklad z dostatku jinych zdroji1). Dostdvame tedy jednu diferencidlni rovnici

1= f(x),

1



2 KAPITOLA 1. UVOD

kde f(x) je sloZenda funkce f(x) = fi(x, ¢(x)). Navic budeme funkci f(x) pfedpoklddat ve
tvaru

f(x) =g(x) —p(x),

kde funkce g(x) popisuje samotny vyvoj zkoumané populace kofisti bez p¥itomnosti lovce (dale
budeme fikat, Ze g(x) popisuje vnitini systému) a funkce p(x) je preda¢ni ¢len, ktery popisuje
vliv lovce na populaci kofisti. Obecné funkce p(x) nemusi pfedstavovat pouze predétora, ale
muZe se také jednat naptiklad o choroby, apod. JelikoZ funkce p(x) redukuje pocty zkoumané
populace, je pfirozené pozadovat, aby platilo

p(x) >0

pro vSechna x > 0.

1.1 Staciondrni bod a jeho stabilita

Jak jsme jiz zminili, ve v8ech nasledujicich kapitoldch budeme studovat systémy, které budeme
popisovat diferencidlni rovnict

% = f(x) (1.1)

pro danou funkci f : R — R. V naSem piipadé budeme vZdy pracovat pouze se systémy po-
psanymi autonomni diferencidlni rovnici, tedy funkce f(x) na pravé strané diferencialni rovnice
(1.1) nebude zaviset na Case t. Pfi naSem studiu se zaméfime na globdlni popis kvalitativniho
chovani feSeni diferencidlni rovnice (1.1).

Ve vsech nésledujicich kapitolach budeme bez tijmy na obecnosti uvazovat poc¢ate¢ni podmi-
nky xo v Case ty = 0, tedy xo = x(0).

Nyni si pfedstavime zdkladni pojmy a nastroje, které budeme dale vyuzivat (viz napft. [1, 4]).

DEFINICE 1.1. Rekneme, Ze x* je staciondrnim bodem diferencialni rovnice (1.1), pokud plati

fx*) =0,

DEFINICE 1.2. 1. Rekneme, Ze stacionarni bod x* diferencidlni rovnice (1.1) je lokdlné sta-
bilni, pokud pro libovolné € > 0 existuje § > 0 takové, Ze je-li |xg — x*| < ¢, tak potom
|x(t) — x*| < € pro vSechna t > 0.

2. V ptipadg, Ze staciondrni bod x* neni lokdlné stabilni, tak fekneme, Ze je nestabilni.

3. Rekneme, Ze stacionarni bod x* je lokdlné atraktivni, jestlize existuje 6 > 0 takové, Ze pro
vsechna xg spliiujici |xg — x*| < 6, plati
*

li t) = x*.
t;Toox< ) .

4. Je-li stacionarnibod x* lokdlné stabilni a lokdlné atraktivni, tak fekneme, Ze je lokdlné asympto-
ticky stabilni.

Pozndmka 1.3. Rekneme, e staciondrni bod x* je polostabilni zprava, pokud pro libovolné € > 0
existuje & > 0 takové, Ze je-li 0 < x¢p — x* < J, tak potom x(t) — x* < € pro vSechna t > 0.
V pfipadé, Ze pro libovolné € > 0 existuje 6 > 0 takové, Ze je-li 0 < x* — xg < §, tak potom
x* — x(t) < € pro vSechna t > 0, fekneme, Ze stacionarni bod x* je polostabilni zleva.
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Obrazek 1.1: Funkce f(x) = x3, pro kte- Obrézek 1.2: Funkce g(x) = —x>, pro kte-
rou mé diferencidlni rovnice (1.2) nesta- rou ma diferencidlni rovnice (1.3) asympto-
biln{ staciondrni bod x* = 0. ticky stabilni staciondrni bod x* = 0.

Pro jednoduchost budeme v p¥ipadé lokdlni asymptotické stability staciondrniho bodu x*
fikat, Ze staciondrni bod x* je asymptoticky stabilni. Pro vySetfovani stability staciondrnich
bodt budeme v této praci pouZivat dva néstroje, a sice metodu fizového portrétu nebo linearizaci.

VETA 1.4. Nechf x* je staciondrnim bodem diferencidlni rovnice (1.1), kde f(x) je spojitd funkce.

*

(i) Existuje-li € > 0 a je-li f(x) > 0 pro vSechna x € (x* —e,x*) a f(x) < 0 pro vSechna
x € (x*,x* + €), potom je staciondrni bod x* asymptoticky stabilni.

(ii) Existuje-li € > 0 a je-li f(x) < 0 pro vsechna x € (x* —¢,x*) a f(x) > 0 pro vSechna
x € (x*,x* + €), potom je staciondrni bod x* nestabilni.

VETA 1.5. Nechf x* je staciondrni bod diferencidlni rovnice (1.1) a funkce f(x) je diferencovatelnd
v x*. Je-li f'(x*) < 0, pak je staciondrni bod x* asymptoticky stabilni. Je-li f'(x*) > 0, pak je x*
nestabilni.

Metoda fazového portrétu popsand ve Vété 1.4 je obecnéjsi, ovsem metoda linearizace z
Véty 1.5 je mnohdy jednodussi na pouZiti, za pfedpokladu, Ze funkce f(x) je diferencovatelnd
a zname hodnotu stacionarniho bodu x*.

V ptipadé f’'(x*) = 0 mliZou nastat obé situace, tj. nestabilita i asymptotick4 stabilita sta-

ciondrniho bodu x*, jak se mtiZeme presvédcit v nasledujicim Pfikladu 1.6.
Pfiklad 1.6. Uvazujme diferencidlni rovnice
i=flx) =2, (1.2)
X =g(x) = —x% (1.3)
Vidime, Ze v obou ptipadech dostdvame stacionarni bod x* = 0. Pro derivaci funkci f(x), g(x)
ziskdvame
F(x) =332,
glx) = -3
atedy f'(x*) = ¢/(x*) = 0. Snadno bychom ale podle Véty 1.4 pomoci fazového portrétu uréili,
7e v pifpadé diferencidlni rovnice (1.2) je x* = 0 nestabilni, nebof pro f(x) = x%je f(x) < 0
pro vSechna x € (—o0,0) a f(x) > 0 pro vSechna x € (0, +oc0). Zatimco pro diferencidlni rovnici

(1.3) je x* = 0 asymptoticky stabilni, protoze g(x) > 0 pro véechna x € (—o0,0) a g(x) < 0 pro
viechna x € (0, +00).
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Obrazek 1.3: Bifurka¢ni diagram bifurkace
z Cistého nebe vyskytujici se u systému po-
psaného diferencidlni rovnici (1.4).

KAPITOLA 1. UVOD

Obrazek 1.4: Bifurka¢ni diagram transkri-
tické bifurkace vyskytujici se u systému po-
psaného diferencidlni rovnici (1.7).

1.2 Bifurkace

V této préci se budeme zabyvat systémy, pro které bude funkce f(x) na pravé strané dife-
rencialni rovnice (1.1) zavisla nejen na hodnoté x, ale také na rtiznych parametrech. Tedy vysled-
né chovani daného systému se mtZe s volbou téchto parametr(i kvalitativné lisit. Této kvalita-
tivni zméné, pfi které mize dochédzet jak ke zméné poctu stacionarnich bodd, tak ke zméné
jejich stability v zavislosti na hodnoté parametru, fikame bifurkace.

Nyni si ukaZme na nékolika pfikladech nékteré ze zékladnich bifurkaci jednorozmeérnych
systémi (viz [4]).

Ptiklad 1.7. (bifurkace z cistého nebe). Méjme diferencidlni rovnici
x=b—x? (1.4)

kde b € R je parametr. V zdvislosti na hodnoté b ur¢eme pocet staciondrnich bodi tohoto
systému. Stacionarnimi body diferencidlni rovnice (1.4) jsou kofeny rovnice

b—x*=0. (1.5)

Pro b > 0 ziskavame feseni x}, = £/b. Stabilitu téchto bodt ovéfme na zékladé linearizace.
Zderivujme tedy funkci f(x) = b — x? vystupujici na pravé strané diferencidlni rovnice (1.4).
Dostavame

f'(x) = —2x.

Dosazenim za x = x] = Vb do (1.6) dostavame

(1.6)

f'(x1) = f'(Vb) = —2Vb <,

tedy na zdkladé Véty 1.5 je staciondrni bod x; = /b asymptoticky stabilni. V piipadé sta-

cionarniho bodu x5 = —+/2 dostavame
fl(x3) = f(=Vb) =2vb >0

ana zakladé Véty 1.5 je staciondrni bod x5 = —+/b nestabilni.
Pro b < 0 nedostdvame Zzddné staciondrni body. V ptipadé, kdy b = 0, dostdvame pouze
jeden nestabilni (resp. polostabilni zprava) staciondrni bod x] = x5 = 0, jehoZ stabilitu bychom
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Obrazek 1.5: Bifurka¢ni diagram vidlickové bifurkace vyskytujici se u systému popsaného dife-
rencidlni rovnici (1.9).

ovéfili na zédkladé fazového portrétu (viz Vétu 1.4). Vidime tedy, Ze pro hodnotu b = 0 dochazi
ke kvalitativni zméné daného systému. Pfechodem parametru b pfes hodnotu b = 0 vznikd
dvojice staciondrnich bodii. Tomuto typu kvalitativni zmény fikame bifurkace z Cistého nebe.
Tyto zdvéry miiZzeme jednoduse zakreslit do tzv. bifurkacniho diagramu, ktery ndm zobra-
zuje stacionarni body a jejich stabilitu v zdvislosti na hodnoté pfitomného parametru. Vétev
asymptoticky stabilnich staciondrnich bodt zna¢ime plnou zelenou kfivkou, zatimco vétev
nestabilnich stacionarnich bod® znacime ¢ervenou ¢arkovanou kiivkou. Bifurka¢ni diagram
vzhledem k parametru b pro systém popsany diferencidlni (1.4) mtZzeme vidét na Obrazku 1.3.

Priklad 1.8. (transkritickd bifurkace). Dale vySetfeme chovani systému popsaného diferencidlni
rovnici

% = bx — x? (1.7)
v zévislosti na parametru b € R. Pro nalezeni stacionarnich bod fesime rovnici
bx — x* = 0.

Jednoduge nalezneme feseni x} = 0, x; = b. Zderivujeme-li funkci f(x) = bx — x?, dostdvdme
F(x) =b—2x. (1.8)

Dosazenim x] = 0 do (1.8) mame
f'(xi) = £(0) = b.
Vidime, Ze pro b > 0je f(x7) > 0, a tedy x] je dle Véty 1.5 nestabilni. Pro b < 0je f(x) < 0,
tedy na zdkladé Véty 1.5 je x] asymptoticky stabilni. V pfipadé stacionarniho bodu x5 = b
pomoci linearizace dostdvame
fl(x3) = f(b) = =b,

a tedy pro b > 0 je x5 asymptoticky stabilni, zatimco pro b < 0 je x; je nestabilni. V p¥ipadé
b = 0 je stacionarni bod x] = x5 = 0 nestabilni (resp. polostabilni zprava), coZ 1ze ovéfit na
zédkladeé fazového portrétu.

Vidime, Ze pfi pfechodu parametru b pfes hodnotu b = 0 dochézi k protnuti a vyméné
stability vétvi staciondrnich bodt x] = 0 a x; = b. Tento typ bifurkace nazyvame transkritickou
bifurkaci (viz Obréazek 1.4).
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b>1 5(x)

\ p x
b<1 b=1"b>1
b<1

Obrazek 1.6: Funkce f(x) = b—x —e * Obrazek 1.7: Funkce §(x) = b — x spole¢né
pro rtizné hodnoty parametru b. s funkci y(x) = e~ * pro rtizné hodnoty pa-
rametru b.

Priklad 1.9. (vidlickovd bifurkace). Poslednim p¥ipadem je tzv. vidlickovd bifurkace. Vyskytuje se
napiiklad u systému popsaném diferencialni rovnici

% = bx — 3 (1.9)
s parametrem b € R. VyfeSenim rovnice

bx — x> =0
nalezneme stacionarni bod x} = 0 a pro b > 0 navic staciondrni body x5 = Vb, x5 = —/b.

Stabilitu vysetifme opét linearizaci. Derivaci funkce f(x) = bx — x> dostdvame
f'(x) =b—3x% (1.10)
Dosazenim za x = x] = 0 do (1.10) dostdvame
f'(x7) = f'(0) =b.

Vidime, e pro b > 0je f(x]) > 0, a tedy na zakladé Véty 1.5 je staciondrni x] nestabilni.
Naopak pro b < 0 je x] je asymptoticky stabilni. Pro b > 0 a oba stacionarni body x5, x3 mame

f(x33) = f(£Vb) = —2b < 0.

Tedy na zékladé Véty 1.5 jsou staciondrni body x; 5 asymptoticky stabilni. Pro b = 0 dostavame
asymptoticky stabilni staciondrni bod x] = x; = x3 = 0, jehoz stabilitu bychom opét ovéfili na
zéakladé fazového portrétu.

Celkem tedy ziskdvame, Ze pfechodem parametru b pfes hodnotu b = 0 se z trividlniho
feSeni, které navic pro tuto hodnotu méni svou stabilitu, oddéluji dvé netrividlni asymptoticky
stabilni feSeni. Této bifurkaci se fika vidlickovd bifurkace (viz Obrazek 1.5).

vvvvvv

tru dochazi k bifurkaci z Cistého nebe.

Piklad 1.10. Mé&jme systém popsany diferencialni rovnici

x=c—x—e 7, (1.11)
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kde ¢ € R je parametr. Pro nalezeni staciondrnich bodi diferencidlni rovnice (1.11) feSime rov-
nici

c—x—e ¥ =0. (1.12)
Upravme rovnici (1.12) do tvaru
b—x=e¢" (1.13)
Oznacme si
v(x)=b-x,
S(x)=e"".

Nyni uré¢eme, kdy ma rovnice (1.13) praveé jedno feSeni v zavislosti na hodnoté parametru b.
Diky prtbéhu funkci y(x), d(x) toto nastava v piipadé (viz Obrazek 1.7)

7(x) = 6(x),
7' (x) = &'(x).

VyfeSenim soustavy (1.14) zjistime, Ze pro b = 1 mame pravé jeden stacionarni bod x] = 0. Z
vlastnosti funkci 7y (x), (x) vidime, Ze pro b > 1 protne funkce y(x) funkci é(x) pravé dvakrat,
zatimco pro b < 1 nemaji funkce Zadny prisecik (viz Obrazek 1.7).

Zajimejme se o lokalni chovéani na okoli x = 0. Proved me Taylortv rozvoj funkce f(x) =
¢ —x — e *nalevé strané (1.11) pro bod x = 0. Dostdvame

(1.14)

2

- X 3
X=c—x— 1—x+§+0(x) .

Pokud ¢len O(x®) pro |x| < 1 zanedbame, dostaneme diferencialni rovnici

x2
¥x=(c—-1)——. (1.15)
2
Oznacenim b = ¢ — 1 mdme systém popsany diferencidlni rovnici
2
x
X\ =b— —. 1.1
F=b-2 (1.16)

Vidime, Ze dostdvame rovnici, kterd je obdobna s diferencidlni rovnici (1.4) z Pfikladu 1.7, kde
dochazi k bifurkaci z ¢istého nebe pro b = 0 (tj. pro ¢ = 1).

Na Obrazku 1.8 mlizeme vidét bifurka¢ni diagramy vzhledem k parametru ¢ pro systémy
popsané diferencidlnimi rovnicemi (1.11) a (1.15). Vidime, Ze pro hodnoty parametru c blizké
jedné a hodnoty x blizké nule bifurka¢ni diagramy vypadajf velice podobné, resp. kvalitativné
stejné.

Metodu pouzitou v Pfikladu 1.10, kdy fe$ime soustavu (1.14) a najdeme tak hodnotu para-

metru, pro kterou dochdazi k bifurkaci, budeme pouzivat i v dalsich ¢astech tohoto textu.

Pozndmka 1.11. Z P¥ikladu 1.10 vidime, Ze na okoli bifurka¢niho bodu model (1.11) Ize dobte
aproximovat systémem z Pfikladu 1.7. Toto lze provést obecnéji, a proto se modeldim v Pfikla-
dech 1.7—1.9 ¥ika normdlni formy danych typt bifurkaci.
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Obréazek 1.8: Bifurka¢ni diagramy vzhledem k parametru c pro systémy (1.11) - oranZova a
(1.15) - modra.



Populacni modely

V této kapitole se budeme vénovat zakladnim popula¢nim modeldim, které budou v dalsich
odstavcich reprezentovat vnitfni dynamiku populace. Uvedeme si samotné vztahy popisujici
dany model, budeme diskutovat vyznam parametr v danych vztazich a v posledni fade bu-
deme diskutovat tvar a chovéni vysledného feSeni.

V této i nasledujicich kapitoldch budeme uvazovat pouze nezaporné hodnoty populace, t.
x > 0, nebot zéporné hodnoty by nemély zadny vyznam.

2.1 Exponencidlni model

Jednim z nejjednodussich modeli je exponencidlni model, ktery byl popsan T. R. Malthusem
[5] v 18. stoleti. Uvazujme tedy jistou populaci, kdy x(t) bude znacit jeji velikost (pocet jedincit)
v Case t. Dale méjme konstantu a > 0 charakterizujici natalitu jedincti populace spole¢né s
konstantou b > 0, kterd popisuje mortalitu jedincti zkoumané populace. Nyni uZ mtiZeme uvést
vztah popisujici dynamiku populace jako

X = ax — bx. (2.1)

Gpravou vztahu (2.1) dostaneme
X =rx, (2.2)

kder =a —b.
Obecné feSeni (2.2) ziskdme separaci proménnych ve tvaru

x(t) = xpe”, (2.3)

kde x¢ > 0 je pocateéni stav populace. Z feSeni (2.3) vidime, Ze pro r > 0 (tedy a > b) dochdzi k
exponencidlnimu ristu populace, pro p¥ipad r < 0 (tedy a < b) dochdzi k vymirani populace a
v poslednim p¥ipadé, kdy = 0 (tedy a = b), je stav ustaleny, tedy pocet jedinct se s rostoucim
¢asem nikterak neméni. Na Obrazku 2.1 mtiZeme vidét konkrétni feSeni diferencidlni rovnice
(2.2) pro riiznd r a stejnou pocatecni podminku xg > 0.

Pro nalezeni stacionarniho bodu diferencidlni rovnice (2.2) fe$ime rovnici rx = 0. Thned
vidime, Ze staciondrnim bodem je x; = 0 pro 7 # 0 a libovolné x* > 0 pro r = 0. Stabilitu
snadno urcime z feSeni (2.3), kdy dostavame:

e xj = 0je nestabilni pror > 0,
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r=0

r=—

Obrazek 2.1: Regeni diferencialni rovnice 22)pror=—-1,r=0,r=1,r=2,r=3.

e libovolné x* > 0 je stabilni pro r = 0,
e x7 = 0je asymptoticky stabilni pro r < 0.

Z Obrazku 2.1 vidime, Ze v piipadé, kdy r > 0, populace s rostoucim ¢asem roste neome-
zené, coZ je v rozporu s realitou. Velikost populace je ve skute¢nosti omezena rtiznymi vlivy,
af uz naptiklad velikosti prostfedi, moZnosti obstarani si potravy, pohodlim, apod. Tyto vlivy
budeme v dalsich ¢adstech textu souhrnné nazyvat kapacitou prostedi. Absence téchto vlivii v
exponencidlnim modelu byla motivaci pro zavedeni dalsich pfesnéjsich modeld, jak uvidime v
nésledujicich kapitolach. Na druhou stranu exponencidlni model dobfe aproximuje vyvoj po-
pulace, kdy se pocet jedincti dané kapacité prostiedi nebliZi.

2.2 Logisticky model

Nyni vezméme v potaz vyse zminénou kapacitu prostfedi, kterou ozna¢me k > 0. Model popi-
sujici vyvoj populace x zohlednujici kapacitu prosttedi k byl prvné popsan P. F. Verhulstem [6]
v roce 1838 a vypadd nasledovné:

g=rx(1-7), (2.4)
kde r € R. Funkce na pravé strané (2.4) je zndzornéna na Obrazku 2.2.

Stoji za povSimnuti, Ze pro x < 1 se logisticky model chovd podobné jako model expo-
nencialni, nebof pro takovéto x plati x> < x, tedy ¢len %xz je oproti ¢lenu rx zanedbatelny. Na
druhou stranu pro vétsi x ¢len %xz zanedbal nelze, tim padem dochézi vlivem tohoto ¢lenu k
redukci ristu populace.

V nésledujicich tvahach pfedpokladejme r > 0, nebof pro r < 0 by p¥i populaci mensi nez
je kapacita prostiedi k doslo k vymirdni populace, a tedy by nebylo zapotfebi kapacitu nikterak
zohledriovat.

Ze vztahu (2.4) ziskdme staciondrni body poloZenim pravé strany rovné nule, tj.

rx(l—%):o,

ve tvaru x] = 0 a x5 = k. Derivaci pravé strany rovnosti (2.4) dostdvame

¢'(x) = (rx (1 - %))l =r— %x. (2.5)
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Obrazek 2.2: Funkce g(x) = rx (1 — %) na Obrazek 2.3: Reseni diferencidlni rovnice

pravé strané (2.4). (2.4) pro rtizné pocatecni podminky.

Dale dosad'me do (2.5) x] = 0, &imZ ziskdme
g'(x1) = f(0)=r>0,
a tedy na zakladé Véty 1.5 je x] nestabilni. Obdobné pro x5 = k dostdvame
g'(x3) = f'(k) = —r <0,

a opét na zdkladé Véty 1.5 je x5 asymptoticky stabilni (viz Obrézek 2.2).
Regent diferencidlni rovnice (2.4) s po¢ate¢ni podminkou xo > 0 bychom opét ziskali sepa-
raci proménnych v nasledujicim tvaru:

X()k
—xp)e "+ xp°

x(t) = G (2.6)

Z Obrazku 2.2 a také z tvaru feSeni (2.6) lze vidét, Ze pokud pocétecni stav populace xg
bude xg < k, tak bude dochazet k nédrtistu populace smérem ke kapacité k. Naopak bude-li
xo > k, bude dochédzet k vymirani populace smérem ke kapacité k. Dale stoji za povsimnuti
fakt, Ze k nejvétsimu ndrtistu populace dochézi, kdyz velikost populace je rovna x = % Pokud
prekro¢ime tuto hodnotu, tak stdle dochézi k nartstu populace, ovSem rychlost rlistu bude
mensi. To tedy znamend, Zze hodnoté t;, které p¥islusi hodnota x(t;) = %, bude odpovidat bod
inflexe feSeni x(t). Konkrétni pfipady s rtiznymi pocatetnimi podminkami mtizeme vidét na
Obrézku 2.3.

2.3 Bistabilni model

Nyni uvazujme situaci, kdy mame populaci, kterd neni schopna pieZit v pfipadé, Ze pocet je-
dincd nenf dostate¢ny. Mozné divody tohoto fenoménu jsou napiiklad:

e kolektivni lov,
e kolektivni obrana,

e hledéni partnera pro reprodukci, atd.

To tedy znamena, Ze existuje kritickd hodnota a > 0, kterd urc¢uje mezni pocet jedincti, pod
kterym populace jesté neni schopna prezit. Naopak je-li pocet jedinci vétsi nez tato mezni
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Obrazek 2.4: Fazovy portrét pro dife- Obréazek 2.5: Reeni diferencidlni rovnice
rencialni rovnici (2.7). (2.7) pro rtizné pocate¢ni podminky.

hodnota, tak populace roste, nikoliv ale neomezeng, nebot i tento model zohlediiuje kapacitu
prosttedi k > 0. Tento fenomén se nazyva Alleeho efekt [9], ktery byl prvné pozorovan W. C.
Alleem ve 30. letech 20. stoleti na populaci zlatych rybicek. Systém, ve kterém se vyskytuje
takovyto jev, miiZe byt popsan ndasledujici diferencidlni rovnici:
x=rx(x—a)k—x), (2.7)
kde r > 0 je reprodukeni koeficient, a € (0,k) je vySe popsand prahovd hodnota, k > 0 je
kapacita prosttedi.
Z tvaru pravé strany diferencidlni rovnice (2.7) je zfejmé, Ze stacionarnimi body jsou x7 = 0,
x; =a,x; =k
Derivace funkce
8(x) = rx(x —a)(k —x)
na pravé strané (2.7) je
g'(x) = (rx(x —a)(k — x)) = =3rx® + 2rx(k + a) — rak. (2.8)
Dosazenim stacionarnich bodt x7, x5, x3 do (2.8) dostdvame:
¢'(x}) = £(0) = —rak <0,
g (x3) = f'(a) = ra(k —a) >0,
§'(x3) = f'(k) = rk(a — k) <0,
nebof a € (0,k). Z Véty 1.5 je x; asymptoticky stabilni, x} nestabilni a x} asymptoticky stabilni
(viz Obrézek 2.4). Z tohoto diivodu nazyvame tento model modelem bistabilnim.
Implicitni tvar Feseni diferencidlni rovnice (2.7) miizeme ziskat separaci proménnych. Dosta-

vame 1
/ rx(x —a)(k —x) dx = / dé, @9)

kdy rozloZenim integrandu levé strany (2.9) na parcidlni zlomky a néaslednou tipravou mame

1 1 1 1 1 1
7%/;dx+m(k—a)/(x—a) dx+rk(k—a)./(k—x) dx:/ dt. (2.10)

Spoctenim integréld v (2.10) ziskdvame

1 1 1
—ﬁln|x|+mln|x—a\—mln\k—ﬂ—t+C, (2.11)
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kde

1
C=——In|xo| + In |xg —a|] — In [k — xq].
rak ra

1
(k—a)
Reseni diferencidlni rovnice (2.7) dané implicitnim tvarem (2.11) pro riizné pocateéni podminky
miiZzeme vidét na Obrazku 2.5.
Podobné jako u logistického modelu si miizeme vSimnout, Ze funkce f(x) ma pravé dva
lokaln{ extrémy, a sice pro hodnoty

1
rk(k — a)

(a+k)— a2+ k*—ak

X1 =

3 7
(a+k)+va%2+k*—ak
X2 = 3 ,

viz Obrazek 2.4. To tedy znamend, Ze trajektorie feSeni diferencidlni rovnice (2.7) budou mit
body inflexe v Casech t;, t;, kterym piislusi hodnoty

(a+k) —Va?+k%—ak

x(t;) = 3 =X,
(a+k)+Va>+k*>—ak  _
x(t]') = 3 = Xy,

jak mtiZeme vidét na Obrazku 2.5.






Konstantni predace

V této a dalsich kapitolach tohoto textu se zabyvejme interakci vnitfni dynamiky populace
s preda¢nim clenem. Studujeme chovani daného systému v zavislosti na volbé téchto intera-
gujicich ¢lenti. Jak jsme jiZ zminili, takovéto systémy budeme popisovat diferencidlni rovnici

x = f(x),
kde
f(x) = g(x) — p(x). 3.1)

Funkci g(x), kterd popisuje vnitini dynamiku systému, budeme volit jako jeden z modelt po-
psanych v Kapitole 2, tj. exponencidlni, logisticky, nebo bistabilni model. Predaini &len p(x)

N

budeme pro tuto kapitolu uvazovat jako nejjednodussi mozny, a sice

kde b > 0.

3.1 Exponencidlni model s konstantni predaci

V prvnim pfipadé uvazujme model popsany diferencidlni rovnici (3.1), kde g(x) = rx. Dostavéa-
me linedrni diferencidlni rovnici
Xx=rx—Db, (3.2)

kder >0,b > 0.
Nazna¢me i v tomto jednoduchém piipadé, jak Ize v dané diferencidlni rovnici zredukovat
pocet parametri (toto budeme vyuzivat i déle). Vydélme rovnost (3.2) hodnotou r. Dostavame

X b
—=x—-.
r r
Zadefinovanim nového ¢asu T = rt ziskdvame

; dx dxdt 1

& 1, (33)
Pomoci vztahu (3.3) a substituce g = % mame
x'=x- 8.

15



16 KAPITOLA 3. KONSTANTNI PREDACE

X0 M

T~ f

Obrazek 3.1: Regeni diferencidlni rovnice (3.2) pro rtizné potate¢ni podminky.

Nyni uz jen formalné pfeznaéme x’ = x. Dostavame tedy systém popsany diferencialni rovnici
x=x—5 (3.4)

kde B > 0. Pro pfehlednost budeme v ptvodnich systémech pouZivat latinské znaceni pa-
rametrli, zatimco pro redukované (p¥ipadné bezrozmérné) systémy budeme pouZzivat fecké
znaceni parametr.

VETA 3.1. Diferencidlni rovnice (3.4) ma pravé jeden staciondrni bod xi = B, ktery je nestabilni pro
vsechna B > 0.

Diikaz. Pro nalezeni staciondrniho bodu feSime rovnici
x—B=0,

. xj = B > 0. Zderivujeme-li f(x) = x — B vystupujici na pravé strané (3.4), dostdvdme
f'(x) =1,atedy f'(xj) = 1, coZ podle Véty 1.5 znamena, Ze staciondrni bod x; = B je nestabilni
pro vSechna 5 > 0. O

Pro ptivodni systém popsany diferencidlni rovnici (3.2) tedy dostdvame nestabilni staciondrni
bod x] = % pro vSechnar,b > 0.

Explicitni tvar FeSeni diferencidlni rovnice (3.2) mtiZeme ziskat pomoci separace proménnych.
Dostavame ;

xor —b)e" +b
x(t) = %, (3.5)
kde xg > 0 je pocatetni podminka. Zjistujeme, Ze je-li xop < x7, tak dochazi k vymirani zkou-
mané populace v kone¢ném ¢ase, nebot pro xg < x} bychom z (3.5) snadno ur¢ili ¢as t,, pro
ktery je x(ty) = 0, ve tvaru
—b
In ( xor—>b )

by = —2 < 4o
r

V piipadé xo > x] je pocatecni pocet jedincti natolik velky, Ze predacni ¢len neni schopen redu-
kovat pocty jedincti zkoumané populace dostatecné rychle, a tedy dochazi k exponencidlnimu
riistu zkoumané populace. Vidime tedy, Ze v pifipadé interakce logistického modelu s kon-
stantni predaci dostdvame model, ktery kvalitativné odpovida bistabilnimu modelu s neome-
zenou kapacitou prostfedi (k = +00), viz Obrazek 3.1.
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B3> B2

B2 > B
af /g(xx

B

Obréazek 3.2: Funkce g(x) = x(1 — x) a konstantni funkce pro rtizné hodnoty > 0.

3.2 Logisticky model s konstantni predaci

Nyni uvaZzujme model popsany diferencialni rovnici (3.1), kde g(x) = rx (1 — ¥). Dostavame
tedy

i =rx (1 - %) —b, (3.6)
kder k,b > 0.
Zavedenim substituce .
u= X (3.7)

prejdéme k bezrozmérnému tvaru systému popsaného diferencidlni rovnici (3.6). Po dosazeni a
néslednych tpravach dostdvame

u b
—=u(l—-u)——.
u(l—u) rk
Déle zadefinujme novy ¢as T = rt a parametr § = k Dostavame
u=u(l—u)—

kde u’ = %. Déle pouze pfeznaéme u’ = %, u = x jako dfive. Dostavame tedy systém popsany
diferencialni rovnici

¥x=x(1—x)—8, (3.8)
kde g > 0.

VETA 3.2. Necht p = 1.
(i) Je-li B > B, potom diferencidlni rovnice (3.8) nemd Zidny staciondrni bod.

(ii) Je-li B = B, potom mad diferencidlni rovnice (3.8) privé jeden staciondrni bod x} = %, ktery je
nestabilni (resp. polostabilni zprava).

(iii) Je-li B < B, potom md diferencidlni rovnice (3.8) pravé dva staciondrni body
1—-/1—-4 1+,/1-4p

2 ’ 2 ’
kdy x7 je nestabilni a x5 je asymptoticky stabilni.

— *o__
X1 = Xy =
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Obrazek 3.3: Bifurka¢ni diagram vzhledem  Obrazek 3.4: Funkce f(x) = x(1 —x) — B
k parametru B systému popsaného dife- pro rtizné hodnoty parametru f.
rencidlni rovnici (3.8).

Diikaz. Stacionarni body diferencidlni rovnice (3.8) nalezneme jako feSeni kvadratické rovnice
x> +x—-p=0. (3.9)

Diskriminant této kvadratické rovnice je D = 1 —4f a ihned z ného lze ur¢it, Ze pro g >
B= % nemd kvadraticka rovnice (3.9) zadné feseni, tedy diferencidlni rovnice (3.8) nema zadny
staciondrni bod. V piipadé, kdy D > 0, tj. B < B, dostdvame Feseni kvadratické rovnice (3.9) ve

tvaru
., 1-y1-4p . 1+.,/1-48
xl— 2 12 xzf 2 .

V ptipadé, Zze D = 0 dostdvame feeni x; = x} = J. Zde f(x) = x(1 — x) — B < 0 pro viechna
x € (0,x7) U (x7, +00) a pomoci Véty 1.4 je xj nestabilni (resp. polostabilni zprava).

V poslednim pfipadé pro D > 0, j. B < B, dostavdme dva kladné staciondrni body x7, x3.
Jejich stabilitu vySetfeme pomoci linearizace. Derivaci funkce f(x) = x(1 — x) — B dostavame

fl(x) = —2x+1.

Po dosazeni stacionarnich bodt xi‘ , ziskdvame

Fi) = f (1‘ Vzl“‘ﬁ) - VT85>0,
£(3) = f (” v ‘45) —_iE <o,

tedy na zakladé Véty 1.5 je staciondrni bod x] nestabilni a x5 asymptoticky stabilni. O

Vidime, Ze v ptipadé B < 1,je-li xo € (0, x}), tak dochdzi k vymirani zkoumané populace v
kone¢ném ¢ase. Je-li xg € (x7, x3), tak dochazi k rastu populace, kdy lim;_; 1o x(t) = x5. V po-
slednim p¥ipadé pro xy € (x;, +00) dochazi k tbytku jedincti zkoumané populace, ale obdobné
lim;, 4 x(t) = x3. Vidime, Ze v jistém smyslu dostdvame model, ktery kvalitativné odpovida
bistabilnimu modelu, ovéem v nasem pfipadé pro xy < xj dochézi k vymfeni zkoumané popu-
lace v kone¢ném case.

V piipadé B = 1 dochazi ke splynuti staciondrnich bodt x¥, x5 a vysledny stacionarni bod
xj = x; je nestabilni (resp. polostabilni zprava). Tedy je-li xo € (0, x}), tak dochazi k vymirani
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zkoumané populace v konetném ¢&ase. Pro xg € (x],40c0) dochézi k abytku jedincti, ovSem
populace nevymie, ale plati lim; , x(t) = x]. Toto odpovida bistabilni modelu, kde a = k =
x7, tj. prahova hodnota a splyvé s kapacitou k.

V poslednim pfipadé g > 411 dochézi k vymirani populace v kone¢ném ¢ase pro libovolné
xg > 0.

Vys$e zminéné zdvéry miizeme vidét na Obrazku 3.4, kde vidime funkci f(x) = x(1 —x) — 8
pro rtizné hodnoty parametru § > 0.

Na Obrazku 3.3 je zndzornén bifurkaéni diagram vzhledem k parametru B systému po-
psaného diferencialni rovnici (3.8). Vidime, Ze pro rostouci hodnotu parametru B, tj. s rostouct
hodnotou b, ¢i klesajicimi hodnotami 7, k, se k sobé stacionarni body x7, x5 pfiblizuji, kdy se pro
B = % stietnou. Tedy pro B = + dochazi k bifurkaci z Cistého nebe.

Prejdeme-li zpét k systému popsaného diferencidlni rovnice (3.6), tak pomoci substituce
g = % a vztahu (3.7) snadno nahlédneme, Ze pro b = % dostdavame nestabilni (resp. po-
lostabilni zprava) stacionarni bod xj = % Prob > % nemd diferencidlni rovnice (3.6) Zadny

staciondrni bod. V poslednim pfipadé pro b < % dostadvame staciondrni body

«  Thk—/rk(rk —4b)  rk+ \/rk(rk — 4b) (3.10)
B 2r ’ 2r ’ '

X1

kdy x} je nestabilni a x} je asymptoticky stabilni. K bifurkaci dochézi pro b = %.

3.3 Bistabilni model s konstantni predaci

V posledni fadé uvazujme interakci bistabilniho modelu s konstantni predaci. Zabyvame se
tedy systémem

x=rx(x—a)(k—x)-0b, (3.11)
kdea € (0,k), r,k,b > 0.
Zaved me znovu substituci «
U=z (3.12)
a pfeved me systém (3.11) do bezrozmérného tvaru. Dostdvame

(e -n-

Zadefinovanim nového asu T = rk*t a parametri o« = %, B = rk% dostavame
W =u(u—a)(1—u)—B,

kde v’ = %. Formdlnim pfeznacenim u’ = %, u = x dostdvame systém popsany diferencidlni
rovnici
¥=x(x—a)(l—x)—pB, (3.13)

kdea € (0,1), 8 > 0.
VETA 3.3. Necht

Bg<a+1+Vﬂa+1>
- . ,

kde g(x) = x(x — a)(1 — x).
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B3> B2
B2 > B

2 N\

Bi
g(x)

N——" \

Obrazek 3.5: Funkce ¢(x) = x(x — a)(1 — x) pro pevné a € (0,1) a konstantni funkce rtiznych
hodnot.

(i) Je-li B > B, potom diferencidlni rovnice (3.13) nemd Zidny staciondrni bod.
(ii) Je-li p = B, potom ma diferencidlni rovnice (3.13) pravé jeden staciondrni bod

. atl+var—a+l

Xq 3

kteryj je nestabilni (resp. polostabilni zprava).
(iii) Je-li B < B, potom md diferencidlni rovnice (3.13) dva staciondrni body

. o a+1+vVa2—a+1

o < Xxq 3
14+ Va2 — 1
a+1+ ; o+ <x5<1,

kdy x7 je nestabilni a x5 je asymptoticky stabilni.

Diikaz. Hodnoty staciondrnich bodt bychom ziskali vyfeSenim kubické rovnice vystupujici na
pravé strané diferencidlni rovnice (3.13). Resili bychom tedy

—3x3 +2(a +1)x*> +ax — = 0.

Analytické feSeni této rovnice nelze ziskat jednoduchym vypoctem. Bylo by mozné vyuzit ma-
tematického softwaru, ovsem podoba feSeni neni nikterak pfehlednd. Snadno ale nahlédneme,

ze-li
(zx—l—l—i-\/ocz—zx—l—l) -

B=maxg(x) = g

x>0

3 =F
kde ¢(x) = x(x — a)(1 — x), tak diferencialni rovnice (3.13) ma pravé jeden stacionarni bod

. a+1+vVaZ—a+1
- 3 )

X1
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Obrazek 3.6: Bifurka¢ni diagram vzhledem  Obrazek 3.7: Funkce f(x) = x(x —a)(1 —
k parametru f systému popsaného dife- x) pro pevné a € (0,1) a razné hodnoty
rencidlni rovnici (3.13) pro pevné a € parametru .

(0,1).

Stabilitu vysSetfeme pomoci fdzového portrétu. Snadno uréime, Ze funkce

flr)=x(x—a)(1-x)-p<0

pro vsechna x € (0, +o0) \ {x]}. Tedy staciondrni bod x] je nestabilni (resp. polostabilni zprava).
Je-li B < B, tak dostdvame dva stacionarni body

*

lX<x1<

a+1+va2—a+1 <t

3 5 <1

Funkce f(x) < 0 pro vSechna x € (0,x]) U (x},4+00) a f(x) > 0 pro véechna x € (xj,x3).
Ziskavame tedy, Ze staciondrni bod x] je nestabilni a x; je asymptoticky stabilni.
V ptipadé B > B nedostdvame zadny stacionarni bod. O

a+1+vVa?2—a+1
3 7

Celkem tedy dostdvame, Ze pro B < B, tj. pfi slabé predaci, dochéazi k zachovani bistabilni
dynamiky s kritickou hodnotou xj a kapacitou x3. S rostouci hodnotou parametru f se k sobé
sobe tyto hodnoty blizi, kdy pro B = B splynou za vzniku nestabilniho (resp. polostabilniho

zprava) staciondrniho bodu
= a+1+vVa2—a+1
1= 3 :
Pro xg € (0, x]) dochazi k vymirdni zkoumané populace v kone¢ném case a pro xy € (xj, +o0)
dochazi k tbytku jedincti zkoumané populace, ovsem nedojde k vymfeni populace, ale plati
lim;_s 400 x(t) = x}. V poslednim pifpadé pro f > B dochézi pro libovolné xy > 0 k vymfeni
populace v kone¢ném case.
VyS$e zminéné zavéry miizeme vidét na Obrdzku 3.7, kde je zndzornéna funkce

fl) =x(x—a)(1—x)—p

pro pevné o € (0,1) a riizné hodnoty g > 0.

Na Obrézku 3.6 vidime bifurka¢ni diagram vzhledem k parametru f > 0 systému po-
psaného diferencidlni rovnici (3.13) pro pevné a € (0,1). Vidime, Ze s rostouci hodnotou pa-
rametru f5, tj. s rostoucim parametrem b, ¢i klesajicimi parametry r, k, se k sobé stacionarni body
x3, x} piiblizuji, kdy se pro B = B stfetnou, tedy dochazi k bifurkaci z ¢istého nebe.
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Vratime-li se zpét k systému popsanému diferencidlni rovnici (3.11), tak snadno pomoci
vztahtia = ¢, B = % a substituce (3.12) nahlédneme, Ze pro b = Brk® m4 diferencialni rovnice

(3.11) praveé jeden stacionarni bod

. a+K++va>+K?*—aK

X1 = 3 ’

ktery je nestabiln{ (resp. polostabilni zprava). Pro b > b nem4 diferencialni rovnice (3.11) zddny
staciondrni bod. Naopak pro b < b m4 diferencidlni rovnice (3.11) pravé dva stacionarni body

. _a+k++a2+k*—ak
a<x<

a+k+Va%+k?—ak .
<x2<k,

kdy staciondrni bod x7 je nestabilni a x5 je asymptoticky stabilni.



Mocninna predacni funkce
p(x) = bx™

Stejné jako v pfedeslé kapitole studujme systém dany diferencidlni rovnici

x = f(x), 4.1)
kde
f(x) = 8(x) = p(x). (42)
Funkce g(x) popisujici vnitfni dynamiku budeme opét volit z Kapitoly 2. Preda¢ni ¢len p(x)
budeme pro tuto kapitolu uvaZovat v podobé mocninné funkce

p(x) = bx™, (4.3)

kde b > 0, m € (0,400). Kvalitativné dostavame tti pfipady predacnich funkci v zavislosti na
hodnoté exponentu m, viz Obrazek 4.1.

V zavislosti na volbé funkce g(x) a exponentu m > 0 v preda¢ni funkei p(x) dostdvame
obecné jiné chovani vysledného modelu, ¢emuz se nyni budeme vénovat detailné.

4.1 Exponencidlni model s mocninnou predaci

Nejdiive se zaméfme na interakci vySe popsané preda¢ni funkce (4.3) s exponencidlni vnitfni
dynamikou popsanou rovnici (2.2). Tento model vypada nésledovné:

X =rx —bx", 4.4)

kder,b > 0, m € (0, +oc0). UvaZujeme r > 0, tj. populace bez predace exponencidlné roste.
Z dtivodu vétsiho poctu parametrfi se pokusme model popsany diferencidlni rovnici (4.4)
zjednodusit. Zadefinujme tedy ¢len
U=rx (4.5)

a dosad'me ho do (4.4). Po nékolika tipravach dostaneme
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m € (1, +)

me (0,1)

m

Obrézek 4.1: V1iv parametru m € (0, +o0) na funkci p(x) = bx™.

Zadefinovanim nového ¢asu T = rt a parametru = % ziskame
u'=u—pu™, (4.6)
kde v’ = 9% Nyni uz pouze v (4.6) formalné pteznaéme u’ = x, u = x. Ziskdvame
x=x—px", (4.7)

kde g > 0.

Dale tento pfipad rozdélme na dalsi tii podpfipady podle hodnoty parametru m, viz opét
Obréazek 4.1. Podobné jako v Kapitole 2 budeme zkoumat dané systémy z pohledu staciondrnich
bodti a jejich stability. VSimnéme si, Ze pro libovolné parametry B,m > 0 bude mit interakéni
model (4.7) vZdy stacionarni bod x] = 0.

41.1 Mocninna predace prom € (0,1)

Mé&jme model popsany rovnici (4.7) pro m € (0,1). Na Obrazku 4.2 muZeme vidét grafy funkci
g(x) = x, p(x) = Bx™, pro m pevné a rtuzné hodnoty parametru . Z Obrazku 4.2 je zfejmé,
Ze pro libovolné parametry m, B bude vzdy kromé x] = 0 existovat pravé jeden dalsi prisecik
funkci g(x) a p(x), oznatme x; > 0. Také je vidét, Ze bereme-li parametr m jako pevny, tak s
rostouci hodnotou parametru f roste také hodnota x3.

VETA 4.1. Nechf m € (0,1). Potom md model popsany diferencidlni rovnici (4.7) dva staciondrni
1
body x7 = 0a x5 = B1-m, kdy x] je asymptoticky stabilni a x5 je nestabilni pro vsechna p > 0.
Diikaz. Staciondrni body diferencialni rovnice (4.7) najdeme feSenim rovnice

x—Bx™ =0.

Snadno nalezneme dvé feseni xj = 0, x5 = ﬁﬁ
Zbyva vysetiit stabilitu staciondrnich bodti xj, x3. Derivaci funkce f(x) = x — px™ dosta-
neme
f'(x) =1— Bmx™ 1. (4.8)
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g(x)

B3> B2

B2> P

/

(= B

Obrazek 4.2: Funkce g(x) = x a funkce p(x) = Bx™ pro pevné m € (0,1) a rtizné hodnoty
parametru 8 > 0.

V piipadé ovéfeni asymptotické stability bodu x} nelze pouZit linearizaci, nebot f’(0) neexis-
tuje. Rozhodnéme tedy na zdkladé fdzového portrétu. Vysetienim funkce f(x) = x — pa™
bychom zjistili, Ze f(x) < 0 pro véechna x € (0, x3). Tedy stacionarni bod x§ = 0 je asympto-
ticky stabilni.

V ptipadé stacionarniho bodu x; ziskdme jeho dosazenim do (4.8)

1 m—1
10y — oo (g — 1 1\ m=T _a
f(xz)ff(/s 1)4 [Sm((ﬁ> ) =1-m>0,
nebot m € (0,1). A tedy na zakladé Véty 1.5 je x} nestabilni. O

Vidime, Ze pro libovolné g > 0 dostdvdme model, ktery kvalitativné odpovida bistabilnimu
modelu, ovSem s nekonecnou kapacitou (viz Obrazek 4.4). Tedy pro xg < x] plati

lim x(t) =0
t—+eo
a naopak, pokud je xg > xj, tak dochazi k neomezenému rtistu zkoumané populace.

Z hodnoty x5 ve Vété 4.1 mzeme vidét, Ze s rostoucim p roste hodnota x5, jak jsme zminili
vyse. Tomuto odpovida bifurkaéni diagram na Obrazku 4.3.

Nyni se vratme zpét k systému popsanému diferencidlni rovnici (4.4). Pomoci ptevodniho
vztahu (4.5) uréeme stacionarni body diferencidlni rovnice (4.4), kdy nezapomerime na fakt, Ze
doslo k formalnimu pieznaceni u = x. Celkem tedy dostdvame, Ze staciondrnimi body dife-
rencialni rovnice (4.4) jsou

1
x1 =0 x= (r) ,

kdy x] je asymptoticky stabilni a x5 je nestabilni. Obdobné jako v systému popsaném dife-
rencialni rovnici (4.4) vidime, Ze s rostoucim b, ¢i klesajicim reprodukénim koeficientem r roste
hodnota staciondrniho bodu x3.
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2
3 “‘

e X5 =1~

B

Obrazek 4.3: Bifurka¢ni diagram vzhledem  Obrazek 4.4: Graf funkce f(x) = x — px™
k parametru B systému popsaného dife- pro pevnam € (0,1), 8 > 0.
rencidlni rovnici (4.7) pro pevné m € (0,1).

4.1.2 Mocninnd predace prom =1

V nejjednodussim pfipadé, kdy v diferencidlni rovnici (4.7) zvolime m = 1, 1. linedrni predaci,
dostaneme

x=x—pBx=(1-PB)x.

Tento model se chova opét jako model exponencidlni s redukovanym koeficientem ¢y = 1 — B,
(viz Kapitola 2.1). Nastavaji tedy tfi pfipady:

ey>0 (B>1),

e =0 (B=1),
e y<0 (B<I).

Z Kapitoly 2.1 ihned dostavame, Ze v pifpadé B # 1 dostdvame stacionarni bod x] = 0, kdy
pro B > 1je x] = 0 asymptoticky stabilni a pro § < 1je xj = 0 nestabilni. Ovéfeni je mozné
provést pfimym vypoctem feSeni (obdobné jako v Kapitole 2.1) ¢i linearizaci. V pfipadé g = 1
je kazdé x* > 0 staciondrnim bodem, ktery je stabilni, nikoli v8ak asymptoticky. Tyto zavéry
jsou ilustrovany v bifurka¢nim diagramu na Obrazku 4.5.

Vidime tedy, Ze pro B < 1 dochazi k exponencidlnimu rtistu zkoumané populace. V piipade,
kdy B = 1 se populace ani nerozrtistd, ani nevymira. V poslednim pfipadé pro f > 1 dochazi k
exponencidlnimu vymirani zkoumané populace.

Prejdeme-li zpét k diferencidlni rovnici (4.4), tak vidime, Ze pokud je b # r, tak diferencidlni
rovnice (4.4) mé pouze staciondrni bod x] = 0, kdy v ptipadé pro b > r je x] = 0 asymptoticky
stabilnia prob < rje xj = Onestabilni. Je-li b = r, potom je kazdé x* > 0 stabilnim stacionarnim
bode diferencialni rovnice (4.4).

4.1.3 Mocninna predace prom > 1

Nakonec uvazujme model (4.7) pro m > 1. Konkrétni podobu funkce p(x) = px™ pro rtizné
hodnoty parametru  a pevné m > 1 spole¢né s funkci g(x) = x mtZeme vidét na Obrazku 4.6.
MiZzeme si vSimnout, Ze pro libovolné parametry m, B bude kromé x] = 0 opét vzdy existovat
dalsi prasecik x; > 0 funkci g(x) a p(x). Také je vidét, Ze pro zvétsujici se § bude hodnota x;
klesat, na rozdil od p¥ipadu, kdy jsme volili m € (0,1).
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B2 > P

B

/
/ g
B /

1 x

Obréazek 4.5: Bifurka¢ni diagram vzhledem  Obrazek 4.6: Funkce ¢(x) = x a funkce
k parametru f systému popsaného dife- p(x) = Bx™ pro pevné m > 1 a rtizné hod-
rencialni rovnici (4.7) prom = 1. noty parametru .

VETA 4.2. Nechf je m € (1,400). Potom md model popsany diferencidlni rovnici (4.7) dva sta-
1
ciondrni body x7 = 0a x5 = (%) " kdy x] je nestabilni a x5 je asymptoticky stabilni pro vSechna
B> 0.

Diikaz. Hodnoty staciondrnich bodd bychom ziskali stejné jako v ditkazu Véty 4.1. Stabilitu
vySetfeme opét linearizaci. Dosad me tedy jako prvni do (4.8) x; = 0. Dostdvame

fix) =f(0)=1>0,

1

a tedy na zékladé Véty 1.5 je x] nestabilni. Nyni proved'me to samé pro x5 = (%) " plati
1 1 m—1
fl(x3)=f (1)M1 =1—pBm (1)M =1-m<0
2 ‘B ‘B 4
nebot m > 1. Z Véty 1.5 je x5 asymptoticky stabilni. O

Vidime, Ze pro vSechna p > 0 dostdvdme model, ktery kvalitativné odpovidd logistickému
modelu, v nasem piipadé s kapacitou prostiedi x5, kdy s rostoucim § tato kapacita klesa (pro
m = 2 pfimo dostdvdme logisticky model). Tomu odpovida bifurka¢ni diagram vzhledem k
parametru B na Obrazku 4.7. Na Obréazku 4.8 miiZeme pozorovat funkci f(x) = x — fx™ a vyse
zminéné zavéry o stabilité staciondrnich bodt.

Zaméfme se na puvodni diferencidlni rovnici (4.4). PouZijeme-li pfevodni vztah (4.5), tak
ziskame stacionarni body pro diferencidlni rovnice (4.4) ve tvaru

1
T\ m—1
=0 x=(3)""

kdy x] je nestabilni a x5 je asymptoticky stabilni. Obdobné jako v systému popsaném dife-
rencialni rovnici (4.7) vidime, Ze s rostoucim b, ¢i klesajicim reprodukénim koeficientem r klesa
hodnota staciondrniho bodu x3.
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B

Obréazek 4.7: Bifurka¢ni diagram vzhledem  Obrazek 4.8: Graf funkce f(x) = x — px™
k parametru B systému popsaného dife- propevnam >1,8 > 0.
rencialni rovnici (4.7) pro pevna m > 1.

4.2 Logisticky model s mocninnou predaci

Nyni uvaZzujme opét populaini model popsany rovnici (4.1), kde funkce f(x) na pravé strané
je opét dana rozdilem funkei g(x) a p(x), viz (4.2). Stejné jako v pfedchozim piipadé budeme
funkci p(x) volit jakoZto mocninou funkci p(x) = bx™, b > 0, m > 0, ale funkci g(x) nyni
budeme uvazovat jako funkci popisujici logisticky rtist g(x) = rx(1 — ¢). Dostavame tedy dife-
rencialni rovnici

- XN om

X =rx (1 k) bx™, 4.9)
kde r > 0 je reprodukéni koeficient, k > 0 je kapacita prostiedi, b > 0, m € (0, +0).

Zjednodusme model (4.9) opét pfevodem na bezrozmérny tvar, ¢imZ se ndm podafi zredu-

kovat pocet koeficienttli vystupujicich v (4.9). Zadefinujme tedy bezrozmérny clen

u= % (4.10)
a dosad'me ho do (4.9). Po pér upravach ziskdvame
% =u(l—u)-— bktil u™.
Zadefinovanim nového Casut =rta ff = bkrfl ziskdme
W' =u(l—u)—Bu",
kde u' = 4%, D4le znovu formélné pteznalime u’ = %, u = x a ziskdvdme
x=x(1—-x)—px", (4.11)

kde g > 0.

Z diferencidlni rovnice (4.11) vidime, Ze jeden ze staciondrnich bodd bude opét x] = 0, pro
libovolné parametry B, m > 0. Stejné jako v Kapitole 4.1 rozdélime tento p¥ipad na dalsi tii
podpiipady, a sice podle hodnoty exponentu m.
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B3 > B2

B2 > B

Obrézek 4.9: Funkce g(x) = x(1 — x) a funkce p(x) = Bx™ pro pevné m € (0,1) a rtizné hodnoty
parametru B.

421 Mocninna predace prom € (0,1)

Mgjme interakéni model popsany rovnici (4.11) pro m € (0,1). Na Obrézku 4.9 je demonstrovan
vliv parametru § na funkci p(x) = px™.

Nyni se zaméfme na prise¢iky x* > 0 funkei g(x) = x(1 —x) a p(x) = px™. Z Obrazku
4.9 vidime, Ze mohou nastat tfi situace v zavislosti na hodnoté parametru . Tyto pfipady jsou
popsané v nasledujici Vété 4.3.

ViETA 4.3. Nechf m € (0,1)af = (2—m)"2(1 —m)l—m.

(i) Je-li B > B, potom md diferencidlni rovnice (4.11) pouze jeden staciondrni bod x5 = 0, ktery je
asymptoticky stabilni.

(ii) Je-li p = P, potom md diferencidlni rovnice (4.11) dva staciondrni body x = 0a x5 = %:—m, kdy
x] je asymptoticky stabilni a x; nestabilni (polostabilni zprava).

(iii) Je-li B < B, potom md diferencidlni rovnice (4.11) t¥i staciondrni body x; = 0,

1—m
0<xy < —,
22 m
1—m
— < xi <1,
2—m E

kdy x7 je asymptoticky stabilni, x5 je nestabilni a x5 je asymptoticky stabilni.
Diikaz. Staciondrni body jsou kofeny rovnice
x(1—x)—px" =0. (4.12)

Jak uZz bylo feceno jednim z kofent je x] = 0. Ovéfeni stability staciondrniho bodu x7 = 0
provedme na zékladé fazového portrétu, nebof opét f'(0) neexistuje. Funkce

£(x) = x(1 - x) - "

je na pravém okoli (0,€), € > 0, staciondrniho bodu xj = 0 zdporna pro viechna g > 0. Tedy
stacionarni bod x] = 0 je asymptoticky stabilni pro vSechna > 0.
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y(x) 6(x)

™~ )

Obrézek 4.10: Funkce y(x) = 1 — x a d(x) = Bx™ ! jejichz priise¢ik hledame.

Déle hleddme staciondrni body x* > 0. Mizeme tedy rovnici (4.12) upravit do nasledujiciho
tvaru

1—x=px"L. (4.13)
Oznaéme v (4.13)

v(x)=1-x,

5(x) = px™ L.

Nyni fesime, kdy se funkce 7(x) rovna funkci (x) v zavislosti na hodnoté parametru f.
Zaméfme se na piipad (ii), kdy se y(x), 6(x) tetné dotykaji (pro ilustraci viz Obrazek 4.9, resp.
4.10). Platf tedy

=90
7(x) fx) (4.14)
7' (x) =& (x).
Dostdvame soustavu rovnic
1—x=px""!
(4.15)

—1=B(m—1)x""2
VyfeSenim soustavy (4.15) pro parametr j ziskavame
B=(2-m)"2(1—m) "

V pifpadé B = P ziskdme prisecik x5 funkef y(x), 6(x) dosazenim za B = B do druhé
rovnice soustavy (4.15). Dostavdme stacionarni bod
= 1-m
2o 2—m’
ktery je nestabilni (resp. polostabilni zprava), nebot pro viechna x € (0, +00) \ {x3}je f(x) <O0.
Z¥ejmé v ptipadé B > B funkce y(x) a 6(x) nemaji zddny priseéik. Naopak je-li B < B, maji
funkce 7 (x) a §(x) pravé dva prusetiky x3, x5, kdy

0<x} <1_m
2 2—m

17
7<x3<1
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X B<B X5
i 1om \ ’
Xp= —— —
2m B=B
om y B>

-
-
------

B

!

Obrazek 4.11: Bifurkaini diagram vzhle- Obrazek 4.12: Funkce f(x) = x(1 —x) —
dem k parametru B systému popsaného bx™ pro pevné m € (0,1) a riizné hodnoty
diferencialni rovnici (4.9) pro pevné m € parametru > 0.

(0,1).

Snadno bychom nahlédli, ze f(x) < 0 pro vSechna x € (0,x3) U (x},+c0) a f(x) > 0 pro
viechna x € (x3,x3). To znamenad, Ze stacionarni bod x3 je nestabilni a x} je asymptoticky
stabilni. 0

Ziskavame tedy, Zze pro B < P dostdvdame model, ktery je kvalitativné ekvivalentni s bis-
tabilnim modelem, kdy v nasem pfipadé se staciondrni bod x; chova jako prahova hodnota
a stacionarni bod x3 jako kapacita prostedi. Se zvétSujicim se B se tyto dvé hodnoty k sobé
ptiblizuji, kdy pro p = j splynou, tedy pro B dochézi k bifurkaci z &istého nebe. V poslednim
ptipadé pro B > B dostdvame model, kdy pro libovolné xy > 0 dochdzi k vymirani zkou-
mané populace. Bifurkaéni diagram vzhledem k parametru 8 systému popsaného diferencidlni
rovnici (4.11) s vySe zminénou bifurkaci z ¢istého nebe mizeme vidét na Obrdzku 4.11.

Funkce f(x) = x(1 — x) — Bx™ vystupujici na pravé strané diferencidlni rovnice (4.11) pro
rtizné hodnoty parametru g > 0 mtiZeme vidét na Obrazku 4.12.

Vrafme se zpét k systému popsaného diferencidlni rovnici (4.9). Zamé&fme se na ptipad, kdy

p=P=(2-m)"2(1—m)"
a pomoci predpisu pro koeficient B, tj.

bkmfl

7
r

B =

uréeme mezni hodnotu b, tj. hodnotu parametru b, pro ktery ma diferencidlni rovnice (4.9) pravé
dva staciondrni body. Snadno ur¢ime, Ze

b=rk!"(2 —m)"2(1—m)="™.

Hodnotu stacionarniho bodu x3 systému popsaného diferencidlni rovnici (4.9) nalezneme po-
moci pfevodniho vztahu (4.10). Dostavame, Ze
Xt = k(l — m)
2 2—m
Tedy systém popsany diferencialni rovnici (4.9) pro b = b md dva stacionarni body

k(1 —
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Obréazek 4.13: Funkce g¢(x) = x(1 — x) a funkce p(x) = Bx pro rtizné hodnoty parametru p.

kdy x7 je asymptoticky stabilni a x5 je nestabilni (resp. polostabilni zprava).

Podobné jako v pfipadé systému popsaného diferencidlni rovnici (4.11) mda diferencidlni
rovnice (4.9) pro b > b pouze stacionarni bod x; = 0, ktery je asymptoticky stabilni. Naopak,
je-li b < b potom m4 diferencidlni rovnice (4.9) tfi stacionarni body
k(1—-m) k(1—m) .

7 kl
2—m 2—m <X <

x1=0, 0<x<

kdy x7 je asymptoticky stabilni, x5 nestabilni a x5 asymptoticky stabilni.

4.2.2 Mocninna predace prom =1

V ptipadé volby hodnoty exponentu m = 1 v diferencidlni rovnici (4.11) dostdvame model
popsany diferencidlni rovnici
x=x(1-x)—pBx, (4.16)

kde g > 0.
Z Obréazku 4.13 si miizeme vS§imnout, Ze mohou nastat pouze dva ptipady, které jsou po-
psané v ndsledujici Vété 4.4.

VETA 4.4. Nechf m = 1.

(i) Je-li B <1, potom md diferencidlni rovnice (4.16) dva staciondrni body x] = 0a x5 =1 — B, kdy
staciondrni bod xj je nestabilni a staciondrni bod x3 je asymptoticky stabilni.

(i1) Je-li B > 1, potom md diferencidlni rovnice (4.16) prdvé jeden staciondrni bod xj = 0, ktery je
asymptoticky stabilni.

Diikaz. Polozime-li pravou stranu diferencidlni rovnice (4.16) rovnu nule, dostdvame
x(1—x) = Bx, (4.17)

tojesplnénoprox; =0,x, =1— 6.
Je-li B < 1, dostdvame tedy dva stacionarni body x] = 0, x; = 1 — B, které vySetfime pomoci
linearizace. Derivaci funkce f(x) = x(1 — x) — Bx dostdvame

fl(x)=-2x—B+1.
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B3 >1 B =1

B
1

Obrazek 4.14: Bifurkaéni diagram vzhle- Obrazek 4.15: Funkce f(x) = x(1 —x) — Bx
dem k parametru  systému popsaného di-  pro rtizné hodnoty parametru g.
ferencialni rovnici (4.16).

Dosazenim stacionarnich bodt xj, x5 ziskdvame

fix1) =f(0)=-p+1>0,
fllg)=f1-p=p-1<0,

a tedy na zakladé Véty 1.5 je x] nestabilni a x5 asymptoticky stabilni.

Pro B = 0 ma diferencialni rovnice (4.16) jeden staciondrni bod x] = x; = 0. Na zakladé
fazového portrétu je staciondrni x] = x3 = 0 asymptoticky stabilni, nebof f(x) < 0 pro viechna
x> 0.

Nakonec pro > 1je xp < 0, tj. diferencidlni rovnice (4.16) ma pouze staciondrni bod x] = 0,
ktery je asymptoticky stabilni, nebof pomoci linearizace ziskdvame

flx)) =f(0)=1-p<0. O

Celkem tedy zjistujeme, Ze pro B < 1 dostdvame model, ktery je kvalitativné shodny s lo-
gistickym modelem s kapacitou prostfedi x; = 1 — B. V opaéném piipadé pro f > 1 dostdvame
model, kdy pro libovolné xy > 0 dochézi k vymirani zkoumané populace. Tomuto odpovida
bifurka¢ni diagram na Obrazku 4.14. Vidime, Ze s rostoucim S, tedy s rostoucim parametrem b
nebo klesajicim reprodukénim koeficientem 7, se hodnota staciondrniho bodu x5 zmensuje, kdy
pro hodnotu g = 1je x5 = 0. Pro hodnotu g = 1 dochazi k transkritické bifurkaci.

Na Obrézku 4.15 muZzeme vidét graf funkce f(x) = x(1 — x) — Bx pro rtizné hodnoty pa-
rametru > 0. V Obrazku 4.15 neni vyznacen stacionarni bod x] = 0, nebot x7 je pro pfipad
B > 1 asymptoticky stabilni a v p¥ipadé B < 1 je nestabilni.

Pfejdéme zpét k ptivodnimu systému popsanému diferencidlni rovnici (4.9). Ze vztahu pro

bkm—l
r

(4.9) pravé dva stacionarni body xj = 0, x; = k(1 — %), které ziskdme pomoci vztahu (4.10).
Bod xj je nestabilni a x5 asymptoticky stabilni. Pro b > r, ma diferencidlni rovnice (4.9) pouze
stacionarni bod x] = 0, ktery je asymptoticky stabilni.

koeficient B = = % snadno nahlédneme, Ze je-li b < r, tak potom m4d diferencidlni rovnice
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g
B2 > B4

/ \\31

N

Obrézek 4.16: Funkce g(x) = x(1 — x) a funkce p(x) = px™ pro pevné m > 1 a rtizné hodnoty
parametru B.

4.2.3 Mocninna predace prom > 1

V posledni fadé se zamé¥me na systém popsany diferencidlni rovnici (4.11) pro m > 1.

Z Obrazku 4.16 mtZzeme vidét, Ze kromé stacionarniho bodu x] = 0, ktery bude existovat
pro véechna B > 0 am > 1, bude vidy existovat i pravé jeden staciondrni bod x5 > 0 pro
vSechna B > 0, m > 1. Také si miiZeme vSimnout, Ze s rostouci hodnotou parametru 8 bude
hodnota x; klesat.

VETA 4.5. Nechf m > 1. Potom ma diferencidlni rovnice (4.11) pravé dva staciondrni body xj = 0
a x5 € (0,1) pro vSechna B > 0, pficemz x je nestabilni a x; je asymptoticky stabilni. Navic plati
limg ., oo x5(B) = 0.

Diikaz. Opét jako v pfedeslych pripadech vidime, jeden ze staciondrnich bodt diferencidlni
rovnice (4.11) je x; = 0 pro vdechna B > 0. VySetfeni stacionarniho bodu x} = 0 proved me na
zakladé linearizace, tj. nejprve zderivujme funkci f(x) = x(1 — x) — fx™. Dostdvame

fl(x) =1—2x — pmx™ L. (4.18)
Dosazenim x7 = 0 do (4.18) dostavame
flx1) =f(0)=1>0,

tedy stacionarni bod x] = 0 je nestabilni pro vSechna g > 0 podle Véty 1.5.
Pro nalezeni zbyvajicich staciondrni bod@ ndm zbyva vyfesit rovnici

1—x—px" 1t =0. (4.19)
Dale si ozna¢me funkci na levé strané
y(x) =1—x—Bgx™ L.
Vysetfeme monotonii funkce y(x) pro x > 0. Dostdvame

Y(x) = -1-b(m—-1)x"2 < -1<0,
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tedy y(x) je ostte klesajici. Dale snadno nahlédneme, Ze 7(0) = 1 a (1) = —B. Diky spojitosti
7(x) ziskdvame z Cauchyovy véty o nulové hodnoté a ostré monotonii, Ze rovnice (4.19) ma
pravé jedno feSeni x5 € (0,1), jehoZ stabilitu ovéfme na zdkladé fadzového portrétu. Plati, Ze
f(x) > 0 pro viechna x € (0,x;) a f(x) < 0 pro vsechna x € (x3, +00). Tedy staciondrni bod x;
je asymptoticky stabilni pro vSechna g > 0.
Ukazme, Ze plati
lim x3(B) =0.
G +2(B)
JelikoZ se ndm nepodafi ziskat explicitni pfedpis pro asymptoticky stabilni staciondrni bod
x5 = x3(B) v zévislosti na B, pokusme se tuto funkci shora omezit. Hodnota x5 € (0,1) je
feSenim
1—x—px" 1 =0
Ozna¢me si pro pevné f jako vyse
y(x) =1—x—gx™ L. (4.20)
V prvnim ptipadé mé&me m € (1,2]. UvaZujme pro pevné B déle funkci
f(x)=1—x—Bx. (4.21)
Jelikoz prom € (1,2] ax € (0,1) plati x < "1, je navic
J1(x) > y(x). (4.22)

Déle vysetfeme prubéh funkce d1(x). Snadno nahlédneme, ze §1(0) = y(0) = 1a é1(1) =
(1) = —B. Déle vySetfeme monotonii, dostdvame

5i(x)=—-(1+B) <0,

a tedy funkce 1 (x) je ostfe klesajici na intervalu (0,1). Tedy opét diky spojitosti funkce 67 (x)
ziskame z Cauchyovy véty o nulové hodnoté a ostré monotonii, Ze na intervalu (0,1) existuje
pravé jeden nulovy bod, ktery ziskdme vyfeSenim rovnice

d(x) =1—x—px=0,
kdy snadno nalezneme feSeni ve tvaru

1

ke (4.23)

x5, (B)

Jelikoz plati nerovnost (4.22) a vime, Ze na intervalu (0, 1) maji funkce 7(x), 61(x) pravé jeden
nulovy bod, pak

. 1
0 <x3(B) < x5(B) = 116
Pro x5 (B) dostavame
1
li ~— lim — =
/S—1>r-ililoo b (ﬁ) [3—1>Too 1+ ,3 ’

a tedy pomoci véty o sevieni mame

Ghim x(B) =0.
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Obrézek 4.17: Bifurkatni diagram vzhle- Obrazek 4.18: Funkce f(x) = x(1 —x) —
dem k parametru f systému popsaného di-  Bx™ pro pevné m > 1 a riizné hodnoty pa-
ferencialni rovnici (4.11). rametru B > 0.

V ptipadé m € (2, +00) uvazujme pro pevné f funkci
Sp(x) =1 — a1 — gy L, (4.24)

Déle bychom postupovali obdobné jako pro m € (1,2]. Ziskali bychom tedy nerovnost

0 < x3(8) < x5y (B) = (Jﬁ)

kde x5, (B) je feSeni rovnice d,(x) = 0 na intervalu (0,1) pro dané g > 0. Pro

(6 = (115) . (4.25)

plati

. o 1 \mT
ﬁgffwxsz(ﬁ) _ﬂgl;rrloo <1+[3> =0

a opét pomoci véty o sevieni dostdvame

Jim_x3(8) =0, O

Zjistujeme tedy, Ze pro vSechna B > 0 dostavdme model, ktery je kvalitativné shodny s
logistickym modelem, kdy v nasem pfipadé je kapacita prostfedi uréena stacionarnim bodem
x; € (0,1).

V obou piipadech, kdy staciondrni bod x5 shora odhadujeme hodnotou (4.23), nebo (4.25),
tak vidime, Ze s rostoucim f, tedy s rostoucimi hodnotami b nebo m, ¢i klesajicimi hodnotami
r nebo k, klesd hodnota stacionarniho bodu x; (tj. kapacity prostfedi) k nule. Tomuto odpovida
bifurka¢ni diagram vzhledem k parametru g na Obrazku 4.17.

Funkce f(x) = x(1 — x) — Bx™ na pravé strané diferencidlni rovnice (4.11) pro pevné m > 1
a rtzné hodnoty parametru g > 0 mtZeme vidét na Obrazku 4.18.

Vratime-li se k ptivodni diferencidlni rovnici (4.9), tak na zdkladé pfevodniho vztahu (4.10)
snadno nahlédneme, Ze jeji staciondrni body jsou x; = 0 a x5 € (0,k), kdy x] je nestabilni a x3
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. B a h . a h "
9(x) 9(x) g(x)

Obrézek 4.19: Funkce g(x) = x(x —a)(1 — x) pro pevné « € (0,1) a funkce p(x) = px™ pro
pevné m € (0,1) (vlevo), m = 1 (uprostied), m > 1 (vpravo) a riizné hodnoty parametru g > 0.

je asymptoticky stabilni. TaktéZ mtiZzeme vétev stacionarnich bodii x;(b) diferencidlni rovnice

(4.9) odhadnout funkcemi
rk

r+ bkm—1

’ =
x(b) =k (r—i— bkml)

pro m € (2,400), tj. v obou ptipadech lim;,_, o x5 (b) = 0.

x1(b) =

prom € (1,2] a

4.3 Bistabilni model s mocninnou predaci

V posledni fade se zaméfme na interakci bistabilni vnitini dynamiky s mocninnou preda¢ni
funkci. Mdme tedy model popsany diferencidlni rovnici

x=rx(x—a)(k—x)—bx"™, (4.26)

kde a € (0,k), r,k,b,m > 0. Model popsany diferencidlni rovnici (4.26) miiZzeme opét zjed-
nodusit pfevedenim do bezrozmérného tvaru. Zadefinujme tedy funkci

u= % 4.27)
a dosad'me ji do (4.26). Po tipravé ziskdme
% =u (u — %) (1—u)-— bkn:_3u'”.
Zadefinovanim nového ¢asu T = rk’t a parametrii o = v B= bk";_s ziskame
W =u(u—a)(1—u)—Bu",
kde v’ = %. Pfeznadenim u’ = %, u = x mame
x=x(x—a)(1l—x)—Bx", (4.28)

kdea € (0,1), 8 > 0.

Diky faktu, Ze f(x) = x(x —a)(1 — x) < 0 pro v8echna x € (0, «), dostdvame pro vSechna
m > 0 tfi kvalitativné stejné pfipady (viz Obrazek 4.19). Z tohoto divodu studujme model
popsany diferencialni rovnici (4.28) pro vSechna m > 0 najednou.
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&(x)

y(x)

Obrézek 4.20: Funkce y(x) = —x? + (1 +a)x —a a 6(x) = Bx™ ! jejichz prasetik hleddme.

VETA 4.6. Prom # 1 méjme

. 272(3 = )" [(1+ &) — /(T + ) (m = 2)7 + da(m — 1) (3 — )
(m—1) [~ @) (m—2) + /(T F 22— 27§ dam 1)@ —m)| "

(1+a)2—m)++/(1+a)2(m—2)2+4a(m —1)(3 —m)
2(3—m) ’

_‘f:

zatimco pro m = 1 méjme

(1-a)
i
14+«
2

=i
Il

x

(i) Je-li B > P, potom md diferencidlni rovnice (4.28) privé jeden staciondrni bod xi = 0, ktery je
asymptoticky stabilni.

(ii) Je-li B = P, potom md diferencidlni rovnice (4.28) dva staciondrni body x = 0a x5 = %, kdy x}
je asymptoticky stabilni a x5 nestabilni (polostabilni zprava).

(iii) Je-li B < B, potom md diferencidlni rovnice (4.28) t#i staciondrni body xj = 0, & < xj < X a
¥ < x3 <1, kdy x7 je asymptoticky stabilni, x5 je nestabilni a x5 je asymptoticky stabilni.

Diikaz. Provedme detailni rozbor pfipadu m € (0,1). Snadno nahlédneme, Ze jeden ze sta-
cionarnich bodt diferencidlni rovnice (4.28) je x] = 0 pro vSechna > 0. Stabilitu ovéfme na
zékladé fazového portrétu, nebof f'(0) neexistuje. Snadno bychom vysetienim funkce

fx) =x(x —a)(1 - x) — px"

ukazali, ze f(x) < 0 pro vSechna x € (0,a). Tedy staciondrni bod xj = 0 je asymptoticky
stabilni.
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Obrézek 4.21: Bifurka¢ni diagram vzhledem k parametru p > 0 systému popsaného dife-
rencidlni rovnici (4.28) pro pevné a € (0,1) am € (0,1) vlevo, m = 1 uprostted, m > 1 vpravo.

Déle se zabyvejme stacionarnimi body x* > 0. Po vydéleni rovnice

x(x—a)(1—x)—Bx" =0
hodnotou x > 0 dostavame

(x —a)(1—x)—px" "t =0. (4.29)
Jako prvni se zaméfme na piipad (ii). Pozadujeme, aby rovnice (4.29) méla pravé jedno feSeni,
tj. fesime, kdy funkce

Y(x) = =2+ (1+a)x —a,

5(x) = pxm,

maji pravé jeden prusecik v zavislosti na hodnoté parametru > 0. Ze znalosti pribéhu funkci
(x), 6(x) (viz Obrazek 4.20) to znamend vyfesit soustavu

7(x) = 6(x)
7' (x) = &' (x).
Konkrétné fesime

x>+ (1+a)x —a=px" !
) (4.30)
—2x+1+a=p(m-—1)x""".

VyfeSenim soustavy (4.30) a vylou¢enim kofene, pro ktery bychom dostali f < 0, dostdavame

(1+a)2—m)+ /(1 +a)2(m—2)2+4a(m—1)(3—m)
2(3—m) '

X =

Z druhé rovnice soustavy (4.30) vyjddfeme

g = —2x+14+«a
— (m—1)xm=2’

kdy po dosazeni za x = ¥ a nékolika tipravach dostdvame

2123 — )2 [ (1+ &) — /(T + )2 (m — 2)7 + da(m — 1) (3 — )

B=

m—2"
(m = 1) [~ (1 + ) (m = 2) + /(T + a)2(m — 22 + da(m — 1) (3 — m)]
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Obrazek 4.22: Funkce f(x) = x(x —a)(1 —x) — Bx™ pro pevné a € (0,1) am € (0,1) vlevo,
m = 1 uprostied, m > 1 vpravo a rizné hodnoty parametru > 0.

Tedy je-li B = B, potom dostdvame staciondrni bod x5 = ¥, ktery vySetfime na zakladé fazového
portrétu. Dostdvame, Ze f(x) < 0 pro vSechna x € (0,+00) \ {x;}, a tedy staciondrni bod x3 je
nestabilni (resp. polostabilni zprava).

Pro piipad (i), kdy B > B, nedostdvame zaddné priseciky funkci (x) a 6(x), a tedy zadné
dalsi staciondrni body kromé xj = 0.

V ptipadé (iii), tj. B < B, dostavame dva pruseciky x7, x5 funkef y(x) a 6(x), kdy x5 < ¥ a
x5 > %. Nebof f(x) < 0 pro vSechna x € (0,x5) U (x},+0o0) a f(x) > 0 pro vdechna (x3, x3), je
staciondrni bod x; nestabilni a x3 je asymptoticky stabilni.

V ptipadé pro m > 1 bychom postupovali obdobné, kdy pro m = 1 by se vypocty znaéné
zjednodusily, a navic bychom byli schopni ur¢it staciondrni body x7 5 jako

(1+a)— /O —a)2—4p
5 ,

(14+a)+ (l—a)2—4[3'

o
Xy = 2

X3 =

Poznimka 4.7. Prom =1 a pevné a € (0,1) neni funkce

2m=2(3 — m)m=3 [(1 +a) — /(1 +a)2(m—2)2 + 4a(m —1)(3 — m)}

.Bmyél(m) =

(m—1) [~ a)(m ~2) + VT a2~ 27 T da(m DG —m)|"

definovana. OvSem m = 1jejeji bod odstranitelné nespojitosti. Pomoci matematického softwaru

dostavame ( )2
L= 1—a ~
oy P () =g = P

Vidime, Ze pro § < fB se zachovéavé bistabilni dynamika, ovem s vétsi prahovou hodnotou a
mensi kapacitou. S rostoucim f3 se k sobé tyto hodnoty blizi, kdy pro B = B splynou a dostdvame
tak model, ve kterém pro xg < x; dochazi k vymiradni populace a pro xo > x; dostdvame
lim¢ oo X(t) = x}. V poslednim pt¥ipadé pro > B dochazi k vymirdni zkoumané populace
pro libovolné x(0) > 0. Tomuto odpovidaji bifurka¢ni diagramy na Obrézku 4.21, kdy vidime,
e pro hodnotu B dochazi k bifurkaci z ¢istého nebe pro libovolné m > 0.

Funkee f(x) = x(a — x)(1 — x) — Bx™ pro pevné a € (0,1), m > 1 a rtizné hodnoty parame-
tru B mtizeme vidét na Obrazku 4.22.
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Predacni funkce p(x) = T

Méjme opét systém popsany diferencidlni rovnici

t = f(x),
kde
f(x) = g(x) = p(x).
Jako doposud funkce g(x) popisuje vnitini dynamiku systému a funkce p(x) je preda¢ni funkce.

Ovsem pro tuto kapitolu zvolme p(x) jako linedrni lomenou funkci

bx

px) = - i (5.1)

kde b,c > 0 (viz Obrazek 5.1). V§imnéme si, Ze pro x < 1 funkce p(x) roste pfiblizné linedrné,
zatimco pro x > 1je funkce p(x) téméf konstantni. Vidime, ¢im vétsije b, tim je predace silnéjsi.
Navic roste p’(0) = % Naopak &m je vétsi ¢, derivace p’(0) = % klesa. Omezenost funkce p(x)
pro x > 1 mutZe byt ddna tim, Ze i populace predatorti je néjak omezena, a tedy jeji schopnost
lovu je limitovana.

Podobnou omezenou funkci s jinym trendem pro x < 1 miiZe byt funkce

~(x) — ﬂ
p _Am_|_xm’

kde m > 0. Pro pfipad m > 1 dostdvame funkci, kterd se pro x < 1 chova jako mocninnd
funkce. Interakce této funkce pro m = 2 slogistickym modelem je bliZe studovana v [4, Kap. 3.7].
V pfipadé, ze bychom volili m € (0,1) dostdvdme funkci, kterd md pro x < 1 odmocninny
prabéh.

5.1 Exponenciilni model s preda¢ni funkci p(x)

Jako prvni studujme interakci exponencidlniho modelu s predaéni funkei p(x) = % Dostdvame
tedy model popsany diferencidlni rovnici

X=rx— , (5.2)
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c+x

Obréazek 5.1: Preda¢ni funkce p(x) = C{%

kder,b,c > 0.
Dale zredukujme pocet koeficientli systému popsaného diferencidlni rovnici (5.2) zadefi-
novanim

u=rx, (5.3)

kdy po par tpravach dostdvame

o bu

ro o o+u
Dale zadefinovanim nového ¢asu T = rt a parametrii § = b, y = cr dostdvame

u
u =u— '87,
Y+u

kde ' = %. Po pfeznaceni 1’ = %, u = x dostavame

= P (5.4)
Y +x
kde B,y > 0.
Na Obréazku 5.2 a 5.3 mtzeme vidét funkci g(x) = x a funkce p(x) = % pro razné hod-

noty parametrd B,y > 0. Vidime, Ze systém popsany diferencidlni rovnici (5.4) bude mit vzdy
staciondrni bod x] = 0 pro vSechna §, > 0. Déle si miiZeme vSimnout, Ze v zavislosti na
hodnotédch parametrti 8, ¥ miiZe existovat i druhy staciondrni bod x5 > 0.

VETA 5.1. Méjme systém popsanyj diferencidlni rovnici (5.4) pro B,y > 0.

(i) Je-li B < vy, potom md diferencidlni rovnice (5.4) pouze jeden staciondrni bod x; = 0, ktery je
nestabilni.

(ii) Je-li B > vy, potom md diferencidlni rovnice (5.2) pravé dva staciondrni body x; = 0ax; = p—1,
kdy x7 je asymptoticky stabilni a x5 nestabilni.

Diikaz. Hledame stacionarni body diferencialni rovnice (5.4). Regime tedy

_Bx

YT Xx
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Bz2>Bi
Y1

/ V2> V1

X X

B

Obrazek 5.2: Funkce g(x) = x a funkce Obrazek 5.3: Funkce g(x) = x a funkce

p(x) = % pro pevné v > 0 araznd p(x) = %

g >0. v > 0.

pro pevné B > 0 a riznad

Ihned vidime, Ze jeden ze stacionarnich bodti je x; = 0 pro vSechna 8,y > 0. Zbyva ndm tedy
vyfesit
B

Cytx
kdy feSeni snadno nalezneme ve tvaru x5 =  — . Toto feSeni je kladné pouze pro > 7.

7

Pro B < vy vySetfeme staciondrni bod xj = 0. Zderivujme funkci f(x) = x — %, dostdvame
wW=1- P 55
fo=1- 20 69

Dosazenim xi‘ = 0do (5.5), ziskame
P =fO=1-L>0,

pro B < 7. Tedy na zakladé Véty 1.5 je x; = 0 nestabilni. JelikoZ pro p = 7y mame f'(x}) =
f'(0) = 0, ovéfme stabilitu pomoci fazového diagramu. Snadno bychom ovéfili, Ze f(x) < 0
pro vSechna x > 0, a tedy staciondrni bod x] = 0 je asymptoticky stabilni.
Nyni vySetfeme staciondrni body v pfipadé > <. Zatnéme staciondrnim bodem xj, pro
ktery dostdvdme
p

f)=fo=1-£

tedy x7 = 0 je asymptoticky stabilni. Pro stacionarni bod x; = B — < dostdvame

<0,

f’(x5)=f’(/3—7)=1—%>0,

atedy x5 = B — <y je nestabilni. O

Vidime, Ze pro B > 7 dostdvame model, ktery kvalitativné odpovida bistabilnimu modelu
s neomezenou kapacitou prostfedi. Tedy pro xg < x5 dochazi k vymirani zkoumané populace
a pro x(0) > x; dochdzi k neomezenému rustu zkoumané populace. V piipadé, kdy B <
dostdvame model, ktery je kvalitativné shodny s exponencidlnim modelem.

Dvourozmérny bifurkaéni diagram vzhledem k parametriim B, > 0 mtZeme vidét na
Obrazku 5.4. Na Obrazku 5.5 je zndzornén bifurkaéni diagram vzhledem k parametru 3 systému
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Obréazek 5.4: Bifurka¢ni diagram vzhledem k parametrim f,  systému popsaného diferencidlni
rovnici (5.4). Cervend plocha reprezentuje mnozinu nestabilnich stacionarnich bodt, zelena plo-
cha reprezentuje mnoZinu asymptoticky stabilnich staciondrnich bodt.

popsaného diferencialni rovnici (5.4) pro pevné 4, tj. jedna se o fez plochy na Obrazku 5.4 rovi-
nou y = h, h > 0. Na vedlejsim Obrazku 5.6 vidime bifurkaéni diagram vzhledem k parametru
v pro pevné B, tj. fez rovinou = h, h > 0. VSimnéme si, Ze pro B = < dochdzi k transkritické
bifurkaci.

Funkdi f(x) = x — ff ~ vystupujici na pravé strané diferencidlni rovnice (5.4) pro pevné 7y a

riizné hodnoty parametru  vidime na Obrazku 5.8. Na obrazku neni vyznacen stacionarni bod
xj = 0, nebof pro riizné hodnoty parametrti §,y > 0 m4 jinou stabilitu.

Vratime-li se zpét k systému popsanému diferencidlni rovnici (5.2), tak pomoci substituci
B = b, v = cr a pfevodniho vztahu (5.3) uréime bifurkaéni hodnotu b = cr. Pro b < b ma
systém (5.2) jeden asymptoticky stabilni staciondrni bod x; = 0. V ptipadé b = b dostdvame
opét asymptoticky stabilni stacionarni bod x; = 0. Pro b > b dostdvdme dva staciondrni body

x] =0ax; = % — ¢, kdy stacionarni bod x] je nestabilni a x3 je asymptoticky stabilni.

5.2 Logisticky model s predaéni funkci p(x)

Nyni se zaméfme na interakci logistického modelu s predaéni funkei p(x) = Cl_’i_—xx Zabyvame se
tedy systémem popsanym diferencidlni rovnici
x bx
= (1-7) -, 5.6
e ( k c+x 66

kder,k,b,c > 0.
Prejdéme k bezrozmérnému tvaru, a sice proved me substituci

U= (5.7)

x
-
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Obrazek 5.5: Bifurka¢ni diagram vzhledem
k parametru B systému popsaného dife-
rencidlni rovnici (5.4) pro pevné ¢y > 0.

14

Obrazek 5.6: Bifurka¢ni diagram vzhledem
k parametru 7 systému popsaného dife-
rencialni rovnici (5.4) pro pevné g > 0.

Po nékolika dpravach dostavame

bu
—=u(l—u) -
( ) rk (£ 4 u)
Zadefinovanim nového ¢asu T = rt a parametrti § = %, = ¢ dostdvame
u
W =u(l—u)— B ,
Ytu
kde u' = %. Déle uZ jen pteznatme u' = %, u = x. Dostavame tedy systém popsany dife-
rencidlni rovnici
x
x=x(1-x)— L, (5.8)
v +x

kde B, 7 > 0.

Funkci g(x) = x(1 — x) spole¢né s funkci p(x) = % pro nékteré hodnoty parametrt
B,v > 0 mtZeme vidét na Obrdzku 5.7. Vidime, Ze mohou nastat celkem ¢tyfi kvalitativné
odlisné piipady v zavislosti na parametrech g, y. Tyto pfipady jsou popsany v nasledujici Vété

5.2.
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BaVa Bs. Vs

Obrazek 5.7: Funkce g(x) = x(1 —x) a Obrazek 5.8: Funkce f(x) = x — 7+x pro
funkce p(x) = Wlix pro razné B,y > 0. pevné v > 0 a rtzné hodnoty parametru
g > 0.

VETA 5.2. Méjme diferencidlni rovnici (5.8) pro B,y > 0. Dile méjme mnoziny

01={<ﬁv>em2 s> (1) <ﬁ>1m<ﬁ>},
0, ={(B1) eRL:p<n},

05 :{(;37)61122 7</3<<72+1)2},

By —{(ﬁ'y)ERz 0<v<1A/3—<72+1>2},
By={(BmeR:p=y=1} = {01},

Br ={(/57)€1R2 0<7<1/\ﬁ=7},
BTZZ{(ﬁ/'Y)G]Ri:'Y>1/\,B:’Y}-

(i) Je-li (B,7y) € Q, potom md diferencidlni (5.8) pravé jeden staciondrni bod xj = 0, ktery je
asymptoticky stabilni.

(ii) Je-li (B,y) € O, potom md diferencidlni (5.8) dva staciondrni body

* * 1_7+V(7+1)2_4ﬁ
0, = 2 7

xl == x2

kdy x7 je nestabilni a x5 je asymptoticky stabilni.

(iii) Je-li (B,) € Qg, potom md diferencidlni (5.8) t#i staciondrni body

. o 1= —=(r+1)2-4p T—y+(r+1)2-4p
0, %= 2 2 ’

— *
xl— 4 x3_

kdy x7 je asymptoticky stabilni, x5 nestabilni a x3 asymptoticky stabilni.
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1
4

Obrazek 5.9: Mnoziny Oy, (), O3 a By, By, Br1, Btz v By—roviné.

(iv) Je-li (B,7y) € By, potom md diferencidlni rovnice (5.8) dva staciondrni body

1_
x] =0, x’z":T’Y,

kdy x7 je asymptoticky stabilni a x5 nestabilni (resp. polostabilni zprava).
(v) Je-li (B,y) € Br1, potom md diferencidlni rovnice (5.8) dva staciondrni body
=0 x=1-7,
kdy x7 je nestabilni a x5 asymptoticky stabilni.
(vi) Je-li (B,7) € Bra, nebo (B,v) € By, potom mi diferencidlni rovnice (5.8) prdvé jeden staciondrni

bod x] = 0, kdy x] je asymptoticky stabilni.

Diikaz. Jako prvni uréeme stacionarni body diferencidlni rovnice (5.8). Funkci

Bx

fl) =x(1-x) - P

na pravé strané diferencidlni rovnice (5.8) Ize zapsat ve tvaru

f(x)

= (-0 - p)

Resime tedy
x

Y+ x

(= + (1+7)x+ (y—B)) =0.
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Ihned vidime, Ze jednim z feSeni této rovnice je x] = 0. Zbyva nam tedy vytesit kvadratickou
rovnici

— 2+ (1+7)x+(y—B)=0. (5.9)
Diskriminant kvadratické rovnice (5.9) mé tvar D = (y + 1)? — 48 a ihned lze spocitat, e D = 0
pro
y+1)?
B= (2) . (5.10)

2
Dale pro g > (%) je D < 0, a tedy kvadraticka rovnice (5.9) nema feSeni. Jinymi slovy pro

2
(7)€ 01 = {(m) R ip> (1) }

ma diferencidlni rovnice (5.8) pravé jeden staciondrni bod xj = 0, ktery je asymptoticky stabilni,
nebof f(x) < 0 pro vSechna x > 0.

2
Nyni si detailnéji rozebereme pfipad, kdy D > 0, tj. B < (77“) .V tomto pfipadé dostavame

feSeni kvadratické rovnice (5.9) ve tvaru

> , .

X2

X3

2 . .

Nejdfive se zaméfme na situaci, kdy D = 0, a tedy x; = x3 = 1777 Vidime, Ze nastavaji tfi
piipady v zavislosti na hodnoté parametru . Pro v < lje x; = x3 = r>o0,a tedy celkem

(. T 1 . . S 1— vy
dostavame, Ze diferencidlni rovnice (5.8) méa staciondrni body x] = 0, x5 = 77 na mnoziné

2
BN_{(,B,'y)EJRi:O<'y<1/\ﬁ—(7_2F1> },

kdy bychom vySetienim funkce f(x) zjistili, Ze f(x) < 0 pro vSechna x € (0,x;) U (x3, +00).
Tedy na zékladé fazového portrétu je x] asymptoticky stabilni a x5 nestabilni (resp. polostabilni
zprava). Pro v = 1 dostdvame x, = x3 = 0, tedy diferencidlni rovnice (5.8) ma pravé jeden
staciondrni bod x] = 0, ktery je asymptoticky stabilni, nebot f(x) < 0 pro vSechna x > 0.V
poslednim pfipadé pro v > 1je x; = x3 < 0, tedy diferencidlni rovnice (5.8) ma opét pravé
jeden asymptoticky stabilni staciondrni bod xj = 0. Dostavame tedy, Ze pro

2
(ﬁ,fy)eoz:{(m)eﬂzi:wmﬁ:(”2“) }

a specialné pro (B,v) € By = {(1,1)} mé diferencidlni rovnice (5.8) pravé jeden asymptoticky
stabilni staciondrni bod x7 = 0.

Nakonec vySetfeme piipad D > 0. Dostavame tfi rtizné situace v zdvislosti na hodnoté
parametru 7. Jako prvni uvazujme v < 1, kdy snadno nahlédneme, Ze x3 > 0. Dale urceme,

kdy je xo > 0. Nerovnice
1—y—/(y+1)2—4
_1-9 g+) Poo

X2
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B

Obrazek 5.10: Bifurka¢ni diagram (syté) pro parametry B,y > 0 systému popsaného dife-
rencidlni rovnici (5.8). Pro (B,y) € ) (Cervena oblast) dostdvdme jeden nulovy stacionarni
bod, pro (B, ) € Oy (modré oblast) dostdvdme dva staciondrni body, pro (B,v) € Qs (zelena
oblast) dostdvame tfi staciondrni body:.

je splnéna pro
T <B
Tedy pro
+1)?
(7)€ 0 = {(M) Ry <p< (15 }

m4d diferencidlni rovnice (5.8) tfi staciondrni body xj = 0, x; = x; a x3 = x3. VySetfenim
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x* X
/ ///
\ -8
, \ y \\ B3 v
/3\ BE‘\ 248s -1“\_

Obrézek 5.11: Bifurkaéni Obrazek 5.12: Bifurkaéni Obrazek 5.13: Bifurkaéni
diagram pro parametr < diagram pro parametr < diagram pro parametr <y
systému (5.8) pro B;. systému (5.8) pro B». systému (5.8) pro B3.

—

m’k ﬁs!f

1 1

14

Obrazek 5.14: Bifurkaéni Obrdzek 5.15: Bifurka¢ni
diagram pro parametr < diagram pro parametr <y
systému (5.8) pro B4. systému (5.8) pro Bs.

znamének funkce f(x) bychom zjistili, Ze f(x) < 0 pro viechna x € (0,x7) U (x3,+) a
f(x) > 0 pro viechna x € (x3,x3). Tedy stacionarni body xj, x3 jsou asymptoticky stabilni
a x5 je nestabilni. Pro v > Bje x; < 0, tedy dostdvdme, Ze na mnoziné

(’)32{(,8,7)6]Ri:0<7<1/\ﬁ<’y}
a specidlné pro
(B,7) € Br1 = {(ﬁ,v) GRi=0<7<1Aﬁ=v}

m4d diferencidlni rovnice (5.8) pravé dva stacionarni body xj = 0, x5 = x3, kdy x] je nestabilni
a x} je asymptoticky stabilni, nebof f(x) > 0 pro vSechna x € (0,x}) a f(x) < 0 pro vSechna
x € (x5, +00).

Pro v = 1je zfejmé xp < 0 a x3 > 0. V poslednim piipadé pro ¥ > 1je xp < 0. Zbyva ndm
tedy urcit, kdy je x3 > 0. Podobné jako vyse bychom urcili, Ze pro vy > Bjexz > 0aproy < B
je x3 < 0. Celkem tedy pro pfipady, kdy v > 1 dostdvdme, Ze na mnoZiné

04:{(/317)6R2+:721/\ﬁ<7}

m4d diferencidlni rovnice (5.8) pravé dva staciondrni body x] = 0 a x; = x3. Pro znaménka
funkce f(x) dostavame, Ze f(x) > 0 pro vSechna x € (0,x3) a f(x) < 0 pro vSechna x €
(x5, +00), a tedy staciondrni bod x] je nestabilni a x5 je asymptoticky stabilni. Pro

(1) € Bra={(B7) €R 7 >1Ap=1]

mad diferencidlni rovnice (5.8) pravé jeden staciondrni bod xj = 0, ktery je asymptoticky stabilni,
nebof f(x) < 0 pro véechna x > 0. A v poslednim pfipadé pro

2
(/sny)e@:{(ﬁn)em:vzmwk(”1“) }
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Obrazek 5.16: Bifurkaéni Obrazek 5.17: Bifurkaéni Obrazek 5.18: Bifurkadni
diagram pro parametr p diagram pro parametr [ diagram pro parametr S
systému (5.8) pro ;. systému (5.8) pro 7». systému (5.8) pro 3.

dostavame pravé jeden staciondrni bod xi = 0, ktery je asymptoticky stabilni, jelikoZ funkce
f(x) < 0pro viechna x > 0.
Zavérem pouze polozme () = O1 U O, UOs5a )y = O3 U Oy. O

Vidime, Ze pro (B, y) € ()1 dostdvame model, kdy pro libovolné xy < 0 dochdzi k vymirani
zkoumané populace. V pfipadé, kdy (B,v) € () dostavame model kvalitativné odpovidajici
logistickému modelu s kapacitou prostiedi x3. V poslednim piipadé pro (B, ) € O3 ziskdvame
model, ktery je kvalitativné shodny s bistabilnim modelem, kdy x3 je prahova hodnota a x3
kapacita prosttedi. VSimnéme si, Zze pokud dvojice (B, y) lezi v jedné z téchto mnozin, tak pro
libovolnou malou zménu se kvalitativni chovdni daného systému nikterak neméni.

Vzhledem ke geometrii oblasti ()3 (viz Obrazek 5.10) miZeme hovofit o tzv. cusp catastro-
phe, kterd se obvykle vyskytuje u systémii, ve kterych dochazi k tzv. hysterezi, tj. nereverzibilni
zméné vzhledem k parametrim. I u toho modelu miizeme hysterezi pozorovat, viz Ptiklad 5.5.

V ptipadg, Ze dvojice parametrti (B, 7v) pfechazi ptes mnozinu By dochézi k bifurkaci z Cistého
nebe za vzniku staciondrnich bodt

R /OB V™
2

1-— 1)2 -4
= = v+\/<g+) p

Pfi pfechodu dvojice (B, y) pfes mnozinu By dochazi k transkritické bifurkaci, kdy se srézi sta-

cionarni bod
1—y—(y+1)*—4B
2

x; =

s trividlnim nulovym fe$enim. Protind-li dvojice parametrt (B, v) mnozinu Br;, dochazi opét k
transkritické bifurkaci, ovSem v tomto piipadé se srazi staciondrni bod

s _ 1o+ V(v +1)2—4p
2

X3

s trividlnim nulovym feSenim. V poslednim pfipadé, protne-li dvojice parametrti (5, v) mnozinu
By, dochézi zpravidla k vidlickové bifurkaci, ale mtze zde také dochazet k nasobné transkritické
bifurkaci, viz P¥iklad 5.7.

Na Obrédzku 5.10 mtiZeme vidét bifurkaéni diagram pro parametry B, > 0 systému po-
psaného diferencidlni rovnici (5.8).

Pro lepsi pfedstavu si v nasledujicich pfikladech ukdZeme jednorozmérné bifukacni dia-
gramy, kdy budeme pfedpoklddat, Ze jeden z parametrti 3, y je konstantni.
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Priklad 5.3. UvaZujeme B > 0 konstantni. Rozdélme tuto situaci na pét podpiipada

,516(0,}1), :BZ:%/ ﬁ3€(%r1)r Bs=1 Pps>1

Na Obrazcich 5.11—-5.15 mtizeme vidét bifurka¢ni diagramy vzhledem k parametru v systému
popsaného diferencidlni rovnici (5.8) pro pevnad 8; > 0,1 = 1,2,3,4,5. Jedna se vlastné o fezy
plochy na Obrézku 5.10 pfislusnou rovinou g = B;.

e Pro ptipady B4, B2, B3 si miiZeme z Obrazkl 5.11—-5.13 vSimnout, Ze pro hodnotu ¢y = §;,
tj. kdy dvojice (B;,y), i = 1,2,3, protind mnozinu Bry, dochazi k transkritické bifurkaci.
Navic na Obrazcich 5.12— 5.13 vidime, Ze pro hodnotu ¢y = 2\/E —1,i = 2,3, dochazi k
bifurkaci z ¢istého nebe, nebot dvojice (B;,y) protind mnoZinu By.

e Na Obrazku 5.14 dochazi pro = B4 k vidlickové bifurkaci, vezmeme-li v ivahu i zaporné
feseni, jelikoZ protindme bod (1,1).

e Na poslednim Obrazku 5.15 dochazi pro hodnotu g = Bs k transkritické bifurkaci, cemuz
odpovida protnuti mnoziny Br;, dvojici (Bs, 7).

Priklad 5.4. Naopak uvazujme < > 0 konstantni. V tomto pfipadé zvolme pevné hodnoty

11 €(0,1), 7=1 13>1

Bifurka¢ni diagramy vzhledem k parametru B systému (5.8) pro pevna v; > 0,7 = 1,2,3,
miiZeme vidét na Obrdzcich 5.16—5.18.

e Na Obrazku 5.16 dochdzi ke dvéma druham bifurkaci, kdy pro B = 71, tj. kdy dvojice
parametrt (B, 1) protind mnozinu Bry, dochdzi k transkritické bifurkaci a pro p = (““TH )2,
tj. kdy dvojice (B, y1) protind mnoZzinu By, dochdzi k bifurkaci z istého nebe.

e Na Obrazku 5.17 vidime bifurka¢ni diagram, kdy dvojice (B, v2) protina bod (1,1), tudiz
dochdzi pro B = 2 = 1 k vidlickové bifurkaci, vezmeme-li v potaz zdpornd feSeni.

e Pro ptipad 3 > 1 dvojice (B, y3) protind mnozinu Bry, tedy dochézi k transkritické bifur-
kaci, o cemZ se mtiZeme presvédcit na Obrazku 5.18.

Nyni uvaZujme situaci, kdy se parametry p a v méni oba najednou. Tedy v By—roviné
uvazujme kfivku ¢(s), kterd je ddna parametrizaci

¢(s) = (B(s),7(s))

pro s € (0, +o0). V nasledujicich dvou p¥ikladech se podivejme na chovani systému (5.8), kdy
parametry 8, ¥ mame provazany vyse popsanym zptisobem.

Priklad 5.5. Uvazujme k¥ivku popsanou parametrizaci

1 4
p(s) = (SJZF ’1+st)' s € (0,+c0). (5.13)

Prtbéh této kiivky v By—roviné miizeme vidét na Obrazku 5.19. Na vedlejsim Obrazku 5.20
vidime bifurka¢ni diagram vzhledem ke kfivce ¢(s). VSimnéme si, Ze pro hodnotu s, pro kte-
rou kiivka ¢(7) protind mnozinu By, dochazi k bifurkaci z &istého nebe za vzniku dvou sta-
ciondrnich bodt

o 1=y —=(r+1)2 -4 . T—9+(v+1)2-4p
Xy = 5 ; X3 = 5 ’
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Obrézek 5.19: K¥ivka ¢(s) (viz (5.13)). Obrézek 5.20: Bifurkalni diagram vzhle-
dem ke kiivce ¢(s) (viz (5.13)).

kde xj je nestabilni a x5 je asymptoticky stabilni. S rostouci hodnotou parametru s hodnota
staciondrniho bodu x5 klesa, kdy pro s, pro kterou kiivka ¢(7) prochdzi mnoZzinou Bri, se
srazi s trividlnim nulovym feSenim, a tedy dochdazi k transkritické bifurkaci. Pro déle zvétSujici
se parametr s se hodnota staciondrniho bodu x3 zmensuje, kdy pro s3, pro kterou kiivka ¢(s)
protind mnoZinu B, se tento staciondrni bod srazi s trividlnim nulovym feSenim, a tedy opét
dochazi k transkritické bifurkaci.

Na tomto piikladé si mZeme ukézat, Ze dochdzi k tzv. hysterezi, tj. nereverzibilni zméné
vzhledem k parametrm. UvaZzujme, Ze pro s = 0 za¢indme ve staciondrnim bodé xj = 0, ;.
zkoumand populace je nulova. V piipadé, Ze dojde naptiklad vlivem externich jevil k vyskytu
jedincti, predace je natolik silnd, Ze se populace neni schopna rozmnozit. Dale zvétSujme hod-
notu parametru s, kdy pfi hodnoté s = s; vzniknou dva nové staciondrni body, nestabilni x5 a
asymptoticky stabilni x3. Pokud i nyni dojde k malému nértistu populace, tato populace opét
vyhyne, nebof staciondrni stav x; = 0 zlistava asymptoticky stabilni. V pfipadg, Ze s hodno-
tou parametru s déle prekro¢ime hodnotu s, trividlni feSeni ztraci vlivem sraZzky s x; stabi-
litu. Pokud nyni dojde k vyskytu jedincti dané populace, tato populace se zaéne rozvijet a po
urcitém case se dostdva k hodnoté stabilniho stavu x3. Nyni uvaZujme, Ze s hodnotou para-
metru s ptjdeme zpét k nule. I pfesto, Ze se zpétnym pfechodem pfes hodnotu s = s, znovu
objevuje asymptoticky stabilni stav x] = 0 a nestabilni x3, systém ztistava v blizkosti stavu x3,
nebof ten ztistdva asymptoticky stabilni. K ptechodu zpét k trividlnimu feSeni, tj. k vyhynuti,
dochézi az pfechodem parametru s pies hodnotu sy, kdy se stav x3 sraZi se stavem x5 a zanika.
Vidime, Ze zménou parametru s pies hodnoty s; a sy a zpét se systém zmenSovanim parametru
nevraci k ptivodnimu chovani v hodnot€ s, ale aZ v hodnoté s;. Praveé této nereverzibilni zméné
se fika hystereze.

Ptiklad 5.6. Uvazujme kfivku popsanou pomoci parametrizace

¢(s) = (13—;,s+ %) s € (0, +00). (5.14)
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Obrazek 5.21: K¥ivka ¢(s) (viz (5.14)). Obrazek 5.22: Bifurka¢ni diagram vzhle-
dem ke kiivce ¢(s) (viz (5.14)).

Priabeéh této kiivky v fy—roviné mtizeme vidét na Obrazku 5.21. Bifurkaéni diagram vzhledem
ke kiivce ¢(s) miZeme vidét na Obrazku 5.22. Vidime, Ze zatindme s dvéma stacionarnimi

body
. 1=+ V(r+1)>—4p
— ] )

¥} =0, x3

kdy x] je nestabilni a x3 je asymptoticky stabilni. Pro hodnotu sy, pro kterou kiivka ¢(s) protina
mnozinu B, se od nuly oddéluje nestabilni stacionarni bod

1—9y—(y+1)?-4p
2

x5 =

v transkritické bifurkaci a trivialni feSeni x] se stdva asymptoticky stabilnim. S rostouci hodnotou
parametru s se k sobé& stacionarni body x3, x5 blizi, kdy pro hodnotu s, pro kterou kiivka
¢(s) prochdzi mnozinou By, se srazi, a tedy dochdzi k bifurkaci z ¢istého nebe. S rostoucim s
mame pouze asymptoticky stabilni staciondrni bod x7, kdy pro s3, pro které kiivka ¢(s) protina
mnoZinu By, se z tohoto trividlni feSeni oddéluje v dalsi transkritické bifurkaci asymptoticky
stabilni staciondrni bod a staciondrni bod xj se stdva nestabilnim.

Priklad 5.7. UvaZujme kfivku popsanou pomoci parametrizace

(1, 3 1
(p(S)—(Ss +4s+8,s>, s € (0,400), (5.15)

jejiz prabéh muzeme vidét na Obrazku 5.23. Vidime, Ze kiivka ¢(s) je ohranitena funkcemi

2
B=vaB= (A’T_H) . Pro s = 0 za¢indme v mnoziné ()3, tedy mame tfi staciondrni body

R VCER 1yt FIE4p
2 ’ 2 ’

] =0, x5= Xy =

kdy xj, x5 jsou asymptoticky stabilni a x5 nestabilni. S rostoucim parametrem s se oba ne-
trividln{ staciondrni body pfiblizuji k nulovému staciondrnimu bodu, se kterym pro parametr
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Obrézek 5.23: K¥ivka ¢(s) (viz (5.15)). Obrazek 5.24: Bifurka¢ni diagram vzhle-
dem ke kfivce ¢(s) (viz (5.15)).

s1, pro ktery k¥ivka ¢(s) protind jednoprvkovou mnozinu By, oba stfetnou, ovSem stabilita
trividlniho feSeni ztistava zachovana. Vidime tedy, Ze pro parametr s; dochdazi k dvojité transkri-
tické bifurkaci. Tyto zavéry mZeme vidét v bifurkaénim diagramu vzhledem k parametru s na
Obréazku 5.24.

5.3 Bistabilni model s predaéni funkci p(x)

V poslednim pfipadé se zaméfme na interakci vnitfni dynamiky popsané bistabilnim modelem

s preda¢ni funkci p(x) = —lex. Takovy systém je popsany ndsledujici diferencialni rovnici:
bx
¢ = —a)(k—x)— , 1
x=rx(x—a)(k—x) i x (5.16)

kdea € (0,k), r,k,b,c > 0.
Obdobné pfejdéme k bezrozmérnému tvaru. Zaved me tedy substituci

w=7. (5.17)

Po nékolika tpravéch dostdvame
1 a bu
— =ulu——)(1—u)— ——.
rk k k3 (§ +u)
Zadefinovanim nového ¢asu T = rk?t a parametrti o = vB= % ay = i dostdvame

Bu

u’:u(u—oc)(l—u)—7+u,

kde v’ = %. Pfeznatenim u’ = %, u = x dostdvame systém popsany diferencialni rovnici ve
tvaru

t=x(x—a)(1—x)— 'y'fo’ (5.18)
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Obrazek 5.25: Funkee g(x) = x(x —a)(1 — x) pro pevné a € (0,1) a funkce p(x) = bx pro

TTx
razna B,y > 0.

kdea € (0,1), 8,7 > 0.

Funkci ¢(x) = x(x — a)(1 — x) pro pevné a € (0,1) spole¢né s funkei p(x) = ﬂfx pro razné
hodnoty parametrti 8,y > 0 mtizeme vidét na Obrazku 5.25. VSimnéme si, Ze mohou nastat tfi
rizné situace v zavislosti na hodnoté parametrd 8,y > 0.

JelikoZ pro pfesné zanalyzovani tohoto systému, tj. exaktni uréeni stacionarnich bodi, by-
chom museli Fesit rovnice vy$sich fada (viz dale), zaméfme se na kvalitativni popis tohoto
systému.

Uvazujme « € (0, 1) libovolné pevné a zam&fme se na vliv parametrti 8,y > 0 vystupujicich

Bx

ve funkci p(x) = 775 Na pocet stacionarnich bodt systému (5.18). Z Obrézku 5.26 vidime, Ze

pro libovolné v > 0 a pevné

T+a+vVaZ—a+1
3

p< rrxggg(x) =g ( > = Gmax (&)

mad diferencidlni rovnice (5.18) kromé nulového staciondrniho bodu x] = 0 dalsi dva stacionarni
body

‘o 1+a+va2—a+1

a < Xy 3
1 Va? — 1
+a+ ;x o+ <xi<1,

pfitemz stacionarni body x7, x5 jsou asymptoticky stabilni a x} nestabilni, nebof

flx) =x(x—a)(1—x)— % < 0 provsechna x € (0,x5) U (x3, +00),

flx) =x(x—a)(1—x)— % > 0 pro v8echna x € (x3,x3).
V pripadé, Ze
B > maxg(x) = gmax(a)

x>0
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Obrazek 5.26: Funkce g(x) = x(x —a)(1 —

x) pro pevné a € (0,1) spoletné s funkci
_ B A
p(x) = 7% Pro pevné f < max,>g g(x)a

riizné hodnoty parametru ¢ > 0.

Obrézek 5.27: Funkce g(x) = x(x —a)(1 —

x) pro pevné o € (0,1) spole¢né s funkci
_ Bx 4
p(x) = 7% Pro pevné > max,>o g(x)a

rtizné hodnoty parametru ¢ > 0.

je pevné, zavisi pocet priisecikti funkci p(x) a ¢(x) na parametru -y (viz Obrazek 5.27). Jelikoz
Bx

pro p(x) = 775 je

plati p’(0) > 1 pro v < 1 a funkce p(x) ma s funkci g(x) pravé jeden priisecik x; = 0. Tento
staciondrni bod je asymptoticky stabilni. Naopak pro ¢ > 1je p’(0) < 1 a dochazi k protnuti
funkce g(x) funkci p(x) za vzniku dvou stacionarnich bod, a sice nestabilniho stacionarniho
bodu x3 a asymptoticky stabilniho staciondrniho bodu x3, kdy nezapominejme na asymptoticky
stabilni staciondrni bod x; = 0. Mezni hodnota ¥, pro kterou funkce p(x) protne funkci g(x)
pouze jednou (viz Obrazek 5.27), opomeneme-li x] = 0, je opét feSenim soustavy

p(x) = g(x),
p(x) =g'(x),

v zavislosti na parametru . Po dosazeni dostdvame

x(x—a)(1—x) = px
THX
) By (5.19)
3 4+ 2(1+a)x —a = CFTIE
V pribéhu feSeni soustavy (5.19) bychom dostali rovnici ¢tvrtého ¥adt, kterou nelze jednoduse
analyticky vyfesit. Proto pro nésledujici tivahy pfedpoklddejme, Ze tuto mezni hodnotu ¥ pa-
rametru 7y zndme.

V ptipadé, kdy B > gmax () je pevné, dostavame tedy tfi mozné situace v zavislosti na hod-
noté parametru y. Pro v > 4 dostdvame model kvalitativné odpovidajici bistabilnimu modelu s
prahovou hodnotou x3 a kapacitou x3. Se zmenSujici se hodnotou parametru v se tyto hodnoty
k sobé pfiblizuji, kdy pro v = 4 splynou a dostdvame tak jiZ nékolikrat popsany systém, kdy
mame zprava polostabilni staciondrni bod x3. V poslednim pfipadé pro vy < ¥ dostdvame mo-
del, kdy pro libovolnou x(0) > 0 dochdazi k vymirani zkoumané populace. Tomuto odpovida
bifurka¢ni diagram vzhledem k parametru -y na Obrdzku 5.28 s bifurkact z Cistého nebe pro y = 7.

Pribéh funkce

£l) = x(x—w)(1-x) - L
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Obréazek 5.28: Bifurkatni diagram vzhle- Obrazek 5.29: Funkce f(x) = x(x —
dem k parametru 7 systému popsaného  4)(1 — x) — % pro pevnid a € (0,1),
diferencidlni rovnici (5.18) pro pevné B > maxy=g(x) a rtizné hodnoty para-
a € (0,1)ap > maxy>og(x). metruy > 0.

pro B > gmax(«) pevné a razné hodnoty parametru ¢y mtizeme vidét na Obrazku 5.29.



Zaver

V této préci jsme studovali interakéni populaéni modely typu lovec-kofist. UvaZzovali jsme vsak,
Ze zndme dynamiku lovce a tato zavisi pfimo na velikosti populace kofisti. Tyto modely se poté
nechaji matematicky popsat ve tvaru skalarni diferencidlni rovnice ve tvaru

x = g(x)-p(x),

kde funkce g(x) popisuje samotnou vnitini dynamiku populace kofisti bez vlivu predace
(tj. kotist se sama vyviji podle dynamického zdkona ¥ = g(x)) a funkce p(x) je preda¢ni len
popisujici vliv lovce na kofist (angl. harvesting).

UvaZovali jsme tfi zdkladni vnitini dynamiky — exponencialni model, logisticky model a
bistabilni model popisujici tzv. Alleeho efekt. Pro tyto volby jsme pak vysetfovali, jak se zméni
chovéni danych systému pfidanim raznych predacnich ¢lent p(x). Zkoumali jsme vliv kon-
stantni predace, mocninné predace a predace ve formé linedrni lomenné funkce, jako jedno-
duchého ptikladu pfechodu od linedrni riistu (pro male populace kofisti) ke konstantnimu (pro
velké populace kofisti).

Dale jsme se zaméfili na vliv sily predace na vysledné chovani, tj. na vliv pfitomnych para-
metrdi. V mnoha pfipadech dochdzi k tzv. bifurkacim, tj. k vfznamnym kvalitativnim zménam
v z4vislosti na téchto parametrech. Tyto zmény jsme se pokusili popsat a biologicky interpreto-
vat. Casto jsme dosli k zavéru, Ze slaba predace ptivodni dynamiku ovlivni pouze kvantitativné
nikoli v8ak kvalitativné, tj. charakter ptivodni dynamiky ziistane zachovan (nap¥. vZdy u bista-
bilni vnitini dynamiky). Naopak silna predace ¢asto logicky vede k vyhynuti (nap¥. logisticka
dynamika ¢&i bistabilni dynamika s mocninnou predaci).

Nicméné v mnoha p¥ipadech tyto zavéry neplati a nap¥. charakter ptivodniho chovani systé-
mu podle zakona x = g(x) se zméni jiz vlivem libovolné slabé predace. Jako pfiklad uved me
nejjednodussi exponencidlni model, ktery vlivem libovolné malé konstantni predace vykazuje
pfitomnost Alleeho efektu, tj. malé populace nejsou schopné piezit, zatimco vétsi populace
ano. Déle ani nemusi platit, Ze pro libovolné silnou predaci musi populace nutné vyhynout.
Napfiklad pro linedrni lomennou predaci plati, Ze i pfes to, Ze maximalni schopnost lovit je
vysokd, nemusi dojit k vyhynuti vlivem pomalého ndstupu schopnosti lovit (tj. k maximalni
predaci dochdzi az pro velké populace).

Jednim z nejzajimavéjSich modelt je interakce logistického riistu pravé s linedrni lomennou
predaci. Tato preda¢ni funkce zavisi na dvou parametrech, coz vede k bohatému chovani a
pfitomnosti zajimavych efektii jako napf. tzv. ,cusp catastrophe” a hystereze.

59
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Veskeré tyto zavéry jsou shrnuty v Tabulce 6.1, kde je uveden tiplny popis zmény charakteru
pavodni dynamiky populace vlivem predac¢nich ¢lenti a jejich sily.
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