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Abstrakt:

V této bakalarské praci popisujeme zakladni definice a vlastnosti kopule. Za-
mérime se predevsim na Archimedovské kopule, které jsou jednou z nejdulezitéj-
sich t¥id kopuli. Zavadime jejich definice, zédkladni vlastnosti a nékolik ptiklad
rodin Archimedovskych kopuli. Na zavér demonstrujeme aplikace kopuli na redl-
nych datech.
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Abstract:

In this bachalor thesis we describe fundamental definitions and properties of
a copula. We will focus primarly on Archimedean copulas, which are one of the
most important class of copulas. We will introduce their definition, fundamen-
tal properties and severel families of Archimedean copulas. In the end we will
demonstrate application of copulas on real dataset.
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Uvod

Pojem kopule poprvé pouzil v matematickém slova smyslu americky matema-
tik a profesor Abe Sklar roku 1959 ve své publikaci Fonctions de répartition a n
dimensions et leurs marges [9], kde timto slovem popsal funkce, které "spojuji" do-
hromady vice jednorozmérnych distribucnich funkci a davaji tak vzniknout jedné
vicerozmérné distribuc¢ni funkci. Ackoliv tento pojem tedy Sklar zavedl jiz v roce
1959, kopule se v matematice zacaly hojné vyuzivat az v devadesatych letech 20.
stoleti.

Slovo kopule méa piivod v latinském slové "copula", jehoz vyznam se da podle
Cassellova latinského slovniku vysvétlit jako "pouto ¢i spojeni'. Tedy je zfejmé,
pro¢ si Sklar zvolil pro tuto funkci pravé oznaceni kopule, jelikoz spojuje vice
funkci v jednu jedinou.

Jak jiz bylo Tec¢eno, kopule je funkce, ktera spojuje jednorozmérné marginalni
distribu¢ni funkce v jednu vicerozmérnou distribuc¢ni funkci. Presnéji feceno, ko-
pule je vicerozmérna distribuc¢ni funkce, jejiz slozky maji rovnomérné rozdéleni
na intervalu I. Hlavni aplikace kopuli jsou v soucasné dobé smérovany na proble-
matiku urceni zavislosti jednotlivych nahodnych velicin.

V prvni kapitol této prace definujeme pojem kopule a nékteré z jeho hlavnich
vlastnosti, jako je Sklarova véta ¢i Fréchet-Hoeffdingovy meze.

Ve druhé kapitole se zamérime na nejjednodussi typ kopuli, co se konstrukce
tyce - Archimedovské kopule. Ukazeme si jejich vznik a vlastnosti a nékolik kon-
krétnich rodin této tridy kopuli.

V posledni kapitole demonstrujeme vznik a aplikaci kopuli na realnych da-
tech z oblasti financi. Nejprve zavedeme obecny postup, jakysi navod, jak data
aproximovat pomoci nejvhodnéjsi kopule a nésledné tento postup aplikujeme na
realna data.



1. Definice a zakladni vlastnosti

V prvni kapitole si nejprve zadefinujeme funkci kopule a uvedeme nékteré z
jejich zakladnich vlastnosti, jako je naptiklad diferencovatelnost. Nasledné se bu-
deme vénovat Sklaroveé vété, povazované za centralni vétu teorie kopuli, a Fréchet-
Hoeffdingovym mezim, které mizeme aplikovat na libovolnou kopuli. A nakonec
nahlédneme na usporadani kopuli.

1.1 Definice kopule

Kopule je funkce, ktera spojuje dvé jednorozmeérné distribuc¢ni funkce v jejich
vicerozmérnou marginalni distribuc¢ni funkci. Konkrétnéji, kopule jsou viceroz-
mérné distribuéni funkce, jejichz jednodimenzionalni meze jsou rovnomérné na
intervalu I.

Definice 1.1.1. Dvourozmérnd kopule (ddle jen kopule) je funkce C : T> — 1,
ktera splnuje ndsledujici vlastnosti:

1. Pro kazdé u,v z mnoZiny I plati:
C(u,0) =C(0w) =0 (1.1)

a také

C(u,1) = u, C(1v) = v; (1.2)

2. Funkce C' je 2-rostouct, tj. pro kazdé uy,us,v1,09 2 mnoZiny I, kde u; < us
a vy < vy, plati

C(UQ,UQ) — C(ul,’Ug) — O(Ug,’Ul) + O(Ul,U1> Z 0 (13)

Obrazek 1.1: Dvourozmeérna kopule C(u,v).
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Obrézek 1.2: Vrstevnicovy graf dvourozmérné kopule C(u,v).

Lemma 1.1.1. Kopule C je rostouci v kaZdé své promenné.

Diikaz: K dukazu tohoto lemmatu vyuzijeme vlastnosti kopule (|1.3)), kterd ndm
iika, ze funkce C(u,v) je 2-rostouci.
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Obrézek 1.3: Uspotradani prvki.

Na Obrézku [1.3] je demonstrovdno usporadani prvku wy,us,vy,vs
Pokud dokazujeme, ze C(u,v) je rostouci v prvni proménné zvolime libovolné
us € I a uy =0, pak plati

C(uz,v2) = C(0,v2) — C(uz,v1) + C(0,01) = 0
C(UQ,UQ> — C(UQ,U1> 2 0
>

Zavedeme-li oznaceni u = uq, pak dostavame vztah
C(u,vg) > C(u,vy), (1.4)

ktery ndm ukazuje,ze funkce C(u,v) je rostouci ve své prvni proménné.
Obdobnym zpisobem dokazeme, ze C(u,v) je rostouci ve své druhé proménné.

]



Véta 1.1.1. Necht C je kopule. Poté pro kazdé (uy,us), (v1,v2) patrici do definic-
niho oboru kopule I? plati

|C(U2,U2) — C(ul,v1)| S |U2 — U1| + |’U2 — U1|. (15)

Driikaz: Predpoklddejme, Ze pro libovolné wuy,us,v1,v2 z mnoziny I? plati u; < us
a v; < vy. Pro dikaz pouzijeme znamou trojuihelnikovou nerovnost

|C (ug,v2) — C'(uy,v1)| < |C(ug,vz) — C(uy,v2)| + |C(uy,ve) — Clug,vy)].  (1.6)

Vime, ze funkce C' je rostouci v kazdé své proménné. Mtizeme proto odhadnout
obé absolutni hodnoty na pravé strané:

0 < C(ug,v2) — C(ug,v2) < C(ug,1) — C(ug,1) < ug — uy, (1.7)
obdobné

0 < C(ug,v2) — Cug,vy) < C(1wg) — C(101) < vy — 0. (1.8)
Plati tedy nerovnosti

‘C(uQ,UQ) - C(Ul,vz)’ S ”UQ — Ull (19)

|C<U1,U2) - C(U17U1)| S |U2 - 1)1’. (110)

Po sec¢teni téchto dvou nerovnosti dostavame nerovnost
|C(U2,U2) — C’(ul,vl)| S |C<U2,U2) — C(U17U2)| —+ |C(’LL1,’U2) — O(U17U1)|,

tedy ndmi pozadovanou nerovnost ((1.5)).

Diisledek: Kopule C je stejnomérné spojitd na svém defini¢nim oboru I?.

Dilezitou vlastnosti kopuli je jejich diferencovatelnost. Nasledujici dvé véty
nam ukazuji, jak je to u kopuli s parcidlnimi derivacemi prvniho a druhého radu.

Véta 1.1.2. Necht C je kopule. Pro vsechna v z mnoZiny 1 a skoro vSechna u

existuje derivace W a plati:
0
0 < —C(u,w) < 1. (1.11)
u
Obdobné pro vsechna u z mnoZiny 1 a skoro vsechna v existuje derivace % a
plati:
0
0< %C’(u,v) <1. (1.12)
Navic funkce uw — Cy(u) = % avi— Cy(v) = % jsou definované a

rostouct skoro vsude na 1.



D1kaz: Dikaz véty je mozno nalézt v [6].

[]

Véta 1.1.3. Necht C je kopule. Pokud an:’v) a 82801&;”) jsou spojité na 1. Ddle

necht pro A% existuje pro viechny u € (0,1) pokud v = 0, poté 242 ¢ 82@2&}“)
L, 2, 9Cuw) _ 9°Cluw)
existuje na (071) 4 —5uov . — " ovou

D1kaz: Dikaz této véty je podrobné rozebran v [§].

1.2 Sklarova véta

Sklarova véta je centralni véta teorie kopuli a zdklad mnoha, ne-li vSech, apli-
kaci kopuli ve statistice. Objasnuje vztah mezi sdruzenymi distribu¢nimi funk-
cemi, jejich marginalnimi funkcemi a kopulemi.

Tuto vétu mizeme jednoduse formulovat pomoci ndhodnych veli¢in a jejich
distribu¢nich funkci. Nahodna veli¢ina je kvantita, jejiz hodnoty jsou popsany
pravdépodobnostni distribu¢ni funkei. Nahodné veli¢iny oznacujeme velkymi pis-
meny, naptiklad X a Y, malymi pismeny z,y oznacujeme hodnoty téchto nahod-
nych veli¢in. Rekneme, Ze F je distribuéni funkce ndhodné veli¢iny X, pokud pro
kazdé x € R : F(z) = P[X < z] [I1]. Nahodn4 veli¢ina je spojitd, pokud jeji
distribu¢ni funkce je spojita.

Véta 1.2.1. Necht X a Y jsou nahodné veliciny s distribucnimi funkcemi Fy a
Fy, F je sdruzend distribucni funkce. Poté existuje kopule C takovd, Ze pro kazdé
r,y € R,

F(zy) = C(Fi(z),F2(y)). (1.13)

Pokud Fy a Fy jsou spojité, potom C je definovand jednoznacné. V opacném
pripadé je C urcena jednoznacné na H(Fy) x H(Fy). Jinak receno, pokud C je
kopule a Fy, Fy jsou distribucni funkce, potom funkce F, definovand jako (|1.13)),
je sdruzenou distribucni funkci s jednorozmérnymi margindlnimi funkcemi Fy a
F.

D1kaz: Dikaz Sklarovy véty je podrobné popsan v [6].
]

Kopuli C z Véta kopule ndhodnych velicin X a Y a znacime ji

Cxy. Pokud X a Y jsou nezavislé, pak jejich kopuli definovanou vztahem

I(Fy(z),Fa(y)) = Fi(z) Fa(y) (1.14)

nazyvame soucinovd kopule.

Véta 1.2.2. Necht X a Y jsou spojité ndhodné veliciny. Potom X a Y jsou ne-
zavislé veliciny pravé tehdy, kdyZ Cxy = IL.



C(u,v)

Obrazek 1.4: Soucinova kopule II(u,v).

Dikaz: Ndhodné veliciny X a Y jsou nezavislé pravé tehdy, kdyz pro jejich
sdruzenou distribuéni funkei plati vztah F(z,y) = Fi(x)F5(y) pro vSechna z,y z
mnoziny R’

]

Nyni si zavedeme novy pojem - kvantilova funkce, jejiz definici a dalsi jeji
vlastnosti je mozné nalézt v [I1], stejné jako zadani nésledujicich prikladi.

Definice 1.2.1. Necht F(x) je distribucni funkce ndhodné veliciny X. Potom
kvantilovd funkce ndhodné veliciny X je takovd funkce, pro kterou plati

FY(w) =inf{z € R: F(z) > u}, 0<u<l. (1.15)

Pokud je distribu¢n{ funkce {z € R : 0 < F(z) < 1} spojitd a rostouci je
kvantilova funkce shodnd s oby¢ejnou inverzni distribu¢ni funkei 1.

Driisledek: Méjme sdruzenou distribucéni funkci F, spojité marginalni funkce
Fi, Fy a kopuli C' definovanou stejné jako v Véta Necht Fl(_l) je kvan-
tilovou funkef Fy a F{ " je kvantilovou funkei Fy. Poté pro libovolné (u,w) z I?

plati vztah
-1 -1
Cluw) = F(F D (u),Fy D (). (1.16)

Priklad 1.2.1. Mejme exponencidlni rozdéleni, jehoz distribucni funkce md tvar
F(x) = 1 — e a pro jeji parametr si zvolme X\ = 1. ProtoZe tato distribucni
funkce je na intervalu (0, + oo) rostouci a zobrazuje jej na interval (0,1), je kvan-
tilovd funkce rovna jeji obycejnd inverzni distribucni funkce, tj.

F'(u) = —In(1 —u), ue (0,1).

Priklad 1.2.2. Mame zadanou ndhodnou velicinu X ~ Bi(2,1/3). Tato veli¢ina
nabjvd pouze tri hodnot s pravdépodobnostmi P[X =0l =4/9, P[X =1]=4/9 a
P[X = 2] =1/9. Jak je zrejmé z Obrazku kvantilovd funkce Y (u) je na
intervalu (0,1), stejné jako distribucni funkce F(x), spojitd zleva.

10
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Obrazek 1.5: Distribucni (vlevo) a kvantilova (vpravo) funkce exponencialniho

rozdéleni s parametrem A = 1 (Pfiklad [1.2.1]).
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Obréazek 1.6: Distribuéni (vlevo) a kvantilova (vpravo) funkce nahodné veli¢iny s
binomickym rozdélenim X ~ Bi(2,1/3) (Priklad [1.2.2).

Priklad 1.2.3. Meéjme ndhodnou wvelicinu X, jejiz distribucni funkce je dana
vztahy

0 x <0,
F(x) = 1/2 0<a<l1,
1/1+e™) ax>1.

Kvantilovd funkce je ddina vztahy

0 0<u<1/2
FED(u) = 1 1)2<u<1l/(1+e),
In(u/(1 —u)) u>1/(1+e).

11
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Obrazek 1.7: Distribuéni (vlevo) a kvantilova (vpravo) zadané ndhodné veli¢iny

z Prikladu [L.2.3]

1.3 Fréchet-Hoeffdingovy meze

Fréchet-Hoeftdingovy meze jsou univerzalni meze pro kopule, které nam uka-
zuji, jakym zptusobem bude kopule omezena, tj. jaké budou jeji hranice.

Véta 1.3.1. Necht C je kopule. Potom pro kaZdé (u,w) € I? plati
W(u,w) < Cluw) < M(u,w). (1.17)
kde W (z,y) = max(Fi(z) + F3(y) — 1,0) a M(z,y) = min(Fi(z),F2(y)).

Kopuli M nazyvame horni Frétchet- Hoeffdingovou mezi a kopuli W dolni
Frétchet- Hoeffdingovou mezi.

Drikaz: Zvolme si libovolny bod (u,v) € I?. Z vlastnosti kopule vime, Ze

C(u,w) < C(u,l) = u,

C(uw) < C(1w) =,

z ¢ehoz vyplyva nerovnost

C(u,v) < min(u,w) = M(u,w). (1.18)
7 vlastnosti kopule také zname vztah

C(uz,v9) — C(ug,v1) — C(uq,v2) + C(uq,v1) > 0,

ktery plati pro libovolné wq,us,vq,v9, pro které u; < us, vy < v9, z mnoziny |
Zvolime-li uy = 1,v9 = 1 a preznac¢ime-li u; = u,v; = v, ziskdme nerovnost ve
tvaru

c(1,1) - C(1v) — C(u,1) + C(u,w) > 0. (1.19)

12



Upravou nerovnosti dostaneme
C(u,w) > C(u,l) + C(Lw) — C(1,1). (1.20)
Ze znamych vlastnosti pro kopule mtizeme tuto nerovnost prepsat do tvaru
Clupw) >u+v—1. (1.21)

Vime, Ze pro kazdou kopuli plati C'(u,v) > 0 a spojime-li tuto podminku s nerov-

nosti (1.20)), ziskavame

C(u,v) > max(u+v —1,0) = W(u,v). (1.22)

O
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Obréazek 1.8: Horni Frétchet-Hoeffdingova mez M (u,v).
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Obréazek 1.9: Dolni Frétchet-Hoeffdingova mez W (u,v).
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Disledkem Sklarovy véty je skutec¢nost, ze pokud X a Y jsou ndhodné veli¢iny
se sdruzenou distribu¢ni funkci F' a margindlnimi funkcemi F} a F3, potom pro
kazdé z,y € R:

Wizy) < F(zy) < M(zy), (1.23)
kde W (z,y) = max(Fi(z) + Fa(y) — 1,0) a M (x,y) = min(Fi(x),F2(y)).
Protoze M a W jsou kopule, jsou tyto meze sdruzenymi distribu¢nimi funkcemi,

které nazyvame Fréchet- Hoeffdingovy meze sdruzené distribucni funkce F' s
marginalnimi funkcemi F; a F5.

Z Definice [I.1.1] a tvrzeni ve Véta [I.1.1] vidime, ze graf libovolné kopule je
spojita plocha v jednotkové krychli I3, jejiZ hranice tvoii zkoseny ¢tyftihelnik tvo-
reny vrcholy (0,0,0),(1,0,0),(0,1,0), (1,1,1). Diky vété o Fréchet-Hoeffdingovych
mezich (Véta také muzeme Tict, ze graf kazdé kopule je omezen pravé
témito mezemi.

0.8
0.6
0.4

0.2

0.6

Obrézek 1.10: Ohraniceni oblasti grafu kopule.

1.4 Usporadani
Diky Fréchet-Hoeffdingovym mezim mtzeme uvazovat o usporadani kopuli.

Definice 1.4.1. Pokud C; a Cs jsou kopule, 7ekneme, Ze Cy je mensi nez Cy
(Cy je vétsi nez Cy) a piseme Cy < Cy (Cy = C4), pokud Cy(u,v) < Co(u,v) pro
vSechna u,v € I2.

Jinymi slovy, spodni Fréchet-Hoeffdingova mez, kopule W, je mensi nez kazda

jina kopule a horni Fréchet-Hoeffdingova mez, kopule M, je vétsi nez kazda jina
kopule.

14



2. Archimedovské kopule

vvvvvv

vsim diky jejich jednoduché konstrukei.

V této kapitola si ukdzeme, jak konstruovat Archimedovskou kopuli. Tedy
zadefinujeme jejich generatory a pseudo-inverzni funkce, které jsou také dilezi-
tou soucasti konstrukce Archimedovskych kopuli. Dale se podivame na vlastnosti
téchto funkei a na vlastnosti Archimedovskych kopuli samotnych. A dale uvedeme
nékolik prikladi rodin, které patii do tifidy Archimedovskych kopuli.

2.1 Definice

Definice 2.1.1. Necht ¢ : I — [0,400) je spojitd a ostre klesajici funkce, pro niz
plati podminka o(1) = 0. Pseudo-inverzni funkce o= k funkci ¢ s definicnim
oborem D(pl=1) = [0,400) a oborem hodnot H(o!=Y) = 1 je definovand predpisem

R

Poznamka 2.1.1. Pseudo-inverzni funkce o= definovand v Definice spl-
nugje nasledujici vliastnosti:

e ol je spojitd a nerostouct na intervalu [0, +o0) a ostre klesajici na inter-
valu [0,0(0)],

e o7 U(p(u)) = u na intervalu 1,

e (p(t)) = min(t,p(0))

Funkce ¢ se nazyva generator kopule. Pokud ¢(0) = 400, nazyvame funkei
¢ pFesny generator a pro jeho pseudo-inverzni funkei plati =1 = =1, tj. jeho
pseudo-inverzni funkce je zndmou klasickou inverzni funkei.

Priklad 2.1.1. Mdme zadanou funkci o(t) =1 —t, kde t € 1. Funkce je spojitd
ostre klesajici a plati p(1) = 0. Splnuje tedy podminky z Definice a vime
tedy, Ze ezistuje jeji pseudo-inverzni funkce. Inverzni funkce k funkci ¢(t) je ddna
predpisem o '(t) = 1 —t a ©(0) = 1. Nyni tedy mdme viechno pripravené a
mizeme si zadefinovat pseudo-inverzni funkci pro zadanou funkci p(t) =1 —t.

i 1—t,  telol],
2 ]<t>:{ 0, 1§te[[1,lroo) (2:2)
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Obrézek 2.1: Zadana funkee ¢ (vlevo) a jeji pseudo-inverzni funkee =1 (vpravo).

Pomoci generatoru ¢ a jeho pseudo-inverzni funkce ¢~ mizeme zavést pred-
pis pro kopuli C'(u,v).

Definice 2.1.2. Necht ¢ : I — [0,400) je spojitd a ostre klesajici funkce, pro niz
plati, e p(1) = 0, a necht =Y je pseudo-inverzni funkei k funkci ¢ definovand
predpisem (2.1]). Pro kopuli C : 1> — 1 dostdvdme predpis

C(uw) = o (p(u) + ¢(v)). (2.3)
Kopuli definovanou vztahem ([2.3)) nazyvame Archimedovska kopule.
Pokud je Archimedovska kopule generovana presnym generatorem ¢, pak pro tuto

kopuli plati vztah C(u,v) = ¢ (¢(u) + ¢(v)) a tuto kopuli nazyvame pfesna
Archimedovska kopule.

w(0)

@) (1)

(a2) (b2) ip(0)

Obrazek 2.2: Presny generétor (al), jeho inverzni funkce (a2) a nepfesny generator
(b1) a jeho pseudo-inverzni funkce (b2).

Priklad 2.1.2. Necht ¢(t) = —In(t) pro kazdé t patrici do mnoziny 1.
Vime, Ze ©(0) = 400, generdtor ¢ je presny a pro jeho pseudo-inverzni funkci
plati



D0‘| 0.2 03 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0 0.5 1 15 2 25 3
Obrazek 2.3: Zadana funkce ¢ (vlevo) a jeji inverzni funkce !=! (vpravo).

Pro Archimedovskou kopuli C dostavame podle vztahu (2.3)) predpis

Cuw) = e (p(u) + o(v))
_ (= m@)+(~ ()]

6ln(uv)
= uv = [(u,v).

Soucinové kopule 11 je tedy presnd Archimedovskd kopule s generdtorem p(t) =
—In(t).

Opréavnénost nazyvat Archimedovské kopule kopulemi ovérime z (|1.1)), (1.2)),
(1.3) z Definice [1.1.1]

Lemma 2.1.1. Necht C je Archimedovskd kopule, pak tato kopule splrniuje pro
kazZdé u,v z intervalu I podminky

1.
C(u,0) = C(0,v) =0,

C(u,1) = u, C(1v) =,

gingmi slovy, Archimedovskd kopule splnuje okrajové podminky zndmé z Definice

1.1l
D1ikaz: Pro kazdé u € I plati:

C(u,0) = ¢ (p(u) + ¢(0)) =0,

C(u,1) = o H(p(u) + o(1) = ¢ (p(u) = u.
Obdobné pro kazdé v € I plati:

C(0,0) = " ((0) + ¢(v)) =0,

C(1,) = e (p(1) + (v) = ¢ () = v.
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Lemma 2.1.2. Necht C je Archimedovskd kopule, poté je tato kopule 2-rostouct
praveé tehdy, kdyz pro kazZdé uy,us,v z intervalu I, pro které uy < uso, plati nerovnost

C(ug,v) — C(u1,v) < ug — uy. (2.4)

Dikaz: Zvolme vy,vy € I takové, ze v; < vy. Je ziejmé, ze plati C'(0,09) =
0 < v < vy = C(lvg). Vime, ze Archimedovskd kopule C je spojitd, jelikoz
generator ¢ a jeho pseudo-inverzni funkce =1 jsou spojité, a tedy existuje t z
mnoziny I takové, pro které plati C'(t,v2) = vy, nebo-li p(v2) + ¢(t) = @(v1).
Odtud dostavame

C(Ugﬂ)l) — C’(ul,vl)

P (p(uz) + (1)) — (o () + (1)),

P (p(us) + (va) + (1) — T (p(ur) + o (v2) + (1)),
(Cluz,v2),t) — C(Cur,v2),0),

(ug,v9) — C(uq,vs)

C
C

IN

Nerovnost prepiseme do tvaru
C(uy,vr) — C(u1,v9) — Clug,vy) + Clug,vg) > 0,
tedy do tvaru, ktery nam rika, ze dana funkce C' je 2-rostouci.

]

Nyni si uvedeme nékolik zédkladnich vlastnosti, kterymi se vyznacuji Archime-
dovské kopule.

Véta 2.1.1. Necht ¢ : I — [0, + 00) je spojitd, ostre klesajici funkce takovd, Ze
©(1) = 0. Necht I~ je pseudo-inverzni funkce k funkci . Poté funkce C : T2 — 1
je Archimedovskd kopule prdave tehdy, kdyz ¢ je konvexni.

Diikaz: Funkce ¢ je konvexni pravé tehdy, kdyz je konvexni i jeji pseudo-inverzni
funkce =), Nerovnost (2.4]) miizeme piepsat do tvaru

ur + @ (p(ua) + (v)) < up + o N p(ur) + p(v)), (2.5)

ktera plati pro kazdé ui,us € I, pro které u; < wus. Pokud zavedeme oznaceni
a=¢(ur),b=p(uz) a c=p(v), poté miuzeme tuto nerovnost prepsat do tvaru

Pl (@) + b+ ) < () + o (a + o). (2.6)

Dale predpokladejme, ze pseudo-inverzni funkce ¢! je konvexnf a zvolme pevné
dané a, b, ¢ z mnoziny I tak, ze a > b a c > 0. A necht v = b+c Tedy
a=1—=vb+~(a+c)a(b+c) =70+ (1—7)(a+c). Tyto dva Vztahy dosadime
do definice pro konvexni funkci a dostavame nerovnosti

e (a) < (1= 7)1 (B) + v (a + c) (2.7)

b+ ¢) <yl (b) + (1 = e (a+¢), (2.8)

po jejichz secteni dostavame ndmi poZzadovanou nerovnost (2.6]).

]
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Véta 2.1.2. Necht C je Archimedovskd kopule a necht ¢ je jeji generdtor. Potom:
1. C je symetrickd,
tj. pro vsechna u,v patrici do mnoziny I plati C(u,w) = C(v,u),
2. C je asociationt,
tj. pro vsechna u,v,w z mnoziny I plati C(C(u,v),w) = C(u,C(v,w)),
3. pokud ¢ > 0 je libovolnd konstanta, poté cp je také generdtorem kopule C.

Dikaz:
add 1)

Cluv) = e p(u) + ¢(v) = ¢! () + p(u) = Clv,u),

poradi generdtoru v zdvorce muzeme zaménit diky komutativnosti s¢itani.

add 2)

2.2 Archiméduv axiom

Archimedovské kopule svij privlastku Archimedovské ziskaly diky podobnosti
s Archimédovym polynomem, nebo-li také Archimédovou vlastnosti. Poprvé toto
jejich oznaceni zavedl ve své publikaci Cho-Hsin Ling [4]. Tento axiom nam fika,
ze pro libovolna dveé kladna realnd cisla a,b existuje prirozené cislo n takové, ze
na > b.
Archimedovska kopule C' se chova jako binarni operace na intervalu I, tj. prirazuje
libovolné dvojici ¢isel w,v z intervalu I ¢islo C'(u,v) také z intervalu I.

Definice 2.2.1. Pro libovolné u patrici do I existuje C-ndsobek up. dany rekur-
zivnim predpisem ul = u, ustt = C'(u,up).

Archiméduv axiom muzeme preformulovat tak, aby platil pro kopule.

Véta 2.2.1. Necht C je Archimedovskd kopule generovand funkci p. Poté pro
libovolné u,v z 1 existuje prirozené cislo n takové, Ze ug < v.

D1ikaz: Dikaz této véty je podrobné popsan v [6].
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2.3 Usporadani a limitni pripady

V Definice jsme se seznamili s tim, jak funguje usporadani obecné v
ramci kopuli. V této ¢asti se podivame na usporadani v Archimedovskych kopu-
lich a na nékteré jejich limitni pripady.

Nez ale s usporadanim zacneme, musime si nejprve zadefinovat novy pojem.

Definice 2.3.1. Funkce f definovand na intervalu [0, + oo) je subaditivni pro
vSechna z,y z jejiho definicniho oboru D(f), pokud pro tyto hodnoty plati vztah

fla+y) < flz)+ fy) (2.9)

Nasledujici véta, kterou Schweizer a Sklar zavedli roku 1983 ve svém dile Pro-
babilistic Metric Spaces [7], charakterizuje usporddani Archimedovskych kopuli
za pomoci subadivity jejich generatoru a pseudo-inverzni funkce.

Véta 2.3.1. Necht Cy a Cs jsou Archimedouvské kopule generované funkcemi
a 9. Poté plati, Ze Cy predchdazi Cy, tj. Cy < Cy, pravé tehdy, kdyz ¢, o <p£ 1 je
subaditivni.

Dikaz: Dikaz této véty je podrobné popsan v [6].
O

Ve stejné publikaci [7] zaroven Schweizer se Sklarem zavedli vztah mezi suba-
divitou a konkavnosti.

Lemma 2.3.1. Necht f je funkce definovand na intervalu [0, + 0o). Pokud f je
konkdvni a plati f(0) = 0, potom f je subaditivni.

D1ikaz: Necht z,y € [0,400). Pokud z+y = 0, pak vime, Ze musi platit x = y = 0,
coz ndm s podminkou f(0) = 0 vede na trividlni feseni pro subaditivitu.
Predpokladejme tedy, ze x +y > 0, tedy

Y
r+y)+ 0),
prarCRs Rl ()

y=——(0)+ —L—(z+y).

T+ r+y

Pokud f je konkavni a f(0) = 0, pak
y o
f(z) > x+yf($+y)+mf(0)—I_f_yf(f‘iry)
fly) =

z Y _ Y
T 0 ) = A fa )

xr =

Nerovnosti se¢teme dohromady a dostavame

F@)+ S ) 2 o)+ S+ y),
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z ¢ehoz po jednoduché tpravé dostavame vztah

flx)+ fly) > flz+y),

ktery nam tika, ze dana funkce je subaditivni.

[]

D1sledek: Necht C' a Cy jsou Archimedovské kopule s generatory ¢ a . Pokud

1 0 gp[_l] je konkavni, potom C; < Cs.

Drisledek: Necht C a Cy jsou Archimedovské kopule s generatory 1 a 9. Pokud
©1/p2 je neklesajici na intervalu (0,1), potom C; < Cs.

D1isledek: Necht C a Cy jsou Archimedovské kopule s generatory 1 a 9. Pokud
©1, 2 jsou spojité diferencovatelné na intervalu (0,1) a pokud ¢} /¢, je neklesajici
na intervalu (0,1), potom C; < Cs.

Priklad 2.3.1. Generdtorem Archimedovskijch kopuli je napriklad funkce:

e o(t) = —1In(t), kterd generuje soucinovou kopuli 11, jak bylo ukdzdno v

Piiklad (2.1.2)),

e p(t)=1—-t,tel

Nyni se podivame, jak je to s limitami v Archimedovskych kopulich. Obé véty
jsou prevzaté z [0] a jejich presné dikazy je mozné najit také v této publikaci.

Véta 2.3.2. Necht {Cylf € O} je rodina Archimedovskych kopuli s diferencova-
telngmi generdatory wg na mnoziné ). Potom C' = 1imCy je Archimedovskd kopule
prdavé tehdy, kdyz ezistuje funkce @ patrici do Q takovd, Ze pro vsechna s,t z (0,1)
plati

©o(s) _ @o(s)
wa(t)  wp(t)’
kde "lim” predstavuje prislusnou jednostrannou limitu, kdyz 6 se priblizuje kon-
covému bodu parametrického intervalu ©.

lim

(2.10)

Véta 2.3.3. Necht {Cyl6 € O} je rodina Archimedovskych kopuli s diferencova-
telngmi generdtory we na mnoziné ). Poté limCy(u,v) = M(u,v) prdvé tehdy,

kdyz

S

lim(p?( )

wo(t)

pro libovolné t z intervalu (0,1), kde "lim” predstavuje prislusnou jednostrannou
limitu, kdyz 0 se priblizuje koncovému bodu parametrického intervalu ©.

—0, (2.11)
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2.4 Rodiny Archimedovskych kopuli

Trida Archimedovskych kopuli obsahuje mnoho rodin. Kazda z téchto rodin
je generovand jinou funkci a vyznacuje se jinymi vlastnostmi. Jedny z nejpou-
zivanéjsich jednoparametrovych rodin Archimedovskych kopuli jsou Claytonova,
Frankova a Gumbelova kopule, kterym je vénovana tato podkapitola. U kazdé z
nich je uveden jejich predpis, generator, rozsah parametru, podminky, za jakych
se jedna o presnou kopuli, a také nékteré specialni pripady, které mohou u danych
rodin nastat pro urcitou hodnotu parametru.

2.4.1 Claytonova kopule

Claytonova kopule je asymetrickd jednoparametrova kopule dana predpisem

C§ (u,w) = [max(u™? +v7% —1,0)] 1. (2.12)

Generatorem této kopule je funkce
L, _
P11 = 5 (47 1) (213)
a pro jeji parametr 6 plati
0 € [—1,4+ o0)\{0}.
Pokud 6 > 0 pak je Claytonova kopule CS*(u,v) pFesnou Archimedovskou kopuli.

Specialni pripady:

« CY = W, Claytonova kopule s parametrem # = —1 je dolni Fréchet-
Hoeffdingovou mezi,

. C’féo = M, Claytonova kopule s parametrem 6 = +oco je horni Fréchet-
Hoeffdingovou mezi,

o C§' =TI, pokud se parametr # Claytonovy kopule bliZ k nule jedna se o
soucinovou kopuli, z jejiz vlastnosti vime, ze soucinova kopule znaci neza-
vislost ndhodnych velicin,

o 0Pl = %, kde znac¢i ¥ souc¢tovou kopuli danou vztahem (u,v) = u + v.

Obrézek 2.4: Claytonova kopule s parametrem 6 = —0,9.
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Obrazek 2.6: Claytonova kopule s parametrem 6 = 7.

2.4.2 Frankova kopule

Frankova kopule je symetricka jednoparametrova kopule dana predpisem

CL (uw) = —% In(1 + (™ _6_19) (_elev - (2.14)
Generatorem této kopule je funkce
O (2.15)
a pro jeji parametr 6 plati
0 € R\{0}.
Frankova kopule je pfesnou kopuli pro libovolné 6 € R\{0}.
Specialni pripady:
o CIT = W, Frankova kopule s parametrem § = —oo je dolni Fréchet-
Hoeffdingovou mezi,
« CIr = M, Frankova kopule s parametrem 6 = +oo je horni Fréchet-

Hoeffdingovou mezi,

o Cl™ =TI, pokud se parametr 6 Frankovy kopule blizi k nule jedn4 se o sou-
¢inovou kopuli, z jejiz vlastnosti vime, Ze souc¢inova kopule znac¢i nezavislost

nahodnych velic¢in,
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Obrazek 2.7: Frankova kopule s parametrem 6 = —11.

Obrazek 2.8: Frankova kopule s parametrem 6 blizicim se 0, souc¢inova kopule.

Obrézek 2.9: Frankova kopule s parametrem 6 = 11.
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2.4.3 Gumbelova kopule

Gumbelova kopule, nebo také Gumbel-Hougardova kopule, je asymetricka
jednoparametrova kopule dana predpisem

C§M (uw) = exp(—[(—Inu)? 4 (= Inv)?]H%). (2.16)
Generatorem této kopule je funkce
w5 (t) = (=), (2.17)
a pro jeji parametr 6 plati
6 €1, + 00).
Gumbelova kopule je presnou kopuli pro libovolné 6 € [1, 4+ o).
Specialni pripady:

. C’ffg = M, Gumbelova kopule s parametrem 6 = +oco je horni Fréchet-
Hoeffdingovou mezi,

o CYM =TI, Gumbelova kopule s parametrem § = 1 je soucinovou kopuli,
parametr § = 1 u Gumbelovy kopule tedy znac¢i nezavislost dvou danych
nahodnych veli¢in.

Obrazek 2.11: Gumbelova kopule s parametrem 6 = 8.
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3. Aplikace kopuli na realna data

V posledni kapitole bude demonstrovano pouziti kopuli na jednoduchych da-
tech tak, aby bylo ¢tenari priblizeno vyuziti a vyhoda této funkce. Veskeré si-
mulace a vypocty byly provadény v softwaru MATLAB a jejich kédy jsou k
nahlédnuti na prilozeném CD.

3.1 Data

Data, na kterych bude aplikace kopuli demonstrovana, jsem ziskala z Cour-
seWaru predmétu KMA/FIPM. Jednd se o vyvoje cen akcii na burze do roku
2016 ziskand z BCPP (Burza cennych papirt Praha a.s.), veskerd data neobsa-
huji tpravy o dividendy. Jelikoz jsem v celé své praci hovotila o dvourozmérnych
kopulich, v tomto pfipadé tomu nebude jinak. Tedy prvnim krokem vzdy bude
zvolit si dvé spolecnosti, jejichz vyvoj cen za urcité obdobi budeme pomoci kopuli
aproximovat a tim ukdzeme vzajemnou zavislost téchto dat. Jednotliva data jsou
dostupna k nahlédnuti na prilozeném CD ve slozce MATLAB.

3.2 Normalni rozdéleni

Mame tedy zvolené nase dvé nahodné veli¢iny a nyni musime zavést jejich
pravdépodobnostni rozdéleni. Pro kazdou ndhodnou veli¢inu jsem volila normalni
pravdépodobnostni rozdéleni, jelikoz se jedna o jedno z nejpouzivanéjsich rozdé-
leni.

Pro kazdou nahodnou veli¢inu si tedy pomoci matlabovskych funkeci urc¢ime
stfedni hodnotu p a rozptyl o2, pomoci kterych poté pro danou nadhodnou veli-
¢inu zavedeme normalni rozdéleni charakterizované pravé témito parametry X ~

(1,0?%).

Pro obé normalni rozlozeni vykreslime histogram, ktery prolozime Gaussovou
krivkou. Nasledné pro obé rozdéleni vykreslime jejich sdruzenou marginalni dis-
tribu¢ni funkci.

3.3 Transformace dat

7 definice kopule vime, Ze jejim defini¢nim oborem je I?. Musime proto nase
data transformovat tak, aby spadala do této mnoziny. K tomu ndm poslouzi
matlabovska funkce ksdensity. Diky ni transformujeme data tak, Ze spadaji do
mnoziny I? a pro tato transformovans data opét vykreslime jejich sdruzenou dis-
tribu¢ni funkci.
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3.4 Vybér vhodné kopule

Nyni je tfeba vybrat kopuli, kterd bude nejlépe aproximovat transformovana
data. Volit budeme mezi tfemi kopulemi - Claytonovou, Frankovou a Gumbelo-
vou. Riznych kopuli existuje mnohem vic, ale rozhodla jsem se vybirat pouze z
téchto tri, které byly zavedeny ve druhé kapitole.

Abychom zvolili tu nejlepsi kopuli, provedeme nékolik méreni pomoci ruznych
kritérii, které nam s vybérem pomohou.

Nejprve vsak budeme muset zjistit logaritmickou vérohodnostni funkci jednot-
livych rodin kopuli, kterou pti pouziti funkce copulafit ziskdme automaticky,
avSak abychom ziskali jeji hodnotu, musime funkci copulafit upravit tak, aby
nam tyto hodnoty vypisovala. Porovnanim logaritmické vérohodnostni funkce dat
pro ruzna kritéria muzeme rozhodnout, ktera z kopuli je vhodnéjsi pro aproxi-
maci nasich dat. Bohuzel to ndam ale nerika, kterda kopule je nejblize k pravé
distribu¢ni funkci. Volime takovou rodinu kopuli, kterda méla u co nejvice kritérii
nejnizsi hodnotu, jelikoz nizsi vysledné hodnoty u nasich kritérii ndm indikuji, ze
dana kopule bude 1épe aproximovat zvolend data.

Pro kazdou kopuli provedeme méreni pomoci tii riiznych kritérii a jednotlivé
vysledky budou zaznamenany do tabulky, diky které poté snadnéji rozhodneme,
kterd kopule je pro nase data tou nejvhodné;jsi.

3.4.1 Akaikeho informacni kritérium

Akiakeho informaéni kritérium (AIC) poskytuje informace, které ztratime pii
popisu reality danym modelem. Model s nizsim AIC je vhodnéjsi. Vzorec pouzi-
vany k vypoctu AIC muze byt nalezen v [1].

2 21
arc="_=
n o n
kde p je pocet parametrii modelu, [ je logaritmicka vérohodnost modelu a n je
pocet pozorovani.

3.4.2 Korigovana Akaikeho informacni kritérium

Korigované Akaikeho informacni kritérium (AICc). V publikaci [I] autori
uvadi, ze by se AICc mélo pouzivat u dat malych rozmeéru radéji nez AIC. Toto
kritérium definuji predpisem

n

AlCe = 2p——M— —
Ce pn—k—l

2,

kde p je pocet parametrii modelu, [ je logaritmickd vérohodnost modelu a n je
pocet pozorovani.
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3.4.3 Bayesovo informacni kritérium

Bayesovo informaéni kritérium (BIC) se nejéastéji pouziva pro data s konec-
nym poctem prvki. V [1] je toto kritérium definovano vztahem

BIC = pln(n) — 2I,

kde p je pocet parametri modelu, [ je logaritmicka vérohodnost modelu a n je
pocet pozorovani.

3.5 Kopule

Jiz vime, kterou kopuli k aproximaci dat zvolit a také vime, jaky parametr 6
mé dand kopule, tento parametr ziskdme z funkce copulafit stejné jako jsme
ziskali logaritmickou vérohodnostni funkci. Muzeme si tedy s pomoci funkce
copularnd vygenerovat ndhodné veli¢iny spliujici parametry této kopule. Vy-
tvorime graf sdruzené distribu¢ni funkce, abychom ilustrovali nahodné veli¢iny
vygenerované s pouzitim kopule.

Vygenerovana nasledné transformujeme, opét s pouzitim funkce ksdensity,
na puvodni mnozinu a vykreslime graf sdruzené margindlni distribu¢ni funkce
téchto dvou velicin.

3.6 Priklad 1

Pro prvni priklad jsem si zvolila dvé spolecnosti z energetické oblasti, tedy
CEZ a Unipetrol. Pro kazdou ndhodnou veli¢inu (nase vybrané spolecnosti) bu-
deme brat 1000 hodnot cen akcii, tedy vyvoj cen za obdobi od 18.9.2012 do
16.9.2016.

Pro obé ndhodné velic¢iny jsme si pomoci matlabovskych funkci nasli stredni
hodnotu a rozptyl a s témito parametry jsme ziskali normalni rozdéleni pro kazdou
nadhodnou veli¢inu. A nasledné jsme pro obé normalni rozdéleni vykreslili jejich
sdruzenou marginalni distribu¢ni funkeci.
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Obréazek 3.1: Normalni rozdéleni pro CEZ.
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Obrazek 3.3: Sdruzend marginalni distribu¢ni funkce.

Data jsme néasledné transformovali tak, aby pattila do defini¢niho oboru ko-
pule, tedy I?. Sdruzenou distribu¢ni funkei transformovanych dat ilustruje nasle-
dujici graf.

Obréazek 3.4: Sdruzena distribuc¢ni funkce transformovanych dat.

Nalezneme logaritmickou vérohodnostni funkci pro kazdou rodinu kopuli a tu
nasledné dosadime do vzorct pro jednotliva kritéria. Po jednoduchych vypoctech
dostavame vysledné hodnoty, které jsou zaznamenany v tabulce, abychom v nich
meéli lepsi prehled.
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AIC AlICc BIC
Clayton | 0,0020 | 2,0031 6,9069
Frank | 0,1738 | 173,8470 | 178,7507
Gumbel | 0,0020 | 2,0028 6,9065

Z tabulky je zfejmé, ze nejnizsich hodnot, i kdyz s ne moc velkymi rozdily,
nabyva v jednotlivych kritériich Gumbelova kopule. Pro generovani ndhodnych
veli¢in funkei copularnd volime praveé tuto kopuli a vykreslime si graf sdruzené
distribu¢ni funkce téchto veli¢in. Frankova kopule ziejmé nabyva takto vysokych
hodnot, jelikoz se jednd o symetrickou kopuli, a z nasich dat je zfejmé, zZe ta
symetricka nebudou.

Obréazek 3.5: Sdruzena distribuc¢ni funkce vygenerovanych dat.

Na zavér transformujeme vygenerovana data zpét na ptivodni mnozinu.
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Obrézek 3.6: Sdruzend distribuéni funkce vygenerovanych dat transformovanych
na puvodni mnozinu.

0 f#—konfiden¢ni interval
Clayton | 1,4509 x 10~° (—0,0837;0,0837)
Frank -2.7123 (—3,1283; —2,2963)
Gumbel 1,0000 (0,9479; 1,0521)

Pokud se podivame na vyslednou hodnotu 6 pro nasi zvolenou Gumbelovu
kopuli, vidime, ze 6 = 1,0000. Z vlastnosti a specialnich pripadu v casti [2.4.3
vime, ze této hodnoté odpovida soucinova kopule, tedy nase dvé zvolena data
jsou nezavisla.
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3.7 Priklad 2

Ve druhém prikladu budeme aplikaci kopuli demonstrovat na datech z oblasti
bankovnictvi. Opét jsem si zvolila dvé spolecnosti, tentokrat Komercni banku
(KB) a Erste Group (ERSTE), pro jejichz aproximaci cenového vyvoje akcii od
11.5.2012 do 11.5.2016, tedy 1000 hodnot, budeme hledat nejvhodnéjsi kopulovou
funkci.

Postup je obdobny jako u prvniho prikladu. Pro obé nadhodné veli¢iny na-

jdeme pomoci matlabovskych funkci sttedni hodnotu a rozptyl, pomoci kterych
zavedeme pro kazdou veli¢inu norméalni rozdéleni.
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Obréazek 3.7: Normalni rozdéleni pro KB.
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Obrézek 3.8: Normalni rozdéleni pro ERSTE.

Nasledné jsme pro obé normalni rozdéleni vykreslili jejich sdruzenou margi-
nalni distribuéni funkei.

31



04985 0499 04995 05 05005 0.501

_amilln

Obréazek 3.9: Sdruzend margindlni distribuc¢ni funkce.

Data musime opét s pouzitim funkce ksdensity transformovat na defini¢ni
obor kopule. Vykreslime si sdruzenou distribu¢ni funkei téchto transformovanych
dat, abychom ilustrovali jejich rozlozeni.

Obrézek 3.10: Sdruzena distribuc¢ni funkce transformovanych dat.

Pomoci nami upravené funkce copulafit jsme nalezli pro kazdou rodinu ko-
puli logaritmickou vérohodnostni funkci, kterou nasledné dosadime do vzoreckt
pro jednotliva kritéria a pro lepsi prehled vSechny vysledné hodnoty zazname-
name do tabulky, pomoci které vybereme nejvhodnéjsi kopuli pro nase data.

AIC AlICc BIC
Clayton | 0,5183 | 518,2941 | 523,1979
Frank | 0,4016 | 401,5542 | 406,4580
Gumbel | 0,3592 | 359,2093 | 364,1130

7 tabulky je jednoznacné vidét, ze nejnizsi hodnoty jednotlivych kritérii na-
byva Gumbelova kopule. Pro generovani ndhodnych veli¢in volime pravé Gumbe-
lovu kopuli, jejiz parametr 6 jsme jiz ziskali pti pouziti funkce copulafit. Pro
nase vygenerovanda data si opét vykreslime jejich sdruzenou distribuc¢ni funkci.
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Obrazek 3.11: Sdruzena distribu¢ni funkce vygenerovanych dat.

Vygenerovana data transformujeme zpét na ptivodni mnozinu nami zvolenych
dat.

Obrézek 3.12: Sdruzena distribuéni funkce vygenerovanych dat transformovanych
na puvodni mnozinu.

0 f—konfidenc¢ni interval

Clayton | 1,3430 (1,1581;1,5279)
Frank | 4,3211 (3,8349; 4,8074)

Gumbel | 1,6634 (1,5823; 1,7446)

Vime, ze parametr 6 nabyva pro nasi zvolenou Gumbelovu kopuli hodnoty 6 =
1,6634, tedy nejednd se o soucinovou kopuli. Podivame-li se i na #—konfiden¢ni
interval pro Gumbelovu kopuli, vidime, zZe pro zvoleny parametr nemize nastat
situace, kdy 6§ = 1. Nemiize se tedy stat, ze by nase data byla nezavisla. Muzeme
tedy Tict, ze vyvoj cen akcii Komer¢ni banky a Erste Group je zavisly.
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Z.aver

Cilem této prace bylo ¢tenari priblizit dvourozmérné kopule,tedy funkce, které
se v dnesni dobé stale vice vyuzivaji pri urcovani zavislosti jednotlivych nahod-
nych veli¢in. Zamérili jsme se predevsim na Archimedovské kopule, které jsou
jednou z nejpouzivanéjsich trid kopuli. Jejich vznik a vyuziti jsme na zavér de-
monstrovali na redlnych datech.

V prvni kapitole jsme zadefinovali pojem kopule a zamérili se na jejich zakladni
a nejdulezitéjsi vlastnosti, jako je Sklarova véta, Fréchet-Hoeffdingovy meze ¢i di-
ferencovatelnost nebo omezeni kopuli.

Ve druhé kapitole jsme si zavedli Archimedovské kopule, které jsou diky své
na jejich vznik a zakladni vlastnosti je druha kapitola zamérena. Na zavér této
kapitoly jsme zavedli Claytonovu, Frankovu a Gumbelovu kopuli, tedy jedny z
nejvyuzivanéjsich rodin Archimedovskych kopuli.

Ve treti kapitole jsme aproximovali redlnd data z oblasti financi pomoci nej-
vhodnéjsi ze t¥i diive zadefinovanych Archimedovskych kopuli. Presnéji feceno,
na realnych datech jsme provedli normalni rozdéleni a pomoci matlabovskych
funkci a zvolenych kritérii jsme vybrali kopuli, kterd nejvhodnéji aproximovala
nami zvolend redlnd data. Ve své podstaté se jednalo o jakysi navod, jak zvolit
nejvhodnéjsi kopuli pro aproximaci zadanych realnych dat.
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